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Construções por Meio de Régua e Compasso 
Alvino Alves Sant 'Ana 

Resumo: O objetivo da paJestra é o de discutir a. possibilidade ou impossibi
lidade de construir com o uso unicamente da. régua sem marcaa e do compasso, 
certas figuras geométricas. 

Serão tratados, entre outros, os clássicos problemas da Quadratura do cfreulo, 
Duplicação do cubo e Trissecção de um ~o. 

Pretende-se mostrar como aJgumas id~ da álgebra moderna seJ'Viiam para 
resolver antigos problemas da geometria.. 

Seja E c Jl2 taJ que E contém pelo menos dois pontos. 
Definição 1: 
i) Uma. reta. r do plano R', é dita. uma reta em E, se r une dois pontos 

de E. 
ii) uma circunferência o do plano R', é dita uma circunferência em E, se o 

seu centro pertence a E e o contém pelo menos um ponto de E. 
Agora vamos definir as operações permitidas entre as retas e circunferências 

em E. Tais operações vão determinar os pontos de R' que poderemos construir 
por meio de régua e compasso. 

Definição 2: Operações Elementares em E. 
I) Intersecção de duas retas em E. 
ll) Inteisecção de uma circunferência em E com uma reta em E. 
ID) Intersecção de duas clrcunferências em E. 
Assim, os pontos construtlveis por meio de régua e compasso ficam determina.

dos pela, 
Definição 3: um ponto A E R', diz« construtível a. (l&l'ÜE de E numa eta.

~ se for possível determinar A através de uma. dã8 operaçoes êlementa.res em 
E. 

Com O"Objetivo de caracterizar os pontos construtiveis a partir de E, intro-
duziremos agora a.lgumas notações: 

< E >= {A E R' : A é construtível a partir de E numa. etapa} 
O= (O, O) E R' U= (1,0) E R' E,= {O,U} 
Definição 4: Definimos E. por indução do seguinte modo: 
i) E,=< Eo > 
ii)E.+l=<E.> ,llnEN 
Finalmente, por definição, seja Eoo = u:., E. 

observemos, que na figura fica claro que 
E, ={O, U, A1, A2 , A,, A.} onde 
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Agora, com esta notação podemos def!nil' os pontos construt!veis pm· meio de 
régua e compasso. 

Definido 5: Um ponto A E R' é dito ponto construtlvel se A E E.,.. Uma 
reta r (respec, uma circunferência c) do plã.Do R' é dita construtível, se r 
(respec. c) está em E.,.. 

Vamos agora demonstrar algnns resultados que precisaremos para dar uma 
resposta aos problemas clássicos. Inicialmente, determinaremos o subcorpo dos 
números construtíveis reais. As duas proposições a seguir, nos permitem esta. 
construção: 

Proposi!;ão 1: 
a) Dados dois pontos A, B e E.,. e ae M é o ponto médio de AB, então 

M E E.,. Além disso, as retas perpendiculares a 7flf passando pelos pontos 
A, B e M são construlíveis. 

b) Sejam A E .E.,. e r umaretaem E .. taJque AEr. Se B,GEE, 
então existe X E E® tal que X E r e j:i!Xj=jBVj 

e) Seja r uma reta em E ... Seja A E E., taJ que A li1 r, então a reta 
s l_ r passando por A é construtlvel. 

Demonstra<;ão: 
a) a .eguir, temos a construção do ponto M, e da reta • _L iiH passando 

por M. 
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Para construir a.. retas perpendiculares a 7iJ3 passando por A e B, 
procedemos do seguinte modo: 

Qonsideramos a reta r que contém AH (a reta determinada por A e 
B) e construímos a circunferilncia o de centro A e raio 1Ail11, determinando 
A I = ,. n c. Então A é o ponto médio de A7Jt1 e pelo processo anterior, 
a reta perpendicular a r passando por A é determinada. Analogamente, 
determinamos a reta perpendicular a r passando por B. O desenho abaixo, 
mostra este procedimento: 

b) construindo circunferilncia. de centro B e raio IBV'I e depois tomando 
circunferilncias de centro em A, podemos supor que A, B, O E r. Veja a figura 
abaixo: 

IB'C'I = IBC"I = IBOI h 

--~~~------------~~--------------r 
B' C! 

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade que os pontos A, B, C E r. 
Temll(veja figura a seguir): 

i I = liiTl'l + IBNJ + liVXI . 
IIJV\ = \HNI + INXI + lXVI . Logo para termos 
,AX = 7JV basta ver que lAEI = lXVI. 
De fato: de J1f1-l~ segue que 
IBNJ=IFl\11-! - I= · -IMX!=IXV!. Logo obtemos !AXI=IBVJ. com 

Xer. 
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c) como r está em E,., existe B e r tal que B e E,.. Seja a o 
ponto de intersecção entre r e' a circunferência de centro A e raio 7iJJ. Seja 
M o ponto médio de "HV. Então B é a reta pe:rpendic-ala.r a "HV por M. 
Veja o desenho que segue. 

A 

----~~----------·~·~----------~~~--r ~ M C 

Proposição 2: 
Sejam A, B, a e Eoo não alinhados. 
Então 3D E E,. tal que A, B, a, D formam um paralelogramo. 
Demonstração: 
Sejam r a reta determinada por A e B 
8 a reta determinada por A e a 

Pela proposição 1-b, existe X E 8 tal que IVXI=I7iJJ\, existe v e r tal que 
IBYI=IVAI· Seja D o ponto determinado pela interseção das circunferências de 
centro a e raio IDXI e de centro B e raio IBYJ. Claramente· IVAI=I:DBJ 
e IVDI=IJWI , isto é, ABaD é um paralelogramo 
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Definição 6: 
Seja a E R . a é dito construtiva! se o ponto (a, O) E E00 • 

A proposição a seguir caracteriza os números reais construtíveis~ 
Proposição 3: 
Um ponto A = (a, b) E R' é construtível 

construtiveís. 
Demonstração: 

-=- a, b E R são números 

O resultado segue imediatamente do desenho abaixo: 

(o, b)-t-;::------r:t>(ll.=-"1 b'"'->-

O V (b,O) {a,o) 
Assim os números reais canstrutíveis são exatamente as coordenadas dos pontos 

construtiveís do plano H' . 
TEOREMA 1: 
Seja aR= {x E R/(x,O) E E~}. Então aR é um corpo. Além disso, 

Q C an e para. qualquer r E Cn , r> O , ..;r E Cn 
Demonstração: 
Para ver que · C8 é um corpo, basta ver que: 
i) a, fJ E aR então a- fJ E aR 
ü) a, ,8 E CR então a.{J E a" 
iii) O ;o! a E an então .L E Cn . . 
pala prop. J.b) vale i) . Sejam a, {j E aR e A = (a, O) , B = ([j, O) . 

Seja r uma reta construt!vel qualquer. Sejam A11 B1 E r tais que JDA;"J = 
JOAJ = a· e :HF,./ fTJA; . Por semelhança de triãugo.llos temos: 

f= 1'?1 logo JOF,J = cx.f! , portanto vale ii). 
Seja O ;f a E Cii e U, E r tal que jOU,J = J!WJ =I e K E !W ta! 

que KrK/ f VÃ,. 
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Por semelhança de triângulos, segue que IOKI = ; . 

Agora sabemos que O e 1 E On. Assim, construindo sucessivameilte as 
circunfeM!cias de centro 1 e raio 1 , de centro 2 e raio 1, de centro 3 e raio 
I, ...... , de centro n E N e raio I, ..... obtemoo que N C GR. Analogamente, 
Z c GR. Por iü) e ü) concluímos que Q c C". 
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Seja r> O r E OR. Temos pela figura abaixo que ._;r E OR: 

Agora precisamos de certos conceitos da Álgebra. O leitor que senti!· neces
sidade de maiores detalhes com respeito a estes conceitos e propriedades, pode 
consultar, por exemplo, [2] p. 88· 100. 

i) 01 E R diz-se algébrico, se existe p(x) E Q[xj \ {O} polinômio não nulo 
com coeficientes em Q , tal que p(ll<) =O. Neste caso, existe um po]iuômio 
môniw (que denotamos por irr.(x)) que é de mínimo grau entre os polinômios 
que se anulam em c.. 

ii) Uma extensão N de Q é dita algébrica se para qualquer c. E N , 
a é algébrico. 

íii) Dado c. algébrico, existe um wrpo Q[c.j 2 Q , tal que Q[aj é o menor 
corpo que contém Q e a. De modo !'l'melhante, se A é um conjunto de números 
algébricos exista um corpo mínimo que contém Q a A, o qual denotaremos por 
Q[A]. 

iv) Seja "' algébrico e consideramos irr.(x) o polinômio minimal de a 
sobre Q. 

A dimensão de Q[aj sobre Q, denotada por [Q[<>) : Q) , é igual ao grau 
de irr.(x). 

v J Teorema do produto dos graus. 
Seja M extensão da N tal que IM: N) < oo, 
Seja E extensão de N tal que M ::l E ::l N. 
Então [M: N] = [M: EJ.[E: N] 

Com estes conceitos e com o teorema 2 a seguir, resolveremos os três problemas 
clá.ssicos enunciados na introdução (ver teor 3) 

Teorema 2: C,. é uma extensão algébrica de Q , tal que para qualquer 
a E On , o grau do polinômio irr.(z) é 2' , para certo t E N, isto é, 
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[Q[cr] : Q] é potência de dois. 

Seja A = (u, v) E E,.. Dizemos que u e v são coordenadas de E., e 
denotaremos por A,. o conjunto de todas as coordenadas de E.. Temos que 
A, c GR , Vn E N. Sejam K, = Q , K, = Q(A,] , .... , K. = Q(A,J , .... • 

Como A., c A, c .... c A,. c .... c GR e Q C GR, temos 
Q = K, c K1 C ... C K. C •.• C 08 • Também a E A,. , então a E K •. 

Logo defullndo K., = U~ K. temos K., = Gn. 
Dem. do Teor. 2: basta provar que Va E 08 , tem-oe [Q[a] : QJ = 2' 

com r E N. De fato a E 08 = U;,. K. , e então 3n E N tal que 
a E K.. Como [Q[a] : Qj divide [K. : QJ, pelo teorema do produto dos 
graus, basta ver que [K. : Q = 2' com • E N. Mostremos que [K. : Q] = 2', 
e E N por indução sobre n. 

Para n = O , temos Ko = Q e o teorema é válido, [Ko : Q] = 1 = 2°. 
(Note ainda que para n = 1 , temos K1 = Q[Jã] e [K, : Q] = 2 pois 
irr 1/l{x) = z2- 3 e o teorema é válido). 

Suponhamos por indução que (K, : Q] = 2~ com 11 E N VO :S i < n. 
Como K._, C K. e [K. : QJ = [K. : K.-1] [K._1 : QJ , basta provar que 
[K. : K._,j é potência de dois. 

Seja L=K. e Lo=K._, .·. L=Lo[A.]. Se A,.={a1 , ••• ,a.} temo8 
então que L= Lo[a., ... ,a.]. Sejam 

Lo C L, = Lo[a,] C .•. C L, = J,_, [a,] C .•. C L. = L 

Então é suficiente provar que [L, : L,_,J é potência de dois. De fato, provemos 
que [L;: L,_,] = 1 ou 2 , 1 <i< k, L;= LH[a,J , a, E A,.. 

Assim existe p, E A. tal que A,= (a,,{J,) ou B, = ({J,, a,) está em E., 
isto é, A; E E,. ou B; E E,.. 

Sem perda de generalidade, podemos supor que A, E E •. 
Como E.=< E._, > temos que A,= (a.,{J1) é obtido por uma das trêe 

operações elementares em E.-h isto é: 
a.) A, é determinado pela intersecção de duas retas em E._, ; ou 
b) A. é determinado pela intersecção de uma reta com uma ci:relUlÍerencia em 

E.-l ; ou 
c) A; é determinado pela intersecção de duas circlUlÍerências em E._,. 
Mas nestes casos, a; satisfaz uma. equa<;ão de grau um (no caso a) ou uma 

equação de grau dois (nos casos b ou c) com coellcientes sobre o corpo K._, = 
Q[A._,J. 

Como Ka-1 = Lo c L.-1 I < i < k segue-se que a, é raiz de um polinômio 
de grau um ou dois sobre o corpo [,_1 e porlauto, [L; :.L.-1] = I ou 2. 
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Proposjção 4: 
a) Se n é fmpar ~ 3 e p primo (positivo) então ifP f/; aR 
b) u = cos :; ~ Ca 
Demonstração: 
a) Seja a- ifP, então irr.(z) = z"- p, de onde o grau de irr.(z) é n. 

Pelo teorema 2, a f/; CR. 
b) Seja 8 = :: então 38 = "; 
Da trigonometria, temos que cos 38 = 4 cos' 8 -3 cosO. Assll:n para 8 = ~, 

lemos i= 4 cos'8- 3 cosO. Logo irrw, ,(z) = Sz"- 6z -1 e assim o grau ~e 
irr.,, ,(z) é 3 e pelo teorema 2, cos ~; f/; 08 • 

Teorema3: 
a) Não existe a E CR tal que o volume do cubo de aresta a seja. o dobro 

do volume do cubo de aresta. 1. 
b) Não existe a E CR tal que a. área do quadrado de lado a seja igual a 

área do circulo de raio 1. 
c) É impOSSÍvel, com régua (sem marcas) e o compasso trissectar o ângulo de 

60'. 
Demonstração: 
a) Suponhamos que existe tal a E aR. Então a' = 2. DaÍ irr.(z) = z" -2, 

de onde obtemos que o grau de irr.(z) é 31 absurdo. Logo a ~ CR. 
b) Suponhamos que existe tal a E 08 • Então á'="· Como a é algébrico, 

temos que " é algébrico, o que é um absurdo. Logo a f/; aR. 
c) Se 38 = 60' então 8 = ~; e portanto cosO f/; aR. Logo 60' não pode ser 

lrissecta.do. 

Assim, resolvemos os três problemao clássicos da geometria., usando reeulta.dos 
da. álgebra moderna.. A seguir, ca.ra.cteriza.mos oe pollgonos construtlveia, com 
régua e compasso, enunciando o teorema de GaUBB, do qual omitiremos a demons
tração. 

Defini~ 7: 
Um polígono em R' é dito construtÍvel, se seus vértices são pontos cons-

trutfveis. 
Proposição 5: 
a) Todo po!lgono' de 2' lados é construtÍvel, r E N 
b) Se um poÚgono regular de n lados é construtÍvel então o polÍgono regular 

de 2n lados também é construtlveL 
c) Se p é primo > 3 e um polÍgono de p lados é construtÍvel, então existe 

• eN talque p=2""+1. 
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(Em particular o heptágono regular é não construtfvel) 
Demonstração: 
a) e b) decorrem do fato que o quadrado é consirutÍVel e é possÍVel bissectar 

ângulos. 
c) Seja O = ';. Então (cos O, sen O) E E~ e pelo teorema do produto 

dos graus, temos [Q[cr,pJ : QJ = 2"' onde cr = cos 8, p = sen 8 e m E N. 
Fazendo i = A ( a unidade imaginária complexa) temos [Q[cr, p, i] : Q] = 
2"'+1 com Q(cr, p, •1 C G, já que i f[ Q[q, PJ e irr,(z) = z" + 1. Seja 
f = cos O+ isen O = a+ ip E Q[a, p, •1 e dm segue que Q[fl C Q[cr, p, i] e 
então pelo teorema do produto dos graus [Q[f] : Q] = 2'. Mas, f é raiz p-ésim.a · 
da unidade e z'- 1 = (z -1)(zo-1 + z•-• + ... + z + 1) de onde conclnfmos que 
irr,(z) = ,_, + z•-• + ... z + 1, já que este último polinômio é irredutfvel (ver [2] 
p 85). E então p-1 = 2'. Logo p = 2' + l. Para obter o resultado desejado, 
basta ver que r= 2' com s E N. Suponhamos que t > 1 é um fator fmpar 
de r. Seja r = tv . Logo p = 2' + 1 = (2')' + I onde I < I é ímpar. 

Então p = (2' + 1)[(2")'-' - (2")'-• + (2")'-• - ... + 1] o que é um absurdo, 
pois p é primo. 

Thorema 4 (de Gauss) 
f Um polígono regular de nlados é consirutivel se, e somente se, n = 2' .Pi ... · P. 

onde r E N e P1, ... , P. são primos da forma }\ = 2 .. ' + 1 com 1 < i < k e 
k,s, E N. 

Observação: 
Os números da forma F, = 2'' + 1 são chamados de números de Fermat. 

Agora, mostraremos que é posslveJ a trissecção de um ângulo O, com o uso 
da régua com marcas e compasso. 

De acordo com o que provamos anteriormente, é fundamenta.! que a régua, 
neste caso, tenha escala. 
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Seja r ::: unidade da escala da régua 

Construfm.os uma semicircunferência de centro O e raio~r como na figura. 
Seja O = I. AOB. Co11'3ideremos os pontos X, Y taís que = JO'FT = r. 

É possJvel marcaJ' pontos C e D como na figura, tal que I I = r ; mantendo 
a "axtromídado" da régua no ponto X, tomos que a distância entre os pontos 
alinhados com X, um sobJ'tl ~ semícilocunferência e o outro sob1·e W, varia de o 
•· +co. Assím, por contínuídade, 30, D. 

Temos pela figura que: 
0+ (180- 2/1) +a= 180 então O= 2/1-a 
2a + 1 = 180 = 1+ 11 então 11 = 2a 
logo 0=4a-a=3a, istoé a=• 

Recomendamos a biblíografia a seguir, principalmente ao leitor mals interes
sado, destacando !2] no qual nossa posição foi baseada. 
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