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Geometrias Nao Euclideanas

1. Introducao

A Geometria Euclideana (GE) ¢ aquela que estudamos no colégio e cuja
axiomadtica foi elaborada primeiro por Euclides [1] e, na sua forma definitiva
e rigorosa, por Hilbert [2]. Esta Geometria é o modelo geométrico natural do
espago fisico na Fisica Cldssica.

Chamamos de Geometria nao euclideana (GNE) a qualquer Geometria
que nao segue esta axiomatica. A Geometria hiperbdlica de Bolyai-Lobatchevski
(GBL) é uma das mais célebres GNE ; histéricamente, a primeira a ser desen-
volvida sistematicamente. Ela nasceu da tentativa de demonstrar pelo absurdo, a
partir dos outros postulados da GE, o "postulado da paralela”, que estabelece
a unicidade da paralela a uma reta r passando por um ponto P ¢ r. A
axiomdtica da GBL ¢é a mesma que a da GE, salvo que nega-se em GBL,
a unicidade da paralela. O que se acabou provando com a GBL é justamente
o contrdrio: o postulado da paralela ¢ independente dos outros postulados GE.
Com efeito, podemos construir modelos para a GBL que mostram que esta é
consistente (supondo, obviamente quea GE o é).

Um modelo paraa GBL (plana) € o seguinte.

Fixamos um circulo I' no plano euclideo. Seja E o conjunto dos pontos
interiores a I'. Os ”pontos” do modelo sao os pontos de FE e as ”retas”
sao didmetros de I' e os arcos de circulo contidos em FE e que cortam
ortogonalmente I

Na figura, s,¢ sao paralelasa r passando por P: este modelo nao verifica
o postulado da paralela e de fato ¢ um modelo de GBL plana.

Mas tem muitas outras GNE além da GBL: as geometrias finitas, a
geometria projetiva real ou complexa, etc. Trataremos de dar alguma idéia delas
limitando-nos & dimensao 2, para simplificar a exposigao.



O autor baseou-se principalmente nas referenciais (3], [4], {5] e [6] para elaborar
estas notas.

2. Postulados Bésicos. Em Geometria trabalhamos com certos conceitos (pon-
tos, retas, pertencer) que sao considerados primitivos: eles sao definidos pelas
suas relagoes dadas pelos postulados. Para conceber estas relagoes devemos pen-
sar nos diferentes modelos que apresentam-se para estas nogoes fundamentais.
Temos um modelo tipico tomando uma superficie: os ”pontos” sao os pontos da
superficie e as "retas” sao as geodésicas da superficie (linhas que realizam local-
mente a mfnima distdncia entre seus pontos). Por exemplo, em uma esfera as
"retas” sao os circulos maximos. Este exemplo j4 mostra o que o seguinte axioma
exclue alguns tipos de modelos.

Postulado 1.

Dois pontos diferentes pertencem a uma e s6 uma reta.

Para excluir casos triviais admitimos também o:

Postulado 2.

Existem pelo menos trés pontos que nao pertencem a uma mesma
reta e a cada reta pertencem pelo menos trés pontos.

As expressoes tais como: areta r contémoponto P, asretas r e s

se cortam em P, ospontos A,B,C sao colineares, tem um sentido claro.
Notaremos AB a reta determinada por A e B, r.s a intersecgdo das retas
r e 8. -
Os axiomas 1, 2 sao satisfeitos na GE, na GBL, nas superficies completas
de curvatura constante negativa, nas geometrias afins sobre um corpo & (nao
necessariamente comutativo). (GAy) Esta idltima define-se assim: os ”pontos”
sao os pares ordenados (z,y) (z € k,y € k). As "retas” sdo os conjuntos de
7 pontos”:

{(a+tc,b+1td) :t €k}

onde a,bc,d €k e (c,d) # (0,0). A relagdo de pertencer é a evidente.
Observemos que se k é finito, esta Geometria sé contém um ndmero finito de
pontos. (Naturalmente, se k=R obtemosa GE).

As geometrias que queremos tratar e que satisfazem estes dois postulados sao
repartidas em trés grupos, caracterizados pela introdugao, respectivamente, dos
postulados 3E, 3P, 3H:

Postulado 3F

Duas retas sempre se cortam. (geometrias elfpticas)

Postulado 3P

Dadosareta r eoponto P ¢r,existe uma iinica reta que contém
P e ndo corta r. (geometrias parabdlicas)



Postulado 3H

Dados a reta r e o ponto P ¢r, existem pelo menos duas retas
que contém P e nao cortam r. (geometrias hiperbdlicas)

As GA, em particular a GE, sio parabédlicas. A GBL ¢ hiperbdlica.

Vamos mostrar como as geometrias parabdlicas estao subordinadas as elipticas.

Em uma geometria parabdlica definimos a relagao de ”paralelismo” da seguinte
maneira: areta r éa paraleladreta s se r ndocorta s ou
r = s. Esta relacao é de equivaléncia e as classes de equivaléncia sao chamadas de
pontos impréprios. Construimos entao uma nova geometria cujos ” pontos” sao
os pontos da antiga e os pontos impréprios. '

Suas "retas” sao as da antiga mais uma nova reta (reta impropria) definida
como o conjunto dos pontos improprios. A relacao de ”pertencer’se define de
maneira evidente. (Cada ponto impréprio pertence a cada reta da classe de
equivaléncia que o determina, etc). Esta nova geometria é eliptica e a antiga fica
mergulhada na nova. Esta iltima é chamada de geometria projetiva associada
a geometria dada.

Em particular, cada GA; define uma geometria projetiva (GF;). Se k=R,
a geometria projefiva assim obtida é a Geometria Projetiva cldssica (GP).

3. Geometrias elipticas.

Um teorema fundamental em GP ¢ o teorema de Desargues (ou dos tridngulos
homoldgicos). Ele afirma (vide figura) que se as retas AA', BB',CC' sao
concorrentes (isto é, se cortam as trés num mesmo ponto 0), entao AB e A'B’,
BC e B'C', AC e A'C' secortam em pontos colineares M, N, P.
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Este teorema nao é vilido em qualquer geometria elfptica. Vamos nos interessar
em geometrias elipticas desarguesianas; quer dizer, que introduzimos este novo
postulado (vide figura).

Postulado 4.

Sejam A, B,C trés pontos nao colinearese A’ , B',C' trés pontos
nao colineares. Suponhamos que existe um ponto 0 tal que A, A'0



sao colineares, B, B’,0 sido colinearése C,C’,0 sdo colineares. Entao
existem trés pontos colineares M, N,P taisque M€ AB, M€ A'B’,
NeBC, NeB'C'y, Pe AC,PcA'C".

Este postulado é satisfeito nas GP.. Antes de verificar isto, vamos dar um
enunciado equivalente ao Postulado 4.

Para toda geometria, é muito importante o grupo de seus automorfismos. Va-
mos chamar de colineacao de uma geometria dada, toda correspondéncia bijetora
do conjunto dos seus pontos sobre si mesmo tal que trés pontos sao colineares se
e somente se as suas imagens sao colineares. E claro que uma colineacao também
define uma correspondéncia bijetora do conjunto das retas sobre ele mesmo e que a
relagao de pertencer é conservada. Em particular a trés retas concorrentes corres-
pondem sempre trés retas concorrentes. As colineagoes de uma geometria formam
um grupo (nao necessiriamente abeliano).

O postulado seguinte assegura a existéncia de muitas colineagoes.

Postulado 4. Dada uma reta r e trés pontos colineares 0, A A’
(distintos e A,A’ ndo contidos em r) existe uma colineacao que
deixa fixos 0 e cada pontode r equeleva A em A’

n

Vamos demonstrar rapidamente a equivaléncia entre os postulados 4 e 4’ (as-
sumidos os postulados 1, 2, 3E) deixando a discussdo detalhada ao leitor.

Admitimos primeiro o postulado 4’ e vamos provar o 4.

Sejam P = AC.A'C' , N=BC.B'C"; seja r=PN.

Consideramos a colineagao que deixa fixos 0 e cada pontode r eleva C
em C' (postulado 4’).

(Vide figura no inicio deste pardgrafo).

Seja A, aimagemde A. Entaio A, € 0A (porque O0A.r ¢ fixo)
e A, € PC' (porque P — P, C — C' e entdo PC — PC'). Logo,
A, =0APC'=4".

Da mesma maneira provamos que B — B'. Seja M = AB.r. Entao,
como A,B,M sio colineares, temos que A’, B', M sdo colineares. Ou seja,



AB.A'B'= M €r, o que prova o postulado 4.

Admitimos agora o postulado 4 e vamos provar o 4.

Se P ¢€0A, a construgao do correspondente P’ é dada pela figura abaixo.
A colineagao definida no plano menos a reta 0A extende-se a esta reta imediata-
mente, pela condi¢ao de conservar a colinearidade dos pontos. Para provar que a
correspondéncia P — P' é colineagio seja s reta por P,M = s.r. Devemos
provar que todo ponto @ € PM véa em um ponto @' € P'M; ou seja, que
P'.Q', M sao colineares.
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Para tal, consideramos os triangulos APQ, A’P'Q’'. Por hipétese, 0 € AA’,
0€ PP', 0€QQ’. Logo N=APA'P' ,R=AQ.A'Q' e M'= PQ.P’ Q’
sao colineares. Como r = NR, temos que M'e€r Logo M = M' Entao
MeP'Q' e P'Q'\M sao colineares.




Vamos agora introduzir coordenadas, chamadas coordenadas homogéneas,
nas GP. o que, em particular, nos permitird mostrar que elas satisfazem o
postulado 4°. Para tal mergulhamos primeiro GA; em k* pela inclusio
(z,,2,) — (z,,2,,1). Por definigdo, as coordenadas homogéneas de (z,,r,) €
GAy C GP, sao (Azy,Az,,A) paratodo A€ k.

As coordenadas homogéneas de um ponto improprio sao (u,,u,,0) onde a
reta de GA; que une o ponto (0,0) ao ponto (u,,u,) é paralela as retas deste
ponto impréprio.

Vemos, entdo, que as coordenadas homogéneas estao determinadas a menos de
fator de proporcionalidade a esquerda nao nulo. O triplice (0,0,0) nao representa

ponto algum.
Notaremos z,y,z as coordenadas homogéneas em GP,. A equagao linear:

za+yb+2zc=0 (a,b,c)# (0,0,0)

representa o conjunto de pontos de uma reta. Seja L : k* — k* um
isoformismo linear a esquerda. Entao a correspondéncia T que leva o ponto de
GP: de coordenadas homogéneas (z,y,2) no ponto de coordenadas homogéneas
(z',y’,2') onde

(¢,9',2') = L (2,9,2)

¢ uma colineagao de GPF,. Nem todas as colineagoes podem ser obtidas desta
maneira. Temos, por exemplo as transformagées T, (z,y,2) = (o(z), o(y), o(2))
onde o é um automorfismo de k.

Sejam P ponto, r retaem GPF, P ¢r. Utilizando as colineagées do
tipo Tp é facil mostrar que existe uma colineagago 7 tal que T(P) tem
coordenadas (0,0,1) e T(r) é a reta imprépria, cuja equagio 6 z =0. (K mais
facil calcular 77! = T;-,). Entao, para provar o postulado 4’ neste modelo,
podemos supor que 0 tém coordenadas (0,0,1) e r tem equagdo z=0 (pelo
menos, no caso 0 & r). Sejam (ay, as,1) , (a,, a,,1) as coordenadasde A, A’
Como 0,A4,A’ sao colineares, existe a#0 talque aay =a} , a6 =a}.
Seja L:k =k , L(z,y,2) = (zo,ya,2). Seja o:k— k,o(t) = a ta™?).
Entao Tp T, satisfaz as condigoes do postulado 4. ( O caso 0 € r ¢ ainda
mais facil ou se reduz ao caso 0 ¢ r).

4. O corpo das coordenadas. Continuamos trabalhando, neste paragrafo, nu-

ma geometria eliptica desarguesiana (postulados 1, 2, 3E, 4). Pelas consideragoes
do parégrafo precedente, temos que, dados trés pontos colineares 0, 4, A’ e uma
reta r (A¢gr, (A'¢€r) existe uma tinica colineacio tal que todo ponto
de r fica fixo, 0 fica fixo, ese P, P’ sao correspondentes, entao 0, P, P’
sao colineares. Uma tal colineacdo serd chamada de dilatagdo do centro 0 e




eixo r. Por exemplo, as homotetias de centro 0 em G4, extendem-se a
dilatacoes de GP, de centro 0 e eixo a reta impropria. As translagoes de
GA, extendem-se a dilatagoes de GP. de centro a direcao da translacao e de
eixo a reta imprépria. Mais precisamente, as translagoes sao as dilatagoes de eixo
a reta imprépria e de centro pertencente a este eixo.

Seja A = (0,0). Para determinar uma translacao de GA, basta dar a
imagem A'=(a,a;) de A. Cada o € k define um homomorfismo 7 — T,
onde T ¢é o grupo das translagoes: a translacao A — A' fazemos corresponder
a translagdo (0,0) — (ea; aa;). Este homoformismo preserva os centros das
translagoes.

Isto motiva a seguinte construgao. Numa geometria eliptica desarguesiana
qualquer fixamos uma reta r e consideramos as dilatacoes de eixo r e centro
pertencente 2 r. Elas formam um grupo 7. Com efeito,se n €T, neT
entio 7=7, 7, ¢éuma colineagdo que deixa cada ponto de r fixo. Sejam
Agr, A'=171(A) , A’#A (setr=1Id, 7€T). Seja 0=AA"r.

Seja B ¢ r. Suponhamos AA".BB'=P #0 (B'= 7(B)). Entdo
7(P) = P. Logo n(P)=1"(P) oqueacarretaque 7' =7. Ou seja
T=1Id € T. Logo,se 7#Id, 7 édilatacao deeixo r e centro O.
Entao, 7€T. Decorredaique T ¢ um grupo.

Consideramos agora o conjunto k& de todos os homoformismos T — T que
conservam os centros das dilatagoes. Definimos:

O(r)=1Id paratodo 7€T,

1(r)=7 paratodo 7€T,

(@+p) (1) =alr)° f(r) se a,fEk

(ef)(r) = a(B(r)) se a,f€k, T€T.

Com estas definicbes, k& ¢ um corpo (nao necessariamente comutativo).
Vejamos, por exemplo, que a+f = f+a, ouseja, que T & abeliano.

Sejam 7, » €T. Devemosprovar 7, =7 T.

Podemos supor que 7, » # Id.  Suponhamos que elas tém centros
diferentes. Seja A’ =mn(A), A¢r. 0= AA',r éocentrode 7. Seja
A''=1(A"). Entao 0, =A'A’".r éocentrode 7. Seja A, =0A'.0;A.
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Temos que:
>N (A) = TQA' =gl
n T (A) = T;{Al) — % L

A

Decorre dai que 0, = AA’'.r éocentrode 7,7, ede 7, 7, e entao,
W To =To T1.

Ocasoque 7, 7» tém o mesmo centro 0 pode-se reduzir ao anterior
tomando 73 # Id com centro 0’# 0 e provando que

nhGB=nmhh=1hh

porque 7, 73 € 7, tém centros diferentes.

Escolhamos agora 7, , €T com centros diferentes. Pode-se provar que
toda 7€T se escreve de maneira dinica como

r=a(n) f(n) ,o PEE

Fixando um ponto 0 ¢ r (origem das coordenadas) podemos associar a cada
ponto P¢&r opar (a,f) sendo 7€T talque 7(0)=P. Isto permite
identificar o conjunto dos pontos que nao pertencema r com GA;. Decorre
dai que a geometria que estamos considerando é equivalente a GPFP,. Temos,
entao, o:

TEOREMA. Toda geometria eliptica desarguesiana é equivalente a uma GP,.

Além do teorema de Desargues, em GP temos outro teorema fundamental:
o de Pappus. Este teorema afirma que se ABCDEF ¢ um hexdgono tal que
A, E,C sao colinearese B, D, F também sao colineares, entao M = AB.DE |,
N=BC.EF,P=CD.FA sao colineares.

Este teorema nao é vilido numa geometria eliptica desarguesiana qualquer.



Mais precisamente temos:

TEOREMA. O teorema de Pappus é valido em GP, se e somente se
k é comutativo.

Vamos admitir que % é comutativo e demonstrar o teorema de Pappus. E
facil de ver que o fato de k ser comutativo equivale a que as dilatagoes de centro
e eixo dados formam um grupo comutativo.

Sejam a,b retas, A, F,C€a e B,D,Feb, 0=ab Seja r=MP.
Devemos provar que N €r. Sejam A,,A, dilatagoes de centro 0 e eixo
r tais que:

A(A)=E , A;(D)=F.

Temos que A,(B)=D , A, (C)=A

Seja A =AA; =AA,. Entao, A(B)=AA(B)=F , A(C)=A,
A(C)=E. Como A#Id, N=BCFFEe€r.

Observagao Pela descrigao em coordenadas homogéneas que vimos antes,
GP; tém um nimero finito de pontos se e somente se k é finito. Um teo-
rema clissico de Wedderburn afirma que todo corpo finito é comutativo. Logo,
toda geometria eliptica desarguesiana finita é pappusiana. Uma prova direta
deste fato proporcionaria uma prova geométrica do teorema de Wedderburn.

5. Geometria Algébrica. Vimos no que precede que as GP, com k comuta-
tivo sao as geometrias elipticas desarguesianas e pappusianas. Nelas desenvolve-
se a Geometria Algébrica Classica (plana). O objeto de estudo sio as curvas
algébricas, conjuntos de pontos definidos por uma equagao P(z,y,2) =0 onde
P é um polindmio homogéneo irredutivel com coeficientesem & e =z,y,z sio
as coordenadas homogéneas em GPF, definidas antes.

Se bem que o caso de um corpo comutativo qualquer seja importante (por
exemplo k=@ ou Z, em teoria de nimeros) habitualmente se trabalha com a
hipotese de k algébricamente fechado. Geométricamente isto significa que toda
reta e toda curva algébrica se intersectam.

6. Grupo de Colineagoes. Vamos explicar como é o grupo G das colineagoes
de GP,, nocaso k comutativo (resultados sao verdadeiros também se &
nao é comutativo, mas devem ser expressados com mais cuidado).

Se o:k—k éum automorfismo, dizemos que uma aplicacao L : k% — &°
é o0- linear se:

L{u+v) = L{u) + L(v) e L(Au)=0()) L(u)

para todos wu,v,€k® A€k
Da mesma maneira que vimos antes para as lineares, também toda o-linear
inversfivel L induz uma colineagao T7.



TEOREMA. Toda colineagdo 7T ¢ da forma 7T =T}, para alguma
aplicacdgo L:k* — k* o-linear inversivel (o € Aut(k)).

Vamos dar uma idéia da prova. _

Se u=(u,u, u;) €K* , u#(0,0,0), notaremos < u> o ponto de
coordenadas homogéneas (u;, us, us).

Sejam A, B,C,D pontos trés a trés nao colineares e sejam A’  B',C', D’
respectivamente, as suas imagens por 7.

Sejam a,b,a' b’ € k* taisque A=<a> B=<b> B =<b>
Al=<a'>.

Seja P€AB, P#B. Entao P=<a+Ab>, Ack.

Seja P'=T(P)€ A'B'. Entao P'=<a'+A'b'>, A €k.

Pode-se provar que se a,b,a’,b’ sao bem escolhidos, entao A — X' é um
automorfismo o de k. Temos:

P=<a+X0>=> T(P)=<a'+o(A)b'>

Seja C=<c¢>, c€k® Entao {a,bc} éumabasede k. Decorre
dai que

D=<d> onde d=a+Ab+pc , \,pek, Ap#0

Seja E =<a+Ab>€ AB. Entaio E,C,D sio colineares. Logo
T(E)=<a'+0(A)b'>, C',D' sao colineares. Decorre daf que:

D=<d'> C=<c'>, d'=a'"+0o(A)b'+p'c’

Seja Li:k®*—k* , Li(u) = Li(th,Us, Us) = (0U, 0z, 0Us).

Seja L,:k*— k* linear tal que:

Ly(a) = Li'(a') , Lo(b) = L7'(b') , La(e) = p* L (m'c’).

Os trés vetores sdo nao nulos e colineares com Li*(a’) , L7'(b') , L'(c')
respectivamente.

Logo, L, éinversivel. Entdo, L= L;L,:k*—k® é o-linear inversivel.
Além disso, L(a) = a', L(b) =b' e L(uc) = p'c’. Decorre dai que
T,(C)=C" eque

L(d) = L(a) + o(\)L(B) + L(uc) =a’ + o(\)b’ + p'c' = d’

Logo Tp(D)= D' Alémdisso,se P€ AB, P=A+7B, entao como:

L(a +71b) = L(a) +a(7)L[b) =a'+o(7)b" temos que T(P)=T.(P).

Logo, T-! T, ¢é uma colineagao que deixa fixo cada pontode AB , C e
D. Decorre dai que 77! T, =1d ;ouseja, T =T.

7. Geometrias Hiperbdlicas. flmca.mente vamos considerar, entre as geome-
trias que verificam os postulados 1, 2, 3H, a GBL.
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A axiomatica desta geometria é identica a da G'Z, com a tnica diferenca que
o postulado 3P da GFE é substituido pelo 3H. Naturalmente, esta mudanga
modifica substancialmente o conteido da geometria.

Pode-se mostrar que a axiomatica da GBL , assim como a da GFE, é com-
pleta, no sentido que dois modelos da GBL sao equivalentes. Vamos considerar
um destes modelos: o chamado semiplano de Poincaré. Depois veremos que é
facil estabelecer a equivaléncia diretamente deste modelo com aquele mencionado
na introdugao.

Consideremos no plano complexo C o semiplano H = {/m z > 0}. Os
pontos de GBL sao os pontos de H. As ”retas” desta geometria sao de dois
tipos: as semiretas (euclideas) verticais contidas em H e com origem em Oz e os
semicirculos euclideos contidos em H com centro em Oz. A relagao de pertencer
é a evidente.

Os pontos de GBL e asretasde GBL serao chamados de pontos hiperbdlicos
e retas therbohcas E muito f4cil verificar que sdo satisfeitos os axiomas 1, 2,
3H, isto é, GBL é uma geometria hiperbdlica.

§S
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Por comodidade, vamos introduzir a seguinte notagao. Agregamosa 0Oz um
ponto P, echamamos r, =0z U{P,}. Asretashiperbdlicas r e s da figura
diremos que elas tem extremos A,B e C, P, respectivamente. (Observemos
que os pontos de r,, naosiopontosda GBL). Dados R,S €r, quaisquer,
a reta hiperbdlica de extremos R,S (que existe e é dnica) serd notada RS.

Consideremos agora o ponto hiperbélico P e a reta hiperbdlica r ,P ¢ r.
Vamos determinar todas retas hiperbélicas por P que nao cortam r.

Consideremos primeiroocaso r=A P, A=a € RC C. Suponhamos
P =z +1y. Entao o conjunto das retas por P que ndo cortam r é o conjunto
dasretas XY (X,Y € ro) quepassampor P etaisque X=u € RCC
onde a <u <z Oscasosextremos (u =a,u=2) sio chamadas de paralelas
a r por P.

Consideremos agoraocaso r=AB , A=a € R, B=b € R. Sejam
A' ' B' € r, taisque P € AA' , P € BB' Seja, porexemplo B' # P.
Entao o conjunto das retas por P que nao cortam r é o conjunto das retas XY
por P (onde X,Y € ry) tais que X pertence aquele "segmento” de ry, de
extremos AB' que nao contém B. (Deixamos ao leitor o cuidado de explicitar
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a nogao de "segmento de r.”).
As retas hiperbdlicas AA’ , BB' sao chamadas de paralelasa r por P.

— \'\
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8. Congruéncias. Na GE existe o conceito de figuras congruentes (”iguais”).
Temos transformagoes do conjunto de pontos da GE : translagoes, rotagoes,
reflex0es, anti-translagoes, chamadas congruéncias, que formam um grupo G e
dois conjuntos F, F'' de pontos sao congruentes se e somente se existe T € G
tal que T(F)=F".

Também em GBL existe a no¢do de congruéncia. Antes de entrar neste
assunto vamos fazer um pequeno paréntese nas transformacoes da GE. Além
das congruéncias, 4 mencionadas, temos na GFE as homotetias. Elas geram,
junto com as congruéncias, o grupo das semelhangas.

Outras transformacoes importantes da GF sio as inversdes. Vamos su-
por escolhida uma unidade de medida em GE (o que faremos independe desta
escolha). Se A, B sao pontos, AB notard o comprimento do segmento.

Seja dado um circulo (C) de centro 0 eraio r. A cada ponto P fazemos
corresponder o ponto P’ da semi-reta de origem 0 que contém P tal que:

0Pt OP =i

Por convencao, agregamos o simbolo o0 como novo ponto e definimos:

0'=00, 0'=0 T
(e / 5 Lr o
L=

\

N\
S

A transformagio T assim obiida é chamada de inversdo (respeito de (C)).



E claro que 7%= [d. O conjunto (C') € o conjunto dos pontos fixos de T.
A figura acima mostra uma construcao de 7. Com efeito:
Cos a= E = QE
0P 04
Logo,
0P .0P'=0A.04A=1r*

Identificando os pontos de GE com os nimeros complexos, vamos estabelecer
a equagao da inversao. Suponhamos que 0=w € C.

Sejam P=z ,P'=2', z2' € C. Entao:

a)z'—w=A(z—-w) ,A € R*

b) |z =w]| |2' —w| =1

Logo,

Entao,

2 wZtr?—|wf?
_ _ z-w z-w .
Consideremos o grupo de transformacées em GE gerado pelas semelhangas e
as inversoes. Os elementos deste grupo sao chamados de homografias.

Decorre do célculo anterior que o grupo das homografias é gerado pelas trans-
formagoes:

Z=wHAz-w=w+

z

az+b
cz+d
(onde —%—o00 e oco—%) eaconjugagio z—Z.
Sejam 2z, 2, 25,24 € C distintos. Definimos a razao dupla:

Z —

(ad — be #0)

n -2y Z— 2

(2122233'4] =

Suponhamos que z,,2,%;, 2, pertencem a um circulo (C). O argumento
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et

do primeiro fator acima é o e o dosegundo é 3. Pela propriedade de arco
capaz, a+A3=0 ou 7. Logo (2z1,2,2,2) éreal. E ficil ver que também
(21,2, 23,24) éreal quando #,2p,23,2, s30 colineares e que também vale a
reciproca, ou seja: (2, 2;,2,2,) € real se e somente se 2,2, 2,2, sao
colineares ou pertencem a um mesmo circulo.

E ébvio que:

(21_: -22-)23-;2;) = izll 32, 331 z'ij

Um célculo direto mostra que 2z — 222 (ad —bc # 0) deixa invariante a
razao dupla. Em resumo: as homografias transformam quatro pontos colineares
ou pertencentes a um mesmo circulo em quatro pontos colineares ou pertencentes
a um mesmo circulo. Logo, as homografias transformam toda reta em um reta ou
um circulo e todo circulo em uma reta ou um circulo.

Por exemplo, a inversao respeito do circulo (C) de centro 0 transforma toda
reta por 0 em reta por 0, todo circulo por 0 em reta, toda reta que nao contém
0 em circulo e todo cfrculo que nio contém 0 em cfrculo.

Voltando a GBL, consideremos as homografias que deixam invariante H:
translacao paralelas a Oz, reflexdes de eixo perpendicular a Oz, homotetias com
centro em Oz, inversoes com circulo fixo centrado em Oz, e suas composigdes.

Estas transformacoes constituem o grupo GH de congruénciasde GBL: dois
subconjuntos de H sao congruentes se existe um elemento de GH que leva um
sobre o outro.

Este grupo GH é gerado pela transformagdo 2 — —Z e pelas trans-
formacoes:

az+b

- Em ,a,b,c,d € R, ad—=bc>0

Uma propriedade muito importante das homografias é que elas preservam
os angulos entre retas e circulos. (Isto pode ser provado diretamente de maneira
geométrica ou usando fato que as fungdes analiticas preservam angulos). Decorre
daf que também é preservada a ortogonalidade entre retas e circulos. Em parti-
cular, as transformagoes de GH levam retas hiperbélicas em retas hiperbdlicas.

Da mesma maneira que em GFE existe uma nocao de distancia de maneira
que as congruéncias sao bijegoes que preservam a distancia, também em GBL se
pode introduzir uma distancia hiperbélica com andloga propriedade respeito de
GH. Com esta métrica hiperbdlica, H ¢é isométrico a uma superficie completa
de curvatura constante negativa. Entao podemos dizer que a GBL é a geometria
sobre uma superficie de curvatura constante negativa.
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Observemos, finalmente, que H é equivalente ao modelo construido na in-
trodugao pela correspondéncia:
—tz+1

T

¥ iy
i

que estabelece uma bijecao entre o disco unidade e H.

ABREVIAGQOES
GE = Geometria Buclidea.
GBL = Geometria de Bolyai-Lobatchevski.
GNE = Geometria Nao Euclidea.
GA, = Geometria Afim sobre o corpo k.
G P, = Geometria Projetiva sobre o corpo k.
GP = Geometria Projetiva Cldssica.
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