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RES UMO 

Um modGl l o discrG~t..o dinârrúco ·Gim treliça. com caráter 

probabil1stico. ~ desG~nvolvido e empr G~gado na r eprGisGintaç~o do 

fonOmGlno de ruptur a do rnater i."'\is não-h omogênGlos . 

Par a os elementos é adotada um r G~laç~o constitutiva 

bilinG~ar com "strain-softG~ning " . sG~ndo que G~StGI G~fG~ito Q 

aj I.JS t a d o dGI modo a se tG~r 1...1ma 1 nvar i à nc i a . c o mo o n1 vel dGI 

di scrG~ti z ação . do con s1...1mo do GlnG~rgi a d1...1r ant e a rupt1...1ra. Os 

r G~si.Jltados são o btidos a través de 1...1ma intGgração numérica 

Glxpl 1 ci ta das equaç:ões de equilibrio . pelo m~Lodo de 

diferenças. finitas Ct<'Jn trais . Esta téç nica pG!rml te análisG~s 

o ndGI ocor ram movimG~ntos dGI cor po r1 gi do. t1plcos da fasGI 

pós-r u ptura. 

O modelo most..ra-sGI capaz de p e r miti r sim1...1l açõe s 

i nf o rmações como vel oci d ade Gl 

fraturas, tensÕGIS criticas dGI 

atrav~s das quais SGI obt~m 

gG~ometria da propagaç~o dGI 

r1...1pt1...1ra lnf1 u~ncia da 

carr~o?gamentos . 

vel ocidadGI aplicaç~o dos 

Enfoque GISpG1cia1 é dado ao ere ito de G~scal a . d e vido 

a possibilidadGI de o btê- lo tanto em p r oblGimas b ásicos da 

MGicân ica Elástica Linear das Fraturas. o nde e)ti ste uma fissura 

inici a l def i nida . como em siti.JaÇÕGIS nas quals se lGlm um corpo 

suposto intacto. mas c ujas p r opriedades mec~nicas var iam 

a través d e seu vol1...1mo. 
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AOSTRA<..:T 

1\ lJ ' II ~~·- l Jk.:; d.ls.•.:: r~ t._,. dyr.nml •' nu.)dêl , wlLh r· ar.dom 

r.~~~ upr.~r· t..l (· ~. . J ~ deve-1 op~·d and emp.l o yed t.. o re-presenL t..he r upLur e 

phonorn~m ; , of ''on - h o mc,g.:•neo u s materlals. 

1\ Ld l 1 I H~;, r con~ l.i Lut..l v e rol aLi o n J s adopt..ed for lhe 

cl ·m•n L~, . Lho :::;l r· aln - sofLcnl ng effecL beJ ng adjusLed accord.ing 

lo u,o d l. scrc-L.izaLlor. level . so LhaL Lhe energy disslpaled 

alung Lhe..- rupL Ul ' E- pr0cess r e malns. .invarl <HI L. The analys is i s 

pet forrra~d l.Jy means u f expli ci L numer.ic inlegrat..ion of Lhe 

E>q~rilJhrJtlln ,., ·p, :, Lio,~s . u s Jr.g Lhe cenL1al f.ln.ile d.iferences 

meLhod. T t. i s. Lt-chrdque allows émalyc:-. { ~ wilh rigid-t.ody 

moti ons . LyJ,J i c;d u 1 Lhe p os L - r upl ure phase. 

Th t? mc .. j!d all ow~; sol u t.J o r.s by s l mul aLi o n provi di ng 

Lhe· w ·l ~·· · lly .é.\ JHJ gec.::.wt::L I y o f c t· :u.:: k r,r· opaç,all o n, c ri Lical 

s LrcSS.(!!", ,,t,. r upLuJ· e a nd Lhe lnf.l u ü n ce o f Lhe s.lrain rale. 

Tl1v slzc- e11'ecL l s s peclal l y f ucu s ed, as can be 

deLec l.ed ln basic pr o blems of MELF. where a n ir1iLial crack is 

s peci f J ed , ar •d al so in s.i Lua li or.s whe r- o Lhe body i s assumed 

UTlCI".::tcked , buL wi lh mechanl ca l pr·oper Li ~s var-yi ng lhroughouL 

Lhe v o l uruc . 



1 - INTRODUÇÃO 

o desenvolvimento do modelos teóriços para 

r epresen tar o f'enômeno de ruptura frágil t.em , recente mente , 

atraldo os esf'orços de muitos pesquisadores da área de 

mecânica estnJtural . Isto se deve parte à complexidade do 

problema. que ai nda não per mitiu um consenso entre as diversas 

possibilidades de en.foque . e parte à sua import.1ncia , tanto 

para o lôlstudo de materi a is tradicionais come• o concreto e a 

rocha, como para o dos modernos materi ais cGrãmicos . 

Vários model o s t~m si do apresentados , por9m sempre 

com apli cações restritas a probl e mas especif'icos, o que 

demonstra a.i nda a aus~nc.i a de uma teor i a ger al da rup tur a, 

assim como !ô~xi stem teori as da elasticidade 

plasticidade Cnote-se que lôlsta últ1 ma não representa o 

fenômeno de ruptura completo . mas s im uma eta p a que precede o 

mesmo para certos tipos de materiais . d itos plásticos). 

Como o fenômeno compreende aspectos bastante 

diversifi cados, desde estatlsticos atQ dJ. n~micos, qualquer 

simpli.ficaç:Io imposta a um modelo resulta inevit.avelmente em 

severas !.imi t ações no seu podlólr explicativo. Certa mente a 

maior di.ficuldadlól decorre da p!ô~rda de conlinuidadlól do material 

ao longo do proclôl:sso de ruptura , a q ual joga por tlôlr ra toda a 

formulaç~o doslôln volvida na m<?c~nlca do contlnt1o. Tra t am9ntos 

anal i ti c os t ~.:w nam-se tão compl exos, qu9 a moe>l h o r a ller na li va 

passa a ser o empr 9go de modelos de discretizaç~o. nem sempre 

modeslos quanto a capacldarlQ computaciona l requeri da. Por 

outr o lado . s ingular idades decor r entes do 

surgi n1onto descontinu~dades n!Xo podom s9r f i ol rnqnlo 

r e produzidas por modelos di scret os. a menos que 5e conheça a 

priori o nde ocorrer~o . o u seja desenvolvido u m complexo 

o s quema cJo rofo rmiJl .).ç:Jo di:\ di:::;cr..,Llzaç!lo Cr •, mttlshinq). 
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Al~ o p r osonto , a Mocânica das Fraturas tom so 

cons t i tuido ~m uma i mportanlt& f'orramonla , c .apaz do f'orn9Çor 

solucyõos anal íticas fechadas para confi gurõlÇ<~es especif'icas . 

Tais sol u cyõos s~o comument e d a das e m tormos do uma carga 

critica. após a q u a l o processo do r \Jptur;~ entr a ri a om uma 

fase f'inal irrovor s ivel. Entr etanto , a necessidade do so 

do.finlr uma doscont.inuidado g<G~om(;.t.ri ca inlcl.:ü , a pGr \.lr da 

qual a ruptura so dosonvol v<G~ria, c ria cortas d if'iculdados 

quando a mos ma não so aprosonta do f or ma s uf' icionLomont.o 

oxp11cita. Tal impasse resultou n o desenvolvimento de uma 

o utra d isciplina, a Mecânica d o Dan o , quo por nú lo avaliar o 

surgimen to natural do dosconlinuidados , a partir de 

caracleristica.s micro-oslrulurais do malor·ial. No ontanlo , 

osla também ~sbarra o m dificuldades , quando s e vO incapaz do 

defi nir o momento de insta bilização destas descontinuidades . 

Aparont.omo nt.o, uma promissor a abordagem 

foi l a at.rav,~s da t.ont.ali va do d .. :){' i nl cyão do 

constitutivas não- locais. Tal tratamento t,em como 

vom sendo 

relações 

principal 

obj e tivo diluir ficticiamonto as descontinuidades s urgi das om 

uma certa reg.ião do ma t e ri a l, o btondo campos de def'ormações 

homogêneas , r Qprosont.adas por sou valor n~dio em um dado 

volume de controle (considerado uma p r opriedade do material). 

Entretanto. lambém a qui se depara com limi t açõos devidas a 

!~possibilidade de definir -se quando a ruptura se 

i nstabi 1 i zar i a. 

Mai s recentemente, a incorporação de um car á t o r 

não-dot.erministico à Mecânica das Fraturas , ros ul tando na 

chamada Mecânica Probabi lisLica das Fraturas~ mos trou ser u ma 

alternativa adicional, entro tantas o utras dispon1voi s . Neste 

enfoque, a dosconti nui dad~ gooméLr i c a i ni ci a l ser i a 

caracterizada por uma dimensão a l eat ória, .função do tipo do 

ma t..orio.l, condi ções a mbi o nt. ais , 9t..c. 

~nLr o dos to c o ntoxto , o prosonto trabalho 

representa uma t.onLaLiva de sG incorpo r ar, 9m um único modelo , 

o maior númoro posG1 vel do aspoctos qualilat.ivos e n volvidos no 

problema. Entre est9s , pode-se citar: 
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* Invari~nci a, com o nivel de discr etização , do 

consumo de e n ergia no proco0sso de ruptura. Tal consumo é 

d e.finido atra~s de uma rel ação constitutiva. b ilinear para os 

elementos. que incorpora um e.feito deno rninado "strai n 

softoning ·· deduzido a partir d & um t.eorJ.a n :Xo-l ocal. 

* Possi bilidade de .formação de mecanismos i nternos 

C mo v~ mc;>nt.os de corpo r 1 gi do) • devi do ao emprego do eq\Jaçõos 

dinâmicas de equil ibrio , sol\Jc i o n adas n o tempo do forma. 

explicita atr av~s da técnica d e di.foron<(as .fini t as centrais. 

H R9sultados não-deterministicos, &m consequên cia de 

u ma distribuiç~o aleatória . através do volume , de propriedades 

mecânicas d o mater ial. Este procedimanlo visa s imular uma 

n ão-homogeneidade , própria de materi a i s compostos como o 

concreto. 

Embo ra o obj e li vo inicial fosse- .fyndamental mente 

obler um bom desampenho qualit-ativo, o modelo apresentou 

lambém aplidõ·~s quantitati vas, ver i .ficadas pola comparação com 

outros modelos teór icos o alguns r esul t ados o:> .. :perime nlais . 

Ressalta-se que a abr ang~ncia do m<)dolo, em t.e rmos 

dos tipos de análises possi veis, deve-se principal mente ao sou 

c a ráte r dinâmico. Isto p o r q u e a ruptura é essencialme nte um 

.fenômeno q u e ocorre no tempo , como por exr;:,mplo a .fratura de 

materiais .frágei s , q\Je se desenvo lve •:::om velocidades 

assintóti cas .finit..as. Al é m disso, para. sol.icit..ações impostas 

r api d amente a um corpo, e.felt.os ine rci ais podem alterar 

slgni .ficat. ivamenlo a f orma de rupt. ura , lanlo em seu aspecto 

geornélr i co como e m ler mos d0 tensões máxi mas supor La das . 

A maior parte desle trabalho 4 dedicada a s im\Jlaçõe s 

de sit.uações ideai s . de modo a permitir urna a n á lise da 

influ~nci a individual dos dlver~os par â metros qnvol vidos. Tal 

estratégia visa dqs e nvo lver uma experiên ci a que s erá úlil 

quando se buscar a fe r lçõos q m ci ma de si LuaçDes rqais, como a 

a p r esenLa.;Ja a Li t1;lo .;Je C? X•"Hnplo n o 1Jlli. mo Gi:llp1 Lulo. 
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Dos diversos aspoct..os docor rent..os do comport..amont..o do 

modelo • .focalizou-se especialmente o efeito de esca la.. Este 

e.fei to diz r e speito a variaç~o das t o nsões criticas do ruptura 

para estrut..uras geomet..ricamont..e proporcionais . mas com 

dl.feront..os dimensões absolutas. O interesso neste ronómono so 

devo à neces s idade do transladar r esultados exper imentais, 

obtidos at r av~s do p o quonos corpos do provn . pnra. ostrulura:::; 

em escala real. O modelo moslrou-se a pto a represenlar e.foitos 

do escala osludados por duas· d.i!'eronles d.isc.ipllnas, qua is 

sejam. a Mecànica das Fraturas e a Teoria Probabilistica da 

Rosist~nc.ia dos Materiai s . Mais do quo i s t o, o modelo ro!'orça. 

as evidências do quo os dois tipos do o.foito do e scala ost~o 

intimame nte r e l aci o nados . 

Este lrabalho podo sor essoncialm~nle dividido em 

trlt'>s partos , con.forme abaixo a presentado: 

I - CCapitulos 2 a 4) : Int:roduç~o à MELF o 

dosonvol vimenlo do um modelo capaz do r e presen tar o .fonómeno 

d o ruptura om materi ais homogêneos . 

II - CCap1Lulo 5 ): .D0sonvolvi monto de 

cr llér .i os para di s t r i bu.i r as propriedades 

mec à ni cas em um modelo de di scrolização . 

III (Capitulo 6) : Emprego do um modelo 

com propriedades não-det9rministicas para representar o 

.fenômeno de ruptur a e m maler.ia.is não-homog~neos. 

Fina lmente, c abo observa r que o es.forço 

computacional requerido pelo modelo foi ~Jm fator lim.itanle , 

que impôs s everas restrições às d imonsõ9s dos sistemas 

ost rutur3 i s anali sados. As sim . os 3000 grau s de liberdade 

comportados pelo progr ama FRACTUR dilara.m os limites para as 

simulações aqui apresent a das . Além disso, o express ivo t e mpo 

necessário ao processo do inlog ração numérica tornou 

praticame nte inviáve l a r eali zação do tos t e s c om velocidades 

do c arrogam9nto próx.i mas à uma s i tu&.ç~o i d c;.Eü mon\..9 o s lá ti c&. . 

Pe n s a - se que a di sponi b ilidado futur a do 

equipamentos ma i s p o dfJr<)SOS po s s ibili l,arà S I.1Cessivos 

a p o rfo.t çO."l lno nt.os n o t r3ba lho qu'.? o ra s9 in.Lcia . 
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2 - FUNDAMENTOS DA MECÂNICA ELÁSTICA LINEAR DAS FRATVRAS* 

2.1 - Orlgens o aplicaç~es da Hoc~nlca d a s Fraturas 

O eslabolocimon~o dos conceitos básicos da Mecânica 

d a s FraturasC MF), gor al~nte alri buido a A.A. C~ifflth em 1~22 . 

resul tou em uma disciplina d9 ongonha ria at r av~s dos 

trabalhos de G. Irwin, publica dos a p a rtir do 1~41:3. Griffith 

en!ocou o problema de um ponto do vista enorgólico, o quo deu 

origem à n oç:X o d G '' e ner g ia (?S poc 1fi c a d e f ral1..1r a ' ' como f'alor 

determinante da res isl<>ncia à ruptura. No enta nto, a 

aplicabilidade des te conceito a situaçõ es roais resultou 

ma toma ticamo n t.e p o u c o pr á tica, e p6r manE~>cou c omo mora 

c uriosida de Le6rica al~ quo Irwin v~io a propor uma " LGoria 

modif'icada do Grif'fith " . A partir dai , a medida de rosist~ncia 

à propagaç~o da fra tura pas s o u a s 9r d9flni da pela l9nsão do 

suporficio e x.i stonto nos b o rdos da mos ma , pornútindo assim uma 

c onexão ma i s dirol a c om c ampos do lensõos o btidos da Teoria 

Linea r da El a sti c ida d e . Embora a paronlomo n t e di s tintos , os 

dois en!oquos s~o perfoi tame nte equivalonlos , como demonstrou 

o pr 6pr 1 o I r wi n . 

Gri f fit.h o s-Lava inicialmente inloressado orn oxplicar 

a dlverg<>ncia o b servada entre a r esistência obtida 

o xpor i mo nl a l m•õ>n t o par a s ó li dos c ri stal inos , o os valores 

e s perados c o m b ase o m uma roo l ogi a de c unho molecular. Outro 

fenôme no quo a traiu a sua a lonç!Xo foi o s o n s i vol a umsnto na 

tens~o de rup-tur a d e fibras de vidro à me dida em que esta s 

Li nham s u a esp essu:- a r eduzida , confo rmo a pres entado na 

fig . 2 . 1. 1. 

M Es t ~ c ap( tuL o ~ n i c i a L &stá 

na s r Q{o r &nc Las 1 o 2 . 
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Para Griffit.h , comtJm ambos os 

problema s poder i a ser encont.r a da se f osse 1 ~vada em cont.a a 

pros ença de descont.inui d ades inte rn&>.s nos ma. t<G>ri ais . Assim. a& 

concent. raç Oe s do t ons õos p r oduz idas por estas d escontinuidades 

seriam responsávei s pel a r oduç:io de rosi st.~ncia. Not.o-so quo 

o:o:;La oxpli caç:lo n:io 9 a úni ca a j us t.i í.Lcar o oíoit.o de escala 

observado o m materiai s do rupt. ura í r ágil. Hà t. amb~m uma 

abordagem ost.atist.ica, quo cons ide ra a Eilxis t~ncia dEi! um número 

maior dEi! doscont.inuidades , ou a mal o r proba bilida de 

ocorrôncia do u ma descontinuidade mais dEilsíavorávol , à mEildida 

om quo um vol ume maior do mat.or inl os;t.6. onvo lvido n o proc o ruso 

do carga. Esta abordagem foi est.udada por WE~ibull om 1938, 

dando or igE~m às TE~ori as Est.at.ist.icas d a Rosist~ncia dos 

Ma tor i ai s . 

zooo EXTRAPOLADO PARA 11000 MPa 

~o o 

G', (MPot 1000 

Fig.2.1.1-

0,0 1,0 

EXT~J\POLAOO PARA A 
RESISTI:NCIA .~PROXIMAOA 
00 VIDRO tlAC ICO 17 MP• 

1,!5 

Eap«H~Duro doe fibroc (lnm) 

Res ul tados o btidos por Griffit.h 

e nsaios de t.ração do íibras d o vidro. 

em 

A partir da Gr i í filh, tor nou-se 

necessária uma teor ia q u o r e l ac.ion asso a r· ,~sist~ncia de um 

ma Ler i al às descon t.i nu i dados p r e s on t..os o m s~u i n to r 1 o r . Por 

o ut r o lado . est.a necessidade esbarrava n as limilaçõos da 

Teor ia da El asll cidado . que p r ovO t.on sões iníl ni t.as om pontos 

s inqui a rldado geom9Lrí.ca , pr n b l ema que pode s er 

G>Xompl i f i cado a t..r a vó~ da p l ac i). t.r ac i Cl n~da '; ç.n 'lendr.> um o r i f i c i o 

elipLico e m seu inLnr· ior. rC"' IliO demo:<> Lr .a.do '' ' ' Cio . 2 . 1. 2 . 
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<f nowo 

lt no r11 

Fig . 2 . 1 . 2- Pr ob!en~ e l ás ti c o o m quo , p a r a r Cr a i o d o 

c urva.t.ur a.) tende ndo a. zero , ocorr~ uma. s ing ularidade 

geom~ t. r .ica q u e n~suU .. a. E?m t.ens õE?s infini tas . 

As s im, com base num c r i t. ~r i o dEi> l o<>nsões 1 imite , s e a 

p r e vi são de t.ensõ es inf i nitas da Te ori a da Elast.i c i dade f osse 

real, a pl a c a não poderi a s upor t a r quai squ~r tensões de tração 

q ue l he f ossom i mpos t as . Obv iamente l s t. o n~o est á d 9 a cordo 

com o observa do na p r áti c a. Pode-se s u por q ue e s te l o c a l no 

qual ocorr e m t e nsões inf initas , repr ~senta na ve rdade uma 

regi ~o de t. r ansi ç~o d e u m mei o c o nt.lnuo par a desco nt.1nuo, q ue 

s e faz a tr av~s de uma pl as tl ficaç~o local s e g u i d a. da perda d e 

coes~o e ntr e as duas par l9s e m q u9 o materi a l s e divid9 . 

A par t ir d a i, a Mec~nica d as Pra l uras des envolveu-s e 

como uma d i s cipl ina vol t a da ao esludo dos pr o blli1mas de 

concentr aç~o de Le nsões 0 111 t o rno de :;ingul a r ida des . c r iando 

par a ist.o seus p r ópri os c r i térios de r uplura. O o b jeti vo 

passou a sor· .~ d~ L.o r· mi n a<;: !.lo d a::: condi çuos :::ob <ÃS qua.l s t. <>. i ~ 

si ngul a r ida d es se i n s l a bi lizar i am , dan d o ori9~m a fra turas que 

s q p r o p s.gar i a m d9 f <:> r mo. ~Joepon tllnc,;.a , c:;Ao. ti S &.ndo e.se im <:> •:;<:> l Qpe o 

d o ma t.er.t a l . 
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é; impor t.anlo 1 ombr· nr a.i n~n q1..1o. londo na. sei do do IJIJU:\ 

observaç:Io do ef'E>i lo de esca la. a MF res1..1lloY S'Glr capaz; de 

incorporA- lo aos SJOIJS crilórios do r1..1p t.1..1r G\ . Por o1..1tro 1G\do , 

t.~l ofoilo tom sldo .:>.lvo ~'? consiclor.'"A vol alonç!l.o , vislo a 

necessidade do so transladar ros1..1llados oxpori n•o nlals, obtidos 

at r avés de peqi..IE>nos corpos de prova , par a est.r ut.Yr as em sYa 

escala roa l. Assim, vislumbra-se na MF Yma possivel !'ont.e do 

oscl a reciment.o 

con fiável. 

para r 9aliza r tarefa 

2.2 - Soluç~o elâst.ica no bordo do uma fissura 

forma 

O campo do lonsõos E>Xi s lonto na.s pr o xi mi dados do 

bordo de uma fissura podo sor d efi nido pel a combinaç~o do Lr~s 

modos di~t.int.os . con1ormo apr esen lado~; n a flg . 2.2.1. 

Reconloment.o s u geriu-se q u E> o modo I Clraçl~o nor·mal ao plano 

da fis s yra) const.it.Yi na verdade 1..1m mo d o fundamont.a!, do qya! 

dor i vam os o Ytros dois C o quo poder i a sor i nf'or i do pol o 

suposto processo dE> ruptura a ni vo! molec ular. qual soja, o 

a Ymonlo da disl~ncia a b solula duas mol9culas 

ad jascont.E>s) . 

Como nos dE>sonvolvimE>nlos q1..19 so sog1..1ir:Io o modo I 

lerá porlant.o ma i o r import.ància quo os d~Umais , sE>rá aqui 

Yli!izado a t.ilYlo do oxE>mplo para uma a nális9 elástica. A 

abordagem mais convE>niont.E> à Mecânica El ásti ca Linear das 

Fraturas CMELF) c ons iste om S9 i sol ar o b ordo da fissura 
~ 

do 

roslant.e da est.rut.Yra, obt.ondo-so assim uma soluç~o bas eada 

oxclusivamo nlo nas caract.orist.icas locai s. Este procE>dim9nlo 

~prosonla a v a nlagom do cond1..1zi r a ~xpr~n:sõos complolamE>nlo 

g orai s , indopondonlE>s das car ~ct.ori s ll cas Cqoomolria o cargas) 

Conv~nciona-s& ••fissura" 

d&scont inuiciad~ pr@-&xtst&nt& no mat~riaL . &nquan t o o torm.o 

"fra.t u.ra" r&{~r~-s& a. wna fissura ir,s: t ab1: i is:ada por cortas 

condiç<J&s &xt&rna.s i.m.pos tas ao corpo . Asstm, o nquan to wna 

fi.ssura consid&rada t!f&Omótrica 

i.ntr(T\S~ca . a fratura@ o r&GuL tado dQ um proc~sso dQ rupt,J.ra. 
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(a ) 

(b) ( c ) 

Fig.2.2.1- Os lrÉ>s modos de soLici tação n o bor do de 

uma fis s ura. a) Modo I : t. r aç:;xo normal; b) Modo II: 

c o rto lonqlt.udinal; c ) Mo do III: corte t.ran~vorsal. 

00 

Fi g . 2 . 2. 2 . - a ) Bordo da fissur a !solado do r eslanle 

do corpo e sistema local do coor·don adas ; b) Aspeclo 

do c a mpo de lens ões nas proxi nu d 9.dos do mesmo. 

do resla nLe d o corpo . Ass im. lorna - s e lóqi c o adolar um sistema 

de coordena<1a s com a o rigem loca da no bordo da fissura 

Cfig . 2 . 2 . 2a). 

Para um o;.sludo es tado plano Clo;.nseses ou 

defor mações) , Lorna-se muilc• c onvenienLo o lêlmpr-ego do M~lodo 

das Va r iá veis Co mpl exas . o q u a l b aseia -se no falo de que as 

p a r t.es real o i mo.gi ntAr i ..Ã d .;. t~ ma fu n ção C•:>rnplexa an&ll Li c a 

Clnf.t n .tLa me n Lo deri và vo;.l ) :; ~o soluc;Cies da c;.q lJa ção d e Laplac e . 
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A !"unção ano.l 1 tlca o.d9quado ao p1·obloma om q uo s tllo 

tom a rorn~ CRof' . 2, Cap. 3) : 

f( :z: ) • C A • iDJ (2.2.1 ) 

Onde A. B o À. s:lo const.anles a sororn deter minadas , o 

z é a variáve l complexa deClnida por Cx + lx ) . 
1 z 

Não se pretendo aq~,.ti apresentar a dedução complet a 

das expressees p a ra o campo de tensees . O falo de citar-se a 

função analitica omprtG>gada tom como único objotlvo most.r ar q~,.to 

há três const.ant.es a s erem det.orrninadas . cada qual com um 

significado pr6pr lo. s~,.tf'lciento mencionar o 

dosonvol vi monto do problema conduz um sistema de 

a u tovalor9s, c uj a soluç~o n ão trivial implica na condiç~o • 

son 2"A.n • O + À. • n/2. n • -1, 0 , 1 ,2 • • • C2 . 2. 2) 

A s ol ução e l ástica compl eta é dada , portan to, pela 

combinação linear de infini l os autovetores . dos quais ap~nas 

aquele em q~,.t~ À. = - 1/2 r9sul ta em tensões inf'l n itas n o bordo 

da fissura , sendo portanLo pr edonú nan te nesta 

Apl i cando-se ainda a condiç~o de con tor n o local u
22

= O par a 

8 = ±n . elirnina-se a const.ant.e A, que resulta nula. 

Fi nal mente chega-se às s egu intes oxpressõos para o 

campo do tensões nas proximidades do bordo da fiss~,.tra: 

(2. 2 . 3) 

(2. 2. 4) 

(2. 2. 5) 

Fazendo - s Q e = o 1.<~ 111 -S Q o c; ampo 

linha da fissura Cflq.2. 2. 2 b) : 

lO 



Q cr 
zz 

o- • o- = O/r 1
/

2 

11 :1121 

O' = o 
1Z 

C8. 8 . 6) 

C2. 2 . 7) 

Para val or ~s muiLo gr~nd~s do r . obs~rva-se qu~ o-
1 1 

a ZQro. I st.o s9 f' ato 9m 

distant~s do bordo o primeiro a utoveto r passa a ler influência 

d.osprqzív.ol, qnqu ant..o os d9mais a.ut.ov9t.or9s da. s olucyll(o S Q 

tornam predonunant~s . Assim, rei tera-se que a sol ução elás tica 

a p r 9sent.ada 6 v é lida apen as nas lmQdiações da origqm do 

sisl~ma de coor den adas . i lust- r ada pelo circulo de raio O na 

fig. 2 . 2 . 2a . Esta r egião ~ comtJme nte denomlnllda K- domi n ante , 

por r azões qu~ s~r~o apres~ntadas a seg u ir . 

N9s t9 pon Lo , lorna - sq i mpo rt.a.nLo o b s qrva. r quq a 

d eterminação do campo de t e n sõos depondo a~ora do uma <rnica 

const-an te O, definida pela r~lação: 

C2 . 2 . 8 ) 

Con~ no des envo lvime nto das ~>cpressões (2.2.3-5) não 

ror am l9vadas em conta as condições do;;~ contorno d o corpo no 

qual a fiss ur a 9sLá conL.ida, c onclui-se qtJe 9 S tas devqm 

influir no campo de lensõos ap~Vnas aLra vós da con s tante B l 

Para compatibilizar a soluçâ o obti da da leoria da elasticidade 

com a que res ult-a do bal a n ço de energia proposlo por Gri f l'ith , 

apr esentado no i lem 2 . 4, a const-ante B passa a ser der i n i da 

pel a seguint~ rel aç~o : 

O .. K /C2nJ 1
/

2 

I 
(2. 2 . g ) 

O par ~metro K ó denonunado 'Ta l o,- de int-e nsidade de 
I 

t9n sões ·· para o modo I, poi s resulta s9r o (.mi co i'aLor a 

inl'luir n a magnitude do campo do tensões n a região K-dominant.e 

Cj usLil'icando-se assim sua don omi n a<;ão) . Por esLa razão , 

torna-se natural que o critério de ruptur a c\dotado pel a MELF 

diga respeito ao V ê.d o r· de 

ultrapassar IJJn c~rlo v a l r.:w 

K , q u e 
I 

çrilico K 
I c 

I 1 

porLa nLo 

considerado uma 



propriodo.do do malorio.l. 09 t'or· mo. gqr·o.l. •ii>Gõlç. c ril.óri o dç. 

ruptura pode ser expresso d a Sf61gui nt.e ma neira: 

K Ccarga:s , geomolri~) % K Cmal~rial) 
I I ç 

C2. 2 . 10) 

Obviamen\.161 f'ator161s como 161fe iLos 

di nâm.i c os . olc . • ler~o int'l~õnc.ia nosle c rll~rlo. mas no 

momento f'ogem ao escopo do l.rabalho. 

impo r tante lembr a r q~e id~ia tensões 

inf.l ni Las no bordo da fiss\Jra C.fig. 2 . 2. 2 b) não é verif'.i cada na 

prática , pois s ~põe-se existi r uma regi~o do plaslif'icação que 

res lr i nge seus valores a uma tensão de escoamen to hipot ética 

o- • Esta região de plastlflcação podo ser a va li ada por seu 
y 

r a io R Cfig . 2 . 2 . 2a) , i g ualando-se a 161Xpress~o para o- a o-
zz y 

R - CK /o- )z/ C2rt) C2. 2. 11) 
r Y 

A condição de que a r egião de pl astif'.icação definida 

por R seja muito menor que a regi~o K- d o m.i na.nle Cdef'inida. por 

0) d e n omi na-se "escoame nto e m pequena escal a" , e r epr esenta 

uma restri ção à aplicaç ão da versão elástica da MF. Caso R se 

t.orne com a D, torna-se necessário 

adent.rar-se à Mecânica n ão-linear das Fr at1..1r as . Lembra- se que 

mater i ais com e:::;coamo<~nlo o m pequona osca1a :::;:io comurnont.e 

den ominados " frágeis " , aos qua is 9sto trabalho procura. s e 

r es t.r i n g i r. 

2. 3 - Si Luaçi.Jes 

de Lens.,es 

lipicas e r o~pec tivos f'a~ores de intensidade 

Pode-se notar que apesar de h a Vlô•r si do c r i ada a 

possibi l idade de def'in.iç~o de ~rn crit.~rio de r~plura . o 

problema elàst.ico não foi completa mente r e~ol vido . Hà ainda a 

necessidade do s e conectar o pa.ràmc;.l r o 

car act.161r1sticas d~ estrutura n a q ual a 

K 
( 

pr esf61n\...e . Aqui , corno par a. o~tr a s apl i caçõe;•s 

com as demais 

fisstJ r a f az 

t.r a di c i ona.i s da 

Teor ia da ElasLicidad9, apenas u m lirnt Lado n~m9ro d9 casos 

12 



(a) 

h 

(c) 

a a 

(e) 

2 b --•-i 

F i g . 2 . 3 . 1 - Al g ~.unas c onf .1 g vr IÃ y i~te~>s com s oluçã o f9chada 

p a r a o falor do i nl~nsldad~ d~ t..ensõ~s; as 

às f ór mul as C2. 3 .1 - 5) . 
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possui umo. sol u ç:Xo o.no.llt.ico. f oc hada (ou monos 

aproximad a) . S i tuaçO~s mal s compl ~xas r~qu~r~m o empr~go de 

processos numó ri cos , e têm sido objeto de oE~studo de vários 

pesqu.i sador~s . 

A titulo do i lusLraç~o . o tambóm porque s~r~o 

n~cossár ias ao subsequ~n t e dt<Jsenvol v.i men to 

res pectivas expressões p a r a avaliaç~o de K : 
' 

do traba lho . 

a ) Placa dEi' di m9nses~s .i nf i n i t. a:s com uma fissur a 

int.er n a do dlm~D'ns~o 2a , s ubmo tlda a t.raç~o normal ao plano da 

fi ssura: 

K = <r C rra) .t / :z 
{ 

(2.3.1 ) 

b) Ti r a d~ comprim~S'nto infinito e lar g ur a 2~ com uma 

fi ssura interna c onLrada dEi' d.imons~o 2a , S IJbmetlda a traç:Io 

normal ao pl a no da fissura: 

(2. 3. 2) 

c) Placa de d.im~D'nsõ~D's i nfinlLas com uma fissura 

lat~S'r al do dimensão a , submeL.i da a tração nor mal ao plano da 

f'issura: 
1 / Z 

K ::: 1. 1 2 o- C rra) 
r 

C2. 3 . 3) 

d) Tir a de comprimento inf'inito e largura h com uma 

fissur a 1al.or- a 1 dEi' dim~D'ns~o a , s ubmo tida •~ tração normal a o 

plano da f'i ssura: 

K = 
t 

1 / Z 
o- a 

Pl aca 

[l . gg - O . 41Ca/ h ) + 18 . 70Ca/h) z -

38.48(a/ h ) a + 53 . 85Ca/h) 4
J 

(2. 3. 4 ) 

i nf i n i t.as com fissuras 

coli neares de dimens~o 2a 9 dis~ància entr ~ centros igual a 

2b . s u bmeti da 

K = 
1 

a tração nor mal a o plano das f i sstJr as : 

C ) 1 / Z 
<r rra [ 

2 b 

rra 

1/~ 

Lan 

14 
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A conf'igur aç:Xo (Q) l om grD.ndo ..lmport.i\nc iD. p•ra o 

problema de intera.ç:Xo de fiss uras em um mesmo corpo. A 

hipó tese as fiss1..1r a s 

grande para 

est.!Io 

possam ser 

distAncia 

tratadas 

isola.dament.o, proporciona 1..1ma grande simpl if'icaçgo nos campos 

do l9nsõ9s a s9r9m considGr a dos . Como i l1..1slrado na. fig . 2.3.2, 

podo-se concl 1..1ir da GxprGssão (2. 3 . 5) q1..1o par~ val ores dQ b da 

o rdem de 4a . a conside r a ç ã o da ql..llí'l as fiss1..1r as estariam 

i s oladas r Gpresentaria um erro d9 menos d9 3Y.. 

Ks 
1/2 

(f (Tfo) 

0.5 

I 
___ L 

0.5 1,0 1,5 2/J 3.0 3~ 

b/o 

Fig . 2 . 3 . 2. - Fator d~7 inton:sidado do t.ensõos para a. 

f'iss1..1ra.s 

c olinoarGs são a f a stada s . 

2 . -4 - O b a lanço de enor gia d E:t Gri!'filh 9 a Etn e rgia 9Sp9cif"ica 

d e fratura 

Na vGrsão o rigi nal d a l~oria da Gr irfit.h, o critério 

de ruptura n ã o era d a do om t e rmos do f a t.or d9 intensi d ade d9 

t e nsões. S ua abordage m a nerg9t.tc a dizi a q ue urna fissura se 

ins tabili zaria e s o pr o p a.p a rja osp o nla n oa.m9 nLE:t q u a ndo a razão 

d 9 lib9raçã o da 9n9 rqia e l á s ti c a s e t o cnass0 maior quo a razão 

Assim. 

podo-~9 osc r o vo r o bal~nço nner~éLi co da soqu1nta f o rma: 
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d\f dU 

dA dA = G (2.4.1) 

Ond~ W é o trabalho ~xt~rno , U é a en~rgia e l ástica 

interna, G é a ono rgia supor !'icial dGI .fratt..lra:t; o A é a árGia de 

Cr a t ur a Corma d a . O critério de ruptura res ulta SG~r e ntão1 

d 

( 
dW dU ) dG 

dA dA dA ~ dA 
(2. 4 . 2.) 

Note-se quo a e qua ç!Io (2. 4. 1) refer~-se a uma 

condiç!Io obsorva da já no inicio do processo do fratura , 

enquanto a in~quaç:lo C2. 4. 2 ) re.f~r~-se a uma condiç!lo 

necessár ia para propagaç~o instáv~l . Tan~óm é important~ 

obsor var quo G n ã o @ u ma c o n s Lanto, mas sim um par :lmoLro 

d~p~ndente da geometria·o c6\rga s aplicadas . Como será vi sto 

mais adi a nte, po de-so estabol ocer u ma correspond~ncia entro G 

e K . Em materiais do tipo !'r ági l não ocorre p r opagação 
I 

~slável s ignificativa , o que significa que a equaçao C2.4.1) 

pode ser usada como crit.ério d9 J~uptura. 

Par a i l u s trar -se a aplicação do balanço de energia 

para um materi a l de ruptura fr égil , pode- se tomar como exemplo 

a c on.fi g ur a ç i{o Ca ) a presenta da no 1Lem a nterior (placa de 

dimensõ~s infinitas c om uma fi s sur a inlerna de dimensão 2a. . 

submetida a uma lens!Io de lraç~o n ormal ao plano da fissur a) . 

A dista nci a e ntre as Caces d a fi s sura nesLe c a s o é dada pela 

expressão: 

Z :Z J / Z u = C 2cr / E) C a - x ) C:< < a) (2 . 4. 3) 
z 

il4 O t9rmo " 6> n.6'r6'ia sv.p9r{i.c taL oo fra tura" f o i 

fTm.pr6>6a.do i. nt. ci.a. Lm.6>nL 6> por Gr t.f f il.h ~ ado tado na maior ia dor; 

trat a fT\Qnt oc; s v.bs6>qu6>nt9s. Por6>m, tra ta-s9 , Qm principio , d~ 

f?ner6 i a ndo roc~p&ráv& L mocan i.cam.6>nt.o. razdo poLa quaL par6>c& 

mai s corr!"tG s~a in.t.& rpr !? t n..çéfo como " traba l.h.o ru?C6>&6ário para 

afas t a r a t rl o t.n { tr\t. Lo a::; fr.;_cq::; d<? 'JII ta { ral.tu ·a. r:~1n { o rma ç ao". 
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fi s sur a. 

Ond9 a ori g9m d as coord9n a.d as ó t onmda no C9ntr o d a 

A p a rt..1 r da QXpr oss:Xo a c ima , pod~-se cal c u l ar o 

t r a b alho r~ali zado par a abr ir a fi ssur a : 

W - U = 29 fa ~qu (x) dx = 
2 2 

o 

z z B na u 
(2.-4.4) 

Apl1 c~ndo-so o r ooull~do ( 2 .4.4) na qqu~ção (2 .• . 1) 

obté m-sG> a r G>l aç~o 9 n Lr 9 a L~õ~ns~o a pli cada n a p l aca 9 o 

p ar â mG>Lro G: 

= ( 2 . 4 . 6) 

O ma i o r problorna com a abor dagem pr o p os t.. a p o r 

Grif'fith con si s LG> n a dificulda dG> dG> SG> r eal iza r o bal anço 

9n9rg~Li co par a s i t.uaçõ~õ~s mal s compl ~xas , probl e ma est.e q u 9 

n~o o cor r Q q u a n do s<:> uLil l za o p a r âmol r o K
1

, q uG> podQ s G>r 

rel a cionado com campos d9 t 9nsõG>s c o m r e lativa faci l idad~õ~ . Por 

o u t r o l a do, ~ possiv~õ~l G>stab~?l ocor uma r el aç~(o G>nLr9 G o K a 
I 

p artir d a a n á lise d e tensõos a prosen tada n o i tem C2.2) . Tal 

f açanh a !' o i r ~al i zada. por Irwin . q u 9 imagi nou o "f~cha:nG>nl.o 

ma t o má t ico" do u m compr imonl.o do fi ssura t:.a . A t~ns~o normal ~ 

o d G>sl ocamG>nto L r a n s VG>rsal n o bor d o d a .f.isa 1..1r a. podG>m sor 

~sc r i t.os o m Lormos de K at. r a v ós das rv><P J' 9S :3 1~es : 
I 

(T = K ( 2 nC x a) J - .1 / Z. Cx > a) (2. 4. 6 ) 
2 2 l 

, 

( 1 + v ) ( ?C + 1 ) ( a2-nx) Cx < a) (2. 4 . 7) 1..1 = K 
z 

E 
I 

On d9 )4 = C3 v)./( 1 + v) par a. ~s l a d o plan o de 

t~nsé.3es r:.J u = C 3 4 v) par a os t a do p l a n o d~ d e f o r mações . O 

" f 9c h a.rno nlo " da f i ss 1..1r a. r ~õ~qu~Vr u m tr a b a lhe• q u9 d o vo;;. s o r igu a l 

ao p r odu to da ener gia ~õ~Specifica d e fratur a p~õ~ l o compr imen t o 

fo;;.c h ado' 

G óa = 2 f o. .. ó o. 

'" 
~u CxJ u Cx-óa)dx 
z zz z 

( 2 . 4 . 9 ) 
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Da. int..E~gra1 acima obtóm-s 9 finalm'"'nLQ a rQlaçAoa 

G K~ / E • 
~ 

(2. 4. 0) 

Ond9 E' = E no caso d9 9s~ado plano d9 l9nSÕ9S Q 

E• = E/Cl - vz) no caso d~ 9~ t.ado plano d~ dt<1f'ormaçõ9s. Nol9-sQ 

qu& 9S~a mesma rel ação podG>rla ser 

K = ~ CnaJ 1
/Z na ~xpr~ssão C2. 4 .5J! 

I 

0blida s ubsli luindo-s9 

Assim como o critério d9 rupLur a 9m L9rmos do fa~or 

de intensidade d~ t..ensões é dado pela comparação d~ K com um 
X 

valor critico. Lam.bém na abordagem en~ã~rgét..ica 

9S~ab9lec9r uma 9 n 9 r gia espec 11ica c riLi c a G Cpr o priedad9 do 
c 

mal9rial) qu9 implica no colapso do corpo que contém a 

fi ssur a . 

2.5 - As p&ctos dinânucos da ~ffiLF 

Embora s9ja mai s us ual o tra~am~nto est..át..ico do 

fenOmeno da propagaçlo de frat..uras , nlo se deve e s quecer que 

s9u c a ráte r dinâmico impli ca em aspec~os quo pod9m vir a se 

torna r important9s , conf o rm9 o Lipo de anális9 r 9ali zada . 

Como 9X~mplo , pod9-se ci~ar o es tudo do 9f9i~o de 

impac Lo, o nde para al~a:s v~5> l oci dadG>s d~ de1oi-mação passa a ser 

impo rta nt9 a velocidadEil com qu~ uma fra~ura 5 9 propa-ga. Tal 

velocidade pode ser aproximada pela seguin~Eil expressão , que 

r9sulta do aperf&i çoamen~o sucE~ssivo do tr a balho d9 div&rsos 

pesquisadores (conhecida como fórmula de Mot.t modificada): 

V = 0.38 C Cl -a /a) (2.5.1) 
o o 

Onde C = CE / pJ 1 / z é a vel oc ida d '7 de propagação da 
o 

onda dilalacional «?l ás li ca . E 9 o Módul o dro> '{ ç>tJnq. p 9 a massa 

9Sp9cl1ica , a é o cornprimf<)nto da fi s:st.Jra .1.n1cial 9 a = aCL) é 
o 

o compr i m~nlo inLanlâneo da fraL ur a . 

Ê possi vQl r91or rnul a r- -se o balanço de e n9rgi a de 

Crif!'ilh pé\rn \ JJn&. v~rsllc• din/J..miciÃ , ceon o i.d .vr o.ndo - '3 9 L&.mb9m &. 

A::;::;i rn a qqu<Aç:.Xo (2 . 4. 1 ) 
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p-assaria a sor oscri ta da s:oguint ç, for~: 

dW 

d A 

dU 

dA 

d T 

dA = G C2. S . 2) 

DGsto balan ço sur g lri a portantc, um crit.ér io do 

ruptura quo c onsidoraria o~ afe itos lnerciaJ s . 

Outro aspe cto dinâmi co impOJ'tanto . diz respeito a 

influência da velocida de do aplicaç~o da c arga. Em tais casos . 

não apenas o fator da intens idade de t ensões é a l terado , mas 

também o s eu valor c riti co (pr opr i edade do material). A osto 

respeito , al gun~s observações serão feitas no it.em 4 . 4 . 

2 . 6 - Considerações a respe ito do e~elto de e5ca~a 

Ao observar - se a s oxpr essões (2.3.1 ·-5) , nota-se que, 

fixando-se as propor çõe s entre as diver sas di mensões 

envolvi das em cada configuração , a tensão cr1 t.ica em cada caso 

pode ser escrita da s eguinte forma: 

f -l 

K 
I c 

i / 2 
.:t a 

(2.8. 1 ) 

Onde .:t é UJJU). o::onstante geomé t. r· J. c a adi mensi onal . 

diferente para c a da configuração. 

Tr açando- se um gráfico 1. Vs . a em Erscal a 1 ogar 1 tmi c a . 
l 

obtém-se uma reta de inclina ção - 1 /2, c o nfo rme apresentado na 

fig.2.6.1. Tal fato indica que . aumentan do-g o o valor absoluto 

das di mens ões de um c o rpo com uma fi ssura i n i c ial (cuja 

di mansão é a ument. a da propo r e i onal mente) . o c o r r·e u ma redução na 

resistênc i a g lobal. Este <; o e feito d e escala impliclto na 

MELF. Note-se que q uando a Lend o ao 1 nf 1 rai t o a r esi st.êncl a 

global tende a s e anular. 

Por o u t r o lado , c a b0 lombrar que em a l gumas 

s ituações pr ~ Ll cas a fi ssur~ ini cial ó considerada um defeito 

inLrlnsoco do ma Lerlal , Lem s ua d!mens~o a ssociada a 

c..losco n t i nu i dadas inLa r nas . a ni vel nú c r o - o:r!> truLural. Nes tes 



k 

In a 

Fig.2.6.1.- EfelLo de e sçala da MELF. 

casos. n â:o 

proporcional 

faz sen Li do con siderar a d i mens:l:o ~ como 

às demais dimensões da esLruLura. ~nLra enL~o em 

c ona a n ocossidado do aborda gen s osLaL1 st.icas . visando 

deLer minar a maior fissura i nLe rna esperada . que defi n irá. a 

resisLência global. 
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3 - O MODELO DINÂMICO EH TRE LIÇA PARA ESTUDOS DE HF 

3 . 1 - Formu.l 4)ç!(o b~sica e carac lor.ísl i cas ~}'")rals 

O modelo de di sc ret..ização empregadc, n esle trabalho. 

foi desenvolvido e testado na dissert..aç~o de mestrado de 

HAYASHI
4

• n o q uQ diz r espeito ~ sua capaci dade dQ representar 

um meio conti n uo elástico linear. S ua formulaç~o original. no 

entanto. provém d e um trabalho de NAYFEH&HEFZI 
9

• cujo 

intQresse se dava n o sent..ido oposto . qual s eja . r epr esentar 

t.reliças 

indústr ia 

espaciais modul adas . l a r gamont..e• e mpregadas na 

aeron á utica . at r a vés de meios cont..inuos 

aqui valentes. I sto possibili lar .ia uma nova di scr et.. ização. com 

um núme ro menor de g raus de liberdade . reduzindo assim o 

esforço comput..aclon al. 

Lembra-se que mode-los e m t..re ll ça também têm sido 

empregados por diver sos o u tros a uto res. como REINIUSC 1 G55). 

BAKERC1G5G) . ROYC1G63) . ANSONC1Q64 ) . ZORtK1 GE:3) . SZABó< 1086). 
2 

SCHOLZC1 G89) , e t.. amb~m por KANNINEN. Es le último utilizou um 

modelo em treliça plano para si muLar o fen ómeno de f r atur a em 

ni vel molec ular . 

F oram desenvol vi das diversas f o r· mul ações par a as 

propriedades elásti c as equivalentes a ser e m a lribuldas às 

bar ras , cada uma corr es p o n dendo a um módul o básico de 

constitui ção da t r eliça. Nes t..e t.. r abalho. a~:si m como n o de 

HAYASHI . empregou-se o módulo cúbico, cuja. geomet..ria está 

apr o sentada na fig. 3 .1.1. junt..alnQnte com algumas conslruçõeg 

básicas. Adot.ando-so u m sist..erna do oixo s coordenados paralel os 

às arQsLas dos cubos , disLinguom- s e ·doi s Lipos de barras , 

den o rrúnada s ·· r.o rmai s " e "dl;;\g<:~nai s " (re f er i das por s ub- indicas 

' ' d' ' , respect ivamen t~) . As 

o. t..ribui das a cada bar· r.a . v l sa1ado a r opresenLação d e um mei o 

2 1 ESCQ R El'' JE ;=r RIA 



continuo ol~stico com Módulo do Young E g. COG.ficiont. o do 

Poisson v, s!l:o calculadas a.Lravés das seguinLos expross~es: 

a) Barrag Normaig Ccomprimont.o L): 

E 
n 

2 = a E L 

b) Bar r as Diagonais C compr i mon Lo fi L / 2) : 

Ed = 2 6 a E L 
2 

/ j3 

()( = (9 + 86) / (18 + 246) 

6 = Gv / (4 - 9v) 

( 3. 1. 1 ) 

(3. 1. 2) 

(3. 1. 3) 

( 3. 1 . 4) 

O modelo em t-reliça apresenta a var1lagem de permit-ir 

a definição de um diagrama consti LuLl vo mn sua forma mais 

s imples, qual soja , a unJ.axial. Lembra--s e quofit a s consequ~ncias 

tr i dimensionais dos Lo di agr· ama n~o devem ser negligenciadas, 

vis Lo que no caso da pl a s Li cl dado. por o><ompl o , a for ma da 

treliça irá inCluir no tipo de super.fi cl~ de escoamento 

obLida. Entretanto , como s or·á visto mai s adian te, par a 

materiais frágeis na .fase pós - ruptura Lorna-·sQ mais imporLante 

impor corr e t a me nte um consumo de e n ergia do que uma r elaç~o 

Lens!Io Vs. de.formaç!Io. O modelo em trel iç a Lem . por outro 

1 ado. a desvantagem de di f 1 cul Lar a representação de 

goomoLrias di.feronLes da pri sm~Lica (cujas arestas dovom Lor 

di monsões múl Li pl as do compr i monto el omenLar L). Al ~m disso , ~ 

praLicamonLo impossível r~.finar a "malha " apenas nos pontos do 

intorosso (a monos quo so ompr oguo uma sof'i!;ticada técnica do 

subs;trut.ur aç!i:o). 

Neste Lraba1ho r eal iza-se uma a nâli s e dinâmica 

Cconcentrando-s(l as massas nos nós da Lrell.c;a) aLravés de um 

mélodo expl1cilo , com integração numéri ca por diferenças 

finlLa s cúnLr:üs. Tal escolha se baseia n a necess idade de se 

incorpo rar um c r iLt!trio d •> ruptura ao modelo ol~slico, o que 
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z 

(b) 

(a ) 

X 

{c) 

,... 
y 

x· 

z 

X 
y 

X 

f:içJ.3.1.1.- a) t-J6dulo cúbico p ar·a o consLrução do 

modelo em t.. reli ça ; b) Composição d& um prisma; c) 

Composiç~o de umn p l aca para esLado plano de 
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pod~r.ia resul~ar em sigularidade da matriz de rigidez do 

sis~oma , caso f osse utili zada, devido a f'ormaç!(o de l'JlQCani smos 

i nlor nos. A a.nál i so dinâmica se jus li f' i c a pol a possi bi li dade 

do acompanhamento do processo do ruptura 1)0 tempo , o que é 

muito importante no estudo de propagaç~o do f'ra~uras. Note-se 

que o intervalo de tempo para a integraç~o Cót) é severamente 

ros lringido po r condições do ~s t..abll ldado numórica.. Isto podo 

resultar em um tempo compu taci o nal elevado para a nálises onde 

se desejo simular f'onómonos do duração r •~lal.ivamonlo longa 

(modos do vibraç~o de baixa frequência . aplicação lenta dos 

carrogamonlos, qt,c.). EnlrqLanlo , as limitaç ões impostas polo 

tempo computacional deixam do ser rel evantes quando se 

restringe o estudo a fonómonos de curta duraç~o. como é o caso 

de ins~abilizaç~o e propagação de fr aturas. 

3.2 De.flnlç!{o de um cJ~.t tllrio de rup~ur.a e da Relaç!(o 

Constitu~iva Elementar CRCE) 

Este trabalho es~á res~rito a maler·iais de ruptura 

frágil, ou soja , que não apresentam comportamento plás~ico em 

sua escala mac roscópica. Lembra-se quo para t ais materiais são 

válidos os principies da Linear das 

Fraturas . Ass im, quando o f a L. o r de 1 n~en::: .l dado de L.ensões 

cri tico ()( ) é atingido om algum ponto do malorial (nas: 
I o 

proximidades de algum defai to i narente a sua cons~ilui ção). 

ocorre a propagaç~o instável de uma fral.ura. causando a 

ruptura do mesmo. Durante o processo de propag ação é consumida 

uma certa quanl.idade de energia , função d a área de fratura 

f or mada. Tal con s umo devo e s t..ar representado em uma relação 

constitutiva quo descreva o compor t a mento de::. material na f'aso 

pós-ruptura. 

Po de-se estabeler uma relação e n t re o fator critico 

de intensidade de Lensõos ~ uma cer La d eformação critica 

(mQdia e m uma região de contr a i &) , so f'or .f~i La a hip6Lese do 
") ~ 

uma microfi ssur· a inerenLé ao maLerial· . C.~ractérlzando esLa 

m!crofissur~ por umn di men~ ~o a, 

do sua f o rma Li p i c a Cvido o xpr· o ;. s !Io 2 . 6 .1 ) : 
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K = 
I o 

1/2 
a (3. 2.1) 

Ondo f: 4> u~ Lor'lsO:o de cont.rol <> c r1Li co. G X é um 
l 

parâmet.ro que depende da geomeLria do p r· oblema C1'orma da 

microfiss ura. inclinaç:!l:o com relaç:![o ~ dir·eç!l:o de conlrole . 

olc .). 

Empregando-s e a r el aç:~o C2. •1. 9) e 1'azendo-se 

f = & E ( s egundo a hip6Leso d e compo rLa menLo linear at.é a 
l p 

ruplura) , c h e ga-se a uma expr essão p a ra a defor mação crit.ica. 

para um e s Lad o plano de deformaç:õos : 

(3. 2. 2) 

Onde Rr Q um "falo r de falha" definido como: 

= 1 / C X a t / 2) (3. 2 . 3) 

No próximo ilom lornar - se-á evid~tnle a vanlagam de 

s e escrever & c omo uma função de 
p 

parâmelros q tte irão definir o diagrama 

barras do mo delo. 

Gf. pois ambos s~o 

consti Luli vo para as 

Quanlo à definição do f a l o r de f alha, pode-se nolar 

que ele incorpora Lodas as caracLerisli c a s da microfissura 

hipoléL!ca que dá o rigem ao proc ess o de r upLura n o elemenlo. 

Sou u so per rni Li r 4 guardar uma cor La di s L.1nc i a do algumas: 

pr o priedades do malorial , sobro as quais. pouco se podo 

a1'i r mar. Assim , Rr alua como um agent-e inler mediâr io, s endo 

que ast.a os lra l égi a s e most. r n r â b a s l a n l e convenienle no 

capiLul o 4. q uando s ará lnlr o duzido o aspac Lo est.alist.ico do 

pr o blema. Al é m d isso . como será v! s Lo n o iLem 4.3, um esludo 

da influênc i a d o faLor d o f alha revela que o modelo é 

pralicamenle ins ens ival ao mesmo , desde que manLido dent.ro de 

uma c arLa faixa de val o r es q uo gar a nLa m o c a râ. Ler frágil do 

ma Le rial. EsLa obs<9r vaç~o c:or rcobo•~ a o cri L~rio da MELF" para 

d e fini r a r e~;i s Lêncl.a do um rnaLerial , e xc lus ivamonLo aLravós 

do par ~H\i) \.. 1 " o G ( ,..,u K r·~ 1 .\ •H<prr.:~~o c 2. 4. . cn ). r , c 
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·. 

A par ti r definições. podo-s;o adotar um 

diagrama bilinoar para a Rol~ç~o Consliluliva Elementar CRCEJ. 

con.formo ilustrado na .fi g. 3.2.1. Not~-se que para 

compress~o o matorlal é considerado oló.s ti co linear per.foito. 

sendo que a ruptura do modelo global . quando comprimido, 

dever~ ocorrer por tr aç~o i ndi r ela C o .f e i lo de Poi sson). A 

adoç!Xo do .for mas linoaros do compo rtamento do maLerial para as 

fas es pré e pós-rupLura são arbilrá.rias. o visam propiciar 

s impll.ficações adici o nais. Vári os autores Lem sugerido outras 
10,20 

formas para o diagr ama • de modo a ajustar as curvas 

exporime nlai s obtidas pa r a male riais roa ! s. No Qnta.nlo , 

procurar-s e - á demons trar quo Lals sofi sticaçõqs n~o constituem 

o ponto mai s imporLa.nto para um .funci o namento coerente dos 

mo delos d e d iscret i zaçã o . 

F 

Fig.3. 2. 1. -o.) 

respecLl vos 

descarga. 

( b) F 

Diagrama 

parâmetros~ 

con sLi L.u Li vo adoLado 

b) Esquema de carga e 

Neste ponto , é e s sencial observa r que a .forma como 

so mode la o efeito de "sl r a in-softening'' é de importância 

capital p a r a uma correLa representação do fonómeno de ruptura 

de um maLerial frágil . Inúmeros mo delos criados para est..e t..ipo 

de análise, como o Modelo da Banda de Flssuração , dQ BazanL Q 

Oh C1G83) 10
, o Mo delo de F raLura Compos t..a. de Willan ol al. 

C1G84) 1
s> , o 1-iodelo da Fi ssur-a Fict1cla, d e Hillerborg et.. al. 

(1078) 32
, bom como model os d erivados pr o p ostos por WiLtm.ann et 

al. I Roinha rdL et a l., ele. I lêm se con s L1Lu1do e ssenc ialmente 

e m o><pli c açõ ..:)s hlpoLóLl ca_, do mecan i s mo •=tua dá or igem ao 
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"s;tl .• ro..ln - sooft.oning " . c ada um ros;:u ll.ando om UI'J\.Q. form.a parl.iculo.r 

do modol6-lo. H~. por~m. um consonso qunnl.o a atribuir a eslo 

efei lo um carA ler n!(o-loc~ü , visto quo , q uando constatado 

experimenlalmenle, eslâ associado o. o volume de conlr o le 

i nvestigado; denlro desle volume . nola.-se claramente que o 

surgimento de desconli nui dades , resul~anles do processo de 

ruptura. lenda a se dar de forma mais ou menos localizada, o 

consequenlemenle o comportamento quanlif i cado refere-se 

porlanlo a valores médios. 

Assim, pode-se generalizar as jusli.ficalivas do 

" slrai n -soflonl ng ''. 

consoquôncla do 

di:zondo 

surgimenlo 

quo 

do 

ole representa uma 

desconlinuidados 1 ceais: 

influindo s;obr e uma relação cons;liluliva. não-local . quo por 

sua ve:z supõe um material continuo! 

Lembr e-se que , do ponto de vista molecular . h~ u ma 

distância Ce não uma de.formaç~o) de afaslatn•enlo cr1lica, após 

a q ual a .força de i nlaraç!ío começa a decai r . 

Por oulro 1 ado . o efei Lo de " slr.al n-soflenl ng" Lem 

implicações energélicas cruciais. que so desconsideradas levam 

inevilavelmenle a uma n~o-objolividade dos modelos de 

discretização, com consumo nulo de en~rgia para a ruptu ra de 

modelos com malhas infinitamente refinadas. 

~anlo ao processo de descarga convergente ~ origem 

Cdano elâslico) . a escolha fundamenta-se em um trabalho 
97 

experimenLal de Gran&Searnan . onde o mes mo resultou ser muito 

mais e.flcienLe do que o processo paralelo ao Lramo el~stico 

(dano plâslico, usual n os modoios elasl.oplâslicos perfoilos), 

para jus ll.fic:.l.r malcmali carnenle as curvas experimonlais. 

Ass.l m, o lr:;\mO do onfro.quocimonlo C " slra.ln 

-soflening" ) proc-onlo no diagr:;\ma adol.ado , l..am como principal 

objetivo condicionar a quanlidade de e n e rgia a ser consumida 

na ruptura da barra. Cabo 1 embrar que do ponto de vi sla 

dinâmico ole é incomplelo , pois não consideJ~a que a Lens!lo 

suportada pelo mal.erial. a p ós alingi r· a t.ensão cri lica. é 

Lambém função do tempo Lr a nscorrldo desde o inicio da ruplur a . 

devido a vel oci dade flniLa de propagação da falha. 

Os simbolos empr egados no d1a.grama l.êrn o seguinLe 

significado: 
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F s Forç~ ~xl ~l r· osul lant..o dA barro. . funç!Xo da 

doform.aç!to .~: . !;Ondo P o valor associado a & . 
or p 

EA s Rigidez axi al. En ou Ed conformo o lipo d~ 

barra~ 

& 
p 

crilica 

deformaç!(o par a a qual 

inslabiliza e se propaga; 

)c 
r 

Dut..ilidade ~ Lrala-se 

do ruplura . que 4- ~ 

uma. microfissura se 

permi t..e calcular a deformaç~o 

de u m par âmetr o que 

p ar-a a qual a barra 

não 

L 

Lransmile mais esforços de lraç~o & 
r 

= )c c . 
r p• 

Compr imento da barra . ou compr imen to de 

controle. ao q ual o diagr ama cons~ilulivo se r efere ; 

Af 1 Area do influ~ncia da barra, ou &oja. ~r oa do 

fralur a formada com a s ua ruptura; pode ser expressa 
2 

na forma Af • cA L , onde c é um coefici enle 
A 

geomélrico próprio do modelo. com val or afer ido em 

0.1385 (com base na simulação 1.5, Tab. 4.2.2) . 

Gf 1 Energia con s undda por 6rGa d o fralura formada 

após a i nslabi 1 i zaç!>:o C defini da no 1 t..em 2. 4 como 

energia especifica c r1Lica de fratura). 

r:; j mpo r·t..an t..o obg.:;.rvAr q1..10 i&J , E, P 
p c r 

R o 
r 

considerados pr opr i od~des e xcl us:l v as d<:> ma L~r i ~1 ; são 

pr opriedades exclusivas do model o ; finalmente os parâmetr os Jc 
r 

o E dependem La nlo do modelo como do maler ..;. al. 
A 

abertura 

A de for mação c 
r = 

axial cr1L1ca de 

k c 
r p 

pode ser interpretada como 

uma fi ssur-a Ch ) dll ui da no 
c r 

comprimento da bar ra CL) , confo rme r epr esonlado na fig.3.2.2. 

Esla abordagem. conheci da como Modelo da Fi ss;ura Flclici~ . do 

Hillorborg. pormllo uma co:.n<-n d'(o e.nt..ro ;~ fas -o continua e a fase 

desco n li nua do malerial, quo L~m con s Li t..uido uma di.fic u ldado 

na r epr· esenlação geom~trl ca do propag ;>. ç!'fo dE1 f rat..uras. 
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F F F 

( a ) ( b ) (c ) 

~r 

Fig.3.2.2.-a) Diagrame'\ consLiluLivo el~sLico linear; 

Lransmi Lida e a 

aborlura da Cissura~ c) Diagrama consLiLuLivo 

composto. onde L é um comprimento de conlrole. 

3.3 -Ajustes na RCE em funç~o das dimonsões da barra 

A necessidade de realizar ajus tes na RCE surge 

quando se verifica que, e m não-linear com 

"slrain-soflening" , os resultados 

anâlis~ 

globais são forlemenle 

dependenLes da malha de 
10 

discreLização . F•ensa-se que lal 

problema res ulla do faLo do quo não 6 levada em conLa a f orma 

de rupLura . nem do processo de dissipação de energia a ela 

associado. Con sequenlemenLe . quando alLara-se o n1vel de 

discreLização preservando-se a RCE. o consumo de energia 

duranLe a rupLura varia. r esulLando em rel a ções consLiLuLivas 

globais inconsislenLes. 

Empregando-se o di agrama apres enLado na fig.3.2.1 e 

supondo-se quo a rupLura segue a um processo de propagação de 

fraLura . quo consomQ proporcionalmenLo a área 

f r a Lur ada. podo-se de f 1 ni r uma 1 oi do aj IJS L e em funç~o do 

comprimonLo da barra L. 

Conformo as cons iderações assinaladas acima. pode-se 

esLabel ecer o segui nLe c r i Lér i o energéL.i co: "EnquanLo o vol uma 

da região de lnCluência da barra aumenla com o cubo de L. a 

energia Lolal gasla com a rupLura aumenla com o quadrado". 
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Assim. pode-so Gsco lher o parân~lro k para quG a ~rGa sob o 
r 

diagrama indique um consumo de energia pro porcional ~ área de 

1 nf'l u~nci a da barra. o n l{o ao seu 
... 

volume Para as barras 

normais o balanço é f'eit.o da s o g uinle r o rma : 

r
& 

,~ 

0 

F'C.c)d.c = = (3. 3.1) 

Subslit.uindo-se Q & 
p 

chega-se a express~o de 

aj ust.e: 

k = L / L (3. 3. 2) 
rn c r 

Onc.Je L 
c r 

é dado por·: 

2c (1 L/) 

L 
A. = (3. 3. 3) 

o r 
()( R2 

r 

A expressão (3. 3. 2) most.ra que k á- inversamenlG 
rn 

proporci onal a L. ~ imporlant.e nolar que quando um e l emenlo 

rompe , n em loda a ener gia e l ást.ica é con s u mida no processo de 

f'ralura. sendo que parLe desla preserva- se sob f'ormas de 

energia cinélicaCvibrações induzidas) e en~rgia elâslica , nas 

duas parles e m que o eleme nt.o s e divide . Como não é possivel 

levar em conla est.a s ubdivisão par a um e l emento iso l a do Cpois 

a s massas eslão concent.radas nos nós . e não ao longo do seu 

comprime nlo), result.a u ma rost.rição em l&rmos de um valor 

máximo para o compriment.o L. Tal roslri ç~o ref'lele o f'alo de 

quo toda a one rgi a ol ás: li c a dove ser consumi da pela f'ralura . 

o u s oj a , 

elemenlar 

Jc deve s er 
r1'1 

c r1lico L 
c r 

discrelização . para 

correlamenle. 

maior do que 

ropresonLa um 

1 . Assim , o 

limi lo para 

comprimenlo 

o n1 vel de 

que o modelo comput.aci o nal funcione 

9Lemsn t os fi.ni. tos. Jv.ntam.ente com. o conco( t.o d e fi.ssv..raçl!.o 

uma ,;} i. t v.aç êLo 

i.d~n t i. ca. 
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H~ um out..ro caminho p,:).rO. soo procc»dGr ao ajust..e do 

k quo podo sor cha~do do crit..ório goomótrico , con~ormo a 
rn 

ilustraç!Xo 3.2.2. Est..o podGrio. s;or onuncio.do da soogulnt..o 

foriTUl: "qua ndo a barra do modelo atinge o OSilado do do~orm.~ç!Xo 

& , oste valor corrospondo a diluiç!:Co om L 
r 

critica ll. 
c r 

A abor t..ura 6 
o r 

da abertura 

deixam de ser transmitidos anlre as duas partes em que o 

material se di vi do. deva ser rospei lada no modelo global. 

independenlemenle do n1vel de discrelizaç~o. Assim, 6 deve 
c r 

ser um parâmetro 1 ndepoendont..o dQ L. 

resulta na express~o: 

Tal c:rit..érlo do ajust..o 

k = 
rn 

ô 
c r 

& L 
p 

(3. 3. 4.) 

Cooront..omont..o com a oxpror;;s;~o ( 3. 3. 2) . aqui também 

k é i nveJ~sament..e propo rcional 
rn 

a L. Igualando-se as 

expressões (3. 3. 2) e (3. 3. 4) pode-se chegar a um valor para 

l:l que é obvi ament.e independente da L . 
c r 

Tal consideraç~o 

permite o cálculo de k para as barras diagonais: 
r 

(3. 3. 5) 

QQfinido o cr it..~rlo do rupt..ura a nival olemont..ar, 

parte-se agora para a análise do comportament..o global do 

modol o . quo dovor .i corroborar as diversas s;;uposi ções ~oi Las 

at..é aqui. Com bas e na breve t..eoria apresenLada , desenvolveu-se 

um programa computacional denominado "FRACTUR". dotado d e 

1ançamont..o aut..om6t..1co de coordenadas e condlçõos do cont..orno, 

o qual foi uLi 1 i zado em Lodo o s ubseque1'1l.e desenvolvi ment..o 

dest..e t..rabal ho. 

3.4 - Obsorvaçõos gorais a rospoito do progr~ma FRACTUR 

Ba!;;icamoi"'Lo o st o pr· ogr a ma poss ui. a mos;;ma os lrut..ura 

do quo foi ut..111zado n a d l ssort..ação do mostrado de HAYASHI, 
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dif'ori ndo o.po>no. g polo. incorporo.çlXo do. toori1~ o.pro!Monto.do. no 

i t o m 3 . 3 o em faci lidades adicionais para gor aç~o automâtica 

do confi gur ações especifi cas. O func i o n amen to do programa pode 

ser descri t o do forn~ s u scinta . como se segue: 

I - b:NTRADA DE DADOS 

São fornecidos ao p r ograma basicam~nto os seguintes 

dados para cada si mulaç~o: 

M Dimonsõos d o pr! Si mo. a sor gerado automaticamente 

CMxNxL módul os). bem como a profundidade da. fi ssu ra de bordo 

inicial. caso existente. 

* Código do tipo de les te a ser real i zado: 

(1) Dofor llU\çCio unl g,.><.lal com vGl c•cidado cont rolada . 

(2) Fl e~o por três pontos. 

(3) Ensaio tipo Compacl-lansion . 

(4) Tens~o uniaxial com vel ocidade con t r olada. 

~ Tompo total do gimulaç!Xo o volocido.do do a pli c o.ç!Xo 

do carregamento Ctens~o ou deformação imposta). 

M Propriedades do material . 

I I - PROCESSAMENTO PRELI MINAR 

Anlos do inicio da int..ograçlio numérico. s !(o cumpridas 

as segui ntes etapas: 

.,. CAlculo 

barras da treliça. 

• Ger aç!ro aut..omâ.ti c a das coord0nadas nodais 

apllcaç~o das condições d o contorno conformo o tipo da leste 

sel acionado. 

,. Atr 1 bui ç~o da mass;:e.s n odais conforme vol uma de 

i nfl uêncl a. 

~ EsLabolecl menL o das con et.l vidade·s das barr a s e 

atribuição de s uas propriedades mecânicas ~quivalentes (caso 
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CV
0 

> O t~m-~o o p~r~m9tro Gr sorteado conformo a distribuiç~o 

do probabilid~des do Woibull). Aooi >..-o ost!lo as propriedades 

atribuidas as barras . em ~unç~o das pr<~priodados espociCicadas 

para o mate rial: 

& 
p 

L 
c r 

k 

2 -
r,.., o r 

c (1 -
Á 

R2 
f 

Jc •2Jc /.[3 
rd rn 

:l v ) 

(dut.ilidade das barras normais) 

Cdut.ilidado das barras diagonais) 

(Com os par~motros & o Jc ficam port.anto doCinidos 
p r 

os diagramas constitutivos de cada barra) . 

* Liberaç~o de nós e pré-ruptura de barras no plano 

yz . de forma a comp or a Cissura de bordo inicial. com 

proCundidade igual ao número de módulos especificado. 

~ Saida de dados de controle para documentar a 

simulaç~o (opcional). 

III - INTEGRAÇÃO NUMÊRICA NO TEMPO 

Urna. voz c umpri da9 a,; otapag proli mi narog, o programa 

passa re~li:zar uma numér·ica pelo mét.odo 

explicito. at.ravés da tócnica do diferenças finitas cent.rais. 

O procedi mo nto cor rQspo ndont.o a c ada pas~:o do i ntograç!to ~ 

apresentado a seguir: 

w CAlculo da volocidado ingtantAnoa do aplic~ç~o do 

carr egamento (forças ou d e slocamen tos nodais). 

w Cálculo do valor inst-antâneo do carregamento. por 

int.egraç~o numérica da volocidade (regra dos trapézios). 

w Aplicação da~ forças nodai s pr&scriLas , c aso soja 

e s ta a f o rma do carr·egamenLo. 
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M C6lculo d~g ~orç~g nQg bQr r ~g CF) o m funç~o do gou 

estado de doformaç~o (&). conformo o seguinto esquema: 

f.'(&) - i : E 
A. i 

E 
A:il 

p.._ra C& < 0) 

para C& > 0) 

Ondo E "' E p~ra b~r r~:;; nor~l~. o E c E p~ra 
A n A d 

barras diagonais. Os sub-indicas 1 e 2 ref Eu~em-se as r igide:zes 

a compressão o traç~o. rospocti vamonte. Assim. quando & 

ultrapassa o val or & • a máxima deformação de traç~o imposta à 
p 

barra passa a ser regi strada como c . Da mosm.-~ .forma . a 
rn 

r i gi do:z a tração deve ser corrigida (devido ao "strai n -

softening " ) pela express~o: 

( 
k & - &: ) E E 

I' p -A2 A .i 

lc c 
r 

Quando & f"i n almente ultrapassar o valor c = Jc & • 
m r r p 

é atribuido definitivamente E = O. 
A2 

"' Decomposição. da .força de cada bar ra segundo os 

tr~s eixos g l obais. o aplicaç~o das component e s n os nós 

conoctores:. 

M Rede f 1 ni ç~o da geomgtr i a s:egunl~O as expressões do 

di.forenças finitas centrais par a as equações do equil1br io: 

u - ( (f ll.t 2 ) /m + 2 u D u J / 0 r 2 l+ t )( l f i l-i 

v - ( (f ll.t 2 )/m + 2 v o v ] / o 
l + 1 y l r t l- i f2 

w - ( (f ót 2 )/m + 2w D w l ,/ o 
l+l z l f i L- i f2 

Ondo f' • f o f s !lo as componentes: da f o rça 
)( y :t 

resultante no n6, m é> .;l massa n odal e u , v e w s~o os 

deslocamentos que devem !::o r· arma zenados o m tr~s instan tes 

diferen tes. Os parâmetros d e amorLecimenLo são obt idos do 

par.\metr o d o a mortoclmenLo propor clo_nal a massa pelas 

!;;oguinLos o xpross<::Jes : 
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o fll 
D • 1 r -t l 

2 

D 
f2 

• 1 + 
D7'l 

2 

CC1~101o o carrogQ.monLo goja da !'orrOQ do do~õ~.locamonLog 

prGscr i Los, ao i nvós de se calcular .as nov;,s posi ç~es nodal s , 

pol.as expressões acima, impõo-so a qui o valor dqsojado). 

* Aval i ação dos r asul lados em Ler mos de Lensões 

(.forças) ou deformações (deslocamentos) roódios, conforme o 

tipo do teste especi.ficado, compondo assim um par do valores 

que é gravado para .formar a curva Solicitaç~o Vs. Resposta. 

M Avaliaç~o do ~stado en~rgético do sigloma e gaida 

dos valores da energia consumida (ruptura, amort.ocimenlo) ou 

armazenada Col~stica. cinética), cuja. soma deve igualar a 

energia externa aplicada ao sisLema CusuaJma nLe, trabal hando 

com dupla precisão. o erro é da o rdem de 1X). Se a di.ferença 

.for significaliva pode haver um erro de avaliação ou o u tros 

problemas internos quo precisam s or invesL.lgados. O con Lrolo 

energélico ó um excelenl.e avaliador da estabilidade numérica , 

que pode ser camuflada pela forte não-linear idade da análise 

(tal problema decorro goralmonlo do um valor muilo a l to para 

ót) . 

IV - FINAL 

Após o passo III s or realizado Lant.as vozes quando o 

tempo tol.al do inlegração esp~cifi cado r equeira . os arquivos 

de sai da são fechados e o p rog rama é encflrrado. J:: poss1 vol 

Lodavia, pola aLual ver~~o wo p r ograma , espoci.fi car-se um 

número a.Lé 20 realizadas 

consocuLivamanLo, aLrav~s do um a rquivo g or 9nciador. 
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A conslantQ dQ amor Loc.i mQnto proporei onal a mas:s:a 

n!(o tom aqui uma conotaç:S:o t'isica clara. Enlrolanto. sou 

emprego se justit'ica pela necessidade de amonizar as vibraç~s 

quo s:urgom duranlo as simulações:. O valor usualmonlo adotado 
-~ para Dr ~ 2000~ . A raz:S:o do o~colha do ~al nómoro basoia-go 

no faLo de que ele é s ut'i ciontomenLe baixo para eviLar um 

consumo oxpr o~s:ivo do quo szorl:lo 

r ealizadas. 

A avaliaç~o da energia contida o dissipada no 

sistema é t'eila nó a nó para a e nergia ci n ética e a energia de 

amortecimento. e barra a barra para a en~rgia ol~sLica o a 

onorgia de ruptura. 
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4 - APLICAÇ~O DO MODELO NA REPRESENTAÇÃO DE P ROBLEMAS BÁSICOS 

DA MELF 

4 . 1 - Consideraç~es gerais 

Para vlôlrif'icar a aplicabilidade do modelo em 

problemas de conc9ntração de t e nsões abordados pela MELF, f'oi 

empregada uma das quatro con:figurações apresentadas no item 

2 . 3 , repres9nlada alrav9s dos módulos cúbicos. Por r azões de 

simplicidade escolheu-se a con:figu ração Cd). o u soja, l i ra do 

comprimento ln:finilo e largura h com fiss u ra laleral d o 

comprimliilnlo a. Também :foi conv~mi ente a esp~~cificação de um 

estado plano de defornmções . Na figura 4.1.1 está il ustr ada a 

forma d9 discrelização e condições d9 contorno; abaixo estão 

indicados os valores adolados para os parâme t ros do maler ial: 

E 3 . Ox1010 N/m z 
Módulo de You ng . :0 

v ... 0.2 Coe -5/12) Coeflcionto de Poi sson. 

2400 kg/m a 
Massa esp'ôlci f i c a. p .. 

D r 2000 
-i 

Amorl~cim9nlo proporcional . ::::1 s 

Para vlôlrificar a validadlôl da t~cwia proposta n o 

capitul o anterior , faz -se h .. n L . do modo que a tensão 

critica global f l d9ve manl<õ>r-se lôlslávc;rl par a um m<õ>smo valor 

de h , à me dida <õ>m que varia-se n Cdif'erenl<õ>s niv<õ>is de 

discrelização) . Na fig . 4.1.1 -osl~ repr9S9ntado urn n1vol d<õ> 

discrliillizaç::Io n = 12. Obs-.wva-s<õ> que a configuração Cd) do 

ll<õ>m 3 . 3 refere-se a uma t ir a lnf'lnila , onqua nlo aqui lem-so 

uma placa quadr ada Chxl0. Tal falo, decorronle do limitações 

compul a cionai s , nilo i n f l•J~nc i ;;t s lgnificaliva nos 

rosul Lados , cc•mo ser~ vi slo . 
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Fig . 4 . 1 . 1 .-Represen lação do um probl e ma d a HELF 

atra~s do model o em t. r·el iça. A soli c itação po d e S 'i'r 

f~i ta at.r av~s de ~1m campo uni forme de tensões o u 

deslocament os . 

Doi s casos d i stintos ror am ~studados : apl i cação do 

campos uniformes do tensões O'(L.) , e deslocamentos uC t) . A 

tensão g l obal (q ' ) ~ calculada d i vidindo-se a soma das 

rosul Lantes dos nós da fac Q sol ! citada pela á r ea da seção 

t r a nsversal (plano yz). A deforn~ç~o global Cc ' ) , por s ua voz , 

~ def inida como o deslocamento m9d1o dos nós da face carrega d a 

o m relnç~o ao plano de simot.r!a , d i vidido pelo compr imento h . 

Tensões desl ocamen tos g l o b ais , d e finem 

constitu tiva g l obal CRCG) , que descr eve o p rocesso de rupt ura . 

A RCG reP,resonta uma relação cons L1Lut.iva n~o-local. ou seja, 

a média sobre uma certa rogi~o de contr ole. A condição de 

bor do Ctensão ou desl ocamento) , é impos ta con.forme u ma .função 

de velocidade , apresentada a baixo: 

ó< t) . (1 -<l/l ) 
) (4.1.1) = (T - e o r 

ÚC L) 
. ( 1 - (l/ l ) c 4. 1 . 2) = \J - Q o r 
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Ond9 foram adotadas as s9gui ntes vqlocidades flnaisz 

p :! - t 
• 1 • Ox1 O ( N/m ) s - (o. 1 h.) 

- t s 

O tempo t representa o ins~ante em que a velocidade 
o 

ati nge cerca de 63Y. d9 s9u valor assi ntót-i co máximo (nas 

simulações que se seguem é adot ado t 
o 

• 0.00012s) A funçtlo 

(4. 1 . 1) prlõltlõlndlõl lõlvitar o lõlflõlit.o dlõl 

lmposiçtlo s úbita da tonsffo de bordo final crr . A runçtlo 

C 4. 1. 2), por sua VlõlZ . visa aproximar o movl.Jn~nto do bordo do 

corpo de prova em uma mé.quina de '6>nsai os , em t.est<G~s com 

velocida des de deformação cons~ant.es, pois na prática não 

poderiam ocorrer as aceloraçõos i nfinitas quQ rosult.ariam de 

uma aplicação s úbita da velocidade do deslocâlrnonto final ur. 
Not.<G~-se qulõl a configuração C d) • defini da no 1 tem 

2 . 3, rerere-se a aplicação de uma t.ons:Io uniforme de bordo, e 

nesl<GI caso dispõe-se da exprossão (2. 3. 4) para aval i ar K 
I c 

Por outro lado, para Slõl obslõlrvar o enfraquecimento do modelo 

C"strain-softeninc;]" ), torna-s o mais convenient9 o empre9o de 

um deslocamento controlado. No entanto, sabe-se que neste caso 

a 9xprossão para K dovorá ser dif'eron~e. ~rmE~ voz que o campo 
I c 

de tonsões ocasionado pela sol i c i t.ação não s9r á mais o mesmo. 

09st.a forma, procurar-s<G~-á utilizar os r<G~sult.ados forn<G~cidos 

polo pr óprio modelo, d<GI modo a so obt.or uma fórmula aproximada 

para o Calo r d<GI int.c;msidade de t.ensõos. o quo pormlt.i rá ao 

monos uma avaliação do coerênc i a interna. 

O estudo do des9mpenho do modelo foi feito através 

de uma sério de 40 simulaçõ~s C20 para cada tipo de 

solicitação) , do modo que a influência dos diversos parâmetros 

pudesse ser analisada . As simulações for a m divididas em 5 

grupos.. conf<:;~rm9 aprqsqnt,ado na t,ab. 4. 1. 1. Os r9St.ll tado.s do.s 

gr upos 2 a 5 são complementados pola simul aç~o 1 . 3. 

Grupo 1 ' Ajus le da RCE C Objqt.i vidade). 

Grupo 2 • Energia espociflça do f a·atura G r • 
Grupo 3 ' Rc;,laç:lo a/h. 

Grupo 4 I Efolto do ~)scal a. 

Grupo 5 I F olor d o falha R r' 
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SIM a 

1.1 0 . 06 

1 . 2 0 . 06 

1 . 3 0 . 06 

1 . .. 0.06 

1. 5 0 . 06 

2 . 1 0 . 06 

2 . 2 0 . 06 

2.3 0 . 06 

3.1 0.06 

3 . 2 0.04 

3 . 3 0.03 

3 . -4. 0.02 

-4.1 0.05 

...... 2 0.07 

4 . 3 0 . 09 

5 . 1 0.06 

5 . 2 0 . 06 

5 . 3 0.06 

5 .4 0. 06 

5 . 5 0.06 

Tab~la 4.1. 1 . - Dados das slmulaçõl(')s. 

(Unidades MPa o mo~ros) 

a/h h n L c Gf K lc 
X o r 

1/2 0 .1 2 8 . 0150 12 . 612 2 .03 

1/2 0 . 1 2 10 . 0120 12 . 612 2 . 53 

1/2 0 . 12 12 . 0100 12 . 6 12 3 . 04 

1/2 0 . 1 2 14 .0096 12 . 612 3 . 55 

1/2 0.12 16 .0075 12 . 612 4 .05 

1/2 0 . 12 12 . 0100 6 . 433 3.04 

1 /2 0 . 12 12 . 0100 19 .760 3.04 

1/2 0 . 12 12 . 0100 24 .966 3.04 

6/12 0.12 12 . 0109 12 . 61 2 3 . 04 

1/3 0.12 1 2 . 0100 12 . 612 3 .04 

1/4 0.12 1 2 . 0100 1 2 . 612 3 .04 

l/6 0.12 1 2 . 0100 12 . 612 3.04 
-· 

1 /2 0 . 10 12 . 0100 12 . 612 3.04 

1 /2 0 .1 4 12 . 0100 12 . 612 3.04 

1/2 0 . 1 6 12 . 0100 12 . 612 3.04 
. . 
1/2 0 . 12 12 . 0100 12 . 612 10. 2 

1/2 0 . 12 12 . 0100 12 . 612 5.00 

1/2 0.12 12 . 0100 12 . 612 2.00 

1/2 0.12 12 . 0100 12 . 612 1.50 

1/2 0 . 12 12 . 0100 12 . 612 1.13 

40 

R r & 
p 

( 1 0-::J) 

4.59 9.35 

4.69 0.36 

4.69 9.36 

4 . 69 0.35 

4 . 59 9.36 

4.58 6 . 61 

4 . 69 11 . 46 

4.68 1 3.23 

4.58 9 . 35 

4.58 0 . 35 

4. 68 9.35 

4.58 0 . 36 

4 . 58 0 . 35 

4.68 0 . 35 

4 . 58 9.35 

2 . 50- 5.10 

3.67 7.29 

5.65 11.53 

6.52 13.31 

7 . 50 1 5 . 31 



•• 2 - Resultados obtidos 

Inici a l mente foi es t tJdado o dGsempe nho do modelo 

para a sol i c i taç~o por t..ens~o controlada. Os rlliilsYl la.dos Gm 

t..ermos de tensões c riti c as e defor maçõ~~ã~s associadas. 4ilSt~o 

apresentados n a tab.4 . 2.1. 

Vist..o qYe a l~nsl:Xo é impo s la 1ndo pondonl4ilnl4ilnL4il do 

fenômeno de rtJpttJra., f az-s e n Qcessár io definir IJm cril~rio 

p a ra determinar o momen to em qiJ9 o mod 9 lo ati n~iiJ a SIJa tensão 

c r 1 ti ca. Co nfo rme será visto a diante. para a s .ér i e com 

deslocamenlo controlado, 

critica é pr a ticame nte coincidonte com a d e formação associada. 

ao pico da qner~ia elásli c a (com diferença s em t o rno de ~/.). 

Tal crit~rio de avaliação e s tá ilustrado na fi g . 4.2. 1. Assim. 

a col tJna den omi n ada r• t. , na t ab.4.2.1. foi determinada 

exatamente desl:..a forma. Já a col una denornlnada &' , refere-se 
p 

porl:..anto a d e f o rmação p a r a qYa l a enCõ~rgia eláslica ati n~e o 

seiJ valor máx.i mo. 

O'' 
(MPa) 

1 .13 4 

, a . J 

) .. 

) 

(\ 

~-· 

·-r-·---~ -, 
tl 1 .~ .. )Ü •"- 1 · • - c o o 1 2 -, ·• • ) ' n 

Fi g .4.2. 1.- Definiçã o da lensão Ct' itica at ravés do 

pi c o da energia e l á s i., i c a C ~rn esc <Ü a ajustada) . As 

c urvas r e for o m-se a s imul a ção 3 .4. 
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1 

Tab~la 4.2. 1.- R~sultados para t~ns~o controlada. 

CUnidad~s MPa e molros) 

SIH. $' f ' r li K' G' li 
p " l 1 lo r 3 

C lO-~) 00 C X> --
1.1 1. 56 0 . 566 0 . 498 13.7 0 . 695 1 8 . 46 29. 8 

1.2 1. 38 0.53 2 0.408 6.8 0 . 684 13.60 14.1 
·-- ~ .. .. -- -

1.3 1. 30 0.512 0. 498 2 . 8 o. 62~;1 12. ee 5.5 

1.4 0.71 0.53G 0 . 4G8 8 . 2 0.662 1 4.02 16.8 

1. 5 0 . 6G 0.532 0 . 498 6.8 o. 65·~ 13. 6G 14. 1 

2 . 1 0.03 0 . 355 0. 3 5 2 0 . 7 o. 43~) e.o8 1.3 

2.2 1 . 60 0.648 0.611 6 . 1 0 . 7Gô 20.29 12.7 

2 . 3 1. 8 5 0 . 736 0 . 705 4.4 0.00 4 26.15 O. O 

3 . 1 1. 25 0 . 689 0 . 701 -1.7 0.602 11.60 -3. 3 

3.2 1 . 48 o . 061 0 . 066 -0.4 0 . 60G 11.97 - 1. 1 

3.3 1. 61 1.280 1. 326 -3. 4 0.501. 11 . 19 -6. 9 

3.4 1. OG 1 . 720 1 . 87~i -8. 4 0.561 10.07 -16. 1 

4.1 1. 49 0 . 5 73 0.946 5.0 0.643 13.23 10. 3 

4.2 1.17 0.457 0 . 461 -O.G 0.606 11 . 75 - 2.1 

4.3 1.11 o. 451 o. 431 4 . 5 0.640 13. 11 9.3 

5 . 1 2.06 0.532 o.4o8 6 . 8 o . 65~~ 13.67 13. g 

5.2 1. 51 0.525 0 . 498 5 . 4 0.645 13. 31 10. g 

5.3 1. 44 0.573 0.409 15. 1 o. 70~.1: 15. 96 32.2 

5.4 1. 2 6 0. 525 0.408 8.4 o. 6•1-'3 13.31 10. 0 

5 . 5 1. 43 0 . 614 0.409 23.3 0.754 19. 20 51.7 

. 

l 
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/ 

A tens~o c ritica t~6rlca fl $ calculada pela 

Ei>xpressão (2. 3 . 4) com K = O. 612 HNm -i/Z. O erro percentual 
I 

6 
1 

é calcul a do enlre f' e f 
t. ~ 

O parâmet-ro K' 
I o 

é calcul ado a 

par li r f' 
l 

tarnb~m p9l a oxpress~o C2. 3. 4). e permito o 

cálculo de G ' 
f 

atrav(;.s da oxpross:Io (2. 4. 0) . o erro 

calculado ent.ro o v a lor do Gr na tab.4.1.1 

tab.4 . 2.1 (verificado). 

C loór i co) o G ' 
r na 

Apesar da conhecida i nfl u~nci a dos aspoclos 

dinâmicos da simulação, e nqua nto se compara a solução com uma. 

teoria estát.ica, 9 da ropn:»sentaç~o imporf9ita da geometria 

teórica (inviabilidade do so r opr'esonlar umo. lira infinita). o 

modelo a present.a bons resultados. Nas simulações 1 . 1-5. 

podo-se nota r quo a l(;.cnica do aj uslo proposta faz com que o 

modelo se t.orne pouco sonsi v~l ao n1 vol do discrotizaç~o 

(obviamente dentro do certos limites). A influência dos 

diversos parâmetros foi corretamente roprosontada, do modo quo 

a expressão (2. 3. 4) aparentemente confirmada pelos 

rosullados o bt.idos . 

Na tab.4.2. 2 encontr a m-se os rosul~ados obtidos para 

a aplicaç~o do um deslocamon t.o controlado, conformo ilustrado 

na fig.4 . 1.1. Ta l a náli se p 9 rm.itao a a valiação da energi a do 

fratura de duas outras f ormas : pela medição direta da soma da 

energi a dissipada em cada barra, dividida pela área do 

ligamento cG; ' ) , 9 pela integraç~o da área sob o RCG, também 

dividida pela área do ligamento CG' ''). Observa-se quo est.a 
r 

última téc nica não conduz nem a valores p r ó ximos ao teórico, 

nem&. ve.loros coerentes ont.ro s i; por outro lado, cabo lembrar 

quo na maioria da literatura consultada verJ. .ficou-so ser desla 

forma quo o parâmetro Gr ó a vali ado a parti r de e ·xperimontos:zp. 

Tal discrepância decorro da ox.i s t~ncia dli? o norgia sob outras 

formas, do dificil a vali a ç ão , como &. cinética, quo vem a se 

dissipar pelo amo rt.oc imont.c.? 1nLo r n o de• maL~H·i al . 

A colun&. deno minada 

oxi stonte e nlre as deforma ç ã o ilssoci adas iJ. 

o ao pi c o da enorgi a el ,•Ã.s t.l ca acum•Jl ada 

dJ.foronça 

pico do RCG C~' ) , 
p 

C.s: ' ), Justifica-se ., 
a qui. fac e aos pequeno s val o res onconLrados para 6 , o 

criL~ri o ava.l i ação da r; r 1 1, i ca ut.lliza.do na. 

Lab.4.2.1. 
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Tab~la 4.2 . 2.- R~:sult.ados par· a daslocamant.o 

cont.rolado. (Unidades HPa G matros) 

SIM. r· & • & 6. ~· ç • G' • G' • • 
~ p ~ I o "r f r 

C!O-::)) C! 0-::)) c~ 

1.1 1.16 6.14 6 . 27 -2.1 0 . 613 12.03 13.03 23.08 

1. 2 1.10 6 . 41 6.-41 o . o 0.620 12. 66 13.00 23.56 

1 . 3 1.16 6.21 6.34 -2. 1 0 . 612 1 é~. 00 12.43 22.04 

1 • ..(. 1.12 5 . 04 6.29 -5.4 0.5G2 11 . 21 1 2. 1 6 21.61 

1. 5 1.14 6 . 41 6.27 2.2 0.603 11 . 64 12.01 21.74 

2.1 0 . 83 4.44 4.57 - 2.0 o. 44-0 6. é:!O 6 . 22 11.80 

2.2 1. 41 7.50 7.43 O. G 0.746 1 í' . 91 18.63 31.85 

2 . 3 1. 61 8 . 5G 8.52 o. e o. 851 23.17 24.83 41.47 

3.1 1. 34 e . 21 6 . 41 ...:3.1 0.612 12.00 12.1Q 21.7Q 

3.2 1. 54 6 . 41 6.55 -2.1 0 . 61 2 12. 00 12.02 22.21 

3.3 1. 7Q 6.82 6.g5 - 1. g 0 . 612 1 é!. 00 11 . GG 24. 11 . 
3 • ..(. 2.17 7.70 7.G4 - 1. a 0.612 1 é! . 00 12. G3 2G.39 

4 .1 1. 25 6. 71 6.71 o. o 0 . 603 11. ~)4 12.84 21.73 

..(..2 1.08 5.73 5 . QO -2. 0 0 . 617 12.1 8 12.16 22 . 38 

4.3 1. 02 5.42 5 . 52 -1.8 0.623 12. 42 11.07 22 . 65 

5 .1 0.88 6. 21 8 . 18 -24.1 0 . 464 e; . eg 24.65 28. 1 8 

5.2 1. 09 6.48 6.27 3 . 3 0 . 575 10. ~38 13.26 22.47 

5.3 1. 20 6 . 55 6 . 27 4.5 0.633 1 2 . 83 12. ao 23.27 

5.4 1. 34 e.8g e . g5 --.O.Q 0.707 1ei.OO 12.25 27. 17 

5.5 1 . 52 7.1;17 7.77 2.6 O. G02 20.50 12.25 32. 83 
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Como n~o foi encontrada na lite r atura d ispon1VQ1 uma 

expressão para K , relati va a aplicação de um deslocamento de 
t 

bordo , u tilizou -se os p r óprios resultados das simulações par a 

obtê-la. Para tal, empregaram- se os te~;tes 1 . 3 e 3.1-4. 

Buscou -se uma expressão a ná loga a (2. 3.4) , que possui 5 

coeficientes pass1 vei s de aj uste . DG>sta fo1·ma montou-se 1..1m 

sis tema linear de 5 eq1..1açõ~s: 

c . (a/h) 
1 = 

i=o 
I 

K 

f' 
l 

I o 

1/2 
a 

(4 . 2.1) 

Onde K a e h são obtidos da tab. 4. 1 . 1 , f ' é o 
Io ~ 

resultado da simulaç~o e c s~o as incógnitas p r ocuradas . 

Resolvido o sistema obteve-s~ a s9guinte expr essão: 

K 
I 

.l / Z = o- a [ 2 . 12 1 . 04(a/h) + 1 . Q7< a/h) z -

- 1.10Ca./lv" + 3.26(a/h) 4 J 

(4. 2. 2) 

A tensão o- refere-se a um valor m<~dio no bordo 9m 

qu• se aplica o des l ocamento controlado. 

Assim . a col1..1na K' 
le 

foi obt.ida at.rav~s da expressão 

(4.2. 2), e nq\..lanto a coluna G' resultou d~ K' através d9 f .I o 
(2. 4. 9) . A coEilrência do aj\..IStEil podEi~ ser t., IÕ)S t. a da. a. través das 

si m\..11 ações 2. 1-3 e 4 . 1-3, onde S9 obser·va uma excel Eilnte 

aproxi mação dos valores t.e6ricos. Obvi anwntoe a expr oessão 

propos~a não ~ precisa como as que estão apresentadas no item 

2. 3 (obt.idas por técnicas n1..1mot'lricas mais especificas). mas 

observando-se os res1..1ltados obtidos para tensão controlada , 

pode-se ter 1..1ma idéia de s 1..1a razoável efici~ncia. 

Nas páginas seguintes estão apresentados os RCGs 

relativos as simulações da Lo.b .-4.2. 2 . Estão s uporpostos os 

diagramas pertencentes a 1..1m mesmo grupo, ilustr ando da forma 

mais clar a a influência de cada parâmetro estudado. 

As oscl l a.çeio:)s rQm« nescontes res ulLa m da massa livre 

após a r 1..1ptvr a. compr .l ml nlio .,, do<õ>scompr i ml nd•:> a f ac9 deslocada 

com velocidade consLanle. 
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: 

0 . 6 

0.6 

o .... 

()' 
(MP o) o 

(f. 

-0.2 

-o .... 

-0.6 

-0.8 

_, 
-1 .2 ~--~--~~--~---r---,----.---~---.----~---r---.----~--~ 

o 0.00002 0.00004 0 .00006 0 .0001)8 0 .000 1 0 .000 12 

e 
Flg.4.2.2.- Relaç~es con s'll tu\..1 vas globais dos 

testes de 1.1 -5 , mostrando o r()sul'lado do aj uste 

proposto Cde~orm . con trol ada) . 

1.8 ........-- - - --
1 

1 • '3 -l 
, _ ... 
1.2 

0.6 

0.6 

·~- ~ 

0 .2 

(MP o) o 
- 0 . .2 

- ). -4 

-0.8 

- 0 .8 _, 
-12 

-I 4 
! _ _ _ . . I - - ,.----..,.----,... 1 -- -·-....-- • 1 

Flg.4. 2 . 3 . - Rel açõ9s 

~ es les 2 . 1-3 e 1 . 3 , 

r c: •:.v , 2 

con s li lu Li va.s g l oba.i s dos 

mos tt· a n dc· a influ<>ncia do 

pa.ràmelro G~ (indi cado em N/ m, d e form. con lrol ada). 
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... 

(MP a) 

. -- --------- ------ ----·- ---

o 0.00002 0.00004 0. 00008 0 . 0000 8 

E' 
Fig. 4. 2 . 4.- R~laçõ~s const1lu t 1va.s 

0.0001 0.00012 

gl oba.! s dos 

testes de 3 . 1-4 Gl 1 . 3 , mostrando a influência. da. 

relação a/h Cdeform. controlada.) . 

1 . 4 ---------------------------------------------------------~ 

CP' 

1...2 

0.8 

0.6 

0.-4 

(MP o) 
-0.2 

-0.4 

- 0.5 

-0.8 

_, 

-1 .2 ---~----~--------r---~---~---~ 
0.00002 0 . 0000·~ CJ. CiOOO O 0 .00000 0.000 1 0. 000 , 2 

Fi g . 4. 2 .5.- RG>l a.çõ~s c onstitutivas gl oba.i s dos 

tG>stes de 4.1-3 e 1.3, mostrando o efeito de escala. 

da MELF Ch G>m melros, deform . control ada) . 
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G'' 

~- ' · --·--------------------
I -

1 .: 

0.8 

O.B 

_,.,-

(MPo) 
_,_ ... " 

0 ~---------------------------r~4-~H--Hr~l~~~-+~~~--~ 

- 0 .2 

-o.~ 

-0. 8 

- 1 

-1.2 

-1.4 ~-~---,----,----.----,·---~--~---~---r----r----r----r--~ 

o 0.00002 0.0000 -1· 0 . 0 0006 0 .00000 0.0001 0.00012 

E' 
Fig. 4. 2 . 6 . - Rolaç õos cons tltulJ. vc-.s gl o b o.i o dos 

lestes 5.1 , 5.3 , 5 . 4 e 5.5, mos lrando a influência 

do fato r d f lh R C . d ' d -1/Z e a a f l. n l. c a o 9m m , d~form . 

controlada) . 

A influência do parâm~tro Rf, apres~ntada no gráfico 

acima , m~r 9c9 alguma s cons~d~raçõ~s 9Sp~ci ai s visto t~r sido o 

m~smo introduzido originalment~ n~sl~ t r abalho. P~las ~quaçõ~s 

(3.2.2) , (3.3.2) e (3.3.3) pod~-s~ notar que Rf influi na RCE 

d~finindo a inclinaç~o do tramo desc~ndentlõ' , s~m ~nlretanto 

alterar a á rea sob a mes ma (consequenlem9nte o fator de falha 

influi tambGm na deformação criti ca). Como k ) 1, têm-se um 
r 

valor máximo que Rr pode assumir, dado por: 

(4. 2 . 3) 

Tal in~quação é obl ida por um s impl9s modificaç~o da 

expr~ss~o C3. 3. 3) . Por oulro lado, Rf lamb~•m não pode assumir 

v a lores muilo baixos , lendo em vista que a medida em que a 

dutilidad~ a umenta , o material p9rde o seu carát~r frágil. 
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Na f1g.+ . 2 . 6 es~~o pr9sen~es curvas r opr9sGnta tivas 

desta f aixa permitida de vari aç~o do fator de falha . Note-se 

quo pa ra Rf • 2.5 m-J. /4t a RCG passa a ter um comportamento 

difenmciado. N~o se pod~ afi rmar quç;~ o materi a l osloja 

lendo ndo a um comporlamento p l 6sli co por duas r azões: primeiro 

porque indopondenlomento dos valoros da parâmoLros foi 

especificado u m processo do de:scarc;Ja convQrgon~e na o r.igom 

Cque na plaslicidade n~o 9 ver ificado); segundo porque n~o se 

~em uma id~ia clara das consequonci as ~ridlmonslonais d a RCE 

axial (supor f icia do oscoamonlo r osultan~a). 

A obsorvaç~o mais i mporla nlo diz respeito a relativa 

insensibilidade do model o ao fator da fal ha , dentro da faixa 

valores permi ~ida (par é\ as s imulações com lensã o 

conlrol ada. conformo Tab. 4.2.1, a sensibilidade prati c amanlo 

não existo). TooricamonLo, p 9los cr itQric•s da HELF a l e nsão 

critica do ruptura devo depender do um ú n ico parâmelro: Gf Cou 

o pci nalmon to K 
X c 

pel a (2. 4. 9)) . Assim, dada a 

a rbitrariedade do diagrama bilinear, ora doso espe rar quo 

apenas duas do suas propr lodadEJs tivessem importân cia real: a 

inclinaç~o na origem e a área a defini r o consumo de energia 

na ruptura. Pensa-sG quo Gslas obsor-va.çÕ•:o>s são suficionles 

para justificar o bom colllporlamonlo L•· idimEmsi onal de uma RCE 

unidimensional , onquanlo raspei La a ca.racLer1sLi ca do 

fragilidade. Em poucas palavras , o mais Jmpor l a nlo não 9 o 

esta.bolocimonLo do \Jma corre~a rol aç~o Tensão VS. Deformaç~o 

na fase pós ruptura, mas sim a imposição um cons umo de ene rgia 

coerente com o par âmetr o Gf. 

A incli naç~o do lrarno doscond9nto do diagrama 

cons~i~utivo global não tom o s.ignificado qu9 foi atribuido ao 

mes mo na rolaçllo cons l1lut1 va oi omontar. Par a o RCG, a queda 

de tensão a pós a ruptur a é um fenômeno dinâmico, o s ua 

velocidade do regi stro dependerá l a nlo d a velocidade d e 

pr opagação da fralura como da v9locidado de desl ocame nto 

1 mposto. 

A ~n~rgia especirica de fr alYr a G; ' ' , apresentada na 

lab.4.2.2., ~ referenle à à r ea sob o RCG al9 a defor maç~o par a 

a q ual a tol""lsfXo se a nul a P""l a pr imQi J~a vo·z , a pós alingido o 

pico. Nota-se que, no caso d 'J uma rigid9z i nfinila para o 
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agonlo quo lmpOo o dos l ocamv nLo (facilmQnlo nJ•pros ont.ado p9lo 

modelo, mas impossi v o l d e se obter na prát.ica) , resultam 

vibrações remanescontos q ue indica m ainda a presença de 

onorgia no matorlal (ta nto ci n~tico. como ~)l ástica). I s to 

invalida G' • • 
r 

consumida no processo do .fralura. pois n a verdade seu valor 

será sempre superi or ao corr e to. Tal 

observado pel as discropàncias entre as duas úllimas colunas da 

tab. 4 . 2 . 2 . 

4. 3 -Análise do desompenho do model o na MELF 

Par a ma i o r c l a r eza . nas figuras 4.3.1 - 6 

ilustrada a in.fl\.l~ncia do cada par§.melro esl udado n a Lons:lo 

c rili ca f Os p o nlos marcados s~o provoni ~nt.es das labelas 
l 

4.2. 1 o 4.2. 2 , sendo que os 9SC\.Iros ro.fe rem- s e à s simulações 

com deslocamento c ontrolado, e os claros àquelas em que se 

aplicou \.lma lensão conlrolada. 

Pa r a ateslar o bom desempenho do modolo eslão 

t.a.mb~m presenles em cada grá.fico as c urvas teór i cas adapt.adas 

ao est.udo de cada parâmelro. Tais curvas ros 1..rlt.am de simples 

modificações d as expressões (2. 3 . 4) (4 . 2. 2) . Para a 

fig.4. 3 . 3 , a linha cheia r esulla d o ajuste dos próprios pontos 

apres enlados, const.il\.li ndo porlanlo um res \.lltado forçado. No 

enlanlo, par a as domais fi g ur as , o bom ajust.e que ela 

apres e n ta alesta a coerência deslo r es\.lllado . 

Por O\.llro lado . a linha lracojada é oblida de uma 

solução leór 1 c a fecha da da MELF , 9 consL1 LtJi por Lanlo Yma 

demonsl r ação do bom desempenho do modelo. 

Da fi g . 4 . 3 . 1 . podo-se concltJir qu~ o c rit.~rio de 

ajYsle proposlo para a RCE . de modo a compen sar as dimensões 

do de discreLizaç~o. tJma sali s .fat.ória 

invariância dos rosullados. Embora a l~cn.Lca permi la obler 

resYllados lgualmenle c or roLos para mais 

g r osseiras , convé m lembrar da Limilaç~o que a leo ria impõe, em 

termos de um valor máximo par· a L. 
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2 

f t 
(MPo) 

o 4e•locamonto controlado 

o tenaoo controlado 

• I • • • 

-_o--- -"- - - ..o- - ·- _o_ - - ..a --

n 

F1g.4.3.1. - Influ~nci a do grau d e dlscret.i zaçtío (n) 

~m f '. A linha ch~ia resulta da ~xpr~ssão (4.2.2) ~ 
~ 

a Lrac~j ada da <2.3. 4). 

• clealocamento controlado 

o tenaoo controlado 

~ 
..9-q_, ____ _ _ 

-----------o-----
- .-J:>- ,..,.. --

4.0 8.0 12.0 18.0 20.0 24.0 

G, (N/m) 

Flg.4.3.2.- Influ~ncia da e nergia especifica de 

fr a tura 

( 4. 2 .2) 

f' . A l lnha c heia r esulla 
l 

lrac~Jada d~ (2.3.4) . 
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2 

t' t 
(MPo) 

I 

2 

f' 
t 

(M~) 

o 

' \ 
o ' ' ' ' ' <1'-, 

' ..... 

' 

dotlocomonto con t rolado 

tenaÕo controlado 

0 .1 02 0.3 

o.. 
....... ...... ...... 
~ ...... ...... 

- ·.Q, ---
o.•• o~ 

a/h 

F1 g . 4. 3 . 3 . - Infli.J.:>nc l a da r9laça:o a/h em f'. A linha 
l 

ch,~ia r(;ls ul ta d o a jus t9 9xa to dos pontos 9SCI.Jros , 

enquanto a linha tr acQj a d a res ult a de (2. 3.4). 

11 doelocomenlo controlado 

O tenaoo controlado 

--P -- - ....o- __ -()- n 

. --~--

0 .04 0 .10 0 .14 0 .18 

h(m) 

Fi g .4. 3 .4. - Influência d o La ma nho Ch) em f'. A linha 
l 

c heia resulta da expr~ss~o ( 4 .2 . 2) 9 a trac9j a da d9 

(2.3 . 4) (A r el aç~o a/h~ man tida con s t a nL9). 
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2 • cSealocamento controlado 

O t•naÕo controlado 

t' 
t 

• 
• 

(MP.o ) • • 
• 

-- ..JJ_ -o- ---0- -
o o -_a_-- -----

~----------~------------~-----------~----------~---------------~ 
2.0 4 .0 6 .0 e.o 

Fig.4.3.5.- I nfluência do fator de fal h a <R) em f·. 
f t. 

A 1 i nhas hor i zon l.ai s r epr ~s~n l.am o v a! o r cons tan t..e 

previsto para a si mulação 1 . 5. 

Os r~sul\..ados apr~sent...ados p a ra o ~studo da 

influ~ncia da energia especifica do frat..ura <Gr ) , corrobor am a 

própria t~;;~or1a qu~;;~ dá or·ig~;;~m a formulaç~o a d otada Cvide 

expr ossão (3.2.2)). Pode-se afirmar de forma generalizada . que 

a d~formação associada a \..ensão critica ~ proporciona l à raiz 

quadrada do G r Cobviament..o i s to 6 v6lido par a a teoria 

1 i m~ar) . 

Q\Janlo a. influência da dimensão rot>.L ativa. da. fi ssura 

C a/h). nol a -so Lambóm urna. boa ropr9so<)nlaç~l.o. a les lada pela 

curva. lracejada na fig. 4 . 3 . 3 . No enlanlo, ~).parece aqui o 

indicio do uma limitação do mod.,?lo . No l a-scv qu~;;~ para valores 

pequenos do C a/hJ os ponlos obli dos das si snul ações começam a 

cai r fora da c urva teórica . Islo pode sor 9xplicado pelo falo 

devido ao emprego de um modele) do discrelo, fissuras 

iniciais do di mensões próximas às da elomG>ntar não p r oduzem 

\Jma concentr ação do l9nsõo&e qqu.ivalont..9 à •:pJo haveria em \Jm 

modelo cont..inuo. 



Dovido a limi~açOes compu~acionais, n~o foi possivel 

esluda r a influ~ncia do tarnanho absoluto para uma ~ama de 

valores mais ampla do que a apresentada. D9 qualquer forma. , 

tamb~m nesle aspecto o modolo forneceu bons resultados . 

Finalmente, na fig.4.3.5 pode-se observar que para a 

série com tensão controlada pratican~nte não hA influ~ncia do 

fator d9 falha. conforme explicado no item anterior. A série 

s ubmetida a uma deformação controlada. lodavia, apresenta uma 

influ~ncia mais significativa. Pensa-se que neste caso, o 

baixo gr a di Em le no p1 ano d<~ fissura (como 

consequencia da forma de solicitaç~o) produz certas condições 

que di f i c\Jl tam o bom desempenho do modGl o C notou-se, por 

exemplo, que neste caso a fratura tem uma forle tendência a 

sair do plano de simetri a ). 

~.4- Anális~ dinânúca e energólica 

O programa FRACTVR permite um controle energético 

rigoroso d uranle toda a simulação. Na fig.4 . 4.1 pode-se 

observar o que ocorre com as diferentes formas de ener~ia 

envolvidas no procrvsso drv ruptura. A rvnG~rgia cinética e a 

energia de amortecimento também são avaliadas, 

onü lidas para obler - s e maior clareza. 

mas foram 

NoLa-se que a energia de fratura. (somatório das 

energias dissipadas em todas as barras que se romperam) cresce 

suavemente até atingi r um pata mar , que indica o término do 

processo de propagação. Como o comprimento total de fratura 

formada é conhecido. e cons iderando-s e que a energia consumida 

dividid6\ p<ã>lo. b.r9a f•- alur o.da ,') uma conslo.nL-o , pode-so avaliar 

o comprimenLo inelanLâneo da fratura aLrav9s da rel aç~o 

(válida para as séries 1, 2 e 5, ver fig . 4 . 1 . 1): 

a( .!; ' ) = a + C h - a ) [ UC & ') /Ul J 
() <) " 

(4 . 4.1) 

Onde a = o.05m, h == O.l 2m, UC &'J é a ~mergia de 
C) 

fralura obLida da respecL~va c urva na fig. 4 . 4.1, 9 Ut o valor 

fi nal a ssoci a d o a o pa l a ma r. 
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F1g . 4. 4.1 . - Desempenho ener gélico (sim. 1.5). 
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Fig.4.4.2.- Processo do aber~ura da fissura ao longo 

da s imu lação . CSimulaç~o 1.5) 
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Para que a Qxpr~ss~o (4.4 . 1) possa ser u~llizada ~ 

n!Glcessário certi.ficar-s!Gl qu~ a fratura r!Glalm!Glnt!Gl segu i u uma 

1 i nha n~ta a o longo do plano d!Gl si m!Gltr i a C o que em alguns 

casos pod~ nê:o ocorrer, como por exemplo par a valor!Gls pequenos 

de Rr). Para isto u~iliza-se um analisador grá.fico, cuja saida 

!GlS~á d~monstrada na fig.4.4.3a-b Cr~lativa à simulaç:io 1.5). 

Assi m, assunu das todas a s condlç~os nocoss~rias , 

avaliar com razoáv9l pr~cisão o comprim~nto 

instantâneo da fi ss u r a ao l ongo da 

apres9ntado na f1g . 4 . 4 . 2 . 

si mul aç~o , c onforme 

Observa-se que a deformaç~o associada a tons~o 

c ritica ocorre após a fr atur a t~r iniciado o seu processo de 

propagaç~o. Es~9 asp9c ~o Q coerenl.9 com a ~eoria dinânúca da 

HF (vide express~o 2.5. 2), e apon~a uma d~fici~ncia das 

a nális9s estáticas. 

N 
..... 

e 
o a. 
:E 

0.71-
~- -~c~tÓiico -----

0.6 l 

0 . .3 ., 
I 

0.2 
I 

I 
! 

~ / 
I , ,. 

/ 

0. 1 

'-" -----, - 1----y 

r. .., 
4 

Fig.4. 4.4. - Fato r de i n ten s idade de tensões a o l o ngo 

da simul ação Ct~st.e 1 . 5) . 

~ posse da funç~o a(& ' ) . ç, já <:onhecida a função 

u ' Cc'), pode-s e constr uir a funç ~o K (& ' ) através da expressão 
[ 

( 4. 2.2), apr'5'sent.ada na fig . ·L·l.1. Aqui é pc•ssiv~l cc:mst.atar 
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quo há uma. dif~rEi>nça ~nlr~ o valor máximo da. teoria eslálica 

da MELF Clinha. lr ac~j ada.). e o quEi> ocorrEi> no procEi>sso 

dinâmico. Isto pod~ ser explicado pe lo falo de n~o se empregar 

o balanço dEi> E~nE~rgia aprE~sE~ntado na EIG\Jação (2.5.2). bE~m como 

pEi>l a. Ei>xi sl~ncia. de uma. brevq propagação est.ável da fratura.. 

CoE~r E~nlE~men tEi> , a dE~formaçao associad a a tEi>nsão c ritica, ocor re 

oxala.mento pura o mé..x.i mo valor 

esp9rado da teo ria oslálica. 

de K , 
I 

e n llo par o. o valor 

Dois aspEi>ctos di n ã.mi c os roram estudados para 

V9rlt:icaç~o do dosEi>mpE~nho do mo d9lOl v.,locidad9 dEi> propagação 

da fratura Ei> 9f9ilo da v9l oci dad9 de deformação. 

Par a o estudo da velocidade de propagação da 

fr atura , uma vez de poss.;;. da função a(&'), pode-se proc.;;.der a 

uma simples dE~rivação com rE~lação ao tempo (visto que d.s:' / dt. é 

uma consta.nl.;;. d ur a.nt.;;. a ruptur a) , 

ou seja. velocidade d a frat ur a 

9 oblor -so a funç ão V C&'), 
a 

ao 1 ongo da simulação. Na 

fig . 4.4.5 estão apresentadas es la.s funçõEi>s pa ra. os tEi>stes 

2 . 1-3. de modo a mostrar o efEi>i to pr o d uzido por v a r iaçõ.;;.s da 

ene rgia E~Sp9cit:ica dEi> fr at. ~..~r a . A linha h o rizontal é o valor 

teór ico obtido da fórmul a C2. 5. 1) com a /a -== l/2. 
o 

Uma vez quq a derivação não t{) muito acurada, 

proc uro u -sEi> t.n~çar vi s ualme nte uma c urva unindo os picos das 

quatro c urvas (linha. t r a.cej ada.) . de modo a dEi>monst.rar-sEi> a 

influ~ncia da enE~rgia especifi ca de fratura, não prevista pela 

fórmula dEi> Moll. Nola.-s9 quEi> a mEi>dida que Gf aumenta., a. curva. 

dEi> valores máxi mos parece l«<?nder ao valor t.eórico dado pela 

Ei>xpr9ssão (2. 5. 1 ). mostrando com i sto a apti dão do modEi>lo em 

representa r o fonómo no. 

Par a so aval i ar o Ei>feito da velocidado dE~ deformação 

na tensão critica f ~ . repeLiu-sE~ o qnsalo 1. 3 para diversos 

valores de 6•. A curva obtida e s tá apresen tada na fi g.4 . 4.6. 

Qual iLaLivo.mEi>n Lo . o mode.L o t.amb~m a presenta 

coer~ncia com a Ei>vidEi>ncia e xpEi>rimEi>nlal dispo n1vel , q ue sugero 

do deformação mal s maior r QSÍ S t~J''ICi a. para veloc ldados 
9,30,34 

elovadas . 
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Fica qvid~nt~ por~anto, a v~rsatilidade do modelo em 

r~pr~s~ntar fqn~mqnos do rupl.ura para ma. t..eriai s homogénoos. 

Esl.e pot9ncial S9rá explor ado nos capil.ulos de apl i caç~o . no 

final deste trabalho, após a introdução de uma lei de 

alea lori zaç~o d e propriedades mecanicas. A i nclus~o do aspecto 

não doLo r m1 n1 s Li co a mpli a r á a inda ma J.s gama do 

possibilidades proporcionadas pelo modelo. 
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5. INCLUSÃO DO CARÁTER ALEATORIO 

5 . 1 - Consideraç~o das pro prieda des a l eatórias de materiais 

nllo-ho mogêneos c om comporta me nto frágil 

A Leor i a propos La no capitulo 3, que tinha como 

pri ncipal objeLivo justificar ~1m crit~rio de rupLura em termos 

de uma deformação limi Le. mosLrou - se adequada à represenLaç~o 

do fenômeno de fratur a e m materiais homogêneos, ou seja, com 

propriedades consta nLes aLravéi de s eu vo lum9. 

Por o utr o lado , f az-se necessário um a perfeiçoamento 

do modelo que permi La a represent.ação da h•EJterogeneidade das 

propriedades mecâni cas , potencial mente noc•3'ssár i a para o 

esLudo de mal.Qriais como concreLo o rocha, enl re ouLr os. Dest.a 

forma, os res ult.ados globais fornecidos pelo modelo deixariam 

de ser deLerminist.icos, da mesma forma com•;) não o são os 

· respecLivos r esulLados experimenLais . 

o ponLo principal def inir a Lravés que 

parâmeLr os deve ser introduzida a aleatoriedade. A t.it.ulo de 

s impli c idade e clareza, opt.ou-s e pelo parâme t.ro Gr' pois pela 

l11:1or i a da MELF 11:1l e ser i a. em última a nál.i se , o par ãmet.ro 

empregado no próprio crit.ário de ruptura C•:;~u opcionalmenLe 

K pela r elação 2. 4 . 9). Assim, 
I c 

defini ria a resistt}ncia local à 

sendo Gr \..lm par â metro 

propagaç~o da frat.ura, 

que 

s ua 

a lea.Lo r ização implica n a.Lur a lmenLe e m uma r esistência variável 

aLravás do vo lume, q ue ~ exat.ament.e a caract.eristica que s e 

d e s e ja conferir ao model o. IsLo fica evidenLe pelo f a Lo de ser 

a deformação criL.ica 6 urna função da 9ner·~}i a especifica de 
p 

f r at.ur a Cconf•:;~ r~ me expressão 3 . 2 . 2) . 

Nes L e pont.o. f .l c a n1 Li da a v a.nt. é:\gom pr oveni ent.e da 

dofinlção do falor de falha R . NoLe- s e q •Jo ele perm.it.e a 
r 

deduç~o de uma expressão par a a dut.ilidade ( k ) que .1.ndepende 
r 
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de G r. Assim, adnú li da a al ea t.o r i eda de oxc l usi va do G r, o 

parâmetro Jc permanece deternúnistico, o quEi resulta Eilm uma 
r 

maior simplicidadEil no procCãlsso númEilrico, al~m dEil ficar 

preservada a car act.oristica de fragilida de ou plasticidade do 

ma terial. 

Basoando -so nas s~posições acima, pode- se introd~zir 

o aspecto aleatório na teoria atrav~s da dofiniç~o do ~ma 

função de di s tribui ção do proba bilida de par E' Gr. Obviame nte 

es~a f~nç~o será ~ma propriedade do ma~erial . mais 

importan~Q do q~o isto. dQVQr& QS~ar dQ alg~ma forma associada 

a . ~m comprime nto dEi' correl ação L . EstEil comprimEinto rEilprEisEilnta 
c 

a tEilxt,ura do malEilr ial , ou ainda uma dimlêlns~o caracteristica 

donlro da q~al as propriedade mecânicas poderiam ser 

consi deradas uni formes . No próxl rno capitulo, outras 

* intEilrpretações serão dadas a L , moslr a ndo que s ua definição ~ 
c 

t~o importante quanto as dç;~ma.is proprieda d es mGJcânicas do 

material. 

Co mo não se ~em ainda uma met-odologia definida para 

chegar a função de distribuição de probabilidade correta para 

cada malerl a l, e como não se prelende resl~ingir o esludo a um 

malerial especifico, lorna-se indifEiW ~G~ nte qual o tipo do 

função a sar escolhi da . Assim. por qu~G~s t.ão da convani ~nci a, 

o ptou-sa pala função de Weibull d Ei' 2 parâmGJt.ros••.~ : 

(!3 . 1.1) 

Onde ~ GJ r são respecli v arnGJnlo os parâmetros de 

escal a o do for ma, para os qua is verifica m-se as s~uint.es 

expressões para médi a (~) o des vio padrão Cs ) : 

• O símbo~o L passa a s~O@ ti tu ir L quando s e 
c 

&mpr&sar matblriais com p r opri&dcu:;ws não d&t&rminís t icas. 

•• A f~nçêio de Wblibul. t com dois pardm.etros possui 

cauda para a direi ta, co&rt»nt&IIWT\tE? corn o fato d& não ser 

possíve ~ a especificaçêio cl& vaL o res nE?ea t ivos para a en.ereia 

&specífica de f r atura. ALém, disso, es t a f unçdO tem sido 

tradicionatTI\.Qnte utiLi8ada T\ ( 19 da 

R6>sLsl9ncia dos l'fat*Triais::s. 
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~ = ~ r rc1 + 1/y) 1 (5.1. 2.) 

(5. 1 . 3) 

Ondo rcx) é a função Ga ma. 

Par a ~~r a r val or~s de conforme a 

~scolh.ida. faz -se uso da s~~ui nt~ ~xpr ~ssão: 

(5.1. 4) 

Ond~ 1..1 ~ 1..1m núm~ro al~atório com d~nsidad~ d~ 

probabilidad~ uniform~ ~ntre O e 1 . 

Por outro lado , conv~ni~nt~ o 

parAmelro Gr como uma funçffo d~ s ua médi a CGr) • e 1..1m parAm~tro 

d~ al~alorização ~ 

Gr = q> Gf (!3.1 . !3) 

[ - 1 n( 1 - u) J 1 / y 
q> = c 5 . 1 . 6) 

rc1 + 1 /y) 

Nota-s~ que 1/' é un1 númer o al~atório c om uma 

distribuição We ibull 8 par â me tros e médi a 1. O parâmel.ro de 

forma y defin~ portanto o co~ficienl.e de variação. Assim, a 

deformação cri l.ica & passa a s~r dada por : 
p 

J / Z = ~ & 
p 

(5. 1. 7) 

Ou s~ja. a deforma ção c ril.i ca t arnb9m lgrá uma funç~o 

d9 distribuição d~ probabilidade Weibull -8 , porém com um 

coefi cient~ d o vari acy~o d ifer tEmle, q ue pode s er del.erminado 

como apr esenta do a s eguir. 

A parti r da exprG>ssão (3.2.2) pod~-se e sc rever Gr 

como uma funç ã o de & : 
p 
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z ,. c & 
p 
. , c !3. 1. 9) 

A funç~o d~ d~ns.idad~ d~ probab.illdad~ de Gr , por 

s u a vÇ~z . é dada pela derivada de C !:1. 1. 1) com relação ao 

próprio Gr ' que resulta: 

f CG) = y (1-r Gy- t ~xp l -CG / (?)r ] C5 . 1. ~n 
o r r r 

A função de densidade de p r obabilidade de & é dada 
p 

f < 6 ) 
& p 

=f l G (6 ) J 
o r P 

d 

d6 
p 

Subs titui ndo (5.1 . 9) em (5. 1 . 10) chÇ~ga-se a : 

f C6 ) = r· (1. - r · 
6 p 

Ond .. :) : 

(1' ·- < (1/ c) .t, z 

y • ,. 2y 

r ' - • y • 
6 exp(-( 6 /{1 ' ) J 

p p 

(5. 1 .1 0) 

(5. 1.11) 

( 6. 1. 1 2) 

(6. 1 .13) 

Conhec ida a rel ação en~re os p a râmetros dÇ~ forma das 

duas funções de dens idade, pode-se avaliar a r elação entre os 

respectivos coeficientes de vari ação impliciLos : 

dlferen~es 

c v 
6 

CV 
o 

= rc1 +1 / y J 

rc 1 +1 /y ') 

rc1+2/y ' J - r
2

( 1+l/y') J
1

'
2 

r· c 1 +2/y J - r"\ :l +1 / y ) 1 i/z 

(!3 . 1 .14) 

S 1..1bs L.iL.u.indo y' o céÜCI..l l ando o l a do dirfi'úL.o para 

val o r es y , cone! u.i -se a relação 

apr oximadame n te u ma constante, com valor em L.or no de 0.63 . 

Le mbra-s e flna.lm <;.nte q u o a funçl!ío Woibul l-2 é 

a rbitr á ria, e o desenvolvimento acima ~em apenas a final idade 

de mos trar o procedi men~o a sEJ r sag~Ji do CélSO a função de 

distribuição corr9L a s e ja conheçida. 

65 



Ass.i m. com basQ na t<õ>or i a a c ima, .i ncorpor o i.J-:s<õ> ao 

programa FRACTVR uma subrotina de de n ú mer os 

a l eatórios , que foi usada na deter mi nação d as pr o priedades dos 

elemen tos. A partir dai. foi realizada uma sór le de sim1..1laçOes 

par a se avaliar o compor tamen to do modelo quando dotado de 

nllo-homogencú dado. 

5 . 2 - Aná l ises pre l imi n ares 

Uma vez que o resultado de u ma simulaç~o n~o 

defini do como deter mi ni sti co C especi :f i candc•-se 

n~laç~o constitutiva g l obal deixa de ser único; 

CV >O) , a 
o 

neste caso 

torna-se necessár io real izar diversas si mulações par a cada 

caso estudado, de modo a se conhecer u m r esultado médio. 

Na fig.5 . 2.1a encontram-se sup9rpostos os resul tados 

de uma sé r i e de simulações par a um tos te de tração 1..1ni ax1 a l 

por deformaç~o controlada , com um cubo de 5:><5><'5 módul os. Os 

parâmetros especificados são (os valores são 

intencionalmente próximos àq1..1eles relativos ao concreto): 

E 3 .0xl 0 10 N/m z • G 40 N/ rn; L 0.03 = 7 = = m; 
r c 

0 . 2 c~ ~1/12) ; c v 50"; Dr 2000 
- 1 • v = = = = s , 

o 
2400 kg/m a 

R r 3.25 
-1/Z •• 0 . 2 - 1 p ::::1 . = m • & = s • • I 

Implicitos nos dados acima est~o: 

L = 0. 0604 m 
c r 

& = 1 . 211 xl o- .. 
p 

k = 2 . 01 4 
rn 

constit.Ytiva m~dia , aq1..1el a 

que res ulta de uma média ponLo a ponto das div~rsas simul ações 

rea lizadas. A RCG média referente as curvas da fig.5.2.1a está 

a presentado n a fig . 5.2.1b. 

O pico da RCG médio define a resist~ncia média Cf ' ) 
~ 

para o caso anal isado , à qual está associada uma deformaç~o de 

pico (&~) e um coefici ent~ de vari ação CCVr) . 

fig. 5 . 2 . 1b e n c onLrou-s e : 
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3 --------------------------------------------------------lil 

(MPa) 

0 0 . 0000'1 0.00001.3 0 .0001 2 0 . 000 1 6 O. üOO :! 0.00024 0 .00028 

E' 

2.8 ~ 
.2.~ 

.2.2 

,: ~ 
1.~ 1 

(f) ~ :: ~ 
{MPa) .1 l 

~:: j 
c: .4 ~ I 

I ; 
C•.2 l / 

o ~·~--~~--~-------,---~--r--~---r--~--.---r--.---r--~ 
( t Ct.OOO Co ..t \) .( tOOOH r• o :::•O 12 0.000 1 6 ú . O<:tCt ::t 0.000 ~4 0 .00 0 28 

Fi 'J· 5. 2. 1. - a) Sup~é?rposi ção r el açõlé?s 

cons titutivas gl o bai s obtidas par a 6 simulações com 

um cubo 5x5xS módul os . em traçgo por dlé?formaç~o 

controlada. b) Relação c o n s titutiva global m9dia. 
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f ' • 2. 21 MP a ; 
~ 

-· - o.g62x10 : cv r • 3. 3"· 

Outra possibilidade do definiç~o dos valores médios 

procura dos , ser i a a consideração i sol a da dos valores 

assoei ados ao pico de cada curva. Neste caso, os va1 ores 

seriam: 

f~ = 2.24 MPa; cv r = 2. 5". 

Embora a dirorença nas duas abordagens n~o seja 

expressiva, o conceito de RCG média será empregado apenas 

quando se desejar uma a nálise do aspecto qualitativo da 

ruptura, enquanto para avaliações estat1sticas 

utilizados os picos individuais de cada simulação. 

Os resultados o btidos da s imulaçã o apresentada na 

fig. 6 .2.1, serão empregados como ponto central no estudo 

sobre influéncia de parâme~ros, a presentado no item 5.4. 

Obs~rve-se que, ap@sar da forma bilinear para a 

rel ação consti~utiva eleme ntar, a rel ação constitutiva global 

res ulta não-li near mes mo antes de atingida a tensão máxi ma. 

Obviamente e s ta não-linearidade resulta QXclusivamente da 

aleatorização das pr o priedades mecânicas do material ao longo 

do sou volume, mostrando que o emprego de RCEs mais complexas 

pode ser substi tu1 do simplesmente pela correta escolha da 

função de densi d a de de probabilidade do parâmetr o Gr. 

Na fig . 6.2.2 es~á ilustrada a influência da mesma 

na forma da curva obtida, através de uma comparação entrq o 

emprego da função Weibull - 2 e o da f'unçllo Uniforme. Em ambos 

os casos todos os domais parâmetros foram mantidos fixos, 

inclusive a média e o coeficiente de vari ação da geração de 

G r, a n1 vol de e l emento C quo par a a fun<;ão uni forme é ::::: 

57. 7Y.J. 

Do pon~o de vista energético, a inclusão da 

aleatoriedade não a lterou qualitativamenL~ o processo de 

ruptura o m relação ao obsor vaclo par a rnal.e r 1 a l homog~neo. No 
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~n~an~o. como SQ pod~ observa r n a fig.5 . 2.3 . conforme as 

d i mGnSÕ$S do corpo a nali sa do pode ocorrer falta de energia 

elástica para compl etar o process o d e rYp~ura. e chega-se a um 

ponto em qYe o trabalho e xter no passa a s er totalmente 

investido no mesmo Cnote-se o paralelismo ontre as cYrvas 

corr espondentQs à ener gia to~al e à energia dissipada na 

rup~ura) . Isto ocorr e porque, não exis~indo uma mac r o-fi ssura 

inicial, a mes ma se formaria gradativamente a partir de 

danificações locais, como ilYstrado na fig . 5. 2. 4. Assi m. a té 

qYe Yma. fis s Yra. pr~f~renci a.l rompqndo 

estaria definilivamente o corpo , 

disponivel par a alimentar 

Esta observação 

vibraçees no trecho f inal 

poYca energia elásti ca 

a propagação instável. 

cor robo r élda ~scass~z 

da c y r v a apr~s~nlada na 

(compare-se , 

Teoricamente, 

por 

para 

exempl o, com as figuras 

de maior tama nho tal 

fig.5 . 2.1a 

4 . 2.2-6). 

corpos 

deixaria de ser observado , 

energi a e l ástica aumenta 

fenómeno 

pois a capaci dado de ar maz~nar 

com o cYbo de 1..1ma dimensão de 

referência, e nqua nto a energia dissipada na r1...1ptur a aumenta 

aproxi madamente com o quadrado. 

I nfol i zmen te a capaci dada computac ional di spon1 vel 

não permiti 1...1 si mYl ações envol vendo cubos maiores que 7x7x7 

módYl os . No entanto, 9 poss1 vel con s la l a r t.Jma. lend()nci a pela 

obser vação da fig. 5. 2 . 5. Nesta. figura. encon~ram-se as RCGs 

médias para. três dimensões d e cYbos, mas 

preservando-so o comprimento de cor-rel ação L . Nota-se 
c 

ni ti d amEmte ql...lli:il a á r e a sob a c urva tendli:il a se to r n a r menor 

para cubos maior es , atesta ndo com isto 1..1nm meno r Emergia 

especifica di ssipada na rup~Yr a Co q u e moslra por lan lo qyo a 

mesma não 9 pr·oporci onal ao voi urna) . 

Espora-se qYe, par a cybos ainda maiores, seja 

poss1vel atingi r um ponlo em q Ye, não h a vendo mais como 

a umentar a d~clividade do tramo descendente da curva, passe a 

ocorrer um rebaixamento do s eu pico , acompanhado de vibrações 

mais in~ensas em ~orno do e~xo u' = O (indicando com i s to uma 

maior quanl idade de ener gia romanes cenlo). 
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Fig.5.2.4.- Processo de rupttJra Gom uma placa Gx27 

mód \.tlos , estado plano de def'ormaçõos. a) antQs da 

rupt ura; b) depois da ruptur a . 
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E' 
F i g .5.2.5.- Inf'luê n c i a das dimens õ es do cubo no 

9 f 9 ito d~ "s Lrain-sofl.~ning" . Os n(tmeros 3 , 5 9 7 

i ndi cam a di m~ns~o da ;:u~<e>st-'\ o rn n úm9ro de m6du1 os de 

comp rime nto L . 
c 
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5.3 Influênci a da ~l oat..oriedado n o ajust..o da r c;;,l ~ç :1o 

const..it..ut..iva elomont..ar 

No capitulo 3 aprosonLou-so um critéri o do aj usto da 

RCE quo pornú ti ria r osul t..ados praticamen t..o 

invariantes com o nivol de discretização adot..ado. Ent..rot..an t..o, 

ao i n t..roduzir-so no modelo o caráter aloat..órlo, a dimensão do 

olomont..o deixou do ser um simples parâmot..ro arbit.. r Ario, 

passando a ser uma proprieda de do mat..or i al . 

Dost..a forma , o crit..ério do ajusto propost..o deixa do 

ser vAlido, pois se inadverLidamo nLo u tilizado conduzi r ia a 

res ultados espúrios , como se const..at..a na anAliso aprosont..ada a 

seguir . 

Para estudar ost..o aspecto, empregaram-se t..r ês cubos 

do arestas com dimensão do 0. 1 6m. Cada cubo foi discr oti zado 

de for ma diferente , conform~ a t..abel a 5 . 3.1. 

Tabela S . 3 .1 - Dados para ost.udo da infl u ê n cia do 

nível do dl scrotlzac~o e m model os aleat..or l zados. 

Cubo Módulos 

3 3x3x3 

5 5x6x5 

7 7x7x7 

O parâmet..ro Jc: 
r 

LCm) Jc: 
c r 

0.06000 1. 21 

0 . 03000 2.01 

0 . 02143 2 . 82 

roi calculado com a expressão 

(3.3.2); os demais parâmot..ros s~o aqueles aproson Lados no 1Lem 

9. 2, oxcet.uando-se o cooflcion t.o do variaç~(o CV , a o qual 
o 

at..ribuiram-se os valores 9, 30 e eo~. do mo do a verificar-se 

t..ambém a s ua influência nos rosult.ados. 

Como se podo obs ervar nas f iguras 5.3.1-3 , fica 

o v.idont.o quo. à me dida em quo a hoLorogonoJ dado aumont.a (mai o r 

CV ), 
o 

cresce a dife rença ont.ro as c urva s módias o bt.idas para 

os Lr~s nivois do discrot.izaç~o. Por oulro l ;;,do , 

os Lr~s pi cos s~o pr a lica mo nlo coincidonl~s . 
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Na label a 6. 3. 2 esl!{o os resull4dos: em lermos dos 

val ores ref'er enles ao pico da RCG média. Cone ! ui -se que o 

ajusle propos to deixa de s er v~l ido para materiais 

n~o-homogêneos. ~alquer aj usle que venha a ser proposto 

fut.uramenle 

depe ndentes 

deverá 

de L . 
c 

inclui r o 

Para lanlo. 

CV ent.r e 
o 

poderia-se 

os parâmet..r os 

proceder a uma 

anAlise emp1rlca . 

modelo. 

u llllzando- se os resultados do próprio 

Finalmente . na f'ig.5.3.4 eslão apresentados de f'orma 

resumida os resul t ados obLidos nest.e ilem; pode-se concluir de 

rorma generalizada . que maleriais com mesmas propriedades 

mecânicas . porém lext.ura mai s fina CL 

resi st.êncl a. 

Tabe la 5 . 3.2 Resultados 

dif'erenles val ores de CV . 
o 

-
Cubo c v f' 

o l 

o 

de 

-
c' 

menor) lem maior 

simulações para 

c v 
f p 

(~.) CMPa) Cx10-"') (~.) 

3 5 3.348 1.157 0.85 

5 5 3.432 1.197 0.55 

7 5 3.499 1.197 o. 21 

3 30 2.459 0.962 6.13 

5 30 2.615 1. 040 1. 50 

7 3 0 2.871 1.118 0.76 

3 60 1.772 0.772 8.37 

5 60 2.022 1. 040 2 . 56 

7 60 2.349 1. 079 1. 71 
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Fig. 5.3. 1 - Re l ações consli luli vas globais médias 

para os cubos 3 . 5 e 7 . com CV a 5 X. 
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F1g.5.3.4 I nfl uêncl a do ni vel de di scret.i zação 

para diferentes CV . 
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5.4 - Influência dos principais par~melros envolvidos 

Analogamente ao que foi feito no capitulo 3, 

procedeu-se a uma anâllse da influênci a de cada parâmetro 

envolvido nas simul ações . desta vez porém ressaltando apenas o 

aspecto quali lativo. visto não existir u ma teoria que forneça 

resultados par a compar ação. Os diagramas apresentados neste 

1lem. bem como os valores associados ao pi co . foram oblidos 

através de uma média de 6 si mulações para cada parâmetro 

analisado . sendo estes L. G • R • CV e~· . 
c r r a 

Na tabela !3. 4 . 1 esta:o apresentados os dados 

empregados nesle esludo. As lelras A e C . q u e aparecem na 

primeira coluna . referem-se a duas séries de simulações . cada 

uma com um diferente valor para o parâmetro em queslão. Um 

ponto exlra CB) é definido pelo r esul lado das si mul ações 

apresentadas na fig.!3.2.1 . sendo que tal estratégia visa 

ol.im.izar o esforço computacional . 

Tabe l a 5 . 4.1 - Dados para análise da in.fl uência de 

parâmetros. C Unidades MPa e rrv~lros) 

Série L Gr R r CV é' 
c o 

00 

LA o. 01 40.0 3.2!3 !30 0.20 

LC 0.06 40.0 3.26 60 0.20 

GA 0.03 20.0 - 3.26 60 0.20 

GC 0.03 100. 0 3.2!3 50 0.20 

RA 0.03 40.0 2.66 6 0 0.20 

RC 0.03 40.0 4. 21 50 0.20 

CA 0.03 40.0 3.2!3 30 0.20 

CC 0.03 40.0 3.2!3 70 0.20 

EA 0.03 40.0 3.2!3 5 0 0.0!3 

EC 0.03 •10. o 3.2!3 5 0 0.80 
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Tabel~ 5. ~.2 - Resultados ~ssociados ~o pico do DCG 

médi o d e cada s óri e d o simul.açtsos . 

- -Série f' c ' cv r 
l p 

Cx10- 4
) (X) 

LA 3 . 1 4 1. 53 1.1 

LC 2 . 0 4 0.885 3.9 

GA 1. 58 0 . 698 3.8 

GC 3.51 1. 44 2.9 

RA 2 .08 0 . 923 1. 7 

RC 2 . 57 1. 0 4 3. 4 

CA 2.53 1. 00 2.3 

CC 1. 99 0.962 3 .5 

EA 2. 15 0.923 4. .2 

EC 2.35 0.952 2.1 

Na lab . 5 . 4 . 3 lem-se u ma vi são ger a l da capacidade de 

cada pa r â me t ro influir na r e l ação cons l i t.uli v a g l o bal. Tal 

vi são será. mui lo imporlanle q uando se l enlar repr e sentar um 

mate rial r e al, buscando um a jusLe a o bser vações experimen tais. 

Tabe l a 5 . 4.3 - Infl u ê n c ia qual ita ti v a dos parâmetros 

na Relação constitutiva global n~dia. 

Carac t e ri s ti ca d a RCG média L G r R c v é' 
c r o 

( X) 

Compor LamenLo pl âsLi co-f r ági 1 s i m não s i m nã o n ã o 

Ar ea LoLal sob o d i agr ama s im s im s:im n ão s im 

Tensão c r iti c a si m sim s im sim si m 

Def o rmação a s sociada ao pico s im si m s im não si m 

Fo r ma g e ral do d i agr ama s i m não sim si m não 

Ri g idez 1 ni c i a l não não não não si m 
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Polas figuras 8.4.1a o 8. 4. 3a . pod~-so notar quo o 

caráter frágil do material é definido através dos valores dos 

parâmetros L
0 

o Rr. Se incorretamente avaliados resultam em um 

comporlamenlo de caráler inderinido. com um grande consumo de 

energia a nles que a tensão máxima seja atingida. Assim. 

conforme o lipo de comportamento do material que se queira 

b usc;\r LU I\ po n lo 1 d'ral para eslas 

par âme tros. Por outro lado . enquanto L i nflui 
c 

apenas no 

parâmetro der.ivado Jc Cque e m úllima análisEr define por si só 
r 

o tipo de compor tamento do material) . Rr i att~rfere também na 

deformação associada ao pico C& ). Seri a interessante realizar 
p 

um estudo s obre o lipo de s u per f1 c ie de escoamento resultante 

para val ores altos da dutilida de. 

O parâmetro Gr• por s ua vez. i n flui alterando a á rea 

do diagrama sem allerar s ua 1'ol~ ma. e porlanlo será úlil para 

aj ustar o consumo g l obal de energia . 

interessante, d i z res peito a relaç~o & = k 
p 

Outro aspecto 

G:/z Cextra1da da 

expressão 3.2.2) , que parece continuar sendo respeitada mesmo 

para corpos sem uma fi ssura i nicial . Nota··s ·~ que a rel ação 

e nLre G e c', conforme a Labela 8.3.2. f icari a bem aj ustada 
r P 

para k = 1. 58><10-
5 

Este aspecto s ugare a possibilidade de 

avaliar p a râme tros da Mecâni ca das f raturas a par lir de 

e nsai os convencionai s de lraç!Io uni axial por deformaç:ío 

controlada (sem uma fissura inicial exp.L1ci ta). 

Quanto ao coeficiente de variaç~o CV • nota-se pela 
o 

fig.5.4.4a. que ele tem sobr e a RCG média a mesma influêhcia 

que Leria sobre a função de densidadc:r de pl~obabilidade. ou 

seja . " espalha" a á rea sob a curva sem ent. r e tanto al Ler ar o 

seu valor lolal. Por oulro lado. este paràn~Lro lem pouca ou 

nenhuma influência sobre a def ormaç:ío associada ao p i co do 

diagrama. 

Finalmente consta la-se que a ve locidade de 

defor mação lambé m leve s ua infl uênc ia. qu~t l.t LativamenLe bem 

repr esentada. No la-se ai nda que . confo rme so vê na fig.5.4 .5a . 

.:l r 1 g 1 dez 1 n1 c 1 al ler'lde a a. umenlar com i.: • , <) que lambé m eslá 

d d b 1 I i di 1 i S)' 3 O ' g -6 e acor o com o servações e xper mcn~a s spon ve s . 
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5.5 - ~lisa aslali s lica do e~eilo de escal a 

No capitulo 3 . d e mo nstrou -s;:o a capacidade do modglo 

de r epr esen tar problemas de Mecâni ca das Fraturas para 

ma Le r i ais homogêneos C sem ale a Lo r i edade dEt propriedades) . 

Nestas análi ses . porém, h a v ia semprEt uma fiss ur a inicial 

por feiLamenLo defini da. responsável pelo i ni c io do p r ocQsso do 

ruptura. Par a Lai s si tuações . o ofaito de escala tom u ma f orma 

conhecida . apresentada no item 2.8. 

Por outro lado. evidên c ias experimentais acusam a 

existência de um efeiLo de escala também em materiais frágeis 

não-homogêneos . para os quais não é definida. de forma 

explicita . uma fissura inicial. Em t..ais casc>s , supõe-se que a 

rupt..ura se dâ por um cresciment-o de mic::rofi ssuras ine rent..es a 

const..iluição do material . que se uniriam formando u ma fraLura 

preferencial. Esla, por sua vez, sa inslabiliza ria após 

atingir uma dimensão que result..asse em um fator da intensidade 

de t..ensões acima do c ritico. 

Para Lestar a capacidade do rnodelo de apresentar um 

e fei Lo de escala também nestas si Luações , foram empregadas 

séries de cubos submeti dos a tração uni axi a J. com de for mação 

control ada. Os dados fornecidos ao progr ama FRACTUR são os 

mesmos do item 5.2 . exceto os seguintes : 

L • O. 058m (k 
c . 

c - 0 . 025 

cv .. 70" 
o 

r 
-i 

s 

- 1 . 042) 

As modificações acima visam realçar o efei Lo de 

escala. devido aos seg ui nLes faLos: 

w Para val ores de k 
r 

muilo maiores do que 1 o 

material começ a a perder a car acter i stl c a do fragilidade e m 

s eu comporLamenLo mecâni co . de modo q ue a ruptura de um 

e lemento sa Lorna menos imporlanLe pat· a a r·•Jplura do modelo 

g lobal. 
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.. 

M Volocidades do dofor~ç!J:o mui t.o al t.asa a luam d o 

f orma a compe nsar o e!'ei lo de escal a, pois a. vel oci dade d e 

deslocament.o absol u ta i mposta às faces d os cut~s a u monla com o 

t.an~nho do mosmo. 

* A pr obabi 1 i da de de oco r r êr'lci a de el emen los mai s 

f' r acos ó mai o r para coeficienl.(lS do var iaç!'h:> mais alt.os. Al~m 

di sso . para cubos maiores Ccomposlos de um maior número de 

e l emenlos) o valor da r es.ist.ência esper ada para o o l emen lo 

mais f r aco é menor . fazendo com que o processo de r uplura se 

inicie para n1veis de tensões mais baixos. Supõe-se ser esla a 

raz~o da existência do efeilo de escala em maleri ai s 

não-homogê neos . onde não ex.islo uma fissura i ni cial expl1cila. 

Dimens~o 

S imu.l . 

A 

B 

c 
D 

E 

F 

G 

H 

I 

J 

K 

L 

Méd ia 

O. Padr . 

Tabe la 5.5.1 Tensões cr.í licas o b t idas e m 

simulações com cubos sujei t os à defor m.aç!lo a x ial 

c o nlrol ada. ( Unidades MPa) 

2 3 4 5 6 7 

1. 689 1.739 1.796 1.709 1. 660 1. 714 

2.326 1.926 1.728 1. 839 1 . 744 1 . 773 

2.160 1 . 822 1.737 1.700 1. 717 1. 675 

1. 644 1. 941 1. 814 1.743 1. 711 1 .733 

2.072 1.956 1 . 631 1. 693 1. 725 1. 701 

1. 715 1.726 1. 648 1. 756 1. 655 1.698 

1.900 1.694 1 . 788 - - -

1. 921 1.952 1. 714 - - -
1.4.49 1.865 t. 91 1 - - -
1.754 1. 939 1. 628 - - -

1.867 1.638 1 . 757 - - -
1. 9 48 1. 975 1. 670 - - -

1 .970 1. 8 4 0 1 . 734 j. 71 o 1. . 702 1. 7 1 8 

. 24140 . 1 1 71 o . 08402 . 00494 . 03625 . 03397 
. 
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N~ L~b. 6. 6. 1 GnconLr ~m-sG ~s: r g~i '!i1L4nci ~Sl obL1 d~s 

nas si mul ac;:õas , sendo que o núme ro apr esEtnLado na primei r a 

linha é a dimens~o da aresLa do c ubo, em unidades de L . 
o 

Além da dimi nui ç~o da resisLênc::ia média com as 

di mens ões do c u bo Ce.fe.lLo de escala propr.lamen Le d .lLo) , 

noLa-se que Lambém ocorr e u ma diminui ç~o nc> d esvio padr~o. o 

qua LambQm asLfl da acordo com avid~nc.las axpEu·imanLais. 

A parLir dos dado s apresenLado s n a Lab.5. 5. 1 . 

procedeu-se a um aj usLe po r· m.1nlmos qua drados aLr~v~s do 

programa NONLINPESO. Es Le p r ograma real i2a um regressão 

ponderada pel o des vio padrão. As expr essões empragadas no 

ajuste . que serão justi.fica d as no próximo c a pitulo , .foram as 

seguinLes : 

fi> A (1 d/ A - i / 2 
• + ) 

l i 2 

fi> - D (1 + d/D -0 ) o 
t i 2 

f i> - c (1 + dt / 2/C )-i 

l t 2 

Os aj ustes foram feitos de duas .formas: 

médias , com o desvio padrão observado, e pel os 

(!3.5.1) 

(6.6.2) 

(5. 5. 3) 

pelas 

pontos 

i ndi vi dual s , acompanhados de um desvio p a d r ão aj u s Lado pela 

s eguinLe expressão CobLida p o r reg ressão l inear simples , após 

Lransformação apropriada): 

s -
0.1 829 (5.5.4) 

d - 1 . 414 

A v ar i á v e l d c orres p e nde a d i me n s a: o da a res ta do 

c ubo. em unidades de L 
2 c 

a LesLa da po r R = 0 .975. 

A s ign i fic ància d o aj u s t e acima é 

Na Lab. 5 . 5. 2 e s Lão os r- esul L:a,dos do ajusLe ponderado 

pa ra as expressões ( 5 .5.1 -3) . A validade d a ponde ração r equer 

n o rmalidade d a d.lsLribu.l ção dos dados, q ua f o.l con.f irmada pelo 

pr ó prio p rograma de a jus Le . 
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A 
1 

A 
2 

B 
1 

B 
2 

B 
9 

c 
1 

c 
2 

A 
1 

A 
2 

B 
1 

B 
2 

B 
9 

c 
1 

c 
2 

Tabe La 5. 5 . 2a Valores .ajus t.ad .:):s; pelo programa 

NONLINPESO para os coeficientes das oxpross~os 

(5. 5 . 1-3), através d.as mé dias ·~ desvios padrões 

observados . 

Valor· Valor do l Inlorvalo 05" 

ajuslado CStudent) de con.f 1 ança 

1. 860 28. 2 1. 680 a 2.040 

35.05 2 .0 -·13. 40 a 83. 50 

1.920 3.9 0.338 a 3.500 

3.134 0.1 - 128.0 a 135.0 

0.105 0.2 -·1. 650 a 1.860 

1 . 993 16.8 1.66 0 a 2.320 

15.28 2.3 -·3. 530 a 3 4 . 10 

Tabe la 5 . 5 . 2b Valores ajustados pelo programa 

NONLINPESO para os coeficienle :s das expressões 

c 5. 5 . 1 - 3) p através dos r esultados individuais e 

desvios padrões a justados. 

Val or Valor de 

ajustado CStude nt) 

1. 8 33 3GI . l 

42.76 2. 3 

1. 901 4. 2 

2.369 o. 1 

0.082 0.3 

1. 9 48 21.3 

18.07 2.4 

0'/ 

t 

---

-- -

--

Intervalo 95" 

d e confiança 

1.740 a 1.G30 

5.390 a 80. 10 

0.998 a 2. 8 00 

-·53. 9 0 a 58.60 

- 0.559 a 0.723 

1 .760 a 2. 1 30 

3.230 a 32. 90 



. . 

ObsorvQndo-so os v~loros nQ tab.6.6.2. 

conclui -se que a express~o C5. 5. 2) n~o repr lil•sonta uma forma de 

ajuste conveniente. Por outro lado , as o utr·as duas expresst:Ses 

resultam em par~metros significativos, embc1ra o intervalo de 

95~ de confiança. seja. amplo para. A e C . Ne~t..a-se também que o 
. 2 2 

ajuste feito por pontos individuais resulta melhor que o 

realizado at..ravés das médias. 

Not..e-se que o bom ajuste póde s er observado. a 

despeit..o do .faLo do ser possivel realizar simul~çeses ~pun•s: 

com uma linú tada f'aixa d~ valor~s para d . Entretanto. sarla 

interessante r eali zar verificações adi ci•::>nai s . quando se 

pudesse di spor de maiores r ecursos computacionai s. 

Finalmente. da a nálise a q ui realizada 

concl uir que o modelo apr esent..a um e feiLo de escala com 

significali vo aj uste a expr·ess ões com respaldo teórico-

experimental . conforme será apr esentado n o próximo capitulo. 

Lembra-se que não foi definida uma fi ssur a1 ini c ial de forma 

expli ci ta, mas que sua existência está impU cita no valor na 

resist~ncia de cada. elemento (através de Rt) . 
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6 - APLICAÇOES AO CONCRETO 

Ao contrário do obs9rvado para mat9riais homog0n9os. 

a t9oria lin9ar da MF mostra-s9 inaplic.~v9l ao concreto. 

principa lm9nL9 no qu9 diz r osp9iLo a uma corrQLa ropros9ntaç~o 

do qfqito d9 9scala. 

C:onform9 apr9s9ntado no 1 t9m 2 . 6, para a M9cânica 

Elástica Lin9ar das Fraturas , a rosi sl~ncia global varia com 

Cd- 1
/

2 >, s9ndo d uma dim9nsgo d9 r9f9r0ncia qu9 d9fin9 a 

os;cala um 9ráfico (f' .. X d) om global. Assim , lraçando-so 

1 ogar llmi ca obt.ém-s~ uma inclinaçao -1/2, 

conformo apr9sontado na fig.6.1 . 1a. Os cril~rios do ruptura 

provonionl'6>s 

plasticidado, 

da Rosisl~ncia dos MaL9riais, 

não incorporam qualquor 

bom como da 

escala, sendo r9presenLados na mesma figura por uma reta 

horizontal. Entretanto, a análi s 9 oxperimG·n t.al tom mostrado 

qu9 para mal9riais d9 natur9za granul ar, como o concrolo e a 

rocha, a t9nd~ncia a uma r esistência muJto a lta provista pela 

MELF para corpos do não ocorre 

(representada pela continuação da linha rola na referida 

figur a): o qu9 SQ obsorva '6>m tais casos 9 um:A aproximaç~o do 

crit9rio do l9nseses criti cas da Rosi st'.')ncia dos Matoriais, 

onquanto para cor p os de g r a ndes dimonsõ9s continua sondo 

válida a HELF. Assi m, o fqnô mo no do ef9ilo de escala para tais 

materiais seria melhor ropresentado por uma curva que 

plasticidade 9 da reta inclinada da HELF. Tal c urva ostá 

também repr esentada na fi g . 6. 1. la, como l9i não-linear dq 

BAZANT
1 0

' 
11 
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BAZANT pro pós . par a cor r 1 gi r a t c;;~c:n· :L a 1 i ngQr • qug o 

con sumo d9 9n9rgi a. na fratura foss9 consid..-;•r ado n go ap9nas 

p r oporci onal a ár9a do;o fratura f ormada. mas tambQm ao volumg 

a) 

lei não-linear 

de Bozont 

F'ig.6.1.1 . 

b) 

lnd 

a)Efoi los 

(J' 

rrr r t .tr...L..L-..L..L..L...J..~ 

h 
~----- ··--------------~ 

9S>Cs.la rol alivos 

difsr9nLos teorias ; b) Rtõ>pros9nlação do con ceito da 

"bsnda dfãl fissura.çiXo " do;o BAZANT 9 dos parâmtõ>t.ros 

o n vol vi dos . 

d~ u ma banda d~ fissuraç~o hipolQllca . Tal banda s~ri a 

caract.tõ>ri zada por uma osptõ>ss ura ., , 
c 

considfiilr ada como 

propritõ>dadtõ> do mat.Gr ial. Tal idQia oslá rtõ>pros~nt.ada na 

f'ig. 6 .1 . lb. A tõ>Sptõ>ssura w 
c 

roprtõ>sQnt,a um limi Ltõ> 

inftõ>rior para as dim"õ>ns6tõ>:s d"õ> ç;~ lom"õ>ntos d"õ> discr"õ>t.izaç~o . Tal 

id6ia SQ justifica pGlo Calo dtõ> qu9, sendo o malGrial 

compost-o . n~o faria sonlido analisá-lo local m~nt.o. no donúnio 

das fastõ>s quG o compõom. Nolo-so quo a dofiniç~o do 

comprim9nlo d"õ> corr"õ>laç~o , apr9s9nlada no <::: <~pilul o a nlori o r, 

t-om juslifi cal iva S9m9lha.nt,q . Da t.9oria d9 BAZANT r osulla qutõ>, 

par a corpos d9 di mon sOos mui t. o gr a ndos Oõ> m r c;~l ~ç~o a 9Spos::;u r a 

da banda d9 f i ssur aç~o, a mos ma passa r i a .~. s or dos pr ozi vol , 

aproximando onl::Io a s iLIJaç!lo provisla na MELr:' . 
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\Jma r~lação consli l\Jli va. associada a 9Sp9SS\Jra. w. 
c 

Assim c omo f'oi f~ito n~st~ trabalho. BAZANT tambQm t.liilm adotado 

\JS\Ja l mç;.n t,Q a f onna bi 1 i n9aJ~ . 

Analogamç;.nt,Q à tG>ori a apr G>s~ntadé). n o capi l\Jlo 3. 

~ 

ç;.lç;.mç;~ntar rç;~sultam na rç;~l aç~o : 

k = 
r 

1 

.., 
c 

da. con s tit\Jliva 

(6.1. 1) 

Das ç;~xprossõç;~s (3 . 3.2-3) t~m-so. por s\Ja V9Z: 

k = 
r 

c 
A 

O< L 

( 6. 1. 2) 

c 

ao aspocto goc:>m~trico do rnodol o ç;~m lroli ça., há atQ a q\Ji uma 

cor r ç;~spond~ncia ni t ida on lrç;~ as d\Jas abordagoc•ns. BAZANT t.ambQm 

finitos . 

Jc • 
r 

S \Jbst.it iJindo-so 

p a ra 

"' c 

IJli 1 i zado com 

dimons~o do 

ol~õ~m~õ~nlo dlõl di scr~õ~li zaç~o C nunca rwõlnor qu~;~ o pr·ópr i o w ) • 
c 

Entrotanto, conforrnç;. apr9s9n l a do no capitu lo 

anlorior , o falo do qu9 L oslá lambQm assor.; i a.do a uma f\Jnç~o 

d9 BAZANT, surgo uma dif'iculdad9 adi cional par a aj ustar 

associados RCE, pois nocç;~ssá.rio 

modificar lamb9m as propri9dad9s 9stat1slica s cvnvolvidas . Tal 

falo foi d9monstrado no il.om 5. 3 . Como ai n da não SQ l.Eilm uma 

trabalho ma.n lor o comprimonto do corrolaç~o is9nlo d 9 

~ O porf1trwtro k c o c·rQo pon.d.o na oimboLoeia d-<> BAZANT 
r 

a 8 z , s & ndo 8 = C 1 + E / E ) - l / z , o ndo E e;S a i n.c L i na.ç élo do 
c t c 

inGLinaçélo do trocho d&scond.ont<? ( " stratn- -;;oflonin~"). 
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Tal proc9dim9nlo l9rn, no 9nlanlo, o 

inconv9ni9nl9 d9 r9s lringi r a capacida d9 d9 r9pr9s9nlaç~o d9 

dif9r9nl9s gQOm9lrias , b9m como d9 lim.ilar o.s dimQnSIÕQSI das 

9slr u luras analisadas con form9 a capaci d a d9 compulacional 

di s poni V9l . 

Por oulro lado . o asp9clo da l9oria. de BAZANT que 

mai9 inlQr Q~ ~a ao conl9xlo UQ~t.,Q Lrabalho ó o q uQ dix rvQpv1Lo 

ao 9f9i lo d9 9sca.la.. Para. exempl iricar a. l Gooria proposla., bem 

como ptõ>rmilir comparaçõtõ>s c om o modelo tõ>m Lrtõ>liça, 9Scolh9u-s9 

nova.menle uma das conri g ur a.ções apr e sentadas no capitulo 2 . 

Para uma lira de compl-im9nto inrlni to 9 largura h , 

com u ma. fissura lal9ral de comprim9nlo a Cconfigur a.ç~o Cd) , 

fig . 2 .3.1d), L9m-stõ> a seguinle l9i d9 9f9ilo d9 9Scala.: 

r~ .. j2k'r r t. c 1 

À ::: h ./ d 
G 

À 
n h • o 

2 Jc a 
1 

w - n d 
c G 

... À/À )-1/:Z 

o 
(6. 1 . 3) 

(6. 1. 4) 

(6. 1. 6) 

(6. 1. 6 ) 

Na fig . 6.1.1b Gosl~o iluslradas as dimGonsÕ9s w • h 9 
c 

a. O par~m9lro k vale aproximadam9nl9 1 . 
1 

o con c r9lo d rGopr4i:o>s4D>n l aria a dim9ns~o 

S9gundo BAZANT, para 

do agregado graúdo , 

S9n do n um ralor mullipli ca liVO 9 Slimado 9 nt a p r oximada m9nle 3. 

A 9Xpr9SSl~O c 6. 1. 3) oblida um bal a nço 

4D>n9rg~tlco i g ual ao apr9Stõ>nlado na 9Xpr9sS3:() (2.4.1 ). Aqui. 

por~m . a dissipaç~o d 9 QOQrgia ~ funç!lo l a rnbQm do volurnQ d• 

banda dtõ> fi ssuraç~o. 9 a formul aç~o acaba q nvolv9ndo uma 

dimen s ão de rqfer~nc i a . BAZANT a firma quo a f o r ma da expr9s sllo 

a p9n as d9 a jus ltõ>s n os c o rr-9sp o ndonles po.rll.mG> l.ros . [)Qsla forma, 

pr9f9riu-s 9 d9finir uma f o rma g9n~ri ca par a ser 9mpr egada 

ntõ>sltõ> trabalho, qu9 dtõ>ixa ap9nas doi~~ coGofi c i9nl9s a s9r9rn 

a jus l ados , conform9 o li po d e a nálisq r q a liza da: 
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. ' 

f" 
I. - (T o 

(6.1. 7) 

Ond<õ~ a 9 Yma dim9ns ffo de;~ rc;;~f<õ~r~ncia, comYm a corpos 
o 

d9 dif9r~nl9s dim9nsõ~s mas g9orn9lricam9nl~ s~m~lhanl~s. 

Comparando- s'õ' (6. 1.7) com (6.1.3- 6) l.:>m-s'õ': 

a =
o 

w 
c 

2k 
1 

;;1 . 5d 

no lar 

(6.1. 9) 

qu~. l~ndo sido 

d9s9nvolvida para corpos dotado s d9 uma fissura inicial 

~xplici la, a l9i d 9 BAZANT apr~s~nla bom a ju:;;l9 a r9sullados 

d9 9ns&ios com ma.t9riai s s upos -tos "intac tos". Alóm disso. 

rn9s mo 9m ~nsaios d~ comprEils são simpl9s a oxpr~ssão (6. 1. 7) 

proporciona bons ajYslos, c onform9 apros 9nl&do no ANEXO. UJJ\9. 

9xplicação para 9 S l9 bom d9s 9mp9nho podEi~ria s~r forn9cida p9la 

hip6t9s~ d~ qu<õ~ mlcrofissur a s i-nor9nl~E?s ao concr~E?lo , as quais 

s~riam rEils pons ávEilis pEi~lo ini c io do procEilsso doE? ruptura, lEi~riam 

dim9nsõ~E?s propor c ionais as dim~nsÕ9S do corpo 9m qu9 S9 

~nconlram. Al~m disso, o f a lo d9 qu9 uma l9i formulada ~m 

funç ão d9 9sforços d9 tração ajYsta b9m 9f9llos d9 9scala 9m 

~nsaios d~ compr~ssão, corrobora a idéia dEi~ quEil a ruplura do 

concr9lo S9 d6 s9mprc;;~ por lração, sc;;~ja 9la dirc;;~la, o\J indir9la 

p~E?lo 9f9ilo d9 Poisson. 

Assim. jYslifica-s9 aq~Ji l a mbém o b•om ajusl9 oblido 

ãl.o invés da 

dlm9nsffo d9 Yma fis s ura pré-d9flnida , 9mpr~gou-s9 a dim9nsffo 

d a. a.rosta. do c Ybo . A 9Xpr9ssl:Xo C 6 . 5 . 2 ), por S\Ja voz, é Yma 

proposta all9rnaliva para r~alizar a L.r a n s i çlo 9nlro os dois 

troc hos rot-ilinoos aprc;;~sc;;~nt ~ã~.dos pc;;ol &~ fi g. 6 . l.la.. Embora nlíXo 

r ~E?sull9 d9 u ma dEi~dução f o rma l. como a C? xprc;ssão d 9 BAZANT, 

igualrn9nl9 p a râmoL.ros c om boa 

s i gni f i c ànci a . 
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6.2 - Sl~aç~os om torno da Hoc~nica ~o-Linqar das Fraturas. 

como proposta por BAZANT 

Para S9 VQriricar 

empregou-s~ uma conriguração idênt...ica a apresenlada no 

capi ~ulo 4 . ou s q ja . uma placa quadrada sujql~a a QSlado plano 

dQ dQrormaçÕQS, a qual SQ impÕQ um dQslocamen~o d9 bordo com 

VQlocida.do controlada. Os pa.rámolros alribuidos a.o ma.~qrial 

s.llo os mqs mos adola.dos no 1l ~ü>m 5 .2. ox:co~uando-s9 a VQlocidad~~;~ 

do dororma.çgo global o o cooCici9nlo do va.ria.çgo do Gr' cuja 

inClu~ncia lamb9m procurou-sc.7 a n a lisar. Pa r cl as simula.çõ~s 

a.pr~ü>sonla.das a s~guir. a. r~la.çgo a/h~ fixada. 9rn 0.6. 

Inicia.lm~nl~ analisou -se o compor~amonlo do modolo 

cons~at.ando-sQ quo, m~ü>smo nQS~Q caso , 

man~~ndo-s~ fixo o comprim~nlo d~ corr~la.ção e variando-se as 

dim~nsõ~s da. placa, oblém-s~ um Eõ> f~ilo do e scala. com excelent...e 

ajust.e pela. C6 rmula d9 BAZANT. Os resulla.dos das sirnulaçõ9s 

Eõ>slgo a.prlô)Siô)nla.dos n a. Ta.b. 6 . 2 .1. Slô)ndo qulô) a primiÕ)ira linha 

rlô)Ciô)rlô)-slô) a dimlô)nsgo do lado da placa . lô)m uni clad9s de L . 

. 
6 = . 
& .. 
. 
6 "' 

c 

Tabela 6. 2.1 - Resi :s lências obtidas para placas de 

di.forenles di~nsões, com Ciss ura lateral 

di~nsão a ::a h/2, sujeitas a dosloca~nto do bordo 

com v~~;~locidado controlada, para di.forentos dimens3os 

do h e diferentes velocidades de deformação global. 

CTens3~~;~s om HPa, comprimentos em unidades do L ) 
c 

Placas 4 e 1 2 16 

a ::o 2 -i 6 a 
0.02!) 1. 869 1 . 488 1. 273 1. 130 

0.050 1. 960 1.504 1 . 312 1. 2 14 

0.100 1. 870 1.529 1. 414 1.400 
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Na tab. 6.2. 2 9St~o os ajustQs par~ os par~m9tros da 

expressão (6. 1. 7), obtidos por regress~o linear simples após 

trans~ormayão apropriada. 

Pode-se justit'icar o ajuste se ~or 

considerado quQ a t'ratu ra é obrigada a se propagar rompendo 

pelo menos uma "carreira" de elementos, C\Jjas dim9nSÕQS s~o 

constantQs. Esta "carreir a" de e l ementos funciona da mesma 

forma que a b a nda de fissuração idealizada por BAZANT, 

fornecendo portanto o mesmo tipo de efeito de escala. 

Nota-se tamb~m que o a umento da velocidade de 

det'ormaç~o glob&l ocasiona um crlõõlscim9nto do parâmetro a • 
o 

Isto está de acordo com o fato de que, para altas velocidades 

de deformação , a t'ratura deixa de se propagar por um plano 

pref9rencial único, e tende a se "9spa .lha r" pr;;~lo corpo. Assim, 

a banda de fissuração teria sua largur a aumentada alterando os 

resul lados obtidos para a resist~ncia. Nota-se tamb~m que o 

par~melro Rz indica melhores ajustes para as simulações mais 

próximas a situaçã o estática. 

z 
_J 

o 

LNt2.877l 

ft • 2.877( I+ a/1.461ff/Z 

-3 -2 

Fig.6.2.1 

- I o 
LN(o ) 

Ajus le dos resu.llados 
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O Qns•üo m1üs próximo ao 9st~tico qu9 a capacidad~ 

computacional disponiv~l p~rmiliu <& = 0.025 s -
1
), forn~c~\J 

para a o valor 1 .46 L . Para esta V9locidad9 pode-sço obs9rvar 
o c 

o 9xçel9nt9 ajus t9 i lustr a do na fig. 5 . 2.1. Disto conclui -s9 

que, sço BAZANT Qstá. corrQto quanto ao val or dço n para o 

concr9to, tem-s9 para o mod~lo em trel i ça a relação: 

L d (6.2.1) 
c Q 

Tabqla 6. 2. 2 - Ajm:ole:s do:s re:sW. tado:s da Tab . 6 . 2 .1 

conforffiQ a 9XprQssão (6.1 . 7) 

170 a Rz 
o . 

0 . 0 25 2. 9'77 1. 461 0 . 0032 & .. 
• 0.05 0 2 . 437 2 . 562 o. QQ01 & = 
• 0 . 100 2.01 7 6 . 629 0.9599 & = 

Para estudar a influência d~ CV realizaram-se duas 
o 

para os valores 30 ~ 50~. Os 

res ultados est~o apr9s~ntados na Tab.6.2.3, sondo qu9 a 6ltima 

linha conl~m um padr~o ajustado. 9mpregado na 

inlroduç~o d9 dados, ponto a. ponto, do progJ-ama NONLINPESO. A 
- 1 

vçolocidad9 de doformaç~o globa l adotada foi 0.05 s 

Na lab. 6. 3. 4 9nconl r am-s9 os r9sull.ados do ajust9 

feito pelo programa NONLINPESO. Nola - so quo o a um9nto do CV 
o 

causa un~ di sp9rs~o da ban da d9 fi ss ur aç~o. que S9 r9fl9l9 no 

aum~nto do parâmetro a . Pel os val o res d9 L pode-se concl uir 
o 

quo o aj usl9 l an~~m é significativo para o mod~lo com 

al~aloriedad9. 

Na fig.6. 2 .2 Qnc onlr a -se uma :sa lda do a nalisador 

gráfico ilustrando esle f a t..o . A figur a ref lólre-s e a. u ma. placa 

16x16 c o m CV • 50" . 
o 

96 



.• 

c v 
o 

c v 
o 

Tab. 6 . 2 . 3 - RQsist~ncias obt-idas para placas com 

aleatoriedade de propridades mec~nicas. CTens6es em 

KPa e dinll9ns~es em unidades de L ) . 
c: 

Placa& -l e 1 2 1 6 

a = 2 4 6 e 

:::: 30" 1 . 667 1. 361 1. 286 1. 200 

1.855 1.358 1.285 1 . 172 

1.736 1.486 1 . 250 1.156 

1.467 1.375 1 . 250 1.272 

1.582 1. 231 1.336 1 . 237 

1.667 1.457 1. 314 1.145 

1-l 1 . 661 1 . 378 1 . 287 1.197 

s 
ob 

0.13500 0 . 08968 0 . 03427 O. 04ÇH9 

s 
aj 

0.1 1 740 0.07060 0.06048 0.03929 

::o 50" 1.34!;;1 1. 3 14 1. 212 1.280 

1 . 692 1. 25!;;1 1. 216 1 . 219 

1. 51 5 1.492 1 . 071 1.169 

1.445 1.173 1.1 31 1 . 087 

1. 331 1.106 1 . 225 1. 27!;;1 

1.449 1 . 384 1. 228 1. 219 

~ 1 .464 1.290 1. 181 1. 209 

s 
ob 

0.13120 0.14011 0.06470 0.07300 

s 0.14290 0.10360 o. 081 2 !:1 0.06693 
OJ 
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Fi g.6.2.2- Saida d o a nali sador gráfico ilYsLr a n do o 

aumenlo sofrido p~la banda dEi~ fiss u ração dElvido a 

a l eaLoriedade das p r opriedades mecAnicas CPl aca 

1 6x16. c v • 50") . 
o 
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Tab9l a 6. 2 . -l - Aj u :o; t 9 s dos r9s ul ta dos d a Tab. 6. 2. 3 

conforn~ a expross~o (6.1.7) 

c v Parâ~tro Va lor d9 t.. Inl9rvalo gs" 
o 

de confiança 

30" CT = 1 .882 18.!3 1. 67 -2 . 0 0 
o 

a = !3.307 4 . 9 3.04 a 7 . 59 
o 

50 X CT = 1. !31 o 1!3.9 1. 3 1 a. 1. 7 1 
o 

a = 12.24 2.6 2 . 33 a 22.2 
o 

6. 3 - Ajusl9 de wn ensaio 9Xper1n~ntal 

Embora ainda n:lo sgja possivel dgf.ini r exat..amgnle os 

par~melros adequados à rgpresenlaç:lo do concr~to, bem como da 

f' unçgo de densidade de probabi lidade a ser 9mpregada para a 

ger aç:lo de Gr, mostr a-se a seguir que;. o modelo, nas atuais 

circunst~ncias, já eslá muito faz~-lo 

satisf'ator iamun te. 

Para v~;~rif'icar esta capacidade, apr oveitou-s 9 uma 

curva experimental m~dia obtida por ROELFSTRA&WITTHANN C1997) 

9m <;>ns&üos do tipo "Compacl-Tension". A g<;>omç,lria 9 dimensõ9s 

do corpo de prova. modo de sol ici laç:lo, bem como a adaplaç:lo 

ao modelo esl~o apresenl ados n a f'ig . 6.3.1 . 

Manlida a f unç:lo d9 d q nsidade de probabilidade de 

Weibull, utili zaram-se os seguintes par~mGtr·os n o programa 

FRACTUR, conf'or me fornecidos pel os aulores: 

v :a 0.2 

p = 2400.0 kg/m iJ 
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a) 

1 

p 

O.J6r11 

11 
!? 
o 

p 6 
10 
N 
N 
ó 

Fig.6.3.1 a) Corpo 

ROELFSTRA&WI TIMANN par a 

b) 

I 

... ~ -I 

ll 
V) .... .., 
d 

d9 prova 

t.est.es do 

0.18 rll 

I 
' 10 -

ci 

' ~ .., 

p o 
' - ~";; 
., 
N 
d 

X 

\Jt.i 1 i zado por 

t.ipo "Compact.-

Tension"; b) adapt.aç~o ao modelo em treliça. 

G r 
:::1 124 N/m 

p :a 7.3 KN 
m<llx 

ó = 0.13 nun 
c r 

A energia esp9cifica d~ frat.\Jr a forn9cida pelos 

a\Jtores refer9-se a área sob a curva P x ó, e difere portanto 

do valor local. O comprim9nto d9 cor r9l ação L foi escolhido 
c 

como O. 03m, 9m .função da m91 hor representaç~o possi vel da 

geom9tria original do ensaio. Obviam~nt.e este procedimento 

tamb~m provocará limitações n a capacidade de aj uste, visto q\Je 

L ~ uma propriedade do mat9ria1 9 não \Jm parâmetro livre. 
c 

Os d e mais partim9lr o:s do mod9l o~; f oram aj \Jst. a dos 

con.forme a s~g\Ji r apr eso:;~nt.ado, de mod<) a a p r·oximar o máximo 

possivel a c urva exp9 rimenl a l d a <: 11rva s l rnul.:ld a : 
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c v = 66" o 

Gr :a 6 0.0 N/m 

R f 2.2 m 
- ~/ Z 

= 

vô ::11 0.05 m/s 

Ond9 v
6 

Q a v9locidad9 d9 doslocamon~o do pon~o do 

apl icação da carga . Na ~ig.6.3.2 ~stão sup~rposlas as curvas 

oxp9ri mon~ais 9 sois c Yr vas s imYladas, mos~rando qY9 o ajYs~9 

~ sali s~al6rio. 

d 

a 
e ~~()e ri men ltll 

7 
simuioçÕu 

13 

5 

p .... 

(kN) 
,) 

"' -

- -..------r------:-- ·- - .- ----1 
o 0 .2 c).,._ .) . fJ ) ll 

Ó (mm} 

Fig.6.3.2 

m~dla com as curvas simuladas. 

A principal obs9rvação a sor ~9ita com rolaç ã o aos 

r9sYl~ados aqui ob~idos, diz r9sp9ito ao valor a~9rido para 

Gf. Nolou-s~ qu9 BAZANT atribu i a o;~st9 par-âm9lro valor9s da 

o rd9m d9 40 a 70 N/ m, 9nqu a n lo WITTMANN 9l al i i fornoc9m 

valoro;~s da or d~m d~ 100 a 170 N/m, 

localmenl9 o valor 

compaliv9l c o m os 

d9 G 
( 

t,o;~nha sido afr<1rido 60 N/m , 

val or9s do BAZANT, global mon~o obl9m-so 

c; ;; 130 N/ m, compa~iv9l com vsl oro;~s do Win"MANN ol ali i. 
r 
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A 9xplicaç:ilo para 9&l9 f'at.o podq SJQr dada 

consid~ração, por par~Q de BAZANT, da banda de f'issuraç~o. 

pqla 

Tal 

aspCõ>ct.o ngo ~ Qnvolvido na ~qoria d9 WITTMANN qt, alii. Assim, 

como se pode V9r p9la fig. 6. 3. _3, o carrúnha ntCõ>nt.o irrCõ>gular da 

frat.ura acaba aument-ando o consumo de energia na rupt.ura, qu~ 

di vi di do ~nUlo pela ár~a do ligam~nt.o r~sul la ~m um valor 

superi or ao osp~cificado localmont.~. 

Pensa-se que um maior número de simulações, 

envolv9ndo dif'erQn\.qs Lipos d9 result-ad os oxporim9nlais , 

contribuiriam para tornar ~sto ponto mais c laro. Ist.o, porém, 

iria r~qiJCõ>ror uma capacidadtti> comput-acional bqm maior quq a 

disponivel para a rCõ>alizaç~o dc;;>s~~ trabalho. 
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7 - CONCLUSOES 

A rupt..ura dg malgriais 1'rAgoi s , homog~neoso ou n!to, 

requer inúmeros cuidados para ser correlamente modelada. Islo 

porque, nest..e t..ipo de anAliso, ~ di1'1 ci l dist..inguir os 

par~met..ros relacion~dos exclusivamenle ao materi~l. de outros 

par~metros que re1'lelem ~ goomelria de problemas especi~icos. 

O emprego de modelos de discret..ização pode acarret..ar uma n~o 

objet..ividade se t..ai s falos não forem levados ~m cont..a. 

Veri1'icou-se que a relação constitutiva adotada para 

os element..oso devg ser ajustada con1'orme as dimensões doso 

mesmos, caso est..eja envolvido o e1'elto de " st.rain-so1'tening" . 

Ist..o porque est..e e1'ei lo t..em carAt..er n~o-local, e sua 

man11'estação depende do comprimento de conlrole. Além disso, o 

consumo do energi a no processo do rupt..ura deve ser invariant-e 

com relação ao nivel de discrelizaç~o. 

foi 

Ago l m, 

desenvolvida 

rupt..ura frAgil, 

discretização em 

baooada om h i p6Looog rol a t..i vamon L e gi mpl e o. 

uma ;formulação incorporando um cri t..ério de 

a qual foi acoplada a um modelo de 

treliça. Cabe observar 

considerações 

aplicáveis a 

1'eit..as 

outros: 

nest..e t.. r abalho são 

todavia, que as 

Lambém diretament-e 

modelos , como por exemplo em element..os 

1'init..os. O modelo em t..reliça, dot..ado do caráter din~mico e 

probabilist..ico, demonstrou possuir um grande pot..encial para 

reprosent..ar as mais diversas ~i t..uações envolvendo o fenômeno 

de ruptura, soja om m~t.oriais homog~nQos: o u n:(o. 

InicialmenLe emprogou-se o modelo para represent-ar 

problemas Liplcos da MELF, o nde uma. 1'issura ini cial produz urna 

concent..ração de Lensões que dá inicio à ruplura. Os niveis de 

Lensõos para os quais isLo acont..ece corresponderam aos 

res ult..ados esperados com base e m uma for mulaç~o t..o6rica, que 
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por sua vez ~em respaldo experimen~al. Também verificou-se a 

capacidade de se obt..er valores ra:zo.avelmento precisos p.ara as 

velocidades de propagaç~o de fraluras. 

Para represenLar 

dislribuiu-se alea~oriamenle 

um mal9rial n~o-homog4neo. 

suas propr iedades mQC4nicas 

alravés do volume. Verificou-se que. neste caso , 

dos el emenlos de di ser e li :zaç!(o t..amb..:.m devem ser 

as di mens~es 

consideradas 

uma propriedade caraclerislica, assim como o s~o a rigidez e a 

energia especifica de fratura . Observou-se que, quando 

simuladas situações onde há uma fissura inicial definida, o 

modelo se comporta de forma a corroborar a teoria da banda de 

fissuração de BAZANT. Ou~rossim. a incorporação do cará~er 

não-deterministico resulta em um comportamenlo global 

não-linear (mesmo ant..es de allngida a tensão critica), embora 

para os elementos seja especificada uma relação constitutiva 

linear até a ruptura. 

Uma imporlan~e caracleris:~ica do mo delo, ô. qual se 

dedicou especial alenç~o. foi a capacidade de apresentar um 

efeito de escala, que é previsto pela MELF, para corpos 

dolados de uma fissura ini cial . o pelas Teo1·ias Est..aL1sticas 

da Resi s l4nci a dos M.ater i ais . par a ntaler i a is n~o-homog4neos; 

que apresenlam comportamenlo frágil. Em ambos os casos o 

modelo mostrou-se apt..o ~ uma boa represenlaç~o. 

isto , reforçou a idéia de que as dua!; form.a.s 

e mais do que 

de efei t..o de 

escala es~!l:o relacionadas. Isto porque a n!(o-homogeneidade faz 

com que a probabilidade de ocorrência de pontos mais fracos 

aumente para corpos com maior volume. Estes ponlos mais fracos 

dariam origem a descontinuidades que, na sequéncia do 

processo, se instabilizariam quando at..ingidas certas condições 

determinadas pela Mecânica das F raluras. 

Embora as anâlisos lenha sido res~ringidas pela 

capacidade compulacional disponivel, pois t.ra.balhou-se com um 

m1 cro-computador do li po PC, foi possi v•.,l se ler uma boa i d..:.i a 

das lendências de compor lamenlo esperadas para sist.emas 

maiores. Pensa-se quo a implomenlaç«o do programa. FRACTUR om 

um equipamen~o de grande por· le Cque conlinue permllindo um 

r.ipido controle g r.ifico dos: resultados: ) abrirá caminho para 

di versos astudos fa.cil menlo impl c~ment..Av•;oi s como: 
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M Es;t.~dos; mult.i~xl~isa do t.onsac!SGsa, t'loxl:Co, t.orç~o. 

cort.o, o out.ros; t.ipos do solici t.açõos usuais om oslrut.uras 

corront.os;. 

N Na:o - ho mogonoi do.d o s; rogul o. r oS~ . como por G.)('Qmpl o a 

int.eraç~o do camadas compos~as do dit'orent.os mat.oriais;. 

M Rupt.ura fr~gil om compross![o, seja com ou sem 

flambagom. 

M Efeit.os de cargas do impacto. localizadas ou 

dist.ribuida s. Nest.e caso seria necess~rio um est.udo mais 

aprofundado do efeilo do amorlecimenlo propo rcional a massa. 

M Reprosont.aç~o do concrolo armado . Ist.o poderia ser 

t'ei ~o super pondo-se as barras do modelo com as barras da 

armadura. 

Tamb.()m onvolvondo 

combinações dos ilens acima. como por exemp l o a ruplura por 

flambagom e m pilares do c o n c rot.o .-rm.a.do , olc: . 

Finalmont.e. podo- s;o dizer que o~t.o t.rabalho s;o 

c onsliluiu em um esludo que f ocalizou o fenOmano da ruplura em 

s i. o do seus a s pect.os mai s imodiat.os: . Assim. as possivois 

aplicações a s i s lemas eslrulurais correnles repres entam um 

vast.o horizont.o. ainda os;porando por s;or explorado. 
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ANEXO 

- Ajust,g do eCelt.o dQ esc~l~ gm mlcroconcrgt,o A comprgssZlo -

Embor~ o gmprego da lgi dG QCGit.o d~ Gsc~la propost-a 

por BAZANT c~reça de jusliClcaliv~ quando se lr~~a de ensaios 

à compressão em cilindr os suposlos "inl.o>.c los; ", os bons ajusles 

apresenlados a segui r poder 1 am represeralar uma. corroboraç!(o t.. 

hipólese de que , para o concrelo , a rup~ura ocorre sempre por 

lraç~o. direla ou indlrela por efoilo do Poi s:son. Para maiores 

esclareclmenlos . vide o corpo principal da disserlaç![o, 1lem 

6. 2. 

aqui 

Caderno de Engonharia CE 2Q/8G, do CPGEC/UFRGS, de auloria do 

ProCessor Dario Klein, e Coram oblidos; de ensaios realizados; 

no ano de 1986. Denlre os diversos grupos de dados 

disponiveis, selecionou-se. a ~ilulo de exemplo, os reCerenles; 

a corpos de provas cilindricos rompidos aos 28 dias. O fator 

água/cimenlo empregado na dosagem C oi 0.6. para lrés 

diCerenles lipos de mlcroconcrelo, conCormo o diâmelro do 

agregado d C 1.2. 2.4 e 4.8 mn0 

Na labela !.1 esLão reprodu:.!idos os resullados em 

Lermos lensões c rit-icas de compress~o c f ) • 
o28 

em MPa . A 

oxpress![o I. 1 mos lra a f or ma adolada para a express![o do 

BAZANT nGsLe a nexo: 

f- • A ( 1 + 4> / B) - t / z 
o 20 

(! .1 ) 

Ondo 4> é o di â mQlro do corpo de p1·ova . A e B s!Xo os; 

parâmelros a serem ajuslados. 
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compr·oss:!So simples~ par· a cor·pos dtGt p r ova cil.Í ndricos 

r ompidos aos 29 dias. CTens~os em MPaP dimons~es em 

em) 

</> X h 2 . 5x5 5x10 7.5x15 10x20 1 5x30 

d -1. 2mm 6:3. 0 6:3.0 39.7 4:3.0 :37.7 :34.0 
o. 

57.0 57.0 39.7 45.3 40. 6 38. 2 

40. 7 44.8 30.7 39.6 40.2 3 4 .7 

53.0 57.0 24.5 42.6 42.4 40. 7 

IJ 51. Q 36.7 42.6 40.2 37. 1 

s 6 .07 7.46 2.03 1. 03 2.87 
ob 

s 5.47 4.23 3. 44 2. 91 2.21 
o. j 

d .. 2 . 4mm 48.Q 63.2 48.9 37.6 43. 0 41.6 
o. 

59. 1 53.0 39. 7 46.2 44.3 38.6 

40.7 61. 1 38.2 46.2 41. e 36. 0 

30.6 56.0 44 . 8 43.!3 38.2 40.7 

IJ 61. !3 42.0 43.4 41.8 36.6 

s 
ob 

11.1 4.90 4 . 06 2 . 62 6.01 

s 5.87 5.12 4 .87 4.30 :3.70 
a.j 

d - 4. 9mm 4 4. 8 28.6 48.0 43.0 4 4 .3 38.2 
o. 

53.0 32.8 41.8 41. B 47.4 42. 1 

57.0 38 . 7 40.0 46.7 43 . 8 3 8 . 8 

67.0 60.9 3 4.6 33.7 40.7 42 . 8 

IJ 45.3 43 . 3 41. o 44.1 40.5 

s 
ob 

11.0 6.69 5.16 2.74 2. 31 

s 11.8 6.32 4.32 :3.28 2.21 
C\j 
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O aju~t.e foi reali:tado pelo programa NONLINPESO. 

fornecendo-se as resisl~ncias obti das cada ensaio 

acompanhadas de um desvio padr~o ajustado (tambóm apresont.ado 

na Tab.I.1 . logo abaixo do desvio padr~o observado). da mesma 

forma como foi feit.o no it.om 6.6. 

Tabela I. 2 Resultados dos ajustes para os 

resultados apresentados na Ta.I.1 . 

d Par~metro Valor de t Intervalo 05" 
a. 

de confiança 

-

1. 2 nun A = 51 .1 13. 4 43.2 a 50.1 

B = 1 6.8 2.6 2.43 a 29.9 

2. 4. nun A = 63.9 13.9 46.7 a 81.9 

B = 16.1 2.3 1. 47 a 29.9 

-4.9 nun A = 4 8 .6 18. 4 30.6 a 81.7 

B = 5Q.6 1. 3 -37.Q a 157. 

Na Tab.I.2 est~o apresentados os resultados dos 

ajustes. Os; valores obtidos para o par~molro t indicam um bom 

nivel de significância. 

Por outro lado. tal qual ocorrido no i tom 6 . 5. o 

parâmetro B res ulta menos s igni:f.Lcativo . com um intervalo do 

06X de confiança muit.o ampl o. SQm dúvida a raz!S.o dist.o decorro 

da inexist~nc.ia do uma fissura inicial per.feit..ament..e definida. 

que deveria liderar o processo de ruptura. Pelos altos valores 

obtidos para a dimens~o de referência. lanlo aqui como no item 

5.5. nota-se que se adn~tida a idéia de uma banda de 

fissuraç!ro para estes casos. a mesma seria muito indefinida. 

Pensa-se que para estes t ipos de ensaio e.la só poderia ser 

claramen te identifi c ada para dimensões b9m n~.Lores dos corpos 

de prova. 
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