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RESUMO

SEIXAS, M. P. Analise de Pilares Esbeltos de Concreto Armado Confinados, através do
Método dos Elementos Finitos. Porto Alegre: Universidade Federal do Rio Grande do Sul,
PPGEC, 2003. Dissertagdo de Mestrado em Engenharia Civil.

O confinamento ¢ uma técnica que tem sido cada vez mais aplicada no reforgo e reabilitagdo
de pecas comprimidas de concreto, com o objetivo de aumentar sua capacidade resistente e
recupera-las de eventuais deterioragdes. Este trabalho apresenta um modelo ndo-linear fisico e
geométrico, baseado no Método dos Elementos Finitos, para a andlise de pilares esbeltos de
concreto armado, sob estado triplo de tensoes.

Neste estudo, sdo utilizados elementos finitos isoparamétricos tridimensionais para o concreto
e um modelo incorporado de armadura. O comportamento do concreto ¢ descrito por um
modelo elasto-viscopldstico, que permite a analise da estrutura sob cargas de curta e longa
duracdo. Para representacdo do concreto ao longo do tempo, utiliza-se um modelo de camadas
superpostas. A fissuragdo do concreto ¢ representada através de um modelo de fissuras
distribuidas, onde se considera a contribui¢do do concreto entre fissuras. E admitida aderéncia
perfeita entre os materiais. O ago ¢ modelado como um material elastopldstico perfeito ou
com endurecimento linear, e os materiais utilizados para confinamento, como os compdsitos
de fibras de carbono, sdo modelados como um caso particular do modelo elastoplastico
definido para o aco. O modelo ndo-linear geométrico foi desenvolvido com base na
formulacdo Lagrangeana Total. Consideram-se grandes deslocamentos e pequenas
deformagdes.

Os resultados obtidos através do modelo computacional sdo confrontados com resultados
experimentais disponiveis na literatura, de modo a validar o modelo matematico e a
metodologia numérica. Boa correlagdo ¢ obtida entre os resultados numéricos e
experimentais, que confirmam estudos prévios realizados por diversos autores, na medida em
que sdo verificados significativos ganhos de resisténcia e/ou ductilidade em pilares

comprimidos de concreto, devido ao confinamento.

Palavras-chave: elementos finitos; ndo-linearidade fisica e geométrica; pilares de concreto
armado; confinamento; compdsitos de fibras.



ABSTRACT

SEIXAS, M. P. Analise de Pilares Esbeltos de Concreto Armado Confinados, através do
Método dos Elementos Finitos. Porto Alegre: Universidade Federal do Rio Grande do Sul,
PPGEC, 2003. Dissertagdo de Mestrado em Engenharia Civil.

Confinement is a technique that has been applied in the retrofitting and rehabilitation of
compressed concrete members, with the objective to enhance its resistant capacity and to
repair them from accidental deteriorations. This work presents a physical and geometric
nonlinear model, based on the Finite Element Method, for the analysis of slender reinforced
concrete columns, subjected to a three-dimensional state of stress.

In this study, three-dimensional isoparametric finite elements are used for concrete and an
embedded model is used for the reinforcement. The concrete behavior is described through an
elasto-viscoplastic model, which allows the analysis of the structure under short and long-
term loading. In order to represent the concrete behavior with age, it was adopted an overlay
model. A smeared crack model is used to represent concrete cracking, where it is considered
the contribution of concrete between cracks (tension stiffening). Perfect bond between
concrete and steel is assumed. Steel is modeled as a perfect elastoplastic material or with a
linear hardening, and the confinement materials, such as carbon fibers composites, are
modeled as a particular case of the elastoplastic model defined for steel. The geometric
nonlinear model was developed based on the Total Lagrangean formulation. Large
displacements and small strains are considered.

The results obtained through this computational model are compared with available
experimental results in literature, to validate the mathematical model and the numerical
methodology. Good correlation is obtained between numerical and experimental results,
which confirms previous studies carried out by several authors, where it is verified significant
enhancements in strength and/or ductility in the compressed concrete columns, due to

confinement.

Key-words: finite elements; physical and geometric nonlinearities; reinforced concrete
columns; confinement; fibers composites.
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1 INTRODUCAO

O concreto ¢ o material estrutural dominante nos dias atuais por suas vantagens, que
incluem a facilidade de moldagem, resisténcia ao fogo, resisténcia as influéncias atmosféricas
e ao desgaste mecanico, entre outras, aliadas a seu baixo custo. Devido a sua importancia na

engenharia estrutural, o concreto ¢ um objeto permanente de estudo.

O comportamento estrutural do concreto armado ¢ bastante complexo, devido
principalmente a resisténcia a tracdo do concreto ser muito inferior que sua resisténcia a
compressdo, a aderéncia imperfeita entre o ago € o concreto adjacente, a ndo-linearidade da
relagdo tensdo-deformagdo ja para niveis de tensdo relativamente baixos, a fissuracdo do
concreto e a transmissdo de esforcos entre as fissuras, e aos fendmenos da fluéncia e da
retragdo do concreto, que dependem, entre outros fatores, da umidade ambiente e das
dimensdes do elemento estrutural. Estes fatores dificultam a analise e a compreensdo do
comportamento das estruturas de concreto e sdo alvos de inimeras pesquisas desde o inicio do

século passado.

Com o desenvolvimento e avango dos computadores digitais, com grande capacidade
de processamento, diversos métodos numéricos e ferramentas de andlise foram desenvolvidos
para o estudo do comportamento das estruturas de concreto, possibilitando um exame mais
detalhado destas estruturas, onde a andlise experimental conduz muitas vezes a resultados

limitados e de dificil interpretacao.

O Meétodo dos Elementos Finitos, primeiramente aplicado a estruturas de concreto
armado por Ngo e Scordelis (1967), ¢ o processo numérico mais utilizado na analise deste
tipo de estrutura, devido a analogia fisica direta que se estabelece entre o sistema fisico real (a
estrutura em andlise) e o modelo (malha de elementos finitos), aliada ao alto grau de

desenvolvimento alcancado pelo método na simulagdo do funcionamento destas estruturas.

As primeiras formulagdes do método dos elementos finitos para concreto armado
combinaram modelos constitutivos e elementos finitos para a representagdo da flexdo no
proprio plano (vigas, vigas paredes e porticos). As formula¢des seguintes abrangeram flexdo

fora do plano do elemento, como ¢ o caso de placas e cascas e, posteriormente, estruturas
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tridimensionais. Grande parte destes modelos foi idealizada para carregamentos monotdnicos,
mas com o passar dos anos, os modelos passaram a ser formulados também para
carregamentos ciclicos. Dessa forma, existem atualmente diversos modelos para o concreto
armado, cada qual adaptando-se na andlise de determinado tipo de estrutura, de acordo com a

facilidade de aplicagdo e com a precisdo dos resultados desejados.

No Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Civil da UFRGS, muitos trabalhos
foram realizados, utilizando o Método dos Elementos Finitos, com o objetivo de analisar o
comportamento de estruturas de concreto armado e protendido. Dentre os quais, pode-se citar
os trabalhos de Sensale (1991), que estudou o comportamento, ao longo do tempo, de
estruturas de concreto armado submetidas a estados planos de tensdo, Prates Junior (1992),
que estendeu o estudo de Sensale (1991) para pegas de concreto protendido, Claure (1994),
que utilizou elementos tridimensionais na simula¢cdo do comportamento de vigas de concreto
armado e Aurich (2001), que modelou situagdes de aderéncia imperfeita entre os materiais,
com base no trabalho de Claure (1994). Nos modelos desenvolvidos nestes trabalhos, foram

consideradas ndo-linearidades apenas de origem material.

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um modelo tridimensional de elementos

finitos para a analise de pilares esbeltos, sob estado triplo de tensdes.

O modelo foi implementado computacionalmente com base no programa para analise
dindmica, ndo-linear e transiente apresentado por Hinton (1988) e modificado por Claure
(1994) para a inclusdo do modelo incorporado de armadura, aperfeigoamento dos modelos
constitutivos dos materiais e implementagdo de um modelo viscoelastico, com

envelhecimento do concreto.

A ndo-linearidade geométrica ¢ considerada no modelo de elementos finitos, de modo
a levar em consideragdo nas andlises os efeitos de segunda ordem, presentes quando grandes
deslocamentos ocorrem na estrutura. O modelo ndo-linear geométrico foi implementado com
base na formulagdo Lagrangeana Total, que utiliza como sistema de referéncia a geometria

indeformada da estrutura.

O confinamento tem sido cada vez mais aplicado no reforgo e reabilitacdo de pilares
de concreto, com o objetivo de aumentar sua capacidade resistente ou recupera-los de

eventuais deterioracdes, causadas pela mad qualidade do material e/ou por condigdes

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



ambientais severas, pela sobrecarga ndo prevista em projeto, por terremotos, incéndios e até

por polui¢ao ambiental (Toutanji, 1999).

Diversas pesquisas tém demonstrado que o confinamento lateral em colunas aumenta a
resisténcia a compressdo, ductilidade e capacidade de deformacdo do concreto (Toutanji,
1999). Estruturas confinadas ficam submetidas a estados triaxiais de tensdes, € podem ter seu
comportamento determinado através do uso de relagdes tensdes-deformagdes apropriadas para

0 concreto.

Desde o pioneiro trabalho de CONSIDIRE (1903), que introduziu a armadura na
forma de espirais em colunas de concreto, varios pesquisadores vém tentando desenvolver um
modelo generalizado para quantificar os efeitos do confinamento na resisténcia e ductilidade
de pilares de concreto. A maioria dos estudos experimentais e tedricos realizados nesta area se
concentram no confinamento devido a armaduras internas. Com o destaque das chapas de ago
no reforg¢o externo de elementos estruturais de concreto, estes estudos passaram a abranger o
confinamento obtido por tubos de ago externos, cuja técnica se difundiu bastante,

principalmente em regides sismicas.

Apesar dos tubos de aco serem considerados bastante eficientes no confinamento das
estruturas de concreto, as dificuldades encontradas na aplicagdo desta técnica, devido ao
elevado peso proprio destes materiais, € os altos custos de manutengdo contra a corrosao,
levaram os pesquisadores recentemente a voltar suas atengdes para a utilizagdo de materiais

ndo metalicos com o propdsito de superar estas deficiéncias e inconvenientes.

Nos ultimos anos, uma atengdo cada vez maior estd sendo dada ao uso de polimeros
reforcados com fibras (FRP — “Fiber Reinforced Polymers”) na reabilitacdo estrutural, por
causa da sua alta resisténcia, baixo peso proprio, grande durabilidade e facilidade de assumir
formas complexas. Geralmente estes compoésitos podem ser aplicados enquanto a estrutura
estd em uso, levando a mudangas insignificantes nas dimensdes do elemento estrutural. Outras
vantagens destes compositos incluem a resisténcia a corrosdo eletroquimica, expansdo térmica
controlada e neutralidade eletromagnética (Chaallal e Shahawy, 2000). Os FRP podem atuar
no confinamento do concreto e como refor¢co a flexdo e ao corte, € podem ser usados para

complementar ou substituir barras de ago das estruturas de concreto armado.
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O confinamento de pecas comprimidas de concreto armado com tubos, ldminas ou
mantas de compositos de fibras ¢ uma alternativa promissora ao uso de barras e tubos de aco,
e pesquisas nesta area sdo ainda muito recentes e estdo concentradas geralmente em analises
experimentais de colunas curtas submetidas principalmente a carregamentos axiais. A
utilizacdo dos compositos de fibras no confinamento de pegas comprimidas de concreto tem
levado experimentalmente a resultados bastante satisfatorios (Mirmiran e Shahawy, 1997;

Samaan et al, 1998; Chaallal e Shahawy, 2000, Carneiro et al, 2000).

O modelo desenvolvido neste trabalho permite analises do comportamento de pilares
de concreto armado, sob situacdes gerais de confinamento, possibilitando estudos para um

aproveitamento otimizado dos materiais.
Este trabalho esta dividido em sete capitulos, dos quais esta introducgdo ¢ o primeiro.

No Capitulo 2, sdo apresentados alguns conceitos sobre confinamento e uma breve
descri¢do do que tem sido feito nesta area nos ultimos anos. Discorre-se também sobre os
compositos de fibras, por serem materiais cada vez mais utilizados para confinamento de
elementos comprimidos de concreto. Estes materiais foram usados no confinamento de pilares

em dois exemplos apresentados neste trabalho.

No Capitulo 3, sdo descritos os modelos de elementos finitos utilizados para o
concreto e para a armadura, incluindo a formulagdo para a consideragdo da ndo-linearidade
geométrica nestes modelos. O concreto ¢ modelado através de elementos isoparamétricos
tridimensionais, de vinte nés, e a armadura através de um modelo incorporado, que permite

completa liberdade da localizagdo e distribuicdo das barras de ago.

Os modelos constitutivos adotados para o concreto e o ago sdo descritos no Capitulo 4.
O modelo constitutivo para o concreto comprimido baseia-se no critério de ruptura de Ottosen
(1977). A fissuracdo do concreto é considerada através de um modelo de fissuras distribuidas,
que leva em consideragdo a contribui¢io do concreto entre fissuras na resisténcia a tragdo. E
considerada aderéncia perfeita entre o concreto € o aco, sendo a degradagdo da aderéncia
considerada indiretamente, através da introdu¢do de um ramo descendente suave na curva
tensdo-deformagcdo do concreto tracionado. O ago ¢ modelado como um material
elastoplastico perfeito ou com endurecimento linear. Apresentam-se, também, neste capitulo,

os modelos para os materiais submetidos a cargas de longa duracao.
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No Capitulo 5, sdo apresentados os procedimentos de solucdo das equagdes de
equilibrio do modelo ndo-linear implementado neste trabalho, para a andlise de um material
elasto-viscoplastico, e explica-se 0 modelo de camadas adotado para o estudo das estruturas

de concreto ao longo do tempo.

No Capitulo 6, o programa computacional desenvolvido ¢ aplicado na analise de
pilares de concreto armado, e seus resultados sdo comparados com resultados experimentais
encontrados na literatura, de modo a validar o modelo numérico implementado. Sao também
apresentados exemplos de utilizagdo do modelo a pilares esbeltos constituidos de materiais
elasticos e elastoplasticos, para comprovar a formula¢do ndo-linear geométrica implementada.
Trés exemplos de pilares confinados sdo apresentados, de modo a mostrar a capacidade do
modelo na simulacdo do comportamento de estruturas de concreto submetidas a estados

triplos de tensdes.

Por fim, no Capitulo 7, apresentam-se as conclusdes obtidas neste estudo e sugestdes

para a sua continuidade e complementacao.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos e uma breve revisdo bibliografica
referentes ao tema abordado nesta dissertacdo, de modo a situd-la no contexto geral do que

tem sido realizado nesta area.

2.1 CONFINAMENTO

Quando um elemento de concreto ¢ comprimido axialmente, sdo induzidas, por efeito

Poisson, deformagdes transversais que resultam na expansao lateral do concreto.

Sob baixos niveis de carregamento, as deformagdes transversais sdo proporcionais as

deformagdes longitudinais, relacionando-se entre si através do coeficiente de Poisson.

Para valores criticos de tensdo, normalmente situados entre 75% e 80% da resisténcia
a compressao do concreto, a formacdo de microfissuras entre os agregados gratidos, na massa
do concreto, conduz a grandes incrementos de deformacgdes transversais, para acréscimos
relativamente pequenos de deformagdes longitudinais. A propagagdo e o agrupamento destas
microfissuras conduzem a falha do elemento estrutural, geralmente caracterizada pela

presenca de trincas paralelas a direcdo do carregamento (Santarosa et al, 2001).

O confinamento de pecas comprimidas de concreto permite diminuir o
desenvolvimento da fissuragdo ao longo do concreto, retardando a ruptura do elemento

estrutural, através do controle de sua expansdo lateral.

Quando o concreto confinado ¢ comprimido axialmente, o mesmo ¢ parcial ou
totalmente impedido de se expandir na dire¢do lateral, resultando em uma pressdo radial na
interface entre o concreto e o material confinante, conforme ilustrado na Figura 2.1. Esta
pressdo de confinamento induz um estado triaxial de tensdes de compressdo no concreto, o
que proporciona um comportamento superior, tanto em resisténcia quanto em ductilidade, em

relagdo ao concreto ndo confinado, submetido apenas a compressao uniaxial.
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O confinamento do concreto ¢ geralmente obtido pelo envolvimento do elemento
comprimido por materiais com boas caracteristicas de resisténcia a tragdo, disposto de

maneira a resistir ao aumento das deformagdes transversais.

O grau de confinamento de um elemento estrutural, do qual sua resisténcia e
ductilidade sao extremamente dependentes, ¢ fortemente influenciado pela forma de sua se¢ao
transversal e pelo material utilizado para o seu confinamento. As segdes circulares sdo
geralmente as mais eficientemente confinadas, por permitirem uma pressdo de confinamento
uniforme em toda a se¢@o, enquanto que nas pegas de se¢do prismatica ocorre concentragao de
tensdes em seus vértices. A continuidade do material confinante ao longo da peca comprimida
também influencia na uniformidade da pressio de confinamento, e suas propriedades
mecanicas definem, sobretudo, a variagdo da pressdo de confinamento com o aumento da

carga axial.

Material
Confinante

Compressao axial Expansdo Radial do Concreto Pressdo de Confinamento

FIGURA 2.1: Mecanismo do confinamento.

2.2 HISTORICO

Os primeiros estudos dos efeitos do confinamento no comportamento do concreto
foram realizados em concretos confinados de forma ativa por pressdes hidrostaticas laterais.
Em 1929, Richart et al verificou que a resisténcia do concreto confinado por pressao
hidrostética podia ser obtida por confinamento passivo, resultante da colocagdo de espirais de

aco pouco espagadas.

A partir de entdo, um grande numero de ensaios foi realizado por diferentes

pesquisadores, onde se estudou a quantidade e distribuicdo das barras de ago que poderiam
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proporcionar um maior confinamento do concreto. Comprovou-se principalmente que a
colocacdo de estribos pouco espacados e uma boa distribuicdo das barras longitudinais ao
longo do perimetro da secdo sdo essenciais para se obter um confinamento efetivo do

concreto.

Nas ultimas décadas, os métodos de confinamento obtidos através da distribuicao
conveniente de barras de ago transversais e longitudinais foram sendo substituidos pela
utilizacdo de tubos de aco preenchidos com concreto, chapas de aco, e mais recentemente pela

utilizacdo de polimeros refor¢ados com fibras (FRP).

A utilizagdo de tubos de aco no confinamento do concreto, principalmente em regides
sismicas, estendeu-se rapidamente devido aos beneficios obtidos, que incluem, além de um
aumento na resisténcia e ductilidade do concreto, uma resisténcia adicional ao corte. No
entanto, os tubos de aco apresentam algumas desvantagens, por estarem sujeitos a uma
flambagem prematura e por terem seu coeficiente de Poisson maior do que o do concreto no
inicio do carregamento, o que conduz a expansdes diferentes dos materiais, fazendo com que
haja separacdo entre os mesmos e retardacdo do mecanismo de confinamento. Os tubos de ago
também estdo relacionados a um alto custo de manutencdo e prevengdo contra a corrosiao

(Mirmiran e Shahawy, 1997).

O uso de materiais compdsitos no confinamento de estruturas de concreto retine os
mesmos beneficios dos tubos de ago, evitando os problemas acima descritos. Estes materiais,
na forma de chapas ou mantas flexiveis, podem ser usados para confinamento de colunas ja
existentes de concreto armado ou na forma de tubos pré-moldados, dentro do qual o concreto

¢ moldado, em construgdes novas.

Dentre todos os materiais compositos avangados, os compositos de fibras de carbono
destacaram-se no reforco e reabilitacdo das estruturas de concreto em geral, devido,
principalmente, a alta resisténcia que estas fibras apresentam. A utiliza¢do destes materiais no
refor¢o de elementos fletidos de concreto armado, particularmente vigas e lajes, ja foi bastante
estudada por diferentes autores (Beber, 1999; Silva, 1999). Estudos sobre confinamento de
elementos comprimidos de concreto por compositos de fibras sdo mais recentes, € a maioria
se concentra ainda no confinamento de colunas curtas de se¢do circular de concreto, embora
mantas de fibras de carbono ja tenham sido usadas com sucesso no reforco de pilares de

concreto (Saadatmanesh et al, 1994).
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2.3 OS COMPOSITOS DE FIBRAS

Os polimeros refor¢ados com fibras sdo materiais compositos formados pela

combinagdo de fibras de alta resisténcia com uma matriz de resina polimérica.

O comportamento e as propriedades dos materiais compositos dependem da natureza,
forma, arranjo estrutural e da interacdo entre seus componentes. Como as fibras podem ser
orientadas em qualquer dire¢@o, as propriedades estruturais e o modulo de elasticidade destes
compositos dependem do paralelismo entre os eixos das fibras e de sua distribuicdo e

quantidade.

Os FRP comecaram a ser produzidos industrialmente a partir de 1982 e aplicaram-se
rapidamente a uma diversificada gama de industrias, que vao desde as aeroespacial, naval e
automotiva até as de equipamentos esportivos, por causa da sua alta resisténcia, baixo peso

proprio, grande durabilidade e facilidade de assumir formas complexas (Norris et al, 1997).

Por longo tempo o alto custo inicial destes materiais e a falta de suficientes pesquisas e
informagdes técnicas adequadas limitaram ou inibiram a utilizagdo dos FRP na industria da
construcdo civil. Na ultima década, com a reducdo dos custos das matérias primas e de
manufatura, os FRP tornaram-se competitivos para a recuperacao e o refor¢o das estruturas de
concreto armado e/ou protendido, em relagdo aos materiais tradicionais utilizados para este
fim. Isto permitiu o desenvolvimento de uma grande variedade de pesquisas nesta area, que
visam o estabelecimento de uma avaliacdo tedrica em bases confidveis e seguras para o

projeto e o detalhamento dos reforgos das estruturas de concreto armado com estes materiais.

Uma variedade de fibras esta disponivel para materiais compdsitos, sendo as fibras de
vidro, carbono e aramida as mais utilizadas em conjunto com polimeros como poliéster, éster-

vinilico e epoxi.

O vidro foi por muito tempo a fibra predominante em muitas aplicagdes na engenharia
civil principalmente devido ao balango econdmico entre seu custo e suas caracteristicas de
resisténcia especificas. As fibras de vidro sdo comercialmente disponiveis em duas formas: E-
Glass e S-2. As fibras do tipo E-Glass sdo de baixo custo e apresentam baixo modulo e alta
resisténcia a umidade e a fadiga, e sdo geralmente usadas quando se deseja obter uma alta
resisténcia elétrica. As fibras do tipo S-2 sdo usadas para obter alta resisténcia, médulo e

estabilidade sob temperaturas extremas e ambientes corrosivos (Herakovich, 1998). As fibras
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de aramida sdo fibras organicas que possuem uma alta resisténcia quimica (Mirmiran, 1997) e
sdo empregadas em blindagens balisticas e utilizagdes que exigem aumento de flexibilidade

(Machado, 2002).

As fibras de carbono sdo materiais baseados nas forgas das ligacdes carbono-carbono,
no grafite e na leveza do atomo de carbono, sendo caracterizadas por uma combinagdo de
baixo peso, alta resisténcia e grande rigidez. Estas fibras sdo fabricadas através da pirdlise de
fibras organicas em uma atmosfera inerte e podem ser obtidas em uma grande variedade de
modulos de elasticidade, de acordo com a temperatura de pirdlise, que pode variar entre

1000°C e 3000°C (Schwartz, 1984).

As matrizes nas quais as fibras sdo imersas tem a funcdo de uni-las e protegé-las
durante o manuseio, fabricagdo e vida 1til do compoésito. As matrizes atuam no composito
transferindo as tensdes para as fibras por aderéncia, e devem ser térmica e quimicamente
compativeis com as fibras (Kwon, 2000). Tipicamente polimeros, metais e ceramicas podem
ser usados como matriz. No entanto, os polimeros sdo os mais utilizados, pois os metais sdo
pesados e estdo submetidos a corrosdo, e as matrizes de ceramica sdo quebradicas. Os
polimeros mais comuns sdo os poliésteres e o epdxi, sendo que estes ultimos apresentam uma

maior resisténcia a umidade e pequena retracdo durante a cura.

Segundo Beber (1999), os compositos de fibras de carbono apresentam um
desempenho superior a outras técnicas de reforgo estrutural, tais como a chapa de aco colada e
a argamassa de alto desempenho. A principal caracteristica deste material ¢ a elevada
resisténcia a tracdo, na direcdo de orientacdo das fibras, que apresentam comportamento

elastico linear até atingir a ruptura (Karbhari, 1998).

Mirmiran e Shahawy (1997) mostraram que os compositos de fibras, quando aplicados
no confinamento de colunas comprimidas de concreto, provocam uma pressdo de
confinamento que aumenta linearmente até a sua ruptura, enquanto que o confinamento por
meio de barras ou tubos de ago, ¢ caracterizado por uma pressdo de confinamento constante,
apos o escoamento do aco. Estas diferencas de comportamento influenciam a deformagao
volumétrica e a taxa de dilatagcdo do concreto, sendo observado que os concretos confinados

por FRP apresentam uma maior deformacao de ruptura.
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2.4 MODELOS PARA O CONCRETO CONFINADO

Os primeiros modelos para o concreto confinado empregavam relagdes simples para
determinacdo das tensdes e correspondentes deformagdes do concreto sob confinamento ativo
produzido por fluidos. Com a utilizagcdo de confinamento passivo obtido através de armadura,
muitos modelos analiticos foram desenvolvidos com base em resultados experimentais
especificos, estando geralmente limitados a determinadas se¢des transversais e distribuicdes
de barras de aco, assim como a concretos submetidos a baixas taxas de deformacdo e cargas

estaticas.

Em 1988 Mander et al propuseram uma relagdo tensdo-deformag¢do unificada para
prever o comportamento de pilares de concreto de secdo circular ou retangular confinadas
através de diferentes distribuicdes de barras de aco e submetidas a compressdo axial. O
modelo de Mander et al (1988) ¢ baseado em uma equagao desenvolvida por Popovics (1973),
que originalmente representava a resposta tensdo-deforma¢ao do concreto ndo-confinado. De
acordo com este modelo, a resisténcia e correspondente deformacdo do concreto confinado
sdo obtidas a partir da resisténcia do concreto ndo-confinado e da pressdo de confinamento
através de uma relagdo simples. No entanto, este modelo s6 pode ser aplicado para pressdes

de confinamento constantes.

Posteriormente, muitos modelos foram desenvolvidos com base no modelo de Mander
et al (1988), tendo-se obtido aproximacdes satisfatorias com resultados experimentais. No
entanto, as relagdes propostas por tais modelos sdo de natureza empirica ou semiempirica,
formuladas através de tratamentos estatisticos de resultados experimentais, € por isso ndo sao
facilmente estendidas a situagdes que sdo significantemente diferentes das situagdes que

geraram os dados de origem destes modelos.

Devido a grande limitacdo destes modelos, muitos pesquisadores tentaram obter
modelos para o concreto confinado com base em formulagdes teodricas, destacando-se os
modelos de Ahmad e Shah (1982), que usa um critério de resisténcia baseado na teoria de
falha octaédrica, nos trés invariantes de tensdo e em resultados experimentais; e o de
Karabinis e Kiousis (1994), onde os efeitos do confinamento, obtidos através da utilizacao de
estribos ou espirais de aco, em colunas circulares de concreto, sdo determinados com base na
teoria da plasticidade e em relagdes simples de compatibilidade de deformacdes entre o

concreto e a armadura que o confina.
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Como o uso dos compdsitos de fibras no confinamento do concreto é relativamente
novo, os trabalhos tedricos nesta area sdo limitados aos modelos originalmente desenvolvidos
para confinamento através de armadura transversal. O modelo de Mander et al (1988), apesar
de ser desenvolvido para colunas confinadas por armadura transversal convencional, foi
aplicado a colunas revestidas com tubos de aco (Chai, 1991) e com compositos de fibras

(Saadatmanesh et al, 1994).

No entanto, Mirmiran ¢ Shahawy (1997) mostraram que enquanto os modelos de
Mander et al (1988), Ahmad e Shah (1982) e Karabinis e Kiousis (1994) apresentaram boas
previsoes da curva tensdo-deformagao do concreto confinado por tubos de aco, estes modelos
apresentaram fracas previsdes do concreto confinado por fios de fibra de vidro e por tubos de

FRP, devido aos diferentes mecanismos de confinamento que estes materiais desenvolvem.

Samaan et al (1998) concluiu que os modelos para concreto confinado por FRP devem
levar em consideracdo a rigidez do tubo e propds um modelo analitico simples, baseado numa
correlagdo entre a taxa de dilatagdo do concreto e a rigidez circunferencial do material
confinante, para prever a resposta tensdo-deformag¢do completa dos concretos confinados por
compositos de fibras. Seu modelo mostrou uma boa correlagdo com resultados experimentais

obtidos por diferentes autores, apresentando uma margem de erro de 10%.

Em 2001, Fam e Rizkalla introduziram um novo modelo analitico para prever o
comportamento de colunas curtas circulares de concreto carregadas axialmente e confinadas
por tubos de polimeros refor¢gados com fibras. Este modelo corresponde a uma extensdo do
modelo de Mander et al (1988) para concreto sob pressdo de confinamento constante, a partir
do qual ¢ utilizada uma técnica de deformagdo passo a passo para considerar o aumento linear
da pressdo de confinamento exercida pelos compdsitos de fibras. O modelo baseia-se nas
equacdes de equilibrio, condi¢des de compatibilidade e num critério de resisténcia biaxial dos
tubos de FRP, e foi aplicado com sucesso a resultados experimentais que incluem

confinamento com tubos e mantas de fibras de vidro e de carbono.

No entanto, modelos mais gerais podem ser obtidos pela utilizagdo do Método dos
Elementos Finitos, onde o concreto e o material confinante podem ser modelados

separadamente, de acordo com suas caracteristicas proprias, o que foi feito neste trabalho.
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3 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo, sdo descritos a formulacdo do modelo de elementos finitos ndo-linear

geométrico e os modelos de elementos finitos utilizados para o concreto e para a armadura.

3.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

O Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece que, dado um so6lido em equilibrio,
submetido a forgas de volume e de superficie, e cujo estado de deformacdo sofre uma
variacdo arbitraria du que respeita as condi¢cdes de contorno de deslocamentos, o trabalho
realizado pelas tensdes ou solicitagdes internas ¢ igual ao trabalho realizado pelas forgas

aplicadas, de forma que:

iésT-c-deiéuT-b-dV+'S[8uT-t-dS G.D)

onde b e t sdo os vetores de for¢as de volume e superficie, respectivamente, d¢ ¢ o vetor de
deformacgdes virtuais associado ao vetor de deslocamentos virtuais du, ¢ € o vetor que
contém as componentes de tensdo, ¢ V ¢ S s3o o volume e a superficie do solido em

consideragao.

O Me¢étodo dos Elementos Finitos, que divide uma estrutura continua em uma série de
elementos conectados por um nimero finito de pontos (nds), permite obter equagdes de

equilibrio discretas a partir da equagdo (3.1).

De acordo com este método, os deslocamentos ao longo de um elemento finito sdo
obtidos a partir dos deslocamentos de seus nos, através do uso de fungdes de interpolagdo

apropriadas, por:

u=N-U (3.2)
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onde N = [N;I NulI ... N, I] € a matriz que contém as fungdes de forma para o elemento,
sendo Nj a fun¢do de forma associada ao no i, I é uma matriz identidade m x m, sendo m o

namero de nos do elemento; e U é o vetor de deslocamentos nodais do elemento.
Os correspondentes deslocamentos e deformagdes virtuais podem ser expressos por:
du=N-6U (3.3)
de=B-dU (3.4)

onde B =[B; B; ... B, | ¢ a matriz de deformagao-deslocamento total do elemento, sendo B; a
matriz associada ao nd i. A substituicdo das expressdes (3.3) e (3.4) na (3.1), sabendo que esta

ultima equagdo deve ser satisfeita para deslocamentos virtuais quaisquer, resulta em:
[B"-6-dV=[N"-b-dV+[N" -t-dS (3.5)
v v S '
As tensdes elasticas estdo relacionadas as deformagdes através da matriz constitutiva
D, por:
6=D-£e=D-(B-U) (3.6)

Substituindo a equacdo (3.6) na (3.5), obtém-se, para cada elemento, a seguinte

equacao de equilibrio:

K-U=P (3.7)
sendo
\'
a matriz de rigidez do elemento e
A% S

o vetor de for¢as nodais equivalentes do elemento.
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Quando a geometria do corpo analisado sofre poucas alteragdes durante o processo de
carregamento, as deformagdes e os deslocamentos podem ser considerados pequenos. Neste
caso, as integrais para a avaliacdo da matriz de rigidez K e do vetor de cargas P sdo
desenvolvidas sobre o volume original dos elementos e a matriz de gradientes B de cada
elemento ¢ constante e independente dos deslocamentos. Assim, se ha linearidade também
material, a equacdo (3.7) expressa uma relagdo linear entre os deslocamentos e as cargas
aplicadas, e a simples resolucdo desta equagdo fornece a resposta estatica linear para um

determinado carregamento.

No entanto, tais aproximag¢des ndo podem mais ser consideradas quando grandes
deslocamentos, rotagdes e/ou deformagdes ocorrem na estrutura, por causa da modificacao da
geometria de referéncia da andlise ao longo do processo de deformagdo do corpo. Mesmo
quando as deformagdes permanecem pequenas, a configuracdo deformada do corpo pode
diferir bastante de sua geometria inicial indeformada. Nestes casos, as equagdes de equilibrio
devem ser formuladas sobre a geometria deformada do corpo, e devem ser satisfeitas para
todo intervalo de tempo', através de procedimentos incrementais, do tipo passo a passo. Desse
modo, marchando-se através de pequenos incrementos de tempo, determinam-se

configuragdes deformadas sucessivas até que as equagdes de equilibrio sejam satisfeitas.

O fato da configuragdo do corpo mudar continuamente ao longo da andlise impde a
utilizacdo de medidas de tensdo e deformacdo apropriadas, pois sendo a configuracdo do
corpo, num determinado instante, desconhecida, as tensdes e deformagdes devem ser
referenciadas a uma configuracdo de equilibrio conhecida, para que se possa estabelecer o

equilibrio neste instante.

Problemas de nao-linearidade geométrica na mecéanica dos sélidos sdo geralmente
abordados através da formulacdo Lagrangeana, que permite com que as tensdes e
deformacdes, num determinado instante, sejam referidas a qualquer configuracdo de
equilibrio previamente calculada. Apesar de qualquer configuragdo de equilibrio
anteriormente calculada poder ser usada como referéncia, uma das seguintes formulagdes ¢

geralmente empregada (Bathe, 1996):

! Neste capitulo, o tempo é usado para definir diferentes intensidades de aplicagio da carga e, conseqiientemente,
diferentes configurac¢des do corpo.
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a) Formulacdo Lagrangeana Total, em que o sistema de referéncia da analise ¢ fixado
na configuracdo indeformada do corpo, de modo que todas as variaveis referem-se a

esta configuragao;

b) Formulacdo Lagrangeana Atualizada, em que todas as variaveis do problema sdo

referidas a ultima configuracdo calculada.

Dependendo do tipo de problema, uma das formula¢des acima discriminadas pode se
tornar mais vantajosa, em relacdo a outra, quanto a eficiéncia numérica. Bathe e Ozdemir
(1976) e Crisfield (1991) compararam estas duas formulagdes quando aplicadas a problemas
variados. A formulacdo Lagrangeana Atualizada permite calcular a matriz de rigidez mais
rapido computacionalmente, mas todas as derivadas do problema, como por exemplo as
derivadas das fungdes de interpolagdo, precisam ser calculadas a cada incremento de tempo,
em relagdo as coordenadas calculadas no tultimo instante, enquanto que na formulagao
Lagrangeana Total, as derivadas com respeito as coordenadas iniciais s precisam ser
calculadas uma vez, no primeiro passo de tempo, e armazenada na memoria para uso nos
passos de tempo subseqiientes (Bathe, 1996). Uma outra desvantagem da formulacao
atualizada ¢ que a precisdo da solucdo num procedimento incremental/iterativo ¢ afetada pela
precisdo das solucdes obtidas nos passos anteriores, de modo que os erros obtidos na
determinagdo da configuracdo atualizada podem se acumular, & medida que o niimero de

passos aumenta (Pai et al, 2000).

Neste trabalho, o modelo de elementos finitos ndo-linear geométrico foi desenvolvido
de acordo com a formulagdo Lagrangeana Total, de modo a permitir a andlise de estruturas
com grandes deslocamentos, como ¢ o caso dos pilares esbeltos. A formulagdo Lagrangeana
Total ¢ recomendada por Bathe (1996) quando sdo considerados grandes deslocamentos e

pequenas deformagoes.

De acordo com a formulagdo Lagrangeana Total, a equagdo de equilibrio (3.7) ¢é
estabelecida de maneira andloga ao caso linear geométrico, a partir do Principio dos
Trabalhos Virtuais, considerando-se o sistema de referéncia fixado na configuragdo original
indeformada e as medidas de deformagdo e tensdo, em relagdo a esta configuracdo, definidas
pelo tensor de deformacdo de Green-Lagrange e pelo Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff,

respectivamente, os quais serao definidos mais adiante.
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A deducdo do Principio dos Trabalhos Virtuais e da equagdo de equilibrio, para a
formulacdo Lagrangeana Total, ¢ detalhada por Real (2000). A expressao do Principio dos

Trabalhos Virtuais, para o caso de grandes deslocamentos, pode ser expressa por:

jasT-T~dV=jauT~b-dV+SjauT-t-ds (3.10)

Vo Vo

onde € ¢ o vetor de deformacdes de Green-Lagrange, T ¢ o vetor de tensdo de Piola-
Kirchhoff II, e Vo e Sp sdo o volume e a superficie de referéncia, correspondentes a

configuragdo indeformada, respectivamente.

A equagdo de equilibrio correspondente, apropriada ao Método dos Elementos Finitos,

¢ dada para cada elemento, num determinado instante, por:

jBT -T-dV:jNT -b-dV+jNT -t-dS
So

Vo Vo

(3.11)

De posse da equacdo constitutiva (3.6), chega-se, a partir da equagdo (3.11), e para
cada instante de tempo, a equacdo de equilibrio dada na (3.7), sendo que a matriz de rigidez K
e o vetor de cargas P sdo obtidos pela integra¢do indicada nas equagdes (3.8) e (3.9), sobre a

configuragdo de referéncia.

Somando-se, para cada grau de liberdade de cada n6 de elemento em que foi
discretizada a estrutura, as contribui¢cdes dos elementos que para ele concorrem, chega-se a
equacdo de equilibrio global da estrutura, que pode ser expressa, num instante de tempo tp,

por:
¥(U,)=P, —f,., =0 (3.12)

onde P, ¢ o vetor que contém as forcas externas aplicadas no instante t, sobre a estrutura
(correspondente ao lado direito da equagdo (3.11)), e finen € 0 vetor de forcas internas da
estrutura atuantes em t, (correspondente a integral do lado esquerdo da equacdo (3.11)), que ¢

uma funcdo dos deslocamentos nodais.

Desse modo, a solugdo do problema ndo-linear, através do Método dos Elementos

Finitos, com solucdo em deslocamentos, ¢ o vetor de deslocamentos nodais U,, que torna o
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vetor de forcas desequilibradas ‘I’(Un) nulo. O procedimento utilizado para solucdo deste

sistema de equagdes ndo-lineares ¢ descrito no Capitulo 5.

3.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO

Neste item € descrito o modelo de elementos finitos utilizado para o concreto, sendo
inicialmente apresentadas as fungdes de forma e expressdes bdsicas do modelo e

posteriormente a formulagao para a consideracdo da ndo-linearidade geométrica neste modelo.

3.2.1 Fungdes de Forma e Expressdes Basicas

O concreto ¢ modelado neste trabalho através de elementos finitos isoparamétricos

quadraticos, da familia Serendipity.

O elemento isoparamétrico quadratico, ilustrado na Figura 3.1, contém vinte nds, cada
qual possuindo trés graus de liberdade, correspondentes as translagdes segundo os trés eixos

do sistema global de coordenadas.

»N

X

FIGURA 3.1: Elemento isoparamétrico quadratico de 20 nos.

Neste elemento, o campo de deslocamentos possui variacdo quadratica e os campos de

tensdes e deformagdes, variagdes lineares.
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As fungdes de interpolagcdo (fungdes de forma) para este elemento sdo fungdes
quadraticas que tém como variaveis independentes as coordenadas normalizadas (coordenadas
naturais) &, n e §, e sdo apresentadas por Zienkiewicz (1977), para a numeragdo dos nds

indicada na Figura 3.1, como:

a) Nos de canto:
N, =%(1+&0)(1+n0)(1+co)(§0 T, +C, —2) i=1,3,6813,151820  (3.13)
b) Nos intermediarios:
Ni:%(1—§2X1+n0)(l+§0) i=2,7,14,19
1 2 .
N, :Z(l—n Ni+g, N1+,) i=45.1617 (3.14)

N, =%(1—C2)(1+§0)(1+n0) i=9,10,11,12

onde &, =¢&E,,n,=mm;,5, =CC;, e & ,.n, e €, sdo as coordenadas naturais do nd em

consideragao.

Como os elementos sdo isoparamétricos, as fungdes de interpolagdo podem ser
utilizadas para definir as incognitas e a geometria a partir dos respectivos valores nodais.
Desse modo, pode-se determinar as coordenadas cartesianas X, y € z de um ponto qualquer

deste elemento em fun¢do de suas coordenadas nodais, por:

x@nc) [NGEng 0 0 (x
yEndp=2 0 NEng 0 Ry (3.1)
2emg)) Tl 0 0 N (En.8)] |z,

onde N. =N.(§,n,C) ¢ a fungdo de forma correspondente ao no i, de coordenadas cartesianas

Xi, Vi € Zi, € m € o nimero de nds do elemento.

Os correspondentes diferenciais sdo dados por:
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dx dg
dyr=J"1dn (3.16)
dz dg

onde J ¢ a matriz Jacobiana, expressa por:

ox oy oz ON, 0N, N,

il A X, . Z.
& o o o oe Yt o
& o | N NN

J= @y - iy, —iy g (3.17)
on on on| iT| on on o
x oy oz N, N, N,
& o o o e Yt e

As derivadas das fungdes de forma em relagdo as coordenadas cartesianas X, y € z sao

obtidas aplicando-se a regra de derivacdo em cadeia, obtendo-se:

oN, ON;
Ox o€
% =J"! % (3.18)
dy on '
N ||
oz oC

3.2.2 Formulagdao do Modelo Nao-linear Geométrico

O modelo ndo-linear geométrico foi implementado com base na formulagdo
Lagrangeana Total, descrita no inicio deste capitulo. Neste modelo, consideram-se grandes

deslocamentos e pequenas deformacdes.

3.2.2.1 Coordenadas no Instante t,

As coordenadas do sistema deformado sdo obtidas adicionando-se as coordenadas do
sistema indeformado os deslocamentos sofridos pelo corpo durante o processo de
carregamento. Desse modo, num determinado instante t,, as coordenadas de uma particula do

corpo sao dadas por:
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X, =X+u,
Yo =Y+V, (3.19)

Z,=Z+W,

onde X, y e z sdo0 as coordenadas da posi¢do inicial da particula, na configuracdo indeformada

do corpo,e u,,v, e w_ sdo os deslocamentos totais da particula no tempo t,.

3.2.2.2 Deformagdes e Matriz Deformagao-Deslocamento Nao-linear

Na formula¢do Lagrangeana Total, as deformagdes sao calculadas com base no tensor
de deformagdes de Green-Lagrange (ou simplesmente Green), cujas definicdes sdo validas
tanto para pequenos quanto para grandes deslocamentos e deformagdes. O tensor de
deformacdo de Green-Lagrange ¢ definido, partindo da diferenca do quadrado do

comprimento de uma “fibra” material antes e depois da deformagao, por:
1
E =§[J,,n 3, -1 (3.20)

onde I ¢ uma matriz identidade e J,, ¢ a matriz de deformagdes Jacobiana, que contém os

gradientes de deformag¢ao no tempo t,, dada por:

ox, Ox, O0x, '@X N, N
ox oy 0Oz ox " ooy M oz ™
dy, Oy, Oy n | ON, ON, ON,
J, === n L= —y,, —Vy. —V. 3.21
Dn aX 8}/ 8Z ; aX yn1 8}/ yn1 8Z yn1 ( )
oz, 0z, 0z, ON, ON, ON,
—Z,, —Z, ——Z,
| Ox Oy 0z | | Ox oy 0z |

onde X,,, y,; € z,; sdo as coordenadas no instante t, dos ndés do elemento, sendo m o

ni

namero de nos e as derivadas cartesianas das fungoes de forma dadas em (3.18).

De posse das relagdes dadas em (3.19), é possivel expressar o tensor de deformagdes
de Green em funcdo dos deslocamentos. Desse modo, expandindo-se (3.20), obtém-se os

seguintes componentes, em relacdo a um sistema de coordenadas cartesianas:
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ou, 1|(ou, ) (ov,) (ow,Y
e, = +— + +
ox 2|\ ox Ox Ox

du, v {Gun du, v, ov, ow, awn}

(3.22)

Vo =2 Tt
oy  0Ox ox Oy Ox Oy ox 0y

onde ¢, ¢ a deformagdo especifica axial na diregdo X e y,, a deformagdo especifica de

distor¢do no plano XY, sendo os outros componentes obtidos de forma analoga. No caso de

deslocamentos pequenos, o vetor de deformagdes lineares ¢ obtido desconsiderando-se os

termos quadraticos.

O vetor de deformagdes, que contém estas componentes, pode ser decomposto em uma

parcela contendo somente os termos infinitesimais (€, ) € em outra contendo os termos nio-

lineares (€, , ), de modo que:

€, =8  +Ey. (3.23)

T . .
onde o vetor g, = <8X e, €, &, &, 8XZ> possui suas parcelas lineares dadas por:

2

=

0
ov

b

n

dy

ow,

g, =1. 07 (3.24)
+

oy 0x

ow ,

oy

du, ow,
+

oz Ox

Este vetor de deformagdes lineares pode ser expresso, no instante t,, de acordo com o

Me¢étodo dos Elementos Finitos, pela relagdo tensdo-deformacao linear:

g,,=>.B, U, (3.25)

As deformagdes virtuais correspondentes sdo dadas por:

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



23

de,, = By, -8U;, (3.26)
i=1

onde U, ¢ o vetor que contém os deslocamentos do n6 i do elemento, no instante t,,dU; € a

primeira variagdo deste vetor e B,; ¢ a matriz deformagdo-deslocamento linear, dada por:

N, 0 0
ox
0 N, 0
oy
0 0 86&
_ z
B, = % ai 0 (3.27)
oy 0x
) NN
0z 0Oy
N, N
L Oz ox |

As parcelas ndo-lineares do vetor de Green podem ser escritas convenientemente

cComo:

0 0
0 6, O o
110 0 o). "| 1
Exin =7 g1 o o 0, =5An-0n (3.28)
! T T 01
0 6, 0,
0, 0 0,

onde A ¢ uma matriz de dimensdes 6x9 que contém os gradientes dos deslocamentos no

instante t, € 0, € o vetor que contém estes gradientes, definidos por:

> Yz

T ou, Ov, Ow, T ou, Ov, Ow, T ou, Ov, Ow,
0, = ; 0, = ; (3.29)
ox oOx  0x Y oy oy Oy 0z 0z 0Oz

No Método dos Elementos Finitos, o vetor dos gradientes de deslocamentos pode ser

dado em termos dos deslocamentos nodais, de acordo com a relagao linear:
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0,=> G, U, (3.30)

onde G, ¢ a matriz que contém as derivadas cartesianas das fungdes de forma para cada no 1

do elemento, dada por:

% 0 0
[5).4
0 % 0
[5).4
0 0 %
[5).4
% 0 0
» 0
N .
G=0 — 0 (3.31)
» 0
N .
0 0o —
oy
% 0 0
0z
0 % 0
0z
0 0 %
L 0z |

~ . . \ . 2
As deformagoes virtuais, correspondentes a (3.28), podem ser escritas como”:

:An 80n :i(An GI)SUI

i=1

5¢ (3.32)

NLn n

Sendo as deformagdes ndo-lineares dadas pela equacdo (3.28), onde o vetor 0 ¢ dado

na (3.30), e tendo em vista a equacao (3.25), a equagdo (3.23) pode ser escrita como:

m 1
8n ZZ[BLi_i_EAn.Gij.Uin (333)

i=1

Definindo a matriz deformagao-deslocamento ndo-linear por:

1 1 . .
> A variagio da equagio (3.28) ¢ dada por: Jg, =58An -0, +EA" -00, =A, -00_, pois, devido as

propriedades das matrizes A, € 0,, 0A_ -0, = A -080 (Zienkiewicz, 1977).
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B, =A, -G, (3.34)

o vetor de deformacdes de Green pode ser escrito como:

m 1
€, ZZ[BM +EBNLinj'Uin (3.35)

i=1

e as deformagdes virtuais correspondentes, cujos termos lineares e ndo-lineares sdo dados

pelas equacdes (3.26) e (3.32), podem ser expressas por:

e, =Y B, 83U, (3.36)
i=1
onde

B;, =B, + By, (3.37)

Dessa forma, a matriz deformacao-deslocamento, no caso de ndo-linearidade

geométrica, ¢ dada por:

B, =B, +A, -G, (3.38)

Como as matrizes B;, A e G, sdo conhecidas, e sabendo que as coordenadas de um

ponto na configuragdo atual sdo dadas pelas equacdes (3.19), a matriz deformacgdo-

deslocamento ¢ determinada por:

ox, ON, oy, N, éz, oN,

0x Ox Oox Ox Ox Ox

ox, N, oy, &N, oo, N,

dy Oy dy Oy dy Oy

ox, N, oy, N, o2, N,

_ 0z 0Oz 0z 0z 0z 0z
Bu=lox, oN, ox, 0N, ay, N, dy, ON, a7, N, dz, N, | B39

+
oy &x ox 0y Ody ox Ox dy Oy ox  oOx 0y
ox, 0N, &, N, oy, N, oy, 0N, &, 0N, &z, oN

1

+
0z 0y Oy 0z 0z 0y Oy 0z 0z Oy Oy Oz
0x, ON; +8xn ON, 0Oy, ON, +8yn ON, 0z, K ON, 0z, 6 ON

1

+
L 0z OX Oox 0z 0z OX O0x 0z 0z OX Oox 0z |
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3.2.2.3 Medidas de Tensdo

Segundo sua definicao classica, se dP, ¢ um vetor de for¢a elementar atuando sobre
uma area elementar dA, definida no volume do corpo, no instante t,, o vetor tensdo ¢ dado

por:

ty =—" (3.40)

Este vetor também pode ser expresso, de acordo com a Lei de Cauchy, como:

t. =6 n (3.41)

n

onde ¢, ¢ o tensor de tensdes de Cauchy, conhecido por tensor de tensdes fisicas ou

verdadeiras, por representar as for¢as elementares atuantes no sistema deformado por unidade

de area da configuracdo deformada; e n ¢ o vetor unitario normal & area elementar dA,.

Na formula¢do Lagrangeana Total, deseja-se obter um tensor tensdo que relacione um
vetor de forga elementar dP,, agindo sobre o corpo no instante t,, com a geometria do corpo
na configuracdo indeformada. Com esta finalidade sdo definidos matematicamente o Primeiro
e o Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff, sendo este tltimo mais apropriado ao modelo, por
possuir a condicdo de simetria e relacionar-se diretamente com o tensor de deformagdes de

Green-Lagrange, por meio das relacdes constitutivas (Bathe, 1996).

O Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff ¢ expresso, em componentes cartesianas, para

estado triplo de tensdo, por:

Tx Xy Xz
T,=|T,, T, T, (3.42)
T, T, T,

Este tensor se reduz ao tensor de tensdo de Cauchy, para o caso de pequenas

deformacdes e pequenos deslocamentos.
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3.2.2.4 Matriz de Rigidez e Vetor de For¢as Equilibradas

A substituicdo da equacdo (3.36) no Principio dos Trabalhos Virtuais permite a
obtencdo de uma expressdo idéntica & equacdo de equilibrio para o caso de pequenos
deslocamentos. No entanto, a matriz deformagao-deslocamento, dada pela equacgdo (3.39), nao
¢ mais linear, de modo que as forcas resistentes internas sdo dadas, para cada elemento de

concreto, por:

Q. =[BT, dv (3.43)

Vo

onde B, = [B1 B; ... By |n € a matriz deformagao-deslocamento para o elemento de concreto
no instante t, € T, € o vetor que contém as componentes de tensdo de Piola-Kirchhoff II neste

instante, dadas na forma:
T =(T, T, T, T, T, T,) (3.44)
A matriz de rigidez para o elemento de concreto ¢ dada por:

K. =[B] DB, -dv

Vo

(3.45)

onde D ¢ a matriz constitutiva elastica para estado triplo de tensdo, dada para materiais

isO6tropos por:

1 v/(1-v) v/(l-v) 0 0 0
1 vi(l-v) 0 0 0
1 0 0 0

p__ El-v) SIM 1=2v 0 0 (3.46)
(+vi—2v) W= :
2(1-v) 0
1-2v
i 2(1-v)]

sendo v o coeficiente de Poisson do concreto € E seu modulo de elasticidade. O elemento

diferencial de volume ¢ dado por:

dV =dx -dy - dz=detJ - d&-dn - d¢ (3.47)
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onde det J ¢ o determinante da matriz Jacobiana dada pela equagao (3.17).

Esta matriz de rigidez ¢ calculada numericamente, para cada instante t,, através de

uma regra de integracdo do tipo Gauss, pela expressao:
g
> B.-DB, w,w,w, detd (3.48)

onde ng ¢ a ordem da regra de integragdo, ou seja, o nimero de pontos de integragdo em cada
dire¢do do elemento, e wi, w; € wi sdo fatores de peso. O vetor de forcas internas equilibradas,

expresso pela equagdo (3.43), € calculado numericamente de forma andloga.

O programa computacional implementado neste trabalho utiliza o esquema de
integracdo proposto por Hinton (1988), em que sdo utilizados 15 pontos de integracdo
dispostos simetricamente no dominio tridimensional do elemento. A regra de integracao

utilizada ¢ descrita em detalhes no Capitulo 5.

3.3 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

Existem trés formulagdes para representar as barras de aco em um modelo de
elementos finitos para a andlise de estruturas de concreto armado: a discreta, a distribuida e a

incorporada.

No modelo discreto, a armadura € representada usando elementos de barra discretos
(elementos unidimensionais tipo treliga), que possuem nos coincidentes com os da malha de
elementos finitos de concreto, conforme ilustrado na Figura 3.2. Assim, esta técnica requer
que a localizagdo das barras coincida com a malha de elementos finitos, limitando a escolha

desta para discretizar as estruturas de concreto.

FIGURA 3.2: Modelo discreto.
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No modelo distribuido, considera-se o ago distribuido uniformemente no elemento de
concreto, sendo cada conjunto de barras de armadura substituido por uma camada bi-
dimensional de espessura e area equivalente (Figura 3.3). Este modelo representa bem a

armadura quando a mesma ¢ densamente distribuida, como no caso de placas e cascas.

®
P
Armadura:
Y ZZZ77Z27R27272727222]
b ‘\_ . . ,
Camada de armadura distribuida

equivalente.

FIGURA 3.3: Modelo distribuido.

J4 no modelo incorporado, a barra de ago ¢ representada por um elemento uniaxial que
¢ considerado como uma linha de material mais rigido no interior dos elementos de concreto,
de modo que seus deslocamentos coincidam com os do elemento no qual se encontra. Os
deslocamentos ao longo dos segmentos de armadura podem, dessa forma, serem referenciados

aos deslocamentos nodais do elemento finito de concreto.

Este modelo prové uma representacdo realista das barras de armadura, sem que novas
incognitas sejam introduzidas no sistema de equacdes de equilibrio e apresenta a vantagem
das barras poderem ser arbitrariamente colocadas no interior de um elemento de concreto,

sem necessariamente estarem vinculadas a malha de elementos finitos (Figura 3.4).

/

/
/

FIGURA 3.4: Modelo incorporado.

Todos os trés modelos acima descritos consideram aderéncia perfeita entre o ago € o

concreto. A selecdo de um dos modelos para representacdo do ago através do Método dos
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Elementos Finitos pode ser baseada na facilidade de aplicagdo do modelo a um determinado

tipo de elemento estrutural.

Neste trabalho, adotou-se um modelo incorporado de armadura, devido as vantagens
quanto a sua flexibilidade na disposicdo das barras de armadura no interior do elemento de

concreto.

Apresentam-se, a seguir, as fungdes de forma utilizadas para as barras de armadura e a
formulagcdo geométrica do modelo incorporado de armadura, considerando a nao-linearidade
geométrica da estrutura. Descreve-se ainda o procedimento utilizado para a determinacdo

automatica dos segmentos das barras contidos em cada elemento finito de concreto.

3.3.1 Funcoes de Forma

Neste trabalho, as barras de armadura sdao modeladas através de elementos
isoparamétricos quadraticos unidimensionais (Figura 3.5), que permitem a modelagem de

barras retas e curvas.

.

@ ® X
2 3

FIGURA 3.5: Elemento isoparamétrico quadratico unidimensional de 3 nos.

As fungodes de interpolagdo para o elemento de armadura sdo fungdes unidimensionais
expressas em termos de uma coordenada normalizada independente, ¢ podem ser obtidas a

partir de polindmios de Lagrange, dados pela expressao (Zienkiewicz, 1977):

(=) O =20 o= 20c)- (0 = %)
e = %0) 00 =2 0ot =X ) 0t = %)

HY (3)= ( (3.49)

Esta fungdo ¢ um polindmio de grau m =n - 1 em 7y, e tem valor unitdrio em y=yx e

nulo para ¥ =79,,.--» 1> Lisrs---» Ln» ONde n € 0 nimero de nds do elemento.

Assim, para o elemento mostrado na Figura 3.5, tém-se as seguintes fun¢des de forma:
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Hl(X): (Xzz_ X)
.(0=(-) 30)
b ()02

3.3.2 Formulacao Geom¢étrica

A formulagdo descrita neste item para incorporar as barras de armadura ao elemento
tridimensional de concreto foi desenvolvida com base na formulagdo bidimensional
apresentada por Elwi e Hrudey (1989), que permite com que a localizagdo e a geometria das

barras de armadura sejam independentes da malha de elementos finitos.

Desse modo, independentemente da malha de elementos finitos definida para o
concreto, as barras de armadura sdo posicionadas através da definigdo de um conjunto de
pontos nodais, especificados em coordenadas globais cartesianas, sendo as barras retas

definidas por dois pontos e as barras curvas definidas por trés pontos.

Para assegurar uma continuidade interelementar adequada, ¢ necessario colocar nos
nos elementos de barra, onde a armadura atravessa o elemento de concreto. As coordenadas
dos nds das barras, localizados entre os nés de definicdo das mesmas, sdo obtidas por

interpolag@o. Desta forma, nds adicionais sdo colocados dentro do elemento de concreto.

Como as barras de armadura sdo modeladas através de elementos isoparamétricos, as

coordenadas de qualquer ponto ao longo de uma barra podem ser obtidas por:

x()]  |[H) 0 0 |[x
yop=2] 0 Hl) 0 hw (3.51)
2A0)) 7o 0 H)z

onde x;, yj € z; sdo as coordenadas globais do n6 j do elemento de armadura, H J(x) ¢ a fungdo

de forma associada a este no, definida para cada n6é em (3.50), em fun¢do da coordenada

normalizada independente y , e 1 ¢ o nimero de n6s do elemento de armadura.
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A partir da expressdo anterior, pode-se obter um elemento diferencial de comprimento
dsy, disposto ao longo da barra de armadura, que € necessario nas integragdes ao longo da
mesma. Considerando a ndo-linearidade geométrica da estrutura, a orientacdo da tangente a
barra ilustrada na Figura 3.6, no instante t,, ¢ dada pelos angulos o, Bn € yn que a mesma faz

com os eixos X, Y e Z, respectivamente, de modo que seus cossenos diretores sejam dados

por:
dx, dx, dy
cosa, = =
ds, dy ds,
cosf, = dy, = dy, dx (3.52)
ds, dy ds,
dz, dz, 6 dy
cosy, = =
ds, dy ds,

onde o elemento diferencial de comprimento ds, pode ser obtido a partir dos elementos

diferenciais cartesianos dx,, dy, € dz,, resultando no seguinte fator de mapeamento:

2 2 2
ds, _ |fd%. )  (dYa) (92, (3.53)
dy, dy, dy, dy,
c
d [ dH; ]
- CL
ddx . dX d Xn j
y Hj
ol 310 =2 0 [y 3.54
dy le dy J (.34
dz, 0 0 dH; Znj
dy L dy |

. sdo as coordenadas globais do no j do elemento de armadura no instante

onde X,;, ¥,; € Z,;
t,. Desse modo, os cossenos diretores da reta tangente, em qualquer ponto ao longo da
armadura, bem como o fator de mapeamento ds,/dy, podem ser facilmente calculados, para

cada instante t,, usando as equagdes desenvolvidas acima.
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X Y
FIGURA 3.6: Coordenada ao longo do eixo da armadura.

Um elemento diferencial de volume dV_, da barra de aco pode ser expresso em termos

de ds, e da area A, da secdo transversal da barra, resultando:
dv, =A_ds, (3.55)

Desse modo, integrais envolvendo elementos de volume ao longo da armadura podem

ser resolvidas em termos da coordenada normalizada y, utilizando o fator de mapeamento

dado na Equacao (3.53) para definir o elemento diferencial de volume da barra:

dV_ =A, ds,
dy,

dy (3.56)

3.3.3 Procedimento para Determinacdo dos Segmentos de Armadura Contidos

em cada Elemento de Concreto

O programa computacional implementado, neste trabalho, calcula de forma automatica
os segmentos das barras de armadura que ficam situados no interior dos elementos de

concreto, de acordo com o procedimento descrito neste item.

O primeiro passo consiste na transformagdo das coordenadas globais Pj (x,y,2), dos
pontos que definem as barras de armadura para coordenadas naturais locais P; (&m,¢) do

elemento de concreto no qual se encontra. A relagdo entre as coordenadas locais e globais,
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para um dado ponto P; de defini¢do da barra de aco ¢ dada implicitamente, para elementos

isoparamétricos, por:

X - Ni(g,m,C) 0 0 Xi
=3 0 Ni(E,m,C) 0 yi (3.57)
z ! 0 0 Ni(E,m,6) ||z

Pj

onde X, y e z sdo as coordenadas globais do ponto de definicdo da barra de aco, Xxj, yj € zj sdo
as coordenadas globais dos nds i do elemento de concreto, de fungdes de forma Nj(E,n,C), e

m é o numero de nds do elemento de concreto.

Como a forma explicita da relagdo inversa a (3.57) ndo ¢ facilmente encontrada, o
mapeamento inverso ¢ realizado numericamente, baseando-se no fato de que as coordenadas

naturais do ponto P; da barra de armadura sdo as raizes do sistema de equacdes ndo-lineares:

X Ni(g,m,§) 0 0 Xi
fen =1y -2 0 NEnd 0 fyi=0 (3.58)
z o 0 0 Ni(€,1,0) || z

Pj

Elwi e Hrudey (1989) sugerem a utilizagdo do esquema iterativo de Newton-Raphson,

a partir do qual tem-se a seguinte solu¢do, apds k+1 iteragdes:

ak+1 ak A& k+1
n ={M¢ +94n (3.59)
: Pj CPJ A Pj
onde

AE) ! X CINS0 0 [x

ang =@ [yt =Xl o NY oo |y, (3.60)

A z| 710 0 NSz

Pj PJ

T . . . . o
sendo (J k) a inversa da matriz Jacobiana transposta do elemento de concreto, na iteragao k,

e N¥ suas fungdes de forma nesta iteragdo.
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Determinadas as coordenadas naturais dos pontos de definicdo da geometria da barra,
referenciadas ao sistema natural do elemento de concreto, parte-se para a segunda etapa do
processo, que consiste na definicdo da curva que passa por estes pontos, como ilustrado pela
Figura 3.7. Esta etapa consiste, mais especificamente, em determinar as coordenadas naturais
da interseccdo da barra de armadura com o plano que contém a face do elemento de concreto.
As faces do elemento de concreto sdo definidas fixando-se uma das coordenadas naturais

como 1 ou —1, podendo as outras coordenadas assumirem valores entre -1 e 1.

FIGURA 3.7: Curva de definicao da barra de armadura.

Zienkiewicz (1977) sugere o emprego de polindmios interpoladores de Lagrange para
determinar as coordenadas naturais dos pontos da curva que definem o eixo da barra de ago,

de modo que quando a coordenada & de um ponto da barra ¢ conhecida, calculam-se 1 e C

pelas expressoes:

n=>fEh: =2 £k (3.61)

e=2 gk ¢=2 ek, (3.62)

E, finalmente, quando a coordenada C ¢ conhecida, & e n sdo dados por:

np np

£=>h,(C)k; n=>_h, (&M, (3.63)

i=1 i=1
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onde np ¢ o numero de pontos que definem a barra de armadura e f, g e h sdo fungdes

(polindmios de Lagrange) dadas pelas seguintes expressoes:

fi(a)zﬁ((;__—%j)); gi(n)=ﬁ($:—?1?); hJCFE[((;__—%j)) (3.64)

1 Gzl i

A terceira etapa consiste em verificar se existe intersec¢do da curva P,,P,,...,P_, com

>+ np °
cada uma das seis faces que definem o elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada

€ =1 do elemento de concreto e calculam-se as coordenadas n e £ da intersec¢do da curva
da barra com a face do concreto de acordo com as equacdes (3.61). Se —1<n<1 e
—1< <1, a barra intercepta esta face do elemento. Repete-se o procedimento de maneira
analoga, fixando-se a coordenada n==1 ou {==1 e verificando os limites das coordenadas
que variam na face em analise do elemento de concreto. Desta forma, define-se um elemento
unidimensional representativo da parte de armadura situada no interior deste elemento de

concreto.

Neste estagio do processo, considera-se a possibilidade de existir um unico ponto de
intersec¢do com o elemento de concreto, que corresponde ao caso em que a barra intercepta
somente um vértice do elemento. Neste caso, o programa considera que a barra ndo intercepta

o elemento de concreto.

A quarta etapa consiste na verificacdo do trecho de armadura efetivamente contido no

elemento de concreto, destacando-se os seguintes casos possiveis:

a) Um dos nods, que definem as extremidades do elemento de armadura, encontra-se
localizado dentro do elemento de concreto. Isto se evidencia quando as coordenadas

naturais de P, ou Pnp, em modulo, sdo menores que 1. Neste caso, o programa se

encarrega de distinguir a intersec¢do verdadeira (Iy) da falsa (Ir) e assim obter, de
forma correta, o comprimento real do segmento de armadura contido no interior do

elemento de concreto. A Figura 3.8 ilustra esta situacao.

b) Os dois nos que definem a geometria da barra encontram-se localizados no interior

do elemento de concreto. Neste caso, o0 programa toma para as coordenadas naturais
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dos pontos de intersec¢do as mesmas coordenadas naturais dos pontos P, e Prp ja

obtidas anteriormente. A Figura 3.9 ilustra esta situagao.

¢) Nenhum dos nos de defini¢do da barra esta situado dentro do elemento de concreto.
Neste caso existem duas possibilidades: a primeira, quando o segmento que liga os

dois pontos P, e Ppp intercepta o elemento (Figura 3.10) e a segunda, em caso

contrario (Figura 3.11).

FIGURA 3.8: P; dentro do elemento de concreto.

FIGURA 3.9: P, e Py, dentro do elemento de concreto.

P4

FIGURA 3.10: Segmento que liga P; e Prp intercepta o elemento.
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FIGURA 3.11: Segmento que liga P; e Ppp ndo intercepta o elemento.

A quinta etapa consiste na criagdo de um né intermediario no segmento de armadura
contido no interior do elemento de concreto, e posterior determinagdo das coordenadas
globais e naturais dos nds extremos do segmento, bem como do no6 intermedidrio. A Figura

3.12 ilustra esta etapa.

FIGURA 3.12: Segmento de armadura dentro do elemento de concreto.

A sexta e ultima etapa consiste em verificar se a barra se encontra disposta ao longo de
uma face ou ao longo de uma aresta, num determinado elemento. Neste caso, a rigidez
associada com a armadura ¢ distribuida a dois ou a quatro elementos de concreto,

respectivamente.
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3.3.4 Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas Equilibradas

Considerando-se aderéncia perfeita entre o aco e o concreto, admite-se que o campo de
deslocamentos da armadura ¢ idéntico aquele do elemento de concreto no qual a barra de ago
estd inserida, e como as barras de ago sdo modeladas neste trabalho por elementos
unidimensionais, sob a hipdtese de que as mesmas resistem apenas a esfor¢os na sua diregao,
a deformagdo ao longo da armadura ¢ igual a deformagdo no elemento de concreto, na direcao

tangente ao eixo do segmento de armadura.

Dessa forma, a deformacdo na armadura pode ser calculada, com base na expressao

proposta por Elwi e Hrudey (1989), por:

S

— 2 2 2
€, =€,.€08" ., +€,.c08 B +g,.c08"y, + (3.65)
Yy-Cosa,.cosB, +7y,.cosf, .cosy, +7,,.c080,.CO87, '

onde &, €y, €, Vxy» Yyz € Yxz 530 as componentes da deformacdo no elemento de concreto, no

istante t,,.

Como as componentes da deformagdo em um ponto do elemento de concreto podem
ser obtidas diretamente de seu campo de deslocamentos pela expressao (3.35), a deformagao

na armadura pode ser facilmente encontrada pela equagado (3.65).

Para determinar a contribuicdo da armadura para o vetor de forgas internas
equilibradas do elemento de concreto, ¢ necessario calcular a primeira variacdo da

deformacao da armadura:

8¢,, =dg,.cos’ a, + 8 .cos’ B, +8¢,.cos’ v, +
(3.66)
dY,,-cosa,.cosf, +0y,.cosf3, .cosy, +0y,,.cosa,.cosy,

onde a primeira variagdo das componentes de deformacdo do elemento de concreto pode ser
calculada pela equacdo (3.36). Substituindo-se estas componentes em (3.66), pode-se escrever
a primeira variacdo da deformacdo da armadura em fungdo da primeira variacdo dos

deslocamentos nodais do elemento de concreto como:

8¢, = By, -8U,, (3.67)
i=1
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onde 6U; ¢ o vetor que contém a primeira variagdo dos deslocamentos do né i do elemento

de concreto € B ¢ o vetor linha que relaciona a primeira variagdo da deformagdo na

armadura com estes deslocamentos. Este vetor ¢ dado, num determinado instante de tempo, e

para cada nd i do elemento de concreto, considerando-se a ndo-linearidade geométrica da

estrutura, por:

6’x 0
+cosP, cosy,
8x 8yj (8z oy ay oz

sin

aayayaz

Para pequenos deslocamentos, em que x_ =x, y =y € Z,

reduz a relagdes deformacgdo-deslocamento lineares para a armadura.
A equacdo (3.67) pode ser escrita alternativamente como:

0. =B. -8U

Sn Sn n

onde Bsn:<le B, .. Bsm>n ¢ o vetor linha que contém as

deslocamento para a armadura e dU, € o vetor que contém a

. [0ox, ON; 24 [ 0%, ON, . (0%, ON, 0x,
cos o, | —+——|+cos” B,| —-—— |+cos”y,| —+—— |+ cosa, cosP,
ox 0Ox o0y Oy 0z oz

0x, ON, 6’x 8N (axn ON, 0x, ON;
+cosa, Cosy, — Ly _n_ 1
74 0x 0z

coszan(%%j+coszﬁn %, N, +c0s2yn(%aN j+c0sot cosf3, %,
0x 0x oy oy 0z 0z y

+%8@N j+c0s[3 cosyn(ay“al+ay“ al]+c0soc cosyn(ay“al+ay“ alj
y z

, (8zn 8Nij ,., [0z, ON, , (8Zn ON, j oz,
cos o, — |+cos” B,| —+— |[+cos"y,| —+ +coso, cosf,
0x Ox Oy oy 0z 0z y

. ON; 0z, ON, 0z, ON; (8z N, 0z, ON;
——11+cosB, cosy, —L 2 +cosa, cosy, —L 2
Oy 0z Ox 0OXx 8Z

oN
dy ox

e

(3.68)

~z, 0 vetor acima se

(3.69)

relacdes deformacao-

primeira variacdo dos

deslocamentos nodais do elemento de concreto, sendo m o nimero de nos deste elemento.

De acordo com o Principio dos Trabalhos Virtuais, a contribuicdo da armadura para o

trabalho virtual interno pode ser calculada a partir da expressao:

3W,, = [8e,, ‘o, -dV

sn sn

onde o, ¢ atensdo normal na armadura e Vi o seu volume.

(3.70)
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Substituindo (3.69) na (3.70), obtém-se:

3W,, = [3U] ‘B, o

Vs

_ T
sn .stn _SUH .QSn (371)

onde, lembrando-se a equacdo (3.56) e sendo a primeira variacdo do vetor de deslocamentos
nodais do elemento de concreto arbitraria, a expressdo que permite calcular as forcas internas
equilibradas correspondentes ao estado de tensdo a que se encontra submetida a armadura ¢

dada por:

ds
Q,, =[B,, o, A —"-dy (3.72)
x

dy
A relacdo constitutiva para a armadura pode ser escrita como:
o, =E, ¢ (3.73)
onde E; ¢ 0o modulo de elasticidade longitudinal do ago.

Substituindo-se (3.73) em (3.72), e aproximando a deformacdo na armadura pela
multiplica¢do do vetor B, pelo vetor dos deslocamentos nodais U , obtém-se:
ds,

K, U =[B, -E B, A, P L (3.74)
x

onde K, ¢ a contribui¢do da rigidez da armadura a matriz de rigidez do elemento de

concreto.

A matriz de rigidez da armadura ¢ calculada numericamente, através da Quadratura de

Gauss-Legrendre, de acordo com a equagao:

K, =>[B)E-B,) A S (3.75)

onde ng ¢ o numero de pontos de integragdo de Gauss (igual a dois neste trabalho), as
grandezas associadas ao indice i sdo calculadas na posicao do ponto de integragdo i, € wi € 0
fator de peso associado a este ponto. O vetor de forgas internas equilibradas ¢ calculado

numericamente de forma andloga.
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3.4 MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE FORCAS EQUILIBRADAS PARA O ELEMENTO

DE CONCRETO ARMADO

Como os deslocamentos ao longo da armadura sdo obtidos a partir dos deslocamentos
nodais dos elementos de concreto, a matriz de rigidez da armadura tem as mesmas dimensdes
que a matriz de rigidez do elemento de concreto. Deste modo, a matriz de rigidez total de um

elemento de concreto armado ¢ dada pela superposicao, termo a termo, das duas matrizes:
K, =K, +> (K,,), (3.76)

onde nb ¢ o nimero de segmentos de armadura contidos no interior do elemento de concreto.

De forma analoga, o vetor de forcas internas equilibradas para o elemento de concreto

armado ¢ obtido por:

Q,=Q., +>.(Q,,), (3.77)
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

Para a andlise numérica de estruturas de concreto armado, ¢ necessdrio que sejam
definidos modelos constitutivos para cada material. Neste capitulo sdo apresentadas e

discutidas as formulagdes dos modelos utilizados para o concreto e para a armadura.

4.1 MODELO CONSTITUTIVO PARA O CONCRETO

O concreto, por ser um material composito obtido a partir da mistura de agregados

miudos e gratdos e de uma pasta de cimento, possui um comportamento bastante complexo.

A presenca de microfissuras, especialmente na interface da pasta de cimento e dos
agregados, ¢ fundamental para o comportamento mecanico do concreto. A propagacao destas
microfissuras, durante o carregamento, produz o comportamento ndo-linear deste material
estrutural. Também contribuem para este comportamento o esmagamento do concreto e as

deformacgdes que ocorrem ao longo do tempo.

Neste trabalho, ¢ utilizado um modelo elasto-viscoplastico para representar o
comportamento do concreto sob cargas de curta e longa duragdo. O modelo elasto-

viscoplastico basico utilizado ¢ mostrado na Figura 4.1.

\\\\|\\\\\

FIGURA 4.1: Modelo elasto-viscoplastico unidimensional.

Neste modelo, a resposta elastica instantanea ¢ proporcionada pela mola linear. Como

o amortecedor ndo sofre deformacdo instantanea, o elemento de atrito também apresenta
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deformacdo nula, pois ambos estdo conectados em paralelo. O elemento de atrito torna-se
ativo somente se a tensdo corrente for maior que a tensdo de plastificacdo, sendo o excesso de

tensdo absorvido gradativamente pelo amortecedor.

O comportamento elasto-viscoplastico € caracteristico das estruturas de concreto, que
apresentam deformagdes imediatas, deformagdes ndo reversiveis apds atingido o seu limite de
plasticidade e deformagdes que ocorrem ao longo do tempo, como a retragdo e a fluéncia. No
programa implementado neste trabalho, este comportamento ¢ obtido em duas etapas

distintas.

Numa primeira etapa, ¢ determinada a resposta da estrutura para incrementos de
tempo. Esta resposta, transcorrido um periodo de tempo apds a aplicacdo da carga,
corresponde a um comportamento viscoelastico dos materiais, onde ocorrem os efeitos
diferidos na estrutura (fluéncia e retragdo do concreto). Considera-se, nesta etapa, que a

tensdo de plastificagdo ¢ nula.

Na segunda etapa, ¢ determinada a resposta da estrutura para incrementos de carga.
Esta resposta ¢ obtida através do modelo elasto-viscoplastico para o tempo tendendo ao
infinito. Quando o tempo cresce indefinidamente, a parcela de tensdo que o amortecedor
absorve diminui gradativamente, enquanto que o elemento de atrito se torna cada vez mais
rigido. Sendo a velocidade de deformagdo viscosa proporcional a tensdo absorvida pelo
amortecedor, a mesma diminui e adquire um comportamento assintotico, que tende a resposta

de uma estrutura de comportamento elastoplastico.

A seguir, descreve-se o modelo elastoplastico com endurecimento empregado para
representar o comportamento ndo-linear do concreto comprimido. Posteriormente ¢
apresentado um modelo de fissuragdo para o concreto tracionado, no qual o concreto sob
tracdo apresenta um comportamento elastico-linear até a ruptura. Apos a ruptura, introduz-se
um ramo descendente suave na curva tensao-deformacao do concreto tracionado, de modo a
considerar-se uma colaboragdo do concreto entre fissuras, devida a tranferéncia de esforcos
entre 0 concreto € o aco. Em seguida, descreve-se o modelo utilizado para o concreto
submetido a cargas de longa duragdo, correspondente ao comportamento viscoeldstico do

concreto.
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4.1.1 Modelo para o Concreto Comprimido

O modelo elastoplastico estabelecido para o concreto sob compressdo ¢ composto por

um critério de ruptura, um critério de plastificacdo e uma regra de endurecimento.

4.1.1.1 Critério de Ruptura

Adotou-se o critério de ruptura proposto por Ottosen (1977), no qual a superficie de

ruptura ¢ expressa pela seguinte equacao:

N
o2+ A 4B —1=0 4.1
fczm fcm chm ( )

onde fn, € a resisténcia média a compressao do concreto, A € uma funcdo dada por:

A=c, COSB arccos(— ¢, sen 39)} , para sen36 < 0

(4.2)
T 1
A=c, cos 3 —Earccos(c2 sen 30) |, para sen30 > 0
com
343 7
sen3f=—"—"—--3 (4.3)
3/2
2 ]
e a, B, c;ecysdo os quatro pardmetros do critério.
Expressando as componentes cartesianas de tensdo’ como:
6=(0,,0,.0,,T,T,,.T,,) (4.4)

os invariantes de tensdo sdo obtidos por:

’ Neste capitulo e nos préximos, o simbolo ¢ ¢ usado para expressar tensdes de uma maneira geral,
independentemente do sistema de referéncia utilizado.
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2 2 2 2 2
J, —g (GX —Gy) +((5y —GZ) +(GZ -0 ) ]+rxy +1, +71,
4.5)
Sx Txy sz
Jy=lt, s, T,
ZX sz Sz
onde sy, sy € s, 530 as tensdes desviadoras, determinadas por:
(2GX -0, —GZ)
S, =
3
216 —G. —
;, =2y =e.me.) (4.6)
3
(2(5Z -0, —Gy)
s, =
3

Os parametros a,f, c; € ¢; , podem ser estimados a partir da resisténcia média a

compressdo uniaxial do concreto f e da resisténcia média a tragdo uniaxial do concreto f
>

de acordo com o Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993), por:

1
9k1,4

o=

1
3,7k"!

. (4.7
b0,7k"

B

c, =1-6,8k—-007]

onde k= f‘—m
f

cm

A resisténcia média a tracdo do concreto pode ser estimada, de acordo com o CEB

(1993), por:

f 2/3
f :E[ﬁj , em MPa (4.8)

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



47

onde o assume valores entre 0,95 e 1,85. Neste trabalho, adota-se para este coeficiente o
valor de 1,85 proposto por Claure (1994), por considerar-se o valor médio proposto pelo
Codigo Modelo do CEB-FIP 1990 (1993) por demais cauteloso, em virtude de comparagdes
com valores experimentais. O Codigo Modelo recomenda uma diferenca de 8 MPa entre fi, €
fik, considerada exagerada para concretos de resisténcia normal a baixa (Claure, 1994). Desse
modo, para o calculo da resisténcia a tracdo a partir da resisténcia média a compressdo do
concreto fim,, adotou-se para fix uma fracdo de f.n, (80%), de modo que a resisténcia média a

tracdo do concreto ¢ determinada no modelo por:

2/3
fion = 1,85[0’;32“ j (4.9)

A superficie de ruptura de Ottosen (1977), no espaco tridimensional de tensdes, pode
ser visualizada na Figura 4.2, por suas se¢des transversais nos planos desviadores e seus
meridianos nos planos meridianos. As sec¢des transversais da superficie de ruptura sdo as
curvas de intersecao entre a superficie de ruptura e um plano desviador, perpendicular ao eixo
hidrostatico, e os meridianos sdo as curvas de intersecdo entre a superficie de ruptura e um
plano meridiano, que contém o eixo hidrostatico. Os meridianos determinados por valores de
0 iguais a 0°, 30° e 60° sdo chamados, respectivamente, de meridiano de tracdo, de

cisalhamento e de compressao.

/’ Meridiano de Compressio (p.)

Meridiano de Corte (p;)

N

Meridiano de Tracio (p,)
.-

(a)

FIGURA 4.2: (a) Meridianos e (b) segdes transversais da superficie de
ruptura de Ottosen.

Para um material isotropico, a superficie de ruptura de Otossen apresenta triplice

simetria e os indices 1, 2 e 3, associados aos eixos coordenados, sdo arbitrarios. Neste caso, ¢
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necessario estudar apenas o setor compreendido entre 6= 0° e 60°, pois os demais setores da

superficie ficam conhecidos por simetria.

A superficie de ruptura de Ottosen (1977), apresenta as seguintes caracteristicas em

um plano desviador:
a) E suave e convexa, com excecao do seu vértice;
b) Os meridianos sdo parabolicos e abrem no sentido do eixo hidrostatico negativo;

c) E aproximadamente triangular para tensdes de tracdo e baixas tensdes de
compressdo, ficando mais circular & medida que as tensdes de compressdo

aumentam.

Desta forma, o critério de ruptura de Ottosen (1977) apresenta todas as caracteristicas

observadas experimentalmente para a superficie de ruptura do concreto.

4.1.1.2 Critério de Plastificagdo

Considera-se, neste trabalho, que o concreto comprimido tenha um endurecimento
isotropico e que as superficies de plastificacdo tenham a mesma forma da superficie de
ruptura. Assim, considerando a tensdo efetiva ou uniaxial equivalente c.f = f.m, Obtém-se, a
partir da equacdo (4.1), que define o critério de ruptura, a seguinte expressdo para as

superficies de plastificacdo:

F=o, =[k\/f+ﬁll T, +p, ) +4aJ2}/2 (4.10)

O dominio elastico, para o concreto comprimido, ¢ definido para tensdes efetivas
menores que 30% da tensdo de ruptura. Para superficies de carregamento subseqiientes a
superficie de plastificacdo inicial (0,3fim < o < fim) O concreto encontra-se no dominio

plastico, em que apresenta um comportamento elastoplastico com endurecimento (Figura 4.3).
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G2

f. f,
;W Al ft >61

Superficie inicial de plastificacao

Superficie de carregamento

Superficie de ruptura

FIGURA 4.3: Superficies de plastificacao e ruptura.

4.1.1.3 Regra de Endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das superficies de plastificacdo
(superficies de carregamento) durante a deformacdo plastica. Esta regra ¢ determinada pela
relacdo entre a tensdo efetiva e a deformagdo plastica acumulada ou efetiva. Através dos
conceitos de tensdo efetiva e deformagdo plastica efetiva, ¢ possivel extrapolar os resultados

de um simples ensaio uniaxial para uma situagdo multiaxial.

Para representar o comportamento do concreto comprimido, emprega-se neste trabalho
a curva tensdo-deformagdo uniaxial proposta pelo Codigo Modelo CEB-FIB 1990 (1993),

cuja equacdo ¢ dada abaixo.

E € ?
Tr o [0 0022}
: £

cm

14+ 2000228
£ ~0,0022

o=— (4.11)

cm

onde E ¢ o modulo de elasticidade do concreto na origem, aos 28 dias de idade. Este médulo
pode ser estimado a partir da resisténcia a compressdo do concreto aos 28 dias, através da

expressao proposta pelo Coédigo Modelo CEB-FIP 1990 (1993):
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E :aE ’ Eco [fcm /fcmo ]1/3 (412)

emque B, =2,15-10*MPa, f_ =10 MPa e o, ¢ um coeficiente que leva em consideragdo

o tipo de agregado utilizado no concreto. Nas aplicagdes realizadas neste trabalho, nas quais o

agregado ndo foi especificado, adotou-se o, =1, que corresponde aos agregados do tipo

quartzo.

Considerando-se que a componente de deformagao eléstica ¢ expressa por 6/E, obtém-
se, para 0,3f <o <f , a partir de (4.9), uma relagdo c = o (E, {_, € ). A curva tensao-

deformacao do concreto sob compressdo uniaxial estd mostrada na Figura 4.4.

0'1\

i >
0,0022 €

FIGURA 4.4: Curva tensdo-deformacao uniaxial para o concreto comprimido.

4.1.2 Modelo para o Concreto Fissurado

O aparecimento de fissuras, nas estruturas de concreto, ocorre, geralmente, ja nas
condi¢cdes de servigo, devido a resisténcia a tragdo do concreto ser muito inferior a sua

resisténcia a compressao.

Uma modelagem adequada da fissuragdo nas estruturas de concreto armado ¢
fundamental para uma andlise precisa destas estruturas, pois a mesma induz um acentuado
comportamento ndo-linear, que influencia fortemente no comportamento carga-deslocamento

destas estruturas.
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Os modelos desenvolvidos para descrever o funcionamento do concreto armado
fissurado geralmente consideram uma perda da capacidade de carga do concreto causada pela
fissuragdo. No contexto do Método dos Elementos Finitos, basicamente duas aproximagdes
tém sido usadas para representar a fissura¢do: o modelo de fissuras discretas e o modelo de

fissuras distribuidas.

No modelo de fissuras discretas, cada fissura ¢ representada individualmente, como
uma descontinuidade real na malha de elementos finitos. Este modelo foi primeiramente
aplicado por Ngo e Scordelis (1967), em analises elastico-lineares de vigas simplesmente
apoiadas. Neste estudo, as fissuras foram modeladas por separagdo de nds em localizagdes
pré-estabelecidas, os quais ocupavam inicialmente a mesma posi¢do no espaco. Em estudos
posteriores, este modelo foi sendo aperfeigoado e as fissuras deixaram de serem pré-definidas

para serem localizadas em posicdes estabelecidas durante a andlise (Darwin, 1991).

Uma restricdo que o modelo de fissuras discretas apresenta é que as fissuras sdo
obrigadas a se formar ao longo da borda dos elementos. Desta forma, a resposta ¢ fortemente
dependente da malha de elementos finitos. Além disso, apds a formacdo da fissura, a
topologia da malha varia, exigindo procedimentos de atualizagcdo desta, que demandam muito
tempo computacional. Mais recentemente, tém sido usados refinamentos de malha, através de
métodos auto-adaptativos, de forma que novos elementos de fronteira sdo inseridos ao longo
da propagacgao das fissuras. No entanto, estes métodos, apesar de reduzirem a dependéncia da
malha e levarem a resultados suficientemente precisos, tornam a andlise muito cara
computacionalmente, sendo mais apropriados para problemas envolvendo somente poucas

fissuras dominantes.

A necessidade de um modelo de fissuras que oferecesse geracdo automatica das
mesmas, sem a redefinicio da malha de elementos finitos, levou grande parte dos
pesquisadores nas ultimas décadas a adotarem o modelo de fissuras distribuidas, introduzido
por Rashid (1968). Neste modelo, as propriedades dos materiais sdo modificadas para
considerar o dano devido a fissuragdo e admite-se que o concreto fissurado permanece

continuo, desconsiderando-se a descontinuidade real da malha.

De acordo com o modelo de fissuras distribuidas, o concreto, inicialmente isotrdpico,
torna-se ortotropico, depois de fissurado, tendo os eixos materiais principais orientados no

sentido das dire¢des de fissuracdo. As propriedades materiais variam dependendo do estado
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de deformacdo e de tensdo, de modo que, apos o aparecimento das fissuras (quando a tensdo
principal de tragdo exceder um valor pré-determinado), o médulo de elasticidade longitudinal
¢ reduzido a zero perpendicularmente ao plano da fissura e o efeito de Poisson ¢ usualmente
desprezado. O modulo de elasticidade transversal, paralelo ao plano da fissura, também ¢

reduzido.

O modelo de fissuras distribuidas (“smeared crack model”) ¢ atrativo do ponto de vista
computacional, uma vez que a topologia da malha ndo muda no decorrer da andlise, e s6 a

relacdo tensdo-deformacdo deve ser atualizada quando ocorre a fissuragao.

A Figura 4.5 ilustra os dois modelos alternativos descritos para modelar as fissuras

numa dire¢do ndo conhecida “a priori”.

#//
(a) (b)

FIGURA 4.5: Modelos alternativos para modelar a fissura¢ao — (a)
fissuras discretas e (b) fissuras distribuidas.

Neste trabalho, adotou-se um modelo de fissuras distribuidas. Este modelo é composto
por um critério de fissuragdo, uma regra para consideracdo da colaboragdo do concreto entre

fissuras (“tension stiffening”) e um modelo para transferéncia de tensdes de corte.

4.1.2.1 Critério de Fissuragao

Neste trabalho, o concreto tracionado € modelado como um material elastico-linear até
ocorrer a fissura¢do, sendo sua lei constitutiva dada pela versdo isotropica da relagao
6=D-g. O critério utilizado para avaliar a fissuracdo do concreto, baseado na formulagdo
apresentada em Hinton (1988), consiste em verificar se o nivel de tensdes dos pontos de

integracdo dos elementos de concreto alcangou a superficie de ruptura, apresentada no item

4.1.1.1.
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A tensdo principal de tracdo nos pontos de integragdo de cada elemento de concreto
pode ser determinada a partir dos invariantes de tensdes I;, J, e do angulo de similaridade O,
por:

sen[e + Ej + L (4.13)
3 3

21,
o, =
RS
Como o ponto pode atingir a superficie de ruptura por fissuracdo ou por esmagamento
do concreto, adotou-se o critério proposto pelo boletim n® 156 do CEB (1983) para distinguir

estas duas situagdes. De acordo com este critério, tem-se que:

ftm . S .
a)se ¢, > X o ponto de integra¢ao fissurou;

f :
b)se o, < % , 0 ponto de integracdo esmagou.

Caso o ponto de integracao tenha fissurado, admite-se a formag¢do de uma fissura em

um plano ortogonal a tensdo o,. A partir deste momento, o comportamento do concreto deixa

de ser isotropico e passa a ser ortotropico, com o0s eixos materiais locais coincidindo com as

dire¢des principais de tensdes.

No modelo implementado ¢ permitida a ocorréncia de dois conjuntos de fissuras em
cada ponto de integracdo. Assim, para carregamentos posteriores, uma fissura secundéria
pode ocorrer no ponto de integracdo que estava previamente fissurado em uma dire¢do. Neste
caso, utiliza-se o procedimento da fissura fixa, em que a direcdo do primeiro conjunto de
fissuras permanece fixa e a tensdo de tracao ¢ avaliada perpendicularmente ao plano da fissura
ja existente. Se esta tensdo satisfizer o critério definido acima para a fissuracdo, um novo
conjunto de fissuras, perpendicular ao ja existente, ¢ formado, e todas as componentes de

tensdo sdo zeradas no ponto de integracdo analisado.

4.1.2.2 Colaboragao do Concreto entre Fissuras

O comportamento carga-deslocamento do concreto armado ¢ fortemente influenciado

pela interagdo entre o concreto € o ago. A aderéncia entre estes materiais ¢ que torna possivel
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a transmissdo de esforgos e sua qualidade ¢ decisiva para a distribuicdo e abertura das

fissuras.

Quando a resisténcia a tragdo do concreto ¢ atingida, ocorre uma ruptura local do
material e a fissura se forma. Apds a fissuracdo, os esforcos sdo transmitidos ao concreto
pelos mecanismos de aderéncia, de modo que o concreto entre as fissuras continua resistindo
a esforcos de tracdo. Este fendmeno é conhecido como “efeito de rigidez a tragdao” (“tension
stiffening effect”). Negligenciar esta capacidade de resisténcia implica subestimar
significativamente a rigidez pos-fissuragdo a niveis de carga de servico. Desta forma, ¢
fundamental a consideragdo da capacidade resistente do concreto entre as fissuras, na analise

de estruturas de concreto armado sob cargas de servico.

A aderéncia, responsavel pela transmissdo de esfor¢os entre o aco e o concreto
fissurado, depende principalmente das caracteristicas das barras de armadura (conformagao
superficial e didmetro), da resisténcia do concreto, da historia de carga (especialmente se
ocorrerem carregamentos ciclicos) e das tensdes normais a superficie da barra, e sua
consideragdo no Método dos Elementos Finitos depende da forma de conectar os elementos

de aco aos de concreto.

Existem duas maneiras de se modelar esta ligacdo: através da utilizagdo de elementos
especiais de aderéncia, onde as propriedades da aderéncia sdo modeladas por suas relagcdes
tensdes-deslocamentos, de modo a considerar escorregamentos localizados nas proximidades
das fissuras; ou ligando-se diretamente os elementos de ago aos de concreto, admitindo-se
completa compatibilidade de deformagdes entre estes materiais ¢ modificando-se a lei do

material (concreto ou ago) para considerarem-se indiretamente os mecanismos de interagao.

A utilizagdo de elementos especiais de aderéncia requer um grande esforco
computacional, e seu emprego so se justifica nos casos em que as tensoes de aderéncia sao de
particular interesse, tais como em estudos de zonas de ancoragem e reforgos estruturais, em

que a falta da aderéncia ¢ o modo de falha dominante (Stevens et al, 1991).

Neste trabalho, admite-se aderéncia perfeita entre o concreto e o ago ¢ a degradacdo da
aderéncia ¢ considerada indiretamente pela introducdo de um ramo descendente suave na

curva tensdo-deformagd@o do concreto tracionado, de modo que as perdas de resisténcia a
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tragdo ocorram gradualmente apds a fissuracdo. Isto equivale a considerar o concreto como

um material com amolecimento em tracao.

A curva tensdo-deformacdo para o concreto tracionado empregada com sucesso por
Prates Junior (1992) foi adotada neste trabalho. Esta curva é composta por um ramo
ascendente, que corresponde a uma resposta elastica linear, ¢ um ramo descendente, pos-
fissura, que considera uma degradacdo linear da aderéncia (Figura 4.6). A relagdo constitutiva

€ expressa por:

c=o-f_ 1,0—i (4.14)

8c‘ru

onde o ¢ o parametro que define a inclinagdo do ramo linear descendente e ¢, ¢ um

parametro que indica a deformagao limite para a qual a colaborag¢@o do concreto entre fissuras

nao deve mais ser considerada. Neste trabalho, adotou-se para o e ¢, os valores de 0,6 e

0,002, respectivamente.

S A
fim

o fin]

ref

—»

€

€ t € ref € ctu

FIGURA 4.6: Curva tensdo-deformacao para o concreto tracionado.

A redistribuicdo de tensdes, devido a fissuragdo em outros pontos de integragdo ou
carregamentos posteriores, pode eventualmente forcar algum ponto previamente fissurado a
fechar total ou parcialmente. Esta possibilidade ¢ considerada neste modelo. Se a deformacao

atual € € pequena comparada com a deformag@o ¢, armazenada como a maxima deformagao

i

de tracdo alcangada através da fissura pelo ponto de integracdo em questdo, a tensdo normal a

fissura, o, ¢ calculada por:
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c=—"¢ (4.15)

onde o . ¢ a tensdo interpolada correspondente a deformagdo ¢ . A trajetoria desta

f f

"descarga" secante pode ser visualizada na Figura 4.6. A reabertura da fissura segue a mesma

trajetoria até¢ ¢__ ser excedida, apds a qual segue a trajetdria descendente definida pela
ref

equagdo (4.14).

No programa implementado, as componentes de deformacao e tensdo sdo obtidas nos
pontos de integragdo em um sistema de coordenadas cartesianas. Desse modo, para a obteng@o
da tensdo no concreto fissurado, as direcdes principais de deformagdes devem ser
determinadas, uma vez que a equagdo (4.14) ¢ valida apenas no sistema local dos eixos

materiais. E necessario, portanto, a rota¢do para a dire¢do da fissura.

As componentes de tensdo, na direcdo da fissura, podem ser determinadas a partir das
componentes cartesianas de tensdo, através da matriz de rotacdo do sistema global para o

local:
o' =RY .6 (4.16)
onde o indice L denota o sistema local e o indice G denota o global.

No sistema local, aplicam-se as férmulas (4.14) ou (4.15) para calcular as tensdes

normais ao plano da fissura. A componente de tensdo tangencial local ¢ T =G ~y", onde G
p p g C c

¢ o moédulo de elasticidade transversal reduzido, definido no proximo item.

Com as tensdes ajustadas do ponto fissurado, retomam-se as componentes de tensdes

no sistema global de coordenadas:

(jG :RG -(jL (417)

4.1.2.3 Modelo para Transferéncia de Tensdes de Corte

As primeiras fissuras, que aparecem no concreto sob carga, formam-se

perpendicularmente a dire¢do da mais alta tensdo principal de tracdo do concreto. As diregdes
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principais se modificam, por mudangas no carregamento ou por ndo-linearidades da estrutura,
produzindo deslocamentos relativos das faces da fissura. Este fendmeno ocasiona o
surgimento de tensdes de corte no plano da fissura, cujo valor depende das condigdes locais

da fissura.

O principal mecanismo de transferéncia de esforcos transversais ¢ o engrenamento dos
agregados (“aggregate interlock™) e as principais grandezas envolvidas sdo o tipo e a
granulometria dos mesmos. Além disto, o efeito de pino da armadura (“dowell effect”)
também influencia na transferéncia de esforcos, sendo as principais varidveis envolvidas o
didmetro das barras, a taxa de armadura e a inclinacdo das barras em relagdo ao plano da
fissura. Ambos mecanismos sdo controlados pela abertura da fissura, e quanto maior ¢ este

valor, menor ¢ a capacidade de transferéncia de tensdes de corte.

A inclusdo direta dos efeitos destes mecanismos em um modelo de fissuras
distribuidas ¢ complexa. Geralmente utilizam-se aproximagdes para considerar a capacidade
de transferéncia de tensdes de corte no concreto fissurado. Estas aproximagdes consistem em
adotar um valor reduzido para o médulo de elasticidade transversal, correspondente ao plano
fissurado. Neste trabalho, adota-se 0 modulo de deformacao por corte reduzido, proposto por
Hinton (1988), em que o fator de reducdo ¢ relacionado com a deformacgao de tracdo normal

ao plano da fissura:

k,
€
G, = 1—[00‘05j .G, (4.18)

onde ¢ ¢ a deformagéo de tragdo ficticia normal ao plano da fissura, k; ¢ um pardmetro que,

segundo Cervenka (1985), varia de 0,3 até 1,0, e Go ¢ o modulo de deformagdo por corte do

concreto ndo-fissurado, dado a partir do modulo de deformagdo longitudinal na origem (E)

por:
E
G =——~ 4.1
©2(1+v) (4.19)
Nas aplicagdes do modelo, apresentadas neste trabalho, foi utilizado o valor minimo
para k;.
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Observe-se que quanto maior a deformagdo na direcdo perpendicular ao plano da
fissura, €, menor € o valor do modulo de deformagéo por corte reduzido e, conseqiientemente,

menor sera a tensdo de corte transferida através da fissura. Caso a fissura feche, o modulo Gy

¢ novamente adotado.

4.1.3 Modelo para o Concreto Submetido a Cargas de Longa Duragdo

O concreto submetido a cargas de longa duracdo sofre, além de uma deformagao
imediata, uma deformagdo devida a fluéncia, que se desenvolve ao longo do tempo. Desta
forma, mesmo sob tensdes constantes, as deformag¢des no concreto aumentam no decorrer do

tempo, conforme ilustrado na Figura 4.7.

Deformagao por fluéncia

deformacdo instantanea

>

t’ tempo

FIGURA 4.7: Evolugao da deformacao por fluéncia, para tensdo
constante aplicada em t’.

O fendomeno da fluéncia manifesta-se mais acentuadamente nas idades imediatamente
posteriores ao aparecimento das tensdes, e estd relacionado com a circulacdo de dgua na
massa de concreto e sua dissipagdo para o exterior. Em sua magnitude e desenvolvimento no
tempo influem fundamentalmente a umidade, a temperatura ambiente, a idade do
carregamento e o tempo transcorrido apds sua aplicagdo, as dimensdes da pega, as condi¢des

de cura, a composicdo do concreto e a velocidade de endurecimento do cimento.

Ap6s a concretagem e cura do concreto, a evaporagdo da agua residual alojada em seus
vasos capilares, residuo da rea¢do de hidratagdo do cimento, faz com que os vasos capilares

sejam esmagados, provocando uma perda de volume denominada retracdo, conforme ilustra a
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Figura 4.8. Esta deformagdo ao longo do tempo ¢ independente da tensdo aplicada e esta
ligada a fenomenos semelhantes aos da fluéncia, relacionados com a agua que em parte
hidrata os componentes do cimento e, em parte, fica livre dentro da massa de concreto. Seu
valor varia consideravelmente com o tamanho e a forma das pegas, pois a evaporagdo da agua
¢ uma fun¢do da relacdo 4area da superficie/volume, e quanto menores as dimensdes do

elemento estrutural, maior ¢ a retracao.

>

ts tempo

FIGURA 4.8: Curva de deformagao por retragao.

A fluéncia e a retragdo sdao deformagdes de mesma ordem de grandeza das
deformagdes imediatas, para niveis usuais de tensdo, e contribuem significativamente na
resposta ndo-linear, de modo que a consideragdo destas deformagdes no modelo para o

concreto submetido a cargas de longa duragdo ¢ de indiscutivel relevancia.

No dominio das tensdes de utilizacdo, as deformagdes por fluéncia, devidas a tensdes
aplicadas em dois instantes diferentes, sdo consideradas aditivas (hipotese da superposicdo
dos efeitos). Desta hipdtese, tem-se que a deformagao por fluéncia, sob tensdo constante, esta
linearmente ligada a tensdo. Esta hipdtese ¢ aceita, de acordo com o Codigo Modelo CEB-FIP
1990 (1993), para niveis de tensdes menores que 40% da resisténcia a compressdo média do
concreto. Neste estudo, por trabalhar-se nesta faixa de tensdes, adotou-se este comportamento

linear.

O modelo adotado para representar o comportamento dependente do tempo do
concreto ¢ um modelo reolégico formado por uma cadeia de elementos Maxwell, baseado no
modelo apresentado por Bazant e Wu (1974) e aplicado por Fairbairn et al (1987). Este

modelo ¢ constituido por uma associa¢do em paralelo de elementos compostos por uma mola
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em série com um amortecedor viscoso e estd ilustrado na Figura 4.9. Conforme esta Figura,
foram utilizados cinco elementos para compor a cadeia, sendo que no quinto elemento a mola
ndo estd acoplada a um amortecedor, a fim de tornar a deformacdo assintoticamente

convergente para uma certa data, conforme o comportamento real do concreto.

Este modelo pode ser obtido a partir de um modelo elasto-viscoplastico, admitindo-se

que os elementos de atrito possuam tensdo de plastificagdo nula.

T A
L W e e T

oy
FIGURA 4.9: Modelo de cadeias Maxwell.

A tensdo, num tempo t,, ¢ obtida pela soma das tensdes atuantes em cada elemento da
cadeia de Maxwell:

6,=20, (4.20)

5
p=1
Observe-se que cada elemento desta cadeia apresenta a mesma deformacao €, pois os

mesmos estdo associados em paralelo.

No modelo implementado neste trabalho, as deformagdes por fluéncia e retracdo do
concreto sdo tratadas como deformagdes impostas a estrutura, pois ndo produzem diretamente
tensdes no concreto. Desta forma, as tensdes no concreto sdo determinadas descontando-se do
valor da deformagdo total, obtida a partir do vetor de deslocamentos, as parcelas de

deformacgao originadas diretamente pela fluéncia e retracao.

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



61

Para estruturas de concreto armado, considera-se, nesta etapa viscoeldstica, que o aco

tem um comportamento elastico linear.

A formulagdo matematica do modelo, e a determinagdo dos parametros da fluéncia e

da retracdo, de acordo com o CEB (1993), estdo apresentados no trabalho de Claure (1994).

4.2 MODELO CONSTITUTIVO PARA O ACO

Neste trabalho, considera-se que as barras de aco resistam a esfor¢os apenas na sua
direcdo. Desta forma, ¢ utilizado um modelo constitutivo uniaxial para descrever seu

comportamento.

O ago ¢ modelado como um material elastoplastico com endurecimento, sendo
representado por um diagrama tensdo-deformagdo bilinear. Admite-se que o ago apresente

mesmo comportamento em tragdo € compressao.

Os acos do tipo A, que possuem dureza natural e patamar de escoamento bem
definido, sdo modelados como um material elastoplastico perfeito. Desta forma, possui um
comportamento eldstico linear até a tensdo de escoamento f; ser atingida, apds a qual o aco
deforma-se sob tensdo constante até atingir a ruptura, conforme ilustra o diagrama tensdo-

deformacao apresentado na Figura 4.10.

Os A

5 >
Sy:fy/ ES 10 /0() &

FIGURA 4.10: Diagrama tensdo-deformacdo para o ago tipo A.
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O aco do tipo B, encruado a frio, apresenta comportamento elastoplastico com
endurecimento e, por simplificagdo, foi adotado o diagrama tensdo-deformagdo com

endurecimento linear, ilustrado na Figura 4.11. O endurecimento ¢ definido por:

q d(jS Ao, 0,15fy 0,15fy
Tode,  Ag, 109/, 085f, ) 0.15f, 109, £ (4.21)
00 ES ES 00 ES
Cs A
fy T P i
0,85 -2 i
= = Curva NBR 6118 i
= Curva adotada i
: >
10 0/00 &

FIGURA 4.11: Diagrama tensdo-deformacao para o ago tipo B.
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5 FORMULACAO COMPUTACIONAL DO MODELO

Neste capitulo, sera apresentada a formulagdo utilizada para a andlise estrutural ndo-
linear, através do Método dos Elementos Finitos, de um material is6tropo homogéneo, de

comportamento elasto-viscoplastico.

O programa computacional desenvolvido baseia-se no programa para analise dinamica
¢ transiente de estruturas tridimensionais de concreto armado com ndo-linearidade fisica,
apresentado por Hinton (1988) e modificado por Claure (1994), para a implementagdo dos
modelos constitutivos do concreto ao longo do tempo e do modelo incorporado de armadura,

e aperfeicoamento dos modelos elastoplasticos para os materiais.

Neste programa, o comportamento elasto-viscoplastico, idealizado para representar o
comportamento real do concreto sob cargas de curta ou longa duragdo, ¢ obtido em duas
etapas distintas, conforme descrito no capitulo anterior. A primeira etapa, que corresponde ao
comportamento viscoelastico dos materiais, e a segunda, correspondente ao comportamento
elastoplastico, sdo executadas de forma sucessiva, a medida que sdo aplicadas as cargas (ou os
deslocamento prescritos) nas datas especificadas pelo usuario, permitindo assim a aplicacao
de diversos carregamentos, em datas distintas, entre as quais ocorrem os fendmenos

decorrentes do tempo.

5.1 FORMULACAO DO COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO

A formulagdo matematica utilizada para a implementacdo do modelo elasto-

viscoplastico no Método dos Elementos Finitos ¢ apresentada neste item.

5.1.1 Deformacgdes Viscoplasticas

De modo geral, na formulacdo de problemas continuos nao-lineares, admite-se que as

componentes de deformagao total, em um dado ponto, sdo compostas por uma parcela elastica
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g, € outra viscoplastica &,,, de modo que a taxa do vetor de deformagdes pode ser expressa

por:

¢=¢, +¢, (5.1)
onde o ponto () indica diferenciacdo em relagdo ao tempo t.

As tensoes sao produzidas unicamente pelas deformacgdes eldsticas, e sua taxa pode ser

obtida em fun¢do da taxa de deformagao elastica por meio da relagdo constitutiva:

6=D-¢ (5.2)

€
onde D é a matriz constitutiva do material.

No espaco das tensoes, pode-se expressar uma superficie de plastificagdo genérica por:
Fle) - F,(k)=0 (5.3)

onde F ¢ a funcdo tensdo efetiva, que ¢ a condicdo de plastificagdo ou as funcdes de
carregamento subseqiientes no modelo de plasticidade com endurecimento, e Fy ¢ um valor
que define a posi¢cdo da superficie de plastificagdo, em funcdo do parametro de endurecimento
k. Tem-se um comportamento elastico para F < F, plastico para F = F, e, para F > F,,

viscoplastico.

A taxa de deformacao viscoplastica pode ser determinada a partir do estado de tensdes,

de acordo com a equacao (Hinton, 1988):
€ = y<CD(F)>8—Q , para F>F,

P 06 (5.4)

£, =0,paraF < Fy

onde y € o coeficiente de fluidez, Q = Q (o,¢,, , ¥) € a fungdo de potencial plastico e <D(F)>

¢ uma fun¢do monotonica crescente para valores positivos de F e nula nos demais casos:

(®(F))=®(F), para F >0 (5.5)

<CD(F)> =0, paraF < 0

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



65

Neste trabalho, considera-se plasticidade associada, na qual a fung¢do potencial
plastico, que define a dire¢do de plastificacdo, ¢ considerada igual a fungdo que define a
superficie de plastificacdo (equagdo (4.10)). Desta forma, o vetor taxa de deformagdo plastica
¢ normal a superficie de plastificacdo. Esta regra de fluxo ¢ considerada para o concreto
apenas por razdes de ordem pratica. Neste caso, a taxa de deformagdo viscoplastica, para F >

Fo, é:

i OF
£ = V(@(F))——=(©(F))-a (56)

onde a ¢ o vetor gradiente que define a direcdo do incremento de deformagdo viscoplastica,
perpendicular a superficie de plastificacdo. Este vetor serd obtido no préximo item, para a
funcdo que define a superficie de plastificacdo adotada neste trabalho e apresentada no

Capitulo 4.

Nas aplicagdes numéricas, realizadas neste trabalho, foi utilizado o valor constante de

107 para o coeficiente de fluidez, e a fungdo ® definida por:
®(F)=F - F, (5.7)
A deformacao viscoplastica ¢ dada por:
£, = | £,dt (5.8)

Em um procedimento numérico passo por passo, a deformacdo viscopldstica pode ser

obtida, para tempos discretos separados de At, pela seguinte aproximacao:

SVp(nJrl) :S"pn +[(1_B).$Vpn +B.$Vp(n+l)].Atn (5'9)

onde At ¢ o intervalo de tempo decorrido entre os instantes t et

Deste modo, o incremento de deformagdo viscoplastica, dentro de um intervalo, ¢
definido em termos das condi¢des existentes nas extremidades do intervalo. Para B = 0,
obtém-se o esquema de integracdo explicito de Euler, utilizado neste trabalho, onde o
incremento de deformacao ¢ completamente determinado pelas condigdes existentes no tempo

ty, através da expressdo:
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5.1.2 Vetor de Fluxo Plastico

O vetor de fluxo plastico ¢ dado por:

_OFol, oF 8yJ, oF 00

+— (5.11)
81 06 8\/_ 06 00 80
com
o= <G G,,0,,T Ty, Ty, > (5.12)
O vetor a expresso pela equagdo (5.11) pode ser escrito como:
a=Ca, +C,a, +C,a, (5.13)
onde
ol
a, =—={1,11,0,0,0}
0o
04/ 1
a, = 2 :—{ 58y58,,2T,, ,2Tyz,2’l?xz}
o6 21, (5.14)

eyt —s.my Jéeary —s.v 2l ry 5,70 ))
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sendo as tensdes desviadoras sy, sy € s, determinadas pelas equagdes (4.6). Os coeficientes Ci,

C; e C; sdo dados por:

_F
Lo

oF  tag36 0F (5.15)
o1, |1, 09
c__ 3 1 oF

} 2¢0s30 ( \/3)3 o0
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As derivadas da fung¢do de plastificacdo F em rela¢do aos invariantes de tensdo I;, J, e

0 sdo dadas por:

A @+BII
ol 2 \/(k\/fﬂﬂl)z +4al,

OF 1 x+k(k\/f+ﬁll)+4a\/f

O\I, 2 \/(k\/f+ﬁll)2+4odz

oF _oF on
00 O\ 0O

onde

ﬁz\/f 1 7»\/I+BI1
oM 2 \/(k\/f+ﬁll)2+4od2

e, para sen30 < 0, tem-se:

Ok _ ¢ c,c08 30sen[l/3 arccos(—c, sen30)]
00 sen[arccos(— ¢, sen 30)]

e para sen36 > 0:

Ok _ ¢ c,c08 30sen[l/3 arccos(—c, sen30)]
00 sen[arccos(— ¢, sen 30)]

5.1.3 Tensoes Elasticas

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

As tensOes elasticas sdo obtidas, a cada instante t,, a partir da parcela elastica da

deformagdo total neste instante €, , de acordo com a equagdo:

n

° :D'sen =D'(£n _SVpn)

(5.20)
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onde g ¢ a deformagdo total no instante t, € 6, € o vetor de tensdes eldsticas neste instante.
No caso de ndo-linearidade geométrica da estrutura, € denota o vetor de deformacdes de

Green-Lagrange e 6, =T, denota o vetor de tensdes de Piola-Kirchhoff II.

5.1.4 Modelo de Camadas Superpostas

Neste trabalho, aplica-se o modelo de camadas superpostas (“overlay model”) para
representar o comportamento viscoeldstico do concreto com envelhecimento, conforme Pande
et al (1977). Neste modelo, o sdlido analisado ¢ suposto como sendo composto de varias
camadas, cada uma das quais apresentando a mesma deformacdo. O campo de tensodes totais ¢

obtido pela soma das contribui¢cdes de cada camada.

Mediante a introducdo de um numero conveniente de camadas superpostas, com a
atribuicdo de diferentes caracteristicas materiais a cada uma, é possivel reproduzir com

bastante precisdo o comportamento experimental de materiais complexos como o concreto.

O modelo constitutivo viscoelastico do concreto utilizado neste trabalho, introduzido
no Capitulo 4, ¢ formado por um conjunto de elementos tipo Maxwell em paralelo. O mesmo
foi modelado em 5 camadas superpostas (Figura 5.1), que tém como parametros as espessuras

ei, 0s modulos de elasticidade das molas E;, os coeficientes de amortecimento 1, , € as tensdes

de plastificacao Fy;, nas quais comegam a atuar os elementos de atrito.

Ci

FIGURA 5.1: Analogia da técnica de camadas em duas dimensdes.
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Como os nds em todas as camadas coincidem, em cada uma delas tem-se a mesma
deformacdo. Isto resulta em um campo de tensdes diferente em cada camada, de modo que o

campo de tensoes totais € obtido pela soma da contribui¢do de cada camada:
k
6, =20, ¢ (5.21)
onde k é o nimero de camadas do modelo e,

i e, =1 (5.22)

i=1

sendo e, a espessura relativa de cada camada, isto ¢, sua espessura dividida pela espessura

total.

A matriz de rigidez de cada elemento simples de concreto ¢ obtida pela soma das

contribui¢des de cada camada individualmente, ou seja:

k
K.,=> |B, DB, dV (5.23)

onde D; ¢ a matriz constitutiva de cada camada. Esta matriz serd distinta para cada uma das
camadas, dependendo de suas propriedades materiais. O processo de solucdo ¢ idéntico ao
descrito nas se¢des anteriores, com os termos de deformacgdo e tensdo sendo calculados para
cada camada separadamente. E importante salientar que, embora as deformagdes
viscoplasticas, em cada camada, possam ser diferentes, devido aos diferentes valores do

coeficiente de fluidez e do modulo de elasticidade, a deformagao total deve ser a mesma.

5.2 SOLUCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

Neste trabalho, adota-se um método incremental-iterativo para a solugcdo das equagdes
de equilibrio ndo-lineares dadas no Capitulo 3, de forma que o carregamento ¢ subdividido em
cargas parciais ou incrementos de carga e, para cada um destes incrementos, ¢ obtida uma
solugdo inicial na forma de incremento de deslocamentos. Esta solugdo ¢ efetuada,

considerando equagdes de equilibrio lineares dentro do incremento, € serve como uma
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primeira aproximag¢ao a partir da qual se calculam forgas residuais e se da inicio ao processo

iterativo.

O incremento de deslocamento, ocorrido durante cada passo de tempo At, ¢ calculado,

CcOomo:
AU =K ' -AP (5.24)

onde AU, ¢ o vetor que contém os incrementos dos deslocamentos nodais da estrutura, K, ¢
a matriz de rigidez secante global e AP, ¢ a variacdo nas cargas nodais durante o intervalo de
tempo At . Como os incrementos de carga sdo aplicados em passos discretos, AP, = 0 para

todos os passos de tempo, exceto para o primeiro dentro de um incremento de carga.

Desta forma, aplicando-se as condi¢des de contorno, determinam-se os incrementos de

deslocamentos nodais por (5.24) e o vetor de deslocamentos nodais totais:
U, =U +AU, (5.25)

a partir do qual sdo obtidas as deformagdes de Green-Lagrange, a matriz de deformagdes-
deslocamentos e a matriz de rigidez atualizada, para cada elemento, conforme explicado em
maiores detalhes no Capitulo 3. Nas aplicagdes apresentadas neste trabalho, a matriz de
rigidez foi atualizada a cada iteracdo, mas ha a possibilidade, no modelo, de que esta matriz
seja atualizada apenas em incrementos de tempo definidos, de modo a se obter uma maior

rapidez computacional.

Como o célculo do incremento de deslocamento estd baseado numa forma linearizada
das equag¢des incrementais de equilibrio, torna-se necessario efetuar corregdes iterativas sobre

AU _, a fim de alcangar o equilibrio no tempo t,. Ha varios procedimentos de solugdo

disponiveis para realizar as correcdes necessarias. Neste trabalho, utiliza-se um procedimento
iterativo, que consiste em calcular as for¢as ndo-equilibradas em cada iteracdo, e em seguida

reaplicé-las na itera¢do subseqiiente.

O procedimento de solugdo descrito acima corresponde a um método secante,
recomendado por Kwon (2000) para problemas ndo-lineares formulados com base na
formulacdo Lagrangeana Total, em substituicdo aos métodos tangentes de Newton-Raphson,

que apresentam dificuldades numéricas na obtengdo de curvas pos-pico.
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5.2.1 Solugao por Incremento de Deslocamentos

A solucdo do sistema de equagdes (5.24) permite obter incrementos de deslocamentos
nodais, para incrementos de carga ocorridos num intervalo de tempo. Se um deslocamento ¢é
prescrito na estrutura, seu valor ¢ conhecido e a for¢a nodal necessaria para manté-lo se torna

a incognita do problema.

No programa computacional desenvolvido neste trabalho, implementou-se uma
solugdo por incremento de deslocamentos, de modo a possibilitar uma solugdo com controle

de deslocamentos e permitir a obtencdo de curvas carga-deslocamento pos-pico.

Esta solucdo consiste em substituir os valores prescritos dos deslocamentos nas
equacdes do sistema em que aparece e transferir a quantidade conhecida para o outro lado da
equacado, ou seja, para o vetor de incrementos de cargas aplicadas a estrutura, de modo que a
linha e coluna correspondentes a este deslocamento prescrito possam ser excluidos do sistema
de equagdes. As reagdes correspondentes aos deslocamentos nodais prescritos sdo computadas

separadamente, a partir das forcas internas equilibradas que correspondem a estes nos.

5.2.2 Critério de Convergéncia

As condigdes de estado estaciondrio podem ser controladas pelo exame da variagdo
dos deslocamentos nodais. A convergéncia ¢ atingida quando esta quantidade torna-se

adequadamente pequena, de acordo com um fator de tolerancia adotado.

O critério utilizado para a avaliagdo da convergéncia da solucdo ¢ definido, neste

trabalho, por:

lau,
ju,

<0,0001 (5.26)

onde |AU, || ¢ a norma euclidiana do vetor de incremento de deslocamentos ¢ |[U, | € a norma

euclidiana do vetor de deslocamentos totais.
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5.3 REGRA DE INTEGRACAO NUMERICA

Neste trabalho, as integrais sdo resolvidas numericamente, conforme a regra de

integracao do tipo Gauss introduzida por Irons (1971) e recomendada por Hinton (1988).

Nesta regra de integracdo s3o utilizados quinze pontos de integragdo dispostos
simetricamente no dominio tridimensional do elemento, conforme a Figura 5.2. Hinton (1988)
verificou que esta regra diminui consideravelmente o esfor¢o computacional e apresenta
resultados bastante proximos aos obtidos pela regra de integragdo numérica completa de

Gauss-Legendre.

Esta regra de integracdo pode ser expressa na forma (Hinton, 1988):

.[11 .[11 .[11 f(x,y,z) dx dy dz=

A -1(0,0,0) + (1 termo) (5.27)
B -[f(-b,0,0) + f(b,0,0) + £(0,-b,0) +...] + (6 termos)
C-[f(-c,—c,—¢) + f(c,—c,—¢) +...] (8 termos)

onde A = 1,564444, B = 0,355556 ¢ C = 0,537778 sdo fatores de peso, e b= 1,0 e c = 0,6741

definem a posicao dos pontos de integracao no sistema de coordenadas naturais do elemento.

Al
149 10
15 2
‘ '
1
1 £
7o [ ] 6g —»
12| 3 Se
o a
4 .
13

/ :

FIGURA 5.2: Distribui¢do dos pontos de integragdo em um elemento
finito de 20 nds.

C
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5.4 ESTRUTURA DO PROGRAMA

A seqiiéncia computacional do programa ¢ apresentada no fluxograma geral da Figura

5.3.

Na etapa 1, viscoelastica, adotou-se o modelo de cinco camadas idealizado por Bazant
e Wu (1974), onde sdo representadas a fluéncia e a retracdo. Nesta etapa, ndo se considera o
efeito de endurecimento e a tensdo de plastificagdo inicial do modelo ¢ tomada como zero.
Nos pontos de integracdo, onde atuam tensdes de tracdo, admite-se que ndo surjam novas

fissuras nesta fase.

Na etapa 2, elastoplastica, ¢ determinado o endurecimento do ponto de integracdo em
que a tensdo efetiva exceder a tensdo de plastificacdo inicial. Utiliza-se uma tnica camada
nesta fase de carregamento instantdneo. Quando se passa da etapa 1 para a etapa 2 do
programa, calcula-se, para cada ponto de integra¢do, uma tensdo equivalente em fungdo das
cinco tensdes determinadas no final da etapa 1. Nesta fase, verificam-se os pontos de

integracdo quanto ao critério de fissuracao, conforme descrito no Capitulo 4.

E importante ressaltar ainda que, na etapa 1, as premissas para a consideracdo dos
efeitos dependentes do tempo sé permitem resultados confidveis para as cargas em servico,

enquanto que, na etapa 2, pode-se analisar estruturas até a carga de ruptura.

O programa foi desenvolvido na linguagem de programacdo FORTRAN, ideal para
processamentos numéricos, ¢ de modo a tornar os resultados dos testes independentes de
ajustes de parametros. Sao fornecidos apenas, através de um arquivo de entrada de dados,
dados da geometria e topologia da estrutura, da malha de elementos finitos adotada, do tipo de

carregamento, das propriedades dos materiais e das condigdes ambientais.
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ENTRADA DE DADOS

v

DETERMINACAO DOS PARAMETROS
DA CADEIA DE MAXWELL

%

DETERMINACAO DO CARREGAMENTO

»l

CONVERSAO DAS TENSOES PARA CADA ETAPA

%

APLICACAO DO INCREMENTO DE CARGA E/OU DE
INCREMENTOS DE DESLOCAMENTOS PRESCRITOS

FL

MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS
ELEMENTOS E DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

v

RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES PARA
OBTENCAO DOS INCREMENTOS DE DESLOCAMENTOS E
DAS REACOES NOS NOS VINCULADOS

v

CALCULO DAS DEFORMACOES,
TENSOES E FORCAS RESIDUAIS

VERIFICACAO DA CONVERGENCIA
|

v

SAIDA DE RESULTADOS
|

LACO DE CARGA
LACO DE ITERACOES

LACO DE ETAPA

LACO DE PASSOS DE TEMPO

LACO DE INCREMENTOS DE CARGA E/OU DESLOCAMENTOS PRESCRITOS

FIGURA 5.3: Fluxograma do programa.

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



75

6 COMPROVACAO DO MODELO NUMERICO E APLICACOES

Neste capitulo, sdo apresentados exemplos de aplicacdo do modelo proposto na analise
ndo-linecar de elementos estruturais, através do Método dos Elementos Finitos, de modo a

avaliar a capacidade do modelo de simular o comportamento real das estruturas.

O modelo foi inicialmente aplicado a pilares esbeltos de material elastico e
elastoplastico, com o objetivo de se comprovar a adequacdo do modelo ndo-linear geométrico
implementado, através da comparagdo entre os resultados obtidos através deste modelo e
resultados analiticos ou numéricos obtidos por outros autores para tais estruturas.
Posteriormente, sdo apresentados exemplos de aplicagio do modelo na andlise nao-linear
fisica e geométrica de pilares esbeltos de concreto armado, submetidos a esforgos de flexo-
compressao, e seus resultados sdo confrontados com resultados experimentais existentes para

estes pilares.

Para comprovar a aplicabilidade do modelo a estruturas submetidas a estados de
tensdes tridimensionais, sdo apresentados trés exemplos que envolvem o confinamento de
pilares de concreto, dois dos quais envolvendo confinamento por compositos de fibras de

carbono.

Todos os exemplos foram testados sob cargas de curta duragao.

6.1 ANALISE ELASTICA DE UMA VIGA-COLUNA COM GRANDES DESLOCAMENTOS

Com o intuito de validar o modelo ndo-linear geométrico implementado, o mesmo foi
aplicado a uma viga-coluna submetida a carga uniformemente distribuida (Figura 6.1). A
resposta desta viga-coluna, engastada numa extremidade e livre na outra, pode ser obtida

através da solucdo analitica de Holden (1972).

Andlise de Pilares Esbeltos de Concreto Armado Confinados, através do Método dos Elementos Finitos.



76

P/2 N/ecm 2,54 cm
I EEEEEEEEEREER
2,54[
Y VY VYV VYV VY Y Y Y Y VY Secio
P/2 N/cm E =827 x 10° N/em®
. L=254cm | v=0_2

FIGURA 6.1: Viga-coluna sob carga uniformemente distribuida.

A viga-coluna ¢ constituida por material isotropico e eldstico linear. De modo a
prevenir uma resposta plastica da estrutura, tomou-se uma tensdo de escoamento

suficientemente grande.

Esta viga-coluna foi discretizada em cinco elementos finitos de iguais dimensdes, ao
longo de seu comprimento, e sua resposta, mostrada na Figura 6.2 juntamente com a solug¢ao
analitica de Holden (1972), foi obtida através da aplicacdo de incrementos de carga. Na
Figura 6.2 encontra-se também a solu¢cdo obtida pelo modelo, no caso de linearidade

geométrica.

Verifica-se que a resposta obtida pelo modelo ndo-linear foi coincidente com a solugao

analitica de Holden, diferindo bastante da resposta obtida pelo modelo linear.

1,4
ﬂ I I I I I
1,2 1 7\ :[W
b ;
 ———
14 ’
/Y
08 1 h/L
0,6 1
0,4 1 W/L
—&— Solucdo analitica de Holden
0,2 ——— Modelo ndo-linear
/0/ Modelo linear
0 ‘ ‘ :
0 5 10 15 20
Carga P (N/cm)

FIGURA 6.2: Variacdo da Flecha W/L e de h/L com a carga P.
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6.2 ANALISE DE UM PILAR ELASTOPLASTICO COM GRANDES DESLOCAMENTOS

A andlise de um pilar de material elastoplastico, através do Método dos Elementos
Finitos, foi realizada por Kanchi et al (1978), com o objetivo de associar efeitos de

instabilidade com plasticidade.

De modo a verificar a aplicabilidade do modelo proposto a um exemplo simples que
envolve ndo-linearidades material e geométrica, este pilar foi analisado e sua curva carga-
deslocamento foi comparada com a solucdo obtida por Kanchi et al (1978). O modelo
utilizado por Kanchi et al (1978) ¢ bidimensional e composto por elementos finitos

isoparamétricos de oito nods.

As dimensdes do pilar e a malha de elementos finitos utilizada na analise deste pilar,
que possui mesmo numero de elementos utilizados por Kanchi et al (1978), estdo

apresentadas na Figura 6.3.

1000 cm

- P2

100

N

P2
100

NN N

FIGURA 6.3: Dimensdes ¢ malha de elementos finitos do pilar.

O pilar foi submetido a incrementos de carga, aplicados com uma excentricidade de 25
cm e seu material apresenta médulo de elasticidade de 2,0 x 107 t/m2, tensdo de escoamento

o de 3,0 x 10* t/m? e coeficiente de Poisson nulo.

O critério de escoamento, que define a superficie de plastificacdo ou de carregamento,
adotado por Kanchi et al (1978) e neste exemplo ¢ o critério definido pela superficie de Von

Mises, expresso por:
F=c,=(31,)" (6.1)

Neste exemplo, admite-se que a tensdo de plastificacdo ¢ dada por:
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onde H’ € a taxa de endurecimento e ¢ a deformagéo plastica.

(6.2)
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Desta forma, admite-se que o material possui um comportamento elastoplastico com

endurecimento para valores de 6 >o,

Os resultados obtidos na andlise do pilar encontram-se na Figura 6.4, para diferentes

taxas de endurecimento. Nao ha informagdes no trabalho de Kanchi et al (1978) sobre a taxa

de endurecimento considerada na andlise e sobre o coeficiente de fluidez adotado. Mesmo

assim, consideramos os resultados obtidos por este autor e pelo programa desenvolvido neste

trabalho bastante proximos. As duas andlises caracterizaram com bastante proximidade o

inicio do escoamento e a diferenga existente na curva carga-deslocamento, apds este ponto,

pode ser explicada pelas diferentes fungdes de escoamento e coeficiente de fluidez adotados

na analise. Na Figura 6.4 sdo também apresentadas as curvas obtidas para um material

elastico e para o caso linear geométrico.

Carga P (10%)

H'=10000
/

H=0

l
H'=1000

—&— Elastico - Kanchi et al
—e— Elastoplastico - Kanchi et al
Elastico - Modelo

Elastoplastico - Modelo

Elastico Linear - Modelo

0 0,05

0,1

0,15 0,2

Deflexao Lateral da extremidade livre (m)

0,25

FIGURA 6.4: Deflexao lateral da extremidade livre.
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6.3 ANALISE DE PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADO

Neste item sdo analisados pilares esbeltos de concreto armado sob flexo-compressao,
de modo a validar o modelo ndo-linear proposto para o concreto armado, associado com ndo-
linearidades de ordem geométrica, ja que os pilares esbeltos sdo bastante afetados por efeitos

de segunda ordem.

6.3.1 Pilar de Kordina

Kordina (1976) ensaiou uma série de pilares esbeltos birrotulados de concreto armado,
sob flexo-compressdo obliqua. Os resultados para um pilar de secdo retangular (S-XII), com
secdo transversal 17,40 x 26,55cm e 498cm de comprimento, foram utilizados na

comprovagdo experimental do modelo desenvolvido neste trabalho.

As caracteristicas geométricas do pilar e a posicao de aplica¢do da carga encontram-se

ilustradas na Figura 6.5.

LP

Secao A-A’:
;2 17,40 cm
| | !
1 ! 2
_ - w ;
) I
o0
|
: |
= v [ FEN P S i mmm -
2 < % |
g ” |
I !
= | A A JE= !
i L B
1 — i
3,2 11,0 32
e=4,35cm
Barras de canto: 4 (1) 20 mm 0=67,5°
Estribos: ¢ 8 mm ¢/ 13,1 cm

P

FIGURA 6.5: Geometria e carregamento do pilar S-XII.
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Os pilares foram aumentados para 26,4 x 26,4 cm na zona de transferéncia de cargas,
de modo a evitar que a ruptura ocorresse neste ponto. Como tal precaucdo pode ser
desprezada numa andlise numérica, o pilar foi analisado como tendo a mesma segdo

transversal ao longo de sua altura.

A armadura longitudinal, constituida por quatro barras de canto, corresponde a uma
taxa total de armadura de 2,80%. O ago utilizado, BSt 42/50, apresentou uma tensao média de
escoamento de 453,3 MPa. Neste exemplo, admitiu-se uma tensdo de escoamento de 500 MPa
para a armadura transversal ¢ um modulo de deformacgdo longitudinal de 210 GPa para as

armaduras transversal e longitudinal.

A resisténcia cubica do concreto, determinada em cubos com 20 cm de aresta, no dia
do ensaio, foi de 32,9 MPa. No entanto, como os modelos implementados neste trabalho sao
calibrados a partir da resisténcia do concreto a compressdo, medida em cilindros com 15cm de
didmetro e 30cm de altura, foi necessario uma conversdo de valores. A resisténcia cilindrica

do concreto a compressao f_ . ... pode ser obtida a partir de sua resisténcia ctbica f

¢ cubica a
partir da seguinte expressao, apresentada por Leonhardt (1977), com base nas recomendagdes

do CEB de 1964:

f = 0’83 ’ fcct']bica (63)

ccilindrica

Desta forma, a resisténcia do concreto a compressdo utilizada na andlise através do

programa, foi de 27,31MPa.

Devido a simetria de geometria e carga deste exemplo, apenas a metade do pilar foi
modelada, através de uma malha com dez elementos ao longo do comprimento, dois ao longo
da base e dois ao longo da altura da se¢@o. A malha de elementos finitos utilizada na analise
estd mostrada na Figura 6.6, e foi definida de modo a apresentar um né no ponto de aplicagao
da carga. A solu¢do computacional foi obtida pela aplicagdo de incrementos de deslocamento

de 0,001 cm neste no.

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



81
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FIGURA 6.6: Malha de elementos finitos empregada na analise.

Na Figura 6.7, comparam-se os valores das flechas no meio do vdo, obtidas numérica e
experimentalmente. Nas Figuras 6.8 a 6.11 sdo comparadas as deformacdes longitudinais
obtidas experimentalmente nos vértices da secdo transversal central do pilar, com as
deformacdes especificas medidas nos pontos de integragdo de concreto mais proximos destes

vértices.
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_____________________ Puey, = 550 KN
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Modelo numérico
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FIGURA 6.7: Flecha resultante na se¢do central do pilar.
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FIGURA 6.8: Deformagdes especificas no vértice 1.
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FIGURA 6.9: Deformagdes especificas no vértice 2.
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FIGURA 6.10: Deformacgdes especificas no vértice 3.
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FIGURA 6.11: Deformacgdes especificas no vértice 4.

Observa-se que, de uma maneira geral, h4 uma boa concordancia entre os resultados
numéricos e experimentais. A carga de ruptura obtida experimentalmente foi de 550 KN, para
a qual ndo foi medida a flecha no centro do pilar, de modo que na Figura 6.7 este ponto ndo
estd indicado. A carga de ruptura obtida pelo modelo foi em torno de 10% maior que a obtida

no ensaio.

6.3.2 Pilares de Kim e Yang

Kim e Yang (1995) ensaiaram um total de trinta pilares de concreto armado de mesma
secdo transversal, com indices de esbeltez A iguais a 10, 60 e 100, para trés valores de
resisténcias de 25,5, 63,5 e 86,2 MPa, e com taxas de armadura longitudinal p de 1,98% e
3,95%. Todos os pilares sdo birrotulados e estdo submetidos a flexo-compressdo normal, com

a carga aplicada com uma excentricidade de 2,4 cm.

Neste trabalho, foram analisados os pilares com A igual a 60 e 100, onde se estuda os
efeitos da resisténcia do concreto e da taxa de armadura longitudinal na obtengdo das curvas
carga-deslocamento da estrutura e carga-deformacdo da armadura longitudinal. Detalhes da

geometria e do carregamento dos pilares podem ser vistos na Figura 6.12.
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FIGURA 6.12: Geometria e carregamento dos pilares.

Na Tabela 6.1 os pilares analisados neste trabalho estdo enumerados de acordo com a
mesma numeracao dos pilares de Kim e Yang (1995), na qual as letras L, M e H denotam os
concretos de resisténcia normal, média e alta, respectivamente, juntamente com as

caracteristicas especificas de cada pilar.

A resisténcia do concreto dos pilares foi avaliada em corpos de prova cilindricos com
10 cm de diametro e 20 cm de altura. Como os modelos implementados sdo calibrados pela
resisténcia cilindrica de corpos de prova com 15cm de didmetro e 30 cm de altura, foi
necessario fazer um ajuste nestes valores. A geometria do corpo de prova pode afetar os
resultados do ensaio em laboratorio sobre a resisténcia do concreto, na medida em que, para
uma razao altura/diametro igual a dois, quanto maior o didmetro menor a resisténcia (Mehta e
Monteiro, 1994). Desta forma, as resisténcias utilizadas nas andlises dos pilares foram
reduzidas em 5%, com base em um grafico do Concrete Manual (1975), que mostra a
influéncia do didmetro do corpo de prova sobre a resisténcia do concreto quando a razao

altura/diametro € igual a dois.
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Tabela 6.1: Pilares analisados.

Pilar A p (%) |fun MPa) | f,, adotado
6012 60 1,98 25,5 242
60M2 60 1,98 63,5 60,4
60H2 60 1,98 86,2 81,9
100L.2 100 1,98 25,5 242
100M2 100 1,98 63,5 60,4
100H2 100 1,98 86,2 81,9
10014 100 3,95 25,5 242
100M4 100 3,95 63,5 60,4
100H4 100 3,95 86,2 81,9
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As barras longitudinais possuem 6,35 mm de didmetro e 387 MPa de tensdo de

escoamento, e os estribos 3 mm de didmetro, espacados de 60 mm. Admitiu-se uma tensao de

escoamento para os estribos de 500MPa e um médulo de deformagao longitudinal de 210 GPa

para a armadura longitudinal e transversal.

Devido a simetria de carregamento e de geometria destes pilares, apenas a metade dos

mesmos foi considerada nas andlises. As malhas de elementos finitos utilizadas estdo

esquematizadas na Figura 6.13. As extremidades dos pilares foram modeladas através de

elementos trapezoidais, de modo a apresentarem ndés com mesma excentricidade com que a

carga foi aplicada nos ensaios.

| 72 cm
I
32 * * * * * * $
Vo
| 12 | 12 | 12 | 12 | 12 | 12 |
I T T T T T 1
(A= 60)
120 cm
I
32
4.8 -~
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
(.= 100)

FIGURA 6.13: Malhas de elementos finitos utilizadas nas analises.

phu
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As analises foram realizadas com incrementos de deslocamento de 0,0015 cm, de

modo a tornar possivel a obten¢do de curvas pds-ruptura.

Os resultados das andlises através do programa estdo apresentados nos itens 6.3.2.1 e
6.3.2.2, onde sdo comparados com os resultados experimentais obtidos por Kim e Yang

(1995). Para cada item discriminado na Tabela 6.1, foram ensaiados dois pilares.

6.3.2.1 Curvas Carga-Deslocamento na Se¢ao Central

Nas Figuras 6.14 a 6.22, sdo apresentadas as curvas carga-deslocamento, obtidas pelo

modelo e experimentalmente, para os nove pilares analisados.

Verifica-se uma boa concordancia entre os resultados numéricos e experimentais,
principalmente para os concretos de resisténcia normal. A curva pds-pico foi obtida pelo
modelo apenas para o pilar 60L2, para o qual sdo disponiveis resultados experimentais apds a

ruptura. Para os demais pilares, sdo apresentadas as curvas até a ruptura.

80
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5 50 A
= 40
2
S 30

20 1 —2&A— Experimental 60L2-1

10 —&— Experimental 60L.2-2

Modelo numérico
0 \ \ T T \ \
0 5 10 15 20 25 30 35
Deflexio lateral (mm)

FIGURA 6.14: Deflexao lateral da secdo central do pilar 60L2.

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



87

140
120
100 A
é 80
<
£ 60 -
]
40 + —2— Experimental 60M2-1
20 | —&— Experimental 60M2-2
Modelo numérico
0
0] 5 10 15 20 25
Deflexio lateral (mm)
FIGURA 6.15: Deflexao lateral da secdo central do pilar 60M2.
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FIGURA 6.16: Deflexao lateral da secdo central do pilar 60H2.
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FIGURA 6.17: Deflexao lateral da se¢do central do pilar 100L2.
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FIGURA 6.18: Deflexao lateral da secdo central do pilar 100M2.
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FIGURA 6.19: Deflexao lateral da secdo central do pilar 100H2.
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FIGURA 6.20: Deflexao lateral da se¢do central do pilar 100L4.
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FIGURA 6.21: Deflexao lateral da secdo central do pilar 100M4.
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FIGURA 6.22: Deflexao lateral a se¢do central do pilar 100H4.

6.3.2.2 Deformagdes na Armadura Longitudinal

tensodes de tracdo e compressao.

concordancia entre os resultados numéricos e experimentais.

&9

Nas Figuras 6.23 a 6.31 sdo apresentadas as curvas das deformacgdes especificas da
armadura longitudinal no centro do vao, pela carga aplicada, obtidas pelo modelo
implementado e obtidas experimentalmente por Kim e Yang (1995). A deformagao especifica
foi determinada nos pontos de integracdo da armadura mais proximos da se¢do central dos

pilares, nas barras de armadura mais distantes do centro dos mesmos, onde atuam as maiores

Assim como os resultados apresentados no item anterior, verifica-se uma boa
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FIGURA 6.23: Deformagdes da armadura no centro do pilar 60L2.
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FIGURA 6.24: Deformacdes da armadura no centro do pilar 60M2.
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FIGURA 6.25: Deformagdes da armadura no centro do pilar 60H2.
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FIGURA 6.26: Deformagdes da armadura no centro do pilar 100L2.
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FIGURA 6.27: Deformacdes da armadura no centro do pilar 100M2.
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FIGURA 6.28: Deformagdes da armadura no centro do pilar 100H2.
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FIGURA 6.29: Deformagdes da armadura no centro do pilar 100L4.
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FIGURA 6.30: Deformacdes da armadura no centro do pilar 100M4.
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FIGURA 6.31: Deformagdes da armadura no centro do pilar 100H4.
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6.4 ANALISE DE PILARES DE CONCRETO ARMADO CONFINADOS

Neste item, sdo analisadas situacdes de confinamento em pilares de concreto armado,
de modo a verificar a aplicabilidade do modelo desenvolvido a este tipo de situa¢do, em que a

estrutura fica submetida a um estado triplo de tensao.

Num primeiro exemplo ¢ avaliado o ganho na carga de ruptura de um pilar confinado
através da utilizag¢do de estribos pouco espacados. Posteriormente, o programa foi aplicado na
obten¢do da curva momento-deflexdo de um pilar confinado por compdsitos de fibras de
carbono. O modelo foi aplicado também na avaliagdo da resisténcia de corpos de prova de

concreto prismaticos, confinados externamente por tecidos de fibras de carbono.

6.4.1 Analise de Pilares de Concreto Armado Confinados por Estribos

Em seu estudo sobre o comportamento de pilares confinados, Razvi e Saatcioglu
(1989) ensaiaram alguns pilares curtos de se¢do quadrada, executados com concreto de

resisténcia normal e submetidos & compressao axial.

Os pilares numerados por #3 e #4 foram refor¢ados transversalmente pela utilizagao de
estribos e diferem apenas quanto ao espagamento dos mesmos, de modo que no pilar #3 o
espacamento dos estribos ¢ a metade do espacamento utilizado no pilar #4. Estes pilares, cujas
caracteristicas geométricas estdo indicadas na Figura 6.32, foram analisados através do

modelo desenvolvido neste trabalho.

A armadura longitudinal ¢ composta por quatro barras de canto de 16,0 mm de
didmetro e apresenta 470 MPa de tensdo de escoamento, enquanto que os estribos sdo
formados por barras de 6,53 mm de didmetro, com tensdo de escoamento de 373 MPa.
Adotou-se 210 GPa para o médulo de deformagdo longitudinal das armaduras. Os pilares #3 e

#4 possuem estribos espagados a 35 mm e 70 mm, respectivamente.
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FIGURA 6.32: Caracteristicas geométricas dos pilares.

A resisténcia do concreto utilizado nos pilares ¢ de 32 MPa.

A malha de elementos finitos empregada na andlise dos pilares esté ilustrada na Figura

6.33. Os pilares foram analisados através de incrementos de deslocamento de 0,002 cm na

face superior dos mesmos.

46 cm |

L 2
L 2

FIGURA 6.33: Malha de elementos finitos.

Na Figura 6.34 ¢ mostrada a curva carga-deformagdo axial para os dois pilares
analisados numericamente, juntamente com os resultados dos ensaios experimentais. A

deformacao axial foi medida no ponto de integragdo localizado no centro do pilar.

Michelle Pontes Seixas. Dissertacdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003.



95

Carga (MN)

—@— Experimental: #3
—a&— Experimental: #4
Modelo numérico: # 3

Modelo numérico: #4

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Deformacao axial (%)

FIGURA 6.34: Efeito do espacamento de estribos na resposta axial
dos pilares.

Verifica-se que os resultados numéricos e experimentais sdo bastante proximos. A
razao entre a carga de ruina prevista pelo modelo e aquela medida no ensaio, para os pilares

#3 e #4, ¢ de 0,9798 e 1,0005, respectivamente.

Os resultados confirmam estudos prévios realizados por diversos autores, na medida
em que se constata que a redugdo no espacamento dos estribos, conduzindo a uma maior taxa
de armadura transversal, resulta numa maior pressdo de confinamento, melhorando a
resisténcia e ductilidade dos pilares. O pilar #3, cuja taxa de armadura transversal ¢ o dobro
da taxa do pilar #4, apresentou resisténcia 11,5% maior que o pilar #4, que ¢ menos

confinado.

6.4.2 Desempenho de Pilares de Concreto Armado Confinados por Compositos

de Fibras de Carbono

Chaallal e Shahawy (2000) investigaram o desempenho de pilares birrotulados de
concreto armado reforcados externamente por compdsitos bidirecionais de fibras de carbono e

submetidos a flexo-compressdao normal, sob diferentes excentricidades.

O programa desenvolvido neste trabalho foi aplicado na andlise de dois dos pilares
ensaiados, sendo um confinado e o outro sem confinamento (de referéncia), para os quais
Chaallal e Shahawy (2000) apresentaram as curvas do momento aplicado pela deflexdo

lateral, obtidas experimentalmente.
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Estes pilares, identificados por OLE12 e 2LE12, apresentam mesmas caracteristicas
geométricas e de carregamento, de acordo com a Figura 6.35, sendo o pilar OLE12 nao
confinado e o pilar 2LE12 confinado por duas camadas de um sistema composito bidirecional
de fibras de carbono. Este sistema compdsito consiste em um entrelagado bidirecional, que
possui 6,7 fios por polegadas em cada dire¢do e por camada, sendo os fios formados por
12000 filamentos de fibras de carbono (Chaallal e Shahawy, 2000). As propriedades
mecanicas deste sistema, sugeridas pelos autores, sdo 538 MPa de resisténcia a tragdo e 45500

MPa para o médulo de elasticidade. Cada camada possui espessura de 0,508 mm.

P
]
[}
! e=30,48 cm
2
T i Secdo A-A’:
[}
[}
i . 20,32 cm |
| | i
T T W
+ o
o0
- A IS
A A
I
= | A A’ 1L o
e K =
L L o
— —
. 5,08 10,16 5,08
[}
i Barras de canto: 4 (1) 19 mm
1 | Estribos: ¢ 9,5 mm ¢/ 10,16 cm
[}
—>i E e =30,48 cm
[}

FIGURA 6.35: Caracteristicas geométricas e de carregamento dos
pilares.

Devido a simetria de geometria e carregamento dos pilares, modelou-se apenas metade
dos mesmos. Assim como na analise do pilar de Kordina (1976), o alargamento das
extremidades dos pilares ndo foi considerado nas analises. A malha de elementos finitos
utilizada nas analises numéricas ¢ composta por cinco elementos ao longo do comprimento
dos pilares, e dois na altura da secdo, de acordo com a ilustragdo mostrada na Figura 6.36.
Considerou-se 500 MPa (aco tipo A) e 600 MPa (aco tipo B) para a tens@o de escoamento das

armaduras longitudinais e transversais, respectivamente, e adotou-se para o mddulo de
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elasticidade de ambas as armaduras o valor de 210 GPa. A resisténcia média a compressao do

concreto utilizado nos pilares foi de 25,51 MPa na data dos ensaios.

| 177,8 cm

—» / 17,78
17,78
P—¢ /

- 20,32

L 4
L3
L3
*
L3

+ 4 1 g 4 4

| 3556 | 3556 | 3556 | 3556 | 3556 |

FIGURA 6.36: Malha de elementos finitos e carregamento aplicado
nas analises.

Os tecidos de fibra de carbono apresentam comportamento elastico linear até atingir a
ruptura e sdo introduzidos no modelo como barras de armadura pouco espagadas, que
apresentam area da secdo transversal correspondente a adrea do compdsito (espessura vezes a
largura considerada) e caracteristicas, tais como o mddulo de elasticidade e a resisténcia,
fornecidas pelo fabricante. Desse modo, estes compdsitos sdo modelados como um caso

particular do modelo elastoplastico definido para o aco.

Como o sistema compdsito ¢ bidirecional, o mesmo foi modelado através de barras de
armadura transversais (estribos) e longitudinais, localizados ao longo das faces dos pilares,

sendo cada barra correspondente a 5,08 cm de largura do composito.

Como os pilares OLE12 e 2LE12 estdo submetidos a uma carga com grande
excentricidade, o carregamento ¢ aplicado por meio de uma carga centrada e um binario,
utilizado para produzir o momento fletor que atua na estrutura, devido a excentricidade,

conforme ilustrado na Figura 6.36. A carga foi aplicada através de incrementos de 10KN.

A Figura 6.37 mostra as curvas do momento total aplicado, dado pela soma dos
momentos de primeira e segunda ordem, pela flecha na se¢do central do pilar, obtidas

numérica e experimentalmente.
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FIGURA 6.37: Efeito do confinamento obtido por compdsitos de
fibras, nas curvas momento-deflexao na se¢@o central dos pilares.

Embora os resultados experimentais indiquem uma maior ductilidade nas
proximidades da ruptura, a relagdo entre a carga de ruptura prevista pelo modelo e medida
experimentalmente ¢ de 1,03 para o pilar OLE12 e de 0,96 para o pilar 2LE12. A diferenca
existente na ductilidade das colunas, proximo a ruptura, pode decorrer do fato das
propriedades mecanicas da armadura, utilizadas nas andlises, ndo corresponderem exatamente
as propriedades das armaduras que sdo utilizadas nos ensaios, pois estes dados ndo sdo

informados no trabalho de Chaallal e Shahawy (2000).

Verifica-se, na Figura 6.37, que o pilar reforgado pelo compodsito apresentou uma
maior rigidez a flexdo, em comparagdo ao pilar ndo reforcado, sendo este fato atribuido ao
controle da fissuragdo que ocorre na peca reforgada, devido a pressio de confinamento
exercida pelo sistema compdsito. O pilar refor¢ado pelo compodsito bidirecional aumentou

cerca de 35% a sua capacidade de suportar momento.

6.4.3 Avaliacdo da Resisténcia de Pilares Curtos de Concreto Confinados

Externamente por Tecidos de Fibras de Carbono

Carneiro et al (2000) ensaiaram um total de 27 pilares de concreto convencional, com
30 cm de altura, e com sec¢des transversais circulares (15 cm de didmetro), quadrada (15 x 15
cm) e retangular (9,4 x 18,8 cm), sob compressao axial. Destes pilares, 18 foram refor¢ados

com uma ou duas camadas de tecido de fibras de carbono.
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As resisténcias dos pilares de secdo quadrada e retangular, sem reforco e reforcados
com uma e duas camadas do compdsito de fibra de carbono, foram avaliadas pelo modelo

computacional desenvolvido neste trabalho.

A resisténcia média a compressdo medida para o concreto ndo-confinado foi de 23,7
MPa. O tecido utilizado no confinamento apresenta resisténcia a tragdo de 3550 MPa e
modulo de elasticidade de 235 GPa. Cada camada do composito possui 0,165 mm de
espessura. Este composito foi modelado da mesma forma descrita no item anterior, sendo que
neste sistema de reforco, as fibras de carbono sdo orientadas em uma dire¢do apenas, e sdo
colocadas transversalmente a altura dos pilares. Desse modo, sdo consideradas armaduras
transversais nas faces dos pilares, que possuem as propriedades mecanicas dos compositos e
didmetros que correspondem a area de 1 cm de largura do compdsito vezes a espessura do

mesSmo.

Os pilares foram modelados por meio de uma malha contendo 10 elementos finitos ao
todo, conforme a Figura 6.38, onde a e b sdo iguais a 7,5 cm e 15,0 cm, respectivamente, para
o pilar de se¢do quadrada e iguais a 9,4 para o pilar de se¢do retangular. Estes pilares foram

analisados para incrementos de deslocamentos de 0,0015 cm na face superior dos mesmos.

| 30 cm |
[ 1
a
4 M 4 4 L 4 4
a
REGELRLERGE
’ J J L J J b

FIGURA 6.38: Malha de elementos finitos.

Os resultados dos ensaios de compressdo centrada, obtidos para trés pilares iguais,
moldados para cada tipo de se¢@o, e os obtidos numericamente, para os pilares sem e com

confinamento externo, sdo comparados na Tabela 6.2 a seguir.
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Sem reforco

Com 1 camada de reforco

Com 2 camadas de refor¢o

Secdo I;;:ro Experimental [Numérico| Experimental | Numérico | Experimental | Numérico
fo (MPa) |fo (MPa)| f.(MPa) | fi.(MPa) | f.(MPa) | f. (MPa)
Quadrada CL+4 23,1 26,7 37,8
15 x15x 30 cm CL-5 25,8 25,1 27,6 31,8 35,6 36,3
CL-6 22,2 28,0 36,0
Retangular CL-7 17,0 21,5 29,4
9,8 x 18,8 x 30 cm| CL-8 19,8 22,7 28,3 28,5 334 30,9
CL-9 22,1 27,7 36,8

De maneira geral, as resisténcias medidas numericamente ficaram bastante proximas

das medidas nos ensaios, ficando muitas vezes dentro da variagdo de resisténcia apresentada

pelos trés pilares ensaiados para cada tipo de se¢@o. Na Tabela 6.2, verifica-se que os maiores

ganhos de resisténcia dos pilares confinados, em relacdo aos ndo confinados, foram para os

pilares de se¢do quadrada confinados com duas camadas do sistema compdsito, os quais

chegaram a 45%, de acordo com as andlises numéricas, € a 54%, de acordo com a média dos

resultados experimentais obtidos.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um modelo nao-linear fisico e geométrico, para analise
tridimensional de pecas de concreto armado, confinadas ou ndo, através do Método dos

Elementos Finitos.

Obteve-se uma boa concordancia entre os resultados numéricos e experimentais dos
pilares analisados, considerando a variabilidade inerente ao comportamento de pecas de
concreto armado. O modelo mostrou-se capaz de acompanhar, de forma bastante aproximada,
as curvas carga-deslocamento experimentais e de prever, com precisdo satisfatoria, as cargas

de ruptura dos pilares.

O modelo também foi capaz de simular o comportamento de estruturas submetidas a
estados de tensdes tipicamente tridimensionais, oriundos do confinamento. O modelo previu
com bastante precisdo as cargas de ruptura dos pilares confinados, tanto por a¢do de estribos,
como pela utilizagdo de compositos de fibras, e os resultados obtidos confirmam a eficiéncia

do confinamento na melhoria da resisténcia e ductilidade destes pilares.

A aproximacdo entre os resultados numéricos e experimentais ¢ uma indica¢do da
validade do modelo proposto e de sua capacidade de prever o comportamento real de

elementos de concreto armado.

Desse modo, o modelo desenvolvido neste trabalho permitird andlises do
comportamento de pegas de concreto armado, possibilitando estudos para um aproveitamento
otimizado dos materiais, especialmente estudos de confinamento em pilares esbeltos de
concreto armado, cujos trabalhos experimentais sdo escassos, devido a dificuldade de
realizacdo de ensaios laboratoriais, que demandam grande estabilidade dos equipamentos

frente as cargas aplicadas.

O modelo obtido pode ser aperfeigoado, com o intuito de estender sua aplicabilidade,
melhorar a convergéncia das analises e aumentar sua precisio, principalmente na obten¢ao do

comportamento da estrutura apds a carga critica ser atingida.
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Sugere-se a elaboragdo de um modelo de chapa para a camada de compoésito que
envolve a peca de concreto armado, de modo a modelar este material com uma maior

precisdo.

Seria interessante, também, estender o modelo desenvolvido neste trabalho de modo a
possibilitar a andlise de estruturas ja submetidas a um estado de deformacao inicial, para que
se possa avaliar a eficiéncia do confinamento no refor¢o e reabilitagdo de estruturas

inicialmente sob carga. Este tipo de estudo ¢ também escasso no campo experimental.
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