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DORNELES, C. F. Desenvolvimento de Modelo Matematico para Representacdo de
Comportamento de um Equipamento de Avaliacdo Macroscépica de Modelos de Atrito.
2017. 25 folhas. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia Mecanica) —
Departamento de Engenharia Mecénica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre, 2017.

RESUMO

Este trabalho aborda o desenvolvimento de um modelo matematico que
representa o comportamento da parte mével de um equipamento experimental de avaliacdo de
modelos de atrito, existente no Laboratério de Mecatrénica e Controle (LAMECC) da UFRGS. E
apresentada uma fundamentagéo teodrica sobre modelos de atrito, bem como uma revisdo
sobre o funcionamento da bancada referida. O modelo é proposto a partir do levantamento de
caracteristicas fisicas e geométricas do sistema, assim como de hipéteses que simplificam o
equacionamento. O principal objetivo do equacionamento €&, a partir da condicdo de equilibrio
estatico, obter a equacdo que relaciona a forca de atrito resultante do contato com o
deslocamento das hastes. Com o modelo proposto, foi possivel representar 0 comportamento
da forga de atrito na regido de pré-deslizamento.

PALAVRAS-CHAVE: Modelos de Atrito, Modelagem de Sistemas Mecéanicos, Modelo de
Hastes para Atrito.



DORNELES, C. F. Development of Mathematical Model for Representation of Behavior of
a Macroscopic Evaluation of Models of Friction 2017. 25 folhas. Monografia (Trabalho de
Conclusdo do Curso em Engenharia Mecénica) — Departamento de Engenharia Mecénica,
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2017.

ABSTRACT

This paper approaches the development of a mathematical model to represent
the friction behavior on a experimental friction bench equipment, from LAMECC (Control and
mechatronics laboratory at Federal University of Rio Grande do Sul). Theorical fundamentation
on friction models are presented, and a revision on the bench equipment operation is
presented. The mathematical model is proposed based on the system's fisical and geometric
characteristics. Also, hypotheses that simplify the problem were used to reduce the complexity
of the modeling. The main goal of mathematical modeling is, from the stastic's equilibrium
configuration, to obtain the equation that relates the contact resultant frictional force with the
bristles displacement. According to the proposed model, it was possible to represent the
behavior of friction force in the presliding region.

KEYWORDS: Friction Models, Mechanical Systems Modeling, Bristles Models for Friction.
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1. INTRODUCAO

O fendbmeno de atrito ocorre quando ha interacdo entre duas superficies em contato. Desta
forma, o atrito se apresenta em praticamente todos 0s mecanismos com elementos moéveis. A
pesquisa sobre este fenébmeno fisico agrega diferentes areas de conhecimento, como ciéncia dos
materiais, mecéanica dos fluidos e estudos de deformacdes elasticas e plasticas. Exemplos de
engenharia mecéanica onde o atrito é significativo sdo abundantes, como transmissdes, freios,
rolamentos, cilindros hidraulicos e pneumaticos [Olsson et al., 1998].

Segundo Canudas-de-Wit et al, 1995, o atrito pode causar erros de seguimento de
trajetéria, surgimento de ciclos-limite e movimentos adere-desliza que séo indesejaveis ao sistema
controlado. Por conta disso, o atrito se torna um fator importante no desenvolvimento de sistemas
de controles precisos, exigindo modelos matematicos para a validacdo de resultados. Estes
modelos mateméticos podem ser obtidos por meio de técnicas analiticas, isto €, pelo
levantamento das leis fisicas que regem o comportamento do sistema mecanico e com auxilio de
softwares especificos.

A bancada de avaliacdo macroscoépica de atrito, desenvolvida por Fronza, 2015, mostrou-
se eficaz para estudos de modelos de atrito, permitindo a representacdo, de forma macroscopica,
dos fenbmenos microscOpicos que ocorrem nos materiais em contato. Como as forcas de atrito
dependem de diversos fatores que ndo foram totalmente esclarecidos, a modelagem matematica
da bancada de atrito tem por objetivo a obtencdo de um equacionamento capaz de descrever o
comportamento da mesma quando em operacao.

Assim, visando contribuir para o entendimento e validagéo de estudos sobre modelos de
atrito, este trabalho prop6e um modelo matematico para a representacao fisica da bancada de
avaliacdo de atrito, através de um equacionamento matematico e analise dos seus resultados no
regime de atrito estatico, conhecido como regido de pré-deslizamento .

2. OBJETIVOS

Este trabalho visa a desenvolver um modelo matematico que represente 0 comportamento
da parte movel de uma bancada experimental de avaliagdo de modelos de atrito direcionados a
modelagem e compensacdo de atrito de sistemas mecanicos controlados. O modelo matematico
devera dar suporte a sintese futura de modelos de atrito baseados em equacionamento fisico,
visto que a bancada foi concebida para simular o comportamento microscépico dos fendbmenos
envolvidos na geracédo das forgas de atrito entre dois materiais em contato.

3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Atrito

O atrito pode ser definido com o resultado de interacdes complexas entre duas superficies
em contato. A for¢a de atrito é uma forca de reagdo tangencial ao contato entre 0s corpos que
depende de diversos parametros, como carga, rugosidades, velocidade relativa dos corpos,
presenca de lubrificantes, propriedades do material, entre outros (Olsson et al., 1998).

De acordo com Bowden e Tabor, 2001, quando se trata de contatos deslizantes entre
superficies planas, o atrito pode ser modelado como forcas elasticas e plasticas oriundas das
rugosidades microscopicas em contato.

Os corpos possuem superficies naturalmente asperas, como mostra a Figura 3.1. Desta
forma, o contato ocorre sobre um determinado niumero de asperezas, e ndo de forma continua
sobre a superficie. As deformacdes nos pontos de contato ocorrem devido ao carregamento
externo aplicado. Assim, quando ha uma forca tangencial aplicada na superficie, surge uma forca
de cisalhamento entre os pontos de contato e isso resulta em deformacdes elasticas e plasticas.
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Figura 3.1 — Representa¢cdo microscopica do contato entre superficies.(Fonte: Olsson, 1996)

Segundo Armstrong-Hélouvri, 1991, o comportamento dos mecanismos de atrito pode ser
dividido em quatro regides, que dependem da velocidade relativa entre as superficies. Esta
divisdo esta exemplificada na Figura 3.2.

F NI

Lubrificag&o mista
Lubrificagdo completa

Atrito estatico
Lubrificacao de fronteira

Velocidade [m/s]
-

'

Figura 3.2 — Relacéo entre forga de atrito e velocidade.(Fonte: Fronza, 2015)
No primeiro regime apresentado, conhecido como atrito estatico, ndo ha& movimento

significativo entre as superficies, pois as mesmas estdo aderidas. Esse regime também é
conhecido como pré-deslizamento. No segundo regime, lubrificacdo de fronteira, ocorre
movimento relativo entre as superficies, porém quase ndo ha lubrificante presente. A medida que
a velocidade de deslizamento aumenta, cresce também a quantidade de lubrificante na interface
das superficies, aumentando a separagdo das mesmas. No terceiro regime, o de lubrificagéo
mista, tem-se parte das superficies em contato e outra parte separada pelo lubrificante. Neste
regime, a forca de atrito é parcialmente devida ao lubrificante e sua viscosidade e, parcialmente
devida aos pontos de contato de aspereza (Olson, 1996). No momento em que as superficies
estdo inteiramente separadas pelo lubrificante, ocorre a lubrificacdo completa, que caracteriza o
guarto regime, se aproximando ao comportamento do atrito viscoso de Newton.

A relacdo apresentada na Figura 3.2 € conhecida como efeito de Stribeck, onde nota-se
gue h& a diminuicdo da forca de atrito com o aumento da velocidade no inicio do movimento.

No regime de atrito estatico, a forgca necesséria para superar a inercia e iniciar o
movimento é conhecia como forca de quebra. Segundo Rabinowiccz, 1951, apud Olson, 1996, a
forca de quebra corresponde a um valor de pico no gréfico do atrito como fungdo do
deslocamento. A Figura 3.3 destaca a forga de quebra que ocorre muito proximo do ponto de
partida.

PN «+ Forga de quebra

.

Deslocamento [mm]

Figura 3.3 — Relacéo entre atrito e deslocamento.(Fonte: Fronza, 2015)
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Courtney-Pratt Eisner, 1957, apud Olson, 1996, realizaram alguns experimentos e
comprovaram que ocorrem movimentos microscopicos no regime de atrito estatico, conhecido
com pré-deslizamento. A Figura 3.4 mostra a relacdo entre a forca de atrito e o deslocamento, as
linhas pontilhadas na figura indicam que a interrupcdo da forca aplicada resulta em deslocamentos
diferentes.

A FN

Deslocamento [mm]

Figura 3.4 — Comportamento no pré-deslizamento.(Fonte: Fronza, 2015)

Segundo estudos realizados por Hess e Soom, 1990, conclui-se que a for¢a de atrito &
menor para velocidades decrescentes do que para velocidades crescentes. Isso esta
exemplificado na Figura 3.5, onde se identifica uma relagdo nédo linear entre a forgca e a
velocidade, incluido histerese, o qual sofre influéncia da viscosidade, do carregamento e da taxa
de variacdo da velocidade.

b F[M)

e —

Welocidade [mis]
-

Figura 3.5 — Comportamento nao linear da for¢a de atrito com relacéo a velocidade. (Fonte:
Fronza, 2015)

3.2 Modelos de Atrito

Os modelos classicos de atrito tém o propésito de dar uma compreenséo aproximada do
comportamento de atrito, de acordo com experimentos simples que podem ser reproduzidos.

A Figura 3.6 apresenta as curvas representativas dos modelos de atrito estético classicos
disponiveis na literatura.

e e

Figura 3.6 — Modelos de atrito classicos.(Fonte: Olsson, 1996)
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A Figura 3.6(a) indica a representacdo do modelo de atrito de Coulomb. O principio deste
modelo é de que o atrito se opde ao movimento e sua for¢a independe da velocidade e da area de
contato. O modelo de Coulomb pode ser descrito através da Equacéo 3.1.:

F = F; sgn (v), (3.1)

onde F é a forga de atrito, F. € o coeficiente de atrito de Coulomb e v é a velocidade. O valor da
forca para velocidade zero nédo esté especificado, dependendo diretamente de como a fungéo sgn
(sinal) é definida.

Em meados do Século XIX, a teoria da hidrodindmica foi aperfeicoada e com isso,

expressoes para a forga de atrito decorrente da viscosidade dos lubrificantes foram desenvolvidas
(Olson, 1996). A Equacdo 3.2 exp0be esses efeitos na composicao da forca de atrito.

F=F,v, (3.2)

onde F é a forca de atrito, F, € o coeficiente de atrito viscoso e v é a velocidade.

Segundo Morin, 1833, apud Olson, 1996, a forca de atrito no repouso é maior do que a
forca de atrito de Coulomb. Por este raciocinio, tem-se que o atrito estatico neutraliza as forcas
externas até um determinado valor correspondente a forca de atrito estatico ou forca de “quebra”
F;, impedindo a movimentag&o do objeto. Todavia, se a forga externa é suficientemente grande, a
forca de atrito ndo consegue impedir 0 movimento do mesmo. Assim, quando 0 corpo esta em
repouso, o atrito ndo pode ser modelado apenas em fungéo da velocidade, pois uma forga externa
contribui para o fendmeno. Desta forma, a forga de atrito pode ser descrita através da Equacao
3.3:

_{Fe sev=_0e¢lF| <K (3.3)
— F sgn(F,) sev=_0el|R| 2K’ '

onde F é a forca de atrito e F, é a forca externa.

Ao longo dos anos, os modelos classicos foram combinados de diferentes formas
(continuando, porém, sendo referenciados como classicos). A Figura 3.6 (c) é relativa a
combinac&o dos modelos de Coulomb, viscoso e estatico.

Estudos realizados por Stribeck, 1902, apud Olson, 1998, demostram que a forga de atrito
diminui continuamente e ndo de forma descontinua, como mostram os modelos descritos
anteriormente. Esse efeito ocorre devido a uma dependéncia da velocidade, podendo o0 mesmo
ser observado na Figura 3.6(d). O modelo de Stribeck pode ser representado pela Equagéo 3.4:

F (v), sev+0
F = F, sev=0el|F| <E , (3.4)
Fysgn(F,), sev=_0elF|>F

onde F é a forca de atrito, F, € a forca externa, F, é a forca de atrito estatico e F(v) é conhecida
como funcao de Stribeck. A funcéo de Stribeck pode se definida de acordo com a Equacgéo 3.5:

Ss
F) = F+ (F— B)e '™l + B, (3.5)
onde, v, € a velocidade relativa a forca de atrito minima e §; € a constante de Stribeck
(normalmente definida como &; = 2). De acordo com a Equacéo 3.5, quando v = 0, a forca de
atrito tende a forca de atrito estética. No entanto, quando a velocidade entre as superficies forem
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altas, isto €, quando v — oo, a forca de atrito tende a soma das forcas de atrito de Coulomb e
viscosa.

Com a finalidade de relatar caracteristicas dindmicas do fenémeno de atrito, Dahl, 1968
apud Olson, 1998, propds um modelo que tem como partida a curva tensdo-deformacdo de
componentes mecanicos classicos. A ideia baseia no aumento gradual da forca de atrito até que
ocorra a ruptura do contato. Dessa forma, Dahl modelou o atrito através da Equacéo 3.6:

dF F x
priall (1 - chgn(v)) , (3.6)

onde F é aforca de atrito, o € o coeficiente de rigidez e a € o pardmetro que determina a forma da
curva tensdo-deformacdo, normalmente usado como a = 1. Assim, o0 modelo de Dahl pode ser
também definido como a derivada da Equacéo 3.6 em relacdo ao tempo, apresentada na Equacao
3.7 a 3.9, com o parametro a = 1.

dF FII 3.7
i ch, (3.7)
F=o0z (3.8)
dz olv| 3.9
il Fcz. (3.9

O modelo de hastes Bristle Model, proposto por Haessing e Friedland, 1991, tem por
objetivo avaliar o comportamento microscopico entre duas superficies em contato. Por conta de
superficies irregulares, o nimero de pontos em contato e sua localizacdo séo distribuidos de
forma aleat6ria. A Figura 3.7 representa a estrutura em que o modelo é baseado. Neste formato,
cada ponto é supostamente ligado por hastes flexiveis e, com o0 movimento relativo entre as
superficies, os esforcos nas hastes aumentam e as mesmas se comportam como molas. A
Equacéo 3.10 expressa a forga de atrito para o Modelo de Hastes:

N

F= ZGO (x; — by, (3.10)

i=1

onde, F é aforca de atrito, o, € a rigidez da haste, N € o nUmero de hastes, x; € a posi¢ao relativa
das hastes e b; é a localizacdo do ponto em que ocorre 0 contato.

Superficie A

Hasta
eléshca\'l | || }I i L

Superficie B b

Figura 3.7 — Superficies em contato de acordo com o Modelo de Hastes.(Casanova, 2007)

O modelo de LuGre, descrito por Canudas de Wit et al, 1995, consiste de uma extensao do
modelo de Dahl, 1968, que, além de basear-se no comportamento microscopico dos materiais,
leva em consideracdo o efeito de Stribeck. Neste modelo, os dois corpos rigidos em contato séo
considerados como elementos elasticos. Quando ocorre movimento relativo entre as superficies,
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h& o surgimento de uma forca tangencial que tende a deformar os elementos elasticos no ponto
de contato. Quando a deformacéo for suficientemente grande, os elementos comecam a deslizar.
Assim, a forca de atrito pode ser descrita pela Equacéo 3.11.

dz
F = 09z+ 0y E-l_ oLV, (3.11)

A variavel z € denominada dindmica de deflexdo média e é expressa pela Equacao 3.12:

dz [v]|ag 312
—=v—- —=1Z, .
T (312)
onde F é a forca de atrito, v € a velocidade relativa entre as superficies, z é a deflexdo média do
elemento elastico, g, é a rigidez do elemento elastico g; € 0 amortecimento microscopico e g, €é 0
coeficiente de atrito viscoso. A funcdo g(v) € equivalente a forca de atrito de Stribeck (Equacéo
3.5) diminuida da parcela relativa a forga viscosa (F,v), que € considerada no Modelo de LuGre
através do termo o,v. A mesma € expressa pela Equagéo 3.13:

gw) =F + (K — Fc)e'(v/"s)z, (3.13)

Desta forma, o modelo de LuGre considera os efeitos do pré deslizamento e os efeitos
dindmicos do atrito (quando ocorre deslizamento) em fun¢do da velocidade e de acordo com o
modelo de Stribeck.

3.3 Bancada de avaliagao macroscépica de modelos de atrito

A bancada de avaliagcdo macroscopica de modelos de atrito baseia-se no comportamento
microscOpico dos contatos entre 0os materiais. Por conta de superficies irregulares e asperas,
microscopicamente, dois corpos em contato ndo estardo integralmente ligados. Assim, Fronza,
2015, desenvolveu a bancada a fim de representar as rugosidades de maneira macroscoépica por
meio de placas articuladas que representam hastes.

Com o propdsito de oportunizar condicdes necesséarias para avaliar a capacidade dos
modelos na reproducé@o de fenbmenos fisicos, a bancada deve permitir o movimento vertical do
conjunto, com o objetivo de simular o contato entre materiais mais polidos e rugosos. O
movimento horizontal também deve ser permitido, a fim de reproduzir o deslocamento entre as
superficies em contato. Um sistema de retorno vertical com pré-tensionamento regulavel foi
instalado a fim de avaliar as diversas situacfes de sobreposicdo de materiais, contrapondo o
movimento se subida das hastes superiores durante o deslizamento. A Figura 3.8 mostra o projeto
da bancada e suas principais partes.

Fuso de movimentag&o vertical

Guia linear
superior

Hastes superiores
flexdiveis

inferiores fixas

Figura 3.8 — Principais partes da Bancada de Atrito.
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As hastes inferiores sao fixas, e as superiores sdo montadas em um conjunto com pinos e
molas de tor¢éo, que permitem rotacdo de 30° para cada lado. Todas as hastes sao sustentadas
por um sistema de encaixe que permite a troca rapida e utilizacdo de diferentes quantidades de
hastes. O projeto idealizado por Fronza, 2015, pode ser utilizado com até 24 hastes inferiores e 10
hastes superiores.

As placas superiores séo fixadas em um bloco com molas de compressdo. No momento
em que ocorre um movimento relativo entre as hastes, as mesmas deslizam umas sobre as
outras, de modo que o contato se afaste. Nesse instante, as molas de compressédo opdem-se ao
movimento, fazendo com que as placas retornem a posi¢ao original. Guias lineares sao utilizadas
para permitir esse deslocamento.

Para movimentar o dispositivo de forma controlada, Stona, 2016, projetou e implementou
um atuador linear elétrico para automatizar o deslocamento do carro mével da bancada, assim,
melhorando as condicdes para a medicéo das forcas de atrito. De acordo com o projeto de Stona,
2016, o acionamento do atuador foi realizado através de um motor de passo atuando diretamente
no fuso, que o rotaciona e fornece o deslocamento linear da castanha. O motor foi fixado na
bancada, unido ao fuso por um acoplamento e o fuso, acoplado a mancais.

3.4 Principio do Trabalho Virtual (PTV)

Segundo Meirovitch, 1986, o principio dos trabalhos virtuais (PTV) é basicamente um
equacionamento do equilibrio estatico de um sistema mecéanico. Para a obtengcdo do PTV, é
necessario introduzir o conceito de deslocamentos virtuais.

Imagina-se um sistema de N particulas se movendo em um espago tridimensional,
definindo os deslocamentos virtuais 6x;,8y;,82;, x5, ...,6zy como mudangas infinitesimais nas
coordenadas x4,y4, 21, X2, ..., Zy, 0S deslocamentos virtuais consistem de pequenas variacbes nas
coordenadas, resultantes da suposicdo de um sistema em uma posi¢céo ligeiramente deslocada,
gue nao requer alteracdes no tempo (Meirovitch, 1986). Estes, sendo infinitesimais, obedecem ao
calculo diferencial. Logo, se as coordenadas reais satisfazem a equacgéo da contracao:

g (‘xll }71;21' ‘xZI }72,22' x3, ---;ZN: t) = C: (314)
os deslocamentos virtuais devem ser descritos como:
g (xl + le'yl + 6y1,21 + 5Zl,x2 + 6x2, v ZN + (SZN,t) =C. (315)

Expandindo a Equacéo 3.15 em série de Taylor de primeira ordem, chega-se em:

N
ag ag ag
2 (a—xl 5Xi + a—yl 5yl + c’)_zl 5Zi) =0 , (316)

i=1
Assumindo que cada particula do sistema é atuada por uma forga resultante, tem-se que:
Ri= Fl+ fi' (317)
onde F; é a forca aplicada e f; é a forca de restricdo. Para um sistema em equilibrio, cada
particula deve estar em repouso, de modo que a forga em cada uma seja nula, logo R; = 0. Desta
forma, o produto escalar R;.dr;, que representa o deslocamento virtual da particula, também
deve ser nulo. Assim, o trabalho virtual para todo o sistema deve ser nulo, logo:

N
W = ZRi.Sri=0. (3.18)
i=1
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Restringindo-se a sistemas para os quais o trabalho virtual realizado pela forca de restricao
€ nulo, exclui-se as forcas de atrito resultantes do contato de superficies rugosas, como mostra a
Equacéo 3.19.

N
Zfi Or; =0. (3.19)
i=1

Com essas consideracgfes, tem-se que o trabalho realizado pelas forcas aplicadas, através
de deslocamentos virtuais infinitesimais, é zero.

N
SW = ZFi.érizo. (3.20)
i=1

Esta é a fundamentacao do principio do trabalho virtual que pode ser usado para calcular a
posicao estatica de equilibrio de elementos flexiveis.

4. METODOLOGIA

Conforme ja comentado, o atrito € um fenébmeno fisico no qual seus mecanismos ainda
ndo foram completamente esclarecidos. O modelo matemético, baseado no equacionamento da
bancada experimental de avaliagdo de modelos de atrito tem o intuito de auxiliar no entendimento
do comportamento do fendémeno fisico de atrito, dando base para simulagfes e valida¢des das
variaveis apresentadas anteriormente.

A primeira parte do trabalho consiste em estabelecer as hip6teses de simplificacdo do
sistema para a definicho do modelo. Apdés o modelo j& estar definido, € realizado o
equacionamento fisico do sistema com o auxilio do software MathCad (versdo educacional), o
qgual possibilitou a avaliagdo numérica das expressfes matematicas e a construcao de graficos
para andlise fisica dos resultados obtidos.

4.1 Definicdo do modelo

O desenvolvimento do modelo baseou-se no comportamento da parte mével da bancada
experimental de avaliagdo de modelos de atrito, desenvolvida por Fronza, 2015. Por ser um
sistema complexo, algumas consideracdes foram feitas a fim de simplificar a modelagem e
posterior equacionamento fisico, sendo listadas abaixo:

1) Foi analisado somente o comportamento estatico da bancada;

2) A analise desprezou os pré-deslizamentos ocasionados pela for¢ca peso;

3) O modelo inicial considerou apenas a fase de pré-deslizamento;

4) O comprimento das hastes é considerado infinito ou seja, ndo ocorre a “quebra” do
contato.

A Figura 4.1 apresenta o0 modelo aproximado utilizado para o equacionamento fisico da
parte mével da bancada de avaliacdo macroscoépica de atrito.
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Figura 4.1 — Modelo representativo da parte movel da bancada de atrito.

De acordo com o modelo descrito na Figura 4.1, partiu-se da premissa em que alguns
parametros sdo conhecidos ou de facil obtencao através de uma analise geométrica do modelo. A
Figura 4.2 deixa evidente a regido em que ocorre o contato entre as hastes.

Figura 4.2 — Regido em que ocorre o contato.

As constantes das molas de compresséo e torcional, K e K;, respectivamente, sédo valores
conhecidos e que néo variam com nenhum parametro do sistema.

De acordo com a Figura 4.1, Y, € o parametro geométrico que traduz a diferenga entre as
posicdes iniciais do conjunto, ou seja:

Y.= Ly— Y, (4.1)

onde L, e Y, sado valores fixos e conhecidos. O comprimento L, € definido como a distancia inicial
entre a fixacdo da haste na mola torcional e a fixacdo do conjunto de molas lineares com o carro
moével da bancada de atrito, como mostra na Figura 4.1. O comprimento Y, € a posicao inicial da
mola, ou seja, é a distancia entre a fixacdo da mola no carro mével e o contato com a haste, com
esta trabalhando com um angulo de 90° de inclinagdo com a horizontal.

O comprimento L € um valor variavel, que depende do angulo de inclinagdo da haste. L
pode ser descrito como o comprimento Util de trabalho da haste. O deslocamento da haste na
direcdo horizontal, Ax, depende do comprimento de trabalho da haste L e do &ngulo de rotacédo 6,
Como segue:

Ax = Lcos(6). (4.2)

Isolando o parametro L da Equacéo (4.2), obtemos a expressao para o comprimento util da
haste.
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L= Ax 4.3
" cosf’ (43)

O deslocamento y representa o quanto a mola axial se desloca na direcao vertical, sendo
definido, a partir da Figura 4.1, como:

y=Lsen(0)-Y,. (4.4)
4.2 Equacionamento do Equilibrio Estético do Sistema

Apbs a definicdo dos parametros fisicos e geométricos, foi realizado um estudo das forcas
atuantes no sistema para o0 caso estético. A partir desta andlise, foi possivel desenvolver um
modelo matematico que represente o comportamento da forca de atrito na parte mével da
bancada experimental de avaliagdo de modelos de atrito.

O principal objetivo do equacionamento €, a partir da condigao de equilibrio estatico, obter
a equacao que relaciona a forga de atrito F, resultante do contato com o deslocamento Ax. Assim,
0 modelo proposto podera ser utilizado, por exemplo, em modelagem de sistemas visando a
simulacdo dindmica. Dessa forma, 0 equacionamento de um sistema mecanico de 22 ordem
(sistema massa-mola em paralelo) com atrito entre as partes moveis pode ser definido
considerando a equacao de equilibrio dindmico da forma:

My %+ Ko x + F. (Ax) = Fy (t),
onde M, é a massa deslocada, K, é a rigidez elastica do sistema, x(t) é o deslocamento da
massa, Ax(t) é o deslocamento relativo entre os corpos em contato, ¥ € a aceleragdo da massa e
Fy(t) € uma forca externa aplicada. A forca F, € calculada em funcéo de Ax(t) medida em relagao
a uma referéncia. Se uma das partes em contato esta fixa, Ax(t) passa a coincidir com x(t).

A forca produzida pela mola de compresséo pode ser descrita, de acordo com a Lei de
Hooke, como:

E, = —Ky, (4.5)

onde K € a constante elastica da mola e y representa a deformacgéo sofrida pela mola na direcéo
vertical.
O momento aplicado a mola torcional pode ser expresso como:

M, = K, (g -0), (4.6)

onde K; € a constante da mola torcional e 8 € o deslocamento angular relativo.
A forca na direcdo normal a haste exercida por efeito da deformagdo da mola torcional
pode ser expressa como:

g, = Sf 4.7

== (4.7)

Decompondo a forga normal na direcdo de x e y, permite obter-se suas componentes
nessas diregdes, respectivamente F,, e F,,, descritas como:

F,. = E,sin@. (4.8)

E,y = F,cos@ . (4.9)

Pelo principio dos trabalhos virtuais e, através da analise geométrica do modelo, os
deslocamentos virtuais podem ser definidos para as dire¢6es horizontal e vertical, como segue:
Na direcdo horizontal:
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ox = d (L 0)
X = 70 cos 6),

logo,
éx = —Lsinf 66. (4.10)
Na direcao vertical:

d :
oy = 20 (Lsin6 — Y,),

logo,
6y = Lcos@ 66. (4.11)

Utilizando o principio dos trabalhos virtuais (PTV), obtém-se a seguinte equacgdo para o
balanco de energia do sistema:

SW = E,6x + F,8y + M0 =0, (4.12)

Substituindo os termos dx, Fy, 5y e My, da Equacao (4.12) pelas suas respectivas definicdes

(equacgbes 4.10, 4.5, 4.11, 4.6) e, logo apos, substituindo o valor de y pela expressao (4.4) na
expressao para F, (4.5), obtém-se o seguinte balanco de energia.

F,(—Lsin® 80) — K (Lsin@ — ¥,) (Lcos 6 66) + K, (g— 6)86 =0. (4.13)

Isolando FE, na Equagédo (4.13) encontramos uma expressdo para a forga de atrito,
dependente do angulo de rotagéo (8) e do comprimento efetivo da haste (L).

2KY.cosf L —K L?sin26 + nK, — 2K,0

Fe(6,1) = 2 Lsin@ ’

(4.14)

Realizando o equacionamento do equilibrio de forcas na dire¢do horizontal, igualamos as
expressoes (4.14) e (4.8):

F, = Fyy. (4.15)

Apo6s uma manipulagéo algébrica simples, obtém-se uma expresséo para o deslocamento
Ax, descrita por meio da Equacéo (4.16):

Ax (9) = d1 + d2 ) (416)
onde,

_\/41(2 Y2cos20+2m K K;sin20 + mK K;sin40 — 4 K K, 0sin20 — 2 K K, 0 sin40
B 4K sin 0 ’

dq

—2KY, + 4KY, cos? (g)
4K sin @ '

d2=

onde d, e d, sao variaveis auxiliares.

Substituindo a expressdo para o deslocamento Ax (Equacéo (4.16)) na expressdo para o
comprimento L (Equacéo (4.3)), encontrou-se uma relacédo para L que depende apenas do angulo
6. Com isso, foi possivel chegar a expresséo para a forca de atrito que também depende apenas
do angulo de rotacdo das hastes (6), como segue:
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A(B+C)D

E (0) = M ,

(4.17)

onde
A= KK;cosf (20— m)

B = \/K(ZKYCZ + 21K, sin20 + m K, sin40 — 4 K,0sin20 — 2 K,0sin46 + 2 K Y? cos 26)

C= —-2KY.cos0
D = (sin46 — 2sin 26)
M = 2sin260 2m K K;sin20 + m K K; sin40 — 4 K K, 0sin20 — 2 K K6 sin46)

onde 4, B, C,D e M sao também variaveis auxiliares.
Realizando o equilibrio de for¢as na diregcéo y, tem-se agora a seguinte igualdade:

= Fyn, (4.18)

Com uma manipulacdo algébrica adequada (ver apéndice A), obtém-se uma expressao
para o parametro L dependendo apenas do angulo 6.

JK2Y? — K K,sin20 (20 —m) +K Y,

L =
6) 2 Ksin®

(4.19)

Substituindo L na expressdo (4.2) para o deslocamento Ax, chega-se a Equacéo (4.20),
que representa também o deslocamento da haste na direcao horizontal (Ax).

JK2Y2 —K K, sin20 (20 —m) +K Y,

Ax(6) = coth
x(8) = co e

(4.20)

Com a expressédo encontrada para o deslocamento Ax (Equacdo (4.2)) e, substituindo a
mesma na expressao para o comprimento Util L (Equacao (4.3)), chegou-se a seguinte expressao
para a for¢a de atrito.

—8 KK, sin*48 (260 — 1) (\/K2 Y2 —K K, sin 20 (260 — ) — K YC)
8sin? 6 (—K K, sin 26 (20 — 1))

E.(6) = (4.21)

A expressdo para a forca E,, apresentada na Equacédo (4.21) depende apenas no angulo
de rotacéo (0).

As equacdes (4.16) e (4.20) representam o deslocamento horizontal das hastes, porém,
percebe-se que a expressao (4.20) é mais compacta.

Trabalhando com a hipétese de angulos pequenos, fez-se uma aproximacao linear para o
angulo de rotacdo 6, restringindo a faixa de aplicacdo da Equacdo (4.20) para angulos
relativamente pequenos. Segundo essa hipoétese, utiliza-se as seguintes aproximacoes:

sinf@ =60 ecosf =1
Com isso, obteve-se a seguinte expressao para o deslocamento horizontal.

KY.+K(KY?—4K, 62+ 21 K, 6)

Ax, (0) = 2KO ’

(4.22)
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Como sera visto mais adiante (Figura 5.2), com relacdo aos valores da expressao nao
simplificada, esta aproximacéo resulta em erro relativamente baixo para uma ampla faixa valores
de 6.

5. RESULTADOS E DISCUSSOES

Com o modelo matematico definido e, ap6s a obtencdo do equacionamento fisico para o
mesmo, foram feitos graficos para avaliar o comportamento do fenébmeno do atrito utilizando o
modelo de hastes.

Os parametros do modelo que possuem valores constantes sdo descritos na Tabela 5.1.
Esses valores sao de referéncia, sendo obtidos através de medi¢cdes na bancada e por catalogo
de fabricantes. As dimensdes L, e Y, foram obtidas com o auxilio de uma régua, fazendo uma
medig&o direta na bancada e conferidas através do modelo em SolidWorks® .Os valores para as
constantes das molas K e K, foram obtidos através das especificacdes do fabricante, ver
Apéndice D.

Tabela 5.1 — Valores de referéncia para utilizados no equacionamento do modelo.

Parametro Valor de referéncia
K 411 N/,
K, 1,20 Nm/
Lo 0,165 m
Yo 0,136 m

Desta forma, os gréaficos apresentam uma visdo qualitativa e quantitativa de como os
parametros se comportam com a variagdo do angulo de rotagéo e sobreposicao das hastes.

A Figura 5.1 apresenta a variagdo do comprimento util da haste em funcdo do angulo de
rotacdo 0, sendo L(6) a curva obtida pela Equacéo (4.3), substituindo Ax pela Equacéo (4.16), e
L,(0) a curva obtida pela Equagéo (4.19). Conclui-se que as duas curvas séo idénticas, o que
significa que o modelo proposto estd de acordo com o esperado, levando em consideragédo a
hip6tese inicial de comprimento infinito para as hastes. Analisando a Figura 5.2, tem-se que o
comportamento da funcdo deslocamento Ax é idéntico, levamos em conta o equacionamento
através das dire¢Bes x (Equacédo 4.16) e y (Equacdo 4.21), respectivamente Ax e Ax;. A curva
pontilhada, que representa a funcdo linearizada (Equacdo 4.22) € semelhante as outras duas
curvas, 0 que mostra que a aproximacao é vdlida e satisfatéria para a hipétese de pequenos
angulos.

.
"" 104
|
| I
] |
‘ |

é’ -%- Ax(8)
R 5 @ |
‘2 L1(8) |IIII _Z e (0 |
5 | a
AN N
% e L H___“_'_‘f“—— e
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Figura 5.1 — Variagdo do comprimento da Figura 5.2 — Variacdo do deslocamento

haste. horizontal da haste.
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A Figura 5.3 apresenta o comportamento da forca de atrito em funcdo do angulo 6. As
curvas para F, e F,;, como apresentadas, sdo idénticas e validam o equacionamento para o
modelo. No inicio do movimento, quando a haste esta a 0° de rotagdo, a forca de atrito assume
um valor nulo. Como mostra na Figura 5.3, a forca de atrito aumenta até assumir um valor
méaximo, que corresponde a um 6 =~ 752, Esta regido em que ocorre o pico de forca é analoga a
regido em que surge a for¢ca de quebra, no regime de pré-deslizamento. Apés este pico, a for¢a de
atrito perde intensidade até ndo ter mais oposicdo ao movimento. A Figura 5.4 apresenta a curva
da forca de atrito versus o deslocamento das hastes (F, x Ax) antes de existir um movimento

macroscopico de deslizamento entre os coros de contato. Essa figura configura o regime de pré-
deslizamento.

/’. \\ 1
1.4 // / IIII 14
—_ 1.2 / | 2 -
< : <
= (o) / li o f(e)
‘? F&I {B) 08 /// | -‘:‘-‘ 0.8
L] 0.6 |
0.4 / |
0.2 / |

Ax(8)
Deslocamento (mm)
Figura 5.4 — Caracterizacdo do regime de
pré-deslizamento

Figura 5.3 — Comportamento da For¢a de Atrito
em fungéo do angulo 6

6. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma proposta de modelo matematico para a representacéo

do comportamento da parte mével de uma bancada experimental de avaliacdo de modelos de
atrito, através do equacionamento fisico do sistema.

O modelo proposto se mostra adequado para representar 0os parametros geométricos da

bancada, assim como o comportamento da for¢a de atrito na regido de pré-deslizamento. As
simplificagcdes impostas no inicio sdo satisfatorias, ndo interferindo de modo direto nos resultados
obtidos, resultando em erros relativamente baixos para uma ampla faixa de valores de 6.

A aquisicdo de dados experimentais foi uma dificuldade encontrada durante a realizacao
do trabalho. Sem os programas para tal, e sem tempo habil para refazer os mesmos, nédo foi
possivel comparar as curvas puramente experimentais com as propostas pelo modelo.

Para trabalhos futuros, sugere-se a revisdo do projeto mecanico da bancada, com o
objetivo de alinhar a mesma e diminuir as folgas entre os elementos. Outro ponto importante trata-
se da reformulac&o dos programas de aquisicdo de dados experimentais, que permitem comparar
o comportamento da forca de atrito obtido através de testes na bancada com as expressdes

tedricas desenvolvidas. Por ultimo, sugere-se a analise dindmica da bancada com base na
modelagem descrita no presente trabalho.
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APENDICE A - Deducéo do equilibrio de forcas na direcéo y

Realizando o equilibrio de forcas na direcdo y, tem-se agora a seguinte igualdade,
apresentada na Equacao (4.18):

Yn s (4.18)

Substituindo os termos da Equacgéo (4.18), pelas Equacgbes (4.5, 4.7 e 4.9), obtém-se a
seguinte expressao:

Kt(”/2 —6)cosb
L

=K (Lsinf — Y,), (A4.1)

Fazendo uma pequena manipulagéo algébrica, tem-se que:

—K;(26 —m)cosH
2L

=KLsin6—KY, (4.2)

Multiplicando os dois lados da expressdo acima por 2L e organizando os termos, chega-se
na seguinte igualdade:

K; (260 —m) cos @ _ 0

Ksinf L?—KY, L+ 5 ,

(A.3)

Através da formula de Bhaskara, obtém-se a solucdo para o parametro L dependendo
apenas do angulo 6.

_ JK?Y2—KK.sin20 20 —m) +KY,

L
2 Ksin®

(4.19)
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APENDICE B - Caracterizac&o dos instrumentos de medigdo da Bancada de Atrito

A bancada desenvolvida por Fronza, 2015, é equipada com trés instrumentos de medicéo,
cujas caracteristicas sdo apresentadas na Tabela B.1. Um sensor linear (LVDT) é acoplado ao
bloco com as molas de compressdo com a finalidade de obter o deslocamento vertical do
conjunto. Uma régua potenciométrica foi fixada no topo do conjunto para aferir o deslocamento
horizontal. Além disso, uma célula de carga foi conectada junto a lateral do bloco com molas de
compressao para avaliar a forca aplicada durante o deslocamento. A Figura B.1 mostra a
configuracao final da bancada proposta por Fronza, 2015.

Tabela B.1 — Dados dos instrumentos de medicéo.

Descricdo Modelo Limite Aplicacéo Erro
LVDT GEFRAN PY-2-F-025-S01M 25 mm 0,2%
5 jométri +0,2%
Régua Potenciomeétrica FESTO MLO-POT-360-TLF 360 mm
Célula de Carga Obtida da balanga SWAN SF- 400 70N +5%

Figura B.1 — Modelo da Bancada de testes.(Fonte: Fronza, 2015)
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APENCIDE C - Expresséo para o angulo de rotagéo 6

Resolvendo a Equacédo (4.22) para 6, obtém-se a seguinte expressao para o angulo 8 em
funcdo de Ax:

_ K +2KY, Ax,
C 2KY.Ax, +2K,.’

(€.1)

ou seja, pode-se obter um angulo aproximado 8 em funcdo de Ax, que, por sua vez, pode ser
obtido, por exemplo, a partir da equacdo dindmica (conforme anteriormente exemplificado por
meio de um sistema massa-mola).

Uma vez conhecido o valor de 6 por intermédio da expressao (C.1), é possivel calcular por
meio da Equacéo (4.21) o valor de F, para um determinado Ax.
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APENDICE D - Determinac&o das constantes das molas.

Para determinar a constante das molas de compressao de torcdo, realizou-se o célculo
tedrico das mesmas, de acordo comas especificacdes do fabricante. Para a mola de compressao,
utilizaram-se as seguintes especificacdes para uma mola.

Tabela D.1 — Valores para o calculo da constate da mola de compresséo.

Parametro Valor de referéncia
Diametro do arame (d) 1 mm
Mddulo de rigidez (G) 80,8 Mpa
Numero de espiras ativas (Na) 10
Diametro médio da mola (D) 13,5 mm

Através Equacédo (D.1), Shigley, 1984, chega-se ao valor para a constante da mola de
compressao (K).
B d* G
Para a mola de torcao, utilizaram-se as seguintes especificagdes para uma mola de Aco
Inox AISI 316L:

Tabela D.2 — Valores para o céalculo da constate da mola de torc¢ao.

Parametro Valor de referéncia
Diametro do arame (d) 0,7 mm
Moédulo de elasticidade (E) 193 Gpa
Numero de espiras ativas (Na) 7
Diametro médio da mola (D) 4,3 mm

Através Equacédo (D.2), Shigley, 1984, chega-se ao valor para a constante da mola de
torcéo (K).

d*E

K= —— . D.2
™ 10,8D Na (D.2)



