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DORNELES, C. F. Desenvolvimento de Modelo Matemático para Representação de 
Comportamento de um Equipamento de Avaliação Macroscópica de Modelos de Atrito. 
2017. 25 folhas. Monografia (Trabalho de Conclusão do Curso em Engenharia Mecânica) – 
Departamento de Engenharia Mecânica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto 
Alegre, 2017. 
 
 
RESUMO 
 
  Este trabalho aborda o desenvolvimento de um modelo matemático que 
representa o comportamento da parte móvel de um equipamento experimental de avaliação de 
modelos de atrito, existente no Laboratório de Mecatrônica e Controle (LAMECC) da UFRGS. É 
apresentada uma fundamentação teórica sobre modelos de atrito, bem como uma revisão 
sobre o funcionamento da bancada referida. O modelo é proposto a partir do levantamento de 
características físicas e geométricas do sistema, assim como de hipóteses que simplificam o 
equacionamento. O principal objetivo do equacionamento é, a partir da condição de equilíbrio 
estático, obter a equação que relaciona a força de atrito resultante do contato com o 
deslocamento das hastes. Com o modelo proposto, foi possível representar o comportamento 
da força de atrito na região de pré-deslizamento. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Modelos de Atrito, Modelagem de Sistemas Mecânicos, Modelo de 
Hastes para Atrito. 
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DORNELES, C. F. Development of Mathematical Model for Representation of Behavior of 
a Macroscopic Evaluation of Models of Friction 2017. 25 folhas. Monografia (Trabalho de 
Conclusão do Curso em Engenharia Mecânica) – Departamento de Engenharia Mecânica, 
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2017. 
 
 
ABSTRACT 
 
  This paper approaches the development of a mathematical model to represent 
the friction behavior on a experimental friction bench equipment, from LAMECC (Control and 
mechatronics laboratory at Federal University of Rio Grande do Sul). Theorical fundamentation 
on friction models are presented, and a revision on the bench equipment operation is 
presented. The mathematical model is proposed based on the system's fisical and geometric 
characteristics. Also, hypotheses that simplify the problem were used to reduce the complexity 
of the modeling. The main goal of mathematical modeling is, from the stastic's equilibrium 
configuration, to obtain the equation that relates the contact resultant frictional force with the 
bristles displacement. According to the proposed model, it was possible to represent the 
behavior of friction force in the presliding region. 
 
KEYWORDS: Friction Models, Mechanical Systems Modeling, Bristles Models for Friction. 
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1. INTRODUÇÃO 
 
 O fenômeno de atrito ocorre quando há interação entre duas superfícies em contato. Desta 
forma, o atrito se apresenta em praticamente todos os mecanismos com elementos móveis. A 
pesquisa sobre este fenômeno físico agrega diferentes áreas de conhecimento, como ciência dos 
materiais, mecânica dos fluidos e estudos de deformações elásticas e plásticas. Exemplos de 
engenharia mecânica onde o atrito é significativo são abundantes, como transmissões, freios, 
rolamentos, cilindros hidráulicos e pneumáticos [Olsson et al., 1998]. 

Segundo Canudas-de-Wit et al, 1995, o atrito pode causar erros de seguimento de 
trajetória, surgimento de ciclos-limite e movimentos adere-desliza que são indesejáveis ao sistema 
controlado. Por conta disso, o atrito se torna um fator importante no desenvolvimento de sistemas 
de controles precisos, exigindo modelos matemáticos para a validação de resultados. Estes 
modelos matemáticos podem ser obtidos por meio de técnicas analíticas, isto é, pelo 
levantamento das leis físicas que regem o comportamento do sistema mecânico e com auxílio de 
softwares específicos. 

A bancada de avaliação macroscópica de atrito, desenvolvida por Fronza, 2015, mostrou-
se eficaz para estudos de modelos de atrito, permitindo a representação, de forma macroscópica, 
dos fenômenos microscópicos que ocorrem nos materiais em contato. Como as forças de atrito 
dependem de diversos fatores que não foram totalmente esclarecidos, a modelagem matemática 
da bancada de atrito tem por objetivo a obtenção de um equacionamento capaz de descrever o 
comportamento da mesma quando em operação. 

Assim, visando contribuir para o entendimento e validação de estudos sobre modelos de 
atrito, este trabalho propõe um modelo matemático para a representação física da bancada de 
avaliação de atrito, através de um equacionamento matemático e análise dos seus resultados no 
regime de atrito estático, conhecido como região de pré-deslizamento . 
   
2. OBJETIVOS 
 

Este trabalho visa a desenvolver um modelo matemático que represente o comportamento 
da parte móvel de uma bancada experimental de avaliação de modelos de atrito direcionados à 
modelagem e compensação de atrito de sistemas mecânicos controlados. O modelo matemático 
deverá dar suporte à síntese futura de modelos de atrito baseados em equacionamento físico, 
visto que a bancada foi concebida para simular o comportamento microscópico dos fenômenos 
envolvidos na geração das forças de atrito entre dois materiais em contato. 
 
3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 
3.1 Atrito 
  

O atrito pode ser definido com o resultado de interações complexas entre duas superfícies 
em contato. A força de atrito é uma força de reação tangencial ao contato entre os corpos que 
depende de diversos parâmetros, como carga, rugosidades, velocidade relativa dos corpos, 
presença de lubrificantes, propriedades do material, entre outros (Olsson et al., 1998). 
 De acordo com Bowden e Tabor, 2001, quando se trata de contatos deslizantes entre 
superfícies planas, o atrito pode ser modelado como forças elásticas e plásticas oriundas das 
rugosidades microscópicas em contato. 
 Os corpos possuem superfícies naturalmente ásperas, como mostra a Figura 3.1. Desta 
forma, o contato ocorre sobre um determinado número de asperezas, e não de forma contínua 
sobre a superfície. As deformações nos pontos de contato ocorrem devido ao carregamento 
externo aplicado. Assim, quando há uma força tangencial aplicada na superfície, surge uma força 
de cisalhamento entre os pontos de contato e isso resulta em deformações elásticas e plásticas. 
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Figura 3.1 – Representação microscópica do contato entre superfícies.(Fonte: Olsson, 1996) 

 Segundo Armstrong-Hélouvri, 1991, o comportamento dos mecanismos de atrito pode ser 
dividido em quatro regiões, que dependem da velocidade relativa entre as superfícies. Esta 
divisão está exemplificada na Figura 3.2. 
 

 

Figura 3.2 – Relação entre força de atrito e velocidade.(Fonte: Fronza, 2015) 

 No primeiro regime apresentado, conhecido como atrito estático, não há movimento 
significativo entre as superfícies, pois as mesmas estão aderidas. Esse regime também é 
conhecido como pré-deslizamento. No segundo regime, lubrificação de fronteira, ocorre 
movimento relativo entre as superfícies, porém quase não há lubrificante presente. À medida que 
a velocidade de deslizamento aumenta, cresce também a quantidade de lubrificante na interface 
das superfícies, aumentando a separação das mesmas. No terceiro regime, o de lubrificação 
mista, tem-se parte das superfícies em contato e outra parte separada pelo lubrificante. Neste 
regime, a força de atrito é parcialmente devida ao lubrificante e sua viscosidade e, parcialmente 
devida aos pontos de contato de aspereza (Olson, 1996). No momento em que as superfícies 
estão inteiramente separadas pelo lubrificante, ocorre a lubrificação completa, que caracteriza o 
quarto regime, se aproximando ao comportamento do atrito viscoso de Newton. 
 A relação apresentada na Figura 3.2 é conhecida como efeito de Stribeck, onde nota-se 
que há a diminuição da força de atrito com o aumento da velocidade no início do movimento. 
 No regime de atrito estático, a força necessária para superar a inercia e iniciar o 
movimento é conhecia como força de quebra. Segundo Rabinowiccz, 1951, apud Olson, 1996, a 
força de quebra corresponde a um valor de pico no gráfico do atrito como função do 
deslocamento. A Figura 3.3 destaca a força de quebra que ocorre muito próximo do ponto de 
partida. 

 

Figura 3.3 – Relação entre atrito e deslocamento.(Fonte: Fronza, 2015) 
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Courtney-Pratt Eisner, 1957, apud Olson, 1996, realizaram alguns experimentos e 
comprovaram que ocorrem movimentos microscópicos no regime de atrito estático, conhecido 
com pré-deslizamento. A Figura 3.4 mostra a relação entre a força de atrito e o deslocamento, as 
linhas pontilhadas na figura indicam que a interrupção da força aplicada resulta em deslocamentos 
diferentes.  

 

Figura 3.4 – Comportamento no pré-deslizamento.(Fonte: Fronza, 2015) 

Segundo estudos realizados por Hess e Soom, 1990, conclui-se que a força de atrito é 
menor para velocidades decrescentes do que para velocidades crescentes. Isso está 
exemplificado na Figura 3.5, onde se identifica uma relação não linear entre a força e a 
velocidade, incluído histerese, o qual sofre influência da viscosidade, do carregamento e da taxa 
de variação da velocidade. 

 

 

Figura 3.5 – Comportamento não linear da força de atrito com relação à velocidade. (Fonte: 
Fronza, 2015) 

 
3.2 Modelos de Atrito 

 
Os modelos clássicos de atrito têm o propósito de dar uma compreensão aproximada do 

comportamento de atrito, de acordo com experimentos simples que podem ser reproduzidos. 
A Figura 3.6 apresenta as curvas representativas dos modelos de atrito estático clássicos 

disponíveis na literatura. 

 

Figura 3.6 – Modelos de atrito clássicos.(Fonte: Olsson, 1996) 
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A Figura 3.6(a) indica a representação do modelo de atrito de Coulomb. O princípio deste 

modelo é de que o atrito se opõe ao movimento e sua força independe da velocidade e da área de 

contato. O modelo de Coulomb pode ser descrito através da Equação 3.1:  

 

       sgn ( )                                                                               (   )

  

onde   é a força de atrito,     é o coeficiente de atrito de Coulomb e   é a velocidade. O valor da 

força para velocidade zero não está especificado, dependendo diretamente de como a função sgn 

(sinal) é definida. 

Em meados do Século XIX, a teoria da hidrodinâmica foi aperfeiçoada e com isso, 
expressões para a força de atrito decorrente da viscosidade dos lubrificantes foram desenvolvidas 
(Olson, 1996). A Equação 3.2 expõe esses efeitos na composição da força de atrito. 

 
                                                                                              (   )  

 

onde   é a força de atrito,    é o coeficiente de atrito viscoso e   é a velocidade. 
Segundo Morin, 1833, apud Olson, 1996, a força de atrito no repouso é maior do que a 

força de atrito de Coulomb. Por este raciocínio, tem-se que o atrito estático neutraliza as forças 
externas até um determinado valor correspondente à força de atrito estático ou força de “quebra” 

  , impedindo a movimentação do objeto. Todavia, se a força externa é suficientemente grande, a 
força de atrito não consegue impedir o movimento do mesmo. Assim, quando o corpo está em 
repouso, o atrito não pode ser modelado apenas em função da velocidade, pois uma força externa 
contribui para o fenômeno. Desta forma, a força de atrito pode ser descrita através da Equação 
3.3: 

 

   {
                                               |  |    
      (  )                             |  |    

                                         (   ) 

 

onde   é a força de atrito e    é a força externa. 
Ao longo dos anos, os modelos clássicos foram combinados de diferentes formas 

(continuando, porém, sendo referenciados como clássicos). A Figura 3.6 (c) é relativa à 
combinação dos modelos de Coulomb, viscoso e estático. 

Estudos realizados por Stribeck, 1902, apud Olson, 1998, demostram que a força de atrito 
diminui continuamente e não de forma descontínua, como mostram os modelos descritos 
anteriormente. Esse efeito ocorre devido a uma dependência da velocidade, podendo o mesmo 
ser observado na Figura 3.6(d). O modelo de Stribeck pode ser representado pela Equação 3.4: 

 

  {

  ( )       

            |  |    
      (  )               |  |               

                                               (   ) 

 
onde   é a força de atrito,    é a força externa,    é a força de atrito estático e  ( ) é conhecida 
como função de Stribeck. A função de Stribeck pode se definida de acordo com a Equação 3.5: 
 

  ( )       (      ) 
 |   ⁄ |

  

                                                    (   )  
 

onde,    é a velocidade relativa à força de atrito mínima e    é a constante de Stribeck 

(normalmente definida como     ). De acordo com a Equação 3.5, quando     , a força de 
atrito tende à força de atrito estática. No entanto, quando a velocidade entre as superfícies forem 
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altas, isto é, quando    , a força de atrito tende à soma das forças de atrito de Coulomb e 
viscosa. 
 Com a finalidade de relatar características dinâmicas do fenômeno de atrito, Dahl, 1968 
apud Olson, 1998, propôs um modelo que tem como partida a curva tensão-deformação de 
componentes mecânicos clássicos. A ideia baseia no aumento gradual da força de atrito até que 
ocorra a ruptura do contato. Dessa forma, Dahl modelou o atrito através da Equação 3.6: 
 

  

  
    (  

 

  
   ( ))

 

                                                              (   ) 

 
onde   é a força de atrito,   é o coeficiente de rigidez e   é o parâmetro que determina a forma da 

curva tensão-deformação, normalmente usado como    . Assim, o modelo de Dahl pode ser 
também definido como a derivada da Equação 3.6 em relação ao tempo, apresentada na Equação 

3.7 a 3.9, com o parâmetro      
 

  

  
      

 

  
 | |                                                                        (   ) 

 
                                                                                              (   ) 

 
  

  
   

 | |

  
                                                                              (   ) 

 
 O modelo de hastes Bristle Model, proposto por Haessing e Friedland, 1991, tem por 
objetivo avaliar o comportamento microscópico entre duas superfícies em contato. Por conta de 
superfícies irregulares, o número de pontos em contato e sua localização são distribuídos de 
forma aleatória. A Figura 3.7 representa a estrutura em que o modelo é baseado. Neste formato, 
cada ponto é supostamente ligado por hastes flexíveis e, com o movimento relativo entre as 
superfícies, os esforços nas hastes aumentam e as mesmas se comportam como molas. A 
Equação 3.10 expressa a força de atrito para o Modelo de Hastes: 
 

   ∑   (      )

 

   

                                                                       (    ) 

 

onde,   é a força de atrito,    é a rigidez da haste, N é o número de hastes,    é a posição relativa 
das hastes e    é a localização do ponto em que ocorre o contato. 
 

 

Figura 3.7 – Superfícies em contato de acordo com o Modelo de Hastes.(Casanova, 2007) 

O modelo de LuGre, descrito por Canudas de Wit et al, 1995, consiste de uma extensão do 
modelo de Dahl, 1968, que, além de basear-se no comportamento microscópico dos materiais, 
leva em consideração o efeito de Stribeck. Neste modelo, os dois corpos rígidos em contato são 
considerados como elementos elásticos. Quando ocorre movimento relativo entre as superfícies, 
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há o surgimento de uma força tangencial que tende a deformar os elementos elásticos no ponto 
de contato. Quando a deformação for suficientemente grande, os elementos começam a deslizar. 
Assim, a força de atrito pode ser descrita pela Equação 3.11. 

 

           
  

  
                                                                  (    ) 

A variável   é denominada dinâmica de deflexão média e é expressa pela Equação 3.12: 
 

  

  
    

| |  
 ( )

                                                                          (    ) 

 

onde   é a força de atrito,   é a velocidade relativa entre as superfícies,   é a deflexão média do 
elemento elástico,    é a rigidez do elemento elástico    é o amortecimento microscópico e    é o 
coeficiente de atrito viscoso. A função  ( ) é equivalente à força de atrito de Stribeck (Equação 

3.5) diminuída da parcela relativa à força viscosa (   ), que é considerada no Modelo de LuGre 

através do termo    . A mesma é expressa pela Equação 3.13: 
 

 ( )     (     ) 
 (   ⁄ )

 

                                                     (    ) 
 
 Desta forma, o modelo de LuGre considera os efeitos do pré deslizamento e os efeitos 
dinâmicos do atrito (quando ocorre deslizamento) em função da velocidade e de acordo com o 
modelo de Stribeck. 
 
3.3 Bancada de avaliação macroscópica de modelos de atrito 

 
A bancada de avaliação macroscópica de modelos de atrito baseia-se no comportamento 

microscópico dos contatos entre os materiais. Por conta de superfícies irregulares e ásperas, 
microscopicamente, dois corpos em contato não estarão integralmente ligados. Assim, Fronza, 
2015, desenvolveu a bancada a fim de representar as rugosidades de maneira macroscópica por 
meio de placas articuladas que representam hastes. 

Com o propósito de oportunizar condições necessárias para avaliar a capacidade dos 
modelos na reprodução de fenômenos físicos, a bancada deve permitir o movimento vertical do 
conjunto, com o objetivo de simular o contato entre materiais mais polidos e rugosos. O 
movimento horizontal também deve ser permitido, a fim de reproduzir o deslocamento entre as 
superfícies em contato. Um sistema de retorno vertical com pré-tensionamento regulável foi 
instalado a fim de avaliar as diversas situações de sobreposição de materiais, contrapondo o 
movimento se subida das hastes superiores durante o deslizamento. A Figura 3.8 mostra o projeto 
da bancada e suas principais partes. 

 

 

Figura 3.8 – Principais partes da Bancada de Atrito. 



7 
 

  

As hastes inferiores são fixas, e as superiores são montadas em um conjunto com pinos e 
molas de torção, que permitem rotação de 30º para cada lado. Todas as hastes são sustentadas 
por um sistema de encaixe que permite a troca rápida e utilização de diferentes quantidades de 
hastes. O projeto idealizado por Fronza, 2015, pode ser utilizado com até 24 hastes inferiores e 10 
hastes superiores. 

As placas superiores são fixadas em um bloco com molas de compressão. No momento 
em que ocorre um movimento relativo entre as hastes, as mesmas deslizam umas sobre as 
outras, de modo que o contato se afaste. Nesse instante, as molas de compressão opõem-se ao 
movimento, fazendo com que as placas retornem à posição original. Guias lineares são utilizadas 
para permitir esse deslocamento.  

Para movimentar o dispositivo de forma controlada, Stona, 2016, projetou e implementou 
um atuador linear elétrico para automatizar o deslocamento do carro móvel da bancada, assim, 
melhorando as condições para a medição das forças de atrito. De acordo com o projeto de Stona, 
2016, o acionamento do atuador foi realizado através de um motor de passo atuando diretamente 
no fuso, que o rotaciona e fornece o deslocamento linear da castanha. O motor foi fixado na 
bancada, unido ao fuso por um acoplamento e o fuso, acoplado a mancais. 

3.4 Princípio do Trabalho Virtual (PTV) 
 

Segundo Meirovitch, 1986, o principio dos trabalhos virtuais (PTV) é basicamente um 
equacionamento do equilíbrio estático de um sistema mecânico. Para a obtenção do PTV, é 
necessário introduzir o conceito de deslocamentos virtuais. 

Imagina-se um sistema de N partículas se movendo em um espaço tridimensional, 
definindo os deslocamentos virtuais                       como mudanças infinitesimais nas 
coordenadas                 , os deslocamentos virtuais consistem de pequenas variações nas 
coordenadas, resultantes da suposição de um sistema em uma posição ligeiramente deslocada,  
que não requer alterações no tempo (Meirovitch, 1986). Estes, sendo infinitesimais, obedecem ao 
cálculo diferencial. Logo, se as coordenadas reais satisfazem a equação da contração: 

 
  (                           )                                                           (    ) 

 
os deslocamentos virtuais devem ser descritos como: 

 
  (                                             )                                 (    ) 

 
Expandindo a Equação 3.15 em série de Taylor de primeira ordem, chega-se em: 
  

∑(
  

   
     

  

   
     

  

   
    )                                                     (    )

 

   

 

 
Assumindo que cada partícula do sistema é atuada por uma força resultante, tem-se que: 

                                                                                       (    ) 
 
onde    é a força aplicada e    é a força de restrição. Para um sistema em equilíbrio, cada 

partícula deve estar em repouso, de modo que a força em cada uma seja nula, logo     . Desta 

forma, o produto escalar        , que representa o deslocamento virtual da partícula, também 
deve ser nulo. Assim, o trabalho virtual para todo o sistema deve ser nulo, logo: 
 

  ̅̅̅̅̅   ∑       

 

   

                                                                    (    ) 



8 
 

  

Restringindo-se a sistemas para os quais o trabalho virtual realizado pela força de restrição 
é nulo, exclui-se as forças de atrito resultantes do contato de superfícies rugosas, como mostra a 
Equação 3.19.   

 

∑         

 

   

                                                                       (    ) 

 
Com essas considerações, tem-se que o trabalho realizado pelas forças aplicadas, através 

de deslocamentos virtuais infinitesimais, é zero.  
 

  ̅̅̅̅̅   ∑       

 

   

                                                                    (    ) 

 
Esta é a fundamentação do princípio do trabalho virtual que pode ser usado para calcular a 

posição estática de equilíbrio de elementos flexíveis. 
 
4. METODOLOGIA 
 

Conforme já comentado, o atrito é um fenômeno físico no qual seus mecanismos ainda 
não foram completamente esclarecidos. O modelo matemático, baseado no equacionamento da 
bancada experimental de avaliação de modelos de atrito tem o intuito de auxiliar no entendimento 
do comportamento do fenômeno físico de atrito, dando base para simulações e validações das 
variáveis apresentadas anteriormente. 

A primeira parte do trabalho consiste em estabelecer as hipóteses de simplificação do 
sistema para a definição do modelo. Após o modelo já estar definido, é realizado o 
equacionamento físico do sistema com o auxílio do software MathCad (versão educacional), o 
qual possibilitou a avaliação numérica das expressões matemáticas e a construção de gráficos 
para análise física dos resultados obtidos. 
 
4.1 Definição do modelo 

 
O desenvolvimento do modelo baseou-se no comportamento da parte móvel da bancada 

experimental de avaliação de modelos de atrito, desenvolvida por Fronza, 2015. Por ser um 
sistema complexo, algumas considerações foram feitas a fim de simplificar a modelagem e 
posterior equacionamento físico, sendo listadas abaixo: 

1) Foi analisado somente o comportamento estático da bancada; 
2) A análise desprezou os pré-deslizamentos ocasionados pela força peso; 
3) O modelo inicial considerou apenas a fase de pré-deslizamento; 
4) O comprimento das hastes é considerado infinito ou seja, não ocorre a “quebra” do 

contato. 
A Figura 4.1 apresenta o modelo aproximado utilizado para o equacionamento físico da 

parte móvel da bancada de avaliação macroscópica de atrito.  
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Figura 4.1 – Modelo representativo da parte móvel da bancada de atrito. 

De acordo com o modelo descrito na Figura 4.1, partiu-se da premissa em que alguns 
parâmetros são conhecidos ou de fácil obtenção através de uma análise geométrica do modelo. A 
Figura 4.2 deixa evidente a região em que ocorre o contato entre as hastes. 

 

 

Figura 4.2 – Região em que ocorre o contato. 

As constantes das molas de compressão e torcional,   e   , respectivamente, são valores 
conhecidos e que não variam com nenhum parâmetro do sistema. 

De acordo com a Figura 4.1,    é o parâmetro geométrico que traduz a diferença entre as 
posições iniciais do conjunto, ou seja: 
 

                                                                                      (   ) 
 

onde    e    são valores fixos e conhecidos. O comprimento    é definido como a distância inicial 
entre a fixação da haste na mola torcional e a fixação do conjunto de molas lineares com o carro 
móvel da bancada de atrito, como mostra na Figura 4.1. O comprimento    é a posição inicial da 
mola, ou seja, é a distância entre a fixação da mola no carro móvel e o contato com a haste, com 
esta trabalhando com um ângulo de 90º de inclinação com a horizontal. 

O comprimento   é um valor variável, que depende do ângulo de inclinação da haste.   
pode ser descrito como o comprimento útil de trabalho da haste. O deslocamento da haste na 
direção horizontal,   , depende do comprimento de trabalho da haste   e do ângulo de rotação  , 
como segue: 

       ( )                                                                       (   ) 
 

Isolando o parâmetro   da Equação (4.2), obtemos a expressão para o comprimento útil da 
haste. 
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                                                                               (   ) 

 

O deslocamento   representa o quanto a mola axial se desloca na direção vertical, sendo 
definido, a partir da Figura 4.1, como:  

  
        ( )                                                                    (   ) 

  
4.2 Equacionamento do Equilíbrio Estático do Sistema 
 

Após a definição dos parâmetros físicos e geométricos, foi realizado um estudo das forças 
atuantes no sistema para o caso estático. A partir desta análise, foi possível desenvolver um 
modelo matemático que represente o comportamento da força de atrito na parte móvel da 
bancada experimental de avaliação de modelos de atrito. 

O principal objetivo do equacionamento é, a partir da condição de equilíbrio estático, obter 

a equação que relaciona a força de atrito    resultante do contato com o deslocamento   . Assim, 
o modelo proposto poderá ser utilizado, por exemplo, em modelagem de sistemas visando á 
simulação dinâmica. Dessa forma, o equacionamento de um sistema mecânico de 2ª ordem 
(sistema massa-mola em paralelo) com atrito entre as partes móveis pode ser definido 
considerando a equação de equilíbrio dinâmico da forma: 

    ̈       ̇      (  )      ( )  
onde    é a massa deslocada,    é a rigidez elástica do sistema,  ( ) é o deslocamento da 

massa,   ( ) é o deslocamento relativo entre os corpos em contato,  ̈ é a aceleração da massa e 
  ( ) é uma força externa aplicada. A força    é calculada em função de   ( ) medida em relação 

a uma referência. Se uma das partes em contato está fixa,   ( ) passa a coincidir com  ( ). 
A força produzida pela mola de compressão pode ser descrita, de acordo com a Lei de 

Hooke, como: 
                                                                                        (   ) 

 
onde   é a constante elástica da mola e   representa a deformação sofrida pela mola na direção 
vertical.  

O momento aplicado à mola torcional pode ser expresso como: 
 

       (
 

 
  )                                                                         (   ) 

 
onde    é a constante da mola torcional e   é o deslocamento angular relativo. 

A força na direção normal à haste exercida por efeito da deformação da mola torcional 
pode ser expressa como:  

 

    
    

 
                                                                                  (   ) 

 
Decompondo a força normal na direção de x e y, permite obter-se suas componentes 

nessas direções, respectivamente     e    , descritas como: 

 
                                                                                    (   ) 

 
                                                                                   (   ) 

 
Pelo principio dos trabalhos virtuais e, através da análise geométrica do modelo, os 

deslocamentos virtuais podem ser definidos para as direções horizontal e vertical, como segue: 
Na direção horizontal:   
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 (     )  

  
logo,  

                                                                                (    ) 
Na direção vertical: 
 

    
 

  
 (         )  

 
logo, 

                                                                              (    ) 
 

Utilizando o princípio dos trabalhos virtuais (PTV), obtém-se a seguinte equação para o 
balanço de energia do sistema: 

 
                                                                            (    ) 

 
Substituindo os termos              , da Equação (4.12) pelas suas respectivas definições 

(equações 4.10, 4.5, 4.11, 4.6) e, logo após, substituindo o valor de   pela expressão (4.4) na 
expressão para    (4.5), obtém-se o seguinte balanço de energia. 

 

  (         )    (         ) (        )     ( 
 

 
  )                      (    ) 

 

Isolando    na Equação (4.13) encontramos uma expressão para a força de atrito, 
dependente do ângulo de rotação ( ) e do comprimento efetivo  da haste ( ). 

 

  (   )  
              

                 

       
                                   (    ) 

 
Realizando o equacionamento do equilíbrio de forças na direção horizontal, igualamos as 

expressões (4.14) e (4.8): 
 

                                                                                   (    ) 
 
Após uma manipulação algébrica simples, obtém-se uma expressão para o deslocamento 

  , descrita por meio da Equação (4.16): 
 

   ( )                                                                          (    ) 
onde, 

   
√       

                                                              

      
   

 

   
             

 (
 
 )

      
   

 
onde    e    são variáveis auxiliares. 

 Substituindo a expressão para o deslocamento    (Equação (4.16)) na expressão para o 
comprimento   (Equação (4.3)), encontrou-se uma relação para   que depende apenas do ângulo 

 . Com isso, foi possível chegar à expressão para a força de atrito que também depende apenas 
do ângulo de rotação das hastes ( ), como segue: 
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   ( )  
  (     )  

 
                                                                (    ) 

onde 
            (      )  

 

    √   (      
                                                    

      ) 

 
               

 
   (            ) 

 
          (                                                    ) 

 
onde         e   são também variáveis auxiliares. 

Realizando o equilíbrio de forças na direção y, tem-se agora a seguinte igualdade: 
 

                                                                               (    ) 

 
Com uma manipulação algébrica adequada (ver apêndice A), obtém-se uma expressão 

para o parâmetro L dependendo apenas do ângulo  .  
 

 ( )  
 √     

            (    )      
       

                                             (    ) 

 
Substituindo   na expressão (4.2) para o deslocamento   , chega-se à Equação (4.20), 

que representa também o deslocamento da haste na direção horizontal (  ). 
 

  ( )       
 √     

            (    )      
   

                               (    ) 

 
Com a expressão encontrada para o deslocamento    (Equação (4.2)) e, substituindo a 

mesma na expressão para o comprimento útil   (Equação (4.3)), chegou-se à seguinte expressão 
para a força de atrito. 

 

  ( )   
          

    (    ) (√     
           (    )      )

       (           (    ))
           (    )   

 
A expressão para a força   , apresentada na Equação (4.21) depende apenas no ângulo 

de rotação ( ). 
As equações (4.16) e (4.20) representam o deslocamento horizontal das hastes, porém, 

percebe-se que a expressão (4.20) é mais compacta.  
Trabalhando com a hipótese de ângulos pequenos, fez-se uma aproximação linear para o 

ângulo de rotação  , restringindo a faixa de aplicação da Equação (4.20) para ângulos 
relativamente pequenos. Segundo essa hipótese, utiliza-se as seguintes aproximações: 

        e         

 Com isso, obteve-se a seguinte expressão para o deslocamento horizontal.  
 

   ( )  
     √ (    

       
         )

     
                                               (    ) 
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Como será visto mais adiante (Figura 5.2), com relação aos valores da expressão não 
simplificada, esta aproximação resulta em erro relativamente baixo para uma ampla faixa valores 
de  .  
 
5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 

Com o modelo matemático definido e, após a obtenção do equacionamento físico para o 
mesmo, foram feitos gráficos para avaliar o comportamento do fenômeno do atrito utilizando o 
modelo de hastes. 

Os parâmetros do modelo que possuem valores constantes são descritos na Tabela 5.1. 
Esses valores são de referência, sendo obtidos através de medições na bancada e por catálogo 
de fabricantes. As dimensões    e    foram obtidas com o auxílio de uma régua, fazendo uma 
medição direta na bancada e conferidas através do modelo em SolidWorks® .Os valores para as 
constantes das molas   e    foram obtidos através das especificações do fabricante, ver 
Apêndice D. 

Tabela 5.1 – Valores de referência para utilizados no equacionamento do modelo. 

Parâmetro Valor de referência 

         ⁄  

             ⁄  

           

           

 
Desta forma, os gráficos apresentam uma visão qualitativa e quantitativa de como os 

parâmetros se comportam com a variação do ângulo de rotação e sobreposição das hastes.  
A Figura 5.1 apresenta a variação do comprimento útil da haste em função do ângulo de 

rotação  , sendo  ( ) a curva obtida pela Equação (4.3), substituindo    pela Equação (4.16), e 
  ( ) a curva obtida pela Equação (4.19). Conclui-se que as duas curvas são idênticas, o que 
significa que o modelo proposto está de acordo com o esperado, levando em consideração a 
hipótese inicial de comprimento infinito para as hastes. Analisando a Figura 5.2, tem-se que o 
comportamento da função deslocamento    é idêntico, levamos em conta o equacionamento 
através das direções x (Equação 4.16) e y (Equação 4.21), respectivamente    e    . A curva 
pontilhada, que representa a função linearizada (Equação 4.22) é semelhante às outras duas 
curvas, o que mostra que a aproximação é válida e satisfatória para a hipótese de pequenos 
ângulos. 

Figura 5.1 – Variação do comprimento da 
haste. 

Figura 5.2 – Variação do deslocamento 
                 horizontal da haste. 
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A Figura 5.3 apresenta o comportamento da força de atrito em função do ângulo    As 
curvas para    e    , como apresentadas, são idênticas e validam o equacionamento para o 

modelo. No início do movimento, quando a haste está a    de rotação, a força de atrito assume 
um valor nulo. Como mostra na Figura 5.3, a força de atrito aumenta até assumir um valor 
máximo, que corresponde a um      .  Esta região em que ocorre o pico de força é análoga à 
região em que surge a força de quebra, no regime de pré-deslizamento. Após este pico, a força de 
atrito perde intensidade até não ter mais oposição ao movimento. A Figura 5.4 apresenta a curva 

da força de atrito versus o deslocamento das hastes (       ) antes de existir um movimento 
macroscópico de deslizamento entre os coros de contato. Essa figura configura o regime de pré-
deslizamento. 

 
Figura 5.3 – Comportamento da Força de Atrito          

em função do ângulo   

 
Figura 5.4 – Caracterização do regime de 

pré-deslizamento 

 
6. CONCLUSÕES 

 
Neste trabalho foi apresentada uma proposta de modelo matemático para a representação 

do comportamento da parte móvel de uma bancada experimental de avaliação de modelos de 
atrito, através do equacionamento físico do sistema.  

O modelo proposto se mostra adequado para representar os parâmetros geométricos da 
bancada, assim como o comportamento da força de atrito na região de pré-deslizamento. As 
simplificações impostas no início são satisfatórias, não interferindo de modo direto nos resultados 
obtidos, resultando em erros relativamente baixos para uma ampla faixa de valores de  . 

A aquisição de dados experimentais foi uma dificuldade encontrada durante a realização 
do trabalho. Sem os programas para tal, e sem tempo hábil para refazer os mesmos, não foi 
possível comparar as curvas puramente experimentais com as propostas pelo modelo. 

Para trabalhos futuros, sugere-se a revisão do projeto mecânico da bancada, com o 
objetivo de alinhar a mesma e diminuir as folgas entre os elementos. Outro ponto importante trata-
se da reformulação dos programas de aquisição de dados experimentais, que permitem comparar 
o comportamento da força de atrito obtido através de testes na bancada com as expressões 
teóricas desenvolvidas. Por último, sugere-se a análise dinâmica da bancada com base na 
modelagem descrita no presente trabalho. 
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APÊNDICE A – Dedução do equilíbrio de forças na direção y 
 

Realizando o equilíbrio de forças na direção y, tem-se agora a seguinte igualdade, 
apresentada na Equação (4.18): 

 
                                                                               (    ) 

 
Substituindo os termos da Equação (4.18), pelas Equações (4.5, 4.7 e 4.9), obtém-se a 

seguinte expressão: 
 

  (
 
 ⁄   )     

 
   (         )                                           (   ) 

 
Fazendo uma pequena manipulação algébrica, tem-se que: 
 

   (     )     

  
                                                       (   ) 

 
Multiplicando os dois lados da expressão acima por    e organizando os termos, chega-se 

na seguinte igualdade: 

                 
   (    )     

 
                                     (   ) 

 
Através da fórmula de Bhaskara, obtém-se a solução para o parâmetro L dependendo 

apenas do ângulo  .  
 

  
 √     

            (    )      
       

                                             (    ) 
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APÊNDICE B – Caracterização dos instrumentos de medição da Bancada de Atrito 
 

A bancada desenvolvida por Fronza, 2015, é equipada com três instrumentos de medição, 
cujas características são apresentadas na Tabela B.1. Um sensor linear (LVDT) é acoplado ao 
bloco com as molas de compressão com a finalidade de obter o deslocamento vertical do 
conjunto. Uma régua potenciométrica foi fixada no topo do conjunto para aferir o deslocamento 
horizontal. Além disso, uma célula de carga foi conectada junto a lateral do bloco com molas de 
compressão para avaliar a força aplicada durante o deslocamento. A Figura B.1 mostra a 
configuração final da bancada proposta por Fronza, 2015.  

Tabela B.1 – Dados dos instrumentos de medição. 

Descrição Modelo Limite Aplicação Erro 

LVDT GEFRAN PY-2-F-025-S01M 25 mm ±0,2% 

Régua Potenciométrica FESTO MLO-POT-360-TLF 360 mm ±0,2% 

Célula de Carga Obtida da balança SWAN SF- 400 70 N ±5% 

 

 

 

Figura B.1 – Modelo da Bancada de testes.(Fonte: Fronza, 2015) 
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APÊNCIDE C – Expressão para o ângulo de rotação   
 

Resolvendo a Equação (4.22) para  , obtém-se a seguinte expressão para o ângulo   em 
função de   : 

 

   
               

               
                                                                  (   ) 

 

ou seja, pode-se obter um ângulo aproximado   em função de   , que, por sua vez, pode ser 
obtido, por exemplo, a partir da equação dinâmica (conforme anteriormente exemplificado por 
meio de um sistema massa-mola). 

 Uma vez conhecido o valor de   por intermédio da expressão (C.1), é possível calcular por 
meio da Equação (4.21) o valor de    para um determinado     
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APÊNDICE D – Determinação das constantes das molas. 
 
 Para determinar a constante das molas de compressão de torção, realizou-se o cálculo 
teórico das mesmas, de acordo comas especificações do fabricante. Para a mola de compressão, 
utilizaram-se as seguintes especificações para uma mola. 

Tabela D.1 – Valores para o cálculo da constate da mola de compressão. 

Parâmetro Valor de referência 

                  ( )      

                  ( )          

                         (  )    

                       ( )         

 
 Através Equação (D.1), Shigley, 1984, chega-se ao valor para a constante da mola de 
compressão ( ). 

   
    

      
                                                                                 (   ) 

 

Para a mola de torção, utilizaram-se as seguintes especificações para uma mola de Aço 

Inox AISI 316L:  

Tabela D.2 – Valores para o cálculo da constate da mola de torção. 

Parâmetro Valor de referência 

                  ( )        

                       ( )         

                         (  )   

                       ( )        

 
Através Equação (D.2), Shigley, 1984, chega-se ao valor para a constante da mola de 

torção ( ). 
 

    
    

         
                                                                           (   ) 


