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Resumo

A finalidade da presente dissertagdo é desenvolver uma teoria de suspensoes coloidais com
contraions multivalentes. O objetivo é calcular o perfil de densidade dos contraions no modelo
de cela de Wigner-Seitz esférica. Uma nova condicao de contorno para a equagao de Poisson-
Boltzmann (PB) é deduzida; essa condi¢ao de contorno é justificada pelo fato de que em sistemas
fortemente correlacionados, a maioria dos contraions estao condensados nos coloides. Contraions
que estao longe das particulas coloidais vao estar em um regime disperso, no qual a equagao de PB
continua vélida. Para obter a condigéao de contorno para a equacgao de PB, seguindo Shklovskii,
consideramos o equilibrio termodinamico entre os contraions condensados, que sao modelados
como um liquido fortemente correlacionado — o plasma de um componente —, e os contraions
no regime disperso. A densidade efetiva de contraions na camada que envolve a particula coloidal
¢é obtida usando um procedimento do tipo “coarse graining”. Um procedimento de comparacao
permite-nos conectar os dois regimes através da nova condicao de contorno. O método é dife-
rente do originalmente preconizado por Shklovskii, que usou o raio do contraion para definir a

concentracao dos contraions condensados.



Abstract

The goal of the present dissertation is to develop a theory of colloidal suspensions with multi-
valent counterions. The objective is to calculate the counterion density profile within a spherical
Wigner Seitz cell model. A new boundary condition for the Poisson-Boltzmann (PB) equation
is derived. This boundary condition is justified by the fact that in a strongly correlated system,
most of the counterions are condensed onto colloids. Counterions which are far from colloidal
particles will be in a disperse regime in which the PB equation remains valid. To get the boundary
condition for the PB equation, following Shklovskii, we consider the thermodynamic equilibrium
between the condensed counterions, which are modeled as a strongly correlated fluid — the one
component plasma — and the counterion in the disperse regime. The effective counterion density
in the shealth surrounding the colloidal particle is obtained using a coarse graining procedure. A
matching procedure allows us to connect the two regimes through the new boundary condition.
The method is different from the one originally advocated by Shklovskii, who used the counterion

radius to define the concentration of condensed counterions.
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1 Introducao

1.1 Suspensoes coloidais

O desenvolvimento da ciéncia dos coloides teve inicio com as dividas relativas a existéncia das
moléculas, antes do século XIX. Depois da Segunda Guerra Mundial, o interesse no estudo desses siste-
mas se intensificou devido ao grande desenvolvimento industrial nas areas relacionadas a revestimento,
lubrificacdo, combustivel, cerdmica, entre outras.

Suspensdes coloidais s3o sistemas conhecidos por serem formados de particulas, as quais tém como
principal caracteristica a ordem de grandeza de suas dimensGes que variam de micro a nanémetros, além
da alta complexidade envolvida em seu comportamento. Caracteriza-se também por ser um sistema
composto por uma substancia dispersa (maior dimensdo) e outra dispersante (menor dimens3o).
Muitas interacdes diferentes, as quais classificam as suspensoes coloidais como um sistema complexo,
sdo observadas, tais como: interacGes eletrostaticas, através de movimento browniano das particulas
presentes, por forcas de atrito e também em consequéncia de forcas de dispersdo. Todo esse conjunto
de caracteristicas fazem com que as suspensdes coloidais sejam de grande interesse, tanto académico,

quanto tecnoldgico.

Figura 1: Particulas de silica.



Historicamente temos como uma das primeiras observacdes de um fendmeno coloidal, a floculacdo
em solucdes de ouro com a adicdo de sal, realizada por Faraday [1]. Thomas Graham, também
utilizando-se das propriedades coloidais, inventou a didlise. O método consiste na separacdao de
substancias a partir das diferentes taxas de difusdo dos constituintes de uma solugdo usando uma
membrana semipermedvel [1].

A presenca de coloides é observada industrialmente, por exemplo, em tintas soltveis em agua,
em condicionadores de cabelo, em cremes para as m3os e na maionese. Sistemas coloidais aparecem
também no refino do aglicar onde, através da sulfitagdo, particulas grandes indesejaveis sdo removidas.
Um grande exemplo de aplicacdo das propriedades de particulas coloidais se verifica na purificagdo
da dgua, na qual elementos indesejaveis ionizdveis, como silica e o sal, s3o removidos através da
troca ionica. Muitas das interacoes que controlam a estrutura da matéria em uma escala dimensional
pequena, como a escala dos dtomos, controlam também o comportamento de particulas coloidais. Os
tipos de interacoes abrangem, por exemplo, intera¢des de volume excluido e interagdes eletrostéticas.
Devido a maior facilidade de observacdo das particulas coloidais, através de métodos éticos, elas
podem ser usadas como modelo para os dtomos. Como exemplo, ver o artigo de Suresh S [2].

Muitos fendGmenos interessantes s3o observados em sistemas coloidais carregados. Dependendo
da concentracdo de contraions multivalentes existentes na solucdo, as macroparticulas podem ter sua
carga efetiva diminuida drasticamente, ou até ter sua carga efetiva invertida através do fendmeno
denominado renormalizagdo de carga [3-11]. A mobilidade eletroforética de macroparticulas bastante

carregadas pode reverter, variando a concentragcdo de contraions na solugdo [3,12-14].
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Figura 2: Mobilidade eletroforética: Diminui mesmo com o aumento da densidade de carga superficial

das particulas coloidais.



Placa basal

Figura 3: Exemplo de fendmeno associado a renormalizagao de carga: Uma grande quantidade
de moléculas de DNA carregadas encontram-se condensadas na cabega do bacteriéfago (cabega
rompida e filamentos de DNA livres na figura da esquerda). Na figura da direita, uma figura

ilustrativa de um bacteriéfago.

Utilizando o modelo de cela de Wigner-Seitz (WS) esférica [15] na resolugdo da equagdo de
Poisson-Boltzmann (EPB), sabemos que instabilidades termodindmicas ndo sdo observadas [16]. De-
pendendo da concentracdo ou da carga das macroparticulas presentes em uma suspensao coloidal,
sabemos que as mesmas podem estar aproximadamente arranjadas de forma periddica. Entdo, o com-
portamento da distribuicdo de contraions em torno de somente uma macroparticula deve ser estudado
a fim de obtermos informacdes tanto sobre um sistema peridédico de macroparticulas, quanto sobre
um sistema mais disperso, ja que as interacdes consideradas relevantes em uma suspens3o s3o as in-
teracdes entre o coloide e os contraions. A densidade assintdtica, no modelo de cela esférica, pode ser
importante na obten¢do da carga efetiva [17], relevante na estabilidade de suspensdes. A densidade
na borda da cela também é utilizada na obtencdo da pressdo osmética, resultado do equilibrio de
Donnan [18].

O tratamento usual desse tipo de sistema, ja que as interacgdes eletrostaticas dominam o comporta-
mento, é feito utilizando a teoria de Poisson-Boltzmann. Para os casos em que as interacdes entre

os contraions ndo sdo importantes, a teoria funciona muito bem [19,20], ja que é baseada em uma



teoria de campo médio, e n3o leva em conta correlagcdes entre os constituintes. Em sistemas cujos
contraions interagem fortemente uns com os outros, como é o presente caso ja que as particulas
de interesse sdo multivalentes, esse tratamento n3o pode mais ser feito [20]. Podemos ver isso
ao analisar a carga efetiva, obtida através da densidade de contraions na regido mais distante do
coloide. Se obtida através da teoria de Poisson-Boltzmann, mostra uma independéncia da carga
coloidal [17, 21], diferentemente da forte dependéncia que mostram as simulagdes [22,23]. Existem
diferentes métodos, mais complicados, de tratar esses sistemas fortemente correlacionados, tais como
equagdes integrais [24-26] e teorias de funcionais de densidade [23,27,28].

A teoria desenvolvida no presente trabalho baseia-se em Shklovskii [29] para levar em conta as fortes
correlacdes entre os contraions préximos do coloide. Consideramos que os contraions encontram-se
condensados na macroparticula formando um liquido fortemente correlacionado, em duas dimensdes,
tratado através do modelo de plasma de um componente. Definimos a densidade da camada de
contraions préxima do coloide, como sendo uma densidade média, e ndo uma densidade que depende
do raio da micro-particula como faz Shklovskii [29]. No decorrer do trabalho mostramos que a
hipétese de Shklovskii ndo reproduz as simulagdes. Para obter uma expressdo para a densidade média,
utilizamos a teoria de acoplamento forte, abordada mais adiante no trabalho. Considerando o sistema
composto pelas particulas condensadas em equilibrio com as particulas no regime descorrelacionado,
obtemos a densidade que pode ser considerada como uma nova condicdo de contorno na resolucdo da
EPB. Com isso, fica facil obter o perfil de densidades dos contraions na cela, através de um trabalho
de comparagdo, o qual consiste em resolver a equagdo para outros sistemas, que variam em carga da
macroparticula, até encontrar o que iguala a densidade na superficie do coloide com a nova densidade
de contorno.

A presente dissertacdo é baseada em um trabalho [30] recém publicado por nés em colabora¢do
com o Prof. Alexandre Diehl.

Na subse¢do 1.2 estudamos a teoria de Poisson-Boltzmann e obtemos a EPB. Na sec3o seguinte
(se¢do 2), além de desenvolver nossa teoria e estudar o método utilizado, estudamos o modelo de
plasma de um componente e a teoria de acoplamento forte. Em seguida, temos a secdo 3, na qual

comparamos nossa teoria com simulacdo, e a secao 4, na qual a conclusdo do trabalho é apresentada.



No apéndice apresentamos o método desenvolvido para a solu¢do numérica da EPB, ja que a mesma
apresenta um carater n3o-linear, e o método de Monte Carlo utilizado na obtencdo dos dados de

simulac3o.



1.2 Equacao de Poisson-Boltzmann

A teoria de Poisson-Boltzmann para eletrdlitos baseia-se na utilizacao da equacao de Poisson, sendo
a densidade de carga expressa em termos da distribuicdo de Boltzmann. Também conhecida como
teoria de Gouy-Chapman [31,32] na eletroquimica, é uma teoria bdsica na descricdo de contra ions
fracamente correlacionados que interagem com uma macroparticula carregada [19,20]. Na subsecdo
seguinte vamos tratar a teoria que nos leva a EPB. Obteremos a fungdo de correlacdo de pares que
pode ser usada na representacdo da densidade e nos fornece o comportamento do tipo distribuicdo de

Boltzmann da concentracao.

1.2.1 Teorema do trabalho reversivel

Consideramos um sistema de N particulas em que, duas delas (1 e 2), sdo submetidas a um
processo reversivel a N, V' e T constantes, no qual sdo levadas a distancia r; 2 = |7} — 72| uma da
outra, sendo que estavam infinitamente separadas. A forca média entre as particulas, lembrando que

as mesmas se encontram fixas, é definida, no ensemble candnico, como:

dU (71,73, 0, TN) [ didry. Ay [dU (7, 7, . Fiy) /di] e PU 020N

@ fdF3d7?4...dFNC_BU(F17F27...7FN)
i[f dF d’/? dFN efﬁU(FLFQ,,FN)]
_ﬁ < dU(F177727 777N) > d,,?l 3arg...
dr fdF3d774...d’r_"Ne*/BU(Fl,F’Q,...,FN)
AU (71,72, ..., T d o
_ﬁ < (7”1,7“37 ,TN) >=—1In [/ drsdry...din e_BU(rlvT%---,TN)]
drl d7’1

A func3o de particdo fdf’ldf'g...dFNe_ﬂU(FhF?""’FN) e a densidade total de particulas, p = N/V
n3o dependem de 7} e 7. Logo, podemos escrever:
dU (71, 7, ooy TN) d . N(N —1) [disdy...diy e PUTL20TN)

-6 < >= ——1 ——
b dr dry . p2 fdf’ldf’z'_‘dFNe—/BU(TLTQw-ﬂ“N)

] (1.1)
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A funcao distribuicdo conjunta, é uma func3o que fornece a probabilidade de encontrar um conjunto
de particulas 1,2,3,..., N em determinadas posicdes 7, 72,73, ...,7n. Para duas das particulas em

suas determinadas posicoes, 71 e 75, ela é dada, de acordo com o ensemble candnico, por:

Nl [ disdy...diy e PUm2007N)
(N = 2)! [ diidiy...dFyePU (P12, N)

Pconj (F17 7:’2) =

Para termos uma referéncia, calculamos para o caso de um gés ideal (lembrando que os termos

relativos as coordenadas de momento se anulam):

Pl (71, 7) = ——5— > p°

Definimos entdo a funcdo de correlacdo adimensional, como:

g(71,73) = 2 (1.2)
p
Utilizando a relagdo 1.2 na equacdo 1.1, obtemos:
AU (7, T2, ..oy TN) d S
-8 < >= —1
B dr ar [9(71,72)]

Integrando os dois lados da equac¢do acima, obtemos:

b SN — b
dU d
_ﬁ/ df’l < (le T2, 5 TN) >= / dflﬁ In [g(’/?l, 7?2)]
a @ !

onde a representa a situagao de separagdo ry 2 entre as particulas e b a separagdo infinita.
Vemos claramente que o lado esquerdo da equacdo acima, representa o trabalho realizado na
aproximac¢do das duas particulas, e vamos denomind-lo potencial de forca média wpps(71,72). Com

iSso:

B wrm (™1, 72) =Inlg(b)] —In[g(a)]

onde g(a) representa a fungdo de correlagdo quando as particulas estdo a disténcia r1 2 uma da outra,
e g(b) quando est3o infinitamente separadas. Se estdo infinitamente separadas, obviamente n3o se

encontram correlacionadas, logo g(b) = 1. Temos entdo o teorema do trabalho reversivel:

11



g(71,7p) = e Pern (i) (13)

A prova do teorema, realizada acima, pode ser encontrada em Chandler [33]. No trabalho de Yang
Y et al [34], esse mesmo assunto também ¢ tratado.

Agora podemos representar a densidade de particulas, utilizando a fun¢do de correlagdo. Consi-
derando que o potencial depende do vetor ¥ = 7] — %, sendo || a distancia entre as duas particulas,
temos:

p(T?) — Ae—ﬂwFM(f')

Notamos que a densidade de particulas é representada por uma distribuicdo de Boltzmann.
Para obter a constante A, apenas integramos a densidade de contraions em todo o espacgo e
igualamos a N. Com isso, obtemos:

e Bwra (7)

p(r) = va 3z e—Bwrrm(F)

(1.4)

A densidade de carga é relacionada a densidade de particulas por p.(7) = qp(7).
Notamos que o potencial de forca média wrp/(7) que aparece na nossa expressdo de densidade,

é diferente do potencial eletrostatico da equacdo de Poisson:

V26(7) = —<pul) (1.5

Debye e Hiickel [35] igualaram os dois potenciais como uma aproximagdo, resultando assim na famosa

EPB:
2 —
\Y% Qb(f) - c f\/ B 6,5q¢(7:') +Pad

(1.6)

onde p,q é a densidade de carga adicional.
Tendo em vista o carater ndo-linear da equagdo, a solu¢cdo da mesma é obtida numericamente, e

vai ser tratada no apéndice.
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2 Teoria

2.1 Entendendo o problema

O sistema estudado neste trabalho consiste em uma cela esférica de WS de raio R, composta de
uma macroparticula rigida de raio a e carga —Ze, centrada na cela, e de contraions pontuais de carga

ae, onde Z é um nlumero inteiro, e é a carga do préton e « é a valéncia dos contraions.

Figura 4: Figura em 2D, demonstrando, esquematicamente, o sistema a ser estudado. Note que

a maioria dos contraions encontram-se condensados na superficie do coldide.

Supomos o meio de dispersdo como sendo uniforme e de constante dielétrica e. Consideramos no
restante do trabalho o meio como sendo a dgua a temperatura ambiente. O comprimento de Bjerrum

é definido, no sistema Sl, como:

62

Ap= —.
B dmekgT

(2.1)

Para os sistemas estudados no trabalho, temos como valor aproximado: Ag ~ 7.2 A, j& que conside-
ramos a constante dielétrica relativa da dgua e a temperatura ambiente igual a e, = 80.4 e T' = 293K,
respectivamente. Podemos dizer que o comprimento de Bjerrum é a distancia entre duas cargas

elementares, em que a energia eletrostatica comeca a ser comparada em magnitude com a energia

13



térmica kgT.

Para tratarmos o problema, supomos também que a carga do coloide se encontra uniformemente
distribuida sobre sua prépria superficie. Consideramos a neutralidade de carga do sistema, até para
podermos utilizar as condi¢cdes de contorno na obten¢do da carga efetiva (subse¢do 3.1).  Com isso,

10°

'
(o]

_
S
S
()]
&Y
S
&Y
w

Figura 5: Perfil de densidade de contraions para o caso de @« = 1 e Z = 1500. Os simbolos sao
obtidos por simulacao e as linhas continuas através da EPB. Sistema com uma macroparticula

de raio a = 100A e contraions de raio 2A inseridos em uma cela de WS de raio R = 200A.

(=Ze+aeN.) =0o0u N, = g onde NN, é o nimero de contraions na cela. A partir destas hipdteses
e consideracdes, podemos resolver a EPB numericamente, como mostra o apéndice, a fim de obter
o perfil de densidade dos contraions. Se o sistema é composto de contraions com « = 1, vemos na
figura 5 e em alguns trabalhos [19,20], que a EPB fornece o perfil de densidade das microparticulas
com precisdo, excetuando-se a regido muito préxima do coloide, onde as correlages posicionais entre
0s contraions comegam a aparecer.

Podemos analisar o quanto um sistema carregado é correlacionado através do parametro de plasma,
que compara a energia eletrostatica média com a energia térmica. E dado, em unidades do S, pela

expressao:

q2

I'=——7— 2.2
drekpTd (2:2)
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onde, ¢ é a carga das particulas, kg é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura, sendo d a
distancia média entre as particulas. Esse é um parametro que fornece um valor superestimado, ja que
a distancia média d é calculada levando em conta somente as particulas condensadas. Como uma
aproximacgdo, consideramos o niimero de particulas condensadas como o niimero de particulas da cela,

N.. A distancia é definida como o raio que compreende uma drea A/N. = 7d?, sendo A a area
2a
VN.

A boa descricdo do sistema da figura 5 pela EPB, ocorre devido ao fato de as correlagdes nao

superficial total do coldide. Com isso obtemos d =

serem muito relevantes nesse tipo de sistema. Podemos ver isso ao analisar o parametro de plasma,
ja definido anteriormente na expressdo 2.2, que assume o valor I' >~ 1.3, lembrando que esse é um

valor superestimado, ja que nem todas particulas encontram-se condensadas na superficie do coloide.

4757&83p(r)

| |
0 20 40 60 80 100

Figura 6: Perfil de densidade de contraions para o caso de a =2 e Z = 2000 (triangulos), « = 3
e Z = 2100 (quadrados). Os simbolos sao obtidos por simulacao e as linhas continuas através da
EPB. Sistema com uma macroparticula de raio a = 120A e contraions de raio 1A inseridos em

uma cela de WS de raio R = 700A.

Como ja foi abordado anteriormente, os sistemas em estudo no trabalho tém a caracteristica de
serem constituidos por contraions de valéncia maior que 1, sendo a dgua o meio dielétrico, a tempera-

tura ambiente. As correlagles entre os constituintes ndao podem mais ser desprezadas. Podemos ver

15



na figura 6 que o perfil de densidade n3o pode ser obtido através da solu¢ao da EPB, pois a mesma
ndo leva em consideracdo correlacdes entre os contraions. Vemos que o parametro de plasma, no caso
de o = 2 da figura 6, tem o valor aproximado de I' >~ 5.36, €, no caso de a = 3, I' ~ 7.14. Alguns
trabalhos também comprovam numericamente essa discrepancia [24, 36, 37].

Nas subse¢des seguintes, introduzimos a teoria basica utilizada no desenvolvimento de nossa teoria

para sistemas fortemente correlacionados, além de nossa propria teoria.
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2.2 Plasma de um componente

No presente trabalho, uma das mais importantes e simples hipéteses utilizada é a de que os
contraions presentes na cela em estudo, apresentam-se condensados na particula coloidal, formando
um liquido fortemente correlacionado. Este sistema é descrito através do modelo de plasma de um
componente (PUC).

O modelo de PUC se propde a descrever um fluido coulombiano composto de ions que se localizam
em um fundo uniforme carregado. Nesse modelo, considera-se ions idénticos pontuais em um fundo
de constante dielétrica € com carga oposta a dos ions, de modo que o sistema total seja neutro. Esse
modelo torna-se importante, pois apresenta intimeras aplicagdes tanto na quimica (teoria de solu¢des
eletroliticas), quanto na fisica (astrofisica e fisica da matéria condensada) [17,38-42].

A anilise das propriedades termodindmicas de um modelo do tipo PUC, utilizando a teoria de
Debye-Hiickel com algumas hipéteses, foi feita em alguns artigos [43,44]. Totsuji [45], através de
um trabalho relativo a um gds de elétrons em duas dimensdes imerso em um fundo carregado uni-
formemente com carga positiva, obteve uma expressdo para a energia correlacional por elétron. No
citado trabalho, ele realizou simulacdes utilizando o método de Monte Carlo. Com isso, obteve dados
para poder ajustar uma expressao para a energia correlacional por elétron, em funcdo do pardmetro
de plasma, ja abordado na subse¢do anterior.

A expressdo para a energia correlacional por elétron obtida por Totsuji [45], com menos de 8% de

erro (com I' de 0.05 até 5000), é dada por:

E. 1
———— = —1.10I' + 0.58T"s — 0.26 2.3
N kgT + 0080 (23)
onde N, é o numero de elétrons da rede.
N - - A OF

Usando a definicdo de energia livre ' = U —T'S e a relacdo termodindmica S = a7 obtemos:

OF

F-T—=U
oT

cte
Através da expressdo 2.2, vemos que T = T Entdo:

OF
F4+T2 =
+T o5 =U

17



Para obter a energia livre correlacional da rede, usamos U = E,

d(T'F,)

=F
dr ¢
T !
E dar
F.= N,kgT c 4t
‘ B /0.05 N kT T" e

onde cte é uma constante. Substituindo na expressdo acima a expressido 2.3, obtemos:
F, = N,kgT(—1.10T + 2.32T'i — 0.26InT — 1.82) + cte' (2.4)

Essa expressdo para a energia livre do PUC vai ser de muita utilidade no desenvolvimento do
trabalho, ja que estamos considerando, os contraions condensados, um liquido fortemente correlacio-

nado.
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2.3 Dois subsistemas: equilibrio

Seguindo Shklovskii [29], vamos desenvolver a teoria que nos proporcionard uma nova condigdo de
contorno para a EPB. Dividimos o sistema considerado em dois. J4 que os contraions encontram-se
fortemente correlacionados na superficie da macroparticula, consideramo-los como um dos subsis-
temas, sendo o outro, os contraions que n3o se encontram condensados, mas sim, na regido mais
distante do coloide, em um regime fracamente correlacionado.

Consideramos o subsistema A como sendo o subsistema das particulas condensadas e o subsistema
B, como sendo o subsistema das particulas ndo-condensadas. Como jd mencionamos, para tratar as
microparticulas localizadas na superficie do coloide, utilizamos a aproximacao de considerar que todas
encontram-se condensadas, logo, N, = N.. Essa aproximagdo parece bastante plausivel, nos casos
em que a carga do coloide é suficientemente alta.

Em nossa andlise, devemos obter o potencial eletroquimico dos dois subsistemas, a fim de utilizar
a condi¢do de equilibrio correspondente. Calculamos primeiro a contribuicdo de gas ideal e depois a

correlacional.

Potencial quimico de um gas ideal

Para obter o potencial quimico de um gas ideal, langamos mao do ensemble candnico. No caso

de um sistema do tipo gds ideal, ndo temos interacdes entre as particulas. Logo o Hamiltoniano de

. , : - 1 .
um conjunto de IV particulas de massa m pode simplesmente ser definido como: H = o filpf,
m

onde p; é o momento da particula 7. Podemos ent3o obter a funcao de particdo canbnica Z, através

da expressao:

p2

)
U kT~ VY [T e BTy
Z = —— dp; dp; dp; mipl = ———[4 d mkp
h3NN!£[1/oo pm/oo pzy/oo piz € thN![W/o pp° e ]
Utilizando uma tabela de integrais [46], obtemos:

VN 2rmkpT

3N
P=wCe )¢
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O comprimento térmico de de Broglie é dado por:

h
A T
Logo:
Sendo ' = —kpgT'In Z, utilizando a definicdo do potencial quimico, u = N e a aproximacao de
Stirling (Inz! ~ zlnx — x), obtemos:
p = kT InpA3 (2.5)

Potencial eletroquimico: parte correlacional

Agora passamos a analisar a parte correlacional do potencial eletroquimico do subsistema A. Como
ja mencionamos, esse subsistema serd modelado através do modelo de PUC, ja analisado na subsecdo

1.3. A energia livre:
F. = N.kpT(—1.10T" + 2.3201 — 0.261nT — 1.82) + ctel,

carrega a informacao relativa a parte correlacional eletrostatica a que os contraions no subsistema
A estdo submetidos. Lembramos que o pardmetro de plasma definido na expressdo 2.2, depende
do niimero de contraions condensados através da distancia média entre os mesmos: d = (wn)_%.
De acordo com a aproximacdo feita, a qual nos diz que todos os N, contraions estdo condensados
na superficie da macroparticula e, como a macroparticula considerada é uma esfera de raio a, a

concentracdo das microparticulas condensadas se da pela expressao:

N,
n =
4ma?

Com isso, podemos ver como fica a dependéncia do pardmetro de plasma com o nimero de contraions
condensados, substituindo na expressao 2.2, a distdncia média entre as microparticulas e a carga das

mesmas:

B a2 gV N,
- 2a

r

onde utilizamos o comprimento de Bjerrum definido na expressido 2.1.
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Podemos obter ent3o a contribuicdo correlacional do potencial eletroquimico através da definic3do:

 OF,
He = BN,

Para facilitar a derivacdo por partes, utilizamos a relac3o:

ar T
ON. 2N,
Com isso, obtemos:
fte = kpT(~1.65T + 2.61T'T — 0.26InT — 1.95) (2.6)

Condicao de equilibrio

O potencial eletroquimico total do subsistema A pode ent3o ser escrito, levando em consideracdo

a parte ideal (relagdo 2.5) e a parte correlacional (relagdo 2.6):
pa = pie + kpTIn paA® + aed(a) (2.7)

onde aeg(a) é a energia eletrostatica média dos contraions na borda do coloide, ¢(a) o potencial
elétrostatico médio e p4 a concentracdo do subsistema A.

A expressio para o potencial eletroquimico total do subsistema B, a uma distancia a+ 9 do centro
do coloide, onde o comportamento descorrelacionado e descritivel pela teoria de Poisson-Boltzmann

comeca a dominar, fica:
pp(a+08) =kpTInpg(a+ 0)A3 + aed(a + 0) (2.8)

onde pp(a+ ) é a concentracdo de contraions a uma distancia a + ¢ do centro do coloide e ¢(a+ 9)
€ o potencial eletrostdtico médio na mesma regido.
Utilizando a condi¢do de equilibrio entre os dois subsistemas, ou seja, igualando a temperatura e

os potenciais eletroquimicos, s = up(a + 0), temos:

pre + celd(a) — da +9)]
kT

pp(a+6)=pae

Obtemos a concentracdo de contraions a distdncia a + § do coloide. Consideramos que a diferenga

entre a energia eletrostatica média na superficie do coloide e a energia eletrostitica média a uma
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distancia a + 0 é desprezivel, comparada com a energia térmica kg1, logo:

’MC‘
ppla+0)=pae kBT (2.9)

A determinac3do da distancia 4, que é a distancia em relacdo a superficie do coloide na qual o regime
descorrelacionado comeca a dominar, é muito dificil. Sabendo que o potencial eletrostatico médio
varia muito suavemente na regido préxima do coloide, seguimos Shklovskii [29] e consideramos, como
uma aproximacao, a distancia ¢ igual a zero.

Segundo Shklovskii [29], a densidade do subsistema A, p4, formado pelas particulas condensadas,
é obtida considerando que elas formam uma camada na superficie da macroparticula, de largura igual
ao comprimento caracteristico das particulas do sistema, no caso, o raio .. Logo, a expressao para a
nova densidade de contorno, expressio 2.9, fica:

| e

pp(a) = — 2 ¢ kT (2.10)

odma?r,

Resolvendo ent3do a EPB com a densidade de contorno acima, mostramos, na figura 7, a grande

1

10 ' I ' I '
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=
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Figura 7: Perfis de densidade: Coldide de raio a = 100A e carga Ze = —3000e. Cela de WS de raio

R = 200A. Valéncia dos contrafons igual a o = 2.

dependéncia que a teoria de Shklovskii tem com o raio das microparticulas. O perfil de densidade
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obtido por simula¢do (simbolos), como podemos ver, nio depende muito do raio dos contraions,
enquanto que o perfil obtido pela teoria de Shklovskii varia bastante.
Com isso, uma nova definicdo para a densidade do subsistema A, p4, deve ser desenvolvida a fim

de que possamos utilizar a condi¢do de equilibrio em nossa teoria.
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2.4 Acoplamento forte

Precisamos saber como a densidade de particulas se comporta na regidao proxima do coloide.
Netz [47], utilizando teoria de campos, obteve uma expressio para a densidade de particulas em termos
de uma expansdo. O termo principal revela um comportamento do tipo decaimento exponencial para
densidade. Esse termo é o dominante em nossos sistemas, j& que estamos trabalhando no regime
de acoplamento forte, I' > 1, no qual os contraions encontram-se condensados na superficie da
macroparticula formando um liquido fortemente correlacionado [29, 48].

Podemos obter o decaimento exponencial através de um argumento qualitativo. Os contraions
encontram-se em um estado fortemente correlacionado. Considerando um contraion, vemos que as
componentes do vetor campo elétrico oriundas dos outros contraions cancelam-se. Logo, podemos
considerar que a Unica interacdo na regido proxima do coloide, relevante para os contraions, provém
do coloide. O campo elétrico na regido muito préxima de uma superficie carregada é totalmente

perpendicular a superficie [49]. Utilizando a lei de Gauss, obtemos que o campo elétrico é constante:

A
E = 8762. O potencial eletrostatico a distancia r do centro do coloide, para A > r > a, é dado
Ta‘e
por:
Ze
r) = — r—a 2.11
Or) =~ (r—0) (211)

onde A é uma distancia caracteristica, discutida mais adiante. Utilizando a distribuicdo de Boltzmann

para obter uma expressao para a densidade de particulas na regido muito préxima do coloide, obtemos:

(r —a)

p(r) = peont € Ace

2a°
OéZ/\B

A densidade pcont € a densidade quando 7 = a, e é obtida através do teorema de contato [50, 51]

onde A\gc = é o comprimento de Gouy-Chapman.
que relaciona a densidade de contraions na regiao de contato com o coldide com a densidade na borda

da cela de WS:
Z°\B

peont = p(R) + F—y

onde p(R) é a densidade de particulas na borda da cela de WS. No nosso caso, o nimero de contraions

condensados é bastante grande; logo podemos desprezar esse termo da expressao.
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Figura 8: Perfis de densidade: coloide de raio a = 120A e contraions de raio r. = 1A inseridos

em uma cela de WS de R = 700A
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Figura 9: Perfis de densidade: coloide de raio a = 100A e contrafons de raio r. = 2A inseridos

em uma cela de WS de R = 400A
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Com isso temos:

(r—a)
Acc (2.12)

Z2 )\B -
= e
8mat

p(r)

Para mostrar de uma maneira mais quantitativa o comportamento do tipo decaimento exponencial
da densidade de contraions na regido préxima do coloide, temos, nas figuras 4 e 5, perfis de densidade
para quatro casos diferentes. Os simbolos sdo obtidos por simulacdo e as linhas continuas através da
expressao 2.12. Vemos claramente que o decaimento exponencial rege o comportamento da densidade
de contraions na regido préxima do coloide.

A ideia, em nossa teoria, na definicdo da densidade de contraions na camada préxima do coloide,
consiste em definirmos uma densidade média na regido. Este procedimento do tipo " coarse graining”,
parece bastante plausivel para levar em conta nosso desconhecimento da regido intermediaria entre o
regime de acoplamento forte, perto do coloide, e o regime totalmente descorrelacionado e descritivel

pela teoria de Poisson-Boltzmann. Na figura 10 vemos claramente a distin¢ao entre as duas regides.

Observamos que perto do coloide, temos uma abrupta queda na densidade de contraions, enquanto

TTTTT
L

S
|
|

T T T
L

10 20 30 40 50
/A B

Figura 10: Perfil de densidade de contrafons de o = 3 e r. = 2A. Coléide de raio a = 100A e cela de WS
de raio R = 400A. Os simbolos sdo obtidos por simulacdo. A linha continua superior é obtida através da

expressao 2.12 e a inferior através de nossa teoria.

que na regido mais difusa, a EPB descreve bem o sistema.
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Definimos entdo a densidade média p4:

_ e drp(r)
PA A

Utilizando a expressdo 2.12 obtida para a densidade perto do coloide, obtemos:

Z?XpAGo -
— 2 2B7GC 1 . Age
pA SmatA ( ¢ )

O valor de A, a fim de obter os melhores resultados, foi estimado em 3.6 Ac¢. Este valor representa
muito bem o limite de validade da expressdo 2.12, como pode ser visto nos quadrados pretos das figuras
da pagina 25, que indicam esse limite.

A expressao final para p4 fica:
Z%\p

PA = Sra(3.701)

Agora podemos finalmente escrever a expressdo para a densidade de contorno do regime descorrela-

cionado e, portanto, descritivel pela EPB:

B e
kT (2.13)

Z*\p
e
8m(a + r.)*(3.701)

pp(a+re) =

onde ja adicionamos a correcdo devida ao tamanho dos contraions. Na figura 11, observamos o efeito

da correcdo. O potencial eletroquimico de correlacdo ja foi abordado:

fie = kpT(—1.65T" + 2.610'1 — 0.26InT — 1.95)

a2)\3\/ Nc
2(a+re)

O processo para encontrar o perfil de densidade, entdo, consiste em resolver a EPB, equacdo

onde o pardmetro de plasma, ja corrigido, é dado por: I' =

1.6, através do método desenvolvido no apéndice, para um sistema o qual coincida a densidade na

superficie do coloide com a nova densidade de contorno pp(a + r.). O valor de uma carga tentativa

€ variado até se encontrar o valor de densidade correto.
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Figura 11: Quanto menores sao os contraions, mais eles podem condensar na superficie do coloide.
Logo, a densidade assintética diminui um pouco. Perfis de densidade de contraions para o caso
de a =2 e Z = 3000. Os simbolos sao obtidos por simulacao e as linhas através de nossa teoria.
A linha continua refere-se ao sistema com r. = 0.5A, e a linha pontilhada se refere ao sistema

com r, = 2A. Sistema com uma macroparticula de raio a = 100A e cela de WS de raio R = 200A.
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3 Comparando a teoria com simulacao

Nesta secdo, comparamos os resultados de nossa teoria com simulacdes através de perfis de
densidade. Analisamos diferentes casos variando a valéncia e o raio dos contraions, a carga e o raio
do coloide, além do raio da cela de WS. Utilizamos simula¢es tipicas do tipo Monte Carlo. Em todas
as figuras os simbolos s3o os pontos de simulacdo e as linhas continuas sdo resultado de nossa teoria.

Primeiramente, apresentamos um método que relaciona a carga efetiva com a densidade assintdtica
de contraions de um sistema. Com isso, construimos um grafico de carga efetiva em funcdo da carga
coloidal, a fim de fazer uma andlise indireta do perfil de densidade, e observar o comportamento de

nossa teoria.

3.1 Carga efetiva

A carga efetiva obtida por Alexander et al [17], baseia-se na ideia de considerar a solu¢do da EPB
completa, como sendo a mesma solucdo da EPB linearizada, mas com uma carga diferente, a carga
efetiva.

Consideramos que o potencial eletrostatico na borda da cela é nulo, ¢(R) = 0. Realizamos as
seguintes trocas de varidveis:

AB r - ed(T)

:emEr(F) ,f:E ) ¢(77): kpT

Escrevemos a densidade de carga linearizada (desprezamos termos de ordem maior ou igual a 2) como

E,(7) e p(r) = dmAip(r).

sendo:
p(r) = pr (1 — ag())
onde: pp = p(R) = Z/[a [R dr 72 e=9(D)]
A EPB para a regido R > 7 > a fica:

V() = —ppar (1 — ag(7))
Para facilitar a solug3o, consideramos: —ppa = W e ppa® = k?. Com isso temos:
VEG(T) = W+ k*¢(7)
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A solugdo é dada por:

B w 6—kf ekF
F)=——5+A B—
o) k2 + T + T
- do(r
As constantes A e B sdo obtidas através das condi¢cdes de contorno: ¢(R) =0 e (ZET) li—p = 0.

Com isso a solu¢do tem a forma:

W W e .
() = =15 + g (R = e 0 4 (kR 4 1)e" )]

Precisamos obter o campo elétrico na superficie do coloide. Através da definic3o:

obtemos:

Er(a) = %[(kﬁ — 1)(1 + ka)e F@R) 4 (kR + 1)(1 — ka)et @)
a
Usando entdo a lei de Gauss na superficie do coloide, a partir da solu¢do da EPB linearizada, obtemos

a carga efetiva:

Zess = —Er(@) @ = %{(1—ké><1+ka>e—k<@-ﬁ>—(km (1 - ka)e" @] (3.1)

Vemos na figura 12 que nossa teoria ajusta muito bem os pontos de simulagdo utilizando o método
de Alexander et al [17] para I' > 4. Na préxima subsecdo, apresentamos os perfis de densidade

propriamente ditos, lembrando que a densidade utilizada nos gréaficos é a densidade reduzida.
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Figura 12: Carga efetiva em funcio da carga coloidal. Coldide de raio a = 100A, contrafons de raio

r. = 2A e valéncia o = 3; inseridos em uma cela de WS de raio R = 200A.
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3.2 Perfis de densidade

3.2.1 Casos de o = 2:
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Figura 13: Perfis de densidade de contraions com a = 2 e r, = 2A. Coldide de raio a = 100A e cela de
WS de raio R = 400A.
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Figura 14: Perfis de densidade de contrafons com a = 2 e r, = 1A. Coldide de raio a = 120A e cela de
WS de raio R = 700A.
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3.2.2 Casos de o = 3:
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Figura 15: Perfis de densidade de contrafons com a = 3 e r, = 2A. Coldide de raio a = 100A e cela de
WS de raio R = 400A.
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Figura 16: Perfis de densidade de contrafons com o = 3 e . = 1A. Coléide de raio a = 120A e cela de
WS de raio R = 700A.
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Notamos uma maior discrepancia de nossa teoria com os dados de simulagdo para alguns casos.
O que ocorre é que nossa teoria reproduz muito bem a regido difusa, ou seja, a regido em que os
contraions estdo em um regime fracamente correlacionado. Dependendo do caso, a regido difusa

comeca na regido mais préxima ou mais distante do coldide.
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4 Conclusao

Neste trabalho estudamos sistemas fortemente correlacionados a fim de entender um pouco mais
o comportamento de suspensdes coloidais na presenca de contraions multivalentes.

Descobrimos que o comportamento do perfil de densidade, no modelo de cela esférica, é dividido
em trés regides (figura 10). Na regido muito préxima do coloide, uma queda abrupta caracteriza
o perfil de densidade, que pode ser descrito de forma precisa pela equacdo 2.12. A boa descricio
pode ser considerada até uma distancia limite bem caracteristica a partir da superficie do coloide, de
A = 3.6Agc, representados pelos quadrados pretos das figuras da pdgina 25. O perfil de densidade
na regido intermedidria, a qual nd3o conseguimos descrever, é caracterizado por um uma queda mais
suave, mas ainda dominada pelas correlagdes. Longe do coloide, como é de se esperar, a teoria de
campo médio de Poisson-Boltzmann descreve bem o sistema.

Desenvolvemos um novo método para levar em conta as correlacbes entre os contraions con-
densados em uma nova condi¢do de contorno para a EPB. Seguindo Shklovskii [29], consideramos
dois subsistemas: os contraions condensados e os contraions localizados na regido difusa. Através
da condicdo de equilibrio entre os dois subsistemas, obtemos a nova condicao de contorno. Para
Shklovskii, a densidade da camada préxima do coloide deve ser definida em termos de um compri-
mento caracteristico do sistema, no caso, o raio dos contraions. Na figura 7 vemos que a ideia n3o
é confirmada pelas simulacées. Com isso, uma definicio em termos de uma densidade média para a
densidade da camada de contraions envolvendo o coloide foi necessaria (pagina 27).

Concluimos que, mesmo com a aproximacdo de considerar todas as particulas condensadas e de
considerar o inicio do comportamento do tipo Poisson-Boltzmann no préprio contato dos contraions
com a macroparticula, nossa teoria funciona muito bem para os sistemas estudados (I" > 4), como
mostram as figuras das paginas 32 e 33. Observamos ainda que a carga efetiva pode ser obtida através
de nossa teoria, como mostra a figura 12, j& que através do método de Alexander et al [17], somente
a densidade assintdtica é necessdria.

O préximo passo de nosso trabalho consiste em adicionar sal aos sistemas estudados. Conside-

rando a total ionizagdo dos entes, os sistemas tornam-se extremamente complexos, j& que o nivel de
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correlagdes e o nimero de particulas aumenta significativamente.

Fendmenos ndo observados nos casos ja estudados, passariam a ser notados, como a inversao de
carga. Em primeira andlise, podemos utilizar as ideias de Pianegonda et al [52], para levar em conta
os clusters que s3o formados por contraions de valéncia a e coions monovalentes de carga contraria

acoplados nos mesmos.
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Apéndice

Solugao numérica da equacao de Poisson-Boltzmann

Ja vimos em uma secao anterior, que a EPB apresenta um carater n3o linear, devido a dependéncia
exponencial da densidade de carga dos contraions com o potencial eletrostdtico. Para obter a solugdo,
utilizamos um método iterativo, do tipo “Picard iteration”. Abaixo descrevemos o método utilizado.

Partimos da EPB, lembrando que estamos resolvendo um sistema composto de uma macroparticu-
la de raio a e de carga —Ze, e de N, contraions de carga ae, todos inseridos em uma cela WS de
raio R, sendo que a macroparticula encontra-se centrada na mesma. Como o sistema tem simetria
esférica, trocamos a nomenclatura de 7 para r. Estamos supondo que a carga do coloide, ou o grupo

de Z cargas elementares negativas, estd uniformemente distribuida na superficie do mesmo. Logo,

Z

a expressdo para a densidade de carga pps(r) é dada por py(r) = ~7 62(5(7" — a). Utilizando a
wa

definicdo de potencial eletrostitico, E(T) = —V¢(r), e substituindo as expressdes correspondentes na

equacdo 1.6, obtemos:

aeg(r)
- Ze Zee kBT
V-E(r) = 7Ta265(r -+ aed(r)

4me faR r2dr e kBT
Integrando dos dois lados no espaco, e utilizando o teorema da divergéncia:
aed(r’)
Ze [!dr' e kT
aed(r)
€ faerdr e kBT

/E 7)-fida = —— dr r25(r' — a) +

a2

Utilizando como superficie S a superficie esférica a distdncia r do centro da macroparticula e como

. T
versor 1. o vetor radial —, temos:
r
aed(r’)
Ze Ze [Idr' e kT
2 _ a
Arr B, (r) = — + aed(r)

€ faerdr ¢ kpT
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aed(r')

7 T kT
Er(r): ° (1_ fa i a6¢(r) )

 dmr2e
faR r2dr e kBT

Para simplificar o trabalho computacional, realizamos as trocas de varidveis definidas na subsecdo

3.1. Com isso temos:
_ A T AF 72— ad()
Bo(r) = -2 (1 - faR RS
[ di 7% emoe()

72
Partindo finalmente para o método, “chutamos”um perfil linear inicial para o campo elétrico, de

(4.1)

maneira que na borda do coloide e na borda da cela de WS, seje satisfeita a lei de Gauss. Com isso,

a express3o inicial para o campo E, pode ser:
_ Z
Bolf) = — 551 - s
A partir do campo elétrico inicial, obtemos o potencial eletrostatico inicial através da definicao:
— F —
o) =~ [ Eulryir
a

Com isso, utilizando o potencial eletrostatico obtido acima, na equagdo 4.1, obtemos o “novo” campo
elétrico. Fazendo esse trabalho de iteragdo sucessivamente, com o cuidado de definir o campo elétrico
atualizado como sendo composto parte pelo campo elétrico novo e parte pelo campo elétrico ante-
rior (para manter a convergéncia), até atingir o nivel de precisdo desejado, obtemos uma expressio
definitiva para as grandezas envolvidas. Com isso, é facil obter a densidade de carga reduzida dos
contraions utilizando a expressdo 1.4:

ff dr 72 e—o9(7)

p(T) = Ze

A densidade reduzida de contraions é dada por:

—ag(r)
o P — (4.2)
o f('z dr 72 e—ad(F)

Todo o procedimento é feito com algoritmos em linguagem FORTRAN 90. A distancia entre a
superficie do coloide e a borda da cela de WS é discretizada em 1000 bins. As integrais s3o obtidas

utilizando o método trapezoidal:

b X
[ desa) = S =) + Sz =)
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Para manter a convergéncia, ja mencionamos que devemos fazer uma mistura do campo elétrico
atual com o anterior para obter o campo elétrico atualizado. Este procedimento é feito definindo
uma porcentagem de participacdo para cada uma das partes em cada passo de iteracdo. O erro
do procedimento de iteracdo é obtido, para cada passo, calculando a média da diferenca entre o
campo elétrico atualizado e o campo elétrico anterior, sendo esse valor dividido pela carga Z da

macroparticula. O procedimento de iteracdo termina quando o erro for menor que a precisio.
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Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo (MC) foi desenvolvido por von Neumann, Ulam e Metropolis no final
da Segunda Guerra Mundial no estudo da difusdo de neutrons. O nome do método foi batizado em
1947 por Metropolis e tem origem na utilizagdo de uma grande quantidade de nimeros aleatérios [53].
Utilizamos no trabalho, mais precisamente, o algoritmo de Metropolis.

Primeiramente, distribuimos aleatoriamente todas as particulas dentro da cela de raio R, cuidando
para que n3o sejam aceitas posi¢des dentro do raio a (coloide) e "overlaps’entre os contraions.

Calculamos a energia total do sistema através da express3o:

Zo N «
PE=-3 S22 9

onde N € o nimero de contraions, 7; € a posicao do contraion i e 7;; € o vetor posicao do contraion
7 em relagdo ao contraion j. As distancias utilizadas estdo reduzidas pela constante de Bjerrum.

Na parte inicial, de equilibrac3do, sorteamos uma particula 7 e um deslocamento dr, distribuido
uniformemente entre dr = 0 até dr = dryq:, sendo o deslocamento 97,4, um pardmetro ajustado
durante toda simulagcao para que metade dos novos estados sejam aceitos.

Com o deslocamento, temos um novo estado de energia E,, para o sistema. Calculamos ent3o a
variacdo de energia SAE = GE, — 8E,, entre o estado anterior m, antes do deslocamento, e o estado
n atual. Se a variac3o for negativa, indicando que o estado m anterior é um estado mais energético,
aceita-se imediatamente a nova configuragdo. Se a variagcdo for positiva, calculamos a probabilidade

da transicdo através do fator de Boltzmann:
P = ¢ PAE (4.4)

e sorteamos um nimero aleatério £ entre 0 e 1, uniformemente distribuido. Se o nidmero sorteado
for maior que a probabilidade de transicdo, a nova configuracdo n é rejeitada e a particula volta a
posicdo relativa ao estado m. Se o ndmero sorteado for menor que a probabilidade de transicdo,
a nova configuracdo é aceita e o sistema passa a estar no estado n. Se houver "overlap”entre as
particulas o valor de energia do estado é definido como um valor muito grande, digamos ~ 1 x 10,
assim esse estado nunca é aceito.

A cada ndmero determinado de passos de MC monitoramos a energia a fim de obter o equilibrio.
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Ap6s ser atingido o equilibrio, continuamos usando o mesmo algoritmo, mas contabilizamos o valor
das grandezas de interesse a cada passo de MC para obter a média. Se o novo estado n for rejeitado,
contabilizamos a grandeza novamente no estado m anterior. Os valores tipicos para o nimero de
passos de MC variam entre ~ 1 x 107 e ~ 1 x 108 passos.

No nosso caso, queremos obter a densidade média de particulas em cada ponto da cela. Devido
a simetria esférica utilizamos, como grandeza a ser calculada em cada passo de integracdo, a carga
integrada, que é a soma do nimero de particulas da distancia a até a distdncia 7. Relacionamos a

carga integrada com a densidade de particulas pela relacao:

P(F) = /T di’ #p(r') ou p(F) = :;lzy_) (4.5)

lembrando que as varidveis com barra em cima estdo reduzidas e estdo definidas na subsecdo anterior.
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