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Resumo

Sera explorada a versao hidrodindmica da equacao de Schrodinger nao-linear e nao-local,
descrevendo condensados de Bose-Einstein com auto-interagoes de longo alcance. Tais
sistemas tém despertado interesse tendo em vista a busca da realizagao da condensacao
de Bose-Einstein sem necessidade de um potencial externo confinante e nos quais as
interacdes atomicas locais nao sao suficientes. Para obter a descricao hidrodindmica, a
transformacao de Madelung para a fun¢ao de onda sera utilizada, reduzindo o problema a
uma equacao da continuidade e a uma equacgao de transporte de momentum. Esta tltima
¢é similar a equagao de Euler em fluidos ideais, porém contendo um potencial quantico
efetivo e um termo nao local, o qual advém da interacao atomica. Tais equagoes de fluido
traduzem, respectivamente, a conservacao da probabilidade e do momentum total. O
método hidrodindmico permitira o estudo de excitagoes elementares, entre os quais os

modos de Bogoliubov, segundo uma abordagem macroscépica.

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger nao-linear e nao-local. Condensados de Bose-

Einstein. Formulacao hidrodinamica. Modos de Bogoliubov.



Abstract

The hydrodynamic version of the Schrodinger equation nonlinear and nonlocal will be
explored, describing Bose-Einstein condensates with long-range self-interactions. Such
systems have aroused interest with a view to pursuing the realization of Bose-Einstein
condensation without an external confining potential and in which local atomic interactions
are not enough. For the hydrodynamic description, the eikonal decomposition of the wave
function is used, reducing the problem to one equation of continuity and to a transport
of momentum equation. The latter is similar to the Euler equation in ideal fluid but
containing an effective quantum potential and a nonlocal term, which comes from the
atomic interaction. Such fluid equations translate, respectively, conservation of probability
and total momentum. The hydrodynamic method will allow the study of elementary

excitations, including Bogoliubov modes according to a macroscopic approach.

Keywords: Nonlinear and non-local Schrodinger equation. Bose-Einstein condensates.

Hydrodynamic formulation. Bogoliubov modes.
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1 Introducao

Condensados de Bose-Einstein foram propostos por Albert Einstein [1] em 1925 no
seguimento do trabalho efetuado por Satyendra Nath Bose [2]. A ideia é que uma fragao
de particulas de um sistema quantico com spin inteiro convirja para o estado fundamental
cujo momentum das particulas ¢ nulo, populando este estado macroscopicamente. Este
novo estado da matéria pode existir abaixo de uma temperatura critica proxima do zero
absoluto (condensados atdmicos), e foi verificado experimentalmente em 1995 em vapores
de dtomos alcalinos [3, 4]. Desde entdo a andlise tedrica e experimental dos condensados de
Bose-Einstein tem sido levada a cabo por uma comunidade cientifica numerosa, havendo

diversos artigos de revisao e livros sobre o assunto [5, 6, 7).

Diferentemente do previsto originalmente, a condensagao magneto-6ptica de Bose-
Einstein obtida em laboratério contém nao apenas uma localizagdo nas variaveis de
momentum, mas também nas variaveis espaciais. Tal se deve a utilizacao de armadilhas
magnético-6pticas causando o confinamento do gis de bosons. Consequentemente, os
modelos teodricos deste tipo de problema incluem um potencial externo, o qual geralmente
tem a forma de um potencial harmonico isotrépico ou anisotrépico. Todavia, o confinamento
forcado pode ocasionar uma singularidade, num processo com analogias ao colapso estelar

levando a formagao de buracos negros [8].

Na aproximagao de campo médio, e supondo um gas rarefeito para o qual apenas
colisdes binarias de curto alcance sao relevantes, a equagao basica para os condensados de

Bose-Einstein é a equagao de Gross-Pitaevskii [9, 10].

As solugbes desta equacgao compreendem uma vasta gama de estruturas, tais como
sélitons claros e escuros, estruturas cadticas e instabilidades lineares e nao lineares [8].
A equacao de Gross-Pitaevskii, ao ser desligado o potencial externo, recai na equagao
de Schrodinger nao-linear, a qual é onipresente em aplicagdes em 6tica, fisica de plasma,
estudo de jungdes de Josephson, entre outras [11]. A equagdo de Schrodinger nao-linear é
completamente integravel em uma dimensao pelo método do espalhamento inverso [12] e

as propriedades das suas solugoes sao razoavelmente bem conhecidas.

Alternativamente ao confinamento externo, ha a possibilidade de considerar intera-
¢oes de longo alcance, preferencialmente causando uma atracao efetiva entre os atomos.
Neste caso, existe um termo integral na equagao de evolugao, levando a uma equacao de
Schrodinger nao-linear e nao-local [13, 14, 15, 16]. Um dos principais atrativos deste tipo
de modelo esta na possibilidade de evitar o colapso do condensado geralmente motivado
pelo confinamento externo. A segunda razao fisica para o interesse no modelo seria o

tratamento de condensados onde a distancia média entre as particulas nao ¢ muito maior
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do que o comprimento de espalhamento entre ondas s.

H& pouco conhecimento sobre as propriedades das solugoes para condensados de
Bose-Einstein no caso incluindo potenciais nao locais. Em particular, é de interesse tedrico
e experimental um mapeamento no espaco de pardmetros (densidade, temperatura...) que
identifique as dindmicas do sistema, tais como: expansao auto-similar, oscila¢ées em torno
de um estado de equilibrio, singularidade em tempo finito, caos temporal, instabilidades.
Em particular, o espectro de excitagoes elementares, ou modos de Bogoliubov, ha de

merecer atencao especial.

Assim neste trabalho se tem como objetivo utilizar métodos hidrodindmicos para a
equacao de Gross-Pitaevskii, que rege a dindmica do condensado. Descri¢oes hidrodinamicas
para sistemas quénticos [17] merecem atengao desde os primérdios da Mecanica Quantica,
quando Madelung [18] propos a versao hidrodindmica da equagao de Schrodinger. Desta
forma, obtém-se acesso direto as quantidades macroscopicas pertinentes, a saber, as

densidades de probabilidade e de corrente, entre outras.

O capitulo IT da presente dissertacao é destinado a dar uma visao historica sobre
o surgimento e desenvolvimento dos condensados de Bose-Einstein. Apds, no capitulo
I1I1, é feita uma deducao, através de uma teoria de campo médio, da equagao de Gross-
Pitaevskii nao-linear e nao-local. No capitulo IV é aplicado a formulag¢ao hidrodinamica
para a equacao de Gross-Pitaevskii nao-linear e nao-local, onde se deduz equagoes para a
densidade e a velocidade do condensado e apés é feita uma abordagem de ondas lineares

para estas equacoes. Por fim, no capitulo V é feita a conclusao.



10

2 Propriedades elementares dos condensados

de Bose-Einstein

Procuramos, neste capitulo, fazer uma descri¢ao basica dos condensados de Bose-
Einstein. Na secao 2.1 é feito um breve desenvolvimento historico dos condensados. Ja
na secao 2.2 o enfoque sao nos sistemas quanticos, aos quais pertencem os condensados
de Bose-Einstein. O gas ideal de bdsons ¢é descrito na se¢ao 2.3. Por fim, na secao 2.4,

abordamos o géas ideal de bdsons confinado num potencial externo.

As informacoes contidas neste capitulo foram extraidas principalmente das referén-
cias [7, 19, 20].

2.1 Breve historico

A ideia basica da condensacao de Bose-Einstein surge aproximadamente no ano
de 1925 quando A. Einstein, com base nos estudos de S. N. Bose, prediz a ocorréncia de
uma transicdo de fase num gas de atomos nao interagentes. Ele atribui esta transicao a

condensacao de dtomos no estado de menor energia.

Apés a descoberta da superfluidicidade no Hélio liquido (Allen e Misener, 1938;
Kapitza, 1938), F. London associa esse efeito no Hélio como sendo uma manifestagao da

condensacao de Bose-Einstein.

Muitos trabalhos tedricos surgem desde entdo, vamos citar alguns. Landau, em 1941,
formula uma teoria de superfluidos em termos do espectro de excitagoes elementares do
fluido. Em 1947 Bogoliubov desenvolve a primeira teoria microscépica de gases de bdsons
interagentes baseada no conceito de condensacdo de Bose-Einstein. Landau e Lifshitz
(1951), Penrose (1951) e Penrose e Onsager (1956) introduziram o conceito de ordem nao
diagonal de longo alcance e discutiram sua relacao com os condensados. Um importante
desenvolvimento dos condensados ocorre com a previsao de vortices quantizados nesses
sistemas por Onsager (1949) e Feynman (1955) e com sua descoberta experimental por
Hall e Vinen (1956).

Os primeiros estudos experimentais para gases atomicos diluidos, que chegaram
muito proximos de obter condensados, foram feitos em meados dos anos de 1970. Utilizavam
novas técnicas que consistiam em armadilhas magnéticas e Opticas e mecanismos de
resfriamento. Os primeiros estudos tinham como foco o &tomo de hidrogénio spin-polarizado
devido a sua pequena massa. Nos anos de 1980 novas técnicas foram desenvolvidas para

confinar 4tomos neutros. Atomos alcalinos foram as substiancias mais utilizadas nesses
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experimentos pois se conseguia resfria-los a baixissimas temperaturas. Depois que esses
atomos eram confinados, conseguia-se resfria-los ainda mais com técnicas de resfriamento

por evaporagao.

Combinando diferentes técnicas a equipe de E. Cornell e C. Wieman na University
of Colorado Boulder finalmente conseguiu em 1995 atingir a temperatura e densidade
necessdrias para observar BEC em vapores de 8"Rb [3]. Posteriormente a equipe de W.
Ketterle no Massachusetts Institute of Technology também obteve éxito na observacao de

condensados porém em vapores de »*Na [4].

2.2 Sistemas quanticos elementares

Nesta secao temos como objetivo descrever alguns sistemas quanticos que serao
uteis para o estudo dos condensados de Bose-Einstein. Na subsecao 2.2.1 estudamos a
equacao de Schrodinger para uma particula com o principal objetivo a obtencao das
energias dos estados quanticos que serao usados na descri¢ao estatistica de um condensado
de Bose-Einstein ideal. Na subsecao 2.2.2 o principal objetivo foi introduzir como se chega
a diferentes tipos de particulas quéanticas, os férmions e os bdsons, 0os quais S40 nosso
tema de interesse. Apds, na subsecao 2.2.3, abordamos a descricao estatistica de um
gas ideal quantico e, finalmente, na subsecao 2.2.4, mencionamos algumas propriedades

termodinamicas desses gases.

2.2.1 Sistemas quanticos de uma particula

Uma particula quantica pode ser descrita pela equagao de Schrodinger [21]

U(r, ¢
ik L) HU(r, 1), (2.1)
ot
onde
W o V. t 2.2
H — _mv + emt(ry ) ( N )

é o hamiltoniano do sistema, W(r,t) é a funcao de onda da particula, V., (r,t) é um
potencial externo de confinamento em que a particula é submetida,
0? 0? 0?

2—7 —_— —_—
v _8x2+8y2+6z2

(2.3)

¢é o operador laplaciano em coordenadas retangulares, i é a constante de Planck reduzida

h = h/27, onde h é a constante de Planck e M é a massa da particula.

Se Vet = Vere(r), podemos supor a solugao da equacao (2.1) como:
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onde ¥(r) é a funcdo de onda da particula independente do tempo, E é o valor esperado
da energia do sistema. Substituindo (2.4) em (2.1) e supondo um potencial externo

independente do tempo, obtemos a equacao de Schrodinger independente do tempo:
Hip(x) = Ei(r), (2.5)

2.2.1.1 Particula livre

Uma particula livre é caracterizada pela nao aplicacao de um potencial externo,
Vezt(r,t) = 0. Como vimos, da equagao (2.5), com V., (r) = 0, obtemos a equacao de

Schrodinger independente do tempo para uma particula livre:

— 577V U(r) = B (r), (2.6)

onde Ej é a energia da particula livre. Se definirmos k = k,e, + k,e, + k.e., o vetor de

onda da particula, como sendo
=Y (2.7)
e e, e,, e, vetores unitarios nas dire¢oes x, y e z, a equagdo (2.6) fica:
VA3(r) = —k*¥(r). (2.8)
Esta equacao admite a seguinte solugao
P(r) = Aetior 2.9)

onde A é uma constante.

Da equagao (2.7) obtemos a energia da particula livre que depende do vetor niimero
de onda k,

G

Ei(k) = -

(2.10)

2.2.1.2 Potencial harmonico

A equacgao que descreve uma particula quantica confinada num potencial do tipo

1
Vers(r) = S M (i @ + w3 25 + wj 73) (2.11)

n? 1
—WVQ + §M(wf o3+ wixs + wiad)| (o, 19, 13) = Egptp(1, T, T3). (2.12)

onde os indices 1, 2 e 3 representam, respectivamente, as coordenadas x, y e z, w;, 2 = 1,2, 3,

¢é a frequéncia na coordenada i e E,;, é a energia da particula nesse potencial.
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Se supormos que a funcao de onda ¥ (x1, x9, x3) possa ser representada pelo produto

de trés fungoes independentes ¢y (xy), ¢o(2) € P3(x3),

V(21,T2, 23) = O1(71)Pa(12)P3(3) (2.13)

e substituirmos na equacao (2.9), obtemos trés equagdes independentes, uma para cada

variavel z1, x5 e 3,

n? d? M
( M da? + 5w 12) ¢i(xi) = Eon, ¢i(ws), (2.14)

onde i = 1, 2, 3 e E,,, é a energia da particula referente ao grau de liberdade .

Esta tltima equacao tem como solugao

MCUZ'>1/4 1
2

oni(ai) = (o Ho (€) exp(—€2/2), (215)

onden; = 0,1, 2, ..., & = x; 1/ (Mw;)/h uma variavel adimensional e H,,(&;) os polinémios

de Hermite. Portanto a autofungdo de onda total fica
Uy ngng (T1, T2, 23) = Gy (21) Py (T2) Py (23). (2.16)

As energia do sistema dependem de n; de acordo com

!
Eohnyngns Z ( ) hw;. (2.17)

2.2.2 Sistemas quanticos de duas ou mais particulas, bésons e férmions

Vamos analisar um sistema quantico que é formado por duas particulas em que
uma estd no estado 1,(r) e a outra no estado ¢,(r). Utilizaremos duas particulas por
questao de simplicidade, embora as conclusoes deste sistema podem ser estendidas para

um sistema de N particulas.

Nosso objetivo agora é encontrar uma expressao para a funcao de onda para este
sistema. Uma das suposicoes ¢ que as particulas nao devem ocupar o mesmo lugar no espago
simultaneamente, isto é, temos condigoes de separa-las. Porém nao podemos distingui-las,

o que nos limita a certeza da posicao espacial de ambas.

Com isso podemos construir a fun¢ao de onda para este sistema de duas formas
[19]:
Yr(ri,r2) = Aha(r1)n(ra) £ Ya(r2)(r)], (2.18)

onde A é uma constante e 1y, (r,) é a funcao de onda da particula m = a, b na posigao
r,, n = 1, 2. Assim, admite-se dois tipos de particulas. As particulas cuja funcao de onda
é 1, (r1,ry) sdo chamadas de bésons e as particulas cuja fungao é ¢_(ry,rs) sdo chamadas

de férmions.
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Podemos verificar qual o comportamento da funcao se ambas particulas se encon-

tram no mesmo estado quantico. Para bdsons temos

Yy (r1,12) = A[Ya(r1)Ya(ra) + Ya(ra)ha(r1)] = 2 Atha(r1)1ba(r2) (2.19)

E f4cil verificar que para N bésons existiria tal funcdo de onda onde todos os bésons

ocupariam o mesmo estado quantico.

Vejamos agora o caso dos férmions.

Y_(r1,19) = A[Ya(r1)a(r2) — Ya(re)e(ry)] =0 (2.20)

Nota-se que para o caso de dois férmions, nao é possivel que eles ocupem o mesmo estado

quantico. Este resultado esta de acordo com o Principio de Exclusao de Pauli.

Uma outra forma de formular o problema ¢é definir um operador P, chamado de
operador troca, que quando atua numa determinada funcao de onda, troca as coordenadas

de duas particulas.
P@D(rl, I'z) = ’lﬁ(rg, I‘l). (221)

Se aplicarmos novamente o operador na equagao (2.21), obtemos:

P (Pi(r1,12)) = P*p(r1,12) = Pp(ra,11) = (11, 12) (2.22)

Logo, concluimos que os autovalores de P sao iguais a +1.

O Hamiltoniano deve ser invariante sob a operacgao de troca de particulas idénticas.
Assim,
[P,H] = 0. (2.23)

Logo P e H sao observaveis compativeis e, portanto podemos encontrar um conjunto
completo de fungoes que sao auto-estados simultaneos de ambas. Isto é, podemos encontrar
solugbes para a equagao de Schrodinger que sao tanto simétricas, com autovalor +1, quanto

anti-simétricas, com autovalor —1, sob a mudanca
77[)(1'1,1'2) = :tl/)(l'g,rl) (224)

As funcgoes simétricas representam bdsons, que sdo particulas de spin inteiro.
Alguns exemplos sdo fétons, fonons, magnons, dtomos de He*. Estas particulas obedecem

a estatistica de Bose-Einstein.

Ja as fungoes anti-simétricas representam férmions, que sao particulas de spin semi-
inteiro. Alguns exemplos sao elétrons, prétons, néutrons, atomos de He3. Os Férmions

obedecem & estatistica de Fermi-Dirac.
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2.2.3 Descricao estatistica de um gas quantico ideal

Um gas quantico ideal é um sistema no qual ndao ocorrem interacoes entre as
particulas. Para estes sistemas, um estado quantico é caracterizado pelo conjunto de

nimeros [20]

{n1,n9,..,n;, ..} ={n;}, (2.25)
onde j representa o estado quantico de um orbital e n; é o ntimero de particulas do orbital
j. Para férmions, um orbital j pode ser ocupado por no maximo duas particulas. J& os
sistemas bosodnicos nao tem limitagao para o nimero de particulas. Assim, se o sistema

contém N particulas, n; pode variar de 0 a N no caso de bosons.

A energia do sistema correspondente ao estado quantico {n;} é dada por
E = Zﬁj nj, (226)
J
onde ¢; é a energia do orbital j. O ntimero total de particulas ¢ dado por

N = an (2.27)

No ensemble grande canonico é definida a fungao de particao

J

(T, V,u) =11 {Zexp[—ﬁ(€j - u)nj]} : (2.28)

onde 1 é o potencial quimico do sistema, 3 esta relacionada com a constante de Boltzmann
kp e a temperatura 7' do sistema como § = 1/kgT e n; é o nimero de particulas do

orbital j.

Podemos obter algumas propriedades termodinamicas, como veremos na préxima

segao, uma vez obtida a func¢do de particao Z(T,V, u).

2.2.4 Propriedades termodinamicas

No ensemble grande canonico o valor médio da energia €; para um orbital j ¢ dado

por:
0 e,
g) =——mE(T,V,u)+=—MmIZ(T,V, pn), 2.29
(&) =~ g5 MET Vi) + 5 mE(T V. (229)
e do numero de particulas n; por
10
) =———mnZ=(T,V, 2.30
<TL]> /Bagj n ( ) au) ( )

Podemos definir a energia interna do sistema U como sendo:

U=(E)=Y ¢y, (2.31)
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e o numero termodindmico de particulas como sendo

N = (N) =Y (n)) (2.32)

J
O grande potencial termodindmico ¢(7), i) por unidade de volume é dado por

.. 1, _

Da relacao de Euler, sabemos que a energia interna U é:
U=TS—- PV + uN, (2.34)
e o grande potencial termodindmico é definido como
S =U—-TS5— uN;. (2.35)

Entéao, substituindo (2.33) em (2.34), obtemos

(T, p)
%

p(T7 M) = = _¢(T7 :u)v (236)

onde —¢(T, 1) é o grande potencial termodinamico por unidade de volume.

2.3 Gas ideal de bdsons

Para um sistema de bdsons, o nimero de particulas n; num orbital j pode variar

de 0 a oco. Portanto a equacao (2.28) fica

E(T,V.p) = H { i eXp[_ﬂ(gj - ,U)nj]} : (2.37)

J \n;=0

Observamos que para o somatorio dessa equagao convergir, devemos ter exp[—/(g;—
p)n;] < 1. Como n; assume somente valores positivos, conclui-se que f(e; — ) > 0. O
menor valor para €; é para j = 0, entao ficamos com (g — p) > 0. Como 3 > 0, entao
g0 > . E nesse regime onde p — ¢ que ocorre a condensacio de Bose-Einstein. Para um

gas ideal de bésons livres ¢y = 0, portanto u < 0.

Desenvolvendo o somatério da equagdo (2.37), impondo a condigao B(gg — p) > 0,

obtemos
© 1
n].z:o exp[—ﬁ(ej - :u)n]] = 1— exp[—ﬂ(ej _ M)] : (238)

Portanto, a funcao =(7,V, u) fica

1
E(T,V,pm) =11

§ e Te— (2:39)
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Uma vez obtida a funcao de partigao =(7, V, 1), podemos calcular algumas grande-
zas termodinamicas. Por exemplo, o valor esperado do niimero de ocupacgao do orbital j,
il 10 1
(n;) =—==—m=(T,V,p) = .
’ B 0Og; exp[f(e; —p)] =1

Observa-se que a condicao exp[—f(e; — p)n;| < 1 antes mencionada que é equivalente a

(2.40)

expressao exp|f(e; — pu)n;] > 1 encontrada na equacao (2.40) estd relacionada ao fato de

que (n;) > 0 para qualquer orbital j.

O numero termodinamico de particulas é

(2.41)

A energia interna do sistema ¢é

U=>»_ - u)] — (2.42)

; exp|f

2.3.1 Condensacdo de um gas ideal de bdsons

O fendmeno da condensacao de Bose-Einstein é basicamente a ocupac¢do macros-
copica do estado fundamental do gas de bdsons, ocorrendo no limite em que o potencial
quimico atinge o valor de menor energia do sistema, isto é, o estado fundamental, © — €.

Para o caso de bésons livres, u — 0, uma vez que para esse sistema g = 0.

Isto pode ser verificado analisando o comportamento da densidade de particulas

do sistema bosoénico, (N)/V no limite p — 0~. Para tal, partimos da equagao (2.41)

(2.43)

V:

N 1 =z 1 1
i

V1—zl Vg2 exp(fe;) —
onde dividimos por V' e separamos o termo correspondente ao estado fundamental, primeiro
termo a direita do sinal de igual, do termo do correspondente aos estados excitados,
segundo termo a direita do sinal de igualdade. Também introduzimos o termo z = exp(Su),

conhecido como fugacidade.

No limite em que p — 0 e V' — o0, temos z = exp(Su) — 1. Assim, para o primeiro

termo, mantendo a razao N/V fixa e computando os limites p — 0 e V' — oo, obtemos

1 =z
[V 1— z] s 244)

onde pgy é a densidade de particulas no nivel fundamental, isto é, no regime condensado.

Ja o segundo termo, neste limite, fica:

1 1
72

2T explfey) -

— 0, (2.45)
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indicando que a maioria dos bésons deveram ocupar o estado fundamental.

Podemos definir um intervalo de temperatura onde ocorre o condensado de Bose-
Einstein:
0<T <Ty, regime condensado, u = 0;
{ T > Ty, regime normal, p < 0.
Aqui Tj é chamada temperatura de Bose-Einstein ou temperatura de condensacao.

Pode-se definir T, como:

T, = lim 7T. (2.46)

Hu—eo

Podemos obter uma expressao analitica para a temperatura de Bose-Einstein.
Partimos da definicdo do niimero termodinamico de particulas expresso de forma integral
no limite termodindmico, com p = 0, [20]

e'/2de
exp[foc] — 1’
onde v = 25 + 1 é conhecida como a multiplicidade de spins S, C = (2M)'Y2/4xh e

Bo = 1/kpTy. Fazendo uma mudancga de variavel x = fye e utilizando o resultado

N =yve | ” (2.47)
0

oo gl/2d 3 3
/ A _p () ¢ <> (2.48)

0o explzr] -1 2 2

obtemos para a temperatura de Bose-Einstein, Tp, a seguinte expressao [20]
2/3
;2 A2 N 2/3
To= 5o R ] <v> (2.49)
s 0 (3)¢(3)

onde I" (3/2) é uma fungao gama e ¢ (3/2) é uma funcio zeta de Riemann.

Podemos expressar a fracao de particulas no estado condensado, Ny/N, em relacao

a temperatura no regime p =0, isto ¢ 0 < T < Tj,.

Fazendo a mudanca de varidvel x = e na equagao (2.47), obtemos

YV
N, = G2 ['(3/2)((3/2). (2.50)
onde 8 = 1/kgT. Como calculado anteriormente, para o nimero total de particulas N
YV
N = WF(Z%/Q)C(?)/Q). (2.51)

onde By = 1/kgTy Portanto o total de particulas é composto pelo niimero de particulas no

estado condensado mais as particulas que se encontram nos estados excitados
N = Ny + N.. (2.52)
Com isso, obtemos uma expressao para a fracdo de particulas do condensado, Ny/N, no

regime 0 < 7' < Tj [20]
No N, T\>/?
—=1—-—=1—-(= . 2.53

N N <T0> ( )
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2.4 Gas ideal de bdsons confinado

Nesta secao pretendemos estudar qual é o comportamento de um gas de bdosons ideal
confinado em um potencial harmonico. Em especial obter a temperatura de condensacao

Ty e a fracao de particulas do condensado Ny/N [8].

2.4.1 Condensacao de um gas ideal de bésons confinado

Conforme equagao (2.17), as energias do sistema sao

3
Enpnang = »_ (nj +1/2) hw;,  para n; =0, 1, 2, 3... (2.54)
j=1
A fim de obter a temperatura de condensacao utilizamos a forma integral da

equagao (2.41) que define o nimero de particulas no limite em que p — &

(e olie olNe ] 1
N:///dndndn 2.55
5 L geXp[ﬁoh(wlnl + wang + wsng)] — 1 ( )
Fazendo a mudanca de varidvel 7; = Shw;n; para j = 1, 2, 3 a integral acima fica
N = / / / dry dry d . 2.56
(50h)3 W1Waws 500 T eXP[Tl + T2+ 73] -1 ( )
Usando o resultado
777 dry dry d L ¢(3) (2.57)
71 dTo dT: = .
L 3exp[7'1+7'2+7'3] -1 ’
00 0
obtemos: . .
N=—+-—((3). (2.58)

(505)3 WilaWws

Com a ajuda da equacao (2.58) e usando Sy = 1/(kgTy), obtemos a expressao para Tp:

T, = h(w“‘;z%)l/g ( C](\; )>3. (2.59)

Para obtermos o niimero de particulas do condensado Ny, usamos a relagao
No=N(1-N./N). (2.60)

O numero de particulas nos estados excitados é definido pela seguinte féormula

(o olNe olNe o] 1
Ne:///dn dng dn , 2.61
I L 3exp[5h(w1n1 + wong + wyng)] — 1 (2.61)
que, fazendo o mesmo procedimento do calculo da integral para N, obtemos
1 1
N, = —— ¢(3) (2.62)

‘ (5 h)g W3Wwal1
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e a fragdo N./N fica

]]VVE _ (;;)3 (2.63)

Portanto o nimero de particulas no estado condensado Ny para 0 <T' < T é:

No= N [1 _ (;}ﬂ . (2.64)

Na figura abaixo é feito uma comparagao entre a fracao de particulas, N/N, para

ambos os casos, gas de bosons livres e confinados ambos no regime condensado 7' < 7.

Figura 1 — Grafico da fracao de particulas N/Ny para bdsons no regime condensado
T < Ty em fungao da fracao de temperatura T//Tp. A linha continua representa
a equagao (2.53) obtida para um gés de bdsons livres. A equagao (2.64), para
um gas de bosons confinado, é mostrada na linha tracejada.

1.0 - .

’ Bosons Livres 1

0.8 - Bosons Confinados |
0.6 i

o L i
Z [ -
z ,
0.4 i
0.2 i
0.0 . ! ‘ ‘ | g
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T/ To

Fonte: PETHICK, C. J.; SMITH, H.[6]
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3 A aproximacao de campo médio para con-
densados de Bose-Einstein e a equacao de

Gross-Pitaevskii

Grande parte das informagoes contidas neste capitulo foram extraidas principal-
mente das referéncias [6, 8, 22, 23]. Na segao 3.1, é feita a transicdo da descrigdo quantica
microscopica do condensado para a descricao macroscopica através da aproximagao de
campo médio. Também é abordado de forma breve, na secao 3.2, a equacgao de Gross-
Pitaevskii. E por ultimo, na se¢ao 3.3, é resolvida a equacao de Gross-Pitaevskii nao-linear

e nao-local independente do tempo.

3.1 A aproximacao de campo médio

O estado quantico de um sistema boésons pode ser descrito em segunda quantizacao
pelo operador quéantico de campos e seu transposto e complexo conjugado, respectivamente,
como [8, 22]:

U(r,t) = U(r, t)ay, (3.1)
j

Ui(r,t) = > W, t)al, (3.2)

onde &j(&}) sao os operadores de aniquilagdo(criagdo) de uma particula no estado ou

T

funcao de onda em primeira quantizagao V,(r,t). Observa-se que \i/(r, t), @T(r, t), a; e aj

obedecem as seguintes relagoes de comutacao:

(W (r,t), UF(r' 1)) = 6(r — 1), (3.3)
[0 (r,0), U(x', 1)) =0, (3.4)

(Ui (r, 1), U (', 1)) = 0, (3.5)
(@, af] = by, (3.6)

[a:,a;] =0 (3.7)

[al,al] = 0. (3.8)
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Utilizando a equacao de Heisenberg para o operador quantico de campo \il(x, t),

0 - i

20 = (W(r, ), H], (3.9)

podemos obter a dinamica desse operador. Para isso, nota-se que o Hamiltoniano, H, é

definido, em segunda quantizac¢ao, como:

/ h(r l + Vig(r, t)} U(r,t)dr + H;y, (3.10)
onde Vg (r,t) é um potencial externo genérico, p = —ihV é o operador momentum e H;,

¢é o termo de energia de interacdo entre as particulas, e é expresso como:

H,, == /dr/dr\w DU, ) Vine(r — ') B, 1) U (x, 1), (3.11)

onde Vj,;(r —r’) é o potencial de interagao entre um par de particulas. Substituindo as
equagoes (3.10) e (3.11) em (3.9) obtemos a equagao de evolugao para o operador quantico

de campos, ¥(r, 1):

J - o, .
lha‘l’( t) = oY U(r,t) + Veur (r, 1) ¥ (r, t)
+ ( I dr'\iﬂ(r',tmm(r—r')@(r',t)) (r, 0). (3.12)

Podemos expressar a equagao (3.1) como:

U(r,t) = Wo(r,t)ao + Y U;(r, t)ay, (3.13)

Jj>1
O regime condensado tem como caracteristica a ocupag¢ao macroscopica do estado
fundamental, Ny >> 1. Essa caracteristica nos possibilita implementar uma teoria de

perturbagao. Assim, na aproximagao de campo médio, pode ser feita a decomposigao [8]:
U(r,t) = U(r, t) + 60(r, 1), (3.14)

onde W¥(r,t) = (U(r,t)) é uma funcdo complexa tal que seu médulo ao quadrado corres-
ponde a densidade do condensado, Ny = |¥(r,t)|?, e pode ser tratado como um campo
classico. Esta funcao, U(r,t), tem o significado de um pardmetro de ordem e é comumente
conhecida como a fun¢do de onda macroscépica do sistema. Ja 5@(1’, t), a componente nao
condensada, é considerada uma pertubacao ou flutuacao do estado quantico do sistema.
A parte de flutuacao pode ser desprezada para um numero Ny >> 1 no limite em que a
temperatura tende a zero. Assim, nesse limite, podemos trocar o operador \il(r, t) por sua
média U(r,t) na equacao (3.12) para obtermos a Equagao de Gross-Pitaevskii nao-linear e
nao-local:
0 R _,
oW t) = V() Vi ()

" </ Ar" Vi (r — £) O (r', tW(rCt)) U(r,1). (3.15)
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Se desmembrarmos o potencial de interacao como V. (Jr —r'|) = gé(Jr — r'|) +
U(|r —r'|), sendo o termo gd(|r —r’|) responsavel pelas interagio bindrias de curto alcance
entre as particulas, onde g = (47h%a)/M, e a é o comprimento de espalhamento para
ondas s. Para g < 0 as particulas interagem atrativamente. Quando g > 0, temos interacao
repulsiva entre pares de particulas. Ja o termo U(|r — r'|) é responsével pelas interagoes

binarias de longo alcance entre as particulas. Com isso, a equagao (3.15) fica:

D) = )+ Ve 0 + g V0 (e
4 (/_OO A’ U([r — /)0 (¢, £) 0 (', t)) W(r, b). (3.16)

E interessante observar a possibilidade de conseguir o confinamento do condensado
sem a utilizagdo de um potencial externo, visto que existem interacoes de longo alcance
entre as particulas. Assim é interessante resolver a equagao (3.16) com o potencial externo

igual a zero:

ih;xy(r,t) = —QCLWVQ\IJ(r,t) + g |W(r,t)]> U(r, )
+ (/Oo dr' U(Je — ¥/ )W (¢, )0 (r, t)) U(r, ). (3.17)

A desconsideragao de um potencial externo cria a possibilidade de evitarmos o colapso do

condensado que surgia justamente quando este potencial era ligado.

3.2 A equacao de Gross-Pitaevskii

As informagoes contidas nesta secao foram retiradas principalmente de [6]. No
desenvolvimento deste calculo assume-se que o condensado é suficientemente rarefeito,
portanto apenas interagoes binarias de baixa energia sao necessarias. Deste modo, descon-
sideramos interacao de longo alcance entre as particulas, ou seja U(|r — r'|) = 0. Assim,
da equagao (3.17) obtemos

0 h?

L 0 P .
1hat\lf(r,t) QMV U(r,t) + Ve (v, )W (r, t) + g |V(r,t)|” ¥(r, 1), (3.18)

que é conhecida como equacao de Gross-Pitaevskii. Esta equacao descreve eficientemente
uma série de fendmenos observados em condensados, incluindo os modos de Bogoliubov, que

sao suas excitacoes elementares basicas e que serao calculados nos capitulos subsequentes.

Quando a constante de acoplamento g = 0, fica-se com a equagao de Schrodinger

usual 9 2
2 O _ N e
1hat\ll(r, t) QMV U(r,t) + Vege(r, t)U(r, t) (3.19)
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Tipicamente o potencial externo é de origem magneto-6ptica. Ele tem um papel
crucial no sistema, visto que garante o confinamento do condensado. Ainda mais necessario
ao confinamento quando considera-se interacoes repulsivas entre as particulas. Porém,
além de garantir o confinamento, o potencial externo pode levar o condensado a um
colapso, na medida em que as colisbes binarias ndao conseguem mais contrabalancar a
forga de confinamento gerada por este potencial. Quando V. (r,t) = 0, a equagao de

Gross-Pitaevskii recai em

0 [ 2
1h§\11(r,t) = —mv U(r,t) +g|V(r,t)|" ¥(r, 1), (3.20)

conhecida como equagao de Schrodinger nao linear.

3.2.1 Colapso da funcdo de onda

A escrita desta se¢do foi derivada principalmente de [22]. Solu¢does numéricas
podem ser encontradas em [24, 25]. O colapso da fungao de onda do condensado pode
ocorrer sob determinadas condigoes. Para o caso de interac¢oes binarias atrativas g < 0, ou
equivalentemente a < 0, a densidade do condensado tende a crescer no centro da armadilha
podendo gerar uma singularidade na densidade do condensado, conhecida como colapso da
funcao de onda. A energia cinética das particulas ou pressao contrabalanca essa tendencia

do colapso, podendo evita-lo em determinadas circunstancias.

Pode-se fazer uma estimativa das condigoes para que o colapso de onda ocorra.
Considerando a energia cinética média local do condensado como(K) ~ —h*/2MAr? e a
energia de interagao bindria (U) = (g|¥(r,t)|?) ~ —|g|pey = —|g|N/V = =3|g| N /47 r3,
onde Ar é o comprimento da armadilha. Supondo que a energia cinética seja menor que a
energia de interagao, estamos no regime onde ocorre o colapso. No limite em que as duas

energias sao iguais, encontramos um valor critico para o nimero de particulas como sendo

Ar

Ncr =
6[al

(3.21)

onde usamos que g = 4wha/M. Se definirmos Ar = ay, = (h/Mwg)'/?, ficamos com a

seguinte relagao de (3.21):
N |a|

Aho

= 0.17, (3.22)

onde ap, é definido como o comprimento caracteristico do oscilador harmonico.

Uma investigacao mais elaborada pode ser feita partindo do funcional energia para

a equacao de Gross-Pitaevskii

B, 0] = [ar[) VU@ OF + V) [0 0P + S 0l 323)
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As solugoes da equacao de Gross-Pitaevskii correspondem ao minimo local do funcional
energia F [¥(r,t)]. Para o estado fundamental a fungao de onda pode ser escrita da seguinte

maneira

W(r, ) = (r) exp <_;’”> , (3.24)

com g sendo o potencial quimico e ¥(r) uma fungio real que é normalizada pelo nimero
de particulas no estado fundamental Ny que é igual ao nimero de particulas total N para

um gas de bosons inteiramente no regime condensado
/ dr(r)2 = Ny = N. (3.25)

Para uma armadilha esfericamente simétrica, pode-se minimizar a energia E [¥(r,t)]

w(r)—<N>l/2exp< Tz ) (3.26)

através do ansatz:

3.3 3/2 T 9,22
na’hoﬂ-/ 2na’ho

onde 7 é um parametro adimensional o qual fixa a largura do condensado. Substituindo
(3.26) em (3.23) encontramos:

1572730 = i (n‘2 + 772) — 27r—1/2jzl|j|n—3. (3.27)

Se definirmos o pardmetro v = Nla|/a,, pode-se encontrar um valor critico v,
para o qual o minimo local da funcao E(n) desaparece, que corresponde a N = N,.. A
partir deste limite a equagdo de Gross-Pitaevskii ndo possui mais solucao, ou também que
a funcao de onda colapsou, ver Figura 2 na pagina seguinte. Neste limite observa-se que a
primeira e a segunda derivada de E(n) em relacao a 1 na equacao (3.27) sdo iguais a zero

para 1 = 1... Apos estes cédlculos, obtém-se

Ne-|al

Qho

=0, 6705. (3.28)

A seguir Figura 2 referente a equagao (3.27) para diferentes valores de v, onde

definimos o valor adimensional E' = E /N hwp,.
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Figura 2 — Figura referente a equagao (3.27) onde é relacionado a energia por particula,
em unidades de Awp,, E' = E/(Nhwyp,) para atomos interagentes com forgas do
tipo contato atrativas confinados num potencial externo esférico, como fungao
do comprimento efetivo 7. Curvas foram plotadas com diversos valores de v.

— (b) v =04

E
T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T

0.0 . . . 2.0

Fonte: PITAEVSKII, L.; STRINGARI, S [22].

3.2.2 A equacdo de Gross-Pitaevskii independente do tempo

Os célculos desta segdo baseiam-se principalmente em [6]. Em problemas fisicos é
interessante abordar o sistema em seu regime estaciondrio, isto é, estudar suas caracteristi-
cas num tempo suficientemente grande para que o sistema atinja um equilibrio. Para isto,

¢é conveniente obter uma equacao cujas variaveis independam do tempo.
Para isto adotamos a decomposigao usual da fungdo de onda ¥(r,¢) como [6]

U(r,t) =(r) exp [—ift] ~ 1(r) exp [—1;; } : (3.29)

o qual ji foi abordada na equagao (3.24). A troca de E por u refere-se ao fato de
microscopicamente W(r,t) é igual ao elemento de matriz do operador aniquilagao U entre

o estado fundamental com N particulas e o estado com N — 1 particulas,
U(r,t) = (N — 1|U(r)|N) o exp [—i (Exy — Ex_1)t/H], (3.30)

uma vez que os estados | N) e | N—1) evoluem no tempo com exp(—iEnt/h) e exp(—iEy_1t/h),
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respectivamente. Para N grande, a diferenca em energia do estado fundamental Ey — Eny_;

é igual & OE/ON, o qual é o potencial quimico u.

Substituindo a equacao (3.29) em (3.18) obtemos a equacao de Gross-Pitaevskii

independente do tempo:

;};V%( ) = Vear (£)(x) — gl ()P (r) + pp(r) = 0, (3.31)

onde supomos que o potencial externo, V,..(r,t) seja independente do tempo.

3.2.2.1 A aproximacao de Thomas-Fermi

Nesta aproximacao supde-se que a distribui¢do da fungao de onda ¥ (r) seja quase
uniforme. Com isso, podemos considerar V%9 (r)/1(r) ~ 0. Entdo a equagio (3.31) resulta
em:

M= Vext(r)
g

no qual ©(r — rrp) é uma funcao degrau e ryp ¢ conhecido como o raio de Thomas-

[p(r)|* = O(rrr — 1), (3.32)

Fermi, distancia espacial para o qual ¥(r7p, 0, ¢) = 0. Se supormos um potencial externo
esfericamente simétrico, V..¢(r) = (1/2)Mwir?, da equagido (3.32) obtemos a seguinte

expressao para r > rrp:

1
= QMWOTTF (3.33)
Combinando as equagoes (3.32) e (3.33), ficamos com:
Muw?
W) = 52 (e~ 1) 1) (3:31)
Da condigdo de normalizagao para | (r)[?:
2w w00
N = / / / (1) [2r2senfdrddde. (3.35)
000
Substituindo (3.34) em (3.35), obtemos a seguinte expressao para rrp
159N \3
= ) 3.36
e (47er§) ( )
Voltando para a equacao (3.34) com rpp dado pela equagdo (3.36), e uma vez que
[90(1)]? = pey(r), podemos expressar [¢h(r)|* como:
Mw2T/ 15gN \3
(1) = — %O -7, 3.37
Pea(r) 2g [(47er§) " } (rre =) (3:37)

onde p.,(r) é a densidade de equilibrio local do condensado.

Abaixo foram feitos trés graficos para a equacao (3.37) onde supomos que o
condensado seja formado por atomos de hidrogénio, comprimento de espalhamento a ~
1072 m [6].
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Figura 3 — Figura referente a equacao (3.37) onde é relacionada a densidade de equilibrio
peq(r) (Particulas/m®) de um condensado formado por (N = 10°%) &tomos
de hidrogénio (massa M = 1,83 x 1072"kg) em fungao da distancia r em
metros. Os trés graficos foram feitos usando um comprimento de espalhamento
a~ 1072 m, o que nos dd g ~ 107°2 J.m?. No gréfico (a) usamos wy = 1 Hz,
com rpr = 1,6 x 1074 m. Para o gréifico (b), wg = 10*Hz e ryp = 1,0 x 107> m.
E para o grafico (¢), wp =102 Hz e rrp = 2,5 x 102 m.
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E interessante notar que se desligarmos o potencial externo, conforme equacao

(3.32), obtemos o seguinte perfil para a densidade de equilibrio
M
Peq = ;@(TTF — ). (3.38)

Podemos obter uma expressao para o potencial quimico a partir da condi¢do de normaliza-

¢ao, equagao (3.35)

_ 3gN
H= 4rrd

(3.39)
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3.3 A equacao de Gross-Pitaevskii ndo-linear e nao-local indepen-

dente do tempo

Substituindo a equagado (3.29) na equagao (3.17) obtemos a equagao de Gross-

Pitaevskii nao-linear e nao-local independente do tempo

R, 2
—aap V) Ve ()(r) + g [ () ()
F0) [ U =)0t ) = pi(r) (3.40)

Podemos obter uma relacao para o potencial quimico p utilizando as condigoes
de fronteira do problema. Por exemplo, para o caso de simetria esférica, tem-se que
W(r > rpp) = 0. Assim

p = Vear(rrr), (3.41)

vide equagao (3.32).

Agora, vamos procurar solugoes para a equagao (3.40). Para isso vamos definir um

potencial externo esfericamente simétrico:

1
Vert (1) = §ngr2. (3.42)
Por ultimo, precisamos definir o potencial de interagao de longo alcance U(|r —r’|).
Vamos trabalhar com dois tipos, o potencial de interagao variando com o inverso da

distancia entre dois corpos e o potencial de interagao gaussiano.

3.3.1 Potencial de interacdo variando com o inverso da distancia

A escrita desta se¢ao tem como referéncia principalmente [23]. O potencial de
interacao inverso da distancia é dado por:

C

v — |

Ulr —1'|) = , (3.43)

onde C' é uma constante que modula a intensidade da interacdo. Para C' > 0 a interacao

entre as particulas é repulsiva e para C' < 0 a interagao atrativa.

Vale ressaltar que a interagao inverso da distancia se assemelha ao potencial

gravitacional.

Substituindo o potencial de interacao (3.43) na equagao (3.40) com C' < 0e g > 0,
e também utilizando a aproximacao de Thomas-Fermi, que consiste em desprezar o termo
V29 (r), obtemos:

|

1 2,.2 2 i ‘w(r,)‘Q 2 ! 3.0 30! A 4!
iMwor + gl(r)|” — C’/// T—1 r“sen@'dr'd0’d¢’ = p, (3.44)
000
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Prosseguindo no calculo da equagao (3.44), vamos supor que o problema tem
simetria esférica, ¥ (r) = 1 (r). Dado esta simetria, a integral pode ser resolvida fixando
r em qualquer posicao do espaco, que por simplicidade escolhemos no eixo z. Com isso
temos que o raio r em coordenadas esféricas fica, no eixo z, r = (0,0, 7). Isto nos possibilita

expressar o termo |r — 1’| como:

v —1/| = Vr2 4+ 12 — 2rr' cos 6. (3.45)

Sabendo que dcos@ = —senf’d¢’, a integral da equagao (3.44) fica:

2 m™ oo |2
/// |1/1(I“)|/ r?send'dr’'df'd¢’ =
000 [P =
- 1
dcos @’
, / /2 Ny : 3.46
m [ ()] 7“_1 V12 12 = 21! cos 0 40

0

Seguindo o calculo da integral, observa-se que:

1 r24r2_2py/
dcos @’ 1 1
/ — - / u~tdu, (3.47)
V12 + 12 — 2rr' cos 6 rr
-1 r2+4r242ry/
onde fizemos
u=1>+71"7—2r1 cos ¢ (3.48)
entao (3.47) fica
1 r24p'2_2pp!
- urdu = 7 ((r2 +r?+ 27“7"')% — (r* 4+ = 27"7“’)%) . (3.49)
2424 2py/

A equagao (3.49) pode ser expressa como:

1

dcost’ 1 , ,
/ V12 412 — 2r1’ cos 0 - W(Ter ~Ir=r1. (3.50)
1

Antes de retornarmos para a equagao (3.46), vamos analisar o termo r+71' — |r — 7|

para os casos r <71’ er >7r'.

Para r < r’ temos:
r+r' —|r—r'|=2r (3.51)
e parar > 1’

r+r'—|r—r'|=2r" (3.52)
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Agora retornando para a equagao (3.46), obtemos:

i 207

—r"?send'dr’df'd¢’ = LG e dr' + 47 [ ()P’ dr’, (3.53)
[ " /

r

onde ryp é o raio de Thomas-Fermi, o raio para o qual ¥ (rrr) = 0. Voltando para a

equagao (3.44), ficamos com:

]‘ f T/ 2T,2 / i / / /
SMufr? + gl (r)* = 4n C /W Z' ar' + [ PR dr] —u (354)
0 r

Se multiplicarmos a equagao (3.54) por r e diferenciarmos duas vezes em relagao a

r obtemos:

3Mw07“+g [ | (r )]}—47%7—

/ i) ar o [ w<r'>|2r'dr'] = 0(3.55)

T

A fim de simplificarmos as integrais, utilizaremos a seguinte propriedade:

& ey = [TEDay 4 g,y (3.56)

Entao para a primeira integral obtemos:

w [/ o |2r'2dv~] = 2 L o)) + 2l (357)

e para a segunda:

fr? [r / r’lw<r’)l2dr’] = =) = 2rlp(r)* - r2£ )P, (358)

r

Portanto, a equacao (3.55) fica:

d2

g3 (o)) + dm Crl(r)? + 38Muir = 0. (3.59)

Com o proposito de simplificarmos a equagdo acima, faremos a seguinte substituicao

i =247, (3.60)
com isso obtemos:
d? 4mC 3Mw?
— — =0 3.61
Gaer) + )+ 2 (3.61)
Essa equacao diferencial tem como solugao:
3M
o(r) = Asen(kr) + B cos(kr) — wo (3.62)

47TC
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4rC
k= ,/7 (3.63)

Substituindo a equagao (3.62) em (3.60), obtemos:

onde A, B e k sao constantes com

3Mwj
4nC

[Y(r)]* = “ (Asen(kr) + Bcos(kr)) — ] O(rpp —1). (3.64)

onde O(rpp — r) é a funcao degrau, que garante que a fungao ¥ (r) va para zero para

valores maiores que o raio de Thomas-Fermi, rrp.

Sabemos que ¥(r) ¢ finita em r = 0, portanto B = 0. Com isso, (3.64) fica:

W)(T”Q _ [Asel;l(kr) _ 31\7{;0] @(TTF o 7“). (3.65)

Agora, se usarmos a condicao [¢(rrp)|? = 0, obtemos

3MW2TTF
A= 0 :

AnCsen(krrr) (3.66)

e a equagao (3.65) resulta em:

3Mw2[  rrp sen(kr)
() = S e —— 3.67
Pea(r) 4 C [Sen(krTF) r } (rre =) (3:67)
onde [)(r)[* = peq(r).
Utilizando a condigao de normalizacao, equacao (3.35), obtemos
ra NC

k*sen(krrr) gF + SN rer = sen(krrp) — krpp cos(krrr) (3.68)

que pode nos permitir encontrar o valor do raio de Thomas-Fermi, rrr, dadas as constantes

do problema.

Abaixo gréfico da equacao (3.67).
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Figura 4 —

Figura referente a equacao (3.67) onde é relacionado a densidade de equilibrio
peq(r) (Particulas/m®) de um condensado formado por (N = 10°%) &tomos
de hidrogénio (massa M = 1,83 x 1072"kg) em fungao da distancia r em
metros. Os trés graficos foram feitos usando um comprimento de espalhamento
a ~ 1072m, o que nos déd g = 1,59 x 107°2J.m?3, C = 1,245 x 1072 J.m
No grafico (a) usamos wy = 1Hz, com rrp = 1,00 x 107° m. Para o grafico
(b), wop = 10*Hz e rpp = 9,97 x 107 m. E para o grafico (c), wy = 10°Hz e
rrrp = 8, 17 x 10_6 m.
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3.3.1.1 Auto confinamento, caso sem armadilha

Se fizermos wy = 0, recaimos no caso em que desligamos o potencial externo:

2 A sen(kr)
T

|th(r)| O(rrr — 7). (3.69)

Agora se usarmos a definicao do raio de Thomas-Fermi,

obtemos, d

e portanto,

Y(rrr) = 0, (3.70)

a expressao (3.69), que:

sen(krrp) =0, (3.71)

rrp = ?, (372)
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com n um numero inteiro positivo e diferente de zero. Vamos escolher um valor para n

cuja o tamanho de rpr seja o menor. Isto corresponde a n = 1. Portanto,
s
rrp = % (373)

Para obter a constante A, usamos a condi¢ao de normalizacao:

T

27 0o
/ send'd6’ / d¢' / () 2r2dr’ = N, (3.74)
0 0 0

onde N é o nimero de particulas do condensado. Substituindo (3.69) em (3.74), ficamos
com

TR
AT A / r'sen(kr’) dr’
0

_ 4mA lsen(ker)

’ k — rrp cos(krrp)| = N. (3.75)

Agora substituindo (3.73) em (3.75), encontramos o valor da constante A:

A JZ ("“)2 (3.76)

Voltando para a equagao (3.69) com o valor da constante A, obtemos:

()P = JZ <k>2 Senfﬂk:?“)

™

@(TTF — 7“), (377)

Na figura abaixo sao mostrados quatro graficos. Para os graficos (a), (b) e (c), foi escolhido
uma constante C' de tal forma que o raio de Thomas-Fermi, rrp, coincidisse com o da
Figura 3. Ja para o grafico (d), optamos pela escolha de C' = 1J.m, uma vez que estéd

numa ordem de grandeza bem diferente que nos outros trés graficos.
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Figura 5 — Figura referente a equacao (3.77) onde é relacionado a densidade de equilibrio
peq(r) (Particulas/m™3) de um condensado formado por (N = 10°) &dtomos
de hidrogénio (massa M = 1,83 x 1072"kg) em fungao da distancia r em
metros para o caso de uma interagao de longo alcance sem potencial externo
(wo = 0). Os trés graficos foram feitos usando um comprimento de espalhamento
a =~ 1072 m, o que nos dd g ~ 107°2J.m?. No gréfico (a) usamos C' = 1,245 x
1072 J.m, com rpp = 107° m. Para o grafico (b), C = 5,55 x 10~ J.m e rpp =
1,5 x 1074 m. Para o grafico (c), C = 1,998 x 107" Jm e rpr = 2,5 x 1073 m.
Para o grafico (d), C =1Jm e rpp =1,12 x 10726 m.
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3.3.2 Potencial de interacao gaussiano

O potencial de interacao gaussiano é dado por:
Unit(JIr — ¥'|) = Voexp[—oz|r—r’|2], (3.78)

onde Vj e a sao constantes que modulam, respectivamente a intensidade e o alcance da
interacao. A constante a é definida como sendo positiva e para a — 00, o potencial
gaussiano vira um potencial de contato. J& a constante [y pode ser tanto positiva quanto
negativa. Para V; > 0 a interacdo entre as particulas é repulsiva e para V[ < 0 a interagao

¢ atrativa. Vamos considerar o caso de interacao atrativa nesta secao, Vo < 0.

Substituindo o potencial de interagao (3.78) com Vj < 0 na equagao (3.40) e utili-

zando a aproximacao de Thomas-Fermi que consiste em desprezar o termo
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(—h*V%)(r))/(2M)(r)), obtemos:

2r T 0o

1
§Mw(2)7"2 + gl () ]? - Vo /// [ (x')]? exp[—a]r — r’ﬂ r?send'dr’df'd¢’ = p, (3.79)
00 0

Fazendo a suposicao, mesma feita na subsecao 3.3.1, de que a funcao tenha simetria
radial, ¥ (r) = ¢ (r), a integral da equagao (3.79) pode ser computada fixando r no eixo z.
Com isso r = (0,0,7) e o termo |r — r'|? na integral da equacio (3.79) pode ser expresso

como:
v —1'|* = r* + 7" — 2r1'cost. (3.80)

A integral em (3.79), fazendo a mudanca de varidvel senf’dd’ = —dcosf’, resulta em:
[ [ 1ot P exp|—ale = xR 2sengaragas =
000

—— OOT/W(T')P (eXp [—a(r + r')2] — exp {—oz(r — r')ZDdr/ (3.81)
Substituindo esse resultado na equacao (3.79), obtemos:
71? fdr’r’\zﬁ(r’)ﬁ (exp [—a('f + 7“’)2] — exp {—a(r — r’)QD
0
MU+ glor) = (3.82)
que é uma equagcao integral singular uma vez que um dos limites de integragao é infinito.

3.3.2.1 Solucdo para ar? < 1

Neste caso, podemos expressar o termo da integral contida na equagdo (3.82) como
sendo

rloz {exp[—cw(r +17)?] — exp[—a(r — 7”)2]} ~ —4exp|—ar’]. (3.83)

Portanto, (3.82) pode ser reescrita da seguinte forma:
7 1
47| Vo /dr’r’zlw(r')\Qexp[—a?"z] + §Mw8T2 + gl (r)]? = . (3.84)
0

Derivando (3.84) em relagao a r obtemos

Al | Mad

0. 3.85
dr g ( )
A equagao (3.85) tem como solugao, usando a condigao |¢(rrr)| = 0,
Mw?
)P = =0 (r3p —1?). (3.86)

Esta solucao coincide com a encontrada na se¢do subsecao 3.2.2.1.
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4 Hidrodinamica e ondas lineares

4.1 Formulacao hidrodinamica para a equacdo de Schrodinger nao-

linear e nao-local em condensados de Bose-Einstein

O objetivo nesta se¢ao é obter uma descri¢ao do condensado analoga a obtida na
mecanica dos fluidos [26, 27]. Para isso, vamos aplicar uma formulac¢ao hidrodindmica
semelhante & que é aplicada em sistemas quanticos [28, 29]. A escrita deste se¢ao reproduz

as informagoes que estdo contidas principalmente nas referéncias [6, 8, 22, 23].

4.1.1 Deducao das equacoes para a densidade e a velocidade locais do con-

densado

Fazendo o complexo conjugado da equacao (3.16), obtemos:

2
—ih;lll*(r,t) = —h—VQ\IJ*(r, t) + Vgt (r, )T (1, 1) + g |0 (r, t)]> U (r, 1)

20
+ (/_OO ar' Ujr — /)0 (', )0 (x, t)) W (r, ). (4.1)

Se multiplicarmos a equagao (3.16) por ¥*, e a equagdo (4.1) por U e, apds, subtrairmos a

primeira pela segunda, obtemos:

gtp(r, t)+ V.j(r,t) =0, (4.2)

que ¢é a equacao da continuidade para o condensado. Aqui temos que
2
plr, 1) = [U(r, 1), (4.3)

¢é a densidade local de particulas do condensado e

_h
- 2Mi

é a densidade local de corrente do condensado.

j(r,t) U*(r,t)VU(r,t) — U(r, t)VU*(r,t)|, (4.4)

A defini¢ao de corrente local de um fluido quéntico, j(r,t), é:

j(r,t) = p(r,t)v(r,1), (4.5)
onde v(r,t) é a velocidade local do condensado.

Inserindo a equagao (4.5) em (4.2) obtemos uma nova equagao que relaciona a

velocidade do condensado e sua densidade local particulas, que é:

S0 V. p(r vl )] =0 (4.6)
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A fungao de onda do condensado ¥(r,?) pode ser definida como [23]

W(r.t) = plr. ) exp| £ 5(r.1)]. (4.7

onde S(r,t) é a fase do condensado. E agora inserirmos a equagao (4.7) em (4.4), obtemos
1

§(r.0) = - plr V(1) (48)

Agora, substituindo j(r,t) da equacao (4.8) pelo da equagao (4.5), ficamos com:
1

p(r,t)v(r,t) = Mp(r,t)VS(r, t) (4.9)
que resulta em:
v(r,t) = ]\ZVS(r, b). (4.10)

Vamos novamente utilizar a defini¢do para a fungao de onda W(r,t), equagao (4.7),
e substituir na equagao (3.16). Dessa substituigao, resulta uma equagdo com parte real e

parte imaginaria:

—v%/ r,t 2MM ) (VS(r m;su,w
cart \/,0 pr, /U (Jr = ']) p(x',t) dr’

) h 0
+gp(r,t)\/p(r,t) + IW&P(
+1i {v\/ ). VS(r, £) + \/o(r, 1) V2S(r, t)] 0. (4.11)

Para essa equacao ser satisfeita, tanto a parte real quanto a parte imaginaria sao iguais a

zero. Com a parte imagindria reobtemos a equagao (4.6). Da parte real, obtemos:

dS(r,t) n2 V3/p(r,t)
— 5 = 2M (VS(r,1))* + gp(r,t) — ST s
Ve, t)+ [U(r =) pla!, 1) (4.12)

Como estamos interessados na velocidade local do condensado v(r,t), aplicamos
o gradiente em ambos os lados da equagao (4.12) e, em seguida, inserimos (4.10) com a
ajuda do termo VS(r,t). Com isso, obtemos uma equagao que relaciona a velocidade local

do condensado com a sua densidade local,

M(av(r’t)-I—V(r,t).VV(r,t)> = —V(Vemt( t) + gp(r, +/U v —1r'|) p(r', ¢) dr’

ot
RV p<r’t)>. (4.13)

2M - [p(r,t)
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A equagao (4.13) é semelhante a uma equagao de Euler [26, 27] para o campo de velocidade
local de um liquido ideal, inviscido, e é governada por forcas dadas pelos gradientes do
potencial externo, dos potenciais de interacao, e da pressao quantica, também conhecida

como potencial de Bohm [8], que é o tltimo termo do lado direito da equagao (4.13).

As equagoes (4.6) e (4.13) formam um conjunto de equagodes acopladas para p(r, t)
e v(r,t) que sdo, respectivamente, a densidade local do condensado e a velocidade local

do condensado e serdo discutidas na proxima secao.

4.2 Ondas Lineares

Nesta secao analisaremos as equagoes para a densidade e a velocidade do condensado
que foram obtidas no se¢ao 4.1 através do método hidrodinamico [30, 31, 32]. Utilizaremos,
para esta analise, o método de linearizacao, descrito na subsecao 4.2.1, que nos permitira
investigar, entre outras coisas, as solugoes de equilibrio para a densidade e a velocidade
locais do condensado. A subsecdo 4.2.2 aborda o caso em que o termo denominado
densidade de equilibrio do condensado usado no método de linearizacao é constante. Ja na

subsecao 4.2.3 esse termo é escolhido ser uma funcao que varia lentamente no espaco.

4.2.1 O processo de linearizacao

As informagoes contidas nesta se¢do foram extraidas principalmente de [6, 23]. As
equagoes (4.6) e (4.13) nos dao informagoes sobre a densidade e velocidade do condensado.
O processo de linearizacao consiste em considerar essas quantidades como pequenas

perturbagoes do estado de equilibrio do sistema. Com isto, escrevemos [6]:

p(r, t) = peq(I‘) + 5p(r, t)? (414>

v(r,t) = ve(r) + 6v(r, t). (4.15)

Aqui pe,(r) e vey(r) s@o, respectivamente, os valores da densidade e da veloci-
dade quando o sistema atinge o equilibrio. J& dp(r,t) e 0v(r,t) representam pequenas

perturbagoes destes valores.

A configuracao de equilibrio pode ser suposta de varias formas. No nosso problema,
vamos supor sempre v,(r) = 0. J& para a densidade de equilibrio, p.,(r), vamos supor
dois casos. Um em que pe,(r) é uniforme em todo o espaco e um outro caso em que ele
é uma funcao que tem uma variagao espacial lenta. Assim, prosseguindo no processo de
linearizacao, devemos substituir ambas equagoes (4.14) e (4.15) na equagao (4.6) e (4.13)

a fim de obter a linearizacdo de ambas. Da equagao (4.6) obtemos:

0

500(00) = =V |pey(1)8(r, ). (4.16)
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Da equagao (4.13), obtemos duas equagoes, uma de ordem zero:

2 2 »
V(vext<r>+gpeq<r>+ U= v pglr)ar’ — F) 0,  (417)

2M peq( )

e outra linearizada:

0 B h? V26p(r,t)
M&dV(I‘, ) —V<g(;p + /U |I‘ — T |)(5p(r t)dr — Wpeq(r’t)> (418)

A fim de obter o desacoplamento de dp(r,t) e dv(r,t) nas equagoes linearizadas,

derivamos (4.16) em relagao ao tempo

—0p(r,t) = V. [peq(r)aat

e substituimos a equagao (4.18) em (4.19). Com isso, obtemos uma equagao linear apenas

ov(r, t)} : (4.19)

para a variavel densidade local e sua perturbacao:

§t225p< t) = V. [peq(r)v<95p +/U v — ¢/|)ép(r', £)dr’
R V%5p(r,t
N Wp:((r)))]' (4.20)

4.2.2 Densidade de equilibrio uniforme

Nesta secao, consideramos que o estado de equilibrio do sistema seja o mais trivial
possivel. Para isso atribuimos um valor constante para a densidade de equilibrio do

condensado. A equagao (4.20), a equacao linearizada, com essa suposigao é dada por:

82 / / /
Modplrt) = v [gpeqép(r,t) + peg [U(r =2/ op(a’, 1)
R

Agora vamos olhar para uma solugao na forma de onda para a perturbacao da

densidade, dp(r,t), como:
dp(r,t) =dp exp{—iwt + ik. r}, (4.22)
onde dp é uma constante.

Substituindo a equacdo (4.22) em (4.21) e fazendo a mudanga de varidvel no termo
integral do tipo R = r’ — r obtemos:
h? 9Pe Pe
2 4y 9Peqyo 7.2 3
=kt ey Py [/U ) exp [1k R}d R} (4.23)

Nas secoes seguintes iremos definir diferentes potenciais de interacao de longo alcance.

w

Mas antes, vamos analisar o caso particular onde U(R) = 0. Assim, da equagao (4.23),

obtemos:

2 gp
2 _ 4 eq 1.2 424
Sy YL yal (4.24)
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Observamos uma dependéncia da frequéncia de oscilagdo com seu comprimento de onda
w = w(k). Podemos determinar, uma vez conhecida a frequéncia, a energia de excitacao

do condensado

e(k) = hw(k). (4.25)
Ficamos com:
RS gpegh®k?
e(k) = \/4M2 + o (4.26)
Sabendo que a energia de uma particula livre é
h2k?
Ok) = —— 4.2
k) =T (1.27)
a equagao (4.26) fica:
(k) = /O (R)? + 2gpeqe () (4.28)

Este espectro foi primeiro derivado por Bogoliubov da teoria microscépica para o conden-
sado [33].

A equagao (4.28) pode ser expressa em termos adimensionais da seguinte forma:

e(k)  hk 1%_< hk ){ (4.29)

9Peq T sM 2sM

onde s = 1/(gpeq)/M ¢é conhecida como a velocidade do som no condensado.

Podemos obter o comportamento da equagao (4.29) para dois regimes. Para

hk/sM < 1, ficamos com:
e(k)

9Peq
e para hk/sM > 1, a equacao (4.29) pode ser aproximada por:

;;2 ~ ;(Z\]ZY (4.31)

~ shik, (4.30)

Graficos da equagao (4.29) sdo apresentados a seguir na Figura 6. De forma
complementar a analise acima, foi gerada Figura 7 contendo alguns graficos do espectro
de excitagao da equagdo (4.26) para um gas homogéneo no estado condensado formado
por &tomos de hidrogénio, M = 1,83 x 1072"Kg com densidade de equilibrio pe, =

10' 4tomos/m?.
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Figura 6 — Figura referente a equagao (4.29). No eixo da ordenada é exibida a variavel
adimensional fiw/gp., € no eixo da abscissa a variavel adimensional hk/sM. O
grafico (a) representa hk/sM < 1. Ja o gréfico (b) foi feito com hk/sM > 1.

[€(K)/g0q 1X(107)

10

(= S A ]

(@)
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(Hk/sM)x(107°)

[€(k)/gp,,1X(10%)

10

(= S A

(b)

4 6 8 10
(Hk/sM)x(10%)

Figura 7 — Figura referente a equacao (4.26) onde é relacionado a energia de excita¢ao
e(k) do condensado formado por dtomos de hidrogénio (M = 1,83 x 107" kg)
em funcdo do nimero de onda k. Foi adotado uma densidade de equilibrio
Peq = 100 dtomos/m®. Para cada grafico foram sondados diferentes intervalos

de nimero de onda k.
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4.2.3 Densidade de equilibrio ndo-uniforme

Nesta secao consideraremos o caso em que o condensado tem sua densidade de
equilibrio nao uniforme espacialmente. Para que o sistema entre em equilibrio, sob acao de

um potencial externo, este potencial ndo pode ser fun¢ao do tempo.

De acordo com a subsecao 4.2.1, apds o processo de linearizagao, obtemos duas
equagoes para a densidade. Uma equacao de ordem zero, a equagao (4.17), e uma equacao
linearizada, a equagao (4.20). Nas se¢bes seguintes estudaremos com detalhe novamente
a equagao linearizada, equagao (4.20), para diferentes potenciais de interagao de longo

alcance U(|r —r'|).

4.2.3.1 Equacdo de Gross-Pitaevskii

O contetdo contido nesta segao foi extraido principalmente de [6]. Nesta abordagem,
nao consideramos as interacoes de longo alcance. Com isso, novamente retomamos a equagao
(4.20) e consideramos a aproximagao de Thomas-Fermi que significa desprezar o termo de

pressao quantica h*V20p(r,t)/peq(r). Assim, obtemos

82
Mﬁép(r, t)=gV. <peq(r)V6p(r, t)) (4.32)
Supondo que a perturbagio na densidade oscile no tempo conforme dp(r,t) o< exp(—iwt) ,

vide [6], a equagao (4.32) resulta em:

~MuP3p(r) = 9V pea(r): VOp(x) + pea(1)V23p(r) ). (4.33)

Utilizando a expressao (3.32) para a densidade de equilibrio local do condensado, a equagao
(4.33) torna-se:

—MW?Sp(r) = =V Veur(r). Vop(r) + (11 — vm(r))v?ap(r) (4.34)
4.2.3.1.1 Potencial externo esfericamente simétrico

Nesta secao consideraremos que o potencial externo tenha simetria esférica, os

célculos foram desenvolvidos com base em [6]. Tal potencial tem a seguinte forma:

1
Veat(r) = §Mw§r2. (4.35)
Fazendo uso das equacoes (3.33) e (4.35), podemos escrever (4.34) como:

w2

0 1
50p(r,0,0) = 15 6p(1,0,6) + 5 (* = 1, ) V0p(r,0. ). (4.36)
0 T

Devido a simetria esférica, a solugdo para a perturbagao na densidade dp(r, 0, ¢) na equagao
(4.36) é:

op(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢) (4.37)
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onde Y},,,(0, ¢) é um esférico harménico.
Uma solugao simples para a equagao (4.36) é [6]
3p(r,0,6) = Cr'Yin(6, ¢), (4.38)
onde C' é uma constante arbitraria e [ um niimero inteiro maior ou igual a zero. Substituindo
a equacao (4.38) em (4.36) obtemos a seguinte relacao:

w? = lw]. (4.39)

A solugao mais geral é encontrada substituindo a equagao (4.37) em (4.36) e fazendo

a mudanca de varidvel G(r) = R(r)/r!

G(r) = 1G(r) + rdG(r) 1 < 5 2) [d G(r) N 2(141)dG(r) (4.40)

dr 2 "TF dr? r dr |’

com € = w?/w?. Com o objetivo de fazer mais uma simplificagio na equagdo (4.40), faz-se

a mudanga de varidvel u = 12 /r2 .

u(l —u)

PGu) (21 +3 2+ 5u) dG(u) | (e— Z)G(u) _o (4.41)

du? 2 2 du 2

A equagao (4.41) tem o formato de uma equagao hipergeométrica

d*G(u)

u(l —u) T2 + [7 —(a+p+ 1)74 dG(u)

du

— afG(u) = 0. (4.42)

Para G(u) ser bem comportada, o ou 8 devem ser um inteiro negativo —n. Como a fungao
hipergeométrica é simétrica com a troca entre a e [, escolhemos @ = —n. Com isso,

obtemos 5 =1+ n+ 3/2, v =1+ 3/2. Portanto, obtemos a seguinte relacao de dispersao:
w? = wi(l + 3n + 2nl + 2n?), (4.43)

onde n especifica o nimero de nodos radiais.

4.2.3.2 Equacdo de Gross-Pitaevskii ndo-local

4.2.3.2.1 Potencial de interacdo variando com o inverso da distancia

Os célculos desta segao foram extraidos de [23]. Conforme equagdo linearizada
(4.20), para prosseguirmos na sua andlise, devemos especificar o potencial de interagao,
U(|r — r'|). Nossa primeira abordagem sera o potencial de interagao variando com o inverso

da distancia [23],
C

v —r'|

U(lr—1'[) = - , (4.44)

onde C' é uma constante positiva. Observa-se que este potencial modela uma interacao de

longo alcance atrativa particula-particula.
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Neste momento vamos usar a aproximacao de Thomas-Fermi, que consiste em
desprezar o termo h*V20p(r,t)/4M pey(r), uma vez que consideramos ondas lentamente
varidveis no espago. Assim da equagao (4.20):

82
(9752

Sar) = Vo). oot ¢ [ ar]|

r—r

T Peg(r)V? lgép(r,t) — C’/ 1 5p(r/,t)dr/] : (4.45)

r—r
Agora observamos o fato de que os operadores V e V2 sao aplicados na coordenada

r. Assim podemos usar a propriedade que corresponde a equacao (?7?). Com isto, a equagao
(4.45) resulta:

82
8t2

S50p(r,t) = (Vo). [gvap —ov [ o St t)d]

+ peq(r) [gV?0p(r, 1) + 4mCop(r, )}. (4.46)

Vamos desenvolver o termo contendo 1/|r — r’| na equagao (4.46). Para isso,
expandimos a fun¢ao 1/|r — r’| em harmonicos esféricos, Y, (0, ¢), utilizando a seguinte
equagao [34]:

1 l

‘I‘ =0 m=
onde, fixado r’, r- é o moédulo de r quando este é menor que ' e r~ é o mdédulo de r
quando este é maior que . Os dngulos 0 e ¢ correspondem a r em coordenadas esféricas e

0" e ¢' a r'. Utilizando a funcao degrau, podemos reescrever a equagao (4.47) como:

1 00 l T’l
— 4 Y* / / Y _ /
|I._r/| WZ Z l+1 I+1 lm<67¢) lm(9,¢)@<7’ T)
1 7l .
o ;) le 20 + 1 /1 i1 Yim (0, 8)Yim (60, 9)O(r" — 1) (4.48)
Para o caso em que
5p(x,1) = £(r, 0, 6) exp[—iw] (4.49)

e f(r,0,0) = R(r)Yi,(0,¢), a integral da equagao (4.46), ja utilizando a equagao (4.48),

fica:

4
CV/ 7 00 Hdr' = V'Y Z QZILYM(M)

‘I‘ I'=0 m
T' /
X[ / Tzf+1@<7‘— rVR(r')dr’ / Y (0,8 Yim (0, ¢ )send/dg'dg

T.ll / / / * / / / / / / /
+ / €0 = TR / Y (6, 6 Yim(0, &' )send/dd'dgs . (4.50)
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Utilizamos a relacao de ortogonalidade para harmonicos esféricos,

/ (8, 8)sen0d0dé = GG (4.51)

para resolver a integral angular em (4.50):

CV/ L s pyar = 2T V{Y (0 ¢)</r’”/l+2f( Nar!
v — 1| PREDEE = Mo V[T o it

n / - T;ll f(r’)dr’ﬂ. (4.52)

Com a finalidade de prosseguirmos no desenvolvimento da equacao (4.46), usamos
a relacdo para dp(x,t) representada pela equagao (4.49) ja com a expansao f(r,0,¢) =

R(r)Y1,(0, ¢) e aplicamos o laplaciano e o gradiente em coordenadas esféricas

V2 f(r,0,0) = Vif(r,0,0) +- V s/ (r,0,9), (4.53)
0 0 0 0 0 0 0,0)é 4.54
VI0.6) = 50,006+ L5 10,0000+ o (0,065 (454

Temos as seguintes relagoes para o laplaciano:

190 (,0
V0.0 = oy (5 106.0)). (4.5)
1 0 0 1 02
Vs f(r,0,0) = p—y (sen&aef(r,e,@) + m@f(r,e,qﬁ), (4.56)
e

Finalmente, aplicando os resultados (4.52), (4.53), (4.54), (4.55), (4.57) e o fato

de que peq(r) = peq(r) na equagdo (4.46), chegamos a seguinte equacio integro-diferencial

para 7:
_ O’R(r)  OR(r) |2 1 Opey(r) Mw?  47C (1 +1)
0 = or? + or ;+peq(r) or R(r) GPeq(T) + g 2
AnC Opeq(r) |1+1 r N42 1 (0 30! -1 OOL Ndr!
(2L + D)gpeg(r) Or | rit2 0/ PR dr = I / g Ay (458)

Com o propésito de seguirmos com o tratamento analitico, estudaremos nesta secao
o caso particular em que r < rrp e kr < 1. A equacgao (3.77) pode ser expandida em r

com a condi¢ao kr < 1 até ordem linear

Asen(kr)

. @(TTF — ’I“) ~ Ak. (459)

Peq(r) =
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Ja o termo
1 Opeg(r) k*r
N —— 4.
plr) Or 3 (4.60)
Também é feita as expansoes das integrais, que ficam
T, /T’l+2R(r')dr'] = /Tn+1 {T’HQR(T')] dr’
0 0
r 2 DI
- / rt? lR(O)+r’R’(O)+r ]; O far
/ !
R(0 +3 R/ 0 l+4 R/l 0 45
(0)r () (O)r + s (4.61)
[+ 3 [+ 4 [+5
e
1 [ R(0)r*  R(0)r®  R'(0)r?
T / 2Ry | = 462
Pl OT (r')dr [+3 i [+4 +2!(l+5)jL ’ (4.62)

onde T,[f(z)] [35] representa a expansao de Taylor até ordem n da fungao f(x). Se
supormos R(0) > R'(0)r > R"(0)r?..., entao

T

1 R(0)r?
T / PR A | l(+)3 (4.63)
0
J& a expansao da outra integral fica sendo
TTF
R(r') R(O) [ _i40 —142
R©O) [ _ _
sl
R"(0) 44 —l44
Ty [TTF T 460
e
TTF
R(r') R(0)
T / -1 dr’] T 142 T%F_Tz]
R'(0) R"(0)
- I3 i — 7‘3] + Mt 4) T — 7“4] + ... (4.65)

Como consideramos rrp > r, a equacao acima fica sendo

rTF
R(r") R(0)r? R'(0)r3
i / 'l ~ TF TF
AT B S
R// O 4
L O (4.66)

20(—1 + 4)
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Substituindo todos essas aproximagoes na equagao (4.58), obtemos

aQR(T.) 2 aR(T) M(.U2 ) l(l + 1)
o2 i o R(r) gAk e r?
2 2 2
 4nCk [(l T VRO IRO)rzp] _ (4.67)
39(20 +1) [+3 —1+2

Como supomos rrp > 7, a equagao acima simplifica-se ainda mais

O*R(r)  20R(r) Mw® o, U1+1)
o g TE0) [WM _7“2]

39(20 + 1)(—1 + 2)

Se fizermos uma ultima suposicao krprr < 1 e a constante C' ndo sendo muito maior que a

constante g, obtemos

+ R(r) WX; R l(”l)] 0, (4.69)

r2

O*R(r) N 20R(r)
or? r Or

onde usamos o fato que C' = k?g /4.

A equagao (4.69) é uma equagao diferencial que tem o seguinte formato

1— 2« a? — 12

R"(r) +

R(r) + (62 + ) R(r)=0 (4.70)

r2
cuja solucao é:
R(r) = eir®J,(Br) + cor®Y, (Br), (4.71)

onde ¢, ¢o, @, B, v s@o constantes e J,(6r), Y, (5r) sdo fungoes de Bessel de primeiro e

segundo tipo, respectivamente.

Comparando as equagoes (4.69) e (4.70), obtemos os seguintes valores para a, /3 e

v:
1
= —— 4.72
a=-1 (4.72)
Agk?® + Mw?
_ 473
b= 2 (4.73)
e
1
v=@+1). (4.74)

Portanto, a solu¢ao da equagao (4.69) é:

c1 Agk? + Mw? Co Agk? + Mw?
R(r> = WJ%(QI+1) (T A—kg + WY%(QH“U r A—gk y (475)
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onde [ =0,1,2,3...

Para o modo monopolo, [ = 0, obtemos:

R(r) _ \/g {Cl Sen (T\/@) — C9 COS (T\/W)] (476)

r (k2 + M )1/4 ’

J%(:U) = \/zsen(x), (4.77)
1(z) = \/Zcos(x) (4.78)

Yop1(@) = ()", (). (4.79)

uma vez que

Se impormos a condigao de que em r = 0, R(0) é uma funcao finita, entao ¢y = 0.

Logo, a equagao (4.76) fica:

R(r) = \/Ecl - (T /R i ) : (4.80)

(i 42

Podemos obter informagao sobre as excitagoes do condensado w, lembrado que R(rrr) = 0,

com isso:
Agk |/ nm\?
2 2
_ Y gk 4.81
w M [(TTF> ] ’ ( )
onde n =0, £1, £2, £3, . . . e as constantes A e ryp sdo dadas pelas férmulas (3.66) e

(3.68), respectivamente.

4.2.3.2.2 Potencial de interacao gaussiano

Como vimos na subsecao 3.3.2, o potencial de interacao gaussiano atrativo é definido

COomo:
Ue—r|) = —|V0|exp{—a |r—r’|2]. (4.82)

Substituindo esse potencial na equacao (4.23), e usando a aproximacao de Thomas-Fermi

obtemos:

Ma—26p(r,t) = [Vpe(r)].V (gép(r,t) — Vo/exp[—oz lr — r’|2]5p(r’,t)dr’>

o
b pe(t)V? <g5p(r,t) —V / exp{—a v — rﬂ 5p(r’,t)dr’) . (4.83)
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Fazendo as seguintes suposi¢oes dp(r,t) = R(r)Y..(0,¢) exp[—@'wt] € Peg(r) =

peq(T), & equagao acima fica sendo:

MWER(r)Yim (0, 6) = [Vpeo 1) V<9R<r)Yz,m(e, ¢)
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r'=00'=0 ¢'=
onde do’ = senf'df’'d¢’.
Agora vamos considerar o caso em que temos r < rpp. Também consideraremos o
regime a|r —1’|? < 1. Neste caso, podemos fazer a seguinte expansio até ordem quadratica:
12 _ 712
exp|—alr—r'|"| = l—alr—1". (4.85)
Sabemos que

r—r'> = 7+ - 2rr'cosy, (4.86)

onde v é o dngulo entre r e r’, e usando os polindmios de Legendre, F,(cos7y), a equagao

(4.85) pode ser expressa como:
12 _ 2 2 /
exp{—a lr — 1’| } = {1 —a(r +r )} Py(cosy) — 2arr’ Py(cosy). (4.87)

A integral da equagao (4.84) pode ser escrita da seguinte forma:
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Combinando as duas seguintes propriedades,
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a equacao (4.88) resulta em:
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r’'=0

Utilizando a equacgao (4.91) e a equagao (3.86) para o caso r < rrp, a equagao (4.84) fica

sendo:
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Para o caso [ = 0, a equagao (4.92) resulta em

O?R(r) N 20R(r) N 2?2

or? r Or 2 W3

R(r) + 24mal|Vi| / RO = 0. (4.93)
0

Derivando em relagao a r a equacao (4.93), obtemos

PR(r) 20%°R(r) 2w? 2\ 0R(r)
or3 * r or? + oW r?) or 0. (4.94)
Obtemos como solucao
A
RO = oy — CQSGH(\/_T’) cs cos(\/_r)7 (4.95)

Ar Ar

onde definimos A = 2w?/r2.-w2. Usando a condigdao de que R(0) ¢ finita, fazemos ¢z = 0.

Assim, escrevemos a equagao (4.95) como sendo

R(r)=ci — @Senf(h@. (4.96)

Sabemos que R(rrr) = 0, portanto a equagao (4.96) resulta em

ii(sen(\/Zer) B sen(ﬂr))

R(r) = (4.97)

rrr T

J& para o caso [ > 1, a equacao (4.92) pode ser escrita como

aaﬁ” + im;ir) + ( 2w _ W - U) R(r) = o, (4.98)
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que tem como solucao

R(r) =a jl< v 7“) + c2 yz( Vo 7’>, (4.99)

rTFWo TrTFWo

onde ¢; e ¢y sd0 constantes, 7; e y; sao as funcoes de Bessel esféricas de primeiro e segundo
tipo, respectivamente e [ = 0,1, 2, 3...

V2w

Observa-se que para r — 0, yl(erwo

7“) — —o0 para [ > 1, portanto escolhemos

co = 0. Assim, a equacao (4.99) resulta em

V2w r). (4.100)

R(r) =c (
(> L1 rrrWo

A fungao esférica de Bessel de primeiro tipo j;(z) pode ser expressao em fungoes trigono-

méricas através da formula de Rayleigh [36]:

!
1d sen(x)
i(z) = (-l ([ =— ) |—~ 4.101
i) = (-0 (1) () (a.101)
Usando a condi¢ao de contorno R(r = ryr) = 0 podemos obter uma expresiao para a
frequéncia de excitacdo das ondas no condensado w para um determinado valor de [ a

partir de (4.100). No caso em que | = 1, com o auxilio da equagao (4.101) obtemos a

seguinte equacao para w:

Wo

w— ‘fwo tan (ﬁ“> = 0. (4.102)

Verifica-se, apos as diversas aproximacgoes consideradas, que as excitagoes do sistema
representadas pela equagao (4.102) dependem somente da frenquéncia da armadilha wy e
podem ser facilmente obtidas com métodos numéricos ou com certa aproximagao através

da inspecgao grafica e sua equacao.



53

5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo a aplicacao da formulacao hidrodindmica para a
equagao de Gross-Pitaevskii ndo-linear e nao-local, a qual rege a dinadmica dos condensados
de Bose-Einstein. O sistema em estudo foi considerado sob a influéncia de um potencial
externo (do tipo oscilador harménico com simetria esférica, o qual é largamente usado
em experimentos além de ter um fator simplificante nos célculos) e as particulas sendo
interagentes com interagoes locais (através do potencial delta) e de longo alcance (através

dos potencias inverso da distdncia e gaussiano).

No estudo do sistema no regime estacionario ou de equilibrio, foram obtidos perfis
analiticos aproximativos da densidade do condensado para os trés tipos de intera¢oes com

e sem o potencial externo .

Com o método hidrodinamico foi possivel obter uma equagao para a dindmica
da densidade do condensado. A partir desta equacao foram estudadas ondas lineares no
sistema em questao. Foram obtidos espectros de excitagao para as diferentes interagoes
interparticulas quando supomos a densidade de equilibrio ser constante. Para densidade
de equilibrio varidvel foram obtidas solugoes analitico aproximativas para a dindmica da
densidade do condensado, além de espectros de excitagao para os casos do sistema com
interacao delta somente e o caso de interagao binaria entre as particulas formada pelos

potenciais de interacao delta mais inverso da distancia e delta mais gaussiano.

Conclui-se que o método hidrodinamico, dentro das teorias macroscépicas utilizadas
em condensados, é uma valiosa ferramenta para o estudo das grandezas observaveis em
condensados uma vez que ele naturalmente introduz grandezas como densidade e velocidade,
possibilitando uma série de estudos para estas grandezas, como por exemplo excitagoes
elementares além de possibilitar também a andlise dindmica das mesmas. A inclusao
de interagoes de longo alcance transformam as equagoes resultantes para densidade e
velocidade em equagoes integro-diferenciais, o que dificulta a obtencao de suas solugoes
analiticas, se as mesmas existirem. Porém, isto proporciona um campo vasto de estudos
para estes sistemas na medida que equagoes integro-diferenciais sao largamente estudadas

na Mateméatica.

Para trabalhos futuros seria interessante procurar resultados analiticos exatos para
estas equagoes integro-diferencias assim como resultados numéricos das mesmas, se os

mesmos existirem.
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