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RESUMO

Esta pesquisa investiga diferentes nocdes de infinito matematico em sujeitos
adolescentes e adultos. Com fundamentacdo teodrica na Epistemologia Genética, esta
pesquisa teve a metodologia inspirada no método clinico piagetiano. A coleta de dados
foi realizada por meio de uma entrevista e trés provas com materiais concretos. Na
primeira prova trabalha-se com uma quantidade muito grande, porém finita. Nas duas
seguintes, em uma se trabalha com nimero infinitamente pequeno e na outra com ndmero
infinitamente grande. Com provas cujos resultados tendem ao infinito ou a ndmeros
muito grandes, observa-se como o0 sujeito encara a possibilidade sem a materialidade. A
entrevista aborda questdes que fazem o sujeito pensar sobre o infinito em diferentes
situacdes. A analise dos dados categoriza as diferentes nog¢bes de infinito matemaético,
sendo encontradas as seguintes categorias: Existéncia Inconcebivel, Existéncia pouco

previsivel e Infinito como uma representacao de algo que ndo tem fim.

Palavras-chave: infinito matematico, epistemologia genética, método clinico piagetiano,

desenvolvimento humano, aprendizagem.



ABSTRACT

This research investigates different concepts in adolescent and adult subjects on
the mathematical infinite. With the theoretical basis in genetic epistemology, this
research had the methodology inspired by the Piagetian clinical method. Data collection
was conducted through an interview and three tests with concrete material. At the first
proof works with a very large quantity, but finite. In the two following, one works with a
infinitely small number and on another works with a infinitely big number. When the
proofs tend to infinity or to very big numbers, are observed how the subject considers the
possibility without the materiality. The interview deals issues which making the subject
think about the infinite in different situations. Data analysis categorizes the various
notions of mathematical infinity, being found the following categories: Existence
Inconceivable, Existence little conceivable and Infinity as a representation of something

that has no end.

Keywords: mathematical infinite, genetic epistemology, Piagetian clinical method,
human development, learning.
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INTRODUCAO

Se lidais com a matematica, ndo deveis ser
nem apressados, hem gananciosos, mesmo se fosseis rei
ou rainha.

(Euclides")

Esta pesquisa teve origem em uma curiosidade particular nascida durante minha
graduaco®. Nas interagdes com a infinita diversidade do meio, muitas coisas nos tocam,
nos mudam, nos transformam. Conviver com muitas idéias, teorias e conceitos nos
instiga a questionar, indagar, pensar, desconstruir e reconstruir. Constantemente
formulamos, testamos e reformulamos hipdteses. Nessas incessantes reflexdes, o conceito
de infinito matematico circulava na minha mente. Serd que essas questBes passavam
somente na cabeca de uma professora de matematica? Sera que conseguia explicar e
compreender o que é infinito? E as pessoas ndo ligadas a matematica, serd que tém

alguma nocéo do que € infinito?

A presente pesquisa destina-se a investigacdo de diferentes nogbes de infinito
matematico em sujeitos de varias idades, independente do seu grau de escolaridade e area
de atuacdo. Parte-se do principio que o sujeito, principalmente o adulto, possui um
pensamento organizado e essa organizacdo ocorre através de inumeras interacfes e

abstracdes que realiza em sua vida, numa constante reconstrucdo de idéias.

Este trabalho é fundamentado teoricamente na Epistemologia Genética e 0s
instrumentos de coleta de dados foram construidos a partir do método clinico piagetiano.
Apresenta-se a Justificativa e o Problema de pesquisa no primeiro capitulo. Nesse,
detalha-se a investigacdo, apresentando o processo de construgdo do problema com

fundamentacéo tedrica, apresentacdo da hipotese e objetivos. Uma apresentacdo da teoria

'In O Teorema do Papagaio, Denis Guedj, 1999.
2 Graduacio em matemética realizada de 2000 a 2005 na Universidade Federal do Rio Grande do Sul.



do Infinito Matematico e do desenvolvimento cognitivo e uma noc¢do do infinito

matematico é feita no capitulo dos Pressupostos Teoricos.

No capitulo sobre Metodologia da Pesquisa sdo apresentados o problema de
pesquisa, objetivos e hipoteses. A descricdo dos instrumentos de investigacao, juntamente
com o processo de construcdo desses instrumentos, também se encontra nesse capitulo.
Através de uma prova concreta, composta por trés atividades, e entrevista clinica, realizo
a verificacdo da nocdo de infinito matematico nos sujeitos. Os instrumentos construidos
para a investigacdo restringem-se a verificacdo de nocdes de infinito, ndo entrando em
questdes de conceitos. As categorias dos diferentes tipos de raciocinio se encontram na
Andlise dos Dados, onde é feita uma relagdo das categorias com a teoria descrita nos
pressupostos tedricos. Nas Consideracdes Finais sdo apresentadas possiveis modificacdes

nos instrumentos de coleta de dados.



JUSTIFICATIVA E PROBLEMA DE PESQUISA

Por trés anos e meio frequentei o curso de bacharelado em matemaética na
Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Durante o terceiro ano de graduacéo, surgiu-
me a oportunidade de trabalhar como docente em um centro de aulas particulares. A falta
de oferta de disciplinas nas éareas de didatica e psicologia e, a0 mesmo tempo, o encanto
com a funcdo docente, levaram-me a troca de énfase do bacharelado pelo curso de
licenciatura. Foram mais dois anos de estudo, em que tive a oportunidade de conhecer em
detalhes os dois curriculos, dentro da mesma universidade, assim como o convivio com
professores e professores-pesquisadores na matematica pura, na matematica aplicada e

em ensino.

Durante a faculdade, cursei disciplinas nas quais era necessario raciocinar a
respeito de conceitos e definicbes totalmente formais. Do ponto de vista dos professores,
os alunos ja haviam construido esses conceitos, pois em algum momento de suas vidas
deveriam ter realizado essa construcéo, aquisicdo ou aprendizagem. Pela participacdo em
aula e pelos resultados das provas, observava claramente que essas nogdes nem sempre
estavam presentes ou organizadas mentalmente nos discentes. Na maioria das vezes, 0
trabalho feito para abordar tais conceitos limitava-se & transmissdo. A idéia da
transmissdo de conhecimento estd fortemente impregnada em nosso ensino,
principalmente na area de matematica. Pensar que os conceitos podem ser ensinados pela
transmissdo por meio da linguagem € um enorme equivoco, pois, Se iSsO gerasse

aprendizagem e conhecimento, a instituicao escola seria um grande sucesso.

As definicdes supostamente sabidas, exigidas no curso, sdo bases para a
compreensdo de outros conteddos, como funcdes, limites, derivadas e integrais. Entre
essas definicdes, o conceito de infinito era tratado pelos professores do curso de
matematica como supostamente sabido pelos alunos. A verificagdo da nogdo que cada

aluno possuia acerca de infinito ndo ocorreu em nenhuma disciplina.
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Os contetdos matematicos considerados sabidos pelos alunos eram abordados
cada vez mais profundamente, sem que os professores verificassem se 0s alunos estavam
acompanhando o que estava sendo tratado. A idéia de infinito foi me deixando curiosa e
preocupada, pois, durante meus estudos que envolviam o infinito, ndo compreendia a sua
complexidade. Durante meu processo de construcdo do conceito de infinito tive clareza

do quanto meu conhecimento era pequeno.

Ao conhecer as disciplinas da &rea de educagdo, com o ingresso na licenciatura,
encontrei resposta a muitas perguntas e inquietacbes e, é claro, iniciaram-se novas
questdes. Algo que me instigou muito foi saber como o sujeito constréi seu préprio
conhecimento. Seria necesséaria uma boa aula? Ou ter realizado um bom estudo durante a
escola? Como ocorre uma boa aula? Como o aluno organiza seu pensamento na escola?
Sera na universidade que as idéias soltas se organizam? O sujeito adulto tem um

raciocinio mais organizado que a crianga?

A partir das inquietacdes, iniciei as buscas na bibliografia e conheci a
Epistemologia Genética, a qual foi respondendo de maneira muito fascinante minhas
inquietacbes. Foi a partir dai que busquei compreender melhor como se da a interacéo

entre o sujeito e 0 seu mundo fisico e social.

Poderia listar aqui muitas outras inquietudes. O que achei mais fascinante foi
comecar a compreender o processo de construcdo do conhecimento, a sua organizacgdo, a
importancia do meio fisico e social nesse processo e a magnifica passagem do
pensamento do mundo concreto para o0 mundo formal. A passagem entre os dois mundos
no pensamento do ser humano lhe possibilita expandir as idéias e construir estruturas
cognitivas cada vez mais elaboradas. A partir das inquietagfes da graduagcdo em

matematica, utilizo o infinito como objeto de conhecimento para fazer esta averiguacéo.

Quero entender como se da a construcdo de infinito matemético no sujeito. O

conceito de infinito exige uma formalizacdo de pensamento, independente da &rea de

11



atuacdo. Sera que o sujeito com idéias apoiadas no mundo material consegue

compreender o que é infinito?

Para a compreensdo do comportamento de uma fun¢do com valores muito grandes
Ou muito pequenos, em matematica, € necessario imaginar como ela se comporta no
infinito. Estudando os limites maximos e minimos de uma funcdo, variando sua(s)
incdgnita(s), tem-se que compreender como se comporta quando essa tende a um ndmero
muito grande, tdo grande quanto possamos imaginar e, analogamente, tdo pequeno quanto
possamos imaginar. Essa compreensdo somente faz sentido se apoiarmos nosso

raciocinio em uma representacdo mental.

Construcéao do problema de pesquisa

Inicialmente, tinha a intencdo de investigar a nog¢ao de infinito somente no sujeito
adulto. Apo6s conhecer trabalhos de Piaget e colaboradores, que investigaram
pensamentos de adolescentes, tive desejo de inclui-los em minha pesquisa. E, por isso,
investigo o conhecimento de sujeitos de diferentes idades sobre o infinito, sendo que
todos os participantes da pesquisa ja tinham concluido a sétima série do Ensino

Fundamental.

Como o sujeito vem a conhecer o que € infinito? O sujeito ao qual me refiro ja
teve oportunidade de pensar sobre o infinito nas aulas de historia, ciéncias, matematica
ou geografia. As nogOes de infinito analisadas aqui ndo sdo provenientes unica e

exclusivamente do espago escolar.

Tomo como ponto de partida que o desenvolvimento cognitivo de cada sujeito é
singular. O sujeito age desde o inicio de sua vida e procura, durante sua agdo, coordenar
as sucessivas leituras dos resultados que obtém, o que significa tentar estruturar a

realidade na qual atua.
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Entende-se, aqui, que conhecimento ndo € copia da realidade. Segundo Piaget
(1972, p.1), para conhecer um objeto, para conhecer um acontecimento ndo basta
simplesmente olhar e fazer uma cdpia mental ou imagem do mesmo. Para conhecer um
objeto ¢ necessario agir sobre ele. “Conhecer ¢ modificar, transformar o objeto,
compreender o processo dessa transformacao e, consequentemente, compreender o modo

como o objeto é constituido”.

A constante organizacdo do raciocinio humano possibilita a cada individuo
construir o0 seu proprio pensamento numa constante evolucdo. Observam-se,
principalmente na adolescéncia, interesses por problemas inatuais. Esses problemas nem
sempre tém relagdo com as realidades vividas no dia-a-dia. Nesta etapa, 0 que mais
espanta ¢ a “facilidade de elaborar teorias abstratas. Existem alguns que escrevem, que
criam uma filosofia, uma politica, uma estética ou outra coisa. Outros nao escrevem, mas
falam” (PIAGET, 2005, p.58).

No processo de elaboracdo de teorias, o adolescente faz reflexdes que ultrapassam
0 presente, permitindo-lhe “fugir do concreto atual na dire¢do do abstrato e do possivel”
(INHELDER e PIAGET, 1976, p.254). Nesse processo de formacédo de idéias, o sujeito
realiza inUmeros processos de pensamento, 0s quais envolvem abstracGes que retiram
caracteristicas dos objetos e de suas acdes e as coordenam, transpondo-as a um plano
superior, fazendo reconstrucdes e relagbes. A elaboracao de idéias e teorias acontece na
medida em que h& interacdo entre sujeito e objeto. A interacdo “acontece no mundo de
relacbes que se estabelecem ou se criam entre sujeito e objeto. Essas relagbes sdo
instituidas pela acdo do sujeito, a qual acontece em duas dire¢cdes complementares entre
si: a acdo de transformacdo dos objetos e a agdo de transformacdo do sujeito sobre si
préprio” (BECKER, 2003, p.41-2). O objeto ndo se restringe ao fisico, é tudo o que o
sujeito compreende e apreende, assimila através de sua agéo, construindo significados. Se
ele assimilou, ele ordenou, coordenou, produziu alguma coordenacdo, destacou-se dentro

de um complexo de coisas, portanto atribuiu um significado.
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As explicacBes que o sujeito da sobre o que pensa baseiam-se na forma como esta
organizado o seu pensamento. O infinito matematico € um conceito sobre o qual,
provavelmente, muitas pessoas nunca tenham pensado. Acredito que, se 0 sujeito ja tiver
construido estruturas cognitivas para conceber e operar sobre este conceito, podera
apresentar respostas parciais, das mais elementares as mais refinadas sobre o resultado
das provas durante a investigacdo. Investigo nos sujeitos que ja vivenciaram em algum

momento o conceito de infinito, quais nog¢des de infinito ele efetivamente construiu.

O problema de pesquisa pode ser assim formulado: Nocdes de infinito

matematico sdo resultado de uma construcdo progressiva realizada por patamares?

Partindo-se deste principio, sustenta-se a hipdtese de que: a nogédo de infinito é
construida e essa construcdo desenrola-se por sucessivos niveis. A partir desta linha
de raciocinio, sustenta-se também que nogcbes em nivel mais elevado permitem

generalizagdes.

Na perspectiva da Epistemologia Genética, a construcdo da nocdo de infinito
necessita de uma maior coordenagdo do pensamento, porque foge da materialidade dos
fatos, e d4 margem para todos os tipos de nogdes intermediarias. E mediante inimeras
coordenacdes que passamos do nivel das acbes para o da constru¢do dos conceitos. Ter
vivenciado na escola algum contedo ou conceito que abordasse o infinito ndo garante a
construcdo do conceito de infinito. O sujeito pode recitar a definicdo sem té-la,

efetivamente, compreendido, visto que ndo a construiu.
Tem-se como objetivo investigar as diferentes noc¢des de infinito matematico em

adolescentes e adultos e descobrir 0s processos mentais elaborados pelos participantes da

pesquisa na solucéo de problemas que levam ao infinito.
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PRESSUPOSTOS TEORICOS

Infinito Matematico

A palavra infinito € muito conhecida e utilizada em contextos diferentes,
referindo-se a diferentes coisas. Frequentemente, quando queremos dizer que uma
quantidade € incrivelmente grande, dizemos que é infinita. Em matematica, a presenca do
infinito € bastante freqliente. O homem é um ser finito, limitado e habitante do planeta
Terra, que, por sua vez, também é limitado e finito. Mesmo assim, o infinito é

indispensével para a compreensdo da finitude.

Mas o que quer dizer infinito? Infinito é definido como sem fim ou limite, imenso
e incalculavel®. Segundo Abbagnano (1962, p. 535), infinito na matematica ¢ “uma
disposicao ou a qualidade de uma grandeza, [...] que pode ser percorrido, mas nunca de

modo exaustivo ou completo”.

Segundo Reményi (2006), o problema do infinito e seu significado para a
matematica, a filosofia e a teologia tem sido debatido por mais de dois mil anos.
Utilizada por Aristételes, a palavra grega apeiron ja se destacava no tempo pré-socratico
por sua multiplicidade de significados, desde sem limites, incerto, absurdamente grande,
até uma conotacdo negativa, correspondente ao caos do qual o mundo se formou.
Aristételes, de fato, via a infinitude como imperfeicdo. Foi somente no inicio da era crista

que se identificou o infinito ao “Um” divino.

Em sua origem, infinito € uma idéia filoséfica, podemos dizer antiga, simples e
complexa ao mesmo tempo. Hoje nos parece simples a idéia e 0os matematicos ja a

aceitam sem mais problemas, mas em outras épocas foi negada por muitos matematicos

® De acordo com o dicionario Luft, Celso Pedro Luft. Editora Scipione, S&o Paulo, 1991.
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importantes, como Gauss, Cauchy e Galileo. Com o0s anos e os avancos feitos para
solidificar as bases da matematica, a idéia de infinito se consolidou e hoje esta totalmente

difundida no mundo matemético®.

O infinito é hoje tdo desconcertante quanto no tempo de Aristoteles. Quando
confrontado com o mundo real, o infinito se torna misterioso e vago, e em tais casos,
teorias matematicas de pouco adiantam. O infinito parece se impor na construcdo do
raciocinio. Sera possivel pensar numa realidade infinita? Pensar em uma realidade que
tenha uma complexidade infinita ou um ndmero infinito de elementos? A historia do
infinito, ou seja, a historia dos conceitos do infinito, ndo é uma histéria da matematica. E
antes uma histdria de evolugdo do pensamento cientifico e de como é possivel pensar em

algo que transcende qualquer possibilidade de compreensdo (MORRIS, 1998).

Muitos estudos foram feitos sobre o infinito®. Deixar de pensar no infinito como
uma figura de linguagem e relaciona-lo com a realidade ndo é algo simples e nos leva a
conclusdes muitas vezes inaceitdveis e a outras que nos causam perplexidade, pois
“pensar no infinito ¢ pensar no incomensuravel dentro de um corpo de conhecimento que
se baseia na capacidade de medir” (MORRIS, 1998, p.9-10). Embora inevitavel, uma vez
que se impde o infinito, seja ele relacionado com o infinitamente grande ou com o
infinitamente pequeno, parece criar problemas cujas solucbes estdo longe de ser

encontradas.

Para os gregos da antiguidade, a matematica reduzia-se quase inteiramente a
geometria, que tinha nos Elementos de Euclides sua maior expressdo. Euclides partiu de
objetos ndo definidos, como pontos, retas, planos e certo nimero de axiomas, Vistos
como intuicOes acerca desses objetos, e aplicou-lhes regras da deducdo aristotélica, para

obter novas proposicdes ou teoremas. Ainda que objetos como o ponto, que ndo possui

* Entrevista sobre O que é infinito? , realizada com Ricardo Borges Rutz em 01/11/08, doutorando em
matematica Pura pela Universitat Autonoma de Barcelona.

®Um panorama mais detalhado sobre a histéria do infinito encontra-se em Uma Breve Historia do Infinito
(MORRIS 1998).
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dimensoes, e a reta, dotada de comprimento, mas nao de largura, ndo existam no mundo

real, temos a impressao de saber o que eles sdo (CALDER, 2006).

O objeto fundamental da matematica grega era o comprimento. Euclides, por
exemplo, referiu-se ndo a linhas sem fim, mas a segmentos de reta que podiam ser
estendidos até atingir comprimentos arbitrarios. Essa nocéo de infinito potencial, linhas
finitas, mas que podem estender-se ao infinito, € uma extrapolacdo razoavel da
experiéncia. O conceito oposto é o infinito real, segundo o qual existem linhas de
comprimento infinito de fato (CALDER, 2006).

O estudo do infinito consiste em repetir, comparar, ordenar e classificar. A
interacdo e a comparacdo conduzem a dois infinitos diferentes — um em poténcia e outro
em ato (MARTINEZ, 2006). Segundo Le Goff (2006), o infinito potencial refere-se a
possibilidade de sempre acrescentar uma unidade a mais. Pode-se relacionar a nocao de
sucessor de um numero. O ilimitado é uma caracteristica do infinito potencial. A
geometria euclidiana reconheceu e incorporou o infinito potencial, mas se deteve as

margens do infinito real.

O infinito em ato ou real esta relacionado a admissdo de pontos no infinito,
possibilitando a quantificacdo e resolucdo de problemas do mundo real (MARTINEZ,
2006). Mas ndo deve ser confundido com a auséncia de limites. Como o infinito real
parece ndo estar presente na Natureza, os matematicos ndo tém uma idéia intuitiva dele
(CALDER, 2006).

Para elucidar as interpretativas de infinito potencial ou atual, vejamos um
exemplo.

Consideremos a decimal periddica 0,999...

Se pensarmos que é sempre possivel acrescentar mais um digito 9 e, além disso, que esse
processo nunca termina, indefinidamente, estamos pensando em termos de infinito como
processo, ou seja infinito potencial.

Por outro lado, a partir do momento em que aceitamos a equivaléncia:
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0,999..=1,
Estamos interpretando o infinito como objeto (isto &, real), ou seja, infinito real.
(Como se atualizassemos o infinito e transformassemos a decimal infinita em um
“objeto”, e neste caso, o nimero 1).

Artistas italianos da Renascenca deram o primeiro exemplo de representacdo
visual de um infinito real. O ponto de fuga representa um ponto que em realidade se situa
no infinito, 1a onde as retas paralelas se encontram. As concepcGes geométricas de
artistas e tedricos da Renascenca encontravam-se ainda profundamente influenciadas
pelas idéias finitistas das autoridades antigas. Ainda estavam por vir no¢des novas, como
a reta infinita, o plano infinito ou o espago anterior a matéria que o habita. Em pouco
tempo, o ponto de fuga central recebeu o reforco dos chamados pontos de distancia, e
estes logo foram interpretados como novos pontos de fuga, portanto como novas
representacdes do infinito (GOFF, 2006).

No oriente, egipcios, gregos e arabes generalizaram o conceito de numero e
definiram os numeros racionais, ou fracdes, com base nas operaces algébricas. Os
gregos introduziram os numeros irracionais. Cantor quis generalizar o conceito de
namero, ndo de maneira algébrica, como haviam feito seus predecessores, mas do ponto

de vista de sua ordenagé&o.

A obra de Kepler representa um grande marco na histéria da ciéncia e pode-se
dizer que constitui o inicio palpavel de uma grande mudanca na atitude dos pensadores.
(CARACA, 1963). O filésofo grego Zendo, estudando uma série de paradoxos, afirmou
ser capaz de demonstrar que 0 movimento de uma série era impossivel porque nunca se
poderia completar uma série infinita de atos®. O cientista italiano Galileu percebeu que hé

tantos inteiros positivos quantos nimeros quadrados’, concluindo que havia algo de

® Antes de poder percorrer a metade da série, e depois metade da distancia, tinha-se primeiro de percorrer a
metade dela, e depois metade da distancia que restava, depois metade desta, e assim por diante. Sendo a
série intermindvel, era impossivel chegar ao objetivo.

7 0 autor refere-se a um nimero quadrado perfeito, ou seja, considera somente 0s nimeros obtidos pela
multiplicacdo de um ndmero inteiro por ele mesmo.
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muito esquisito com os nameros infinitos e o melhor que tinha a fazer era evita-los
(MORRIS, 1998).

Descartes j& havia afirmado com otimismo que a concep¢do de infinito ndo se
diferencia da figura finita. Dentro dessa perspectiva, ele afirmava que “se imaginamos
‘algo’ ndo podemos em seguida conceber o infinito, ja que o infinito transcende qualquer
‘coisa’ concebida. Somos conscientes disso, e essa consciéncia revela a existéncia e a
verdade da idéia” (ZELLINI, 2004, p.163) (tradugdo minha).

Kant tentou provar que o tempo ndo podia ser infinito nem finito, ndo era uma
propriedade do mundo externo. Ao contrario, tinha de ser algo inato na mente humana,
ndo uma caracteristica do mundo externo. A idéia de universo infinito é geralmente
associada ao filésofo italiano Giordano Bruno, que fez da idéia de mundos infinitos um

componente central de sua filosofia.

E importante entender que infinito é uma idéia e ndo um naimero. Essa idéia é
maior que qualquer nimero natural. Para exemplificar, imaginemos a sucessao "1, 2, 3, 4,

5,..." conjunto dos nimeros naturais M® Poderiamos argumentar que tal sucessdo nao é

limitada, ou seja, dado qualquer nimero "M", sempre existirdA um namero natural "n"
maior que "M" o que implica que esse conjunto ndo ¢ limitado, ou seja, tem como limite
superior o infinito. O infinito dos naturais, que é o menor infinito possivel, é denominado

Xo (&lefe zero).

A seqliéncia de numeros existentes entre 0 e 1 é limitada, pois todos 0s nimeros
dentro dessa sucessdo sdo0 maiores ou iguais a zero e menores ou iguais a 1. Essa
sucessdo € infinita, pois tem infinitos termos. Existem, nesse intervalo, ndmeros

racionais, irracionais e reais, ndo sendo possivel listar todos.

Quando uma crianga pré-operatoria verifica que, em uma gaveta, ha quatro

martelos, em outra ha quatro chaves de fenda e em outra quatro alicates, ela chega a essa

8 Simbolo que representa o Conjunto dos NUmeros Naturais.
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conclusdo, mesmo sem perceber, por constatar que é possivel casar os elementos de
qualquer uma dessas gavetas com os elementos de qualquer outra de maneira biunivoca.
“E essa abstragio dos elementos concretos dos conjuntos equivalentes de diferentes
objetos que nos leva a formar a nogdo de nimero natural, um fendmeno que ocorre muito
cedo em nossas vidas” (AVILA, 2001, p. 14).

O primeiro conjunto infinito com que nos familiarizamos é o conjunto dos
nameros naturais. A area do circulo, por exemplo, é o limite para o qual tendem &reas de
poligonos inscritos e circunscritos, aumentando-se indefinidamente o nimero de lados.
Neste caso, o numero de lados dos poligonos tende ao infinito. Chama-se conjunto
enumerdvel a todo conjunto equivalente aos naturais. Um conjunto infinito pode ser

enumeravel ou ndo enumeravel.

Conjunto Enumeravel é aquele cuja seqiéncia de elementos pode ser listada.
Definiremos como conjunto enumeravel todo conjunto que pode ser colocado em
correspondéncia bijetora com os nimeros naturais. Segundo Lima (2002), um conjunto
infinito X somente € enumeravel se existir uma bijecdo com os numeros naturais. f:
H—-X.

Assim, para dar um exemplo, o conjunto A = {2,4,6,8,...} dos numeros pares é
enumeravel porque, se faco corresponder a cada nimero natural o dobro desse nimero,
essa correspondéncia serd bijetora. Outro exemplo de infinitos enumeraveis sdo 0s
ndmeros racionais, conjunto dos numeros que sio quocientes de dois inteiros a/b, b#0.

Cantor mostrou que € possivel associar um unico niumero natural a cada nimero racional.

Até 1874 acreditava-se que todos os conjuntos infinitos fossem enumeraveis. A
partir dessa data, Cantor surpreendeu 0 mundo matematico com uma de suas primeiras
descobertas importantes sobre conjuntos, a de que o conjunto dos ndmeros reais ndo €

enumeravel, ou seja, tem cardinalidade diferente da do conjunto M dos nimeros naturais.
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Conjunto ndo enumeravel € todo conjunto infinito que ndo possa ser colocado em
correspondéncia bijetora com 0s nimeros naturais. Os numeros reais incluem os inteiros,
positivos, negativos, 0s racionais e os irracionais. Para ser considerado ndo enumeravel,
um conjunto X deve possuir cardinalidade maior que 0s nUimeros naturais, ou seja,

card(M) < card(X). A demonstracdo deste teorema é feita pelo chamado processo

diagonal de Cantor, usado em muitas outras situacdes (AVILA, 2001, p.17). Nesse
teorema, supfe-se que aquilo que se deseja estabelecer seja falso (nesse caso, que exista
uma bijecdo entre o conjunto N dos naturais e 0 conjunto R dos reais). Assim se deduz
uma contradicdo (DELAHAYE, 2006). Outro exemplo de conjunto infinito ndo
enumeravel € o intervalo (0,1), pois é impossivel listar todos os elementos contidos nesse

espaco, sendo este equipotente ao conjunto dos nimeros reais (GERONIMO, 2006).

A infinitude é caracteristica do conjunto do numero real, mas apresenta certos

problemas quando se deseja fazer uma defini¢do construtiva. Ao pensar nos nimeros 2/3

e /2 temos dois exemplos de reais que ndo podem ser expressos na forma de decimais

em sua totalidade. O nimero 2/3 é uma quantidade comensuravel com a unidade, ou seja,
trata-se de um numero racional. O nimero /2 é a diagonal de um quadrado de lado 1,

em que ndo se pode expressar como fragdo do comprimento do lado, assim, V2 éum
namero irracional. Nos dois casos, e de modo incontornavel no segundo, o infinito esta

ligado & convergéncia de diferentes fracbes rumo a um valor limite (MARTINEZ, 2006).

Para a compreensdo dos fenémenos fisicos, utiliza-se o sistema da analise
infinitesimal (derivada, integral, continuidade, etc.). A andlise infinitesimal nasce num
contexto geométrico, relacionado ao célculo de comprimentos, areas e volumes
delimitados por curvas, graficos de fungdes. Segundo Dehornoy (2006), muitos
resultados da aritmética sdo demonstrados gracas a analise, ou seja, pelo uso de nimeros
reais e fungdes. Desde que uma demonstracao utilize numeros reais, portanto, certa forma

de infinito estara presente.

Embora se tenha enfatizado a dimensdo matematica da questdo, é consideravel o

estudo do infinito em outros campos da ciéncia, como na fisica, por exemplo, ao tratar a
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questdo da infinitude do Universo. Segundo Gusmé&o®, em se tratando do Universo, ainda
existem duas grandes interrogagdes que se relacionam com o infinito: “Serd o nosso
Universo tudo o que existe ou fard parte de um sistema ainda mais vasto do qual ainda
nada sabemos? Serd o electrdo uma particula indivisivel ou possuird uma estrutura

interna com elementos constituintes ainda mais reduzidos”?

Para Fritzsch (2006), a primeira questdo aponta no sentido de uma vastidao
imensa, de um espaco infinito em todas as direcfes, que as nossas capacidades jamais
poderdo abarcar na totalidade. Sobre o Cosmos, até hoje os cientistas ndo obtiveram
resposta conclusiva a respeito, ainda que haja muitas indicacdes de que o Universo ndo
tenha limite. A segunda questdo vai na direcdo oposta, no sentido do infinitamente

pequeno.

A crenca atual dos fisicos é a de que os elétrons sdo constituidos por combinacgdes
de quarks. Poderdo estes ser constituidos por particulas ainda menores? No limite, o
atomo poderia até ser infinitamente pequeno, mas isso entraria em choque com a teoria
guantica. Tanto o infinitamente grande quanto o infinitamente pequeno sao definidos por
meio de um processo de limite e os fisicos tém problemas quando confrontados com o
fenémeno da infinitude, ja que estdo acostumados a provar premissas de sua ciéncia por
meio de experimentos, ou, a0 menos, acreditam fazé-lo. Neste sentido, a descoberta do

infinito ndo foi obra dos fisicos, mas, sim, dos matematicos (FRITZSCH, 2006).

Desenvolvimento Cognitivo

A Epistemologia Genética afirma que o processo de construgdo de
conhecimento inicia no ser humano a partir de seu nascimento e persiste por toda a vida.
Do ponto de vista intelectual, a crianga, ao nascer, ndo tem estruturas prontas, mas traz

consigo a capacidade de construi-las. De acordo com Piaget (1975a), desde o nascimento,

° Doutor em Matematica e professor da Universidade Federal Fluminense — retirado do site

http://www.educacaopublica.rj.gov.br/biblioteca/matematica/infinito/index.htm em 16/11/2008.
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séo construidas estruturas através de coordenacdes de sucessivas agdes exercidas sobre 0s
objetos e sobre as acdes. De acordo com as estruturas que o sujeito ja construiu, ele €
capaz de assimilar novos conhecimentos. As estruturas sao o ‘“resultado de uma
construcdo e ndo estdo dadas nos objetos, pois dependem de uma acéo, e nem no sujeito,

pois o sujeito deve aprender como coordenar suas ag¢des” (PIAGET, 2005, p.73).

Por meio do processo de adaptacdo, 0 sujeito assimila os elementos novos as
estruturas ja existentes e as acomoda a fim de incorporar tudo que lhe é novidade. O
processo de adaptacdo pode ser visto como uma equilibracdo entre assimilacdo e
acomodacdo. Segundo Piaget, a assimilacdo é necessaria e garante a incorporacdo de
elementos novos a uma estrutura ja existente. As estruturas organizam o conjunto de
todos os esquemas. Quando acomoda, 0 sujeito modifica a si mesmo para poder
incorporar elementos novos, oriundos da assimilacdo (BECKER, 2001). Fazendo isso, 0
sujeito vai construindo esquemas que lhe dao a possibilidade de conhecer cada vez mais,

através da interacdo com o meio fisico e social.

O problema central do desenvolvimento é compreender a formacéo, elaboracéo,
organizagdo e funcionamento das estruturas de conhecimento, as quais sdo organizadas
por meio de estadios que apresentam caracteristicas bem determinadas e particulares. O
desenvolvimento cognitivo é, segundo Piaget, caracterizado por uma sucessdo de
estadios: Sensdrio Motor, Pré-Operatorio, Operatorio Concreto e Operatério Formal. Para
a aquisicdo de um novo estadio é sempre necessaria a aquisicdo do anterior (PIAGET,
1975b). As intervencOes pedagdgicas podem acelerar e completar o processo, mas nédo
podem mudar a ordem dos estadios. “A transicdo de um estadio para o outro €, portanto,

uma equilibracdo no sentido mais classico da palavra” (PIAGET, 2005, p.106).

Cada estadio é definido em termos de uma estrutura operatoria, que, de algum
modo, estabelece os vinculos e as possibilidades cognitivas. O desenvolvimento
cognitivo através de estadios consecutivos ndo é linear, mas, sim, descontinuo. Cada
estadio corresponde a uma espécie de revolucdo na organizacdo da inteligéncia e,

correspondentemente, do mundo, num dominio cognitivo e de experiéncia, que evolui ao
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mesmo tempo com o sistema cognitivo envolvido. Cada estadio apresenta-se como uma
reorganizacdo, num plano diferente, das principais aquisicGes devidas aos estadios
anteriores (CERUTI, 1995).

O periodo sensério-motor caracteriza-se pela inteligéncia pratica, a qual envolve o
espaco imediato. Neste periodo, a crianga constrdi as nogoes de objeto, espago, tempo e
causalidade. A centralizagdo do universo € em torno do corpo e das proprias agoes. Este
periodo estende-se do nascimento da crianca até aproximadamente dois anos™. A
formacdo da inteligéncia sensorio-motora pode ser caracterizada por certos padrfes de
comportamento instrumental, muito antes do aparecimento da linguagem, testemunhando a
existéncia de uma logica a qual € inerente a coordenacdo das proprias acbes (PIAGET,
1972b).

A inteligéncia sensOrio-motora é “sem pensamento ou representacdo, sem
linguagem e sem conceitos” (DOLLE, 1987, p. 77 apud Caruso). Nesse periodo ha uma
intensa preparacdo para a construcdo da funcdo simbolica. Esse processo é descrito em A
formacdo do simbolo. O advento da funcdo simbdlica marca a passagem para o periodo
pré-operatdrio. Com a aquisi¢do da linguagem e a formacao do jogo simbdlico, as a¢des sao
interiorizadas e tornam-se representacdes, 0 que supde a reconstrucdo e a reorganizacao, em
um novo plano, do pensamento representativo. Porém, a logica desse periodo permanece
incompleta até que a crianca tenha 7-8 anos de idade (PIAGET, 1972b). O periodo pré-
operatdrio vai de dois até, aproximadamente, sete anos de idade. Neste estadio, o sujeito
ndo tem a reversibilidade do pensamento e também nédo ha conservacao das propriedades
fisicas do objeto. Neste estadio ainda ndo ha conservacao das acdes de pensamento, que é
o0 critério psicologico da presenca de operacdes reversiveis. Reversibilidade significa o
processo de ida e volta das a¢Ges no plano mental. A crianca pre-operatoria considera
situacOes estaticas e encaminha a explicacdo em funcdo de seus caracteres de forma

externa atual, mais do que em funcéo das transformacgdes que levam de uma situacdo a

10p partir de suas pesquisas, Piaget chegou a médias de idades para o surgimento dos periodos. Essas
idades nos servem de parametro. Cada individuo, contudo, atingird os periodos em momentos diferentes, o
que se deve as suas construgdes cognitivas.
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outra (PIAGET, 1976). O sujeito aqui ndo diferencia os processos fisicos observados de
suas acOes pessoais. No pensamento pre-operatorio predomina a abstracdo pseudo-
empirica, através da qual o sujeito retira dos observaveis caracteristicas que ele mesmo
introduziu neles (PIAGET, 1995).

O que caracteriza a passagem do pensamento pré-operatdrio para o operatorio é a
reversibilidade do pensamento. A reversibilidade se refere a habilidade de revisitar as
etapas do pensamento, realizando mentalmente as agdes. Estas agdes podem ser opostas
simultaneamente. Na acdo fisica, material, ndo é possivel fazer duas coisas opostas ao
mesmo tempo. Contudo, no plano mental, isto é possivel quando o pensamento se tornou
bastante movel para ser reversivel. “Somente quando as partes puderem ser reunidas na
mente é que a crianca podera ver que ha mais animais do que cachorros” (KAMII, 1984,
p.23). Na auséncia da reversibilidade ndo ha conservacdo da quantidade. A
reversibilidade é uma possibilidade permanente de volta ao ponto de partida,
reconhecendo que a ida e a volta fazem parte da mesma operacdo. A reversibilidade é
formada pela inversdo ou negacdo e reciprocidade. A inversdo ou negagéo caracteriza-se
pelas operacBes de classes e numeros. Possibilita-se a volta ao ponto de partida
invertendo a operacdo efetuada, tendo como resultado da operacdo uma anulagdo, por
exemplo, + A- A=0o0u+n-n=0.A reciprocidade caracteriza-se pelas operacdes de
relacdes. E a volta ao ponto de partida anulando uma diferenca. Por exemplo, se A = B,
entdo B = A, ou se A esta a esquerda de B, entdo B esta a direita de A (PIAGET, 1972b).

A crianca operatoria utiliza as duas formas complementares da reversibilidade,
mas sem fundi-las num sistema Unico e total (PIAGET, 1976). Se ndo ha esse
reconhecimento, ndo existe reversibilidade. Entdo, neste estadio, a reversibilidade fica no
plano das a¢des no aspecto material. Uma operacdo € uma acgdo interiorizada e reversivel,
assim, € um tipo particular de acdo que constréi as estruturas I6gicas (PIAGET, 1972).
Este periodo estende-se dos sete anos até aproximadamente doze anos de idade. Neste
momento o sujeito tem condi¢Oes de fazer operagdes, agcbes mentais que sdo realizadas
sobre elementos que existam no mundo real. Estas operagdes sdo, unicamente, concretas,

referindo-se a propria realidade e, em particular, aos objetos concretos, suscetiveis de
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serem manipulados e submetidos as experiéncias efetivas (PIAGET, 2005). O
pensamento € apoiado no plano material, logo o sujeito pode dizer, por exemplo, que ndo
é possivel contar grdos de areia que existem em uma garrafa, afirmando que sdo infinitos,

pois essa no¢do foge do que lhe é palpavel.

“O pensamento operatorio concreto, comparado ao pensamento pré-operatorio ou
intuitivo, se caracteriza por uma extensao do real na dire¢do do virtual” (PIAGET, 1976,
p.188). Isso significa que o pensamento comeca a se apoiar em elementos que ndo
existem no mundo concreto, real. Quando o pensamento da crianca se afasta do real, €
simplesmente porque ela substitui os objetos ausentes pela representacdo mais ou menos
viva, equivalendo ao real. Ao classificar os objetos, constroem-se conjuntos de tal forma
que novos objetos possam ser ligados aos objetos ja classificados, e novas inclusfes se

tornem possiveis.

O sujeito neste estadio consegue coordenar duas varidveis, mas nao tem método
sistematico para fazer variar um Unico fator, conservando iguais todas as outras variaveis.
Por isso ndo consegue concluir exatamente o funcionamento de um processo, somente
continua a classificar por associacdes e fazendo correspondéncias entre relagdes, ndo
conseguindo descobrir todos os fatores envolvidos nas situagdes que se depara (PIAGET,
1976). O pensamento concreto permite resolver todos os problemas propostos no plano
concreto, apresentando uma limitacdo de ndo generalizar todos os contetdos. O sujeito
processa um contetdo ap6s o outro e a realidade impde uma mistura de conteldos,

forjando novos instrumentos operatorios.

Como ndo existem instrumentos de coordenacdo geral entre agrupamentos
operatorios concretos, 0 possivel s6 é concebido como prolongamento direto do real
(PIAGET, 1976). Segundo Inhelder, Sinclair e Bovet, (1977 p.100) “a aquisi¢do de um
esquema operatorio parece se efetuar, primeiro, pela passagem de uma acéo efetiva a uma
acdo efetuada mentalmente, mas que permanece um decalque de uma acdo especifica,

depois, finalmente, a uma agao interiorizada reversivel”.
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Tanto no estadio operatorio concreto quanto no formal, o sujeito opera, ou seja,
age mentalmente. O que difere é o objeto com o qual opera. Ao ingressar nas operacoes
formais, que inicia em média aos doze anos de idade, o sujeito torna-se capaz de operar
com objetos ndo concretos. Ao substituir os objetos por enunciados, superpde-se uma
nova logica, chamada logica das proposi¢es, comportando um ndmero bem maior de
possibilidades operatorias que os simples agrupamentos de classes e relacfes. “A logica
das proposicOes caracteriza-se por comportar necessariamente uma combinatoria. As
operacbes de combinacdo sdo precisamente operag0es de segunda poténcia: as
permutacdes sdo seriacOes de seriacOes, as combinagdes sdo multiplicacdes de
multiplicagdes” (INHELDER e PIAGET, 1976, p. 187).

O pensamento formal é hipotético-dedutivo, isto é, capaz de deduzir as
conclusdes de puras hipdteses e ndo somente atraves de uma observacao real. Suas
conclusdes sdo validas, independente da realidade de fato, sendo por isso que esta forma
de pensamento envolve uma dificuldade e um trabalno mental muito maior que o
pensamento concreto (PIAGET, 2005). Segundo Piaget (2005, p. 59 -60),

“a constru¢do do pensamento formal trata-se, ndo somente
de aplicar as operagdes aos objetos, ou melhor, de executar,
em pensamento, acles possiveis sobre estes objetos, mas de
‘refletir’ estas operagdes independentemente dos objetos e de
substitui-las por simples proposigdes. Esta ‘reflexdo’ é,
entdo, como um pensamento de segundo grau: 0 pensamento
concreto € a representacdo de uma acgdo possivel, e o formal
¢ a representacdo de uma representagdo de agdes possiveis”.

O pensamento formal permite formular hipoteses, isto é, operar sobre o possivel,
em vez de limitar-se a uma estruturacdo direta das acOes concretas. A logica das
proposicdes é uma ldgica de todas as combinagfes possiveis do pensamento, tanto no
caso em que tais combinagdes aparecem com problemas experimentais, quanto no caso
em que aparecem diante de problemas puramente formais (INHELDER e PIAGET,
1976). A nocdo de infinito ndo envolve a manipulacdo concreta, pois 0 pensamento

apoia-se nas coordenagdes das acOes do sujeito (abstracéo reflexionante), exigindo uma
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experiéncia légico-matematica mais refinada. Experiéncia matematica é a acdo sobre os
objetos e retirar, ndo somente deles, mas das acGes e das coordenagdes das acdes,

qualidades que no sao proprias™.

O pensamento tem a necessidade logica de comprovar o real. Testar uma hipdtese
no plano virtual exige operacdes em um grau diferente de complexidade, do que no
mundo concreto. “As operagdes formais fornecem ao pensamento um novo poder, que
consiste em destaca-lo e liberta-lo do real, permitindo-lhe, assim, construir a seu modo
mediante reflexdes e teorias. A inteligéncia formal marca, entdo, a libertacdo do
pensamento e nao é de admirar que este use e abuse, no comec¢o, do poder imprevisto que
lhe ¢é conferido” (PIAGET, 2005, p.58).

Ao explicar o desenvolvimento de um conjunto de estruturas, Piaget (1972b)
destaca a maturacao, tendo essa um papel muito importante, mas ndo explica o processo
de desenvolvimento. O papel da experiéncia € importantissimo no desenvolvimento das
estruturas cognitivas. Mas isso ndo é tudo. Observamos, por exemplo, uma prova
realizada por Piaget sobre Conservacdo da Substancia’. Mostra-se a uma crianca uma
forma feita com massa de modelar. Em seguida, muda-se a forma desse objeto, mas
continua a mesma quantidade de massa, e pergunta-se o que aconteceu. Conforme a
resposta do sujeito, observa-se se ele conserva ou ndo a quantidade de massa. Nenhum
experimento ou experiéncia pode mostrar por si s6 a alguma crianca que ha a mesma
quantidade de substancia. Isso sé é possivel se ela construir relacbes para compreender o
que mudou e O Que conservou nos processos oObservados. “Essa conservagdo de
substancia ¢ simplesmente uma necessidade logica” (PIAGET, 1972, p.5). De acordo
com Piaget (1972), a partir disso, compreende-se que, quando ha uma transformacao,
algo dever ser conservado. Para reverter uma transformacéo pode-se voltar ao ponto de
partida e de novo ter a mesma forma geométrica. A crianca sabe que algo € conservado,
mas ndo sabe o0 qué. Ainda ndo € o peso, nem o volume; é simplesmente a forma ldgica,

uma necessidade logica.

YA experiéncia fisica retira caracteristicas dos objetos e das acdes e a experiéncia l6gico-matematica retira
caracteristicas das coordenacgdes do pensamento.
12 Segundo a teoria de Piaget substancia refere-se a quantidade de massa do objeto, quantidade de matéria.
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Nocéao de infinito

Entende-se nogéo como “uma idéia ou conceito suficientemente basico que se tem
de algo ou ainda, uma representacdo mental” (MORA, 1964, p.1344) (tradug¢do minha).
Segundo Abbagnano (1962, p.682), define-se nocao com dois significados fundamentais:
“um muito geral, para o qual nogdo ¢ qualquer ato de operagdo cognoscitiva; € outro
especifico, para o qual ¢ uma classe especial de atos ou operagdes cognoscitivas”. Ou
ainda como uma “primeira operagdo de nosso intelecto, isto &, aquela pela qual
exprimimos uma coisa com uma imagem, [...], que parecem ter origem e existéncia
constante mais no pensamento dos homens do que a realidade das coisas”. No¢do pode
ser entendida como uma “representagdo das coisas na mente, por outros chamada de

idéia”.

Matematicamente falando, uma nocdo é estabelecida através de sua definigéo.
Muitas definicbes em matematica sdo dadas por meio de outras nogdes que ja foram
estabelecidas. Ao iniciarmos o estudo de certo contetido matematico, somos obrigados a
adotar, sem definir, as primeiras noc@es, chamadas de nocdes primitivas. O exemplo
classico sdo as nog¢des primitivas, as nocdes de ponto, reta e plano em Geometria
Euclidiana, adotadas sem definicdo. Seguindo o mesmo raciocinio feito com as nocoes,
temos também os primeiros resultados que ndo podem ser demonstrados, 0s quais sao
denominados Axiomas ou postulados (GERONIMO, 2006).

Visitando o dicionario de filosofia de Abbagnano (1962), encontramos trés
diferentes significados para o termo infinito: O primeiro como infinito matematico que é
“a disposi¢do ou a qualidade de uma grandeza”, o segundo como infinito teoldgico que ¢
“a ilimitacdo de poténcia” e o terceiro como infinito metafisico que ¢ “a auséncia de
acabamento” (p. 535). Mora (1961, p. 934) chama a atencdo para a “distingdo entre

indefinido e infinito”. Segundo ele, o infinito é algo que estd sendo, mas ndo é. Aqui
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abordamos o infinito matematico tomado como um processo que pode ser percorrido,

mas nunca completamente.

Jean Piaget estudou, entre outras, a nocao de espaco na crian¢a, a nogdo de tempo,
a nocao de velocidade, de nimero, de quantidade, de peso, de volume, de comprimento,
de volume espacial. Em Conversando com Jean Piaget, Piaget fala como uma crianca
pensa sobre as possibilidades que se tem para juntar dois pontos. Aos sete anos eles tém
uma idéia de que seja através de uma reta, uma curva ou um ziguezague. Pelos onze anos,
se retrata uma primeira manifestacdo de pensamento sobre infinito. Quando questionado
sobre 0s possiveis caminhos entre o ponto A e o ponto B, um sujeito respondeu: “Mas ¢é
infinito, o que é que vocé quer que eu diga, ¢ infinito”. Piaget, nesta obra, ainda diz que
infinito é algo do ponto de vista da compreensao, isto é, qualidades, predicado, e por

outro lado é o ilimitado, do ponto de vista do numero de extensdes (BRINGUIER, 1977).

Para conceber o infinito, é necessario que 0 sujeito apOie seu pensamento em
idéias e ndo somente em objetos concretos. A estrutura do pensamento deve ser capaz de
construir relacdes entre as idéias. A partir do referencial piagetiano, é possivel pensar que
0 sujeito s6 podera construir a no¢do de infinito quando apoiar seu pensamento no
estruturalmente possivel e puder superar o suporte material, raciocinando em termos de

hipdteses.

Apoiar o0 pensamento no mundo material significa retirar caracteristicas somente
do que se observa e, a partir disso, construir relagdes. O sujeito, a0 permanecer na
materialidade dos fatos, restringe seu pensamento e fica preso a essa materialidade
(PIAGET, 1995). Ao limitar-se ao materialmente possivel, o sujeito terd idéias
equivocadas e restritas acerca do infinito, pois ndo tem condi¢des de virtualizar o
pensamento, o que € condicdo necessaria para construcdo da nocao de infinito. Se o
sujeito ndo operar com seu pensamento no plano do estruturalmente possivel, ndo

compreende o infinito, pois € um conceito que ndo se define no plano do concreto.
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O estruturalmente possivel refere-se a possiveis operacbes e relacOes
estabelecidas que o sujeito faz no mundo das idéias. Sao transformacdes apenas virtuais,
nas quais o sujeito efetua todas as possibilidades, ainda que elas ndo possam ser
realizadas no mundo real. E como se 0s sujeitos pudessem testar todas as hipoteses de
maneira muito rapida, em tempo quase imperceptivel. Segundo Inhelder e Piaget (1976),

no mundo virtual as operacfes no pensamento sdo atemporais.

As operagdes como a reversibilidade, a negagdo ou a reciprocidade funcionam
todas juntas, sem ordem temporal. Segundo Silva (2009)*, dizer ordem temporal
significa que ndo penso primeiro com reversibilidade, depois com reciprocidade, depois
com negacdo. Todas as operacdes ldgico-matematicas funcionam juntas, por isso sdo
atemporais, ou seja, ndo tém sequéncia. Quando pensamos em uma nog¢do como a do
infinito, de imediato usamos simultaneamente todas as operagdes l6gico-matematicas. A

atemporalidade é exclusividade das operacdes formais.

De acordo com a Epistemologia Genética, o0 mundo real estd baseado nos
processos de pensamentos que o sujeito realiza, apoiando seu pensamento nos objetos
fisicos ou sobre aspectos materiais da prdpria acdo. A experiéncia fisica consiste em agir
sobre os objetos e construir algum conhecimento sobre esses objetos mediante a
abstracdo feita, retirando caracteristicas materiais ou observaveis das acdes, sem
estabelecer relagdes com os dados obtidos. Essa € uma abstracdo empirica. A abstracdo
empirica “busca atingir o dado que lhe € exterior, isto ¢, visa a um contetido em que 0s
esquemas se limitam a enquadrar formas que possibilitardo captar tal conteudo”
(PIAGET, 1995, p. 5).

Ao estabelecer relagdes entre objetos, isto é, fazer comparagfes, analises entre
eles, esta-se retirando caracteristicas ndo mais proprias dos objetos, mas caracteristicas
que so existem na mente de quem faz essas relagdes. Estas relagdes sao realizadas pelas

coordenagdes das acdes e a esse processo Piaget chamou de Abstracdo Reflexionante,

3 Conforme entrevista realizada com Jo&o Alberto da Silva, doutor em Educacio, em 16/02/2009 sobre O
que é atemporal em Piaget?
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que € a base para o desenvolvimento do raciocinio légico-matematico. Ela apoia-se sobre
todas as atividades cognitivas do sujeito, como esquemas ou coordenacdes de acoes,
operacOes e estruturas, para delas retirar certos caracteres e utilizad-los para outras
finalidades que podem ser novas adaptagdes, novos problemas, etc. O conhecimento ndo
é construido a partir dos objetos, mas mediante as acdes efetuadas sobre os objetos
(PIAGET, 1995).

Segundo Piaget (1995), o mundo virtual caracteriza-se quando o sujeito apdia-se
sobre todas as suas atividades cognitivas, coordenando suas ac¢des, transpondo a um plano
superior do seu pensamento, reconstruindo ou reorganizando em outro plano o que
colheu do anterior, 0 que ocorre em todas as etapas de desenvolvimento cognitivo. A
coordenacdo das acles liga as agBes ou esquemas de acBes as coordenagdes mais
estaveis, ndo estaticas, que sdo as estruturas, estruturadas e estruturantes ao mesmo
tempo. Uma forma importante de pensar isso € a da coordenacdo entre esquemas.
Segundo Becker™, é essa coordenacdo que faz emergir estruturas renovadas ou novas
estruturas aumentando nossa capacidade de conhecer ou de aprender. A abstragédo
empirica ndo existe sem a abstraco reflexionante. E a partir de novas coordenacdes das
acOes realizadas que o sujeito tem condicGes de retirar novas caracteristicas de forma
empirica dos objetos. A abstracdo empirica ndo conduz a nenhuma aprendizagem sem um

quadro assimilador, significador, da abstracéo reflexionante.

Como exemplo do que foi afirmado anteriormente, a crian¢a ndo poderia construir
a relacdo de diferente se ndo pudesse observar propriedades de diferenca entre os objetos.
Para conseguir desenvolver esse tipo de raciocinio € necessario que exista uma
coordenacdo das agOes fisicas e mentais do sujeito. Essa coordenacdo das relacdes é o
conhecimento logico-matematico (KAMII, 1984). A crianga progride na construcdo do
conhecimento logico-matematico pela coordenacdo das relagbes simples que

anteriormente ela criou entre os objetos. Ao colocar todos os tipos de contetdo, como

 Fernando Becker em 2008/02 no seminario de Abstracdo Reflexionante — Processo de construgdo e
generalizacdo das estruturas formais.
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objetos, eventos e acdes dentro de todos os tipos de relagdes, a crianca desenvolve

nocoes. A nocao de numero é construida a partir dessas relacées.

A diferenciacdo entre os dois tipos de abstracdo parece ndo muito importante
enquanto a crianca estd aprendendo 0s numeros pequenos, por exemplo, de 1 até 10.
Porém, ao prosseguir em direcdo a niUmeros maiores tais como 999 e 1000, fica claro que
é impossivel aprender cada numero até o infinito atraves da abstracdo empirica a partir de
manipulacdo de conjuntos de objetos ou figuras. Os numeros sdo aprendidos pela
abstracdo de reflexao, a medida que a crianga constroi relagdes. “Como essas relagdes sdo
criadas pela mente, é possivel entender nimeros como 1.000.002 mesmo que nunca

tenhamos visto ou contado 1.000.002 objetos num conjunto” (KAMII, 1984, p.19).

As coordenacdes das acOes do sujeito e o proprio processo reflexionante podem
permanecer inconscientes ou dar lugar a tomada de consciéncia e conceituacdes variadas
(PIAGET, 1995). A tomada de consciéncia é a apropriagdo dos mecanismos das agdes
préprias, 0 que permite que o sujeito se dé conta do que fez e como fez, reconstruindo o
seu fazer em novo patamar (PIAGET, 1975). A abstracdo refletida é o resultado de uma
abstracdo reflexionante, assim que se torna consciente, e isto independente do seu nivel
(PIAGET, 1995).

Através da tomada de consciéncia, o sujeito compreende determinado conceito e 0
generaliza para outros contelidos. E através da abstracdo refletida que o sujeito constroi
conceitos, abrindo caminhos para sua generalizacdo. A generalizacdo é um processo que
presume uma abstracdo. Ao generalizar, o sujeito tem a possibilidade de construir novas
totalidades e, com isso, constroi novas relacdes e aplica a novos conteudos (PIAGET,
1978b).

Ao generalizar o conceito de infinito, o sujeito amplia suas estruturas de
conhecimento e aplica as mais diversas situacdes com as quais se depara. Sujeitos que
ndo generalizam o conceito de infinito ndo conseguem descolar da materialidade nas

provas concretas e na entrevista limitam-se a respostas parciais.
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Uma nocédo tem algumas representacfes, mas representacdo nao é uma tomada de
consciéncia. Uma tomada de consciéncia ndo é uma simples iluminacdo. O pensamento
vai assumindo necessidades, ndo num sentido bioldgico ou psicolégico, mas num sentido

I6gico, de explicacGes mais refinadas.

O pensamento operatorio concreto é limitado pelas operagdes concretas do
sujeito. As organizacdes em relacdo ao conteddo acontecem sob sua forma atual e real,
ndo sendo imediatamente generalizaveis. Mesmo o sujeito tendo alguma nocéo, limita-se
a aparéncia do evento, ou seja, suas respostas se restringirdo ao suporte material, podendo
confundir infinito com algo muito grande. Neste tipo de pensamento, o real domina o
pensamento e o possivel esta subordinado ao real porque esta limitado pelas acfes na sua
concretude. O conjunto das operacBes concretas chega apenas a um conjunto restrito de
transformacdes virtuais, e, portanto, a uma nocao do possivel que é apenas uma extensao
(ndo muito grande) do real (PIAGET, 1976). Com o aparecimento do pensamento formal,

o real passa a ser apenas um setor do mundo dos possiveis.

[...] podemos falar de operagdes ou de relagbes possiveis
para indicar aquelas que o sujeito concebe como possiveis,
isto €, as que sabe que pode efetuar ou construir, mesmo
que ndo o faca efetivamente: é o que denominaremos
materialmente possivel, e reconhecemos imediatamente
como 0 que acima caracterizamos como sendo o possivel
do ponto de vista do sujeito. Mas poderiamos também
atribuir & qualificacdo de possiveis as operacoes e relagdes
gue o sujeito seria capaz de efetuar ou de construir, mas
sem que pense fazé-lo, isto é, sem que tome consciéncia
dessa eventualidade, nem de sua capacidade a respeito: é o
gue denominaremos 0 estruturalmente possivel, que &,
portanto, o possivel do ponto de vista do observador
(INHELDER e PIAGET, 1976, p. 195). (grifo meu).

As transformacdes que o sujeito podera introduzir no sistema percebido apoiam-
se em acdes virtuais. Essas acOes virtuais se constituem de representacdes ou de
operagOes reais. O materialmente possivel ndo constitui mais do que uma modalidade do

pensamento real do sujeito. Segundo Piaget (1976, p. 195) “é esta modalidade que
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adquire uma importancia muito grande ao nivel do pensamento formal e que, por isso, se
subordina a modalidade do pensamento real do sujeito”. Superar o material € uma

condigdo necessaria, mas ndo é suficiente para a construgdo da nogéo de infinito.

No nivel operatorio formal, o sujeito torna-se capaz de operar com objetos ndo
concretos, fazendo deducbes de coisas ndo concretas e raciocinando em termos de
hipoteses. Essas hipoteses sdo as possibilidades que sdo pensadas, independente de serem
verdadeiras ou falsas. Acredita-se que, para a constru¢do da nogdo de infinito matemaético,
0 sujeito deve apoiar seu raciocinio em abstracdes reflexionantes no plano do possivel, ou
seja, diferentemente dos periodos anteriores, ele deve trabalhar com nocbes que néo

existem no mundo real e sim no mundo das possibilidades.

Mas como o sujeito vem a conhecer o que € infinito? Onde o sujeito age sobre o
infinito? Fazer essa reflexdo é fundamental, uma vez que a Epistemologia Genética nos
possibilita a compreensdo do desenvolvimento das estruturas cognitivas. Questionar onde
0 sujeito age refere-se ao mundo fisico ou ao mundo das idéias. Ao conhecer fisicamente
um objeto, se tem condicOes de listar caracteristicas que sao Vvisiveis nos proprios objetos,
podendo-se extrair essas caracteristicas. Essas caracteristicas podem ser cor, peso,
tamanho, funcdo, qualidade, textura, etc. Segundo Piaget, essa extracdo de qualidades
fisicas do objeto refere-se a uma abstracdo empirica.

Para a nocdo de infinito, o sujeito necessita do raciocinio operatério formal. Em
principio, todos os individuos normais sdo capazes de chegar ao nivel das estruturas formais
na condicdo de que o meio social e a experiéncia adquirida proporcionem ao sujeito
“alimento cognitivo e estimulacdo intelectual necessarios para cada constru¢do” (PIAGET,
1972 b, p. 6).

A transmissdo social também é um fator levado em conta para a compreensédo
das estruturas. Mas a informacdo somente é compreendida se ja estiver desenvolvida uma
estrutura que capacite ao sujeito a assimilagio dessa informagéo (PIAGET, 1972). E por

esse motivo que ndo se pode ensinar uma matematica mais complexa para criancas
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pequenas. Por mais que se tente ensinar o que € infinito via transmisséo social, o sujeito
somente consegue compreender se tem estrutura para isso. Esse € um erro que se comete
constantemente no sistema de ensino. O professor acredita que, ao ensinar via linguagem
determinados conteldos ou conceitos, o aluno aprende. E se ele explicar bem, o aluno
aprende melhor ainda. Essa crenca estende-se desde as séries iniciais até o ensino
superior. Muitos professores universitarios, como mencionado na introducdo, também
tém essa crenga. Caso o aluno ndo tenha uma nog¢do muito clara sobre o que esta sendo
proposto matematicamente, explicam o conceito através da linguagem, via transmissao.

Feito isso, acreditam que o aluno tenha aprendido tal no¢éo ou conceito.

Isso se exemplifica em uma afirmacéo feita por um professor de matematica em
relacdo a determinados alunos ndo saberem tal definicdo: N&o saber, por exemplo, que o
conjunto de numeros reais ou uma superficie sdo exemplos de conjuntos infinitos
significa ndo ter construido a noc¢do de infinito, ou faltou a professora ou o professor nos

dizer que esses conjuntos sao infinitos?

N&o saber isso, ainda, € porque o sujeito ndo construiu estrutura que lhe
possibilite fazer tais constatacdes. O problema central do desenvolvimento é
compreender a formacdo, elaboracdo, organizacdo e funcionamento das estruturas
mentais. Como seré que isso se desenvolveu nos sujeitos que concebem ou ndo o que é o

infinito?
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METODOLOGIA DA PESQUISA

Esta pesquisa teve sua coleta de dados realizada por meio de provas criadas com
inspiracdo no método clinico piagetiano. No primeiro momento houve a realizacdo de
provas concretas e, em seguida, foi realizada uma entrevista. Como se pretende investigar
a nocao de infinito no sujeito, as intervencdes ocorrem de forma sistematica, por meio de
uma conversa livre com o entrevistado. Nessa intervencdo, pretende-se reconstruir o

modelo mental do sujeito, orientando sua atuagdo na situagao concreta.

Para a coleta de dados foi construido um roteiro de perguntas semi-estruturado,
baseado no método clinico piagetiano. O método clinico ou método de exploracéo critica
é um procedimento de coleta e analise de dados que fornece ao pesquisador possibilidade
de compreensdo do pensamento e do comportamento dos sujeitos. Piaget o utilizava
como ferramenta de investigacdo. Caracteriza-se ele por instaurar a interacdo sujeito
pesquisador e tentar-se descobrir 0 que se passa na sua cabega, ou seja, “como ele
organiza seu pensamento, como ele percebe, age e sente” (DELVAL, 2002, p.67). A
intervencdo do entrevistador € sistematica, mantendo uma conversa livre com o sujeito na
qual o entrevistador jamais pode fazer perguntas sugestionadas, perguntas que sugerem a

resposta ao entrevistado, desconsiderando o seu pensar.

O método é flexivel para dar conta das inimeras possibilidades que podem
surgir ao longo de uma experiéncia ou entrevista, a0 mesmo tempo em que exige uma
organizacdo muito rapida das hipdteses e do pensamento do pesquisador para que seja
aplicado da maneira mais adequada. Nessa intervencao, o entrevistador dever reconstruir
0 modelo mental do sujeito, orientando sua atuacdo na situacdo concreta (DELVAL,
2002).

Quanto aos instrumentos, as provas concretas tém a funcdo de investigar as
diferentes nogOes de infinito e a entrevista clinica funciona como uma contra
argumentacdo, que tem o objetivo de analisar mais detalhadamente como se formou o

curso do pensamento. A contra argumentacdo consiste em uma pergunta que se faz para o
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entrevistado, para certificar-se melhor de como ele pensa. Pode-se expor o pensamento de
outra pessoa sobre 0 mesmo assunto e perguntar o que o sujeito acha. Costuma-se
também expor uma situacdo contraria ao seu pensamento e, a partir dai, observar as

justificativas e as argumentagdes que o sujeito elabora.

O objetivo desta pesquisa € elucidar os processos mentais elaborados pelos
sujeitos na solucdo de problemas que levam ao infinito, observando as possiveis
tentativas de generalizacdo que o sujeito constroi sobre o infinito. O problema desta
pesquisa €: Compreendem-se nocdes de infinito matematico de sujeitos adolescentes e
adultos como resultado de uma construcdo progressiva realizada por patamares? A

hipotese que guia este trabalho é que a nogéo de infinito € construida.

Sujeitos

Os sujeitos desta pesquisa sdo de diferentes idades e de diferentes graus de
instrucdo e area de atuacdo. Por serem sujeitos que ja concluiram a sétima série do ensino
fundamental®, acredita-se que ja trabalharam em algum momento da vida escolar, com a
idéia ou o conceito de infinito'®. Afirma-se isso em funcdo da seqiiéncia de contelidos
como sdo abordados no curriculo escolar. Estes sujeitos podem ou nédo ter construido

alguma nocéo.

As idades variaram entre 13 anos e 73 anos. A escolaridade varia entre ensino
fundamental incompleto, ensino fundamental completo, ensino médio incompleto, ensino
médio completo, ensino superior incompleto e ensino superior completo, abrangendo
estudantes, profissionais da salde, marketing, marcenaria e professores de diferentes

areas.

5 A escolha dos sujeitos a partir da sétima série foi em funcéo de ja terem tido algum contato com o
infinito, ainda que indiretamente.
18 Em disciplinas como matematica, histéria ou geografia.
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Foram selecionados quatro sujeitos para o estudo piloto e doze para a analise dos
dados. O convite para a pesquisa levou em consideracdo a disponibilidade dos sujeitos,

bem como a assinatura do termo de consentimento informado.

Quadro com caracteristicas dos sujeitos:

Sujeito Idade Sexo Grau de escolaridade Area de atuacdo
ALA 14 = lano E. M. Estudante
BET 19 = Superior inc. Area da salde
CAU 25 = Ens. Médio completo Servicos
DIL 25 M Ens. Sup.completo Area da salide
ETI 38 M Ens. Médio completo Prestacdo de servicos
FIL 24 = Ens. Sup. incompleto Area da salde
GUI 26 M Ens. Sup. incompleto Area da salde
HUT 23 = Ens. Médio completo Professor da é&rea de
ciéncias humanas
IRI 73 = Ens. Sup. completo Professor da é&rea de
ciéncias humanas.
JAT 43 = Ens. Fund. incompleto | Area de comunicacgo
LIS 13 M Oitava série Estudante
MOR 42 M Ens. Médio completo Industria

Coleta de dados

A coleta de dados foi feita individualmente, registrando os dados por meio de
gravador de voz. Esses registros foram posteriormente transcritos. Os participantes

assinaram o termo de consentimento informado, que se encontra em anexo.
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Trajetdria da construcéo dos instrumentos

A elaboracéo dos instrumentos para a coleta de dados foi muito importante, pois
tinha clareza do que queria investigar, mas faltava o instrumento. Procurei alguns
instrumentos para atender as necessidades da investigacdo, mas ndo encontrei nada
pronto. Desde o principio tive muita vontade de construir o instrumento. Essa foi uma das

partes mais dificeis da pesquisa.

A entrevista inspirada no método clinico piagetiano foi o primeiro instrumento de
investigagdo a ser construido. Ao iniciar meu conhecimento e uso do método clinico,
construi uma entrevista semi-estruturada, com inten¢do de auxiliar na investigacdo da
nocdo de infinito. Como o conteldo da investigacdo proposto é algo sem existéncia
material, iniciei a tentativa de construgdo de provas concretas. Pensei em materiais que 0s
sujeitos pudessem manipular concretamente. Mas como construir um material concreto
para trabalhar com o infinito? Essa questdo me acompanhou por muito tempo. Buscava
atividades possiveis de realizar através de acdes concretas e a construcdo dos
instrumentos de coleta de dados foi bastante trabalhosa. A criacdo do instrumento surgiu
do pensar e repensar, resultando na construcdo de trés provas com material concreto.
Conheci um trabalho de Piaget em A Representacdo do Espaco na Crianca que
pesquisava nocBes de continuo. A partir disso, tive mais confianca nas minhas provas

concretas.

Uma questdo levantada na andlise do projeto da pesquisa foi: Como poderia um
conceito tdo abstrato e complexo ser explorado, trabalhado e discutido a partir de provas
concretas e materiais manipulaveis? As atividades propostas iniciam com agdes concretas
do sujeito. Ao realizar a acdo, o material concreto vai tomando um tamanho muito
pequeno, mas a acdo pode ainda ser realizada. Embora a materialidade ofereca
dificuldades no manuseio, as atividades seguem infinitamente, pois a possibilidade de

prosseguir na acao acontece ndo mais no concreto e sim no pensamento de cada sujeito.
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As atividades oportunizam ao sujeito confrontar-se com a possibilidade de néo ter fim,
pois transportando sua acdo do material concreto ao mundo das idéias, possibilita-se, ao

sujeito, imaginar um numero muito grande e sem fim.

Para possibilitar que a acéo concreta prolongue-se em pensamento, foi construido
um quadrado de cartolina com lado de 30 cm. A atividade consiste em orientar o sujeito a
dividir o quadrado até quando puder. Ao realizar o corte até onde o material permite,
questiona-se o sujeito sobre o que acontece a partir dai. Ao virtualizar sua acdo, operando
no mundo das idéias, o sujeito raciocina com as possibilidades, podendo dar-se conta que,
neste caso, se pode realizar infinitamente esta acdo. Mantendo sua acdo apenas no
material concreto, admite que a possibilidade de corte seja até onde o material permitir.
Nesta atividade, ao mesmo tempo em que as possibilidades de cortes sdo muito grandes,
0 quadrado vai assumindo um tamanho muito pequeno, tendendo a um tamanho
infinitamente pequeno. O infinitamente pequeno somente foi aceito na matematica
guando ndo se relacionava mais a pequenos objetos matematicos, mas a limites. As
quantidades véo se aproximando cada vez mais de seu limite. Isso se refere ao infinito em
poténcia, conforme foi definido nos pressupostos tedricos sobre o infinito (DELAHAYE,
2006).

A segunda atividade foi pensada para que seu resultado chegasse a uma
quantidade também infinita, e, para isso, pensei na quantidade de raios de um circulo. Ao
solicitar que o sujeito desenhe todos os raios de um circulo e pensar quantos sao, consigo
verificar como estd organizado seu pensamento sobre a nocdo de infinitude dos raios.
Entrega-se ao sujeito um circulo de madeira e solicita-se a atividade, descrita na Prova do
Circulo. Para verificar se infinito ndo esta sendo relacionado a um nimero muito grande,
que foge da capacidade imaginativa, é proposta como atividade a manipulacdo e
contagem de gréos de areia. O sujeito deve responder 0 que pensa sobre a quantidade de

gréos de areia que ele mesmo coloca em uma garrafa.
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Nunca imaginei que construir um instrumento fosse algo tdo desafiador. Como
ndo existe um instrumento para investigar a no¢do de infinito matematico e essa era
minha indagagéo, tive que aceitar o desafio proposto por mim mesma. Apresento, nas

consideragdes finais, uma nova versédo para os instrumentos.

Instrumentos

Os instrumentos para a coleta de dados servem para auxiliar a compreensao de
como pensa quem estamos investigando. A partir do estudo piloto, o roteiro sofreu alguns
ajustes. Foram construidas trés provas que utilizam material concreto. A intencdo foi
construir provas que levassem a resultados finitos e infinitos. A prova que trabalha com o
resultado finito utiliza uma quantidade grande, na qual o sujeito tem condicdes de
verificar a sua finitude apoiando-se somente no materialmente existente. Esta se

denomina Prova da Areia.

As provas que trabalham com o infinito sdo duas. Uma denomina-se Prova do
Quadrado, tendendo a um resultado infinitamente grande de possibilidades de corte e
infinitamente pequeno no que diz respeito ao tamanho que vai tomando o objeto. A outra
prova denomina-se Prova do Circulo. Essa apresenta um resultado infinitamente grande
no que se refere a quantidade de raios existentes no circulo. Se o sujeito apoiar-se
somente na experiéncia fisica, ndo terd condi¢cGes de observar que 0s resultados das
provas dirigem-se ao infinito. Nas trés provas trabalha-se somente com o infinito

enumeravel, do qual se pode fazer a contagem.

Foi realizado um estudo piloto com quatro sujeitos, com o fim de aprimorar 0s
instrumentos de coleta de dados, verificando se as provas eram operacionalizaveis, se as
perguntas eram sugestivas ou ndo, quanto tempo levaria sua execucgéo e qual a melhor
ordem de realiza-las. Ndo houve pretensdo de que essa coleta fosse utilizada para uma

analise prévia. Durante o estudo piloto removi uma pergunta, que estava dando
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oportunidade para fabulacdo'’. Na coleta e na analise dos dados, comecei a perceber que
outras perguntas ndo estavam verificando no¢des de infinito diretamente, pois abordavam

nogdes de comensurabilidade, incomensurabilidade e outras.

Seguem as descri¢Oes das provas com 0s roteiros semi-estruturados.

Prova do Quadrado

Material utilizado: Quadrado de cartolina de 30 cm de lado, um lapis, uma tesoura

e uma régua graduada.

Procedimento: Entrega-se ao sujeito um quadrado de 30 cm de lado e pede-se
para que ele divida esse quadrado em quatro novos quadrados iguais. Depois de recorta-
lo, toma-se somente um destes novos quadrados (15 cm de lado) e pede-se para que 0
sujeito faca novamente a divisdo e o recorte. Encontrara quatro novos quadrados de 7,5
cm de lado. Pede-se que a divisdo e o recorte sejam feitos com esse novo quadrado,

encontrando quatro novos quadrados de 3,75 cm de lado e assim sucessivamente.

1) Ao entregar o quadrado de 30 cm pergunta-se: E possivel recortar este
quadrado em quatro novos quadrados iguais?

Solicita-se ao sujeito que realize a tarefa, conforme descrito na proposta.

Quando o sujeito estiver realizando a atividade, pergunta-se:

2) Até que momento tu podes fazer essa divisao utilizando o material que tu tens?

3) Até quando poderemos dividir estes quadrados?

4) Qual o menor lado ao qual esse quadrado pode chegar?

5) Mesmo que tu ja ndo consigas recortar, até que ponto seria possivel dividir?

Pode-se utilizar aqui a contra-argumentacdo. Em funcdo da resposta pode-se dizer,

por exemplo: Uma pessoa da tua idade me disse que a divisdo ndo pode mais ser feita. Tu

7 Entende-se aqui que fabular é uma fuga do tema, criando outras hipéteses para a resposta.
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achas que ela esta errada ou correta?

6) Podemos saber quantas vezes € possivel fazer essa divisdo?

Pode-se utilizar aqui a contra argumentacdo, por exemplo: uma pessoa da tua
idade me disse que podemos fazer a divisdo 8 vezes ou 500 vezes, dependendo da

resposta do sujeito.

Na prova do quadrado, chega um momento em que ndo é mais possivel a
materialidade do corte. A quantidade de divisdes que se pode realizar sem a materialidade
é infinita, ou seja, é como se pudesse continuar a cortar com o pensamento. Através de
um suporte material, que vai progressivamente diminuindo de tamanho, temos o lado do
quadrado tendendo a um tamanho infinitamente pequeno, que, porém, nunca chegara a
medida zero. Por meio desta prova observa-se como 0 sujeito encara o possivel sem
materialidade, ou seja, a possibilidade de continuar a divisdo sem o material concreto. Se

ndo houver possivel sem materialidade, o sujeito ndo conceitua infinito.

As quantidades sdo grandezas que aumentam ou diminuem, com 0s valores
numéricos associados convergindo para infinito ou para zero. Cauchy enuncia que “uma
quantidade variavel se torna infinitamente pequena quando seu valor numérico diminui
indefinidamente, convergindo para zero” (apud MARTINEZ, 2006, p. 10).

A pergunta 5 da prova do quadrado deve ser realizada no momento em que o
sujeito ndo consegue mais manusear 0 material concreto. “Mesmo que tu ja ndo consigas
recortar, até que ponto seria possivel dividir?” Nota-se que, Se 0 sujeito construiu
estruturas que Ihe possibilitem ir além com o pensamento, esta pergunta nao é sugestiva.
Caso possua estruturas que lhe permitam pensar sobre esta possibilidade, podera vir a

conceber que sao infinitos cortes.

Infinitamente pequeno, para 0s matematicos que elaboraram esse calculo,
significa menor do que qualquer quantidade finita dada. Enquanto uma quantidade

positiva ndo for nula, pode-se sempre encontrar outra quantidade 1/n (em que n € um
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numero natural ndo-nulo) menor do que ela. Segundo Salanskis (2006, p. 43), uma
quantidade nao pode, assim, ser “menor do que toda quantidade finita dada”. Dito de
outra maneira, um numero real positivo e diferente de zero ndo pode ser infinitamente

pequeno no sentido estrito, pois € facil produzir outro nimero ainda menor.

Prova do Circulo

Material utilizado: Um circulo de madeira de 20 cm de didmetro com o centro

destacado, lapis, borracha e uma régua.

Procedimento: Entrega-se ao sujeito o circulo e pergunta se ele sabe 0 que é o
raio do circulo. Caso a resposta seja ndo, sera dito entdo que raio € um segmento que
parte do centro até uma extremidade da circunferéncia.

Pede-se para o sujeito desenhar um segmento que represente o raio.

Pergunta-se:

1) Existe mais algum segmento que também seja raio, além do desenhado. Pode-
se utilizar aqui a contra argumentacao.

2) E possivel ou ndo é possivel desenhar todos os raios do circulo?

3) Tu podes fazer uma estimativa em relacdo ao nimero de raios que um circulo
tem?

4) Se tivesses um circulo com o dobro do tamanho do didmetro, no caso 40 cm, tu

achas que mudaria ou ndo mudaria 0 nimero de raios?

O fato do centro do circulo j& estar marcado facilita para o sujeito a realizacéo
dessa atividade, possibilitando saber de onde deve partir seu desenho. Ao desenhar 0s
raios do circulo, o sujeito pode perceber que sempre cabe mais um, ou seja, é impossivel
desenhar todos, uma vez que sao infinitos. Fazendo a estimativa da quantidade, o sujeito

tem oportunidade de organizar seu pensamento estrategicamente.
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Nesta experiéncia, se 0 sujeito apoiar-se no materialmente palpavel ndo vai
compreender quais sao todos os raios do circulo, uma vez que é impossivel desenha-los,
pois sdo infinitos e pequenos demais para a vista. Na existéncia de um circulo com o
dobro de tamanho, o sujeito é levado a pensar de forma comparativa a quantidade de

raios do circulo. A quantidade de raios independe do tamanho do circulo.

Prova da Areia

Material utilizado: uma garrafa pet 2 litros e um recipiente com volume de areia fina

de 3dm?, um funil e uma colher.
Procedimento: Entrega-se ao sujeito uma garrafa pet de 2 litros e pede-se para que ele
coloque a areia do recipiente na garrafa. Durante a realizacdo da atividade pergunta-se:
1) De que essa areia é formada?
2) E o que tu podes me dizer sobre o nimero de gréos?
3) Sera que é possivel ou ndo é possivel contar o nimero de grdos dessa garrafa?
E como tu sabes?

4) Tu terias alguma estratégia para fazer essa contagem?

Esta prova tem como resultado um namero finito, do qual o sujeito pode apenas
fazer a estimativa. Se o sujeito concebe o que é finito, respondera que € um nimero muito
grande, mas possivel de determinar. A resposta que ele d& ao perguntar como ele sabe
que é possivel ou ndo contar deixa claro como ele pensa. Desenvolvendo a estratégia de
contagem pode-se ver como 0 sujeito concebe a enumerabilidade da quantidade,
conforme foi descrito no capitulo sobre o Infinito Matematico. A consciéncia de finito no
sujeito que apOia seu pensamento no materialmente possivel vai até onde ele tem

condigdes para contar.
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Entrevista sobre Infinito

A entrevista semi-estruturada, embasada no método clinico, foi o primeiro
instrumento de investigagcdo construido e é realizada apds as provas com o0s materiais
concretos e serve como uma contra-prova, para esclarecer possiveis davidas na conduta
do sujeito durante a realizacdo das provas com material concreto. A entrevista envolve
tanto o infinito enumeravel quanto o ndo enumeravel, para que o sujeito possa, talvez,
dar-se conta de que existem coisas possiveis de contar e outras ndo sdo possiveis de

contar, mesmo que infinitas. Segue o roteiro:

» Qual a maior coisa que tu conheces?

» Qual a menor coisa que tu conheces?

» Um rio tem fim?

» Tua idade tem fim? Por qué?

» Podemos contar quantas pessoas existem no mundo? E numa cidade? Terias uma
estratégia para isso?

» Que tamanho tem o mundo?

» Esse tamanho tem fim?

» Qual a maior coisa que existe?

» Qual a menor coisa que existe?

» A quantidade de macas que tu ja comeste € finita ou infinita?

P Sabes qual ¢ o maior nimero que existe?

» Poderias dar um exemplo de algo que ndo tem fim?

» Quantos numeros existem no intervalo [0 ; 1]? Poderiamos listar uma seqliéncia

desses niUmeros?

Dependendo da resposta do sujeito, s&o realizadas novas perguntas e intervengoes,

visando a compreensdo do seu pensamento. Em alguns momentos a contra argumentacao
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€ necessaria, para esclarecer como pensa o entrevistado, se esta recitando uma resposta
ou se esta explicando de acordo com a ldgica do seu raciocinio. Durante a coleta de
dados, as vezes sao feitas intervengdes que nem sempre contemplam o que esta sendo
investigado. As perguntas utilizadas no estudo piloto foram praticamente as mesmas da
coleta de dados. No estudo piloto, além do roteiro apresentado, o sujeito era questionado
sobre o que é horizonte, onde € seu inicio e fim. Esta pergunta foi retirada, pois estava

dando possibilidade de construcéo de fabulacdes.

As perguntas “qual a maior e menor coisa que conhece” € “qual a maior e menor
coisa que existe” foram feitas com a intengdo de observar como o sujeito faz a distingdo
entre 0 que conhece e 0 que existe. Alguns acreditam ser a mesma pergunta. Alguns
deram a mesma resposta para as diferentes perguntas. Outros, pela oportunidade de

pensar durante a entrevista, ampliaram mais a resposta.

A questdo sobre a finitude do rio teve a intencdo de observar se o0 sujeito concebe
os limites geogréficos, que provavelmente ndo conhece ou nunca tenha parado para
pensar. Todos tiveram que explicar onde era esse fim, caso o rio fosse interpretado como
algo finito. Os que disseram que um rio nao tem fim tiveram que explicar a parte fisica do
rio. Nestes casos, a partir da explicacdo que iam construindo, iam concebendo a finitude
do rio. Quanto a finitude ou ndo da idade, funcionou de forma analoga, apesar de rio e
idade serem objetos distintos. A idade também permite em alguns casos a fabulacdo
associada a crencas religiosas. Foi interessante observar as diferentes respostas porque

normalmente quem concebe o fim de um rio concebe o fim da idade.

A pergunta a respeito da quantidade de pessoas no mundo, além de verificar a
finitude ou infinitude, serviu para observar questdes de enumerabilidade e néo
enumerabilidade. Observou-se como o sujeito trabalhou com a possibilidade de organizar
uma estratégia que permitisse contar ou ndo a quantidade de pessoas do mundo. Séo
elementos que fogem do seu alcance, mas, se organizar uma estratégia logica, a contagem
pode ser realizada. Muitos introduziram, ai, o fator tempo, de que sempre tem alguém

nascendo e morrendo, entdo é dificil fazer a contagem. Segundo Inhelder e Piaget (1976),
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0 pensamento formal funciona de forma atemporal, ou seja, ao raciocinar formalmente
ndo se leva em consideracdo o tempo. Considerar o tempo no pensamento significa que o
sujeito coloca fatores que impedem de realizar tal atividade, como por exemplo, ontem
estava assim, hoje ja ndo sei, pois pode ter acontecido alguma coisa nesse intervalo de
tempo. O pensamento, aqui, funciona na forma de blocos, ndo conseguindo percorrer
todos os fatores envolvidos ao mesmo tempo. O pensamento formal permite organizar os

dados e realizar a tarefa com a impresséo de que o tempo ficou congelado.

A questdo sobre a quantidade de macés que o sujeito ja comeu, assim como a que
trata do tamanho do mundo, verifica também a concepcdo de finitude e infinitude. Na
primeira coleta de dados, ao perguntar sobre a quantidade de macas que o sujeito ja havia
comido, MOR responde: “as que eu comi é finita, mas a que eu venha a comer pode ser
infinita”. Esta afirmacdo deixou-me bastante curiosa, pois até entdo ndo havia pensado
nessa possibilidade de pergunta. A partir dai, inclui no roteiro a pergunta sobre a finitude
ou infinitude da quantidade de macas que serd comida até o final da vida do sujeito. Pude
observar como 0s sujeitos pensam sobre a questdo de finitude e infinitude antes de

vivenciar tal evento. Neste caso, a quantidade continua sendo finita.

A resposta sobre qual o maior nimero que existe, na maioria dos casos, € infinito.
Através de contra exemplo, pude compreender como pensam 0S sujeitos sobre a
representacdo dos nimeros. Em seguida, no exemplo de algo que ndo tem fim, os sujeitos
tém oportunidade de expressar o que pensam sobre infinitude, porém, em funcdo das
respostas anteriores, pode-se ja ter uma idéia de qual sera seu pensamento em relacdo a

infinitude.

Ao questionar a quantidade de numeros que existe entre 0 numero zero e o
nimero um, observa-se como o sujeito trabalha com o infinito em um intervalo limitado
[0 ; 1]. A quantidade de numeros existentes entre 0 nimero zero e 0 numero um é
infinita, pois conseguimos sempre incluir outros nimeros. Detalhes sobre esta explicacdo

encontram-se no capitulo sobre o Infinito Matematico.
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DADOS DA PESQUISA

Nenhum outro problema afetou tdo profundamente o espirito do homem;
Nenhuma outra idéia tdo fertilmente estimulou seu intelecto;

Nenhum outro conceito necessita de maior esclarecimento do que o infinito.
(David Hilbert).

A andlise dos dados obtidos foi feita a partir dos pressupostos da Epistemologia
Genética e conceito de Infinito Matematico. Quanto aos instrumentos, as provas com
material concreto tém a funcédo de investigar as diferentes nogoes de infinito e a entrevista
funciona como uma contra-argumentacdo, com o0 objetivo de analisar mais
detalhadamente como se deu o curso do pensamento do sujeito. A partir dos dados
coletados, foi realizada uma andlise das respostas de cada sujeito. Em funcdo de
semelhancas nas respostas, foram construidas as categorias a respeito dos niveis de

pensamento acerca da nocdo de infinito.

Uma das dificuldades para a organizacdo dos dados, s6 percebida apds o inicio da
andlise, consistiu em perceber a diferenca entre o conteldo da resposta e 0 raciocinio
envolvido na mesma. Os diferentes niveis foram divididos em relagdo ao raciocinio
empregado pelo sujeito para a realizacdo da tarefa. Respostas na qual a linguagem,
expressdao ou o contetdo eram diferentes ndo implicaram a formacdo de categoria

distinta.

Em funcdo do Método Clinico, a coleta deu-se, para cada sujeito, de uma forma
singular. As contra argumentacfes sdo lancadas em momentos diferentes, mas nem
sempre sdo necessarias. Entende-se o motivo de ser um método tdo valioso para
investigacdo do pensamento. A ordem das intervengfes também foi diferenciada de

entrevista para entrevista.

Conforme realizamos a coleta, percebem-se intervencbes e momentos que

poderiam ser diferentes, as vezes em pequenos detalhes, o que nos leva a querer seguir a
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coleta por um tempo maior do que o disponivel. No desenvolvimento de uma pesquisa,
acredito ser esse um processo natural, pois o refinamento da investigacdo sé é possivel

com a prética.

O plano de andlise dos dados fornecidos pelas provas e entrevista deu-se através
do material coletado. Apos esse agrupamento inicial, foi feita uma distincdo que teve
como critério as semelhancas nos tipos de organizacdo de raciocinio dos diferentes
sujeitos a respeito da nocdo de infinito. Focalizo a investigacdo na nocdo, idéia que se
tem de alguma coisa, um conhecimento elementar, sobre o infinito. Nos dados analisados
verificaram-se respostas em que aparece auséncia de nocdo, ideias rudimentares,
formacdes elementares e até refinadas do conceito de infinito. Limitar-me-ei a expor 0s

diferentes tipos de raciocinio, ndo entrando em questdes de conceito.

Apresentacao dos dados

A seguir apresento uma sintese dos dados coletados, com reflexdes de

comentarios mais significativos:

ALA (14)"

N&o concebe o infinito. Na possibilidade de continuar o corte do quadrado sem o papel,
ALA afirma que “sem o papel nao teria [como continuar o corte] ”. N80 descola o
raciocinio da materialidade. Acredita que existem aproximadamente uns 20 raios no
circulo.

Na entrevista, ALA apresenta alguma nocéo de infinito, afirmando que os nimeros séo
infinitos, mas afirma que o mundo tem um tamanho infinito “porque a gente ndo conhece

o que esta pra fora”, ¢ a “quantidade de agua no mar” nao tem fim. Infere-se que, para

'8 Nimero entre parénteses representa a idade.
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ele, o que ndo tem fim esta relacionado ao que foge de seu alcance.

BET (19)

N&o concebe o infinito. Diz ser possivel a continuacdo do corte sem o papel, sendo de
“2mm aproximadamente o menor lado”. BET nao descola seu pensamento da
materialidade. Na contagem de pessoas que existem no mundo, coloca fatores que
impossibilitam realizar a contagem: “iria dividir as pessoas em grupos cada um para
uma cidade. Acho dificil mesmo assim, tem que procurar cada pessoa onde vive”. O que
ndo tem fim é o que foge da sua capacidade de inferir. O planeta ndo tem fim.

Em relagdo a quantos nimeros existem, afirma “pergunta dificil, ndo sei, ndo existe um
[numero] especifico”. Acredita que existem 20 nimeros entre 0 nUmero zero e 0 nimero

dois.

CAU (25)

O menor lado do quadrado seria 0 “ultimo, milionésimos”. Acredita que se pode dividir
um quadrado “infinitamente até um altimo limite. Eu ndo saberia precisar qual o menor
tamanho ”. Descolou da materialidade na solugdo do problema, ao dizer “ndo sei se vai
virar atomo, mas tornard uma particula indivisivel. Talvez com o microscopio até tenha
como, mas com a tesoura existe uma limita¢do manual”, ndo afirmando que chega ao
infinito.

Concebe a existéncia de infinito, “um circulo tem infinitos raios”. Entre 0 nimero zero e
um “existe o 0,1, 0,001; 0,0001 subdivisoes infinitas”. Os numeros sdo infinitos, “numa
escala de zero a nove o nove é maior, mas a probabilidade de gerar numeros é infinita”.
Em alguns momentos também relaciona o infinito com algo que foge de seu alcance ao
afirmar que o tamanho do mundo ¢ infinito e a quantidade de macas que vai comer até

morrer: “como ndo sei quantas vou comer, digo que provavelmente é infinita”.

DIL (25)
Descolou da materialidade na prova do quadrado, porém, ndo afirma ser infinita a
possibilidade de cortes: “arriscaria dizer umas mil vezes”. DIL ndo admite a infinitude

dos raios. Ao ter que explicar para uma crianga quantos raios tem um circulo, “acredito
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que 1 raio. Mas quantos raios pode ter, eu chutaria aqui, que conseguiria fazer uns 100
raios”’.

Em relacdo a finitude de magas, afirma: “vou morrer um dia e vai ter um nimero exato
de magads comidas”. Atribui ao infinito uma representacao de algo que ndo tem fim, “os

numeros sdo infinitos”. “Eu arrisco infinitos numeros entre zero e um”.

ETI (38)

Ao lancar a possibilidade de continuar o corte, 0 sujeito descola a sua resposta da
materialidade: “aproximas no computador e cortas como tu queres”. Mas nao admitiu a
infinitude: “Até um décimo no computador da para fazer”.

Acredita que a idéia do que € infinito esta relacionada com o tamanho, apesar de ndo
descolar totalmente seu pensamento da materialidade: “Tu podes colocar quantos
quiseres, podes colocar mais de 100 raios, nesse circulo que me deste ndo tenho como
colocar 1000, ndo vai nem enxergar um em cima do outro, mas, se é maior, sim”.
Relaciona o infinito com algo desconhecido: “O numero é infinito [de grdos de areia da
garrafal, ndo se pode dizer certo quando chegar”. A quantidade de magés que ja comeu

€ “infinita porque eu posso comer mais”.

FIL (24)

FIL apresenta clara nocéo de infinito. Ao iniciar a atividade dos quadrados afirma “Ja vi
que vou ter que dividir em quatro um milhdo e meio de vezes!” Descola seu raciocinio da
materialidade, perguntando: “Tu queres saber do raciocinio matematico e tal?”. “Tu tens
que ver uma coisa: ou tu estas lidando com a coisa material ou com nimero. Numero da
para tu fazeres tudo o que quiseres”.

Acredita que mesmo uma quantidade muito grande é possivel contar, de enumerar: “Eu
acho que contar manualmente ndo tem como, é impossivel. Mas devem existir coisas que
através do peso tu consigas calcular”. Apresenta idéia de infinito, com conceitos um
pouco equivocados. “O mundo tem que ter fim pela forma como € constituida o planeta.
Ele ndo pode ser infinito, sendo seria solto no espago”. Deixa evidente sua nogdo ao
afirmar “ndo sei quantos zeros pode ter para fracionar. De repente 0,00000001. Nao sei.

Quantas fracdes podem ser quebradas? N&o consigo pensar num valor. Isso me faz
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querer pensar que sdo infinitas as fracGes entre 0 0 e 0o 1. Mas pensar isso me

’

incomoda... ¢ uma coisa muito abstrata, muito longe...’

GUI (26)

GUI descola seu pensamento da materialidade, com nocdes de infinito. Na prova do
quadrado, porém, ndo chega ao infinito: “Como o quadrado € uma forma geomeétrica, tu
podes usar a matemaética e fazer um célculo que te da o nimero exato de dividir o
papel”. Nao tem clara a nogdo de infinito em relacdo ao numero de raios do circulo,
“fazendo a medi¢ao da minha grafia, fazendo a drea do quadrado tu chegas ao nimero
de raios”. O numero de raios é o que é possivel de desenhar. No entanto, na entrevista,
GUI apresentou a nocdo, afirmando que o tamanho do mundo é “300 e nao sei quantos

2

mil de diametro”, apesar do conteudo estar errado matematicamente. Questionado quanto
a quantidade de magds que ja comeu, responde “em toda minha vida ndo [sei a
quantidade de macas]. Mas chega a um numero. Finito € uma representacdo de um
namero, ndo é? Falando para os leigos € sem fim, mas tem um nimero de quantas magas
eu ja comi. Incontaveis, mas tem fim”.

Entre os nUmeros zero e um, diz que “tem vdrias casas decimais, entdo o nimero vai até
a casa 0,00000000... pelo que eu entendo tu tens os numeros irracionais, acho que sao

infinitos nimeros para representar isso ai .

HUT (23)
Admitiu parcialmente a infinitude da possibilidade de corte e lado infinitamente pequeno.

Afirma que a divisdo pode ser feita “Através de calculo”. Quantas vezes a gente

poderia dividir este quadrado? 'Ndo tenho idéia”.

A dependéncia do célculo também foi atribuida a quantidade de raios do circulo,
“..depende do cdlculo, depende do numero que queres dividir. Se for estatistica, se for
uma pesquisa no caso de grdfico”. Faz uma confusdo em relagdo a conteudo, “finito e

infinito é questao de poder contar ou ndo? Minha concepc¢ao de infinito € o que ndo tem

fim”. Mas mostra a no¢do quando afirma: “Aprendi que o Universo é infinito”. Tu

I3

achas que ele é infinito? “Acho que ndo. Acho que temos um mapa para ter uma
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nogdao”.

IRI (73)
IRI ndo descola da materialidade em nenhuma das provas, apresentando respostas

magicas. Acredita ser possivel dividir o quadrado inicial em 6 ou 7 vezes. Na

possibilidade de continuar a dividir, IRl afirma: “Nada é impossivel”. E como tu
justificarias esse nada é impossivel? M: “Porque sempre se acha um meio para
fazer”. E serd que temos ou hdo como ter um quadrado com lado menor que um

milimetro? M: “Nunca pensei, mas, como disse antes, nada é impossivel .
Relaciona o que ndo se pode contar com o que ndo tem fim. Mesmo com recursos
tecnoldgicos, segundo IRI, ndo existe a possibilidade de contagem e afirma com
convicgdo “E infinito, claro!” [o namero de grios de areia em uma garrafa.].

IRI afirma que “O mundo tem fim, mas a galdxia nao tem”.

Mistura de imprevisivel com inconcebivel: “Infinito é uma coisa que nao tem como
saber”. E a quantidade de nimeros que existe entre zero e um? “Acho que isso

depende de cada um”.

JAT (43)

JAT nédo descola da materialidade em nenhuma das provas e justifica suas respostas
sempre fugindo das experiéncias, do desafio. Quando questiono sobre a possibilidade de
continuar a contar o quadrado com algum recurso tecnologico, JAT afirma: “Por mim

ndo [teria como fazer], ndo teria interesse em fazer”. Sobre a possibilidade de contagem

dos gréos de areia, JAT afirma “Para mim é impossivel.” E para alguma outra pessoa

seria possivel? “Talvez se desenvolvesse alguma técnica seria possivel”. Ao lancar a
possibilidade de contagem a partir de um recurso financeiro, JAT responde: “Mas te

pergunto: Por que eu investiria o dinheiro se eu ndo tenho interesse”? Mas tu achas
que daria? “Acho que tudo é possivel”. JAT ndo concebe o infinito, nem como uma

possibilidade. O tamanho do mundo, “ndo sei, ndo me ocorre agora”. A quantidade de
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magds que ja comeste é finita ou infinita? “Infinita, ainda vou comer muitas
magas”. Quando questiono sobre 0 maior nimero que existe, responde “ndo sei. Vamos
iniciar uma pesquisa, daqui a pouco eu me disponho”. Questionado sobre existéncia de

numeros entre zero e um, afirma “Ndo [existe]. Logicamente ndo”.

LIS (13)
LIS descola seu pensamento da materialidade, porém ndo admite a infinitude de
possibilidades: “Podes dividir mais. Com a tecnologia que temos hoje, acho que é

possivel sim, com o microscopio ou com uma lamina super fina, que ele [o quadrado]

continue sendo dividido”. Faz confuséo entre alguns conceitos. Tu achas que existem

quantos raios num circulo? “Diria a metade da circunferéncia do circulo.

Complicado de explicar, mas se for fazendo pouquinho por pouquinho pode dar milhdes

’

de raios”. Mesmo assim podemos compreender o pensamento de LIS. Acredita ndo ser

possivel contar o nimero de gréos de areia existente na garrafa, pois “acho que ndo tem

“«

nem tecnologia hoje que possa contar”. O nimero de grdos de areia € finito, “ele

acaba’.

O tamanho do mundo é enorme, 0 “Planeta Terra tem fim, mas o Universo ndo tem fim”.

A quantidade de macds que comerd é ‘finita também, mas ndo sei quantas eu vou

comer”. Entre o nlimero zero e um existe algum ndmero? “Com virgula existe e

bastante 0,1, 0,2...”. Quantos? “Infinitos”.

MOR (42)

MOR ndo descola totalmente seu pensamento da materialidade, afirmando “acho que
chega um limite que tem que parar. Se fosse a laser conseguiria fazer, ndo sei te dizer
com precisdo, mas conseguiria ao extremo”. Concluindo na prova do quadrado que:
“acho que [o menor lado pode ser] até 0,2 mm, no maximo0. Vai perdendo a estrutura”.
Percebe-se que MOR ndo tem clareza da quantidade de raios do circulo: “na
circunferéncia tem espaco de sobra para 50, mas no eixo, vai faltar, ndo tem como, a ndo
ser que tu facas um novo eixo com diametro de 30, 35, 40 cm”. Afirma ndo ser possivel

contar quantos graos de areia ha na garrafa “porque elas ndo sao de tamanho igual e
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ninguém vai ter controle, ninguém consegue. Tudo que termina tem fim, é finito”.
Segundo MOR, o tamanho do mundo “para o homem € infinito”. Interpreta o infinito
como algo que ainda ndo aconteceu.

Sobre a quantidade de macas “as gue eu comi é finita, mas a que eu venha a comer pode
ser infinita. Eu ndo sei a quantidade que eu va comer enquanto eu existir, ela é infinita”.
O mundo foi exemplo de algo que ndo tem fim. MOR comenta “tem coisas que o dia a
dia deixa a gente preso ao que tu fazes”. Acredita ndo existir nenhum namero entre zero

eum.

Consideracg6es importantes para a analise

O ponto crucial da anélise foi distinguir as diferencas encontradas nas respostas
em termos de contetdo ou de raciocinio. Pela forma como a pessoa explica ou utiliza
diferentes expressfes, tem-se a impressdo de que existem varios patamares de
pensamento, mas, em muitas situacdes, a diferenca esta no contetdo. Encontrei diferentes

explicacGes em termos de contedo com emprego de raciocinio semelhante.

Durante a prova do circulo, por exemplo, alguns sujeitos atrapalharam-se em
relacdo ao conceito de raio. Fizeram referéncia a didmetro ou queriam dividir o
comprimento do segmento que representa raio em varias vezes. Como o tipo de confusdo
refere-se a contetdo, conforme ia acontecendo, faziam-se as intervencGes necessarias,
sempre em busca do raciocinio do sujeito. O esclarecimento fazia-se necessario, pois nao
se trata de uma prova de conhecimento de conteldos, ja que o objetivo das provas é
verificar se o0s sujeitos tém alguma nocdo sobre o infinito matematico. Isso me fez
perceber 0s equivocos no ensino e nas corregdes de avaliacOes realizadas por professores,
principalmente de matematica. Ndo entrarei no mérito de ensino e de avaliagdo, mas
preocupo-me com correcdes e andlises de resultados que sdo feitas ndo levando em
consideracdo a diferenca entre contetdos. Observa-se isso num recorte da entrevista com
HUT:
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E a quantidade de macas que tu ja comeste € finita ou infinita? Finita. E as que comeras? Finita
também. Mas tu ndo sabes ainda quantos anos vais viver. Eu sei, mas finito e infinito é questao
de poder contar ou nao? Minha concepcédo de infinito é o que ndo tem fim. Onde aprendeste?
No colégio. Aprendi que o Universo é infinito. Tu achas que ele é infinito? Acho que ndo. Acho

gue temos um mapa para ter uma nogao.

As noc¢des que apareceram na andlise dos dados sdo muito distintas entre os
sujeitos, ja que cada um tem a sua prépria historia. Para que uma nogao torne-se um
conceito, € necessario que exista uma tomada de consciéncia da acdo. Através da tomada
de consciéncia de um esquema de acdo é possivel a construcdo de um conceito.
(PIAGET, 1975c).

Categorias de analise

Apdbs um olhar individual sobre os dados coletados com cada sujeito, organizei os
tipos de pensamentos sobre o infinito em trés categorias: Categoria A: Existéncia
Inconcebivel, Categoria B: Existéncia pouco previsivel e Categoria C: Infinito como
uma representacdo de algo que ndo tem fim. Essas categorias, que representam o0s
patamares e tipos de nogdes acerca do conceito de infinito, foram organizadas em fungéo
das semelhancas nos raciocinios empregados nas respostas. O raciocinio dos sujeitos tem
caracteristicas de determinado patamar, mas ndo € intencdo aqui enquadrar cada sujeito

em um nivel especifico.
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Categoria A: Existéncia inconcebivel

Conceber é gerar, formar um conceito, compreender™. Concebivel é um estado ou
qualidade, neste caso, do raciocinio. Dizer que a existéncia de algo é inconcebivel é
afirmar a impossibilidade de gerar tal idéia ou nogdo. Nesta categoria encontram-se
respostas em que o infinito é algo inconcebivel. Aqui o infinito sequer é imaginado, nem
como uma possibilidade. Ao lancar algum pensamento que gere uma possibilidade sobre
infinito, o sujeito, quando consegue imaginar, ainda que parcialmente, relaciona a algo

maégico. Respostas deste tipo apresentam caracteristicas do pensamento pré-operatorio.

Observa-se esse tipo de pensamento magico em IRI (73):

Se te perguntassem quantas vezes temos como dividir um quadrado?

IRI: Mais ou menos umas 6, 7 vezes.

Se alguém quisesse dividir mais ainda este quadrado, teria como?

IRI: Nada é impossivel.

E como tu justificarias esse nada é impossivel?

IRI: Porque sempre se acha um meio para fazer.

Teve gente que ja me disse que temos como dividir em mais de 20 vezes, sera possivel?

IRI: Pois entdo acho possivel, porém so6 riscando, ndo cortando. Se eu cortar agora esse (bem
pequenininho) e depois pra cortar vai ser mais dificil.

Qual o menor lado do quadrado que tu achas que sera?

IRI: Provavelmente sera aqui, um milimetro talvez.

E sera que temos como ter um quadrado com lado menor que um milimetro ou ndo?

IRI: Nunca pensei, mas, como disse antes, nada é impossivel.

E se seu neto te perguntasse: Qual o0 menor lado de um quadrado que pode existir no mundo, em
tamanho, o que responderias?

IRI: Acho que s6 riscando para chegarmos a alguma conclusao.

9 Dicionério Luft, Celso Pedro Luft. Editora Scipione, Sdo Paulo, 1991.
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O que tu podes me dizer sobre o numero de graos de areia?

IRI: Tem milhdes.

Tu achas que é possivel contarmos quantos graos de areia estdo sendo colocados nessa
IRI: Nao, tem até uma passagem na biblia que chegou Jesus na beira do mar e q
mar dentro de um objeto que ele possuia... ndo, é impossivel. Entdo acho que é am
que isto aqui. E impossivel contar os gréos da areia.

Mesmo que tu tivesses um recurso tecnoldgico que auxiliasse a contagem?

IRI: Acho que mesmo assim néo teria como.

E tu poderias fazer uma estimativa de quantos graos existem dentro dessa garrafa?

IRI: Acho gue neste pouco aqui tem milhdes.

E serd um namero finito ou infinito?

IRI: E infinito, claro!

Poderias dar um exemplo de algo que ndo tem fim?

IRI: Deus.

Entre o nimero zero e o nimero 1, existe algum nimero?

IRI: Sim, meio ponto.

E quantos nimeros, mais ou menos, existem entre o0 nimero zero e um?

IRI: 0;1, 0;2, 0;3,... 10 numeros até chegar no 1.

Tem gente que me disse que tem mais de 10. O que tu achas?

IRI: N&o sei, porque tudo é em dezenas e centenas e milhares... Mas como vais botar
Quantos nimeros existem entre 0 zero e 0 um?

IRI: Acho que isso depende de cada um.

BET (19):
Qual o menor lado que tera este quadrado?
BET: Trés centimetros mais ou menos.
Imagina um quadrado 3cm por 3cm. A gente conseguiria dividi-lo mais vezes?
BET: Acho dificil.

garrafa?
uis botar o

esma coisa

... 0,0001..

Mesmo que ndo conseguissemos mais usar o papel, porque fica dificil de manusear, este quadrado

ainda pode ser dividido ou ndo pode mais ser dividido?
BET: Pode.
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Supondo que tivéssemos um recurso mais moderno, tecnoldgico, para continuar fazendo esta
divisdo que ndo ficasse s6 no papel, ja que disseste que podes, que tamanho teria o lado do
guadrado?

BET: Meio centimetro.

Se alguma crianca te perguntasse se existe algum quadrado com lado menor que meio centimetro,
afirmando que viu no computador, o que tu responderias?

BET: Que existe menor, sim.

Que namero seria, entdo?

BET: 2 milimetros.

Qual o menor tamanho de lado de um quadrado tu achas que podemos chegar?

BET: Néo tenho nogao.

Quantas vezes tu achas que conseguimos dividir um quadrado? Por exemplo, esse de 30 cm por
30 cm que te entreguei inicialmente, pode ser dividido quantas vezes?

BET: Umas seis vezes.

Quantos nimeros tu achas que existem?

BET: Pergunta dificil, ndo sei.

Tu podes me dar um exemplo de algo que ndo tem fim?

BET: O céu, como eu falei antes.

Tu sabes quantos nimeros existem entre 0 nimero zero € o um?
BET: Meio centimetro, um meio,

E tu sabes quantos sdo?

BET: tem um milimetro... uns 4 numeros.

Quatro nimeros?

BET: Nao, 0,9.

Se te perguntam quantos nimeros tem entre 0 nimero zero € 0 himero um, ou entre 0 nNGmMero um
e 0 numero dois, tu dirias quantos mais ou menos?

BET: Entre o zero e o dois tem vinte ndmeros.

O raciocinio, nesta categoria, ainda esta subordinado ao conteido concreto, que
justifica ndo ser concebivel a existéncia. IRl ndo se incomoda com possibilidades que
podem depender de forcas externas. Ele submete o infinito a um carater subjetivo, ao

proprio eu. Neste nivel o infinito ndo é um ente matematico, € uma coisa que depende do
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sujeito, assim como uma crianga que acha que a lua se desloca porque ela esta
caminhando. Observa-se que BET ndo se incomoda com sua linha de raciocinio. Satisfaz-
se com explicagbes multiplas e contraditorias entre si, ndo encontrando uma linha de
raciocinio coerente. Percebe-se claramente a limitacdo no raciocinio, sendo que a
principio BET afirma que o quadrado pode ter lados bem pequenos, que se pode dividir
até 2 milimetros, mas finaliza seu raciocinio com a crenca de possibilidade de divisdo de

um quadrado com 30 cm de lado inicialmente num total de 6 vezes.

Nesta categoria, as respostas demonstram um pensamento dominado pela
percepcao e com estrutura logica bem elementar. A estrutura ldgica ndo € o resultado da
experiéncia fisica, ou seja, ela ndo pode ser obtida por reforco externo, ela é obtida
através de equilibragdo (PIAGET, 1972b).

Nesta categoria encontramos raciocinios semelhantes ao que Piaget (1972b) relata
quando coloca sujeitos em uma situacdo experimental, como as leis do movimento de um
péndulo, fatores envolvidos na flexibilidade de certos materiais, problemas da aceleracao
crescente em um plano inclinado, eles agem diretamente sobre o material,
experimentando por tentativa e erro, sem dissociar os fatores envolvidos, simplesmente

classificando ou ordenando o que aconteceu, observando os resultados.

Durante a realizacdo da prova do quadrado, quando este tem lado de 3,5 cm,

pergunta-se em relacdo a quantidade de vezes que da para dividi-lo.

E quantas vezes mais ou menos ainda?

JAT (43): S6 mais uma. Como eu te disse, os centimetros ficam complicados por causa da
viséo.

Se tivesses disponivel algum recurso moderno para continuar essa divisdo, ndo pensas que nao
vais ter dinheiro para isso, a diviso ainda poderia ser feita®*?
JAT: Por mim nao, nao teria interesse em fazer.

Nesse momento em que o papel esta pequeno, eu perguntei:

2 O fator financeiro foi enfatizado porque o sujeito, durante a coleta de dados, detinha-se nessa questao.
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A divisao ainda pode ser feita ou ndo pode ser feita? Teve gente que me disse que daria para fazer
ainda umas 8 vezes, mas a pessoa ndo fez. Tu achas que é possivel?

JAT: Ah, a pessoa nao fez! Eu sempre penso assim: Se eu te disser que vou fazer é porque eu
vou fazer. Entdo te digo: N&ao vou fazer.

Mas é possivel ou ndo é possivel?

JAT: Conseguiria saber se é possivel se eu fizesse.

Tu achas que existe mais algum segmento que também seja raio deste circulo, além do que
desenhaste?

JAT: Néo sei.

Nem idéia?

JAT: Néo.

Tem gente que me diz que tem mais algum raio, uns fazem, outros dizem que tem. O que tu farias
nesta situacao?

JAT: N&o sei.

Quantos raios tu achas que tem um circulo?

JAT: Confuso!

Uma amiga minha disse que tem 50 raios. O que tu achas?

JAT: Seria atirar, ndo sei.

Sera que ela conseguiria desenhar tudo isso?

JAT: Eu néo conseguiria.

E se ele fosse bem maior?

JAT: Talvez.

E 0 que tu podes me dizer sobre o0 nimero de graos.

JAT: Muitos.

Tu achas que é possivel ou que ndo é possivel contar o nimero de grdos que estas colocando
nesta garrafa?

JAT: Para mim é impossivel.

E para alguma outra pessoa seria possivel?

JAT: Talvez se desenvolvesse alguma técnica seria possivel.

Vamos pensar que estas organizando, ganhaste um recurso financeiro bem alto, para pagar
alguém para fazer isso, tu achas que seria possivel contar a quantidade de grdos de areia nesta

garrafa?
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JAT: Mas ai eu te pergunto: Por que eu investiria o dinheiro se eu ndo tenho interesse?
Mas tu achas que daria?

JAT: Acho que tudo é possivel.

Tu achas que é um namero finito ou infinito a quantidade de gréos desta garrafa?

JAT: Finito.

A quantidade de magcds que j& comeste € finita ou infinita?

JAT: Infinita, ainda vou comer muitas macas.

E as que comeste desde quando nasceste até agora € finita ou infinita?

JAT: Finita.

E as que tu viras a comer?

JAT: Como eu ndo sei quantas, € infinita.

Sabes qual é o maior nimero que existe?

JAT: Néo.

Tem gente que me diz: Pega um nimero muito grande e coloca um expoente maior ainda, por
exemplo, nove nove nove elevado na nove nove nove nove e estd ai 0 maior nimero. O expoente
cresce muito. O que tu achas dessa idéia?

JAT: Pode ser.

Se teus filhos quando pequenos perguntassem: Mae, qual o maior nimero que existe? O que
dirias para eles?

JAT: Nao sei. Nado tenho porque néo dizer: N&o sei. Vamos pesquisar, iniciar uma pesquisa,
daqui a pouco eu me disponho.

Se tivesses que chutar® um nimero bem grande?

JAT: Néo vai ser bem grand&o, mas trilhdes.

Podes dar exemplo de algo que ndo tem fim?

JAT: Avida.

Entre 0 nimero zero e 0 nimero um ou entre 0 nimero um e o numero dois, existe algum nimero
entre eles?

JAT: N&o. Logicamente néo.

Tem gente que acha que existe.

JAT: Em centimetros tem.

Quem por exemplo?

2! Giria utilizada para representar uma afirmagao arriscada em que néo se tem certeza.
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JAT: 0,10,2 até 0 0,9. Ai entre o nUmero zero e 0 nUmero um, existem esses ai.
E quantos séo?
JAT: Nove.

Durante a coleta dos dados, JAT colocava a questdo financeira como empecilho
para realizacdo das atividades. Percebe-se ai a fuga dos desafios propostos. Afirma
também que ndo tem interesse em realizar os desafios. Em relagdo a Prova do Circulo,

JAT néo compreendeu o que foi proposto.

Os sujeitos desta categoria ndo admitiram a possibilidade de continuar as
atividades sem o material. Acreditam que, ao terminar o corte no material concreto,
terminam as possibilidades de realizar a atividade, tornando-se impraticavel a
continuacdo do corte. As respostas neste nivel baseiam-se em um raciocinio
transdutivo?®. As relagBes sdo construidas pelas proprias agdes, mas 0s sujeitos n&o
tomam consciéncia de suas acOes. Realizam as atividades, mas ndo se ddo conta de seus
préprios processos. Para a explicacdo dos fatos, muitas vezes adotam, alternativamente,
dois tipos de explicacdo, sem perceber que sdo incompativeis. Os experimentos
realizados, no entanto, ndo corrigem o pensamento do sujeito. Neste nivel, sabem agir e
as vezes acertar, mas ainda ndo chegam a interiorizar suas acdes em operacoes, de modo

consciente. E como se tentassem conciliar todas as explicacdes.

Os sujeitos relacionam o sucesso ou o fracasso da experiéncia ao resultado
imediato obtido, pois, na maioria das vezes, 0 sujeito age apenas para atingir o objetivo e
ndo se pergunta como é que consegue. Assim, responde o que lhe é perguntado e ndo se
indaga sobre sua propria resposta. Tais sujeitos dirigem-se para o éxito das respostas, nao
para a compreensdo. Realizam a acéo para atingir os fins propostos, mas nao conseguem
dominar, em pensamento, as mesmas situacGes até poder resolver os problemas
originados por elas, em relacdo ao porqué e ao como das ligagcdes constatadas (PIAGET,
1978a).

2 Transdugdo: Tipo de raciocinio em que o sujeito parte de uma situacdo particular e chega a outra

situacdo particular.
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E sera que é possivel contar ou ndo é possivel contar o nimero de gréos nesta garrafa?
ALA (14): N&o.

Serd que este numero é finito ou infinito?

ALA: Finito.

Queres chutar um nimero de gréos?

ALA: 1 milh&o de graos.

Entdo, se tu disseste que € finito, temos ou ndo como contar?
ALA: Se é finito temos como contar.

Mas antes tu me disseste que ndo conseguiamos contar.
ALA: Mas se colocarmos num microscOpio conseguird enxergar e contar, no entanto ira
demorar.

Tu sabes se existe algum ndmero entre o0 zero € o um?
ALA: Numero fracionario.

Qual, por exemplo?
ALA: Entre zero e um ndo tem namero fracionado.

E se for entre 0 um e o dois, entdo?

ALA: %, 1/3 ou numero com virgula.

E sdo quantos?
ALA: Muitos.

Muitos? Mais de 20 ou menos?
ALA: Nao, mais néo.

Em torno de quantos, mais ou menos?

ALA: E uma média de 20...

Se te perguntassem de olhos fechados, que numero tu dirias?

ALA: Ah nao, sdo 10 numeros.

ALA descreve 0 que Vé e como, completa o que Vvé através de ligacdes pré-causais.
O sujeito da vida aos objetos, justificando determinados fatos por necessidades proprias

do objeto. “A necessidade ¢ a expressdo de uma lacuna, ou, em outras palavras, de um
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desequilibrio, enquanto que a satisfacdo da necessidade consiste em uma reequilibragao”
(PIAGET, 1978a, p.182).

As previsOes feitas pelos sujeitos deste nivel mostram auséncia de lei, pois séo
contraditérias. O sujeito ndo consegue compreender 0 que estd realizando e as
explicagbes que da ndo chegam a maior coeréncia. Segundo Piaget (1978a), ao fazer, o
sujeito somente se utiliza das coisas com sucesso, o que é uma condicdo preliminar para a
compreensdo, mas, para a compreensdo, € necessario isolar a razdo das coisas. Neste

nivel o sujeito nao sente necessidade de compreender as suas agoes.

Categoria B: Existéncia pouco previsivel

Prever é ver, saber, examinar antecipadamente, conjecturar, pressupor, fazer
suposicdes. Quando se diz que algo é imprevisivel, nega-se o previsivel. Nesta categoria
encontram-se sujeitos com concepcdo elementar de infinito, que conseguem imaginar que
algo até possa ndo ter fim. Aparece o significado de infinito semelhante ao que

Aristoteles dava de que “aquilo que por natureza ndo pode ser percorrido”
(ABBAGNANO, 1962).

Esta categoria é formada por duas subcategorias. Um tipo de pensamento que
quase ndo prevé a existéncia do infinito (subcategoria B1) e outro que atribui a infinito a
ndo possibilidade de contagem (subcategoria B2). As subcategoriais B1 e B2 apresentam
apenas diferencas muito sutis, mas a principal caracteristica da categoria B é o
pensamento ser parcial. O sujeito faz avancos, mas suas explicacdes e linha de raciocinio

ficam incompletas.

Se esta categoria fosse organizada por contetdos, teriamos muitas subcategorias,
porém, como o foco é a forma do raciocinio, limitou-se a duas categorias. Por isso,

explicagcbes com diferentes conteldos encontram-se na mesma categoria, ja que temos
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diferentes conteidos com o mesmo tipo de raciocinio. N&do é intencdo classificar um
sujeito na subcategoria B1 ou B2, apenas a forma como pensa sobre determinadas

situacdes é que tem caracteristicas de determinado nivel.

Na subcategoria B1 encontram-se pensamentos que relacionam o nao ter fim ao
gue ndo se conhece, a algo que ndo se pode prever, algo no qual ndo se enxerga o final,
logo ndo tem fim. Essa impossibilidade de admitir o que seria o final foge da capacidade
imaginativa, dando a impressao de que esta inacabado.

Que tamanho tem o mundo?

ALA (14): infinito.

Como tu sabes?

ALA: Porque a gente ndo conhece o que esta pra fora.

Tu poderias me dar um exemplo de algo que nao tem fim?

ALA: Quantidade de agua no mar.

Tu achas que a quantidade de magas que tu ja comeste € finita ou infinita?
ALA: Finita.

E as que tu comeréas até morrer?

ALA: Infinita.

Como tu sabes que seré infinita?

ALA: Se eu esperar para ver di pra contar, como ainda ndo aconteceu, a gente ndo pode

saber.

Que tamanho tem o mundo?

BET (19): Nao tem um tamanho, sé que ele é muito grande.
Tu achas que esse tamanho é sem fim?

BET: O Planeta ndo tem fim.

Tu podes me dar um exemplo de algo que ndo tem fim?
BET: O céu.

Tu achas que tem como contar quantos grdos tem nessa garrafa?
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ETI (38): Eu contar ndo consigo, mas deve haver algum aparelho que consiga. Por exemplo,
um quilo tem tantos graos. Ou, num litro. Por exemplo, sabe-se que um litro de 4gua pesa um
quilograma. Entao, deve existir algum aparelho.

Tu achas que a quantidade de gréos de areia que existem nessa garrafa € um namero finito ou
infinito?

ETI: Infinito, ndo se pode dizer certo quando chegar. Podemos colocar mais graozinhos. Mas
pode acabar ai.

Aqui 0 pensamento acontece mais por inferéncia do que por ldgica operatoria, e
significa que as constatacdes realizadas dependem de uma implicacdo dedutiva®. A
inferéncia tem por trds uma légica operatéria matematica, mas com carater dedutivo. O
sujeito utiliza o mesmo raciocinio légico matematico para explicar diversas situacGes.
Aquilo que o sujeito retira de conhecimento a partir da situacdo exposta ndo € suficiente

para engendrar e realizar novas tomadas de consciéncia a partir do que constatou.

Para a subcategoria B2 encontramos sujeitos que conseguem compreender que
algo ndo tem fim, mas o ndo ter fim significa ser incontavel. Assim, ndo poder contar,

significa ser infinito.

A quantidade de magds que tu j& comeste na vida é finita ou infinita?

MOR (42): A que eu comi é finita, mas a que eu venha a comer pode ser infinita. Eu ndo sei a
guantidade que vou comer enquanto eu existir, ela é infinita. No momento que eu morrer, ai
eu comi aquela quantidade. Eu ndo vou poder fazer o célculo, mas, se vocés sabem a
quantidade de macas que eu comia por dia, da pra fazer o célculo.

E ai vai ser o que, finito ou infinito?

MOR: Ai vai ser finito. Tudo que termina é finito.

Entdo, o que tu vais comer a partir de hoje até o dia que morrer é uma quantidade infinita ou
finita de macas?

MOR: Infinita porque tu ndo estas sabendo a quantidade.

% Apesar de ja ter uma totalidade, o pensamento parte de uma situacdo geral com a intengdo de
particularizar.
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[...]

Quero saber se € possivel ou se ndo é possivel contar o nimero de grdos de areia que tem
dentro dessa garrafa.

MOR: Nao é possivel.

E como tu sabes que néo é possivel?

MOR: N&o é possivel porque elas ndo sdo de tamanho igual e ninguém vai ter controle,
ninguém consegue [contar a quantidade de areia].

Vamos encher uma colher de areia. Nessa colher a gente pode contar quantos grdos de
areia existem?

MOR: N&o, se existe algum aparelho eu néo saberia te dizer.

Tu poderias fazer uma estimativa dos grdos de areia que tem dentro dessa garrafa?

MOR: N&o.

Nem chutar?

MOR: Nem chutaria porque eu iria errar.

E na colher? Mais ou menos assim, o que tu imaginas. Nao tem que estar certo ou errado,
cada um tem seu ponto de vista.

MOR: Olha, no meu ponto de vista eu acho que seria um milh&o.

E a quantidade de areia que tem nesta garrafa € finita ou infinita?

MOR: Finita, com certeza. Se tu me mandares parar, terminou. Tudo que termina tem
fim, é finito.

E tu poderias fazer uma estimativa para contar?

MOR: N&o, ndo poderia, é invidvel contar. Quando manusear, ficardo particulas no

meu dedo, ai se perde o controle da quantidade de graos.

Os sujeitos analisam casos particulares, como no caso da colher, mas nao
conseguem chegar a uma generalizacdo da resposta, independente do material. N&o tiram
dos casos particulares as conseqliéncias gerais. As explicagdes se tornam possiveis na
medida em que os fatos sdo observados ou testados, mas, cedo ou tarde havera
contradi¢bes. A generalizacdo feita é a que Piaget (1978b) chamou de generalizacédo

indutiva. Essa generalizacdo limita-se aos fatos que sdo observados e os conteldos sdo

70



fornecidos apenas pelos observaveis. O sujeito conclui que sempre acontecerd 0 mesmo,

independente de serem inferéncias falsas ou verdadeiras.

Nesta categoria existe um progresso na direcdo da ndo-contradi¢do e na busca de
uma explicacdo Unica. Por ndo existirem relacfes operatorias suficientes que concebem o
que é finito ou infinito, a explicacdo pressentida ndo € ainda encontrada, e ndo se atinge

ainda a coeréncia do evento.

Que tamanho tem o0 mundo?

MOR: Nunca parei para pensar sobre isso.

Vamos pensar que tua filha vem e te pergunta: pai, que tamanho tem o mundo? O que tu dirias
para ela?

MOR: Eu diria assim: o mundo para o homem é infinito. Ndo sei se minha resposta esta
correta.

E para alguém gue ndo fosse homem seria algum outro tamanho?

MOR: De um animal?

N&o sei.

MOR: Seria igual ao homem, o mundo sim.

Esse tamanho tem fim?

MOR: Nao.

E qual a maior coisa que existe?

MOR: O mundo.

Tu poderias me dar um exemplo de algo que ndo tem fim?

MOR: O mundo. Tem mais coisas até se parar para pensar.

E. As vezes a pessoa nunca parou para pensar sobre esse assunto.

MOR: Tem coisas que o dia a dia deixa a gente preso ao que tu fazes. Ai vai fazer qualquer

coisa que nao € do teu dia a dia, tem que parar para pensar.

Quantas vezes mais ou menos tu achas que podemos dividir um quadrado?
ETI (38): Centenas de vezes, conforme o que tu queres. Em um computador tu enxergas
melhor, tu aproximas e enquanto tiver um quadradinho tu podes dividir.

Tu estipularias um nimero de vezes que podemos dividir?
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ETI: E que vai depender, porque se for um quadrado maior, tem como dividir em mais vezes,
mas se for um menor fica mais dificil. Por exemplo, tu podes dividir um quadrado mil vezes,
mas esse aqui eu ndo vou saber quantas vezes dividir.

E quanto tem de centimetro esse menor?

ETI: 1,9 centimetros.

E se vem teu filho e te pergunta: Pai, disseste que esse quadradinho aqui vai dar para dividir um
monte de vezes, eu acho que sdo mais duas vezes.

ETI: No papel posso dividir mais umas quatro ou cinco vezes, agora se eu colocar no
computador eu posso aproximar, ai posso dividir mais vezes.

Ele, ai, vai te dizer: diz-me um nimero que vai ser o menor lado desse quadrado?

ETI: 1 mm.

Teve gente que me disse que da para fazer até 0,5 mm.

ETI: De repente até d4, depende do quanto aproximares no computador, agora no papel nao

tem como eu fazer. Até um décimo no computador da para fazer.

A afirmag¢do de MOR sobre “as coisas do dia a dia” relaciona-se ao que Piaget
[1972b] verificou em aprendizes de carpinteiros, chaveiros ou mecanicos. Estes tém
mostrado aptiddes suficientes para o treinamento bem sucedido nas suas profissGes.
Provavelmente MOR e outros saibam argumentar de forma hipotética em seu ramo de
atividade, “dissociando as variaveis envolvidas, relacionando termos de forma combinatoria
e raciocinando com proposi¢oes envolvendo negagdes e reciprocidades” (p.6). Eles seriam,
consequentemente, capazes de pensar formalmente no seu campo particular. Diante de
determinada situacdo experimental, sua falta de conhecimento ou o fato de que eles tenham
esquecido certas idéias acaba dificultando o raciocinio de modo formal. Porém, o

experimento proposto ndo pressupde conhecimentos prévios.

A condi¢do fisica imposta pela experiéncia ndo implica compreensdao do

experimento:

Tu tens alguma idéia de quantas vezes ainda podemos dividir esse quadrado?
LIS (13): No olho n&o é muito mais.

Por que tu dizes que no olho ndo é muito mais?
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LIS: Porque ¢ dificil enxergar um quadrado pequeno pra poder dividir e ainda tendo que fazer
os célculos.

Tu achas que, depois que ndo se consegue mais utilizar o papel, o quadrado pode ser dividido ou
ndo pode mais ser dividido?

LIS: Pode.

Como tu me explicas isso?

LIS: Podes dividir mais. Com a tecnologia que temos hoje, acho que é possivel, sim, com o
microscépio ou com uma lamina super fina, que ele continue sendo dividido.

E qual tu achas que poderia ser o menor lado do quadrado que tu imaginas na tua cabeca, ja
pensando nessas tecnologias?

LIS: Dois, trés ou quatro milimetros.

Se alguém viesse te perguntar qual o menor tamanho do lado de um quadrado que possa existir, 0
gue tu responderias?

LIS: Como falei antes, com a tecnologia, dois, trés ou quatro milimetros.

Tem gente que diz que pode ser menor ainda.

LIS: N&o posso discordar, porque com essa tecnologia ndo se pode duvidar de nada.

Tu arriscarias um menor tamanho?

LIS: Olha, deve ter assim, mas ndo tenho cem por cento de certeza, tem que ter uma régua bem

pequena.

Tu achas que podemos desenhar todos o0s raios que tem num circulo ou ndo?

LIS: Muito dificil. Ndo tem um grafite tdo fino que pode fazer milimetros e milimetros entre
um raio e outro.

Tu achas que existem quantos raios num circulo?

LIS: N&o tenho a menor idéia.

E se viesse alguém e te perguntasse quantos raios tem um circulo, o que tu responderias?

LIS: Diria a metade da circunferéncia do circulo. Complicado de explicar, mas se for fazendo
pouquinho por pouquinho pode dar milhdes de raios.

Ent&o o nimero que tu arriscarias seria milhGes de raios?

LIS: E que eu ndo tenho muito uma idéia que um raio é o Ginico ou se cada um seria um.

Na verdade, a medida é a mesma, mas é outro raio.

LIS: Mas também depende do tamanho do circulo, porque se ele for maior, tipo 30 metros, da
pra ser feito milhdes, mais do que se fosse 30 cm.

Esse tem quanto de diametro?
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LIS: N&o lembro muito bem como mede, mas acho que sdo 20 cm.

Entdo se, por exemplo, for um circulo de 40 cm de didmetro, como tu achas que seria 0 nimero
de raios?

LIS: Cada raio com 20 cm seria.

A quantidade de raios seria a mesma ou diferente?

LIS: Acho que teria que ser maior, dai seria mais facil para a pessoa fazer mais riscos.

Mas vai ter mais raios, menos ou a mesma coisa?

LIS: Num circulo de 20 cm para o de 40 cm, acho que vai ter mais raios no de 40 cm. Ou

também pode ser a mesma coisa também, depende da pessoa que faz.

Nesta categoria, na Prova do Quadrado os sujeitos ndo concebem que o tamanho do
lado vai se tornando infinitamente pequeno, convergindo para zero, sem nunca atingi-lo.
Acreditam que, se o circulo for maior, a quantidade de raios também sera maior. A
quantidade de raios de um circulo serd sempre infinita, independente do tamanho do circulo.
De acordo com Piaget (1975c, p. 202), o dado de observacao contestado ndo € um fato fisico
exterior ao sujeito, mas “pertence a uma acgao propria e €, portanto, conhecido do sujeito,
apenas em atos inconscientes e ndo em sua conceituagao consciente”. No mundo concreto,
0 teste da hipGtese se ap6ia no real e, no virtual, o teste da hipGtese se apdia no proprio
pensamento. Para quem tem o pensamento concreto, um pensamento formal ndo € apenas
dificil, mas, sim, impossivel. Para quem tem o pensamento formal, um problema
envolvendo o mundo virtual é facil. No caso do infinito ndo ha manipulacdo concreta, o
pensamento tem gue se apoiar nele mesmo, é abstracdo reflexionante em cima de abstracao

reflexionante, o que leva uma experiéncia légico matematica mais refinada.

Categoria C: Infinito como uma representacédo de algo que ndo tem fim

Nesta categoria encontramos pensamentos mais refinados sobre infinito,

relacionando infinito a uma representacdo de algo que ndo tem fim. Esta forma mais
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elaborada de pensamento apresentou nocdes de infinito matematico bastante elaboradas,

algumas na forma de conceito matematico.

N&o se pretende aqui classificar o estddio do desenvolvimento cognitivo dos
sujeitos desta categoria. Mas o sujeito do nivel formal, depois de uma série de tentativas
similares, interrompe a experimentacdo com o material e comeca a listar todas as
hipoteses possiveis. E apenas depois de ter feito isso que os sujeitos comegam a testa-las,
tentando progressivamente dissociar os fatores envolvidos e estudar os efeitos um a um

“permanecendo constantes todos os outros fatores” (PIAGET, 1972b).

A materialidade dos objetos com o qual foram feitos os experimentos e a forma
como foram feitas as intervencdes durante a realizacdo desses experimentos, assim como
a entrevista, poderiam ter sido sugestivas, de modo a induzir o pensamento do sujeito.
Ciente disso, destaca-se a importancia da fidelidade ao método clinico e o cuidado na
analise dos dados. E interessante observar que as provas materiais nio restringem o
pensamento, pois se 0 sujeito tem estruturas para operar sobre, o concreto ndo limita a

possibilidade do raciocinio. Ai a importancia da conduta do experimentador:

Durante a prova do quadrado, ao observar um tamanho bastante pequeno, dificil

de manusear, pergunta-se:

A partir desse momento, a divisdo pode ser feita?

DIL (25): Sim, pode ser que eu consiga. E mais trabalhoso, mas ainda da para dividir em
quatro.

Se eu tivesse uma pinga...

Agui ndo temos uma ping¢a, mas vamos imaginar que tu tenhas uma pinga, ou se tu tivesses a
disposicdo um recurso tecnoldgico que talvez tu nem saibas qual. Enfim, o que tu quiseres a
tecnologia ia te fornecer, qual tu achas que seria 0 menor lado do quadrado?

DIL: 1mm talvez.

E daria para ser menor que 1mm?

DIL: Sim, vai embora. Tendo tecnologia...

E vai até aonde?
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DIL: Acredito que vai até onde a maquina mais potente conseguir ampliar esses quadrados.
Tu poderias dar uma estimativa de qual seria o lado desse quadrado?

DIL: Bah*, ndo faco a minima idéia.

Tu achas que poderia ser menor que 1mm?

DIL: Sim, muito mais. A nivel microscopico.

Até quando tu achas que vamos conseguir realizar este corte?

CAU: Até ficar uma molécula invisivel, vou cortar até acabar o papel.

E quando acabar o papel, conseguiras dividir o quadrado?

CAU: Néo.

E tu vai conseguir corta-lo até virar uma molécula indivisivel ai com a tesoura?

CAU: N&o sei se vai virar atomo, mas tornara uma particula indivisivel. Talvez com o
microscopio até tenha como, mas com a tesoura existe uma limitagdo manual.

E se tu tivesses a disposicdo um outro recurso mais tecnologico, sofisticado, para continuar
realizando esta divisdo, independente da tesoura e do papel, tu achas que esse quadrado ainda
pode ser dividido ou ndo pode mais ser dividido?

CAU: Ele terd um limite.

E que tamanho seria este limite?

CAU: O limite de um atomo, de uma micro particula.

Partindo da idéia deste quadraddo que te foi entregue de principio, quantas vezes a gente pode
dividir um quadrado em novos quadradinhos?

DIL: Sabes o ndmero exato que eu ja fiz de divisdes?

Néo.

DIL: E, arriscaria dizer umas mil vezes.

Aqui no concreto fizeste quantas?

DIL: Umas 7.

 Interjeicdo tipica dos gatichos utilizada para expressar uma surpresa.
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Ap0s a quarta divisao, pergunto: Até quando tu achas que a gente consegue fazer isso?
GUI (26): Até quando o olho humano for possivel ou o material tiver a possibilidade.

E a gente consegue saber quantas vezes € possivel fazer essa divisdo?

GUI: Sim.

Quantas?

GUI: Como assim?

Uma crianga vem e te pergunta: quantas vezes é possivel dividir esse quadrado do inicio?
GUI: Ah, eu ndo sou muito bom! Como o quadrado é uma forma geométrica, tu podes
usar a matematica e fazer um célculo que te da o niUmero exato de dividir o papel. Isso
se tu ndo usares um microscépio eletrénico.

Se a gente pensar hum recurso...

GUI: A matematica te da tudo, ndo sei se te da teoria, mas ela te visualiza, atraves de

equac0es e tal. Se quiseres fazer na pratica tu podes usar um equipamento deste.
Mesmo que tu ndo consigas mais recortar com o concreto, ainda é possivel dividir?

GUI: Ainda é possivel.

Quantas divisOes sdo possiveis? Teve gente que me disse que da para fazer umas 40 divisfes. O
gue tu achas?

GUI: Nao posso te informar porque néo sei exatamente. Acho que eu ndo tenho conhecimento
suficiente, mas eu sei que é possivel.

E tu poderias me dizer qual o menor lado que o quadrado pode ficar dividindo nessa maneira de
recursos?

GUI: Como assim?

O menor lado. Esse aqui foi quase 2 cm, vamos pensar assim.

GUI: Que eu vou cortando, ai vai diminuindo os lados?

Isso, qual seria a medida de menor lado?

GUI: Acho que chegaria a milimetros. Isso na méo.

Teve gente que me disse que o menor lado desse quadrado, usando um recurso computacional,
pode ser 0,12mm. Tu achas que pode ser menor ainda?

GUI: Eu ndo sei como é que tu sabes, mas pode chegar a muito mais. Micro, milimetro,... 10

vezes na menos 30. A nanotecnologia te permite fazer isso.
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Aqui 0 pensamento caracteriza-se pela deducdo, em que o sujeito parte de uma
idéia particular e a generaliza. Este pensamento é formal e ocorre no plano do possivel.
No pensamento formal, o mundo real estd subordinado ao mundo dos possiveis. O
pensamento hipotético dedutivo permite ao sujeito unir todas as possibilidades entre si,

com implicacdes que incluem e superam o real (PIAGET, 1972b).

Ao pensar hipoteticamente, 0 sujeito é capaz de realizar muito mais operagdes e
operacBes em patamares muito mais elevados do que aquelas que se apdiam no real. Quando
0 pensamento hipotético dedutivo se liberta do real e ndo tem mais necessidade de
comprovacdo das hipoteses no plano do real, testa as hipdteses apenas no mundo das
possibilidades. Contudo, antes de chegar a formalizacdo, o pensamento tem a necessidade

I6gica de comprovar o real.

Existem dareas muito especificas, que sdo muito formalizadas, que em sua
particularidade ndo permitem uma manipulacéo no real ou a testagem da hipotese. Nestes
casos, 0 pensamento hipotético opera somente no pensamento, ou seja, N0 mundo virtual.

Entende-se aqui que virtual é uma oposi¢édo ao que é real ou concreto.

Questionando FIL (24), DIL (25) e CAU (25) sobre a quantidade de nimeros
entre O e 1:

Existe algum ndmero entre o nimero zero e o0 nimero um?

FIL: Sim.

Que nimero?

FIL: 00,1 00,001.

E quantos sdo?

FIL: N&o sei.

Poderiamos lista-1os?

FIL: Podemos. Isso ai a gente aprende, mas ndo lembro mais. De repente pode ser, ndo
sei quantos zeros pode ter para fracionar. De repente 0,00000001. N&o sei quantas

fracOes podem ser quebradas.
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Tu achas que podemos estimar quantos numeros existem nesse intervalo?
FIL: Acho que deve poder.

Queres dar um valor que tu achas?

FIL: N&o, ndo consigo pensar num valor. Acho que... Isso me faz querer pensar que

sdo infinitas as fracdes entre 0 0 e 0 1. Mas pensar isso me incomoda

Por qué?

FIL: Porque ai é uma coisa muito abstrata, muito longe... Mas eu ndo consigo pensar

em quantas d& para fracionar.

Entre o nimero zero e 0 nUmero um, existe algum namero entre eles?

DIL: Sim.

Que niimero?

DIL: O um meio.

Quantos numeros existem entre o nimero zero e 0 nimero um?

DIL: Se for contar na régua sdo dez nimeros.

Entdo sdo 10 numeros que existem entre 0 nimero zero e 0 nimero um?

DIL: Pode ter mais entre esses nimeros também.

Tipo quantos?

DIL: Infinitos talvez e eu ndo estou sabendo...

Tu achas que séo infinitos?

DIL: Os nameros. Depois tem os milimetros e outros e assim sucessivamente.
Tem gente que me disse que tem uns 40 a 50 nimeros entre o zero e o um. O que tu achas?

DIL: Eu diria mais. Eu arrisco infinito.

Tu sabes quantos nimeros existem entre o zero e 0 um?

CAU: Milhdes de nameros.

MilhGes de nimeros? Quais sdo esses nimeros?

CAU: 0,1; 0,001; 0,0001 subdivisdes infinitas.

E se uma crianca te perguntasse quantos nimeros tem entre o zero e 0 um?

CAU: Depende da idade de crianga, porque posso confundi-la.
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Se for uma crian¢a de 11 anos?
CAU: Ja posso dizer que tem infinitos nameros.

E se for de seis anos?

CAU: Acho que no fim tem que dizer que € infinito.

Percebe-se claramente a nogédo de infinito nessa resposta, ainda que inconsciente.
E como se os sujeitos ainda ndo tivessem tomado consciéncia sobre essa questdo. Uma
tomada de consciéncia € uma representacdo de algo diferente e que vai além de uma
tomada. E uma “incorporagio a um campo dado de antemio com todos os seus
caracteres e que seria a consciéncia: trata-se na realidade, de uma verdadeira construcéo,
gue consiste em elaborar, ndo a consciéncia considerada como um todo, mas seus

diferentes niveis enquanto sistemas mais ou menos integrados” (PIAGET, 1975c, p. 9).

Ao pensar sobre 0 meu pensamento, estou tomando consciéncia da coordenacgéo
de minhas acdes. Logo, 0 meu pensamento € objeto. E é a partir da tomada de
consciéncia que existe a possibilidade de construir conceito. Um conceito matematico
ndo é construido por observacdo do mundo. A partir dos significados podem-se construir
conceitos e entre os conceitos estabelecemos as relagdes (PIAGET, 1975c¢).

Ao tornar geral e propagar um conceito particular, se estd generalizando. O
processo de abstracdo, empirica e, sobretudo, reflexionante, realiza a generalizagdo. O
infinito é configurado em funcdo da generalizacdo e da necessidade. Mas a necessidade
S0 ocorre quando o sujeito se da conta dos mecanismos das agdes. E uma generalizacdo
nunca € imediata. Devem acontecer situacdes intermediarias que possibilitem ao
individuo desenvolver determinada estrutura. Nesta categoria, a generalizagdo que ocorre
é construtiva, pois permite novas organizagOes estruturais. Ela € relacionada a abstracdo
reflexionante, pois estd apoiada sobre as operagdes do sujeito (PIAGET, 1978b). Esse

tipo de generalizacéo possibilita a construcdo de novas formas.

Percebe-se claramente como funciona o raciocinio do sujeito em relacdo ao que ¢

infinito e finito, possivel e ndo possivel de contar:
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E o0 que tu podes me dizer sobre o0 nimero de grdos, de pedrinhas?

GUI (26): Olha, infinito ndo é, mas € quase impossivel de contar um por um.

Pensando nesta areia que estds colocando na garrafa, tu achas que € possivel contar a quantidade
de gréos ou nao é possivel?

GUI: Olha, eles sdo quase do mesmo tamanho. E possivel.

Se tu tivesses um recurso muito moderno, e tivesses que construir uma estratégia, como farias?
GUI: Eu iria isolar eles para contar um por um. Mas também d& para usar uma balanca.
Mediria o tamanho da massa de cada um e chegaria a um namero.

E tu achas que a quantidade de areia dessa garrafa é finita ou infinita?

GUI: Finita.

Tu poderias me dizer um nimero para estimar essa quantidade?

GUI: Cinquilhdes.

A quantidade de magds que tu j& comeste € finita ou infinita?

GUI: Finita.

Por qué? Tu sabes quantas ja comeste?

GUI: Néo, em toda minha vida ndo. Mas chega a um numero. Finito € uma representacdo de
um numero, ndo é? Falando para os leigos é sem fim, mas tem um numero de quantas macas
eu ja comi. Incontaveis, mas tem fim.

E as que tu viras a comer até morrer, sdo finitas ou infinitas?

GUI: Finitas.

Tu sabes quantos nimeros existem entre o nimero zero e 0 nUmero um?

GUI: Infinitos.

Como assim?

GUI: N&o sei se € infinito, mas tem varias casas decimais, entdo o ndmero vai até a casa
0,00000000...

Teve uma pessoa que me disse que sdo 9 numeros entre o zero e o um. 0 0,1; 0,2; 0,3; ... até 0
0,9.

GUI: Pelo que eu entendo, tu tens 0s nimeros irracionais, acho que sdo infinitos nimeros

para representar isso ai. Eu ndo consigo responder exatamente, mas a matematica consegue.

A quantidade de magés que j& comeste na vida é finita ou infinita?

DIL: A quantidade que eu ja comi € um numero fixo, é finita.
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E a quantidade que vais comer até morrer?

DIL: Vai ser finita. Vou morrer um dia e vai ter um numero exato.

Ja teve gente que me disse que é infinita a quantidade de macds que vai comer até morrer ao
longo da vida, porque ndao tem como saber. O que tu achas disso?

DIL: Posso pegar daqui para frente e tomar nota de toda maca que eu comer.

E se tu ndo tomares nota? Tem gente que diz que vai ser infinito, pois ndo sabe quantos anos vai
viver ainda.

DIL: Acho que, se a gente se propuser, a gente consegue. Se fixar isso, consegue.

E se a gente ndo contar?

DIL: E possivel.

Mas vai ser um namero finito ou infinito?

DIL: Finito.

E em funcio da necessidade do pensamento que se buscam as explicaces. Durante
a passagem da adolescéncia a vida adulta, aumenta o nimero de questfes sem respostas que
precisam ser estudadas mais detalhadamente (PIAGET, 1972b). Surge uma necessidade de
explicacdo, sendo que o sujeito ndo se limita mais a notar ligacdes de fato, mas procura
encontrar a razio dos fatos. A necessidade é algo mental, ligado a coeréncia. A medida
que o sujeito vai tomando consciéncia dos processos, vai construindo mais necessidade
I6gica, ndo bastando saber como, mas querendo saber o porqué das coisas. Observamos

isso quando GUI explicou quantos nimeros existem entre O e 1.

E que tamanho tem 0 mundo?

FIL: Vixe®! Eu néo sei.

Se vem uma crianca e te pergunta: Que tamanho tem o mundo? O que tu vais responder para ela?
FIL: Que o mundo é a maior coisa que tem do mundo. Que é muito, muito grande, que cabe
muitas pessoas e muitos graos de areia.

E esse tamanho tem fim?

FIL: Tem.

% Expresséo utilizada para representar uma davida.
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Como podemos ter uma idéia de que o mundo tem fim?

FIL: Olha, além de aprender na escola que o mundo tem fim...

Essa é uma idéia que te ensinaram na escola?

FIL: Sim.

E se uma crianca de sexta série te diz: A minha professora disse que o mundo tem fim, mas eu
ndo acredito nela. Como podes convencé-la de que o mundo tem fim?

FIL: O mundo tem que ter fim pela forma como é constituido o planeta. Ele ndo pode ser
infinito, sendo seria solto no espago. O planeta é um circulo, um globo que tem agua e tem
terra. Se [0 mundo] fosse infinito essa 4gua toda ia voar no espaco.

E qual a maior coisa que existe?

FIL: D4 para se dizer entdo que é o infinito.

Mas o que é infinito?

FIL: O infinito é incontéavel. E o espaco do espaco.

Ao pensar sobre a definicdo de infinito, FIL estd operando no mundo das idéias.
“Uma operagio ¢, assim, a esséncia do conhecimento. E uma agdo interiorizada que
modifica o objeto do conhecimento” (PIAGET, 1972, p.1). Essa interiorizagdo da acao,
realizada por abstracoes reflexionantes, leva a uma consciéncia dos problemas a resolver.
A partir dai ha consciéncia dos meios cognitivos, e ndo mais materiais, empregados para
resolvé-los (PIAGET, 1975c, p. 200).

Os processos de pensamento podem permanecer inconscientes, “‘especialmente
guando se encontram na fonte de coordenagdes inferenciais, conscientes como
raciocinios, mas cujo sujeito ndo sabe de onde tirou sua necessidade intrinseca”. E
através da abstracdo de reflexdo que o pensamento pode tornar-se consciente,
particularmente quando o sujeito compara duas iniciativas que tomou e procura 0 que
elas ttm em comum (PIAGET, 1975c, p. 206). Observamos, por exemplo, quando FIL

explica e justifica o tamanho do mundo.

Atraves dos processos de generalizacdo construtiva comeca a existir um dominio

dos sucessos pelo das razdes (PIAGET, 1978a). O individuo invoca as capacidades
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construidas e reconstréi novas operacGes. Esse processo de generalizacdo construtiva
acontece por sucessivas diferenciacdes e integracdes (PIAGET, 1978b). Ao diferenciar, o
sujeito transpde a um plano superior o que colhe no patamar precedente. Pode-se
entender também como uma abstragdo de reflexionamento. Ao integrar, 0 sujeito
reconstréi e relaciona em um novo plano o que colheu no anterior ou relaciona. Pode-se

entender também como uma abstracao de reflexdo.

No nivel da conceituagdo, o movimento de interiorizacdo é marcado
primeiramente por um processo geral de tomada de consciéncia das proprias acfes. Essas
acOes sdo interiorizadas por meio de representacdes (linguagem, imagens mentais etc.).
Assim aconteceu com 0s sujeitos dessa categoria em relagdo ao infinito matematico. A
medida que ocorriam esses processos de tomada de consciéncia, essa se dividia em
funcdo dos dois tipos possiveis de abstracdes: “A abstracao empirica, fornecendo entao,
uma conceituacdo de certa forma descritiva dos dados de observacdo constatados nas
caracteristicas materiais da acdo, ao passo que a abstracdo reflexiva extrai das
coordenacdes da acdo 0 necessario para construir as coordenacdes inferenciais que, no

nivel do conceito, permitem ligar e interpretar esses dados” (PIAGET, 1975¢, p. 210).

Os sujeitos deste nivel apresentaram suas formacdes refinadas da nocdo de
infinito e alguns, por generalizacBes construtivas, apresentaram formagao de conceito. E
justamente a possibilidade de generalizacdo que faz uma aprendizagem ser interessante.
Uma aprendizagem € possivel se basearmos a estrutura mais complexa em estruturas
simples, isto €, quando ha uma relacdo natural e desenvolvimento de estruturas e ndo
simplesmente um treinamento (PIAGET, 1972b). Se uma estrutura se desenvolve
espontaneamente, ao alcancar um estado de equilibrio, ela é conservada por toda a vida

de quem desenvolveu para si proprio.
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Sintese das categorias:

Categoria
A

CARACTERISTICAS:

» Auséncia de consciéncia sobre as relagdes construidas;

» Ac¢do apenas para atingir o objetivo — auséncia de questionamento
sobre como conseguiu;

» Auséncia de tomada de consciéncia sobre seus proprios processos —
auséncia de interiorizacao das a¢des de modo consciente;

P Auséncia de descolamento da materialidade — o término do corte no
material concreto torna impraticavel a continuacao da atividade;

» Busca de equilibrio no concreto;

NOCAO DE INFINITO:
» Auséncia da no¢ao de infinito;

» Infinito concebido como um fendbmeno magico.

Categoria
B

CARACTERISTICAS:

» Explicacdo presa no concreto — auséncia da idéia de que o tamanho do
lado do quadrado converge para zero;

P Teste das hipdteses apoiado no mundo real — crenga de que se o circulo

for maior, a quantidade de raios também serd maior.

NOCAO DE INFINITO:
» Infinito quase nao previsto — o que ndo se conhece e ndo se pode prever
ndo permite enxergar o real;

P Infinito como nao possibilidade de contagem — o que € incontavel.

CARACTERISTICAS:
» Pensamento hipotético dedutivo;
» Procura da razdo dos fatos — possibilidades ultrapassando o real;

» Operacao no mundo virtual — testes das hipdteses apoiados no proprio
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pensamento;
Categoria | »Tomada de consciéncia dos processos — generalizagdo construtiva;
C »Pensamento apoiado em enunciados — Operagdes e relagdes

estabelecidas no mundo das idéias.

NOCAO DE INFINITO:

» Representacdo de algo que ndo tem fim;

P Inicios de tomadas de consciéncia sobre o Infinito Matematico.
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CONSIDERACOES FINAIS

A escolha da investigacdo sobre o infinito matemético ndo foi uma tarefa facil.
Esse conceito vem sendo formado e reformulado h& bastante tempo e entre matematicos,
existem, ainda hoje, divergéncias sobre o conceito de infinito, sendo que encontramos
diferentes formas de pensamentos entre autores. A clareza de que pesquisava uma nogédo
de infinito e ndo o conceito foi objeto de progressivas tomadas de consciéncia de minha

parte.

O processo de construcdo dos instrumentos de investigacdo foi a parte mais
gratificante da pesquisa. Ndo imaginava ser tdo dificil construir um instrumento, ainda
mais que contemplasse diretamente o objeto de investigacdo. Hoje, ap6s a coleta de
dados, tenho outro olhar sobre tais instrumentos. Poderiam ser em quantidade menor e a
entrevista poderia ter menos perguntas a fim de contemplar mais diretamente a
investigagdo. As perguntas realizadas na entrevista nem sempre conduziam a questdo

matematica:

Um rio tem fim? Tem. Onde? Na margem dele. Dai ele vai correndo para um lado, certo.
Até acabar. E ele acaba onde? N&o sei. Mas ai tem uma crianca que pergunta onde termina o
rio? Depende do rio. Entdo tu imaginas que um rio termine aonde? Tem que ver onde ele
comeca e acaba, mas tém alguns que ndo temos como ver. E esses que ndo conseguimos
ver onde acaba tem um fim ou ndo? Quando desemboca no mar, sim. Entdo o mar seria o fim

do rio? Sim.

A tua idade tem fim? Depende do que tu consideras idade. O que tu consideras? Que existe uma
vida terrena que tem uma contagem de anos, mas nunca se sabe a idade real que uma pessoa
pode ter. A tua idade real nés ndo sabemos? N6s temos uma idade, marcada pelo nimero de
tempo que eu estou aqui, s6 que como eu acredito que nés viemos de algum lugar e vamos para

outro lugar, depende do que se considera real.
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Estas perguntas ndo me ajudaram na investigacdo da nogdo do infinito. Retiraria
estas e também a questdo sobre a possivel contagem de pessoas na cidade e no mundo.
Da forma como foram abordadas ndo contemplaram diretamente o tema da pesquisa. A
questdo da quantidade de numeros entre 0 0 e o 1 foi a que mais auxiliou na investigacéo.
Pude compreender claramente as noc¢des de infinito. Conforme pude observar nos dados
coletados, o fato dos instrumentos serem materiais concretos ndo limitou o pensamento
do sujeito ao materialmente possivel. Quando esse tipo de limitagdo aconteceu, foi em

funcéo das estruturas de pensamento dos sujeitos.

A coleta de dados foi um grande aprendizado. O foco da investigagdo é algo que
precisamos ter em mente constantemente. A experiéncia com o método clinico foi
fantastica. Ainda hoje me espanto de como este método de investigacdo é eficiente. Ter
clareza do que se esté investigando e controlar a ansiedade sdo fatores fundamentais para
0 sucesso do método.

Foi muito interessante observar as provas com materiais concretos. O processo de
descolamento do mundo material, indo em dire¢do ao mundo das idéias. Os pensamentos
do mesmo sujeito nas trés provas funcionaram de forma semelhante. Insisto na
importancia da analise em funcdo do raciocinio, e ndo em funcdo do conteldo tratado.
Inicialmente me detinha em questdes de contedo e ndo de raciocinio, mas fui me dando
conta durante a analise dos dados de que, se isso fosse levado em consideracdo, nao

contemplaria minha pesquisa.

Pude observar os processos de tomada de consciéncia em varios momentos nos
sujeitos. A conceituacdo somente se efetua por tomadas de consciéncia. E conseguir
transpor o que colhemos e entdo reconstruir e relacionar com as estruturas que ja
possuimos. A tomada de consciéncia esta sujeita a varias deformac@es e seu ajustamento
é bastante trabalhoso. Se a tomada de consciéncia pudesse reduzir-se a uma simples

iluminacdo, essas coordenacdes ndo teriam necessidade de nenhuma construgdo nova.
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Acredita-se que, para a construcao da noc¢do de infinito matematico, o sujeito deve
apoiar seu raciocinio em abstracdes reflexionantes realizadas no plano do possivel, ou
seja, diferentemente dos periodos anteriores, ele deve trabalhar com nocbes que nao
existem no mundo real e sim no mundo das possibilidades. E, para que isso aconteca, 0
sujeito deve ter um pensamento hipotético dedutivo, pensamento esse que esta
mergulhado no mundo dos possiveis. Os possiveis incluem coisas que existam na
concretude, mas consideradas em suas infinitas possibilidades, reconstruidas no
pensamento. Segundo Piaget (1995), podemos dizer que o processo de abstracdo € uma
atribuicdo de significado ao contexto de nossas agdes. Os proprios dados obtidos por
abstracdo empirica ndo fazem sentido isoladamente, mas apenas quando inseridos nas
construcdes mais amplas da abstragédo reflexionante, onde ndo deixam de existir, mas séo

postos em relacdo por operacOes 16gico-matematicas.

Diferentes noc¢des sobre o infinito foram apresentadas nas categorias de analises,
as quais foram organizadas em funcdo da complexidade do processo de pensamento.
Estou convencida de que a nocdo é construida e essa construcdo desenrola-se por
sucessivos niveis. Observa-se desde a existéncia inconcebivel, onde sequer o infinito é
imaginado, um nivel intermediario onde a existéncia é pouco possivel e um pensamento

mais refinado onde o infinito é visto como representacéo de algo que néo tem fim.

Sujeitos da categoria A ndo concebem a existéncia do infinito e ndo conseguiram
descolar da materialidade nas provas, mantendo seu pensamento no mundo concreto. O
infinito sequer foi citado. As previsOes feitas pelos sujeitos mostram auséncia de

coeréncia, pois sdo contraditorias.

O infinito na forma de existéncia pouco possivel apareceu em pensamentos dos
sujeitos da categoria B. O infinito aqui foi relacionado a algo que néo se pode prever,
algo do qual ndo se enxerga o final, logo ndo tem fim. O que os sujeitos retiram de
conhecimento a partir da situagdo exposta, nesta categoria, ndo conseguem engendrar e
realizar novas tomadas de consciéncia a partir do que constataram. A ndo possibilidade

de contagem também foi relacionada a infinito, como no caso da grande quantidade de
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grdos de areia de uma garrafa. Com caracteristicas de generalizacdo indutiva, sujeitos

dessa categoria “se limitam a permitir a assimilacdo dos contetdos, mas nao os

engendrando” (PIAGET, 1978b, p. 3).

A representacdo de algo que ndo tem fim apareceu em sujeitos que descolaram
seus pensamentos da materialidade dos objetos nas provas com materiais concretos e na
entrevista. Denominei esse tipo de pensamento de categoria C. A partir dos seus
conhecimentos e das atividades realizadas, foram tomando consciéncia do infinito
matematico. E através da tomada de consciéncia que o sujeito compreende determinado
conceito e 0 generaliza para outros conteddos. Ao generalizar, 0 sujeito tem a
possibilidade de construir novas totalidades. As abstraces e generalizagdes constituem
os instrumentos fundamentais que o sujeito desenvolve para alcancar a construcéo de seu

préprio conhecimento.

Os processos de abstracdo reflexionante conduzem a generalizagdes. Ao separar
caracteristicas e transferir, “uma nova diferenciacdo acarreta a necessidade de integragdo
em novas totalidades, sem as quais a assimilacdo deixa de funcionar, dai o principio
comum da formacdo das novidades”. Em funcao das novidades, atribui-se a
generalizagBes construtivas, e ndo simplesmente indutivas ou extensivas como a
abstracdo empirica (PIAGET, 1995, p. 284).

A nocdo de infinito matematico constatada nos sujeitos da investigacdo independe
da idade, grau de instrugdo e area de atuacdo. Observei em sujeitos da area das exatas
uma familiaridade com o conteddo. Tiveram mais facilidade em utilizar termos
matematicos corretos para Se expressarem, mas isso ndo implicou em clareza e
objetividade de raciocinio. Sujeitos com mais idade tiveram maior possibilidade de fazer

relagcbes com suas vivéncias, mas isso ndo implicou em melhor nogéo.

Foi interessante trabalhar com adolescentes e adultos. Em funcdo da idade, a
coleta de dados acontece de uma maneira mais tranquila do que com criangas pequenas.

Ja a anélise dos dados € bem mais desafiante do que analisar dados obtidos com criancas,
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pois existem poucos dados de pesquisas que estudaram pensamentos de adolescentes e

adultos.

O capitulo sobre o Infinito Matematico, construido ao longo dos dois anos,
superou minhas expectativas. Tinha a intencdo inicialmente de apresentar definigcdes
matematicas que clareassem idéias de quem ndo € um matematico. Com a bibliografia
encontrada, pude fazer um apanhado histérico e organizar definices, conseguindo trazer

novidades também a matematicos.

A Epistemologia Genética é 0 embasamento tedrico que sustenta a investigacéo,
e, mais do que nunca, estou convencida de que a acdo humana é a fonte do conhecimento.
O conhecimento procede a partir, ndo do sujeito, nem do objeto, mas, da interagéo entre
os dois. Segundo Delval (2007), o sujeito busca a coeréncia interna de suas explicacdes e
a coeréncia com a realidade. As vezes, 0 sujeito, nas suas diferentes explicacdes, acaba
contradizendo-se e entdo acaba modificando suas explicacBes para torna-las compativeis.
Outras vezes, é a contradicdo com a realidade que conduz a modificacéo.

Esta pesquisa certamente mudou bastante minha forma de pensar e agir, pois lidar
com as diferencas, com os obstaculos, com o novo e o desconhecido foi um processo
muito interessante. A construcdo da idéia da investigacao, a construcdo dos instrumentos,
a busca por sujeitos, a coleta de dados e as interminaveis analises foram conquistas. A
minha oportunidade de aprender foi sem ddvida o maior ganho de toda a pesquisa. Pude
ver de perto, dia apds dia, meu processo de construcdo. Acredito que o maior ganho foi
como profissional. Eu, professora de matematica, reconheco aqui minha felicidade em

clarezas conquistadas como:
1) E através do processo de construgdo de uma nogéo, de determinado conteddo,

que existe a possibilidade de se construir um conceito;

2) Conseguir distinguir diferengas entre conteido e raciocinio.
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Um professor precisa ter clareza de nogdes, conceitos, conteudos e raciocinios.
Como vamos ensinar matematica partindo diretamente ao conceito? Como é que um ser
humano consegue compreender um conceito matematico da forma como é trabalhado em
muitas instituicbes de ensino? Eu n&o acredito na transmissdéo como promotora de
aprendizagem. O que me conforta em saber que estou lucida nessa afirmacdo é o
embasamento tedrico que fundamenta a pesquisa. Como um professor pode auxiliar e
avaliar o pensamento de seu aluno se ele ndo consegue distinguir a diferenca entre
contetidos e raciocinios? Destaca-se aqui a importancia de um professor reflexivo sobre

sua pratica, tomando consciéncia do conteudo das a¢bes que se sucedem.

Durante a realizacdo da pesquisa, muitas perguntas surgiram em minha mente.
Como um professor pode saber em que nivel de pensamento estd seu aluno? Qual sera
um bom instrumento para auxiliar o aluno a pensar sobre o infinito? Em que outros

conhecimentos matematicos existem divergéncias entre autores?

A minha concepcédo sobre o infinito matematico foi reconstruida diversas vezes

durante esta pesquisa. E qual a tua concepg¢éo sobre o infinito?
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UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
FACED - PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAQO

Consentimento Informado aos participantes

Pelo presente Consentimento, declaro que fui informado, de forma clara e
detalhada, dos objetivos e da justificativa do presente Projeto de Pesquisa, intitulado A
NOCAO DO INFINITO MATEMATICO NO SUJEITO ESCOLARIZADO.

Tenho o conhecimento de que receberei resposta a qualquer divida sobre os
procedimentos e outros assuntos relacionados com esta pesquisa. Entendo que nao serei
identificado e que se manterd o carater confidencial das informacgdes registradas

relacionadas com a minha privacidade.

Concordo em participar deste estudo, bem como autorizo para fins
exclusivamente desta pesquisa, a utilizacdo das imagens e dados coletados em

observacoes.

A pesquisadora responsavel por este Projeto de Pesquisa € Cristina Cavalli
Bertolucci, que poderd ser contatada pelo telefone (51) 9662 2505 ou pelo e-mail
cristina.bertolucci@ufrgs.br.

Nome completo do entrevistado RG ou CPF
Assinatura do entrevistado Assinatura da pesquisadora
Data: / /
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