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RESUMO 

O principal objetivo desta tese é o desenvolvimento e implementação de um modelo 
teórico que prediz o comportamento até e após a resposta máxima de estruturas laminares de 
concreto armado submetidas a cargas de curta duração. Como um subproduto deste trabalho 
foi feita a representação de estruturas laminares elastoplásticas sujeitas a cargas impulsivas. 
Avanços similares foram registrados na predição da capacidade de carga do concreto 
submetido a um estado plano de tensões, assim como na descrição das características da 
interação entre o aço e o concreto. 

A discretização espacial consiste em um arranjo de barras de treliça com rigidez 
equivalente ao continuo que se quer representar. As massas são concentradas nos nós e as 
equações de movimento são integradas explicitamente no domínio do tempo. 

Aplicações do Método dos Elementos Discretos (DEM) proposto ao cálculo de 
estruturas laminares elastoplásticas são apresentados. Propõe-se um procedimento para 
considerar na análise a condição de incompressibilidade no fluxo plástico. O modelo reconhece 
a não homogeneidade intrínseca do concreto, a qual é levada em conta por simulação. Os 
requisitos básicos da teoria da fratura são cumpridos usando o critério de Hillerborg. São 
apresentadas também as análises de uma viga, uma placa e uma casca de concreto armado 
submetidas a cargas impulsivas. Os resultados obtidos são comparados com resultados 
experimentais, os quais mostram as vantagens do método utilizado. 
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TITLE:"APLJCATTON OF THE DTSCRET ELEMENT METHODS TO ANALYSJS 
OF TIIE REINFOR CED CONCJli~TE LAM INAR STRUCTURES" 

ABSTRACT 

The main objcct ivc of tlti s Lltcsis is tltc dcvclopment anel implementation of a 
Lhcoretical model to pred ict. Llte beltaviour up to anel beyond the pcak response of lam inar 
reinforced concrcte struct.u res submited to sltort clurat ion loadings. As by product of 
Lh is work, progrcss in Lhe rcpreseiiLiüion of elasLoplasLic shell structures subjected to 
impulsive loading was achicvcd. Similar advances werc registcred in lhe prediction of 
concrctc capacity uncler plnnc st ress, as well as in Llte dcscription of interaction dfects 
betwecn concretc itnd stcel rcinfo rccmcnL. 

'fhe spal ial disrretizalion consisls of an array of unidimensional elemenls in 
th rcc dirncnsionnl cubic lalti ce rnodcl. T ire stifrncss of Lltc elcmcnts is detcrrn inatcd so 
Lliat Lhe modeled conLinuum prcse11ts Lltc samc st.iffness coeffi cicnts. Masses are lumped 
aL Lhe nodal poin ts and l he cq ualions of motions intcgratcd cxplicity i1i Lhe time domain. 

Apl icaLions of t. ltc proposccl Discrct.c Elemcut Nfetltods (DEM) to elastop las
tic shell structurcs are shown . Procedurc is proposcd lo considcr in Lhe analysis the 
incompressibil ity condiLion in Lhe plaslic now. Thc modcl recognizes lhe intrinsic non 
hornogeneity of concrete, wich is takcn in to accoun t by simul a.t. ion . T hc basic recprire
ment of fraclure thcorie are mct hy using llillerborg - Lype crilcria.. Dctailecl analysis 
of a reinforccd concrele hcams, pla tc anel shcll undcr impa.ct anel impulsive loading are 
prcsentcd anel compareci wi tl r Lhe experimenta l rcsu lts, wich shows lhe aclvc11Lages of the 
mdhod . 
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1 INTRODUÇAO 

1.1 Consider ações G er a is 

O estudo de problemas de impacto em estruturas ex ige a descrição detalhada 
do comportamento dos materiais utilizados até a ruptura e da interação entre o projétil 
e o alvo. Isto faz com que o estudo teórico deste tema seja um desafio como campo de 
pesquisa. Se o material for concreto armado, ex iste uma complicação adicional, pois ele 
é um material não homogêneo com duas fases que interagem modificando suas carac
terísticas mecânicas, o que deve ser levado em conta no modelo. 

Pelo mencionado no parágrafo anl.crior, segue que o desenvolvimento e a imple
mentação computacional de um modelo teórico ap li cável a estruturas de concreto armado 
submetidas a cargas de cmta duração é um problema complexo, que pela sua relevância 
ein numerosas(a)-eas de engenharia tem rccibido considerável atenção nos últimos anos . 

Pela sua versatilidade e grau de desenvolv imento, a maioria elos modelos teóricos 
desenvolvidos utilizaram como base de apoio o método dos elementos finitos, o qual se 
sustenta nas hipóteses da mecânica dos meios contínuos . Porém, em certos problemas que 
envolvem o estudo de materiais frágeis passíveis ele fissurar ou fragmenta r-se , a hipótese 
de continuidade é um condicionamento muito forte, contornado, às vezes com sucesso , 
mediante equações const itutivas complexas tanto na sua interpretação fís ica como na sua 
implementação computacional. 

Por esta razão, no estudo do concreto e matena1s cerâmicos, se empregam 
também modelos teóricos que não precisem considerar o domínio de interesse como contínuo. 
O método ut ili zado nesta tese, esta dentro deste gmpo. O mesmo consiste em discretizar 
o cont ínuo como um conjunto de massas discretas, vincu ladas por um a rranjo de elemen
tos regulares com rigide1. equ ivalente ao contínuo que querem representa r, sendo que a 
fissmação, fra tura e/ou fragmentação da. es tru tura em es tudo se traduz, no modelo dos 
elementos discretos, na desa.Livação das barras na. L-ona comprometida, levando em conta 
a energia dissipada no processo. 

Na secção seguinte se descrevem os principais objetivos seguidos neste t rabalho 
c, finalmente, se ap resenLa a organização da tese indicando os tópicos tratados em cada 
capítulo 

1.2 Objetivos 

o objetivo principal deste trabalho roi implementar um modelo teóri co para 
predizer, por simulação, o comportamento de estruturas laminares de concreto armado. 

ESCOLA De ENGENHARIJ\ 
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Dmante o desenvolvimento do estudo, van os subprodutos de interesse foram obtidos, 
entre eles: 

• Geração da mallta em coordenadas não cartes ianas , para facilitar o mode
lagem de cascas, mediante a transformação conforme de um modelo preliminar 
prismático cl cfluiclo em coordenadas retangulares . 

• A avaliação do modelo dos elemen tos discretos no caso de est ruturas laminares 
elastoplásticas. 

• Uma maior compreensão da interação entre aço e concreto, o que permitem 
modelar, satisfactoriamente o comportamento do concreto a rmado também na 
pós-ruptura. 

• Conclusões sobre as vantagens do a lgoritmo empregado, quando implementado 
em computadores vetoriais e/ou com possibilidades ele rea lizar processamento 
em paralelo. 

• Verificação do comportamento elo modelo para concreto submetido a um estado 
biaxial de tensões. 

1.3 Organização do trabalho 

Os tópicos tratados neste trabalho são apresentados da forma que se detalha a 
segu1r. 

O capítulo 2 consiste numa brevQ descrição dos problemas de impacto né!- en
genharia civil e os tipos de enfoque existentes, indicando onde se situa o tipo de apà1ise 
feito neste trabalho. 

No capítulo 3 se discute o mélodo dos elementos discretos, apresentando
se, primeramente os antecedentes do mesmo e desenvo lvendo, posteriormente, sua base 
teórica. 

No capítu lo 4 se apresentam as caracterís ti cas do modelo teórico aplicado na 
simulação de estruturas laminares elastoplást icas, apresentando dois critérios, com e sem 
a consideração da incompressibil icl ade no campo plástico do material . Para ambos os 
casos , são apresentados exemp los ilustrat ivos sobre a performance do modelo. 

No capítu lo 5
7 
~c . apresenta., · prime iramente, uma recopij açã.o teórica sobre a 

mecân ica da fratura linear e não linear aplicada ao caso de materiais não homogêneos como 
o concreto. Posteriormente, apresenta-se o critério constitutivo empregado no modelo 
teórico e, finalmente, um exemplo que ilustra a boa performance do mesmo na simulação 
de concreto submetido a um estado biaxia.l de tensões. 
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I\ a.p li ca.çã.o do método dos elementos di scretos, a estruturas de concreto ar
mado submetidas a ca rgas de curta duração, é tratada. 110 capítulo 6, onde são mostradas, 
inicialmente, as característ icas que influem na in teração aço-concreto, o que resulta em 
modificações nas relações constitu t ivas elementares do concreto e da armadura. Em par
t icular, foi estudado o comportamento do concreto armado no ramo de descarga do ma
terial reali zando-se verifi cações expe rimentais que vali dam a lei consiitutiva proposta. 
Verifica-se uma boa performance do modelo após a es truiura atingir a resposta máxima. 
Finalmente se apresentam vários exemplos que permitem validar os critérios constitutivos 
propostos. 

No capítulo 7 sà.o ap resentados alguns aspectos computacionais, verificados 
na implcmcntaçà.o numérica do método, relacionados a vciori zação c a paralelização do 
a lgorílmo proposto. 

Finalmente, no capítulo 8, aprc::;e11La-p. se as conclusões e as considerações finais 
sobre o t rabalho realizado. 

1 



2 CONSIDERAÇOES SOBRE CARGAS 
IMPU LSIVAS 

2 .1 Cons iderações Gerais 

4 

O estudo de estruturas submetidas a impacto e cargas impulsivas, desenvolveu
se, inicialmente, para aplicações militares mas hoje, na tecnologia civil , é cada vez maior 
a demanda de conhecimento sobre o comportamento de materiais c est ruturas submetidas 
a este t ipo de cargas de curta duração. A título de exemplo dentro da Engenharia Civil , 
apresentam-se problemas de projeto e ava liação da segurança nas seguintes situações: 

• Demolição de es t ruturas de concreto a rmado e protendiclo 

• Contenção e transporte ele mater ia is perigosos. 

• Projeto de centrais nucleares, ao impacto de projéteis desde o exterior (detritos 
de um to rnado, um avião colidindo, explosões), ou desde o interior (explosões, 
choque de com ponentes que falha ram) . 

• P+y9to de pi la res de pontes ou vindutos sujeitos a impacto acidental de nav ios 
ou veículos. 

As características do impacto c a forma de análise do mesmo serão diferen tes 
segundo a velocidade com que o mesmo se prod uz. Em função disto Zukas (1982) faz a 
seguinte classificação: 

• Regime de baixas velocidades ( < 250m/s): Muitos problemas no campo da 
dinâmica es trutural podem ser classificados dentro desta área. Deformações ou 
penetrações locais cs~aÕ'fo rtemente acop ladas a deformações da estrutura total. 
As cargas e respostas máximas no tem po es tã.o no ordem dos m ilisegundos. As 
análises reali zadas neste trabalho estão dentro deste grupo. 

• Regime de balística, para velocidades de 500 a 2000m/ s: A resposta da es
tru tura se torna secundária frente a resposta na zona mais afetada (2 a 3 
diâmetros do projétil). As cargas e respostas máximas típicas estão no ordem 
dos microsegundos. 

• Impacto a a ltas velocidades, para. velocidades de impacto entre 2 a 3km/ seg: O 
processo res1dta em pressões localiza.das que excedem a res istência do materia l 
em uma ordem de magnitude c a co li são dos sólidos pode ser tratada nos 
primeiros estágios do impacto, como um problema de mecânica dos fluidos. 

• No caso de velocidades maiores a 12[{ mf seg acontece a vaporização de parte 
do mate ri a l, aspecto que cond iciona seu t ratamento. 
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2.2 Diferentes Métodos de Análise 

Uma completa descrição do impacto entre sólidos demanda levar em conta os 
seguintes aspectos: 

• Geometria dos corpos que inte ragem. 

• Propagação ele ondas elásticas e plásticas. 

• Fluxo hiclrod in5rnico. 

• Deformações e/ou deslocamentos finitos. 

• Efeitos térmicos e friccionai s. 

• Iniciação e propa.gaçào de falhas nos sólidos que colidem. 

A abordagem a.nalít ica do problema ele impacto é uma tarefa complexa . Existe 

uma complicação ad icional relacion ada ao fato ela necessidade de caracterizar o compor
la.mento do material submetido a altéiS velocidades de deformação. 

Por estas ra zões os estudos !>Obre impacto tem sido, até recentemente, em sua 
maioria, experimentais. 

Métodos Experimentais 

Até pouco tempo atrá.s, era o ún~co método utili zado, dada a complexidade, 
do processo de impacto c a carência de fe rramentas computacionais adequadas . 

Ainda hoje, esl. ~tcl os experimentais de problemas que envolvem choque entre 
corpos ou cargas im puls ivas são um campo ele pesquisa muito desenvolvido dentro da 
área experimental. Em Zukas (1982) se apresentam vários trabalhos na área, assim como 
referências bibliográficas sobre o tema.. 

tvfodelos Analíticos 

Pode-se divi(ií-lo!:> <.:111 três categorias: 

• Empirícos ou quase analíticos: São equações algébricas baseadas na correlação 
com um grande nlÍmcro de informação obtida por experimentação. Tais es
forços são usua lm ente concentrados em estudar o comportamento de diferentes 

ma.teriais e/ou cst.n1turas para mn particular objetivo de desenho. Como um 
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exemplo próx imo disto, pode-se menciona r a tese desenvolvida por Ta.magna 
(1994) a qual estuda o comportamento de materiais fráge is (gesso) e dúcteis 
(Chumbo) ao impacto de um projétil. 

Uma grande quantidade de modelos deste tipo foram rev isados por Recht 
( 1973) 

• Métodos Analíticos ap roximados: Estes métodos se concent ram em estudar 
uma forma pa rti cula r do problema. fn t roduzindo simplificações nas equações 
de governo do domiuio estudado, se reduz o problema geral a equações algébricas 
ou d iferenciais de uma ou duas dimensões. 

Salvo pequenas exceções, este tipo de análise considera o a lvo como rígido e 
realiza o balanço energéti co do conjunto. 

Muitos destes mode los requerem, para ser calibrados, a lguns dados obtidos me
diante experimentação. Como trabalhos na á rea, podem ser citados os aportes 
realizados por Riera(l978) . 

• Métodos numéricos: Para uma completa solução de problemas de impé!-çto, se 
deve uti lizar uma. solução numérica das equações de governo do dorrii~io de 
interesse, o qual ap resenta. ;dgurnas d ificultades; ent re elas, pode-se mencionar: 

- Na discreti;mçào espacial dos corpos que colidem , permitir uma maior 
concentrn çiio da malha que acompanhe a região de maiores grad ientes de 
tensões . 

A caracLcriza.çào do cont port<une tt to de nuttc ri ais até sua. rup tura. 

- Correta simulação elo comportamento da interface em contato 

Há muitos traba lhos desenvolv idos nos tÍltimos anos sobre métodos numéricos 
ap licados a problemas de impacto, Nos livros de Zukas (1982) e Amman (1988) 
se rccopila g rande qu antidade de trabalhos na Arca, assim como bibliograria 
específica sobre o tema. 

P elo que foi descrito brevemente neste capítulo, pode-se concluir que só o fato 
de considerar cargas aplicadas e m forma stíbita., como é o caso do impacto, implica em 
abordar um problema complexo, especia lme nte quando o modelo teóri co implementado é 
numérico. 
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3 METOD O DOS ELEMENTOS D IS CRETOS 

3 .1 Introdução 

Desde o desenvolvimento da. a.nrí. li sc diferencial, esta se constituiu numa ferra
menta poderosa para permitir o avanço da ciência moderna. Mas, para sua aplicação, é 
preciso contar com domínios de trabalho contínuos, de tal forma que seja possível inte
grar e derivar variáveis deRnidas dentro dele. Este fato fez com que fosse uma hipótese 
comumente aceita a de considerar-se o domínio no qual se trabalha como contínuo. Como 
exemplo pode-se citar os desenvolvimentos teóricos devidos a Trusdell ( 1966) e seguido 
por numerosos pesquisadores, o que consolidou a teoria da mecânica dos meios contínuos. 
Tsto permitiu realizar avanços sign ificativos na compreensão do comportamento estrutural 
de muitos materiais, tanto sólidos como fluidos. 

Os métodos numéri cos pcrrrlit iram dar outro gnwde passo ao transformar sis
temas de equações diferenciais el e alto grão em sistemas de equações algébricos possíveis 
de se r resolvidas numéricamente. Também o fato de poder discretizar o domínio em es
tudo permitiu resolver problemas com condições de contorno mais complexas, os quais não 
podiam ser abordados ana li ticamente. Entre os métodos mais desenvolvidos pode-se citar 
o método das diferenças finitas, o dos elementos finitos e o elos elementos de contorno. 

Hoje em dia, sã.o muitos os tipos de problemas poss íveis de resolver com estes 
métodos numéricos, embora. considerando diferentes tipos de não linearidades tanto físicas 
como geométricas. As limi tações da teoria. da mecânica. do contínuo su rgem quando se 
deseja representar problemas onde se produz a fratura do material, pois neste caso o 
que até agora era contínuo deixa. de ser, comprometendo uma hipótese básica do corpo 
teórico uti lizado. Mesmo assim, se reali za. alguns esforços para trabalha r com fratura ou 
fragmentação dentro do campo da mecâ nica. do contínuo, entre eles cabe mencionar a 
teoria da mecânica do dano contínuo apresentada por Kachanov (1966). Mas, no caso de 
se estudar materiais suceptíveis de fratm arem, resulta interessante também partir de uma 
teoria qt1e deixe a hipótese de cont inuidade de lado. Um a opçã.o consiste em representar o 
con tínuo mediante partíctdas on de se concentram as massas que interagem entre si. Estas 
in terações podem ser representadas mediante molas c 11mortccedores, isto é, elementos 
unidirccionais com uma lei cons t itu t iva defin ida em fun ção de varios parâmetros. Tais 
parâmetros dependerão das característ icas do material a modelar, da disposição das barras 
e da separação das massas a serem unidas. O inte ressante nes te tipo de esquema. é que 
a fratura de um materi al pode ser modelada naturalmente desativando barras na região 
afetada pela descont inuidade. Cuidados com relaçã.o à. energia que é ret irada junto com 
o elemento "fraturado" devem se r levados em conta. 

Na seção seguinte se a.p rcscnta. uma rev isii.o das diferentes versões do método 
dos elementos discretos . 
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3.2 R evisão do 1nétodo dos E le rnentos Discretos 

Como antecedente deste enfoque cabe mencionar o trabalho de Herennikoff 
(194 1) que propõe a representação do contínuo mediante arranjos de bielas de rigidez 
equivalente. Mais recentemente Absi (1971) desenvolveu a mesma idéia realizando aplicações 
ao estudo de fundações de base elástica c na representação de muros em prédios altos 
at ravés ele arranjos de barras com rigidez equivalente. Também cabe destacar os trabalhos 
de Cundall ( 1977) para realizar estudos mecânicos geotécnicos com materia is granulares. 
O método proposto por Cunclall (método dos elementos distintos) baseia-se em realizar a 
integração explícita das equações de movimento de uma est ru t nra formada por partículas 
rígidas com massas conec ta.das entre si, mediante molas e amortecedores, como se most ra 
na figura (3.1). 

Este método pode ser ap licado facilmente na simulação não só de materi ais 
contínuos, como tarnbém para representar estruturas desconLínuas . Isto se deve ao fato 
de que, antes da fra tura, surgem forças de t ração, de compressão e corte ent re as partículas 
adjacentes. Mas, após a falha, desaparecem as forças de t ração entre as partículas 
contíguas afastadas pela descontinu idade. 

No estudo de ma teriais heterogêneos frágeis, como o concreto, foram aplicadas 
com sucesso di ferentes versões do método dos e lementos discretos. Schlangen (1993) 
realiza uma recopj lação bastante completa sobre os mesmos. No capítulo 5 se apresenta 
rn a.ior informação sobre o método apli cado ao concreto. 

Também na física teó ri ca, em estudos relacionados com a físi ca, no estudo de 
est ruturas cristal inas de materiais, acoplando ou não efeitos térmicos, podem-se encon
t ra.r alguns desenvolvimentos empregando os elementos discretos; como por exemplo em 
Sta.rzenski (1995). 

Na se~~ão seguinte se realiza uma. apresentação mars aprofundada da for
mulação utilizada neste t rabalho. 
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Estágio I 

(compressão) 

-EB--
(traçao) 

(separação) 

-m~ -E) G-

~ 
(cone) 

Estágio 2 

(contato) 
(compressão) 

-EB--

(corte) 

Figu ra 3.1 : Esquem a do mélodo elos e leme ntos cl istinlos C undall & Strach (1977) 

9 
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3.3 Formulação e1npregada nest e tra ba lho 

3.3.1 Cálculo das rigidezes equivalentes das barras 

O modelo adotado é dev ido a Nayfch & IIefzy (1978), mas estes autores t inham 
interesse no sentido oposto, isto é, a representação de painéis formados por módulos de 
treliças espaciais, empregados na indtístria. aeronáutica, através de um meio contínuo 
equivalente. Isto possibilita uma. disc ret ização com 11m número menor de graus de liber
dade, o que se Lrad uzio nu ma redução substancia l do esforço computaciona l. 

Utilizando a idéia antes mencionada, foram desenvolvidas formulações para 
determ inar as propriedades mecán icas equivalentes do sólido fictício. No t rabalho ele 
Nayfeh & Hefzy ( 1978), se realiza este estudo para dois t ipos de arranjos básicos de 
barras (octaéclrico e cúbico). 

. Noor & Mil<u las ( 1988), apresentam uma. comparação do compor tamento d inâmico 
calculado entre a estrutura discretizada com di versos arranjos de barras, e ela conside

rada como contínua. Neste trabalho pode-se constatar uma boa correlação dos resultados 
mostrados. 

Hayashi em (1982) percorre o caminho inverso; ou seja, a partir de um sólido 
elástico isotrópico com constantes conhccidas,são obt idas as propriedades das barras de 
treliça espacial para o a rranjo cúbico que se apresenta na figura (3.2) . 

A seguir, apresenta-se, em forma resumida, as deduções que permitem chegar, 
das constantes elás ti cas de um sólido, às rig idezes equi valentes das barras para o módulo 
cúbico apresentado na figur a. (3.2), as quais foram desenvolvidas na Lese de Ifayashi (1982) 
e no trabalho de Nayfeh & llcfzy ( 1978). -

A relação constitutiva. de 11111 corpo elást ico arbitrário, em notação indiciai, 
pode-se escrever como segue: 

(3.1) 

No caso do corpo anisót ropo c elást ico, a matriz das constantes elás ti cas, Cij, 
fica. definida. conhecendo 21 pa râmetros independentes. Se o material é isótropo, é possível 
realizar simplificações que permitem expressar a matriz cij em função de apenas duas 
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z!xMxM. 
X 

y 

X 

(c) 
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X 

F igura 3.2: Módulo cúbico apresentado por Nayfeh & Hefzy (1979) e ut ilizado nos traba
lhos de Hayashi ( 1982) e Roch a. (1989) . a)Módulo cúbico b)e c)Composição 

de prismas 
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constantes independentes . Neste último caso, pode-se esc rever C;i como segue: 

c ,, c ,2 c ,2 o o o 
c ,2 c •• c ,2 o o o 

cij = c ,2 c,2 c" o o o 
(3.2) o o o c. H o o 

o o o o c-~ ,, o 
o o o o o c.,,, 

onde que C11 , C12 , C.1•1 são fun ções do modu lo de elasticidade longi tud inal , E, e do coefi
cente de Poisson, v . 

J\s constantes e lást icas C ;j podem se r transformadas de um sistema de coor
denadas ortogonal cartes iétJJ O x para outro x; (i = I ··· 3) através de uma equação do 
t ipo: 

<p;; = f(c.p;;,akl)(k,l = l···3 )e(í,j = 1···6) (3.3) 

onde an são os co-senos diretores entre os sistemas de re ferência x c x;r.p;j e r.p;j são 
as constantes elásticas referidas aos sistemas de rdêrcncias x e x respectivamente. A 
expressão para cp;j e mais detalhes sobre este desenvolvimento são encontrados na tese de 
Hayashi {1982) e em Nayfch & llefzy (1978). 

Se todas as ba.rras possuem o mesmo módulo de e lasticidade 8, cada conjunto 
de elementos paralelos defini rá um contínuo com uma propriedade unidirecional efetiva, 
que será referida como cp 11 • Como c.p 11 é tomado como um valor médio ponderado de tal 
propriedade com relação à área de inAuência da barra, em um determinado conjunto de 
barras paralelas seu valo r dependerá do espaçamento entre estas barras. 

O módulo ct'tbi co da figura (3.3.a) possui dois valores diferentes para r.p11 , um 
correspondente às barras qne são norma is às fa ces c.p;\ c o outro correspondente às barras 
I. . d c 1agona1s <p 11 . 

Para uma estrnlum ctíbica, o valor do parâmetro c.p~ 1 pode ser faci lmente de
term inado projetando a á rea das barras numa face do cubo como se most ra na figura 
(3.3.a). 

Então, em cada f<tce do módulo clÍbico de arca (L~) se tem a cont ribuição 
de duas barras normais inteiras. Dessa forma, cada elemento tem uma área efetiva de 
contribuição igual a ( L~/2). Por isso, a re lação entre a rig idez da barra EA 11 e a área 
efetiva de cont ribuiçã.o da mesma fornece o valor médio da propriedade uniclirecional 
efetiva na direção das barras normais às faces do módulo c.p~ 1 : 

L~/2 
(3.4) =--
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1/4 1/4 
a} 

Q0 = 2 E 1\ 0 

An 
11 --I. L/ 

1/4 1/4 

b} 

Figura 3.3: Cálculo da área efetiva para as barras normais (a), e diagonais (b) do módulo 
cúbico 

Em forma simila r se procede para. obter o valor médio da propri edade unidire
cional na direção das barras diagonais em re lação às faces do módulo cúbico cp11 • Deve-se, 
também, determinar a área efetiva de contribuição de cada diagonal, a qual é indicada na 
figura (3.3.b ). Logo, o <p~ 1 é dado pela expressão: 

l 'ld = 
rt t (3.5) 

A parti r de tp~ 1 e tp~1 , é possível obter tp;j, que é a mat ri z de ri gidez de um 
sólido equivalente a um a rranjo de módulos cúbicos corno os definidos na figura (3 .2.a). 
Levando em conta que a cada nó genérico concorrem 7 barras (3 normais+ 4 diagonais), 
a matri z <f>ii poderá. se r expressa como segue: 

3 ~ 

!p jj = L !I (cp7., o!k,) + L !J (cp;1. , a:L) (k, ' = 1 ... 3) (3.6) 
l = l J = l 

onde a'h1 e o~kl são os co-senos dirdorcs dos sistemas cartes ianos x, x{ c x, x1 respecti
vamente. 
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Sust ituindo as expressões (3.4 ),(3.5) em (3.6), e trabalhando algebricamente se 
obtém: 

C',, = 'P7. (t + ~5) (3.7) 

C'J2 lp;\(~5) 
c·., .• = lp~. (~5) 

onde 

5- <?~~, - J3 Ad 
- <p~, - 2 A: (3.8) 

Substituindo as ex pressões de C'ij na matriz ob tem-se: 

} + ·IÓ ·16 ·16 o o o !) !) 9 I + ·•6 •16 o o o 
!) 9 

c .. _ 2EAn I + '16 o o o 
(3.9) !) 

•16 I) - L2 
9 o o c 

·16 
9 o 

45 
9 

que é a expressão proposta por Nayfela &~ lfefzy (1978), onde An e Ad são dados do 
problema. No trabalho ele Nayfeh & ffeftzy (1978) se esclarece que a equação (3.9) é 
equiva lente á matriz de ri gidez de um mnLeri a l isótropo e homogêneo só no caso em que 
5 = 9/8 (o que implica 11 = 0.25). Para outros valores de v a equivalência não e perfeita 
c diferenças se concentram nos termos de corte. Alguns Lestes realizados para v = 0.20 
e v = 0.33 mostraram um er ro na avaliação dos termos ele corte de aLe 50%. Isto indica 
que certos cu idados elevem ser levados em conta. na ut ili zação do método elos elementos 
d iscretos no domínio elást ico. Outros arranjos básicos diferentes do cúbico podem ser 
utilizados para obter uma equ ivalência perfeita para outros valores de 11 diferentes de 0.25 
como é d iscutido em Nayfeh & Heftzy ( 1978) y em Schlangen (1993) 

As constantes elást icas E, v c C podem ser obt idas para o con tínuo equivalente 
a partir dos correspondentes C'ij ela expressão anterior , corno segue: 

I v v 
- a , - - a? - -a3 E E - E (3. 10) 
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v I v 
[.2 - --;O" t + -::;a2 - -a3 

I~ E E 
v /1 1 

é3 -u. - - u2 + -a3 E E E 
l 

(3.11) é .• C:O".a 

l 
és = - (J"r. C a 

I 
é:G = c:0"6 

As expressões anteriores podem ser escri tas em forma matri cial da seguinte 
manetra: 

;:- .- 1\ ··"" · ~ , - l )v ) (3.12) 

ele onde se obtém que: 

v 
a • • = E, a 12 = - E, a .•. , = G (3 .13) 

Comparando (3.1 ) c (3 .1 2) se conclui guc: 

(3.14) 

Realizando esta inversão é possívG.I obter os coeficientes a 11 , a 12 e a -1 ·1 em lermos 
de Cll, C12 e C.1 •• e a part ir de (3 .13) e (3.9) 

E 

/1 

G 

2EAn (1 + ~) 
L~ (1 + 8; ) 

4Ó 

9 +Só 
2 EA 114Ó 

L~9 

(3.15) 

Como o que interessa no método dos elementos discretos é ob ter as rigidezes 
das barras ( EA 11 ) e ( EAd) em fun çào das propriedades elást icas do sólido que representa 
8,v, simplesmente isolamos ta is valores da equaçào (3.15), obtendo: 
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5 
9v 

(3.1 6) - (4 - 8v) 

EAn -
L~ (9 + 85) E 
2 (9 + ] 25) 

EAd 
25 EAn 

-
J3 

Estas expressões são válidas se o módulo básico de barras é o cúbico mostrado 
na figura (3 .2a) . 

Para uma céhtl a básica de fonna diferente, deverão se r obt idas novas relações . 
Bush 'et a l'(1977) c Noor & Mikulas (1988) apresentam estas relações para tetraed ros, 
enquanto outros autores propõem realizar o cálculo das rigidezes das barras diretamente 
por cali braçã.o numérica . Scldangem ( 1993) faz uma rev isão bibliográfica de vários ti pos 
de a rranjos ut ilizados na. rrr ode lagem de es t rut uras de concreto. 

Ostoja & Sta rzc11 ski (1995) também se ap resentam o cálculo de propriedades 
equivalentes de barras para o caso em que existe ortotropia utilizando célu las tetraéd ri cas. 
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3 .4 Solução da equação de 1novim ento 

A equação de movimento para o modelo teóri co é dada pela seguinte expressão: 

Mf +c±+ Pr(t) - P(t) = o (3.17) 

onde x representa o vetor de des locamentos noda is, M a matriz de massas nodais (d ia
gona l); C é uma matr ih de amortecimento, também considerada d iagonal, e Fr(t) - P(t ) 
rep resenta a d iferença entre o vetor de forças reat ivas Fr(l) c o vetor de forças in ternas 

P(t), sendo que estas fo rças atuan1 sobre os nós do modelo. 

Para cada. nó i elo modelo se verifica que: 

k 
,-;.; = ~ pb 

r G r (3.1 8) 
b= l 

sendo k o número de barras que concorrem no nó i. A fo rça interna em cada barra, F;, é 
obtida a part ir de uma equação constitutiva elementar, que pode-se expressar como segue: 

(3.19) 

sendo que é b e i b representam a deform ação c a velocidade de deformaçã.o ela barra b e 
consl será uma fun çã.o q 11 e dependerá do t ipo de materia l a. modelar. 

Se cons idera-se a. mat riz de amortecimento também diagonal, a solução da 
equação de movimento (3.17) é desacoplada c, por isso, sua solução é facili tada, sendo 
possível in tegrá- la no tempo mediante um cs"quema explícito. Por isso se adota a hipótese 
simplificat iva de considerar o amortec imento proporciona l à massa de tal forma que: 

(3.20) 

sendo D1 uma constante vi11culada ao coeficiente de amortecimento críti co, Çn, como 
segue: 

(3.21) 

onde fn rep resenta a frcq'tiência natura l de vibraçéi.o do modo n expressado em [I-Iz.], o 
modo n é aclopta-:;e,crn geral,igual ao modo fu llda.mcntal de vi bração da es t rutura . 

A determinação do valor de D 1 é um aspecto delicado elo modelo, que eleve ser 
1nais estudado por dive rsas razões . 



18 

Além do amortecimento do mate rial que é, em geral, difíci l de se determi
nar, deve-se incluir dentro do D f um certo amortecimento artificial com dois objetivos 

. . . 
pnnc1pa1s: 

a)Eiimina r as freqiiências de vibração mais altas do modelo, as quais não são 
ele interesse e dificu ltam a in terpretação dos resultados. 

b )No caso em que sào ap li cadas excitações em formas súbitas, também é 
necessário colocar um certo grau de amortecimento para suavizar a frente da onda de 
choque, distribuindo-a en tre vários elementos c prcvinindo, assim, o cola pso dos mesmos 
sobre a ação de gradientes muito fortes . 

Este amortecimento 'artificial' tem sido muito estudado,havendo, até expressões 
fechadas propostas por diferentes autores. Um claro t ratamento sobre o tema pode-se en
contrar nos manuais teó ri cos dos programas /\baqus/8xplicit (1994) c DYTRAN (1993). 
Os amortecime ntos 'artificiais' mencionados são conhecidos na lite ratu ra como "linear and 
quadratic bulk viscos ity". 

Um dos pontos que devem ser melhorados no programa é a separação deste 
amortecimento numérico do amortecimento do material, para facilita r sua avaliação. 

Foram, também fe itos algnns esforços para que o amortecimento não seja ape
nas função da massa, mas também da rig idez do sistema. Uma das tentat ivas realizadas 
fo i acrescentar o segu in te te rmo na. eCJ nação const itut iva un iaxial da barra genérica b dada 
em forma gera l na eqnação (3 .1 9) : 

(3.22) 

sendo Eb a rigidez da barra b, i a taxa de deformação de tal barra e t9 um coeficiente a ser 
determinado mediante experimentação numérica. Ainda que seja possivel aplicar amorte
cimento desta form a, o a lgo ritmo fi ca muito instável, principalmente quando existem não 
linearidades envolvidas no comportamento elo material. Variações desta expressão foram 
reali zadas, mas ta.rnbé rn sc rn sucesso. 

Também se experimentou incorporar a dependência da rig idez em forma indi
reta, isto é, fazendo D f depender de um índice de dano local da estrutura, calculado em 
cada nó, função da degradação da rigidez das barras que concorrem ao nó. Neste caso, 
foram obtidos resultados interessantes, mas o cálculo ad icional necessário implicava num 
gas to computacional elevado. 
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Uma 'v~Jngcm dos métodos explícitos de integração das equações de movi
mento, é que são apenas condiciona lmente estáve is , is to é, o interva lo de integração ~~ 
deve ser menor que um valor críti co 6 1crit, a partir do qual o processo rcs ult,a instável. O 
método de diferenças finitas Cent ra is foi escol hido porque, dentre outras ventagens, apre
senta em problemas lineares o menor intervalo crítico no grupo dos métodos explícitos. 

Por outro lado, em problema. de im pacto c cargas impulsivas com possibilidade 
de fratura , a descri çã.o das ações e do processo ele rup tm a do ma teri al exige o uso de 
intL·valo' de in tegraçã.o pequenos, a vezes da ordem de ~tcr it, o que na t uralmente elimina 
a d~ventjtgem do do método em relação a proced imentos implícitos . , 

Em relação a determ inação de ~tcrit, pode ser encont rada em Flanagan & 
Belytschko (1984) uma discussão sobre o tema. Essenci<tlmcnte se tem que 6 1cr it é fun ção 
da maior fre(t,~n ~ ia de vibração do modelo f max c do amortec imento f. . A sua vez f max 
depende de va?ios parâmcLros como se r o compri mento característico do e lemento ut ili zado 
na discretização Lo, e ela velocidade de propagação da onda de compressão CP. 

No modelo teórico em estudo, se utiliza um critério simples que se mostra a 
segu1r 

(3.23) 

3.6 Extensão do método dos e lementos discretos 
para n'lode lar estruturas lan'linares 

Como já se most rou, a rigidez dos elementos depende das propriedades locais 
do sól ido e do comprimento Lc da célula básica. É possível modelar est ruturas com formas 
curvas regulares ap licando uma transformação conforme nas coordenadas de um prisma 
formado pela repetição das célu l<1s ctíbicas básicas. Como a transformação conforme 
preserva a ortogonali dade, as células cübicas transform adas são suavemente distorcidas . 
Por isso, admite-se que as fórmulas para calcular as rigidezes equivalentes das barras a 
partir das propriedades do só lido mantém sua validade. 

As expressões para realizar a transformação de coordenadas foram obt idas de 
Churchi\1 ( 1960). A Lílulo de exemplo, apresenta-se a seguir a t ransformação de com·de
nadas ele um prisma ret<lngula r em 11111 sclor de casca cilínd ri ca. 
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Partindo de um prisma no espaço (X, V, Z), mediante as seguintes expressões: 

v = 

w 

v 

1· exp(I+Z) 
---'--

1
- cos( x) 

exp 
1· exp(I+Z) 
-----=---

1
- si n ( x) 

exp 

V* (Lc/ Lco) 

(3.24) 

é possível passar a um espaço transformado ( U, V, vV), onde Lc, S, c a são dados na 
transform ação e r e Lco são obtidos a partir deles como se indica a segu ir: 

S/a- Lc/2 (3.25) 

In (~c + I) 

Na figura. (3.4) se indica o sign ificado destes parâmetros. As massas nodais 
devem ser transformadas de acordo com a segui nte lei: 

massa lTans f o1·mada = ( det J) massa or·igina/ (3.26) 

na qual (del.J) representa o determinante do j acobiano da transformação. No caso de 
cascas que sofrem esforços preponderantemente membranais , a utilização de uma célula 
básica na espessura é suficiente para obter bons resultados. Na presença de esforços de 
nexào precisar-se-á em geral utilizar maior .quantidade de células básicas na direção da 
espessura. 
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Figura 3.4: Transformação de coord enadas, ele um prisma a um setor cilíndrico 
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3 . 7 Cons iderações finais 

O Laboratório de Dinâmica Estrutural e Conflabilidadc (LDEC) da UFRGS 
tem uma experiência de quase dez anos no trabalho com este método. Ele tem sido uti
lizado no estudo do comportamento dinâm ico de materia is homogêneos ou não, considerando
se grandes deslocamentos na anál ise, em a lguns problemas de fron teira móvel (contato) e 
inclusão ele características aleatórias na definição das propriedades do material. 

Em particular, foi utilizado com sucesso na simulação do comportamento de 
concreto submetido a diferentes tipos de sol icitações, sendo que o modelo capta corre
tamente o efeito de escala e permite simular fenõmenos de fratura não local típicos em 
materiais frágeis não homogêneos. Sohrc est.e tema se discute a lei const.itutiva unidire
cional para o concrct.o no capítu lo 5. 

Foi ta.rnbém utilizado o DEM (método dos elementos discretos) na simulação 
de cáscas elastoplásticas subrnctidas a cargas de curta duraçâ.o (ver capítulo 4); no estudo 
elo comportamento do concreto submetido a um estado biaxial de tensões (ver capítulo 
5) e na aplicação do método ao estudo de estruturas laminares de concreto armado (ver 
capít11lo 6). 
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4 APLICAÇAO DO DEM A ESTRUTURAS 

ELASTOPLÁSTICAS 

4.1 Generalidades 

i\ determinação da resposLa de estruturas laminares elaslop lást icas submetidas 
a cargas dinâmicas, considerando grandes clesloca.menLos, requer um considerável esforço 
Leórico c computacional. lsLo se vê acentuado quando são esperados fenômenos p ronun
ciadamente não lineares Lais como escoamento ou fratura. Em tais situações, uma for
mulação baseada. numa representação discre ta da estm tura (DEM), conj untamente com 
uma integração explícita no domínio do tempo, comprovou se r altamente competit iva 
frente a esquemas ele trabalho clássicos como o método dos elementos finitos (MEF ). 

Neste capítulo se desenvolvem as características deste método ap licadas a es
truturas elastoplásticas submetidas a ca rgas dinâmicas com o objetivo de testar os limites 
de ap licabili dade do método nesta área. 

Até agora o método dos elementos discretos t inha sido empregado para estudar 
o comportamento de estruturas elásticas ou problemas ele fratura, mas nunca aplicado ao 
caso de mate ri ais ducteis. Neste úl t imo caso, se eleve int roduzir uma lei const itut iva un i
ax ia l para as barras que permita representar o comportamneto elo modelo rfsico estudado. 

Já Argyris 'et ai' ( 1988, 1990) ut ilizaram um elemento de casca consistente 
em massas nodais discretas unidas por elementos com flexibilidade axial rígidos à flexão 
(bielas), munidos de molas que vinculam as_ bielas entre si. Tal esquema é mostrado na 
figura {4 .1 ). As vantagens do método quando aplicado a problemas transientes ele curta 
du raçã.o, por exemplo cargas explosivas, são também enfaLizadas por A rgyris 'et a l' (1991 ). 

Na primeira etapa da implementação, foi incorporada uma lei constitutiva uni
ax ial elastoplást ica com a. possibilidade ele considera r ou não encruamento.Para reali zar o 
aj uste desta lei, estudou-se a sua superfície ele escoamento ana lisando o comportamento de 
uma parte ela estrutura submetida a diversos estados tensionais. O conjunto de equações 
que define a lei constitut iva un iax ia l das barras do modelo é dado por: 

• I F I= Er I € I se I ê 1<1 é - I comportamento elastoplástico 

• I P I= Er I e· I c I i 12: O com portamento p lást ico 

• I P I= Er I t: - I c I i I< O descarga 

Nas expressões anLcriores, P ind ica a força atua11 te em cada barra; Er repre
senta a rigidez da barra, a que é função de sua àrea, como foi defin ida no capítulo 3 para 
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os diferentes tipos de barras (normais c diagonais); C é uma deformação característica 
que permite vincular a relação const itutiva de cada barra com a superfície de escoamento 
do modelo, e, finalmente, € indica a deformação sofrida pela barra. Na figura ( 4.2) , 
mostra-se a forma da superfície de escoamento obtida considerando um módulo do mo
delo sujeito a tensões membranais e determinando para que níveis de tensão os a rranjos de 
barras se convertem em mecanismos. Esta figura fornece importante informação sobre o 
comportamento plástico elo modelo utilizado, já que nas estruturas ensaiadas os principais 
esforços foram membranais. 

Na figura se apresenta uma comparação entre o critério de Tresca e o critério 
resultante para um módulo na espessura podendo-se notar que as leis de Tresca e a obtida 
coincidem em dois quadrantes (tensão - tensão) e (compressã.o- compressão) . O modelo 
prediz tensões maiores nos outros dois quadrantes, estando, neste caso, a curva mats 
próximas à superfície de escoamento de Von Mises . 

A seguir são apresentados três exemplos de aplicação para avaliar a imple
mentação rea lizada, verificando-se que os resultados obtidos foram totalmente satisfatórios, 
cabendo esclarecer que não foi levada em conta, na análise a restrição volumétrica no 
regime plástico. 

o•xll·u,ihlc tlaugc risi<l iu Lrnolin~: 

f i 

-....L.~r--:-~-?oE:.__~/) 
~ 

m;.ss point, joint simulatins l!cudiug 

Figura 4.1: Modelo empregado por Argyris et ai (1991) 
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4.2 Exen1plo 1: Casca cilíndrica submetida a uma 
carga explosiva n a sua superfície 

Como primeiro exemplo é anal isada uma casca cilíndrica ci rcular ensaiada por 
Lcech (1971) sob a ação ele uma excitação impulsiva, gerada pela aplicação de uma carga 
explosiva dist ri buída em parte de sua superfície . Esta carga é simulada por Argyris 'et 
aP (1991) mediante a aplicação de uma velocidade inicial igual a V0 = 143.51m/s. No 
modelo foi ap licada urna carga ele superfície q~ na casca, cujo valor está vinculado aVo de 
tal fo rma que amb<ts excitações prod uzam o mesmo impulso na est rutura. O tempo ld de 
<tpli cação da carga adotado fo i o necessário par<t que a onda de compressão a travessasse a 
espessura da casca, de tal forma que: ld = cP Lc, sendo Cp a velocidade da propagação da 

onda ele compressão definida pela expressão cp = /F:iP c Lc a espessura da casca, igual 
a um módulo cúbico na discretizaçào adotada. 

As dimensões e propri edades da est rutura em consideração são ind icadas na 
ftg1,1ra ( 4.3) . A casca está e ngastada e m suas quatro bordas. A zona ela carga cobre 
um setor periférico de 60°, sendo que o desenvolvimento total da estrutura é de 120° . O 
material empregado na construção da casca foi uma liga de alum ínio 6061-T6 caracterizado 
por um encruame nt.o muito pequeno, pelo qual seu comportamento pode ser simulado 
admitindo uma relação constitu t iva e lastoplástica perfeita. 

i\ casca foi analizacla por i\ rgy ri s 'ct ai' (1991 ), emprega11do um modelo gerado 
utilizando o e nfoque ap resentado na figura (tl.l ), onde foram consideradas quatro capas 
para computar corretamente a clistribuiçào de tensões durante as deformações plásticas. 

No modelo aqu i ap resentado, di scret izou-se a metade da casca, aproveitando as 
condições de simetria do problema. Em tal çJiscrclizaçã.o utilizou-se um único módulo na 
direção da espessma, I 00 na direção longitudinal c 25 no sentido circunferencial, gerando 
um modelo com 23000 gra us ele li berda.de. 

A figura (4.4) permite comparar os deslocamentos verticais nos pontos A e B 
da casca, (a) observados no experimento, (b) calculados por Argyris 'et al' (1991) e (c) 
uti lizando o modelo propos to, sendo ev idente a boa performance do método proposto. A 
discrepância entre as simulações numéricas e os resultados experimentais para o ponto B, 
localizado a 1 /4 L do ext remo menos carregado, é at ribuída à hipótese de um engastamento 
perfeito nas quatro hordas da casca, aspeclo di scutido no trabalho de Leech (1971). 

Finalmente na figura ('1.5) se mostra um detalhe ela configuração do modelo 
cliscret izado no instante em q11 e se prod uz o deslocamento máximo no ponto A (t=375 
rns) . 
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L(comprimcnto)= 0.3175m .. 

" Ang11lo = ] 20° 

Espessura= 0.003l75m 

llaio r nterno = 0.07tJ2095m. 

tJ0 = I·U.51m js 

F; = 7.2'J4 f I OtV jm2 

t: y = 'I . I 0 E - J 

F igura <1.3: Propriedades geomét ri cas c mecânicas da casca de Leech (1971) 
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Figura 4 .'1. : Comparação dos resultados ex perimentais apresentados por Leech {1971) com 
os numéri cos el e Argyris ( 1991) e com os do modelo proposto; deslocamentos 
verti cais nos po11 tos A e IJ vs tempo 
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-A 

Figura 4.5: Configuração da casca deformada na. proximidade da borda menos carregada 
no tempo t= 375 rns 
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4.3 Exe1nplo 2 : R esposta de uma placa submetida 
a uma carga i1npulsiva 

O segundo exemplo ap resentado é o caso de uma placa de alumínio (6061-T6), 
biengas tada, submet ida a uma carga impulsiva na sua porção central, ensaiada por Balmcr 
(1964). As dimensões e propriedades mecânicas são indicadas na figura (4.6). Levando em 
consideração o baixo encruamcnto do material ensaiado, o mesmo foi também considerado 
na análise como sendo clastoplástico perfeito. 

Como não foi poss ível obter informaçã.o ela distribuição espacial c tcmpora.l da 
pressão duran te a explosão, a amplitude da carga foi obtida calibrando o grad iente teóri co 
e experimental das respostas dentro do in tervalo de comportamento elástico do material 
nos primeiros momentos do processo. Verificou-se ,ass im, que a excitação pode ser simu
lada corretamente admit indo-se um a pressã.o igual a 1900 M N jm2 atuando durante 1 ,2JLS. 
Devido a simetria da estrutura, foi modelado um quarto da p laca, utilizando duas células 
cúbicas no sentido da espessura, tendo o modelo um total de 3714 graus de liberdade, 
como pode ser observado na figura ('1.7). 

É importante salientar que devido as caracte rísti cas do método para captar em 
forma mais precisa o comportamento de estruturas submetidas a sol icitações flexion ais é 
desejável o uso de mais de um módulo na direção ortogonal da sol icitação. Neste exemplo 
o tempo de in tegração utili zado fo i de 7.2E-7 segundos, enquanto a solução proposta por 
llartzman & If utchi nson ( 1972) Leria um incremento ele tempo críti co entre 9.88E-8 e 
4.1 4E-7 segundos. 

O des locamento na metade do vão em função do tempo é mostrado na figura 
('1.8) , a qual compara os resultados ex pe rimentais apresentados por Balmer (1964), os 
numéricos obtidos pelo método dos elementos finitos por Hartzman & Hutchinson (1972) 
c os obtidos com o método proposto. Na figu ra (4 . 7) se apresentam várias configurações 
instantâneas elo modelo proposto, que representam corretamente o comportamento da 
placa até atingir a. carga 1Íitim a.. No entanto, ambas soluções numéricas falham na de
scrição adequada elo comportamento da. placa depois que a resposta máxima foi atingida. 
Este problema é muito comum na evol ução de respostas im pulsivas e está associado a 
uma inadequada representação das forças dissipa tivas na região plastificada. Neste con
tex to, na figura (11. 9) se ap resenta urn balanço energét ico em função do t.cmpo durante 
o processo. Este gráfi co indica a importância relativa das diferentes fontes de energia e 
permite monitorar o processo de integração. Belytschko (1983) recomenda fazer controle 
energético em in tegrações explícitas de sistemas não lineares para detectar uma possível 
instabil idade numéri ca . 
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Figura 4.6: Proprieda.des geomét ri cas e m ecânicas da placa de Balme r ( 1964) 
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Figura '1.7: Modelo em DEM ela placa de Dalmer ( 1964) e deformadas em diversos tempos 
na simulação do processo 
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Pigma 4.8: Comparação <.la. respos ta. em lermos de des locamento no meio do vão da placa. 
de Balmer (1964) e soluções teóricas (com e sem cont role volumétrico) 
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4.4 Exemplo 3: Casca c ilíndrica submetida a uma 
carga impuls iva s ilnétrica 

8ste exemplo consiste na análise de uma casca cilíndrica com propriedades 
geométricas e mecân icas indi cadas na figura ( tl.l.O) submetida a uma excitação impulsiva. 
8sta estrutura foi tes tada por Lindeberg & Kennedy ( 1975), sendo medido um impulso 
total aplicado sobre a estrutura de 15000 Ns/m2

. 1\. excitação impulsiva aplicada foi 
uma velocidade ini cial considerada uniforme na direção longitudinal e com uma variação 
senoidal na direção circun ferencial, aprox imada pela segu inte expressão: 

TV( 4>) = -33.7 - 52.8 cos 4>- 21.2 cos 4> + 4 .3744>( mf s) 

Devido a. simet ri a, só a metade elo cilin dro foi modelada., admit indo-se também 
a condição de esta.do plano de deformações na a nálise devido as característi cas da estru
lu r a. 

O modelo ele e lemcutos di sc retos resul tante, ilustrado na figura. (4.11), apre
senta 476 pontos noda is correspondentes a 94 módulos ctíbicos básicos na direção cir
cunferen cia l e um módulo na direçào longitudina l. Os resultados experimentais foram 
comparados com os obt idos com a presente fo rmulaçào c com soluções via elementos 
finitos devida a Jsihyaki & Bathe ( 1980), obtida com um modelo constituído por 60 el
ementos isoparamétricos quadráticos, realizando-se também a análise em estado plano 
de deformações (Progr<tma AOTNA). Na. figura (4 .12) mostra-se a evolução dos desloca
mentos radiais com o tempo para <P = 15° , medindo o â ngulo a partir do eixo vertical 
y. As deformações e m <P = 0° em função do tempo, são ap resentadas na figu ra (4.13). 
rina.lmente na figm a. ('1.14) se mostra a. deform ação circunferencial na casca no tempo t 
= 0.1 ms. Em todos os casos as predições do modelo com elementos discretos conduzem 
a resu ltados sat isfatórios, com a vantagem no caso do DEM que, se acontecer fratura, 
não seria necessário remalhar o modelo. A qualidade dos resultados numéricos (DEM c 
f'8M), comparados com os resultados experi mentais, são equivalentes. Na figu ra ( 4.15) 
apresenta-se o balanço energét ico durante toda a si mulação. 
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Figura 4.10: Propriedades geométricas c mecân icas da Casca cilíndr ica de Lindberg & 
Kennecly ( 1975) 
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Figura 4.11: Vista do mode lo teóri co da Casca. cil índrica de Lindberg & l<ennedy (1975). 
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Figura 4. 12: Comparação dos resu ltados experimentais e numéri cos elos deslocamentos 
radiais vs te m po ern <P = 15° da Casca cilíndrica de Linde berg & Kennedy 
(1975) 



38 

o 

-0.5 

-1 
~ 
~ 

-1.S iii 
'ü 
c -2 ~ 
Q) 

c -2.S ::;:) 

~ 
'ü 

-3 
ãi 
o 

-3.5 

-4 

\ ~ Experime~tal Lindberg a Kennedy d 975) <> 
- ·•,··················!······· Nt:imet1~ ·FEM'ISI)72'(ll<l '&· BatMTt980r·'-"'-''-·~· · -

\ i i i Numerico PEM ----· 
-·· ·· ~'\ ............ l ..................... t' .................... t ..................... ( .................. -
-·· · ··· · ~·· ·······; ..................... ~ ..................... ~ ..................... j ................... ,_ 

"<. ~ ~ ~ ~ "· . . . . 
\• : : : : 

..... ...... . ~:····f ·· · · · · ········· · · · · ··T·········· ···· · ·· · · ··r········ ·· ··· · ····· ··r········· · · .. ······ 
\ ~ : : : : 

\ o • • • o 

f- ··· ·············\~··· .. ················f················ .. ···f··········· .. ········]······· .. ··········· 
\·. [ i 9. ~ <> <> 

: r>~-~-~::E-~:::-~-e-:~:~-~--<----~_: __ ~-:i 
i i i i -4 .S l..----.l----....L--- - -'-------'-- - ----' 

o Se-OS 0.0001 0.0001S 0 .0002 0.00025 
T (S) 

Figura '1.1 3: Comparação dos resultados experimentais c numér icos das de formações cir
cunfcrencia.is vs tempo e m <f> = O d a. Cas ca cilíndri ca de Lindeberg & 
Kcnnedy ( 1975) 

~ 
~ 

iii 
'ü 
c 
Q) 

Q; 
c 
:J 
~ 
'ü 

ãi 
o 

o 

-o.s 

-1 

-1 .S 

-2 

-2.S 

-3 

-3.5 

-4 

,.;····· 
i ····'" 

r,..·'/~ 

.f' ' 
+ / ' ,., 

{-:.:•i' 

~ ... ;:. .. f 
+i'.···~.' 

•,•' \ • 

. A·< Experimental Lindberg & Kennedy {1975) 
/(! ~ ; Dados lado esquerdo <> 

........ ·, · i/ V Dados lado direito + 
... _,'. ! ·r Numerico FEM lshizaki & Bathe (1980} ......... 
.t V Numerico DEM - ·- .. 

-4.S L.----'------'---...J.....-----L---....L....----' 

o 15 30 45 60 75 90 
Angulo Circunferencial {graos) 

Figura tJ .14: Comparação dos rcsuiLa.dos expe rimentais c numéricos das defo rmações cir
cuufcre ncia is 110 t empo L= Ü.l m s da Cas ca cilíudr ica de Lindbe rg & Kennedy 
( 1975) 



.. 

~ 

E z 
<( 

(3 
a: 
w z 
w 

140 

120 

100 

80 

60 

40 

20 

, 

..... ················-
.. . .... . . . . . . .. .............. . .... ......... ..... .. . . . ...... . ... 40 0 00000000000000 000000 

, ...... ·····'·· 
J' ....... • 

i Energia Externa -
Energia Elastica - --

Energia Cinematica · · · · · 
Dissipacao por plastificacao ......... 

-

-

'lQ.---;--·--·-------~---,.,...-------------0 ~------L-------~--~~~-------L--~~~ 
o 5e·05 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 

T (S) 

39 

r:'igura. 4.1 5: Evolução do ha.la.nço e nergé ti co do processo no tempo pa ra. a. análi se da 

Casca. cilíndri ca de Lindberg & Kcnnedy ( 1975) 
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4.5 Controle Volu1nétrico 

Nas primeiras aplicações do modelo a problemas de elasto-plasticidade, não foi 
realizado nenhum cont role do volume, o qual em casos de grandes deformações, especial
mente quando deformações vo lumétri cas negat ivas podem acontecer, produz resul tados 
não sati sfa tórios. Por esta razào, se criou, dentro do algoritmo, um mecanismo de con
tole para rest ringir a diminuição do volu me do materi al quando este est iver plastificando. 
Considerou-se como célula básica para realizar o controle volumétrico um tetraed ro el
ementar, o qual se ilustra na figura (tJ.l6). Várias tentativas de implementação foram 
reali zadas, comentando-se a segu ir a lgumas delas . 

Numa pri meira tentativa decidiu-se rest r ingir a diminuição de volume no regime 
plástico aplicando uma penalidade na e(J uação constitut iva de tal forma que, ante um 
decremento de volume se gerassem forças nas barras proporcionais ao decremento volumétrico 
e a uma certa constante de penalidade. Tais forças internas no intervalo de tempo t+ót cor
rigiri am o volume do tet raed ro. O enfoque é e legante e de implementação computaciona l 
reiat ivamente simples, mas o a lgoritmo resultante mos trou-se instável. Várias formas de 
estabilização do esquema de cálculo foram empregadas, entre elas a redução do interva lo 
de integração e a modificação do valor da constante de penalidade, adotando um valor 
proporcional à rigidez ela barra associada, sem que fossem obtidos resultados positivos. 

Foi adoptada., então, out ra forrna de abordar o problem a por meio do seguinte 
esquema: o mecanismo de controle é at ivado quando pelo menos duas barras do tetraedro 
estão no campo plást ico, adm itindo-se que, neste caso, o escoamento ocorre no volume do 
tetraedro em análise. O algoritmo de controle volumétrico é realizado sobre cada um dos 
tetraedros básicos, e pode-se resumi r ela seguinte maneira: 

• a) Se rea li za a integração da eq uação de movimento sem realizar ninhum tipo 
de controle. 

• b) Se pesquisa quais tctracd ros estão pias ti ficados e sobre eles se realiza o 
cont role volumét ri co, (o sign ificado dos parâmetros ut ili zados é ilust rado na 
figura ('1. 17)) . Para o i-ésimo te t raedro reali n n-se as seguintes tarefas: 

- bl )De fl ne-sc a pos ição do cent ro de grav idade do tetraed ro fj(g 1 ,g2 ,g3). 

- b2)Geran-se os versores [ J k l com origem nos vértices do tetraedro e 
orientados em direção ao centro de gravidade do mesmo. 

- b3) Calcula-se o escala r (\' resolvendo a segui nte equação não li near: 

V q/(cr) = Vdef + .6.\lol(cr) 

onde 

* "Vcief = Volume do tet raed ro deformado (sem c~rreg~) . 
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* V 4>= Volume do tetraedro antes da deformação 

* o= Um escalar que deve ser a lterado até que se verifique a igualdade 
V,P = V,P' (o) . O valor de o determi nado desta forma é o fator que 
multiplicando os versores i J k r permite corregir a posição dos nós do 
tetraed ro como se indica na figura (4 .17). 8 empregado o método da 
bisecçào para encontrar o valor de o. 

- b4)A posição final de cada nó é determinada pela composição das correções 
de suas coordenadas devidas ao controle volumétrico de todos os tetraedros 
que tem dito nó em comun. 

O controle volumét rico e realizado vári as vezes (processo iterativo) sobre os 
tetraedros plastificados até que se obtém configurações finais similares entre duas iterações 
consecutivas. Se está. em cond ições então de con tinuar o processo de in tegração da equação 
de movimento . 

Embora o algoritmo aqui mostrado tenha sido testado, pode ser ainda necessário 
realizar alguns ajustes e nwdiflcações . Até o presente, pode-se comprovar que: 

• a) Em problemas de grandes des locamentos, mas pequenas deformações, o 
controle de volume produz uma influência marginal sobre os resu ltados. Assim, 
nos exemplos most rados nas seções '1.2 a 4.4 não foram prod uzidas mudanças 
perceptíveis elos resul tados obt idos considerando ou nã.o o controle ele volume, 
como se evidencia nos resultados apresentados na figura L1.8. 

• b) Um problema típ ico em modelos de plasticidade computacional está na so
breavali ação da. carga plás tica de colapso devido a que a di screti zação materi a l 
não permite que aconteça localmente o fl uxo plást ico incom pressível. Este 
problema tem sido tratado extensamente na bibliografia especializada da qual 
podem destacar-se o t rabalho clásico de Nagtegal 1et ai' (1974) e a publicação 
sobre este problema apli cado a elementos te traédricos reali zado por Mart i & 
Cunda ll ( 1982). 

Na implementação realizada com o método dos elementos discretos, este prob
lema é contorn ado natu ra lmente pela forma em que são encont radas as posições 
fi nais dos nós da configuração cor regida. fsto é feito corno uma superpos ição 
elas correções devidas a todos os tetraedros ligados ao nó em conside ração, a 
qual pode-se inte rpretar como uma media da correção referida a um volume 
maior que ao de um tet raedro. 

• c) Cm problemas que envolvem grandes deformações, é necessário aplicar o 
controle volumétrico para obter bons resu ltados. A eficácia elo esquema de 
controle volumét rico foi verificada nos exemplos 4.6 e 4.7, nos quais foi consid
eravelmente extencl ida a fa ixa de aplicação do DEM. 

Deve-se salienta r porém que, quando acontecem grandes deform ações , é necessário 
contar com a lgum esquema de ' remeslting, para evitar grandes distorções dos 

c~c."'. r: . .: · .\RIA 
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arranjos de elementos ou, alternativamente, algum algoritmo que permita obter 
uma maior discrctizaçào da est ru tura naquelas regiões em que são esperados 
grandes gradientes de deformações. 

a) Célula 
elementar 

Pigura 4.16: Localização de urna. cé lu la elementar tel.raédrica. dentro do modelo do DEM. 
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Figura 'l. I 7: Tet raedro bás ico. 
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4.6 Exemplo 4: 'Upsetting' de u1n cubo de aço 

Com o objetivo de testar o comportamento do algori tmo dos elementos discre
tos, foi analisado o caso de um cubo de aço de 2 em de aresta submetido a uma velocidade 
prescrita nas faces perpendiculares ao eixo Z. Na fi gura (4.18) se apresenta as propriedades 
geométricas e mecânicas do exemplo em análise. Aproveitando as condições de simet ri a, 
só foi modelado um oitavo do volume do cubo. Considera-se que a forma permanece 
colada ao cubo durante o ensaio. Na figura ( 4. 19) se compara as malhas deformadas 
obtidas por meio do programa de análi se explícita ABAQUS/Explicit (1994), ut ilizando 
elementos hexaédricos lineares com um ponto de in tegração considerando o controle de 
hourglass, e os resultados obtidos utilizando o método dos elementos discretos com e sem 
cont role de volume. 

Na figura (4.20) se compara as respostas obtidas com o programa ABAQUS/ 
Explicit com o método dos elementos discretos com e sem cont role de volume. É possível 
observar que no caso de não levar em conta o cont role volumétri co as células básicas 
na região de maior deformação tendem a desaparecer. As forças reativas em função do 
deslocamento verti cal ela forma são apresentadas na fi gura (4.20). 

Analisando as figuras ( 4.19) e ( 4.20) se conclui que, neste caso, o controle 
volumétrico no método dos elementos discretos melhora significativamente a precisão dos 
resu llaclos. 
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Pigura 4.18: Prop ri edades geomét ri cas c mecânicas de um cubo de aço submetido a um 
'Upse tting' . 
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b) c) 

Figura 4.19: Comparação das deformadas elos modelos teóricos ele um cubo de aço sub
metido a um 'Upsetting'.a) Configuração deformada obtida com o ABA QUS/ 
Explicit. b) Configuração deformada obt ida com DEM com controle 
volumétrico. c) Configuração deformada obt ida com DEM sem controle de 

volume. 
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4 .7 E xemplo 5: Impacto de Barra de Alum ínio 
contra superfíci e ríg ida inclinada 
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Como segundo exemplo, fo i testado o caso de uma. barra de liga de alumínio 
(6061-T6) ensaiada experimentalmente por Zukas (1982) . O comprimento da barra é 
I = 3980.48cm e seu diâmet ro D = 0.635cm. A barra é lançada a uma velocidade 
de 116.8m/ s, sendo que a superfície alvo está inclinada 2°. em relação à vert ical. As 
propriedades mecânicas do material empregado são iguais às da placa de Balmer (1964). 
Na figura ( 4.21) se apresenta um esquema ilustrat ivo do ensaio realizado com a barra. 

No modelo DEM foi considerada uma barra ele secção quad rada equivalen te 
devido a lim itações do método na modelação geométrica. Foram empregados 2x2x108 
módulos cúbicos, o que implica 4239 graus de liberdade. Levando em conta a relativa 
complexidade elo exemplo analisado c a limitação do método dos elementos discretos para 
modelar corretamente a geometria e para realizar uma discretização maior na região onde 
os grad ientes ele tensões são maiores, os resultados obtidos superaram as expectativas. 

Na figura (4. 22) se apresenta uma comparação ent re a configuração deformada 
fin al da barra ensaiada e elos resul tados numéricos obtidos com o modelo elos elementos 
discretos . 
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Figura 4.21: Esquema do ensaio realizado por Zukas (1982) com barras de Aluminio em 
colisão contra uma superfície rígida . 
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Pigu ra 4.22: Compa ração elas defo rlll aclas dos rcs uiLados experimenta is da. barra ensaiada 
por Zu kas ( 1982) . 
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5 FRATURA EM CONCRETO 

5.1 Mecânica linear da fratura 

Observa-se, as vezes, uma grande discrepância entre a resistência teórica de um 
corpo cristalino e a sua resistência medida. Griffith (1920) sugeriu que a razão deste fato 
podia ser exp li cada pela presença de defeitos no material, tais como pequenas cavidades 
responsáveis pelo incremento local do estado tensionaL Com efeito, na solução apresen
tada por Tnglis (1913) do estado tcnsional de uma placa com um furo elíptico submetida a 
uma carga uniforme de tração, verifica-se um aumento significativo elas tensões na borda 
do furo. 

T'ambém chamo a. atenção de Griffith o sensível aumento na tensão de ruptura 
à medida que as dimensões do corpo de prova diminuíam. Este efeito, chamado ele "Efeito 
de Escala", foi explicado independentemente por Weibull {1938) considerando que, quando 
o volume do especimcn diminui, se reduz também a probabilidade da existência de um 
número maior ele descontinuidades, o que se traduz num aumento da tensão última da 
peça anal isada. 

A intuição de Griffith permitiu-lhe vincular os métodos que estudam a propagação 
das fissuras dentro da microes truturn com um estudo macroscópico do sólido. Para isto 
introduz o critério energético, o qual evita a necessidade de analisar o estado tensional 
nas proximidades da ponta da fissura, estabelecendo uma condição necessária para a 
propagação da fissura na forma de uma igualdade entre a energia liberada pelo sistema e 
a energia necessária para criar as superfícies livres da trinca. 

-
i\ análise da propagação instável de uma fissura considerando uma tensão in-

fi ni ta na ponta da trinca foi sugerida por lrwin (1957), que demost ra também a equivalência 
entre o método por ele proposto e a análise energética ele Griffith (1 920). À part ir elos 
trabalhos de Griffith e de Irwin é que se estabelece a base da mecânica das fraturas, a 
qual permite relacionar as cargas máximas que podem atuar sobre uma estrutura com a 
localização e grandeza de fissmas préexistentes na mesma. 

Considerando, por exemplo, o caso de uma barra prismática submetida a um 
esforço de tração simples nos ext remos; reali zando uma análi se ele acordo com a mecânica 
do contínuo clássica -leoría ela elasticidade-, o colapso da peça ri ca definido se a tensão 
limite é ultrapassada. na. região crít ica da peça. Portanto, a condição de não colapso pode 
ser expressada da seguinte maneira.: 

( 5.1) 

sendo que a condição O"max = o-y caracteriza o estado li milc ela. barra em estudo. Na 
equação (5.1) O"ma x ( F, D) é a tensão nluante, a qual depende do estado de carga sohre 
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a estrutura (F) e da geometria ela mesma (D). Por outro lado Uy é a tensão limite da 
es trutura, cujo valor determina-se exper imentalmente em peças simples (corpos ele prova). 
Em gera l, considera-se uy uma propriedade do material, fun ção das características do 
mesmo (Po) e de fatores como temperalura (T), umidade ( W0 ) e velocidade de aplicação 
da carga (õ-) 

De forma análoga, dentro do campo de aplicação da mecânica ela fratura, se 
intrucluz na barra prismática em estudo uma trinca perpendicular à direção da solici tação 
de tração aplicada. Para que a fissura não propague de forma instavel, deve-se verificar a 
condição: 

(5.2) 

Sendo que a condição Z = Zc caracteriza a ruplura da est rutura em estudo. 

Neste caso Z é um índice que mede a proximidad da peça à condição de falia 
pela propagação inestavcl da fissura. En geral, este índice Z depende de um parâmetro 
geomét rico que caracteri ze a fissura, como pode ser seu comprimento (a), do estado tcn
sional da peça nas proximidades da trinca se a mesm~t não existcsse (F), c nnalmente das 
características geomét ri cas da peça em estudo ( D). 

Por outro lado Zc é um fator que mede a. rcsistença da peça à propagação, 
determinado experimentalmente, é cons iderado uma propriedade do material (ainda que 
isto é discutivel). Este fator Zc é função das características do material (P0 ), da tem
peratura (T), da velocidade da carga (õ-) , e de um parâmclro associado ao tensor de 
tensões esférico nas proximidades da descontinuidade, que muitas vezes está relacionado 
à espessura ela peça em estudo (B) . 

Na mecânica linear de fraturas existem , em princípio, duas maneiras de encarar 
seu estudo, o que se traduz em formas diferentes na definição das funções Z e Zc . 

• Critério Energético de Griffi t h ou Cri tério global. 

• Critério do fator de fntensidacle de tensões de lrwin ou critério local. 

Critério Global (Criffith ). 

No critério global a capacidade de carga do corpo é determinada avaliando a 
energia necessária. para prodttzir a propagação instável de uma fissura preexistente. Para 
este fim, é necessário reali zar um balanço energético em toda a estrutura em análise. 

Para que uma trinca se propague, é preciso que ex ista um fluxo de energia até 
o exl remo da mesma, onde a mesma é dissipada no processo de fratu ra. A taxa de energia 
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liberada pode ser expressa da seguin te forma: 

1 Ô1r( a) I 1 6.a 6.a 
C'F = - ( - --) ~ - ( - -(1r(a + -)- 1r(a + -)) 

b Ôa b 6a 2 2 
(5.3) 

onde (b) denota a espessura da peça, (a) é o comprimento da fissura, (vV) é o trabalho das 
cargas, (U(a)) é a energia de deformação da. estrutm a e (1r(a) = U(a)- W) é a energia 
potencial da estrutura. 

Na equação (5.3) também se ap resenta uma aprox imação que pode ser aplicada 
para calcular G1 pelo método dos elementos finitos (Owen & Fawkes, 1983) ou com o 
método dos elementos de contorno (Urebbia & Te lles, ] 980) . De acordo com Griffith , a 
condição de propagação da fi ssu ra é G1 = G1c, é si milar à expressão (5.2) se Z = G1 e 

Zc = Gfc· 

Critério Local ( Irwin). 

No critério local, a propagação instável ela fissura é função do estado tensional 
nas proximidades do extremo da trinca. A introdução de uma fissura dent ro de um 
corpo elástico linear produz uma concentração de tensões nas proximidades dos lábios da 
trinca. Isto é devido à perturbação elas trajetórias das tensões principais máximas como 
se mostra na figura (5.1 ). O campo de tensões é singu la r no extremo da fi ssura , com todas 

Região 
livre de 
tensões 

Figura 5.1 : Trajetórias das tensões pri11cipais em um especimen com urna trinca. 

as componentes das tensões distintas de zero tendendo a infini to quando a distância radial 
T, com centro no extremo da fissura tende a zero (Ggma 5.2). É conveniente distinguir três 
modos elementares de fratu ra, modos I , f f e I I I ilustrados na figura(5.3). Os modos I c 
TI são simétricos c antisimét ricos co1n respeito ao plano de falha, enquanto que o modo 
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Figura 5.2: DistriiJt1içâo de Lensões nas proximidades da ponta da trinca. 

Til é tridimensional. A fra.tura, em geral, é produzida pela combin ação linear destes três 
modos bás icos. 

Nas proximidades do extremo da fissura, as componentes das tensões a;j são 
as mesmas, independentemenLe da forma do corpo e do tipo de carga que atua. sobre ele. 
Tais componentes, deduzidas por Jrwin ( 1957), podem se expressar como segue: 

(}'! . 
1) 

/(I /;j( O) (27r7. t 1 /'l (5.4) 

u!.' - 1\11 /;j1 
( 0)(2rrr t 112 

1) 

u!ll - f\ I J I /;j1 I ( 0)(27rT) - 1123 
I) 

Onde os índices I , I I , !JJ se referem aos modos elementares de fratura, O é o ângulo polar, 
f(J ,Ku e f<n1 são parâmetros chamados de fatores de intensidade de tensões e as funções 
fi;= J;i(O) são independentes do tipo de carga e geometri a do corpo. As expressões para 
/;i podem ser encont rada.s em Kan inen & Popclar (1985). 

Os fatores de intensidade ele tensões são proporcionais à carga aplicada e geral
mente podem ser expressos na fo rma: 

(5.5) 

Na qual /(Di) é lima ce rta fuução da geometria c.lé:t. estrutura. e da disposição das fissuras 
nela contidas, características que se representam em forma genérica como D; com i = 
o, {3, ... , ele. 

Para vá ri as geometrias simples de corpos de prova, exislem expressões para 
f(D;) disponíveis na literatura., podendo-se citar Cartwright (1 976). Para geometrias 
mais complexas, esta função, em geral, deve ser calculada por métodos uuméricos Lais 
como o rnélodo dos elementos finitos ou o méloclo dos elementos de contorno. De acordo 
com a expressão (5.2) no critério local Z = f( e Zc = I<c. 
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Modo I n 111 

Figma 5.3: Mouos l,li ,IT de fratura. da ponta da trinca. 

Em Kani nen ( 1 ~)85) é apresentada 11 m a recompilação das teori as não lineares 
de fratura, como também os critérios para defin ir quando pode-se utilizar a mecânica 
linear da fratura. 

Para ilustra r a va11 Lagem de t rabalh ar com o fator de int.ensidade de tensões 
se analisa, como exemplo, o caso de uma placa com um furo trincado submetida a uma 
tensão uniforme, como se mostra na figura (5A.a). Quando se quer saber se a trinca 
propaga em forma instáve l ou não, pode-se expressar: 

(5.6) 

Onde (!(Do)) é uma função que depende da geometria da estru tura da figura 
(Do), (u) representa o estado tensional sendo igual à tensão no extremo da fissura se a 
tnesma 11 ão existicsse e (a) é o com primento da trin ca. 

Para solucionar este problema deve-se conhecer Krc, o fator de intensidade de 
Lensões li mite, que é uma propriedade do material. Para isso, deve-se ensaiar urna peça 
com uma geometria já pad rouizada (po r exem plo "compnct tension test" ou ''three point 
bending lesl"), como a mostrada na figura (5A.b), delcrminando-sc o O"crit, tensão na qual 
a peça rompe. Pode-se escrever, então: 

(5.7) 

A partir da expressão anterior, é possível obter o valor de f{ rc. Para ambas as estruturas 
os campos de tensões, defor ma.ções e deslocamentos são igua is para pontos homólogos silu
<\.CJos nas proximidades da ponta. da fissura, zonas achuradas nas figuras (5.4..a) e (5A.b ). 
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a) 

q b) 

• 

q 

Figma 5.4: a)P iaca com um furo trincado submetido a uma carga uniforme. b )'compad 
Lension tesL'. 

Por isso, o fator de jntensidade ele tensões limite [(1c calculado para a peça padronizada 
(figur~ 5.4.b) Lambem é válido para a peça em es tudo (figura 5.1.a).Comparando o Krc 
por mediq do ensaio experimental com o f( calculado com a equação (5.6) se está agora 
em condições de resolver o problema proposto. 

É importante salientar que, baseados no critério de tensões limites, se a previsão 
de tensões infinitas na ponta da trinca da teoria da Elasticidade fosse real, as estruturas 
~ào poderiam em geral suportar quaisquer tensões de tração que lhe fossem impostas. 
E óbvio que isto não está de acordo com o observado na prática. Pode-se supor que na 
região onde ocorrem tensões infini tas, se produza, na verdade, uma plastificação local 
seguida de uma perda de coesão entre as duas partes em que o material se d ivide. Se a 
região de plastifição local é suficientemente pequena é possível aplicar a mecânica linear de 
fratura para determinar quando uma fissura instabil iza (fratura frágil). Quando a região 
ele plast ificação é maior, deve-se utili zar a Mecânica não linear ele fratura (neste caso a 
fratura pode crescer em forma estável antes de instabilizar seu crescimento). 

O concreto, assim como alguns materiais cerâmicos, também não pode ser 
estudado dentro do campo da mecânica linear de fraturas . Na seção seguin te será discutido 
o caso particu lar do concreto. 

5.2 Mecânica d a fratura em concreto 

Com o objetivo de analisar algumas caraderísticas da fratura no concreto se 
estuda, a seguir, a carga de colapso de uma placa com uma fissura central carregada em 
forma uniforme em suas bordas, a qual é descrita na figura (5.5.a) . Segundo a mecânica 
linear de fratura a carga de colapso é determinada pela fórmula 



a) 
p 

Ir 2b V 
1 7] 

A maioria 
dos testes 
de Laboratório 

0. 10 111 

b) 
p 

A maioria das 
Estrui\Jras 

10 m 

a/ b 

(2) Critério da Resistência 
dos materiais 

( 1) Critério da Mecânica 
üncar de fratura 

a I b =ele 

L ( b) 
11 

57 

Figu ra 5.5: a)P ia.ca com uma Lrinca central submet ida a uma tensão uni[orme.b) C ur

vas de res istência limite da placa vs. o comprimento re la tivo da fissura da 
placa a/b.c)Envolvcnte do logaritmo ela resistência limite vs . o logaritmo do 
comprimento característico da placa b. 

Kt 
l>c = ../hg(~) (5.8) 

onde Pc é a carga por unidatlc de comprimento que produz a propagação instável da 
fi ssura, K, é o fa tor de inte nsidade de te nsões c g(~) é uma função que depende das 
características geométri cas do problema (u rna forma dife rente de apresentar a fun cção 
! (Di) apresentada na seção anterior). Ut ili zando a teoria da resistência dos materiais, a 
carga do co lapso para a est rulma a na.l izada pode se r expressa como segue: 

a 
7'c = .f,)( l - b) (5.9) 

onde /y é a tensi\o de cscon.n1c nlo do maLcri a l c l sua espessura. Na flgura (5 .5.b) se 
g rallcam as expressões dadas em (5.8 e 5.0), e m termos ela carga de co lapso da placa Pc 
vs. o comprimento relativo da fissma da mesma ajb, sendo possível, a partir das mesmas, 
cletcrrn in<tr uma t m va envolvente da resistê11 cia (í~ite vs. afb. 
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Esta envolvente, considerando a relação ajb constante, é apresentada na figura 
(5.5.c) , em lermos do logaritmo de Pc e do logaritmo de b. 

Estudando dita envolvente do colapso se conclui que a placa pode alcançar a 
carga última por dois mecanismos de ruptura diferentes, dependendo das dimensões da 
mesma. 

Para corpos de prova pequenos, o colapso acontece segundo a resistência dos 
materiais (ver eq. 5.8) enquan to que, para corpos de provas maiores, domina o compor
tamento a mecân ica linear de fratura (ver eq. 5.9). Entretanto, ensaios sobre corpos de 
prova em concreto realizados por vários autores, entre eles Kaplan (1961) e Walsh (1972), 
mostram que a envolvente de colapso apresentada na figura (5.5.c) nâ.o representa o com
portamento real elas est ruturas ensaiadas, salvo no caso ele estruturas muito grandes ou 
muito pequenas. 

Este efeito de escala, diferente do previsto pela mecânica linear de fratura, é um 
dos fatores que motivou o estudo de modelos de fratura adequados para a representação 
do comportamento elo concreto. O desv io do comportamento do concreto da mecânica 
linear de fratura é devido, dentre outras razões , à grande área de microfi ssuras que se 
desenvolvem na cabeça el a trinca. Tal á rea se caracteriza por ter um comportamento 
ele ab randamento frente ao aumento elas deformações "Strain-Softening". O efeito da 
microfissuração pode ser resumido como segue: 

• Reduz o fluxo de energia que é liberada na ponta el a trinca 

• A área microllssurada produz um aumento da capacidade de absorção de en
ergia da região fraturada. 

Em geral se pode distinguir dois tipos de mecânica não linear de fratura: 

• DtícLil: Apl icável ao caso de metais . 

• Não Dúctil: Aplicá.vcl ao caso de concreto assun como a a lguns materiais 
ceram1cos. 

Como é mostrado na. figur a. (5.6), ao con trário da mecân ica linea r ele fratura, 
a zona não linear é grande pa ra ambos tipos de mecânica de fratura não linear. 

No caso dúctil, a maior parte da zona não linear (N), tem um com portamento 
plástico com encruamento ou plásti co perfeito, sendo que a zona microfissurada. (F), que 
tem um comportamento pl ;.)s ti co corn ab randamento, é muito menor (ver figura 5.6.b ). 

Em contraste ao caso não dúctil , a zona micronssura.da (F) ocupa praticamente 
a totalidade da região não linear (ver figura 5.6.c). Verifica-se ,assim, que o comporta
mento da. zona. ele fra.lura é muito diferente para. maLeriais dt'Jctcis e não dúcteis. Por isso 
se considera importante sa lienta r as seguintes característ icas : 
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Figlll'a 5.6: Fra Lttra em difcrc11 Lcs materi ais. (L): Zo11 a Linea r, (N) : Zona. não linear e (F): 
ZOlt il rrti crollssurada . 
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• No aço, a. fratma.. é precedida de um estrangu lamento (estrição), isto deve-se 
ao fato que as deformações plásticas de corte são muito grandes na zona de 
fratura. No concreto, a fra tura é precedida de microfl ssuras aprox imadamente 
perpe ndi culares à. direção elas tensões; por isso, não se produzem deformações 
laterais devido a ausência de forças cortantes na região de interesse. 

• Na figura (5 .7) pode-se com parar duas rel ações (a-e:) típicas pa ra materiais 
dúdeis e não dücteis . É uma característ ica dos ült imos que a maior parte da 
energia entregue é dissipada quando ele tem deformação com abrandamento, 
frente ao comportamento diferente de um material dtídil. 

• No caso do material cltícti I não se pode considerar a energia específica de fratura 
como uma propriedade do material, pois ela depende do tensor de tensões 
esférico J1 nas proximidades da ponta da. trinca. Se o valor de h é baixo, se tem 
um estado plano de tensões. 1\ estrutura dissipa muita energia, plastificando 
antes de fraturar c produzindo-se uma deformação dtíctil considerável. Se o 
valor de .!1 é elevado, isso se t raduz em um estado plano de deformações . 
Geralmente é o caso de estuturas com uma. espessura consideráve l, onde a 
quantidade de deformação plástica que antecede à. ruptura é menor. 

1\ part ir da análise a nterior fica claro que, para mode lar adequadamente a fratura em 
materiais como concreto, é nccesario incluir nos modelos o comportamento da zona mi
crofissurada. Isto pode ser feito, basicamente, de duas formas: 

• Introduzindo uma relação tensão-deslocamento (a-D) na zona localizada na 
frente da fratu ra contínua. É a forma de trabalho proposta por lfillerborg 
(1 978). 

• Introduzindo uma relaçã.o tensão-acformação (a-e:) com abrandamento na região 
loca.li 2acla na frente da flsssura. principa l. Esta forma de trabalho foi apresen
tada inicia lmente por Bazant (1976). 

O modelo a nalíti co proposto por lfi ll e rborg ( 1978), denom inado da "Fissura Fictícia", 
representa toda a 2ona onde se desenvolve a fi ssura mediante uma fissu ra discreta fictícia . 
l~sta fissma fictícia tem uma lei a-ó do tipo a 11 = f(óe) de abrandamento, que rege seu 
comportamento mccánico como se il ust ra na figura (5 .8), onde a 11 é a tensão na direção 
normal à. fissura e De é a abertura. da t rinca.. 1\ á rea sobre a cmva f( De) re presenta a 
energia de fratura específica do material, isto é: 

(5.1 O) 

f\ fissura começa a abrir-se quando a tensão em seu extremo alcança o valor limite !1•. 

Se a forma da cmva a 11-De é fixada, as propriedades da fratura ficam ca.ractc ri 
za.das mediante os parâmetros f 1• e C'1. 
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Figura 5.8: Distribuição das tensões nas prox imidades da. ponta da fiss ura para. o modelo 
ela ri ssura fictícia proposlo po r I !illcrhorg (1978) . 
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Dazant ( 1976) , adota o ponto de vista oposto, rcpresent~tndo toda. a zona onde 
se produz a. ft·atura através de uma banda de material microflssurado de espessura Wc. 

Csta banda. tem uma lei tcnsão-cleforma.çào definida do tipo ay = j(é1) como se mostra 
na figura (5.9). Neste caso a energi ~t de fraturn. c dada. pela seguinte expressão: 

--
~-=----__ ,___ 

a 

Figura 5.9: Distribuição elas tensões nas proximidades da ponta da fissura para. o modelo 
da banda fissurnda proposto por 11a.zant {1976) . 

(5.11) 

Fixando-~e a form a da rel(lç<io (ay-E: f) na w na microfissurada, o lllOdelo da banda llssurada 
fica totalmente caracte ri zado pelos l.rê~ parâmetros f 1•,CJ e Wc · 

Sobre os modelo~ da fissura fictíc ia e o modelo da banda fissurada, apresentados 
anteriormente, podem-se re;dizar as seguintes obse rvações: 

• Ambos modelos élpresentados permitem explicar os resu ltados experimentais 
obtidos c rr1 ensa ios sobre corpos de prova de concreto, que como se mencionou 
anteriormente, 11;io obedecem às predições da mecânica linear de fraturas. 
(linha Lrélcejada na figura(5.5)). 
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• Outros m odelos derivados dos dois ap resentados fo ram desenvolvidos com al
g umas vari ações, lll as em todos os casos é caracte rís tica a prese nça do "Strain 
Softening", que se t rad uz num ramo descendente na relação constitutiva elo 
m ateri a l. Uma comple ta co inpila.ção sobre os modelos desenvolvidos pode-se 
encontrar nos traba lhos de Oliver ( 1990) c ele Dazant (1992) . 

• i\ não homogene idade do m a terial é incluída no modelo incorporando-se carac
te rísticas a leatórias nas propriedades mecânicas do ma teria l, nas propriedades 
geométri cas ou em a mbas . Uma recompilação bastan te completa sobre este 
tipo de modelos pode-se encontrar no trabalho de Schla ngen (1993). 

• A forma da curva de "st rai n softe ning" tem influência considerável no com
portamento do modelo . Wittman ( 1983) apresenta um estudo sobre este tema, 
sug irindo a necess idade ele um ramo descenden te bi li near ou quadrát ico. Rocha 
( 1989) demonstrou que adotando um ramo descendente elementa r linear, mas 
sendo a inclinação da cnrva de "S train Softening" a leatóri a, n ão é preciso re
alizar m a io res sofisticações na fo rma da. mesma para se ob ter bons resultados 
na s imulação do comportamento mecânico do concreto. 

• 1t necessário que os modelos propostos sejam objelivos com respeito à dis
cret ização da. malha. Para isso, analisa-se o modelo cliscretizado de uma. bar ra. 
submetida à tração apresentada na fig ura (5.lü.a.), o nde se coloca uma imper
fe ição no elemento q ue modela a fissura para induzir a. locali zação da fratura no 
mesmo. A<.lopta-se, primeiramente, como diagrama u - e o ela figura. (5 .1 0.b), 
o nde a. de formaçà.o última., ê u, perma nece fi xa c considera ndo-a como uma pro
priedade elo m ate ri al. Ana lisando o processo ele deformação da. barra. como um 
todo, se lerá uma. curva (u - 8) como a mostrada na figura (5 .10.c) . Observa-se 
que a posiçã.o do ponto 2 de tal cur va e, por conseguin te, da inclinação do ramo 
descendente, depende do comprimento do elemento que corresponde a região 
fi ssurada. 

Se se refi na. a. m a lha na região da. fi ssura , d im inuindo a largura I do corre
spondente elem ento a. valo res progressivamente menores, os resultados variam 
sensivelmente e não se obtém a convergência par<t o valor correto que se es pera. 
de qualquer método numérico. 

Na literatura técni ca, este efeito se conhcçc como falta de obje tividade da 
análise com res peito a di scrcti zaçào c é típica de qualque r análi se que não 
cons idere o ramo de a.h ra.ndamento por dcformaçào dependente do tamanho 
da malha. 

Introduz indo a energia. de fratura. como um a. propriedade do material, de tal 
forma que se cu rnpra a seguinte condição: 

(5.12) 

a resposta u- 5 da es trutura escpiCill a.t izada na fig ura (5. 10.e) não depende do 

la.manho d a. malha . Ohscrva-se que a inlrodução da energia ele fratura para 
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caracter izar o abrandamento por deformação permite obter resultados objdivos 
com respeito ao tamanho da malha. Neste caso, o ramo de abrandamento da 
equação constit11tiva (O" - t: ) depende elo tamanho do elemento. 

• A la rgu ra da banda fissura.da w c do modelo proposto por Ba:mnt foi depois 
de grande quantidade de ensaios Jeterminada com valor Wc = 3dmax (dmax = 
tamanho max . do agregado) (Ba.zant & Oh , 1983). Também comprovou-se que 
os resultados não sã.o muito sensíveis ao valor ele wc, no caso de fraturas isoladas, 
(aceitando-se variações para Wc entre 6dmax c ldmax)· O valor de Wc torna-se 
importante quando acontecem fissuras distribuídas e paralelas, nesse caso o 
parâmetro garante uma separação mínima admissível das trincas principais. 
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Figura 5.10: ObjcLi v idade dos mode los de fratura com "Strain Soften ing" . 
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5 .3 Critério de Ruptura ernpregado neste t rabalho 

5.3 .1 Definição da relação constitutiva empregada 

Utilizando o modelo elos elementos disc retos, cuja base teórica é apresentada 
no capítulo 3 , se trata a seguir ela implementação elo cr ité rio de ruptura utilizado, para 
o estudo de materia is não dúcteis e não homogêneos. Este cri tério é baseado nas con
siderações feitas na seção a nterior e foi apresentado originalme nte por Rocha (1989). A 
seguir são ap resentadas as expressões fundam entais nas quai s baseia-se a relação const i
tutiva empregada. 

P ode-se estabelecer uma relação ent re o fator de intensidade de tensões críti co, 
f(Ic , e uma certa deformação críti ca. Pa ra isso parte-se da expressão: 

I
, Clc 

\/C = RI (5.13) 

onde <lc é a tensão críti ca., !(f é definido como um fator de falha [RJ = I f (J(Di)Jã)], 
.f( Di) representa uma fun ção que depende das ca racteríst icas geométricas do modelo e 
(a) representa o comprin1cnto da fissma.. 

O fator de fa li ta, R1, permite incorpomr todas as característi cas que dão origem 
ao processo de ruptura do elem ento corno um único parâmetro. A relação que vincu la a 
energ ia específica ele fratura, 0 1 , e o fator de in tensidade de tensões, Kr, que foi apresen
tada por Irwin (1957) é: 

[ , 2 
\I - G' 

- 'f _E'- (5.14) 

com E' = E no estado plano de tensões e e'-= E( I - 11
2

) no estado plano de deformações, 
sendo E = módulo de Youug e v = módulo de Poisson. 

Escrevendo a tensão crít ica em fu nção da deformação críti ca, êp, isto é, de
fo rmação na. qua l se at inge; a carga mcixima como segue (CTc = t:pE' ), c combinando as 

expressões (5.13) c (5 .1 11) tem-se, finalmente, que: 

(5.15) 

A partir das defin ições feitas, pode-se adotar a relação constitutiva elementar bilinear que 
se ilustra na figura (5 .11 ). Nota-se que para compressão o materi a l é considerado elást ico 
linear, sendo que a ruptura do mode lo global, quando comprimido, deverá ocorrer por 
tração indireta (efeito Poisson). 

8 possível introduzir melhorias sobre o comportamento à compressão do modelo 
em função de pesquisas realizadas por vcirios autores; entre eles, ca.be des tacar os trabalhos 
de Vonk (1993) e ele Bors l. & Feensl.ra (1993). T ambém pode se r ques t ionada a form a 
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a) F 

b) F 

E 

Figura 5.11: Relação constiluLiva elementar implementada por Rocha (1989) 

pela. qual se re<lli za. a. descarga.. Linde ( 109:1) propõe uma lei mais sofisticada, baseada nos 
ensa ios reali zados por C urbach ( 1987), que foi lestnda em casos de excitações impulsivas 
sem obter vantagens nos resuliaclos obtidos. Presumivelme nte, em problemas onde o 
com portamento cíclico da excitação seja dom ina nte, cargas s ísmicas por exemplo, sua 
utili zação trará vantagens. Tal relação CJ -E: está apresentada na figura (5.12). Na 
relação consLituLiva elementar proposta na figura {5. 11 ), os parâmetros têm os seguintes 
s ign ificados : 

• r é a força ax ia l resultante ela barra, fun ção ela dcformaçã.o ê , sendo a carga 
crít ica Per associada à defo rmação críti ca ép · 

• E,~ é a rigidez axial das barras normais c diagonai s, obt idas a parti r das con
stantes elo mate ri al, como se indicou no capítulo 3. 

• Lc é o comprimento dos e le mentos normais . 

• A1 é a área de influência da barra, 01 1 seja a área transversal formada com a 
sua. ruptura, podendo se r expressada na seguin te fo rma 111 = cJ\L~ onde CJl é 
um coefic iente geométrico próprio do modelo ctíbico igual a c11 = 0.1 385. 

• G1 é a energia consumida por unidade de á rea de fratura formada (energia 
espccífi c a de f r a L ura.) 
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• J(r é um parâmclro chamado de ducLibilidade, que permite calcular a de

formação E.r pa.m a qual a barra não transm ite mais esforços de t ração (ér = 
k,.êp), sendo q 11 e: 

2c .. t 
1.:, = ----

,\./li· [Jc . 
(5.16) 

Na equação (5.1G), ,\é tllll pMâmdro que depende se o elemento é normal ou 

d iagonal e permite relacionar e,1 e E' como segue [E"= >.E'L~ ]. As formas 
ele À podem ser encontradas no capítulo 3. 

5.3.2 Observações sobre a implc1nentação do critério de ruptura 
utilizado 

• É importante salientar que é p, E, Per, ll1 c G1 são consideradas propri edades 
excl11 sivas do rnnterial, cnqnnnlo !\1 c Lc são propriedades exclusivas do mo
delo, já k, e EA dependem tanto do modelo como do material. 

• De forma análoga ao demonstrado na secção anterior, pode-se provar que o 
crité ri o const it.nt.ivo 11l. ili zndo é objet ivo frente à. cliscretização do modelo. 

• Uma condicionante do modelo na definição de Lc é a seguinte: 

Quando 11m elemento rompe, toda a. energ ia de deformação acumulada nele é 
const~rnida no processo ele frntura. Isto não é o que aco ntece na realidade, pois 
parte da. energia. de dcforrna.çã.o é prese rvada sob as formas de energia cinét ica. 
(v ibrações indnzidas) e energia elástica, nas duas partes em que o elemento se 
divide. Como n;\o é possível levar em conta esta subdivisão para um elemento 
isolado (pois as massas estão concentra.dns nos nós, e nã.o ao longo do seu 
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comprim ento), isto result a. numa res triçél.o em lermos de um valor máximo 
para. o cornprirnent.o Lc. 

' 
• Um est.udo paran1êLricos dos d iversos parâmet.ros mencionados é a present.adà\ 

por llocha ( 1989). 

5.3.3 Inclusão da não homogeneidade do material através da 
alcatorização elas propriedades 

No estudo de ma teria is corno concreto, é necessá.rio inclu ir a. não homogenei
dade do ma te ri al no m odelo. Tsto pode ser feito in t rod uzindo a leatoriedade na de fini ção 
das propri edades geométricas, nas propriedades mecânicas ou em ambas. Uma. re<{ pj lação 
completa sobre várias formas de incorporar a não homogeneidade pode se r encontrada no 
t rabalho de Schla ngen (199:1). 

No modelo a presentado orig ina.lme nte por Rocha. (1989), incorpora-se a a leator
ização definindo a ene rgia. específi ca. de fratura G 1 como um campo a leató rio. Posto que 
G f define indiretament.e a resist.ência loca l à propagação da fratura, ist.o implica, natural 
mente, numa resistência variável através do volume, característica que se deseja conferir 
ao modelo. Isto fica ev ide nte <lO observar a equação (5 .1 5), onde ép é fnn ção de Gf . 

Baseando-se 11 ns hi poteses feitas anteriormente, pode-se int roduz ir o as pecto 
a leat.óri'o no modelo a través de uma fun ção de d ist ri buiçào de probabilidades para Gf . 

A defi nição das característ icas do campo a leatório associado a C f está vincu
lada a um comprimento de correlação que, para simplifi car a implementação numéri ca, 
fo i adotado igual ao comprimento elo módulo básico críti co Lc. Is to é uma limitação na 
implementa.çã.o numéri ca, pois v incula a di sc re tização às ca.racte rísLicas do mate ri a l em
pregado. No caso elo concre to, o comprimento é adotado ap roximadamente igua l ao dobro 
elo taman ho máximo do agregado. 8 poss ível, med ian te uma modificação elo método de 
simulação, inclependizar o com primento de correlação do comprimento de d iscretização 
do modelo, mas isto não foi considerado neste t.rahal lto. 

No modelo ;ür rn.l,o ca.rn po aleató ri o G'f é gerado admiLindo urn a. dis tribuição 
de probabi lidade Wcibull corn do is par;\ r11 el ros, dada pela exp ressão: 

r (G' ) _ 1 _ [-(GtffJP j 
• 111 I f - C (5 .1 7) 

onde fJ c 1 s~o, respecLivarncntc, os pa.râ.mcl. ros de escala e de forma. Estes 
parãmelros podem ser ex pressos em Lermos do valo r espe rado , E[c ,J, e do coeficiente 

ele variaçào, C\1 A1c,J, que são os pa râmet ros de en trada no programa computacional. 
Maiores informações sobre a alcato ri 2ação podem ser obtidas no trabalho de Rocha 
(1989). 
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5.4 Exemplo ilustrativo 

5.4.1 Considerações gerais 

O modelo dos elementos di scretos descritos na seção anterior foi testado na 
simulação de peças de concreto submetidas a solicitações de tração com sucesso por Rocha 
(1989). AnteriormentcZom & Riera (1982) tinham realizado a lguns testes com o objetivo 
de modelar também o comportamento do concreto à compressão simples. Levando em 
conta que uma placa de concreto submetida a um estado biaxial de tensões const itui o 
caso mais simp le de estrutura laminar , fora m realizadas alguns testes neste sentido para 
verificar o desempenho do modelo teó ri co submetido a soli citações me mbranais. 

Para realizar esta comprovação, foram 11tilizados os resultados obtidos por 
Kupfer ( 1973) sobre placas submetidas a es forços biaxiais. Kupfer ensaiou placas de 
concreto de 5x20x20 em a plicando cargas a baixa velocidade. As propriedades mecânicas, 
de interesse para reali zar a. compa.raçã.o, são resumid as na. tabe la (5. 1 ). 

f ct 1.4E6 Njm'l 

/cu 19. 1 Nfm2 

E c 2.958E10 Nfrn.2 

v 0.19 
p 2400 kgjn13 

d rna x 15 m.m 

Tabela 5. 1: Propriedades mecânicas que ca racteri zam urTl dos tipos de concreto utilizados 
nos ensaios de Kupfer (1973) 

A partir dos resul tados obtidos, Kupter propôs expressões empíricas para re
presentitr o comportame nto das placas tes tadas no espaço das tensões principais o-1 - o-2. 
t importante salientar que, durante os ensa ios, se leve cuidado especia l para nã.o inclw~ir 
tensões cortantes nas fa ces das placas ao aplica r as ca rgas. 

5.4 .2 Caracteristicas el o model o teórico 

;\partir dos dados ap resentados na. tabela (5.1 ), se infe riu a. informação necessária 
para cri ar o modelo teórico. Tal informação é apresentada na tabela (5.2) onde: 

• O valor esperado da e nergia específi ca ele fratu ra., E [G 1], é obtido a partir elas 
ex pressões fornecidas pe lo 1;- 1 P CEn que são rcsurnidas no a nexo A- 1. 

• O valor de De adotado é igual ao dobro do tamanho máximo do agregado dmax· 

• Pa ra CVA [GJ], D1 c Rf, foram a rbitrados vt=~lorcs pla usíveis, os qua is precisam 
vcrifi caçã.o experimental. 
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• F'oi conside rado que o mód t~l o de Young do concre to é ta mbé m um campo 
a leatório com di s tribuição vVeibu ll com urn valor esperado igua l ao apresentado 
como propriedade do matcri<tl na. tabela (5.1) e um coeficiente de variação 
CV A [Ec] = 25%. A deformação crítica, ê p, é, como foi explicado na secção 
anterior, um campo a leató rio que deriva do valor de G1. Os campos aleatórios 
de êp e Ec foram considerados perfeitamente co rrelacionaclos. 

L c 30 mm 
E[G1 j 47 Njm 

CVA [G1 j 50% 

Rfc 1.236 m(- l/2) 

E[Ec] 2.958810 Njm2 

CVA [Ec] 25% 

êp 5E-5 

Tabela 5.2: Parâmetros <tdicionais nccc!isários para definir o modelo teórico das placas de 
Kupfer (1973) 

A excitação é aplicada em L<'nnos de deslocanlcnLos prescritos como se ilustra 
na figura (5.13), tendo cuidado de não introduzir distorções nas faces da placa. 

As dimensões do modelo teórico são {21 x21 x 12 em), sendo mais espesso que 
as placas ensaiadas por Kupfer (1973). A ra.zões para isto são as seguintes limitações do 
algorit mo: Por um lado, o compri mento do módu lo elementar Lc é fun ção do tamanho 
máximo do agregado, ou seja, propriedade do concreto; por outro lado, se comprovou 
que a peça submetida a compressão nas duas direções deve ter vários módulos na direção 
da espessura (mín imo três módulos ctíb icos) . Se esta condição não se cumprir o modelo 
fica enfraquecido nessa di reção e, quando ~ forma de ruptura é por tração indireta na 
d ireção ela espessura, os res11l tados numéri cos não mode lam corretam ente o que acontece 
na realidade. 

Os deslocamentos prescritos foram aplicados o suficientemente devagar para 
que a energia cinética gerada no processo fosse desprcsível frente aos outros tipos de 
energia c suficientemente rápida para CJU e o processo não se tornasse excesivamente caro 
compuLacionalmenlc, j éi. que, o algo rit mo se baseia. na in tegração explícita no tempo elas 
eq11ações de movime nto do modelo proposto. 

5.4.3 Resultados obtidos 

F'oram realizadas seis combirtaçõcs de relações dt~ deslocamentos di ferentes, a 
saber: (8, = 0,82 = 1), (81 = 1,82 = 1), (81 = 0, 52 = - 1), (ó1 = - 0.25,62 = - 1), 
(ól = -0.5, 52= -1 ), (8, = - 1, 82 = - I). 
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Figura 5.13: ivfodelo teó ri co de uma placa submetida a deslocamentos prescritos para 
induzir nela um estado tcnsio11al bíaxia l. 
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----- Experimental Kupfer(l973) ( 20x20x5cm ) 

X Num. DEM (21x21xl2cm) 

fcu = 19.1 x 10 6 N/m2 G, 

f cu 

0 .2 

___/ 

x< 
G2 

f cu 

-0.2 

-0.4 

---1- -0.6 

- - - -0 .8 

~--jf-- -1.0 

----t- -1.2 

__ _, ___ __ _ 
Figura 5.ltl: Comparaçã.o entre os resultados numér.icos c os experimentais obtidos por 

Ku pfe r ( 1973) sobre placas de concreto submetidas à tensões biax ia is 

Para cada raso fo ram realizadas 5 s imulações, os resultados obtidos fo ram 
plotados na figura (5. 1·1) 011 dc foram ap resentadas ta m bém as curvas propostas por I<upfer 
(1973). 

Pode-se observar uma boa correlação dos resu ltados, sendo, sem dt'tvida, possível 
m elhorar os resultados numéricos obtidos modificando o valor dos parâmetros. Finalmente, 
na figura. (5. 15) se apresenta. uma comparação ent re os modos de ruptu ra encont rados nos 
ensaios experi mentais c os obtidos por sim ulação numéri ca. A partir do exemplo apresen
tado nes ta seção é poss íve l encarar com ma is confia nça a a plicaçã.o des te modelo teóri co 
a casos mais complexos, pa ra os quais não ex iste a inda. ev idência experi mental. 
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rd: .-l -J-1. -
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-----

1~1 rn 1~1 
Bicompr=3o Tcrulo nmples Comprt$Sl0 simples 

Fig ura 5.15: Comparação e ntre os modos de rupt11ra experimentais da placa ensaiados 
por K11pfc r ( 1973) 
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-
6 APLICAÇAO DO DEM A CONCRETO 

ARMADO 

6.1 Introdução 

A determinação ela resposta até a carga limite de est ru t uras laminares de con
creto armado sujeitas à ação de cargas impulsivas tem sido aval iada nos tí ltimos anos por 
vários a utores utilizando o método elas diferenças finitas, dos elementos finitos e outras 
formulações com resultados em gera l sat isfatóri os. Como referências podem ser citados 
o li vro de Owcn {1982) c o traba lho de Tfeinsbroehk & Blaau Wendraad {1989). No 
entanto, na ava liação do com portame nto da estrutura após ela te r at ing ido sua carga lim
ite, obtiveram-se resu ltados teóricos pouco precisos . Isto se deve principalmente a que os 
modelos a.fe) aqtSf p ropostos não descrevem adequadamente o comportamento da estrutura 
já danificada. -

Estudos prelimin ares em relação com fratura do concreto, com o objetivo antes 
citado em m ente, foram rea li zados no LDEC/C PGEC por Rocha (1989) c Jli era (1989). 
O modelo empregado discutido no capítu lo 3, é baseado na representação discreta de um 
sólido ortotró pi co fund amen tado nos resultados ap resen tados por Nayfeh & l!efzy (1978). 

O mesmo modelo foi empregado por Hocha, Jliera & Krutzik (1991) na análise 
ele uma viga e de uma placa de concreto armado submetidas a cargas impulsivas. A 
representação do comportamento dos e lementos de concreto segue uma lei inspirada no 

modelo proposto por Hillcborg (1978). 

Como já foi indicado em Hocha (1 989), s i se modela a não homogeneidade elo 
concrclo considera ndo como um campo a leatório a á rea fechada pela curva tensão (u) 
deformação (e) e lementar,tal arca é proporcional à e nergia de fratura do elemento, para 
obter bons resultados é sufi ciente com que tal rel ação u- E: seja. bilinear. 

As barras de aço foram conside radas com um comportamento clastoplás ti co 
perfeito. Uma energia de fratura muito maior que a medida em concreto sem a rmadura 
(ap roximadamente 20 vezes m aior) foi necessária nos e lementos de concreto para repro
du zir os resul tados experime ntais. 8 s te fato j á foi re portado na literatura técnica, indi 
cando que a s imples supe rpos ição das contribuições de aço e concreto não é correta, pois 
ex iste uma interação entre ambos méltcri a is que deve ser levada e m conta (Linde 1993). 

Várias modill ca.ç<)cs fora m introduzidas no mode lo, as quais resu ltaram numa 
signifi cativa melhora na predição da respos ta da estrutura. As mais importantes carac
terísticas imple me ntadas no modelo são as seguintes: 
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a) A energia de fratura dos elementos do concreto que cercam as barras de 
armadura são modificadas para levar em conta que mais ele uma fissura será desenvolvida 
dentro de cada elemento devido à influência das barras de aço. 

h) As barras da armadura são modeladas considerando a influência do concreto 
fraturado aderido à elas no comportamento em descarga do conjunto. 

6.2 Fratu ra en1 estrut u ra s d e concreto a r1nado 

O modelo teórico apresentado por Rocha, Riera & Krulzik (1991) poderia cor
responder fisicamente às barras de armadura sem aderência conectadas com o concreto 
nos pontos nodais. Os resultados obtidos levando em conta tal simplificação foram con
siderados insat isfatórios, principalmente porque para obter resultados coerentes com os 
registros experimentais di sponíveis é necessário aumentar a ene rgia específica de fra tura 
do concreto simples a valores muito maiores que os observados em corpos de prova de 
concreto sem armadura. 

Para tentar soluciona.r este problema implementou-se inicialmente o modelo 
proposto por Gupta & Maes t ri ni (1990) introduzindo a noção de elemento uniaxial de 
um materia l com posto aço-concreto, localizado no modelo na mesma posição por onde 
passa a armadura. Verifi cou-se, porém , que a barra ele armadura a ltera as propriedades 
do concreto nas proximidades da barra em todas as direções. Por essa ra2ão se decidiu 
introduzir o conceito de função de ducti li2ação huc, para todos os e lementos uniaxiais 
de concreto. Como se indica na figura (6.1), esta fun ção modifica o critério constitutivo, 
incrementando a energia de fratura dispon ível em cada elemento num fator f,, que de 
acordo com os es tudos reali zados por Linde (1993), está na fai xa de 10 a 20. O valor de fc~uc 
para um determinado elemento de concre to-depende ele sua orientação e da proximidade 
às barras ele armadura. Tais fatores são O'r e Lr/ Lc respectivamente. 

As barras de a rmadura alteram as propriedades do concreto a té uma distância 
da ordem de 3 Lc sendo Lc o compri mento de correlação adotado, igua l ao dobro do 
tamanho máximo do agregado. 

O efeito de duct ili zaçào é considerado independente do diâmetro das barras de 
armadura e da con oguração superficial desta, fatores que deverã.o ser incorporados num 
estágio posterior. 

Resultados expc ri111 cntais de uma viga de concreto armado submetida a uma 
carga impulsiva ensaiada por Brandes (1981) foram usados para calibra r o critério antes 
mencionado. i\ s caraclc rís t.i cas gconté tri cas e as propriedades mecânicas da viga junto 
com uma apresentação mais c:omplcta dos resultados experimentais e numéri cos obtidos 
são apresentados na secção 6.6.2. 
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F 

Er = Kr Ep 

Er' = Kr fduc t p 

Figura 6.l: Lei constitut iva dos elementos de concreto modificada pela presença de ar
ma.dma. 

Na. figura (6.2) se apresentam os resu ltados de estudos paramétricas sobre 
f, c Lr/ Lc, podendo-se obse rvar uma. reg1ao de pares de valores possíveis para ambos 
parâmetros. 

A orientação das barras de concreto frente as barras de aço é levada em conta 
através elo fator O"r, sendo que crr = cos {3, sendo {:J o ângulo formado pela barra de aço c 
o elemento de concreto dentro do seu domínio de inOuência. 

6.3 Con1.portame nto do n1.odelo na representação 
das estruturas depois do pico de carga 

6.3.1 Considerações gerais 

Por meio de uma extensa experimentação numérica foi observado que para 
obter uma resposta estrutural compatível com os registros experimentais di sponíveis, de
pois que o pico da. ca rga é atingido é necessári o admit ir que o ramo de descarga do elemento 
que representa a. a rmadu ra dc 11 t ro do concreto (e lemento STCR) de ve ter uma inclinação 
menor que a do ramo de carga. inicia l como se most ra na figura (6.3), co rrespondente a 
um material clilstoplástico perfeito. 

Esta mod ifi cação pode se r inte rpretada da seguinte mane ira: depois que acon
tece a fi ssuração do concreto c o escoamento do aço, uma. certa quantidade de energia de 
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f' igura G.2: Es tudos pa raJJlé Lricos dél.s Vili' Í iÍvc is f, e Lr/ Lc. 
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F igura 6.3: a)Especimcn de concreto a rmado antes c depois da fratura. b) 1\ lei constitu
t iva do aço c do concreto adoLacla no modelo dos elemen tos discretos (DEM). 
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Fig ttra 6.4: Comparação das res post<~s experimentais e numéri cas: Deslocamento no meio 
do vão vs. tempo para a viga de Brandes ( 1981 ). 

deformação permanece armazenada no concreto fraturado nas proximidades elas barras 
de armadura, a qual é liberada quando acontece a descarga. 

Na figura ( 6.'1) se apresenta a com par ação da resposta em termos do afasta
mento no meio elo vão vs. Lempo da viga de Brandes {1981) dos resultados experimentais 
e das predições numéricas antes e depois de introduzir as modificações descritas anterior
mente. Pode-se observ<~r com clareza. que o efeito é importante e adicionalmente poderá 
permit ir simula r em forma correta a influência ela aderência em estruturas de concreto 
submetidas a ação de excitações d inâmicas cíclicas levando em conta a influência da 
<~derên ci a. 
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6.4 Verificação exp erimental do com p ortamento 
em descarga 

6A.l Características gerais do ensaio 

Com o obje t ivo de verificar experimentalmente a diminuição da inclinação do 
ramo de descarga na relação F -ê do aço dentro de concreto fig(6.3), foram realizados 
lestes sobre corpos de prova de concreto cujas dimensões e propriedades são apresentadas 
na figura (6.5). Tais corpos de prova foram submetidos a dois ciclos de carga e descarga. 

Na figura (6.6) ap resentam-se duas fo tografias elo conjunto do equipamento 
uti lizado no ensaio e do conjunto do corpo de prova inst rumentado e a prensa, respedi
va.mente. 

Foram med idas a carga ap licada no cor po de prova med iante uma célula de 
carga, o deslocamento do aço mediante um LVDT fixo na prensa c o deslocamento do 
conj unto concreto e aço medido mediante um LVDT fixo no corpo de prova, como se 
indica na figura (6. 7). Na figura (6 .8) apresentam-se os 6 corpos de prova depois de serem 
ensaiados e um deta lhe da fi ssuração produzida em um deles. Os dados foram adquiridos 
através de um conversor analógico digit al sendo possível obter curvas carga, deslocamento 
do aço (óac) e, deslocamento relat ivo elo conjunto aço e concreto (óacr) versus tempo e a 
partir de ditos registros construir as curvas carga (P) vs. deformação do conjunto aço e 
concreto (Eacr ). Tomando como exemplo o ensaio da viga CR6, a mesma foi submetida à 
seguinte história de carga: 

6.4.2 

• Carga a té 22000N e descarga a -zero c posteriormente carga até 24200N e 
descarga novamente a ze ro. 

Na figura (6.9) se apresenta a cm va P -éacr para o corpo de prova CR6, no qual, 
o efeito em estudo resulta evidcrtte. 

Conclusões 

A pa rtir elos e rt saios realizados se ded uz q11e: 

• O efeito de diminuição do grad iente da desc<trga pode ser verificado experimen
talmente como se ilustra na figura (6.9) onde se apresen ta a cmva P-Eacr do 
ensaio rea li zado sob o corpo de prova. CR6. 

• A medid a. que a deformação plástica da barra de aço aumenta, pode-se observar 
que diminui o grad iente da. descarga. do conjunto aço e concreto, o que se explica 

ESCOLA DC: ENGENHARIA 
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barra 
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500 mm 
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, .. 40mm .. , 

Figura 6.5: Caract.eríst.icas geométri cas c propriedades mecânicas dos especimens ensaia
dos. 

da seguinte maneira: Ao aumentar a deformação do aço novas fissuras frag
mentam mais o concreto c maior volume do mesmo cont inuará armazenando 
energia de deformação. Isto se veri ficará até um limite, a part ir elo qual o con
creto estará totalmente fissurado c também falhará o mecanismo de aderência 
aço-concreto. Esta lei de variação deve ser examinada cu idadosamente para o 
caso de solicitações cíclicas, como é o caso de ações sísmicas, assunto discutido 
no trabalho de Linde (1 983). 

• O efeito de rigidi zação ad icional do concreto pela acção do aço pode ser obser
vado na primeira parte do ramo de carga do gráfico ela figura (6.9). 

6 .5 Le i proposta para o n1ódulo de descarga 

Os ensaios realizados fornecem uma valiosa evidência na identificação dos 
parâmetros que inOuenciam o gradiente do ramo ele descarga do conjunto aço e concreto. 
Com efeito, a energia de deformação w· acumul ada pelo concreto fraturado aderido às 
barras de armadura, pode ser expressa como: 

( 6.1 ) 

onde ~ constitui uma medida. de volume de concreto "d uctilizado" próximo a cada barra 
de armadura; a., é a tensão da barra de aço, A., é a área da barra e Ere3 . é a sua deformação. 
Com relação à expressão anterior cabe realizar algumas observaçoês: 



.. 
• 

o 

.. 

83 

a) 

b) 

F igura 6.6: Fotografias que ilust ram:a) o conju nto do equipamento utilizado no ensa10, 
b )Conjunto especimen instrumentado-prensa . 
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PI'Oveta de concreto armado 

Canal 2 

Conversor 
anal6gico 

digita l 

A célula de car ga da prensa 

Ao LVDT que mede deslocamento 
da prensa 

Fig nra 6.7: Layoul. elo co rpo el e p rova ins tmrnclll.ado c do s is tema de m ed ição . 
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a) 

b) 

Figura 6.8: a) Fotografia que ilustra a configuração fraturada dos 6 corpos de prova en
saiados. b) Deta lhe da fissuração em um dos corpos de prova ensaiados. 
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P(N) 

30.000i---------~--------~--------.---------.---------.---------.-~ 

o 

F igura 6.9: Curva P - t:(l cr pa ra os ensaios realizados sob o cspecimen CH.6 
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• A interpretação física da influência do parâmetro êres. é a segu inte : A medida 
que as barras de armadura vão plas tificando, o quadro de fissuras do con
creto aderida a ela vai é.U llll enta nclo produ zindo-se um reacomodam ento das 
Lensocs dentro do concreto fraturado sendo maior a quant idade de energi a de 
deformação acumulada nele (a umenta IV* ). P rovavelmente a proporcionali
dade direta de 11V* e ércs. se verificará a. té um certo valor limite de êres. · 

• Os ensaios reali zados t iveram o objetivo de verificar o comportamento da. 
descarga. do conjunto aço c concreto, ex istindo ainda a necessidade de realizar 
um projeto experimental de m aior e nvergadura com o objetivo de compreender 
melhor a. inOuê ncia dos parâ metros envolvidos. 

Como propostas preliminares a ser implementadas 110 modelo em desenvolvi
mento foram Lesta.das numéricamente du as leis s imples baseadas na expressão (6.1) com 
relat ivo sucesso como se ii11Stra nos cxc1nplos apresentados na. secção seguinte. A primeira 
é ilust rada na figura (6 .1 O. a) e tem a seguinte expressão. 

(6.2) 

onde êm é a máxima defo rmação da barra. até esse momento, êv é a deformação de escoa
mento da barra, 1 é um coeficentc que mede a parti r de que momento o efeito começa 

a ser considerado, após vários testes, sc 11 valor fo i adotado em 1.5;Es, e o módulo de 
elast icidade ela barra de aço, As é a área. da barra. de aço, e llna.lmente Es 1 é o módulo de 
elasticidade da barra do aço dentro do concreto. A função proposta não leva em conta a 
á rea de concreto ductilizado pela presença da a rm adura, debido a que não se tem ainda 
informação sufi ciente el e como es te pa râ metro inrlui , decidiu-se deixar ele de lado numa 
etapa prelimina r. 

Uma segunda proposta para. a le i constitutiva das barras de aço dentro do 
concreto é dada. pela expressão: 

(6.3) 

onde /\ é um coc fl cente que segundo os estudos realizados, vari a de 0.95 a 0.70, tal fator 
depende de muitos parârnctros e maior quantidade de testes c estudos são necessários 
para sua cor reta defin ição . 

Na flg lll'a (6 .1 O.b) se ilustra o co rnportanleJ1Lo desta le i onde se leva em conta 
a varia(;ão el a cur va na. parte da. descarga em fun ção da. defonTta.ção da barra de aço. 

Cabe sali entar que o efe ito na. curva de descarga do conjunto concreto c aço 
também poderia. ter s ido in t roduzido no modelo mod ificando a lei constiLutiva das barras 
de concreto ductilizadas dev ido à presença do aço. Uma proposta lógica seria que o 
ramo descendente d a. lei constitutiva fosse bilinear como se ilustra na figma (6.11 ). O 
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inconveniente neste caso é que a inclinação da curva descendente deveria ser fun ção da área 
do aço que ducli liza o concreto, fator que é automaticamente incorporado ao considerar 
o efeito estudado, modificando a lei const itu t iva do aço. 

b) 

P=cr A s s sE f (a ,E ) 
S l S p 

Figura 6.10: Gráficos que ilustram as duas propostas feitas para leva r em conta a mocl 
ifi caçã.o da cmva na descarga do conjunto aço e concreto , a)Proposta l , 
b )Propos ta 2. 

p 

E 

Figura 6.11: Modificação dn. lei const itu t iva. dos ele mentos do concre to caso se querra 
incorporar o efeito estudado c rn tais elementos. 
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6.6 Exernplo s Ilustrativos 

6.6.1 Barra ele concreto armado subrr1etida a urna carga axial. 

Considerações gera is 

Como um primeiro exemplo para testar a performance do modelo teórico na 
rep resentação de es truturas de concreto n.rmado ana.liza-se a conl inuaçã.o uma barra en
saiada por Hwang & R izka ll <t (l!)S,I) submet ida a 11111a carga de tração monotonamente 
crescente em seus extremos. 

Um "la.yout" ela cstruLIJra, c a disposiçno da armadura c as propriedades 
mecân icas sã.o aprcscnta.das na fi gura (6.6. 1) c na tabela (6 .1 ) respect ivamente . 

Propriedades elo concreto 

!t 2.92E6Njm 2 

E c 2.2E10Njm 2 

é c 1.32E - 4 Njm2 

Propriedades elo aço 
ay 450E6Njm2 

1/ 0.2 
p 2500kgjNjm3 

'Tabela 6.1: Propriedades mccân icas da barra de concreto a rmado ensaiada por H wang & 
Ri zlmlla (H>S'I ). 

f-.,lode lo teórico implementado 

A descrição gcon1étrica c os pa râmetros ad icionais para defini r o modelo dos 
elementos discretos ilust ra m-se 11 a figu ra (6.6.1) c na tabela (6.2). P ara os parâmetros 
fora m adotados valores plausíveis os quai s precisam verificação experimental. 

A carga sobre a. es t ru t ura é apl icada em termos de uns deslocamentos presc ritos 
nos ext remos das barras de a.ço simulando a. ação de um a. pre nsa. A excitação é aplicada 
lentamente, e is to se traduz e m que a ene rgia cinét ica gerada durante o processo de carga 
é desprezível. 

Como uma a.proxin1 açào, questionável, considerou-se a es trutura simétrica com 
relação aos eixos V e Z, como pode observar-se na figura (6. 13), o que a rigor nã.o é 
correto dadas as caracterís ti cas não homogêneas do concreto, as quais são apresentadas 
considerando a ene rgia espec ífi ca. de fr ttlma 0 1 co1rlo un campo aleatório. 
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L c 0.06m 
Rjc 2.727 - 1.36NfmiLf2) Lc/ Lco 2 

ErcJJ 50 - 200Nfm, f, 14 
c v A1r.11 10% 

Tabela 6.2: Parâmet ros ad icionais necessários para caracterizar o modelo teórico ela barra 
de concreto armado ensaiada por f!wang & Hizakalla (1981). 

Resultados obtidos 

Na figma (6.1-1) apresenta-se a comparação dos registros experimentais em 
termos da carga ap li ca.dc:L vs . as deformações c, os valores obt idos com o modelo teóri co, 
onde se obse rva uma boa. co rre lação dos resul tados . 

Finalmente na fl gma (6 .1 5) apresenta-se a avaliação da energia dmante todo o 
processo. /\pesar de que o exemplo é muito simples, ele permit iu ve rifi car que o modelo 
teórico permite captar de rnancira correta a inte ração entre o aço e o concreto. 
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I3em 
-!'---% 

• 3.6 em • 
7.6 em 

• • 
30.48 em 

7.6em 
é • 

Armadura 
8 barras de 100 mm2 c/u 

7.6 em 
G • 3.6 em 

* 17.8 em 
1-" 1-" 

76.2 em 

./ v 

r -' 1 1 

y 
~ 

Figura. 6.12: "Layoul', da barra. de concreto armado ensaiada por, H wa.ng & Rizka.ll a 
( 1984), onde ap resenta-se a. disposição da. armadura.. 
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30cm 

F'igura 6. 13: l'vl odelo teóri co da. barra de COII crcto a.nnado ensaiada. por IIwang & Rizkalla 
(198tl) . 
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Figura 6.1 '1: Comparação entre os resultados experimentais c numéricos, em termos da 
carga aplicada vs. deformação total da barra, para o caso da barra de con
creto armado ensaiada por Hwang & Rizkalla (1984). 
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F igura 6. 15: A vali ação das energias envolvidas duran te o processo de carga do modelo 
teórico da barra de concreto armado ensaiada por Hwang & Rizkalla (198t1). 



o 

6.6.2 Viga bi-rotulada de concreto armado submetida a urna carga 
impulsiva 

Caracteristicas da estrutura e apresentação dos resultados experimentais 
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Apresentam-se a seguir as características geométricas e as propriedades mecânicas 
de uma viga bi-rotulada ele concreto armado ensaiada por Brandes ( 1981 ). Uma vista geral 
ela viga instrumentada é mostrada na figuras (6.16) e (6.17) . 

;---1.80 : -

lO 

-H 1·1· 1-
5 15 15 

Bu 25<1>8. e= 15 em Nr 3 

L= 3.60 m 

10 

I I 111 -
15 15 5 

c!; o 'i' 
125 1 

Ec = 3000MPa 
1/ = 0.2. 

fc = 38.5MPa 

Es = 210000MPa 
fy = 1195MPa 

~~~ ________ N_r _l._4_<1>~18=-l_= ~~-89_m ________ ~l~ 
3.57 

Nr2: 4<1>18 L= 3.57 m 

r Schnitl A - A 
g M 1:5 

I. ~::!::::1~ F· 
1'1.5 

l 6l 4f5 l4f 

Nr. 3 25<1>8. e= 15 em. L = 1,30 m 

f 

~ I 

BST 4201500 

BAH,... - ·• 
idl..''i'~ 2.2 Probekórper Typ PB OI RS 111 . PB OI 

Figura 6.16: Características geométricas e propriedades mecânicas da viga ensaiada por 
Brandes (1981) 

A viga é submetida, por meio de uma prensa hidráulica, a uma carga impulsiva 
cujo registro em função elo tempo foi fe ito através ele uma célula de carga colocada entre a 
prensa e a viga. Os resultados experimentais obtidos por Brandes (1981) utilizados para 
comparação com as predições do modelo numérico são: 

• Deslocamentos verticais vs . tempo nos pontos vVI e wlO localizados na parte 
posterior da viga como se observa na figura (6.17). 

• Registro da carga e da reação nos apo ios vs . tempo. 

• Registro das acele rações no centro da viga vs. tempo 
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Transductores 
de deslocamentos 

Figura 6.17: Vista geral da. viga. de Brandes (198 1) instrumentada 

Modelo teórico implementado 
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Os es tudos teóricos prelimin ares, reali zados por Rocha (1990) faci li taram o 
trabalho de m odelagem da viga ensaiada por Brandes (1981 ), utilizando o método elos 
elementos discre tos. O modelo da viga é ap resentado na figura (6.18) e o mesmo consta 
de 11079 elementos e 768 nós. 

O comprimento Lc, elos elementos norm ais do modelo, como se discute no 
capítulo 5, está associado ao comprimento de correlação do campo aleatório da ene rgia 
específica de fratura do concreto G1 , razão pela qual Lc não pode ser escolhido arbitraria
mente. Lc foi adotado aprox imadamente igual ao dobro do tamanho máximo do agregado 
(dma x)· 

y 

"~ / f' 
I 

I ' 
, IX 

I 
, , , 

I ()( X 
11 , _ 

16 1.7 crn 

177.1 em 

F igura 6. 18: Mode lo dr~. viga el e Brandes (1981) 
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Especimen Modelo 
Metade do comprimento total 1.80m 1.771m 

Metade do vão total l.60m 1.5785m 
Altura da Secção 0.30m 0.308m 

Largura da. Secção 0.25m 0.231m 

Tabela 6.3: Comparação entre as medidas do mode lo físico e teórico da viga ensaiada por 
Brandes (1981 ). 

Na tabela (6.3) se apresenta. uma con1pa ra.ção entre as dimensões do modelo 
físico e teórico da viga. Foi adotado para este exemplo Lc = 7.7cm o que implica um 
dma:z: = 3.7cm valor conside rado compatível com as características da viga, já que não se 
di spunha do traço do concreto utilizado . 

A armadura no modelo foi gerada visando respeitar a área e momento de inércia 
da armadura original. Na figura (6.19) se apresenta a disposição da armadura no modelo. 

As propriedades do material, tanto do concreto como do aço foram compiladas 
na tabela (6.4), na qual também se apresentam os parâmetros que devem ser calibrados 
para definir o modelo, tais como: 

• E[ C 1] é o valor esperado da energia. específica de fratura, que pode ser estimada 
pelo método proposto pelo FTP-CEB cujas expressões principais se apresentam 
no Anexo . 

• CV Ac
1 

é o coefic iente de variação da ene rgia de fratura, para o qual fo i adotado 
um valor de 10%, em fun ção, da experiência adquirida na aná.li se ele outras 
estruturas do tipo, as qua is mostrarão que a variação adotada para o campo 
aleatório é correta. 

• R1 é o fator de ruptura cuja iuterpre tação física é dada no capítu lo 5 c adotado 
em função do estudo paramétrica apresentado por Rocha (1990). 

• D f é um coeficente de amortecimento proporcional a massa. Na figura (6.22), 
observa-se que a. raúo de amortecimento crítico f.o associado à freqüência fun
damental de vibração da viga danificada (f= 22Ilz) é aproximadamente 5%. Se 
o sistema fosse de um grau de liberdade, o valor de D 1 seria de 15s-1

, mas 
como existem 011lras freqtiências de vibração se considera que D f pode oscilar, 
para. o caso em an álise, entre 20 e 40 s- 1

, adotando-se D1 = 27s- 1
• 

• t:p é a deforma.ção crítica, tt qual caracter iza a lei do comportamento do con
creto, é a deformação tt partir da qual começa o "S train Softcning", como 
definiu-se no capítulo 5 este valor ele deformação esta vinculado a R1 e E[G1] 
(só é necessário dcnnir dois elos três parfi.rnetros). 
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a) 
y 

/ 

/ / / 

X ) C IX X IX IX IX , IX IX X IX 
X X IX X IX X X IX tx X 2< 

X 
L , 

rjJ 4.05 mm e. 7.7 em 

rjJ 8 mm c. 15 em rjJ 5.73 mm e. 15.4 em 

4r/J 4.58 mm 

b) 

Figura 6.19: a)Oisposição da a rmadura no m odelo teór ico ela v iga ensaiada por Brandes 
( 1981 ).b) Equiva lência ent re a armadm a do mode lo fís ico e a armadura do 
modelo teóri co. 

A d ist ribuçào temporal da excitação apl icada sobre a estrutura foi especifi
cada m edia nte uma poligonal cuj as coordenadas nodais são apresentadas na t abela (6.5), 
obtidas a partir dos regist ros experimentais que são amostrados na figura (6.23) . Além 
disso fo i cons ide rado um cam po gravitacional para levar em conta o peso próprio da viga. 
Tal campo é aplicado antes de iniciar-se a ação da carga impu lsiva. Durante este tempo 
inicia l, a ntes do impacto, é considerado um coe fi ciente de amortecimento muito maior, 
para chegar mais rapidamente ao estado estático de tensões devido ao peso próprio. Cabe 
esclarecer que considera-se lícito est e aumento do amortecimento pois o modelo está, neste 
tempo inicial, trabalhando no domínio elástico linear. 

Na figura (6.20) se ilust ra. a distribuição temporal Ja carga aplicada enquanto 
na figura (6.21) se a rncscnta sua d is trib uição espac ia l. F ina lm ente os parâ metros rela
cionados à interação aço-concreto foram fixados depois de rea lizar os estudos paramétricos 
a presentados na figura (ô .2). Os valores escolhidos para os parâmetros f. c Lr/ Lc foram 
15 e 2, res pectivame nte. Por out ro lado, para modelar o comportamento pós-ruptura foi 
utilizada a proposta I. apresentada na fig u ra (6.9) . 
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Concreto 

E (Módulo de You ng) 3ElON/m2 

v (Módulo de Poisson) 0.2 

f, (tensão de tracção) 3.85E6N/m2 

E[GJ] (Energia específica de fratura media) 200Nfm 
Cll Are,) (Coeficiente de de vari ação do G1) lO% 

D f (Coeficiente de amorteci rnen to) 27.5s_l 

Rfc (Fa tor de Ruptura) 1.5088m -(t/21 

t:p (Deformação críti ca do concreto) 1.28E- 4 

Aço 

Es (Mód ulo de Yo11ng ) 2100000 E6N /m~ 
JY (Tensão de escoamento) 495E6N/m2 

\vfodelo Elastoplás ti co Perfeito 

Tabela 6.'1: Propriedades Mecânicas e parâmetros adotados para gerar o modelo teórico 

da viga ensaiada por B randes (198 1 ). 

I Tempo [msJI P [KN] I Tempo [ms] I P [KN] I Tempo [ms] I P [K N] I 
0.0 o 17.9 214 38.0 219 
5.1 6 21.9 250 41.0 200 
6.6 25 28.1 227 43.4 150 
10.2 200 ~W. I 237 46.9 38 
16.3 23tl 3'1.2 220 48.0 o 

Tabela 6.5: Distrib11ição no tempo da carga impu lsiva obtida a partir dos reg ist ros exper
imentais de Bra11des ( 1981 ). 
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carga 

P(t) 

peso l 
próprio 

~------~--------------------------------~ 

500 1-------., 

27.6( Ç= 4 %) 

F igura 6.20: Distribuição temporal das ca rgas e do coefic iente de amortecimento conside
rados no modelo teórico da viga ensaiada. por Brandes ( 198 1) 
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l"igura. 6.2 L: Distri bu ição espac ia l da. carga impu lsiva sobre a v iga para o modelo ela viga 
ensaiada po r Brandes (1981) . 
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Resultados Obt.idos 

A continuação se apresentam os resu ltados obt.idos com o modelo p roposto. 
Cabe salientar que pode-se a justar, em forma muito satisfatória, os registros experi mentais 
antes durante c depois de aco11tece r as solicitações máximas, no transcurso do processo. 

Se apresen tam a seguir os seguintes resu ltados: 

• Comparação entre as respostas teórica e experimental , em Lermos dos desloca
mentos, no centro c a um quarto elo vão vs . tempo (figura 6.22). 

• Comparaçã.o dos valores teó ri cos e experimentais da carga e da reação elo su
porte vs. tempo ( figura 6. 23). 

• Comparação dos valores teóri cos e experimentais da aceleração no meio do vão 
vs. tempo (figura 6.24) . 

• Comparação ent.re as velocidades no meio do vào vs. tempo, resultados numéri cos 
obtidos com um p rograma de elementos finitos (NONDYN apresentados por 
Vinkier (1982) c os obtidos com o modelo proposto (figura (6.25). 

• Comparação ent re as configu rações finais real c Leórica el a viga ensaida por 
Brandes ( 198 1) (figura 6.26). 

Também se apresentam, sem possibilidade de comparar com outros resu ltados 
numéricos ou com va lores experi mentais, os seguintes resultados : 

• A evolução de como se dist ri buem e diss ipam dos diferentes Lipos de energia 
durante o processo. Verifi ca-se que ap roximadamente 80% da ene rgia fornecida 
ao sistema é dissipada na plastificação das barras de aço (figura 6.27). 

• Na figu ra (6.28) se apresenta a distribuição do impulso ent.regue ao sistema 
at ravés da ca rga. externa (f~ P(t)dt) e, como Lal impulso chega aos apoios 
(f~ R(t)dt), sendo que R(t) re presenta a reação nos étpoios em função do tempo. 

• Na figma (6.29) se ap resenta o modelo da viga ensa iada por Brandes (1981) já 
danificada, realizando um est.udo de como foram afeLadas as barras do modelo 
considerando os seguin tes parâmetros (Ç = 15 e Lr/ Lc = 2). 

Analisando a figura (6.26 e 6.29) pode-se idcnt ifi ca.r na viga ensaiada por Bran
des q11aLro regiões características, ilusLradas na figura (6.:10): 

• Na região 1 há dnno concenLrado, devido a esLar próxima á zona de ap li cação 
da carga. 
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Figura 6.22: Comparação das respostas experimentais e teórica em termos dos desloca
mentos no centro e a um quarto do vão vs. tempo da viga ensaiada por 
Brandes ( 108 1). 

• Na região 2 se ev idencia também dano locali~ado devido a presença dos apoios. 

• Na região 3 só se tem dano difuso. 

• Na região 11 há um dano locali zado dist ribuído na parte superior da viga. A 
razão elo aparec imento do mesmo se ilustra na figura (6.3 .1 ). Ao ser aplicada 
a carga impu lsiva, ge ram-se sobre a viga ondas de superfície que se propagam 
na parte superior, responsáveis pelo dcterioramento da região 4 c ondas de 
volume, que se propagam em direção ao interior, que provocan o descenso 
vertical ela viga. No começo do processo, as ondas de superfície, começam a 
propagar-se, sern que as ondas de volume consigam ainda movimenta r a viga na 
d ireção vert ical, estágios ilustrados nas figuras (6.3la e 6.3lb ). Posteriormente 
as ondas de volun1e produzem o deslocamento da viga, como se ilustra na figura 
(6.3 l c). Este tipo de efeito é cMactcrístico em problemas de impacto de baixa 
velocidade. 
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F'igm a 6.23: Comparação dos valores ex perimentai s (a) c l córi cos (b) ela. acelera.çà.o no 
ccnLro do vão c rn função do tempo da viga ensaiada por Drancles (1981 ). 
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F igura 6.2'1: Com para.çà.o dos (a.) registros experimentais e (b) resu ltados teóricos da. carga 
e a reação nos apoios vs . ternpo para o caso ela viga ensaiada por Brandes 
{1981 ). 
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tro do vão vs. tempo da viga ena.iada por Brandes (1981): a) Com o pro
grama NO NDYN, b)com o algori t rn o de DE M proposto neste tra balho. 
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a) 

b) 

Figura 6.26: Comparação das configurações finais da viga de Brandes (1981) (a) e do 
modelo teórico da mesma (b). 
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Figura 6.27: Evolução da e nergia. durante todo o processo estudado para o caso da viga 
ensaiada por Brandes (1981). 
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Todas as barras 
menos as rompidas 

Barras Rompidas 

Barras rompidas+ 
barras danificadas 

Barras de Aço 
Plastificadas 

Figu ra 6.29: i\ f odeio da. viga ensaiada por Brandes ( 198 1) depois da aplicação da ca rga 

mosLr<tndo como foram a fetadas as barras do m ode lo para ~ = 15 c Lr/ Lc = 
2) . 
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.. 

I I 1 

Prensa hidrául ica 

a) 

b) 

c) 

11 b 

F'ignra. 6.31: l~squerna. qttc explica a localização de dano na pa.rte superior da viga ensaiada 
por Brandes ( 1981) . 
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6.6.3 Placa de concreto armado sub1netida a uma carga ele impacto em 
seu centro 

Propriedades Geométricas c r-.J ecânicas da Placa. 

Se anali sa a seguir uma placa de concreto armado ensaiada por IIOCHTfEP 
(198 1 ). A mesma foi modelada com elementos disc retos por Rocha (1993), desenvolvi
mento tomado como base para melhorar a anál ise. 

O modelo teóri co com e leme ntos discretos, foi reali2ado adota ndo como com
primento do modulo básico ctíbico o valo r de Lc = 11. 711cm, o que implica conside rar 
um tamanho máximo do agregado de aprox imadamente 6cm, valor aceitável dadas as 
dimensões da placa. As diu1ensões resu lta ntes do modelo se apresentam na tabela (6.6), 
comparadas com as dimensões reais da placa. Na figura (6.32) se mostra também um 
layout da placa com a loca lização de todos os pontos instrumentados. 

- Espccimen [m] Modelo [m] 

Metade do Comprime nto 
total na direção x 3.25 3.2872 

Metade do Vão 
na direção x 2.70 2.7002 

Metade do Comprime nto 
tota l na direção y 3.00 3.0524 
Metade do Vão 

na direção y 2.70 2.7002 
Espessura da P laca 0.7 0.7044 

Tabela 6.6: Comparação entre as dimcnsõe~ do mode lo físico c do m odelo teórico com 
elementos discretos da pl aca ensaiada por HOC II T I8F (1981). 

Na figura (6. :3:J) se ap resenta uma vis ta do mode lo dos elementos discretos , 
onde se observa. que fo i modc l;ula só 11111 quarto da mesma, aproveitando a dupla simct. ría 
na gcometría da placa. !\ conside ração de isto na rea lidade é uma simplificação, já que, 
a lgumas das propriedades mecânicas do lllodclo são geradas a leatoriamente. 

P or outro lado como a pl nc;~ foi di sposta verticalmente duran te o ensaio, o 
peso próprio tira ria tamhétn simetria da. mesma, mas o peso próprio é desconsiderado 
pois, neste caso, sua inOuência é mínima. 

A carga imp1dsiva sobre a placa foi produzida através de um projét il (tubo 
de aço), mas mediante células de ca rga convenientemente colocadas sobre a est rutura foi 
possível medir a distrihui (;ào da ca rga aplicada vs. tempo, valores que são apresentados 
na tabela (6.6.3) e no gn\ fi co da figura. (6.3,1 ). 
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Pigura 6.32: Layoul da placa ensaiada por Vinckier ( 198 1) com a localização dos pontos 
da. placa instrumentados. 

Tempo [ms] 0.0 1.0 15.5 15.5 15.5 33.5 
P(t) [MN] o 8.57 6.6 l5.5 33.0 0.0 

Tabela 6.7: Distri buição temporal considerada para a carga a plicada sobre a placa ensa

iada por llO CIITT EF (1981) . 

A distribuição espacial da carga se indica na rlgma (6.33), sendo que cada nó 
recebe 2.5% da carga lotai equi valente, salvo aqueles pontos que se encontram nos planos 
de simelría, que recebem 1.25% da carga total. A armadura da placa e a forma em que 
a mesma foi disposta no modelo se resume na tabela (6 .6.3) (6.35) . 

Na fi gu ra (6.35) se mos tra um layout elo modelo dos elementos discretos indi

cando a disposição da a rmadura.. 

Os regist ros experime ntais u t ilizados para compara r com os resultados teóricos 

são os scgtt i ntcs: 

• Des locamentos vs. tem po nos pontos W,, W3, W9 

• Ace lerações vs. tempo no ponto 8 1 • 

• neaçiío vs. letnpo nos pontos : f( , e /\7. 
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F igura 6.33: 8squema do Modelo teó ri co de um qua rto da. placa de IIO CHT IEF (1981), 

com a distri buição espacia l da carga adotada c dos pontos onde foram me~ 

didas as respostas 

• Deformações na armadura de nexão vs . tempo nos pontos : Dz e Da D." e Dtz 

A loca líza.ção dos pontos mencionados é apresentada na figuras (6.32 e 6.33) . 

As propriedades do concreto e do aço são apresentadas na tabela (6 .9), junto 
com os valores de alguns parâmetros necessários para definir o modelo teórico, ind icados 

a seguir: 

• O valor esperado da energia. específi ca de fra.t uraE[G 1], é estimada a partir das 
expressões apre:-;entadas no código modelo do FlP-CEB resumidas no anexo 

A- I. 

• Os valores de deformação crítica ér o fator de ruptura RJ, e o coeficente de 
amortecimento D 1 fo ram fixados a partir dos estudos paramétrí cos realizados 

por llocha ( 1990) . 
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Aço H.F 420/500 Estrutura Modelo Teórico 
Armadura de Tração <P25c/12.5cm( 40.1 cm2 jm) </J24 .22c1.74cm( 40.12cm2 fm) 

Armadura de compressão </J l8c/ 12.5cm(20.4cm 2 fm) </J17.44c1.74cm(20.42cm2 fm) 
Armadura de corte </J20c/25cm(52.3cm2 Jm2

) <jJ9.57c1.74cm(52.3cm2 /m2
) 

Tabela 6.8: Comparação c tttrc a arntadnra do modelo físico e do modelo teórico no caso 
da placa e nsi'iiR.da por 11 OC IITIEF ( 198 1 ). 
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Figura 6.311: Distribuição temporal da carga conside rada no modelo teóri co da placa e n
saiada por II OC IIT IEF' ( 198 1). 

• O coeficiente de vari ação ela ene rgia específica de fratura CV A[GJ] e estimado 
num 5%. Maiores es tudos são necessarios para determ inar criterios mais claros 
na a clefiniçã.o deste parâmetro ~ 

• Os parâmetros relacionados com a interação aço-concreto foram adotados iguais 
aos valores utili zados na viga ensa iada por Brandes (1981) . 
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Figura 6.35: Modelo teórico com elementos di sc retos (DEM) de um quarto da placa de 
HOCHTlEF (198 1) indicando a dispos ição das barras de armadura 
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Concreto 

E c 3.3E10Njm2 

li C 0.2 
!t 42.9N/m 2 

Pc 2500 J(gjm 3 

Aço 

E3 21ElON/m2 

Jy 4951\tf Pa 
p3 6812 [(gjm3 

Parâmetros do modelo teóri co 

E[CJ ] 200N/m 
CVArG1] 5% 

RI l.636m<- •12) 

p l.3E - 11 -
DI 6os-• 
ç 14 

Lc/ Lr 2 

Tabela 6.9: Propriedades dos materiais empregados e valores dos parâmetros necessários 
para criar o modelo teóri co da placa de JI OCllT IEF (1981). 
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J\ prescntação dos Resul tados 

A continuação são apresentados os gráficos com os seguin tes resul tados: 

• Na figura (6.36) se a presenta a compa ração da respos ta teór.ica em termos dos 
des locamentos nos pontos w, , W3, vV9 VS . tempo. No primeiro dos gráficos ( w l 

vs tempo) se com param os resul tados experimentais com as respostas obtidas 
com o modelo teóri co antes e após realizar a correção do modulo de descarga das 
barras do aço corno é expli cado na secção (6.3) . Na figura (6 .37) se apresenta m 
os result ados de des locamentos nos pontos citados vs. tempo ob tidos com um 
programa de elementos fin itos NO NDY N apresentados por V inckier (1983).É 
possível observar a boa correlação dos resul tados nu méri cos c experimentais 
antes e após at ingir a resposta máx ima. 

• Na figura (6.38) se apresenta uma com paração das respos tas teó ri cas e experi
mentais em termos das deformações nos pontos D2 e D8 D1•1 e 0 12 vs . tempo. 

• Na fi gura (6.39) se apresenta a comparação teóri ca e experimental de acel
e rações vs. tempo. 

• Nas figuras (6.'10) c (6A I) se apresentam as forças reativas calculadas nos 
pontos [( 1 , 1\ 7 • vs. tempo respectivamente. É import an te sali enta r que a 
comparação entre os valores experimenta is e numé ri cos deve ser feita de forma 
relativa, já que a á rea de inf111 ência das reações em um e outro caso é diferente. 

• Nas figuras (6.'12) e (6.4:3) se apresenta uma comparação das configurações 
fin ais da placa de lfO CifT I8F ( l 981) obtidas com o modelo teórico e um 
croqui reali zado a pa rt ir elos re~u l tad os experimentais, apresenta ndo-se um 
corte e uma vista em planta. Cabe sali entar que nos modelos teóricos não 
aparecem as barras diagonais por lim itações na visualização. 

• f'in <dmente na ll gm a (6.4 11) se ap resenta. a evolução das energias durante todo 
o ensaio o qua l ilustra que 60% da e ne rgia entregue ao sistema foi di ssipada 
pela de formação plástica da armadura. 
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Figura 6.36: Comparação da resposta teórica e experimental em termos dos deslocamentos 
nos pontos lt\/1,W3 e lrV9 da placa ensaiada por HOCHTIEF (1981). 
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Figura 6.37: Resultados obt idos com um programa de elementos finitos NONOYN , ap
resentados por Vinckier ( 1983) em termos dos deslocamentos nos pontos 
W1,l1'3 e H/9 da placa ensaiada por HOCHTIEF (1981)-
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Figura 6.38: Comparação da resposta a)experimental e b )teórica em termos das ele
formações nos pontos D2 e D8 D14 D12 vs. tempo da placa ensaiada por 
HOCHTIEF (1981). 
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Figura 6.39: Comparação das respostas a) experimental e b) teór ica em termos das acel
erações vs tempo no ponto 8 1 da placa de HOCHTTEF (l981). 
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Figura 6.42: Comparações entre a configuração final I) experimental II) teórica da placa 
ensaiada por 11 OCHT I CF (1981) Vista de Planta. 
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Figura 6.43: Comparações entre a configuração final I) experimental II) teórica da placa 
ensaiada por HOCHTIEF (1981) . Vista do corte. 
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6.6.4 Casca Cilíndrica ele Concreto Annado 

Característ icas gerais do modelo físico e teóri co da casca. 

Como tílti mo exemplo de estrut uras el e concreto armado se apresen ta uma casca 
cilíndri ca ensaiada por Uchida 'et a i' (1985) sob a ação de um deslocamento prescri to em 
seu centro aplicado a uma velocidade constante de 3m/ s . 

As propriedades geométricas da casca assim como a distribuição da armadura 
são apresentadas na figura (6.'15) . /\s propriedades mecânicas c as característ icas da ex
citação aplicada são resumidas na tabela (6 .10), com os pa râmetros adicionais necessários 
para defin ir o mode lo teóri co 

Só um quarto da casca foi modelado conside rando dupla simetria da mesma, a 
qual é urna hipotcse simplificativa, dada as característ icas ele anisot ropia elo concreto. 

Concreto 
Deslocamento presc ri to com uma velocidade de (3m/ s) 

Jc 5l.O M Pa 
f, 6Ai\l Pa 
E c 43200/H Pa 

Aço 
Uy 4'15./H Pa 
Uu 6461\1 Pa 
E $ 20E10/'d Pa 

Taxa de -
Armadu ra 0.4% 

Modelo 

Erc,J 120/V/m 
CVA[c1J lO% 

Rfc 2.56ml- I/"lJ 

L c 0.03m 

DJ 27.5sl IJ 

Lc/ Lr 2 
ç 1·1 

Tabela 6. 10: Propriedades c parâmetros de entrada para o modelo teórico da casca 
cilíndrica de Uchida (1985) . 

O mode lo teóri co ela casca é ap resentado na fi gura (6.'16) formado por 19302 
barras de concreto, 660 barras de aço c 3399 nós, onde lam bem se ilustra as condiçoes de 
borda adotadas 
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a) 

b) 

figura 6.46: Modelo cli screLi2ado ela casca cilíndri ca ensa iada por Uch ida 'et ai' (1985).a) 
Modelo teórico com plcLo, b) Disposição das barras de aço. 
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Apresentação dos Resultados 

Na figura (6.47.b) se compara os resultados obt idos de três simulações (a,b,c) e 
os resultados experimentais em termos de deslocamentos em função do tempo nos pontos 
D1 e D2, sua localiznção se in dica na figura (6.47.a). 

Na figura (6.48) são apresentadas fotograftas que ilustram a configuração ftnal 
da casca ensaiada. Na figura (6.49) se apresenta a configuração fin al obtida com o modelo 
teórico, e também, o estado final das barras de a rmadura. 

Finalmente na Figura (6.50) se apresenta a evolução da energia vs. tempo da 
casca cilíndrica. 

Levando em conta o alto nível de dano sofrido pela casca durante o ensaio 
e a simplificação reali zada na consideração das condições de borda e na aplicação da 
excitação, os resultados obtidos são mais que satisfatórios. 
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7 ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

7.1 G enera lidades 

A implementação computacional do método dos elementos discretos foi feita 
num computador pessoal PC, mas o interesse em rodar exemplos de maior envergadura 
obrigou á utilização de computadores de maior porte. Foram então aproveitados os re
cursos disponíveis no CESUP da UFRGS isto é, u1n supercomputador CRAY YlvfP-2E 
e uma estação ele trabalho multiprocessadora Silicon Graphics (4 CPUs Rtlt!OO). A uti
lização destes equ ipamentos permitiu verificar a lguns aspectos do a lgoritmo e aproveitar 
em maior medida as características computacionais desta nova geração de computadores, 
ligadas principalmente a vetorizaçào e paralelização do a lgoritmo de cálculo. Estes mod
ificaram o critério que define se um algoritmo é ou não eficiente computacionalmente. 
Paralelização e vetorização podem apresentar-se de forma simultânea ou não, como car
acterísticas de um computador, por isso diz-se que ambos conceitos são independentes 
entre si. Em termos gerais, os aspectos mencionados são melhor aproveitados quando 
os programas são baseados em operações simples, repetidas uma grande quantidade de 
vezes. Como se verá mais ad iante, o método de cálcu lo proposto segue essa filosofia de 
trabalho. 

Tais novas característ icas dos computadores têm conduzido a uma revolução na 
produção de software comercial, tornando os métodos de integração explícita competitivos 
frente aos métodos implícitos, não só em problemas altamente transientes (problemas 
de ordem de microsegundos) , bem como em casos em que os algoritmos implícitos eram 
inquestionavelmente a melhor opção a seguir. Isto justifica, em parte, a maior importância 
que os produtores de software de elementos finitos estão dando aos métodos explícitos 
como, por exemplo, os programas DYTRAN (1990) e ABAQUS/Explicit (1995), ambos 
pacotes comerciais para realizar análise explícita de problemas de engenharia. 

A seguir, são explicados, brevemente, o que é vctorização e paralelização ele 
programas e posteriormente é analizado o desempenho do algoritmo com que se trabalha. 

7 . 2 Conceitos Básicos 

7.2.1 Vetorizaçào 

A idéia ele vetorizaçào eslá basicamente associada a realização do processa
mento de operações em gru pos. Em te rmos computacionais, um escalar está associado 
a uma posição de memória, e um vcLor a urna séri e de posições contíguas na memória. 
De um modo geral, as lingna.gcns de programação dispõem de instruções que permitem 



137 

manipular vetores. Por exemplo, o produto de dois vetores de dimensão n poderia ser 
expressado na linguagem PORTRr\ N, da segu inte forma: 

DO 10 I=1, M 
10 Z(I)=X(I)*Y(I) 

e para obter cada elemento do vetor Z, o computador deverá decompor a operação 
Z( i)= X(i)*Y(i) numa série de operações bás icas de mais baixo nível (por exemplo, ar
ma2enar X(i) em um regist rador, carregar Y(i) em outro registrador, realizar o pro
duto, etc.). Denominam-se registradores as memórias especiais que o computador utiliza 
para armazena r temporariamente os dados que estão sendo transformados por alguma 
operação. Considerando que cada componente do vetor Z seja um "carro pronto" e que 
cada uma das operações básicas mencionadas representa alguma tarefa necessária para 
confeccioná- lo , poderia-se dize r que, no ca.so dos computadores escalares, se reali zam todas 
as tare fas necessárias para terminar de montar um "carro" antes de começar a montagem 
de outro. É a fo rma de trabalhar dos computadores escalares. 

No caso de computadores com arq ui tetura vetori a l, os "carros" entram em uma 
"linha de m ontagem" de compri mento !V, que permi te ir armando N "carros" simul tanea
mente. Desta forma, os primeiros carros a sair da "linha de montagem" demorarão mais 
tempo, mas uma ve2 que o sistema ent re em regime, a velocidade com que os "carros" 
ficam prontos é maior. Na figura (7 .1 ), ilustram-se os processos antes explicados referidos 
ao caso do produto de dois vetores . 

Cabe efetua r algumas observações interessantes sobre este tema: 

a) Para poder pagar o custo de entrada e saída de regime da "linha de mon
tagem" é im portante que o comprimento n 'da. fila seja suficientemente extenso frente ao 
comprimento N da linha de montagem. Em outras palavras, no caso de vetores curtos, a 
vetorização pode ser prejudicial; 

b) O número N (ver llgura 7.1 ) que mede o comprimento da linha de montagem 
é uma característ ica do computador. 

c) É fácil deduzir que nem todos os processos envolvidos em l oops podem ser 
tratados vetorialmente. Sobre este particular, há uma sé rie ele regras a serem aplicadas 
na hora de programar para 1nelhorar a veto rização do programa. S nt re elas pode-se 
menciOnar: 

• só será vetorizado o I oop lll ais in terno 

• nà.o é poss ível veto ri za r l oops onde se reali zam tarefas que apresentem de
pendência de dados como, por exemplo, a seguinte opera.ção vetoria l Z(i) =Z( i-
1 )+X(i)*Y(i) a qna.l em cód igo FO Jr['RAN llcaria: 
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DOlO I=l 
10 Z(I) =Z(I-l)+X(I)*Y(I) 

onde o valor Z(i) da ite ração atual faz referência a um valor obtido em uma 
iteração diferente da atual. Cada valor do vetorZ só estará. dispoível ao final 
de toda a sequência ele operações necessárias para seu cálcu lo. 

• A realização ele operações de E/S dentro de um loop inibe sua vetorização. 

d) As linguagens de programação (C,FORT RAN) implementadas em computa
dores vetoriais dispõem ele recursos tais como pré-compiladores que podem modificar o 
cód igo elo programa respeitando a lógica do mesmo para otimizar sua performance. Estas 
facilidades também estão disponíveis em computadores que permitem processamento em 
paralelo. 

7.2 .2 Paralelização 

Paralelizar um determi nado problema. cons iste em distribu ir, ent re as va.nas 
CPUs disponíveis, tarefas que possam ser realizadas simultaneamente para min imizar o 
tempo de espera (problema de caminho crítico). 

Também nesta. anAlise, entra em jogo o fato de que gerenciar a utilização de 
vários processadores simultaneamente implica num gasto de tempo envolvendo troca de 
mensagens (entre as CPUs envolvidas) necessárias para a sincronização dos processos. 
Para que esta forma de t rabalho apresente alguma vantagem, o tempo ad iciona l gasto deve 
ser inferior à redução ele tempo obtida por meio da paralelização. Se deduz, então, que 
para cada problema específi co, há. um númel·o ót imo de processadores a serem utilizados. 

Na figura (7.3) apresenta-se um esquema que ilustra o cálculo ele vários proce
ssadores trabalhando em paralelo no caso elo produto de dois vetores, onde indica-se que 
as unidades funcionais poderiam ser vetoriais ou escalares. 



~n) 

~n) 

Linha de Montagem 

Unidade Funcional Vetorial 
com N segmentos 

(Cada segmento é uma célula 
especializada em fazer um tipo 
de suboperação) 

Unidade Funcional Escalar 

(É genérica, não há células 
especializadas na execução 
de suboperações) 
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~n) 

2{1) 

~n) 

fi gura 7.1: Esquema. de um processamento vetorial (n) c um processamento escalar (b) 
para o caso de um produto de dois vetores (Z(i) = X( i)*Y(i)) 
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Figura 7.2: 8squema de um processamento em pa ralelo para o caso de um produto ele 
dois vclo res (Z( i)=X(i)*Y(i) ) 
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7.3 Análise do A lgoritmo do D EM sob os 
conceitos vistos 

I '11 

A estrutura do a lgoritmo DGM é esquemat izada como se mostra na figura (7.3). 

*COM ECO 
*GERACAO DO MODELO 
*ANALISE 
S-LOOP, T=O, TEMPO FINAL (LAGO SOBRE O TEMPO) 
s 
S V-LOOP, B=1, No TOTAL DE BARRAS DO MODELO 
S V (LAGO SOBRE AS BARRAS) 
S V-CALCULO DA DEFORMACAO DA BARRA B,e(B) 
s v 
S V-CALCULO DA FORCA REATI VA NA BARRA B, (F(B) = Fconst(E(B))) 
S V (Fconst() = EQUACAO CONSTITUTIVA UNIAXIAL) 
S V-CALCULO DAS FORCAS RESULTANTES NOS NOS 
S V-FIM DO LOOP B 
s 
S V-LOOP N=1, No TOTAL DE NOS DO MODELO (LAGO SOBRE OS NOS) 
S V-INTEGRACAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO 
S V EM FORMA EXPLICITA (METODO DAS DIFERENCAS 
S V FINITAS CENTRAIS) 
s v 
S V-FIM DO LOOP N 
S -ARMAZENAR RESULTADOS 
S -CALCULOS ADICIONAIS 
s 
S -FIM DO LOOP T 

*SAlDA DE RASULTADOS 
*FIM 

Figma 7.3: 8 sq 11 erna. do Algoritmo do DGM 

Analisando o mesmo, pode-se observar os seguintes aspectos: 

• O loop sobre o tempo ele integração não é passível el e vetorização, pois trata-se 
de um loop externo; 

• Os dois loops intemos sobre os nós e o loop sobre as barras, segundo os testes 
feitos são poss íveis de serern velor izados c, paralelizados com um gan ho sensível 
na velocidade de execução do a lgoritmo. 

ESCOLA De ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 



• Como se ilustra na tabela (7.3) no a lgoritmo em pregado os modelos discreliza
dos têm um mímcro de barras de 5 a 7 vezes maior que o número de nós. 
Isto traduz-se em lermos da performance do programa em que é muito mais 
importante a otimização do loop sobre o número de barras que sobre o número 
de nós para aumentar a sua velocidade de processamento. 

Tabela 7.1: Comparação dos números de nós c de barras de alguns dos modelos apresen
tados neste trabalho 

Exemplo Ntímcro de Ntímero de NBT/NNT 
nós (NNT) Barras (NBT) 

CASCA {1972) 
Leech & Morino 8002 38001 4.75 

PLACA 
Balmer (1964) 768 '1079 5.3 

VIGA 
Brandes (1981) 768 4857 6.32 

PLA CA 
HOCHTTEF (1980) 10173 69lt10 6.8 

Na tabela (7.3) e no gráfico (7.4) mostram-se comparações de tempos e veloci
dades executando um mesmo exemplo em condições diferentes . O exemplo utilizado para 
fazer os lestes foi o mode lo da viga de Brandes ( 1981 ), avaliando o comportamento da 
viga durante um tempo total ele 0.08seg e utilizando um passo de integração de 4E-6seg 
(24000 pél ssos). 

Para simplificar a comparélçào do comportamento elo programa em diferentes 
máquinas ou condições de trabalho foi dcs~livada a pa rte do mesmo referida à geração 
de números alea.lorios pois, em geral, os compiladores FORTRAN calculam a semente do 
número a leatório baseado em uma caraclerfsti ca ffsi ca do computador. 

Na figura (7.5) se ap resenta a comparação elas respostas em termos do deslo
camento no meio do vão vs tempo ap resentando os resu ltados experimentais e os obtidos 
executando o programa em diferentes condições e ou diferentes máquinas. 
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Tabela 7.2: Comparação de tempos de processamento e velocidades do algoritmo de DEM 
executando o mesmo exemplo em diferentes equipamentos e ou condições de 
trabalho 

Equipamento ejou 'fempo real Velocidade 
cond. de trabalho [seg] [MFs]* 

PC 486 DX/ 66Mlfz 
/8Mbyte deRAM 12600 0.92 
CRI\ Y-YtvfP-2E 
sem vetorização 2038. 11 6.85 
CRAY-YivTP-28 

* com vetorizaçào 214.089 51.26 
Workstation Se i 11 4,100 

sem paralclização 982.40 16.69 
(compi lação otirnizada 02) 
vVorkstation Se r H4400 

com paralelização 619.92 10.5386 
(3 CPUs)(compilação otimizada 02) 

!fi.H's] = Megaflops; m ilhões de operações em ponto flutuante por segundo 
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54.26 

PC csv ccv RSP RCP 
[ Mfs ] -x- = Megaflops = n1ilhoes de operaçoes em ponto flutuante por segundo 

PC : PC 486 DX (66 MHz) RAM =8Mb 
CSV : CRAY-YMP-2E sem vetorização 
CCV : CRA Y-YMP-2E com vetorização 
RSP : SGI R4400 sem paralelização 
RCP : SGI R4400 com paralelização 

Figura 7.4: Diagrama corrlparali\·o das velocidades do programa rodando no CRAY com 
c sem vetoriza.ção para o modelo da viga de Brandes (1981) com um tempo 
total de in tegração de 0.08 seg c um passo ele integração de t1E:-6seg. 
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Figura 7.5: Comparação de respostas experimental e numérica em termos de desloca
mento no centro do vão vs tempo da viga de Brandes (1981) 
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7.4 Conclusões 

Realizando a comparaçã.o ent re a perfomance ele um algoritmo ele integração 
explfcita, executado em máquinas diferentes ou em diferentes condições de trabalho (pro
cessamento em paralelo, vctorização, processamento escalar) é possivel obter as seguintes 
conclusões: 

• Na figura (7.4) é possível observar a boa performance do programa quando é 
executado num computador vetorial, sua velocidade é de 54Mfs, frente a uma 
velocidade de 0.92tvffs do mesmo programa rodando em PC ( 486 66MHZ). 

• É possível observar na mesma figura (7.4) sobre a paralelização, que a relação 
entre velocidade de processamento c a quantidade de processadores utili zados 
não é linear (ao executar o programa. com três CPUs, a velocidade de pro
cessamento não se triplica). Isto leva a. pensar que se está-se pagando a hora 
por CPU, resulta mais econômico executar um processo em cada CPU., do 
que rodar cada processo utilizando em paralelo várias CPUs. Mas em certas 
aplicações a reducção de tempo pode ser critica c em tais casos a aplicação da 
paralelização é uma opção válida. 

• Cabe ressaltar que os testes executados sobre a estação Multiprocessadora 
R4400 foram realizados com o computador sem carga ou seja, que o único 
processo ele usuário a ser ex e cu lado era o testado, A presença de carga (outros 
processos de usuários rodando simultaneamente) a lteraria estes valores. 

• A grande diferença ent re o processo executado no Cray com e sem vetorização se 
deve ao fa to que este computador foi projetado para trabalhar vetoria.lmente e, 
ao executar programas que apresentam caractcrfsticas escalares, tem um baixo 
desempenho,quando comparado ~om a execução dos mesmos programas em 
computnclores escalares. 

• Na figura (7.5) é possível ver que existem diferenças, embora pequenas, entre 
os resultados numéricos obt idos. Se bem que neste caso isto não é importante, 
pode haver problemas em que assim seja, em problemas de instabilidade por 
exemplo. Na área das ciências da computação, atualmente, estão sendo reali za
dos esforços para tornar independente a exatidão dos resultados obt idos com 
um determinado algoritmo, da máquina empregada. 

• O análise feito neste capítulo, se bem escapa à área central ele interesse deste 
trabalho, sua importância reside em documentar a expcriencia adquirida, com 
o algoritmo testado, em maquinas com característ icas de t rabalho diferentes. 
Isto da elementos de juizio para, ent re outras coisas, a selecçã.o apropriada 
de computadores c modalidades de trabalho em função do tipo de algoritmo 
empregado, isto é crucial na hora de decidir a compra de "softwar·e" e/ou 
"hardtvCL7·e" . 
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8 CONCLUSOES E CONSIDERAÇOES FINAIS 

A tese desenvolvida teve como objetivo principal a implementação compu ta
cional do método dos elementos discretos, aplicados à estruturas laminares de concreto 
a rmado submetidas a cargas de curta duração. Como passos intermediários para chegar 
ao objetivo antes mencionado, se realizaram com sucesso a análise de estruturas laminares 
elastoplásticas sob cargas impulsivas e testes sobre peças de concreto submetidas a um 
estado de tensões bia.x ial. 

8.1 Conclusões 

Como resultado dos t rabalhos reali zados foi poss ível obter as seguintes con-
clusões: 

8.1.1 Modelo Elastoplâstico 

• Pôde-se verificar que a ap licação do DEM na simulação de estrutu ras laminares 
clastoplâsticas submetidas à excitações impulsivas é uma proposta compet itiva 
fren te a métodos considerados clássicos neste t ipo de análise. 

• Dos testes realizados pôde-se verificar que no caso de estruturas com grandes 
deformações a im plementação do controle volumét ri co pode ser necessaria para 
obter respostas coerentes com modelos físicos. 

• No caso de ter est rut uras com gr~n cles des locamentos e pequenas deformações, 
não é necessário realizar o cont role volumétrico para obter bons resultados. 

8.1. 2 rvi odclo de Concreto 

• Ainda que este modelo ten ha sido testado por Rocha (1989), simu lando o com
portamento de concreto submetido a tensões de tração, foi possível mostrar 
neste trabalho o bom comporta.mcnt.o sob 11 111 est ado tensional biax ial. 

8.1.3 fvi odelo de Concreto Armado 

• Verificou-se pela qualidade dos resultados numéricos obt idos que a forma de 
levar em conta a interação ent re o a.ço e o concreto proposta. é correta, e permite 
ob ter bons resultados não só até a. resposta máxima. mas também após ela 
acontecer. 
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• Resultou ser uma opção acertada, para levar em conta a interação aço concreto, 
a incorporação das modificações nas relações constitu tivas não só no concreto 
mas também no aço. 

• Incorporando uma modificação no comportamento a descarga na relação cons
titutiva das barras de armadura no concreto, pode-se modelar em forma exce
lente a resposta na pós-ruptura de vários exemplos apresentados, captando o 
mecanismo que se apresenta em peças de concreto armado quando acontece a 
descarga, o que foi verificado experi mentalmente. 

• As modificações propostas nas relações constitutivas do aço e concreto, para 
levar em conta sua interação são, em princípio independentes do método de 
cliscretização utilizado. 

8.1 A Características Computacionais 

• Foi verificada a boa performance elo algorítmo para aproveitar as características 
dos computadores com arquitetura vetorial efou paralela como foi verificado 
no capitu lo 7. 

• A aplicação, com sucesso , de uma t ransformação con forme das coordenadas do 
modelo discretizado, permitiu aplicar o método dos elementos discretos ao caso 
de ~áscas. Pode verificar-se que si as distorções na malha são pequenas, não 
há. problemas em utilizar este tipo de transformação na geração dos modelos 
teóricos. 

• Verificou-se a vanta.gem de reali zar um balanço energético do modelo teórico 
durante o processo, o qual permite, por um lado, realizar um controle da vali
dade dos resultados obtidos e por õutro ter uma visão global do comportamento 
da estrutura em análise ilust rando de que forma a energia externa suministrada 
ao sistema é di ss ipada pelo modelo. 

8.2 Considerações Finais 

Durante o desenvolvimento do traba.ll1o foi poss ível nota r a lgumas deficiências 
no método empregado, que podem ser contornadas, como também possibi lidades que 
o mesmo apresenta e que não foram ainda implementadas. Sobre este tema podem-se 
realizar as seguintes observações. 

~· 

• O algoritmo do controle volumétrico aplicado ao caso de estruturas elastoplâslicas 
eleve ser mais testado e ap rimorado para que não comprometa a performance 
elo método dos elementos discretos. 
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' 
• E importante reali zar um projeto experimental de m aior envergadura para 

poder dar uma forma mais precisa às relações que modelam a in teração entre 
aço e concreto. 

• Alguns sistemas de integração explícita comerciais como é o caso do ABAQUS/ 
Explicit ou DYTilAN - permitem incorporar elementos com características 
definidas pelo usuário, o que pode ser uma opção de trabalho interessante para 
aproveitar a boa performance numérica dos 'solvers' de tais programas e poder 
asim concentrar os esforços na defini ção dos critérios constitutivos dos materiais 
que se deseja modelar. 

• É importante desvincular a discretização das propriedades do material a mode
lar, para dar maior flexibi lidade na const rução dos modelos teóricos. Para isso, 
é preciso, na geração das propriedades mecânicas consideradas como campos 
aleatórios, inclepencl izar o comprimento de correlação elos mesmos elo compri
mento el a face do módulo básico. 

• Resulta de interesse diferenciar no algoritmo implementado o que é o amorte
cimento numérico (Bulk Viscosity)que é necessário introduzir ao sistema para 
garantir a convergência dos resultados, do amortecimento característico do ma
terial empregado no modelo. 

• A ligação do método dos elementos discretos (OEM) a outros tipos de dis
cretização do contínuo como pode ser o método dos elementos de contorno 
o método elos elernentos ~nitos pode ser um camino :válido para contornar a 
limitação do DEM no que faz a geração de malhas de geometrias complexas. 

• Implementar out ros tipos de arranjos, como por exemplo elementos que in
cluam o grau de liberdade de rotação (elemento de pórtico espacial) pode ser 
uma saída para precisar menor quantidade de elementos na modelagem de so
licitaçes que envolvam fl exão ou torção. No trabalho de Schlangem (1993) são 
mencionados alguus arranjos de barras deste t ipo. 
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Anexo A-1 DETERMINAÇAO DOS 
"' PARAMETROS DO MODELO 

TEÓRICO DE ESTRUTURAS DE 
CONCRETO 
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Se apresentam a seguir fórmulas c valores usuais apresentados por Feenstra & 
Borst (1993) baseados em recomendações do modelo CEB-FIP (1990). 

O valor médio el a res istência a compressão f cm elo concreto se relaciona ao valor 
de res istência a compressão característ ica f ek mediante a expressão: 

(A- 1.1) 

Para concreto de peso normal o mód ulo de Young pode ser es timado através 
da seguinte fórmula: 

(A-1.2) 

Para concreto o coeficiente ele Poisson varia entre 0.1 e 0.2. A tensão de tração 
média pode ser estimada mediante a relação: 

(A-1.3) 

A energia específica de fratura G 1 é considerada um parâmetro do material e 
está relac ionada a res istência méd ia de compressão do materi a l ! em c do tamanho máximo 
do agregado ( clmáx) de acordo com a seguinte fórmula: 

(A-1.4) 

onde f emo = 10 [Nrnm/m.m 2]. O valor básico para a energia específica ele 
fratura Gfo depende do tamanho máximo do agregado como se mostra na tabela (A-1). 

Cabe aclarar que os valores assim obtidos devem ser tomados só como indica
t ivos, dada a grande quantidade de fatores que innuem na determinação dos mesmos e 
que não es tão sendo levados em conta. 
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Tabela A-1.1: Valores de energia de fratura bás icos G1o [Nmmjmm2
} (CEB-FIP cód igo 

modelo) 
dnox[mm} Gfo [Nmm/mm2

] 

8 0.025 
16 0.030 
32 0.058 
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