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RESUMO 

Fadiga, diminuição gradual da resistência de um material sob carrega­
mentos repetitivos, conduz a um modo de ruptura importante em estruturas sujei­
tas a carregamentos dinâmicos, e em particular, estruturas sujeitas à ação do vento. 

Neste trabalho apresenta-se elaborar urna ferramenta para a estimativa 
do tempo de vida útil à fadiga de urna estrutura com linearidade fisica e geométrica, 
sujeita à ação do vento. Para isto, o vento será considerado urna excitação aleatória 
estacionária e ergódica, atuando na estrutura, que será modelada com elementos fi­
nitos tridimensionais. As tensões que ocasionam fadiga são determinadas através de 
urna análise modal no domínio da freqüência. Também pretende-se, com esta fer­
ramenta, estimar os índices de confiabilidade de projeto com relação à variabilidade 
das curvas de fadiga. 
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ABSTRACT 

Fatigue, a gradual decrease in material strength under repetitive loading, 
leads to an important rupture mode in structures subjected to dynamics loads, in 
particular, structures subjected to wind action. 

A numerical tool to estimate lífetime of linear elastic structures, due to 
fatigue originated by the wind action, is presented in this work. The wind action, is 
considered as a stationary and ergodic random excitation act:ing on the structure, 
which is modeled with three dimensional fmite elements. Stress components dueto 
fatigue are determined by a modal analysis in the frequency domain. Est:imation on 
the design reliability indexes with respect to fatigue curves variability are also an 
objective o f the present work. 
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Capítulo 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 Considerações Iniciais 

Danos em estruturas são muitas vezes provenientes da fadiga do materi­
al, fenômeno que se caracteriza pela iniciação e propagação de fissuras a wn tama­
nho instável sob a ação de carregamentos repetitivos, levando o material à ruptura 
sem aviso prévio e, por conseguinte, reduzindo a vida útil do sistema estrutural 
(Collins, 1981). Ainda assim, a fadiga é raramente analisada nos projetos estruturais 
devido às abordagens clássicas de análises baseadas em carregamentos, tensões e 
deformações estáticas. Os problemas de fadiga, entretanto, são causados devido às 
ações dinâmicas (De Vis et al., 1986). 

A fadiga tem sido extensivamente estudada nos projetos de componentes 
de máquinas ou estruturas sujeitas a carregamentos cíclicos ou flutuantes. Tais car­
regamentos produzem tensões cíclicas ou flutuantes que freqüentemente resultam 
em ruptura por fadiga. Os principais componentes mais vulneráveis a fadiga são: as 
juntas de soldas, devido às concentrações de tensões tanto pela geometria da junção 
quanto por defeitos na solda (Wirsching, 1984); conectares contendo pontos de 
falhas com alta concentração de tensões variáveis; etc. Além do mais, fadiga tem-se 
tomado wn aspecto importante nos projetos de pontes - Wang et al. (1993) e La­
man e Nowak (1996) - vasos de pressão, estruturas offshore (Wirsching, 1984), es­
truturas automotivas e outras estruturas de engenharia. 

Atualmente, muitas estruturas civis sujeitas aos efeitos dinâmicos do 
vento tendem a ficarem mais esbeltas, e portanto, mais suscetíveis a danos devido à 
fadiga do material; toma-se então importante a análise dinâmica para o cálculo da 
vida útil da estrutura através de métodos mais precisos, e com considerações mais 
realisticas da pressão do vento na estrutura, decompondo-a em wna parte fixa e 
wna flutuante. O comportamento do material sob carregamento estático e dinâmi­
co, considerando as características visco-elastoplásticas e a não linearidade geomé­
trica, quando necessários, também devem ser incluídos. 
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São vários os tipos de estruturas onde o efeito da ação do vento é de ex­
trema relevância e que podem sofrer ruptura por fadiga, tais como: 

• Edificios altos. 

• Pontes (neste caso apresenta-se ainda efeitos agravantes pelas car­
gas aleatórias devidos a veículos automotivos). 

• Cabos de torres de transmissão de energia elétrica, torres de rádios e 
TV, microondas, telefonia celular e antenas de radar. 

• Torres de resfriamentos e chaminés (Groehs et al., 1984). 

Nos projetos de estruturas sujeitas à ação do vento é necessário, além de 
analisar a resistência e os efeitos de instabilidade dinâmica (galope e desprendi­
mento de vórtices), calcular a vida útil, através de uma análise dinâmica de fadiga 
devida à ação do vento (Hosomi et al., 1997). Se a vida útil calculada não for aceitá­
vel, diferentes opções para se modificar o projeto podem ser realizadas, tais como: 

• Escolha de outro material. 

• Mudança das condições de carregamento externo, envolvendo a 
forma ou a funcionalidade da estrutura. 

• Modificações no comportamento dinâmico da estrutura, envolven­
do mudança da rigidez, da massa ou do amortecimento estrutural. 

Estas modificações visam a diminuição das amplitudes de vibrações e de 
tensões, retardando a propagação do dano e ruptura da estrutura. Dependendo das 
condições de flexibilidade do projeto algumas destas opções podem requerer mais 
esforços ou gastos do que outras, e uma análise de otimização do comportamento 
estrutural pode ser desenvolvida. Um novo cálculo da vida útil pode ser realizado 
com as novas características da estrutura ou do carregamento. 

Com os avanços na arquitetura dos computadores toma-se viável a con­
sideração do vento como carregamento dinâmico, representado por um processo 
aleatório estacionário, no dimensionamento das peças estruturais e no cálculo da 
sua vida útil, evitando as simplificações que consideram o vento como um carrega­
mento estático e que conduz muitas vezes a um super-dimensionamento, encare­
cendo a estrutura, ou a um sub-dimensionamento que pode trazer conseqüências 
graves ao seu funcionamento. 
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1.2 Tema e Justificativa 

Este trabalho visa, portanto, analisar estruturas sujeitas ao efeito dinâmi­
co do vento, através do cálculo da vida útil ou da propagação de dano devido à fa­
diga do material. Tal estudo pode se tornar relevante nos projetos de estruturas 
onde o vento atua de maneira bastante significativa. Esta relevância se torna mais 
evidente quando se percebe uma tendência, nos dias atuais, a realizar-se constru­
ções mais esbeltas, altas e leves. Além do mais, o uso crescente de materiais de alta 
resistência - a resistência a fadiga e a rigidez à fratura não acompanham o acréscimo 
da resistência estática - têm resultado em muitas rupturas por fadiga e fratura nos 
anos recentes (Wirsching, 1995). 

O dano proveniente da fadiga do material deve ser acrescentado em 
uma análise de confiabilidade de estruturas sujeitas a cargas dinâmicas como um 
modo de ruptura ou um estado limite último de projeto (American Society o f Civil 
Engineers - ASCE, 1982). Pode-se otimizar projetos, no que diz respeito a esbeltez, 
utilização de materiais, funcionalidade da estrutura, economia e segurança, conhe­
cendo-se previamente a estimativa da vida útil e os índices de confiabilidade da es­
trutura. 

Este estudo de fadiga pode ser generalizado para estruturas sujeitas a ou­
tros tipos de ações dinâmicas aleatórias, como é o caso de pontes excitadas pelo 
tráfico de veículos (Schilling, 1984), arquibancadas e ginásios excitados aleatoria­
mente por pessoas ao longo de sua vida útil, etc. Nestes casos, também um estudo 
da vida útil torna-se importante na elaboração do projeto para que não venham a 
ocorrer danos graves, ou até mesmo a ruptura parcial ou total da estrutura. 

1.3 Objetivos 

Neste trabalho pretende-se adquirir alguns conhecimentos e experiência 
de pesquisas em diversas áreas, tais como: fadiga do material, análise de estruturas 
sujeitas às cargas estocásticas pelo método dos elementos fmitos, a natureza da ação 
do vento nas estruturas e o estudo da confiabilidade na análise estrutural. To da via 
os objetivos específicos do trabalho são: 

• Modelar numericamente o comportamento linear de estruturas com 
propriedades e geometria determinísticas, através do método de 
elementos finitos (MEF), usando elementos tridimensionais. 

• Desenvolver um algoritmo para uma análise espectral de tensões 
nas estruturas sujeitas às excitações aleatórias, através de uma análi­
se modal no domínio da freqüência. 
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• Analisar numericamente a ação longitudinal do vento e o despren­
dimento de vórtices sobre uma estrutura, considerando os mesmos 
como processos aleatórios estacionários. Os efeitos longitudinais e 
o desprendimento de vórtices são considerados separadamente. 

• Elaborar numericamente um método de cálculo para determinar a 
falha por fadiga, através da lei de propagação do dano cumulativo 
de Palmgren-Miner. 

• Fazer uma análise de confiabilidade, considerando apenas a variabi­
lidade das curvas de fadiga características do material (curvas S-N). 

• Propor modificações nas estruturas onde os índices de confiabilida­
de sejam considerados inadequados. Neste trabalho estas modifica­
ções serão limitadas às dimensões geométricas, embora outras mu­
danças possam ser implementadas. 

1.4 Simplificações 

Não é pretensão deste trabalho elaborar uma ferramenta infalível e in­
dispensável para projetos de estruturas propensas à fadiga através do efeito dinâmi­
co do vento, pois têm-se ciência das muitas fontes de incertezas que envolvem o 
processo de análise de fadiga, como também as simplificações adotadas e as dificul­
dades de se obter dados experimentais para o que se pretende estudar. 

As limitações e simplificações do trabalho são: 

• Análise linear de estrutura. 

• Análise de excitações aleatórias estacionárias e ergódicas. 

• Uso da lei Palmgren-Miner de propagação linear do dano de fadiga 
para ações dinâmicas de amplitudes variadas. 

• Análise de confiabilidade considerando apenas a variabilidade das 
curvas de fadiga (S-N, ou curvas de Wõller). 

• Estudo feito apenas no domínio de fadiga de alto-ciclo. 

• Hipótese que considera a ação do vento como uma variável Gaussi­
ana. 

• Hipótese de que os dados experimentais de fadiga em espécimes 
suaves, sujeitos a carregamentos cíclicos unidirecionais com ampli­
tudes constantes existentes, possam ser estendidos para o caso de 
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estruturas tridimensionais sujeitas a excitações de amplitudes aleató­
nas. 

É, portanto, pretensão desta dissertação reunir informações num só tra­
balho dos estudos de fadiga existentes nas seguintes áreas: fadiga de alto-ciclo, fadi­
ga de ação de amplitudes variadas e confiabilidade de estruturas que possam sofrer 
fadiga. O objetivo é que venha servir de base para estudos futuros e que possa ser 
acrescentada com novos conhecimentos, tomando-se uma ferramenta útil nos 
projetos de estruturas ou elementos estruturais propensos à ruptura por fadiga. 

1.5 Organização do Trabalho 

Este trabalho está organizado em sete capítulos, distribuído conforme 
os assuntos abordados por eles, que são os seguintes: o capítulo 1 traz como intro­
dução a descrição, os objetivos e as justificativas do trabalho. O capítulo 2 apre­
senta uma revisão bibliográfica sobre alguns aspectos da teoria básica de fadiga dos 
materiais. O capítulo 3 apresenta a formulação matemática da análise estocástica de 
estruturas. O capítulo 4 aborda aspectos sobre o efeito da ação do vento em estru­
turas para sua posterior aplicação na análise de fadiga. No capítulo 5 são descritos 
as metodologias de análise de fadiga devido a processos de tensões aleatórias e 
apresenta-se alguns aspectos da confiabilidade de estruturas, aplicando um trata­
mento probabilístico à análise de fadiga. O capítulo 6 apresenta os resultados do 
programa FATIGUE, elaborado com a teoria abordada nos capítulos anteriores e 
como resultados são apresentados os índices de confiabilidades à ruptura por fadiga 
de estruturas lineares submetidas a ação do vento de natureza aleatória. O capítulo 
7 apresenta as conclusões e sugestões deste trabalho. E por fim, são listada as refe­
rências bibliográficas consultadas. 



Capítulo 2 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1 A Natureza da Fadiga 

A fadiga, diminuição gradual da resistência de um material por efeito de 
solicitações repetitivas, pode ser defmido como wn fenômeno de ruptura progres­
siva que se caracteriza pela iniciação e crescimento de fissuras a um tamanho instá­
vel (Collins, 1981). Dependendo da natureza da estrutura e do carregamento aplica­
do, tanto a iniciação ou a propagação de fissuras, até mesmo ambas, podem ser 
importantes na avaliação do desempenho estrutural (Wirsching, 1995). O processo 
fisico da fadiga é mostrado na figura 2-1 . 

O livro do Collins (1981) mostra os efeitos microscópicos do processo 
de fadiga, como também os aspectos fenomenológicos macroscópicos da ruptura 
por fadiga. 

Alguns dos efeitos macroscópicos e as considerações básicas na análise 
de fadiga incluem: 

• Efeitos da tensão simples altemante completamente reversa na re­
sistência e propriedades de materiais utilizados nas estruturas. 

• Efeitos da tensão média superposto com a componente flutuante. 

• Efeitos de tensões altemante em estado multiaxial de tensões. 

• Efeitos da presença de falhas, buracos e soldas. 

• Efeitos da temperatura no comportamento dos materiais utilizados 
nas estruturas. 

• Efeitos do tamanho do elemento estrutural. 

• Efeitos dos ciclos cumulativos nos vários níveis de tensões e a per­
manência do efeito (tensões com amplitudes variadas). 
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• A grande variabilidade das propriedades de fadiga para um dado 
material. 

• Efeitos dos fatores ambientais; 

• Efeitos da interação da fadiga e outros modos de ruptura. 

45·~ 

~~ 

Ettágjo 1 Estágio 2 - Propoga;õo Je jisnnw 

~ 
Je jis.rNras 

Figura 2-1: Esquema do processo jlsico da fadiga 

2.2 Incertezas na Análise de Fadiga 

Muitas são as fontes de incertezas inerentes ao processo de análise de fa­
diga. Algumas, retiradas do trabalho de Wírsching (1995), são: 

• O fenômeno de fadiga é imprevisível, e caracterizado pela enorme 
dispersão estatística dos dados de laboratório, com os dados <ciclos 
para ruptura' tendo coeficientes de variação (COV) entre 30 a 40°/o, 
e algumas vezes chegando a 150°/ o; 

• As extrapolações dos dados de laboratórios para os sistemas de en­
genharia freqüentemente requerem muitas considerações; 
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• A geometria dos componentes, como por exemplo defeitos e des­
continuidades nas soldas, complicam a previsão do inicio e propa­
gação das fissuras; 

• Processos ambientais que produzem carregamento de fadiga nos 
sistemas podem não ser bem defmidos; 

• Incertezas na análise das tensões; 

• Os efeitos da temperatura e da corrosão na resistência a fadiga não 
são bem conhecidos. 

2.3 Dominios da Análise de Fadiga 

As duas fases importantes no processo de fadiga são a iniciação de fissu­
ras e o seu crescimento a um tamanho crítico. Para aplicações em engenharia a ini­
ciação de fissuras refere-se a formação de fissuras que são facilmente detectadas 
com o uso de ensaios não destrutivos. Esta iniciação de fissuras pode ser responsá­
vel pela perda significativa da vida útil em problemas de fadiga de alto-ciclo, em que 
as tensões oscilatórias são relativamente baixas. Por outro lado, quando as tensões 
flutuantes são altas, ou quando falhas ou alguma razão que eleve as tensões estão 
presentes na estrutura, fissuras precoces por fadiga aparecem e a vida de serviço da 
estrutura pode ser gasta na propagação de fissuras a um tamanho instável, caracte­
rizando a fadiga de baixo ciclo. 

Observa-se, portanto, que o processo de fadiga engloba dois domínios 
de tensões ou deformações cíclicas que têm características diferentes, em cada qual 
a ruptura por fadiga é produzida por mecanismos fisicos diferentes: (1) fadiga de 
baixo ciclo, também chamado de fadiga de deformações controladas cíclicas e (2) 
fadiga de alto ciclo. No primeiro caso deformações plásticas significativas ocorrem 
durante cada ciclo. Este domínio está associado com tensões altas e vidas curtas, ou 
baixo número de ciclos para produzir a ruptura por fadiga. No segundo caso as de­
formações cíclicas são confmadas ao regime elástico, estando associado com ten­
sões baixas e vidas longas, ou grande número de ciclos para produzir ruptura por 
fadiga. A fadiga de baixo ciclo é tipicamente associada com vida (ciclos para rom­
per) que vai de um até cerca de 104 ou 105 ciclos, e a fadiga de alto ciclo apresenta 
valores superiores a estes. 

Existem diversas circunstâncias em que o cálculo da vida por fadiga de 
baixo ciclo é de grande importância. Por exemplo, nos projetos de dispositivos tais 
como mísseis e foguetes, onde o tempo de vida útil pode restringir-se a somente 
poucas centenas ou milhares de ciclos após o lançamento, a análise de fadiga de 
baixo ciclo é fundamental. Também em projetos de outros dispositivos de alto de­
sempenho, tais como hélices de turbinas e pneus das aeronaves, vasos de pressão e 
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elementos de combustíveis sólidos, a fadiga é de baixo ciclo. Até mesmo quando os 
carregamentos numa estrutura ou máquina são baixos e, por algum motivo, o mate­
rial apresenta plastificação local (que é uma deformação cíclica controlada pelo 
volume de material elástico ao redor), os métodos de ciclos baixos são importantes 
na predição da vida útil do material, outro exemplo é a propagação do dano por fa­
diga em estruturas sujeitas ao terremoto. 

Se espera que as estruturas sujeitas ao efeito dinâmico do vento apresen­
tem vida útil longa; por conseguinte, este trabalho será restrito a métodos de análise 
de fadiga de alto ciclo. 

2.4 Carregamentos de Fadiga 

Problemas de fadiga surgem num elemento estrutural quando este está 
sujeito a carregamentos repetitivos. Portanto, o projetista quando se depara com 
estruturas propensas à ruptura por fadiga deve estar ciente dos espectros das cargas 
e os espectros de tensões associados a elas, que podem ocorrer ao longo da vida da 
estrutura. 

O mais simples espectro de tensão que ocasiona problemas de dano por 
fadiga é uma onda senoidal no tempo, com média zero, amplitude e freqüência 
constantes, aplicada para um especificado número de ciclos, freqüentemente refe­
renciada como tensão altemante completamente reversa (figura 2.2a). 

A figura 2.2 mostra alguns espectros no tempo de tensões que podem 
provocar ruptura por fadiga quando atuam numa estrutura. A figura 2.2b mostra 
um espectro padrão de tensão .cíclica com média diferente de zero. A figura 2.2c 
mostra um espectro de tensão que surge quando atua na estrutura um processo 
aleatório de carga, por exemplo, a pressão do vento. 

Defme-se da figura 2.2 os seguintes termos: 

Tensão Máxima: S max 

Tensão Média: S m 

Tensão Mínima: S mim 

Amplitude da Tensão altemante: Sa = Sma.~ - Smim 
2 

Faixa de Tensão cíclica: Sr = Smax - Smim 
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TCillio 

(a) (b) 

Tcmio 

(c) 

Figura 2-2: Alguns espectros de tensões; (a) completamente reversa; (b) te11são com média cúferente de zero; (c) 
amostra de um processo aleatório 

2.5 Curvas S-N (Curvas de Wõller) 

Os dados característicos de fadiga de alto ciclo, para um dado material, 
podem ser convenientemente mostrados em um gráfico do nível de tensão cíclica 
versus o logaritmo da vida (figura 2.3), ou um gráfico log-log da tensão versus a 
vida. Estes gráficos, chamados curvas S-N, constituem informações de projeto de 
fundamental importância para estruturas sujeitas a carregamentos repetitivos. Devi­
do à grande dispersão dos dados de vida de fadiga em um nível de tensão, as cur­
vas S-N não são únicas para um dado material, existindo uma família de curvas S-N 
tendo como parâmetro a probabilidade de ruptura. Estas curvas são conhecidas 
como curvas S-N-P, ou curvas de probabilidade de ruptura, com uma representa­
ção gráfica que tem como eixos o nível de tensão e a vida (figura 2.4). Estas curvas 
podem relacionar a vida, N (número de ciclos), tanto com a amplitude Sa como 
com a faixa S,. de tensão cíclica. 
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Figura 2-3: Gráfico S-N- Dados de teste de laboratório de uma liga metálica (Colli11s, 1981) 
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Em um teste de fadiga, um lote de espécimes suaves são submetidos a 
uma tensão cíclica de amplitude constante, como mostra a figura 2-5. O número de 
ciclos para ruptura de cada espécime é registrado e um novo lote é, então, submeti­
do à uma nova tensão cíclica de amplitude constante e novos números são registra­
dos. O ensaio é repetido tantas vezes quanto necessários para a construção do grá­
fico mostrado na figura 2-3. 

Se a vida de serviço de uma estrutura é defina como N s, a ruptura por 
fadiga acontece quando a faixa de tensão excede a resistência definida na curva S-N 
para a vida Ns (resistência à fadiga para Ns ciclos), ou se Ns é maior do que a vida 
definida na curva S-N para o nível de tensão atuante na estrutura. 

Devido à grande dispersão nos pontos no gráfico S-N, tratamentos esta­
tísticos dos dados são necessários (Nelson, 1984), assim como também métodos de 
confiabilidade são apropriados para a análise da fadiga. 

Observa-se que quando os dados são analisados em um gráfico log-log, 
em muitos casos, existe uma tendência linear entre a tensão S e a vida N, resultando 
em uma expressão simples, como a seguinte: 

(2- 1) 

onde m e K são constantes empíricas determinadas estatisticamente com os resul­
tados dos ensaios de laboratórios. 
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Figura 24: Família de curoas S-N-P. P =Probabilidade de mptura; R= Co1!ftabilidade = 1 - P 
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Tensão 
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~ P(t) 

Figura 2-5: Espécimes msaiadas para obte11ção do gráfico S-N 

Em espécimes suaves de aço a curva S-N apresenta um limite plano Qi­
mite de durabilidade) Sn abaixo do qual os valores da tensão não provocarão rup-

tura por fadiga. Em muitos casos este limite começa em tomo de 106 ciclos (Wirs­
ching, 1995). 

De uma forma mais geral, quando não há uma relação linear entre a ten­
são e a vida, até mesmo em um gráfico log-log, uma variedade de equações empíri­
cas podem ser empregadas. Por exemplo: 
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(2-2) 

Onde os parâmetros a, a{)J a1, a2J e y são determinados a partir de dados ex­

perimentais. 

2.6 InDuência da Média 

A maioria dos ensaios que originam as curvas S-N são realizados em es­
pécimes suaves submetidos à tensão cíclica complemente reversa (figura 2.2a), isto 
é, com tensão média igual a zero. Não obstante, as cargas de serviços que atuam 
numa estrutura têm valores médios diferentes de zero; logo, deve-se conhecer o 
efeito da média numa análise de fadiga, para que se possa utilizar as mesmas curvas 
provenientes destes ensaios. A figura 2-6 mostra como a média modifica o nível de 
tensão para provocar ruptura, com a vida N constante. O eixo da abcissa contém o 
valor da tensão média s m e a ordenada os valores da amplitude da tensão cíclica s a 

para provocar ruptura. Definindo-se resistência à fadiga S N como o nível de tensão 

para romper a estrutura com N ciclos de vida, observa-se, por defmição, que SN é 
plotado na ordenada s a onde a tensão s m tem valor zero. 

Observa-se da figura 2-6 que a influência da média na análise de fadiga é 
diferente para tensões média de tração e compressão. A região de tensão média de 
tração é mais sensível a variação da média do a região de tensão de compressão. 

Existem equações empíricas que relacionam a tensão de ruptura para 
uma dada vida, sobre condições de média diferente de zero, com a tensão de ruptu­
ra para a mesma vida, sobre tensão cíclica completamente reversa. Algumas delas 
são (Collins, 1984): 
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o 

Figura 2-6: lt!fluéncia da média na tensão de ruptura por fadiga 

Relação linear de Goodman 

(2-3) 

Relação parabólica de Gerber 

(2-4) 

Relação linear de Soderberg 

(2-5) 

Relação elíptica 

(2-6) 
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onde: 

au é a resistência última do ensaio estático de tração 

a YP é a resistência de plastificação do material 

A figura 2-7 ilustra graficamente estas relações. 

4 
/ 

Figura 2-7: Forma de diversas relações ellljJíricas para i1ifluência da média 11a ruptura por fadiga 

A Equação 2-1 pode, então, ser adaptada para considerar o efeito da mé­
dia, como segue: 

Usando a relação de Goodman (2-3), tira-se o valor de SN: 

(2-7) 

Substituindo (2-7) em (2-1) e reagrupando, obtém-se: 

(2-8) 

onde: 



CAPiTuLo 2 - REVISÃO BIBUOGRÁFICA 16 

(2-9) 

A equação (2-8) é semelhante a equação (2-1), apenas havendo um ajuste 
no valor do parâmetro K. 

De forma análoga, usando a relação de Gerber, chega-se à seguinte ex-
pressao: 

(2-10) 

2. 7 Fadiga em Processos Aleatórios 

Muitas aplicações na engenharia estrutural se deparam com a atuação de 
carregamentos que variam no tempo, e no espaço, de maneira aleatória. Estes car­
regamentos surgem seja por condições ambientais ou seja por movimentos. É o 
caso das forças induzidas por terremotos, ventos, ondas oceânicas e veículos (por 
exemplo, trens, caminhões e aeronaves). Infelizmente, os dados de teste em labo­
ratório são quase que restritos à fadiga de espécimes sobre carregamentos de am­
plitude constante. Não obstante, é importante conhecer teorias ou hipóteses, verifi­
cadas experimentalmente, que pennitem, com boa aproximação, utilizar as curvas 
S-N padrões numa análise de fadiga aleatória. Estas teorias são baseadas nos con­
ceitos de dano cumulativos. 

Muitos trabalhos de pesquisas têm sido feito na área de fadiga em pro­
cessos aleatórios, entre eles incluem-se: Chang e Song (1997), Wirsching e Haugen 
(1974), Lutes e Larsen (1990), Wirsching e Light (1980). A figura 2-8 mostra duas 
amostras de processos aleatórios de tensões. 
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l 
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vvvvvv~v vvvvvv 
(b) 

Figura 2-8: Exemplo de amostra de processos de te11são aleatória; (a) processo de ba11da fatg,a; (b) processo de 
ba11da estreita 

2.7.1 Hipótese de Palmgren-Miner 

O postulado básico para a fadiga aleatória é do dano permanente e cu­
mulativo, isto é, o dano causado por um nível de tensão cíclica atuante numa es­
trutura permanecerá durante a sua vida de serviço, e se somará com o dano causado 
por um nível de tensão subsequente. Quando o dano acumulado total chega a um 
valor crítico a estrutura rompe por fadiga. 

E mbora o princípio do dano cumulativo seja simples, é dificil avaliá-lo 
no caso de fadiga aleatória, devido à enormidade de níveis de tensões que ocorrem 
durante a vida de serviço da estrutura. Cada nível de tensão Si deve estar associado 

a um especificado número de ciclos n; (números de vezes que ocorre o nível de 

tensão Si) para que se possa utilizar as curvas S-N. 

A primeira teoria do dano cumulativo foi proposto por Palmgren em 
1924 e desenvolvida por Miner em 1945. Esta teoria é conhecida como Hipótese de 
Palmgren-Miner ou regra do dano linear e pode ser descrita usando a figura 2-9. 
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Por defmição da curva S-N, um nível de tensão de amplitude constante 
S; irá produzir dano completo, ou seja, ruptura, em N; ciclos. Operação ao rúvel de 
tensão S; para um número de ciclos n; menor do que 1~ irá produzir menor dano, 
digamos uma fração de dano D;. Um espectro de cargas com níveis de tensões dife­
rentes, atuando num elemento estrutural, produzirá frações de dano D; para cada 
nível de tensão S; do espectro. Quando o somatório desses danos atingem a unida­
de considera-se que se produz a ruptura por fadiga, isto é, quando: 

(2-11) 

s 

"' I ~ I 
I 

I 
I I :"" i ! i 

I 
I I I 

~ I I ! I 
' 

I i I I ! I 
I 

I I ! I I I I 
l I 

! i I I i I 
I i I I I i i I 
I I I I I I I I 
I I I 

S; 

LogN 

Figura 2-9: Ilustração da atuação de tensões de amplitudes variadas 

A hipótese de Palmgren-Mine r defme que a fração do dano em qualquer 
nível de tensão S; é linearmente proporcional à taxa do número de ciclos em ope-
ração n; pelo número de ciclos N; que ocasionaria ruptura ao mesmo nível de ten­
são, isto é: 

D 11. 
. =-r 
r N . 

r 

(2-12) 

Substituindo (2-12) em (2-11), a ruptura por fadiga se produz quando: 

n1 n2 n 1 n. 
- + - + .. . -r--+-r 2:: 1 
NI N2 Ni-l Ni 

(2-13) 
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ou 

(2-14) 

Devido à simplicidade de sua formulação a lei do dano linear de Pal­
mgren-Miner é bastante utilizada na análise de fadiga, embora, erros na previsão da 
ruptura possam existir devido a certas influências significativas que são desprezadas. 
Dados experimentais mostram que a ordem da aplicação dos vários níveis de ten­
sões influencia na ruptura por fadiga, como também, a taxa do dano em um nível 
de tensão é função do histórico de tensões anteriores. Contudo, quando a tensão é 
um processo aleatório, resultados experimentais do somatório do dano da lei de 
Palmgren-Miner se aproximam da unidade quando ocorre a ruptura por fadiga. 
Outras leis de cumulação do dano têm sido propostas e são apresentadas em Co­
llins (1981), Bem-Amoz (1990) e Stallmeyer e Walker (1968), mas todas são mais 
complexas do que a lei de Palmgren-Miner e, no entanto, não fornecem melhoras 
significativas na previsão de ruptura por fadiga. 

2.8 Fadiga de baixo ciclo 

O tratamento da fadiga de baixo ciclo é realizado com base em ciclos de 
deformações, onde os efeitos da deformação plástica, predominante para o nível de 
carregamento, são considerados. A equação que relaciona o número de ciclos para 
ruptura com o nível de deformações plásticas e elásticas é dada por: 

(2-15) 

onde &, é a deformação total, o-f 1 é o coeficiente de resistência a fadiga, Nf é o 

número de ciclos para ruptura, & f 
1 é o coeficiente de ductilidade em fadiga, E é o 

módulo de elasticidade, a e b são coeficientes provenientes de ajustes dos dados 
experimentais. 



Capítulo 3 

ELEMENTOS DE ANÁLISE ESTOCÁSTICA DE 
ESTRUTURAS 

3.1 Introdução 

A tensão que surge pela atuação da pressão do vento nos diversos pon­
tos de urna estrutura pode ser decomposta em duas partes distintas: um valor mé­
dio e outro flutuante ou aleatório, devida, respectivamente, à velocidade média do 
vento e à turbulência, que pode ser considerado um processo aleatório estacionário 
(Blessmann, 1995). O valor médio da tensão será calculado por urna análise estática 
e a tensão aleatória através de urna análise da resposta de sistemas lineares à ação de 
um processo aleatório estacionário. A teoria de processos aleatórios pode ser en­
contrada em detalhes nos trabalhos de Newland (1984), Yang (1985) e Bendat e Pi­
erson (1971) e a formulação da velocidade do vento como um processo aleatório 
pode ser encontrada em Simiu e Scalan (1986), Balendra (1993) e Blessmann (1995). 

3.2 Processos Aleatórios 

Uma grandeza que varia no tempo pode ser classificada como determi­
nística ou aleatória. A variável é dita determinística quando seu valor pode ser de­
terminado precisamente em qualquer ponto do tempo. É exemplo de variável de­
terminística a carga induzida de amplitude constante nos ensaios de fadiga para a 
determinação das curvas S-N. Por outro lado, a variável é aleatória guando o seu 
valor é imprevisível para um dado tempo, podendo, apenas, ser analisada através de 
teorias estatísticas (por exemplo, a velocidade do vento, cargas induzidas por ondas 
marítimas, sismos, etc.). Um processo aleatório é definido como um conjunto ou 
famílias de realizações amostrais de uma variável aleatória, conforme mostra a figu­
ra 3-1: 
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t 

t 

t 

Figura 3-1: Amostras de um processo aleatório 

3.2.1 Probabilidade. Funções de Probabilidade 

Um processo aleatório é composto, portanto, por infinitas variáveis ale­
atórias: X(t1) = X 1 , X(t 2 ) = X 2 , ••• , X(tn) = Xn, que podem ser caraterizadas estatisti-
camente através das suas funções de densidade de probabilidade. A função de dis­
tribuição de probabilidade de uma variável aleatória X; é defmida como (Ang e 
Tang, 1975): 

Px. (a)= Prob(X; ~ a] 
' 

(3-1) 

para todo a E R n. A função de densidade de probabilidade de X(t,) é qualquer fun­

ção Px, (x,) defmida sobre R n que satisfaz a condição: 

ESCOLA De ENGENHA RIA 
BIB LI OTI: CA 
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a 

Px; (a)= f Px;Cx;)dx (3-2) 

tal que: 

(3-3) 

As funções de densidade de probabilidade cruzadas das infmitas variáveis 
aleatórias podem ser importantes na discussão de processos aleatórios, especial­
mente as funções de densidade de probabilidade de segunda ordem. Seja as variá­
veis aleatórias X (t1) = X1 e X (t2) = X 2 tiradas de um processo aleatório. A função de 
distribuição conjunta, entre elas, é defmida como: 

(3-4) 

para todo apa2 E R". A função de densidade de probabilidade conjunta 
Px,x~ (x1 , X2 ,11, t2 ) é defmida da seguinte forma: 

ClJ a2 

Px1x2 (al ,a 2, tl , t2) =f f Px1x2 (xl,x2 ,tl ,12)dxl dx2 (3-5) 
-OC>-00 

Um processo aleatório é dito estacionano quando as distribuições de 
probabilidade das variáveis aleatórias X 1, X 2 , • • • X , são idênticas. Num processo es-
tacionário as funções de densidade de probabilidade de primeira ordem são inde­
pendentes do tempo t. Por outro lado, as funções de segunda ordem são indepen­
dentes dos valores individuais dos tempos t1 e 12 , dependendo apenas da diferença 

' = 12 -ti o 

Em alguns casos, as características de um processo aleatório podem ser 
defmidas através das funções de densidade de probabilidade de uma função­
amostra k . Quando as funções de densidade de probabilidade calculadas para dife­
rentes funções-amostras são idênticas, o processo, além de estacionário, é dito er­
gódico. Um processo aleatório é dito Gaussiano quando as amostras possuem fun­
ções de densidades de probabilidades normais ou Gaussianas, representadas pela 
seguinte equação: 

( )

2 
1 

1 
X-j.l 

Px (x) = ~ exp[-2 - - ] 
()""' 27r ()" 

- OO< X <OO (3-6) 
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onde p é o valor médio e ~ é o desvio padrão. 

3.2.2 F unção de Autocorrelação 

Em um processo estacionário - por exemplo, a velocidade do vento -
pode-se determinar o valor médio da variável pela equação: 

co 

f.tx = E[X] = J xpx (x,t1 )dx (3-7) 
-co 

onde E[X] representa o valor esperado da variável aleatória X. 

Por outro lado, a parte flutuante da velocidade do vento pode ser anali­
sada através da função de autocorrelação de um processo aleatório estacionário: 

Rx (-r) =E[X(t)·X(t+-r)] (3-8) 

A função de autocorrelação fornece uma noção de dependência entre os 
valores da variável aleatória nos tempos !1 e 12 = !1 +-r . 

Sejam X e Y dois processos aleatórios distintos, defmi-se a correlação 
conjunta como: 

Rxr (r) = E[X(t)· Y(t +r)] (3-9) 

3.2.3 Densidade Espectral de Potência 

Em problemas de vibrações aleatórias, uma forma mais útil de se analisar 
estatísticas de segunda ordem é a função de densidade espectral de potência Sr(cu), 

ao invés da função de autocorrelação. A função de densidade espectral de potência 
(f.d.e.p.) de um processo aleatório estacionário é defmido como a transformada de 
Fourier da função de autocorrelação: 
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ClO 

Sx(m)= f Rx (r)ei01rd-r (3-10) 

Usando a lei de transformação inversa, tem-se: 

(3-11) 

Por deftnição: 

CC 

CY"iws =Rx (O)=E[X 2] = f Sx(cu)dm (3-11) 
-00 

onde E[X 2
] é o valor quadrático médio do processo aleatório estacionário. Por 

conseguinte, Sx(m) representa a distribuição do valor quadrático médio no domí­
nio da freqüência. 

A função densidade espectral de potência cruzada de dois processos es­
tacionários X e Y distintos é defmido como: 

CC 

S XJ' (m) = J Rxr ('r)e'111
r d-r (3-12) 

- «> 

Consequentemente, S xr ( m) e R xr (-r) constituem, também, pares de 
transformadas complexas de Fourier, ou seja que: 

(3-13) 

Verifica-se que a função de densidade espectral de potência (fd.e.p.) é 
uma função par e não negativa, ou seja: 

(3-14) 

(3-15) 
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Assim, defme-se a função de densidade espectral de potência de um 
ramo (ccone-side") como: 

Gx(cu) = 2S x(cu) para 

Gx(cu)= O para 
(3-16) 

A função de densidade de potência cruzada de um ramo pode ser escrita 
como: 

(3-17) 

em que a função C XY é denominada de densidade espectral coincidente (co­
espectro) e QXY é conhecida como espectro de quadratura ( quad-espectro ). 

3.3 Análise de Sistemas Lineares no DomÍnio da Freqüência 

3.3.1 Equação do Movimento 

Para o cálculo da resposta em tensões aleatórias de estruturas lineares 
sujeitas a ação do vento, e por conseguinte, a análise de fadiga, foi desenvolvido um 
programa computacional, nomeado FATIGUE. A modelagem numérica da estru­
tura se fará com a teoria de elementos fmitos, usando elementos tridimensionais. A 
resolução da equação do movimento é feita através de uma análise modal no domí­
nio da freqüência, e portanto, fazendo-se uso das freqüências naturais e modos de 
vibrações do sistema para a redução dos graus de liberdade. 

Em uma estrutura com comportamento linear, discretizada no espaço 
com vários graus de liberdade, sujeita a carregamentos dinâmicos, a equação que 
governa o sistema é: 

Mil(t)+Cii(t) + Kii(t) = q(t) (3-18) 

onde: 
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M é uma matriz real positiva deftnida com dimensões N x N e representa a massa 
do sistema. 

C é uma matriz postttva semi-defmida com dimensões N x N e representa o 
amortecimento do sistema, que satisfaz a condição de Fawzi (1977). 

K é uma matriz positiva semi-defmida com dimensões N x N e representa rigidez 
do sistema. 

il é o vetor das componentes das acelerações nos pontos discretos da estrutura. 

ii é o vetor das componentes das velocidades 

ü é o vetor dos componentes dos deslocamentos 

q é o vetor das forças que atuam na estrutura. No caso, as componentes deste ve­
tor são processos aleatórios estacionários. 

3.3.2 Formulação do método dos Elementos Finitos 

As matrizes M e K em (3-18), para um elemento fmito tridimensional, 
serão formadas como segue: 

Inicialmente são montadas as matrizes de massa Me e de rigidez Ke para 
cada elemento, e que vem dadas por (Bathe, 1994): 

(3-19) 

(3-20) 

onde: 

p é a massa específtca do material. 

V é o volume do elemento fmito. 

N é o vetor que contém as funções de formas do elemento. 
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B é a matriz que contém as derivadas da função de forma do elemento. 

D é a matriz que contém as relações constitutivas de um material elástico. 

A matriz constitutiva D relaciona o vetor de tensões iJ com o vetor de 
deformações §, em um ponto do elemento, como segue: 

ã = Dé (3-21) 

Para o caso tridimensional a matriz constitutiva elástica linear de um 
material isótropo vem dada por: 

1-v v v o o o 
v 1- v v o o o 

D = E v v 1-v o o o 
(3-22) 

{l + vX1-2v) o o o ~(1 -2v) o o 
o o o o ~{1 -2v) o 
o o o o o ~{l -2v) 

onde E e v são, respectivamente, o módulo de elasticidade e o coeficiente de Pois­
son do material. 

Para o cálculo das integrais das equações (3-19) e (3-20) utiliza-se as fór­
mulas de integração numérica de Gauss-Legendre. 

Uma vez calculada as matrizes de massa e de rigidez dos elementos, atra­
vés das equações (3-19) e (3-20) monta-se as matrizes de massa M e de rigidez 
K globais da estrutura, fazendo: 

(3-23) 

(3-24) 

A figura 3-2 mostra o tipo de elemento utilizado pelo programa F ATI-
GUE. 
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19 18 17 

20 16 
=·· 

14 15 

12 

8 

1 2 

Figura 3-2: Tipo de elementos usado pelo programa FATIGUE: elemento sólido de 20 nós. 

Detalhes sobre o .MEF encontra-se em: Hughes (1987), Zienkiewicz e 
Taylor (1989), Bathe (1996) e em Awruch e Di Rado (1997). 

3.3.3 Cálculo de Deslocamentos e Tensões Médias 

Depois de montada a matriz de rigidez global da estrutura, pode-se de­
terminar, diretamente do vetor de forças médias iim atuantes na estrutura, o vetor 

de deslocamentos médios üm nos pontos discretos. A relação linear para esta análi­

se estática, considerando apenas os valores médios, é: 

(3-25) 

portanto, 

(3-26) 

A resolução do sistema (3-26), que resulta na inversão da matriz K , é 
feita por um método de solução numérica de sistemas de equações algébricas (Ba­
the, 1996 ). D e posse dos deslocamentos médios determina-se, no método dos 
elementos fmitos, as deformações médias nos pontos de integração por: 
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(3-27) 

onde: 

i~ é o vetor de deformações médias para o ponto de integração i. 

B1 é uma matriz que contém as derivadas das funções de forma avaliadas no ponto 
de integração i. 

ü; é o vetor de deslocamentos médios dos nós do elemento. 

As tensões médias também são avaliadas nos pontos de integração, atra­
vés da expressão: 

(3-28) 

ou 

(3-29) 

onde: 

a~. é o vetor de tensões médias no ponto de integração i. 

3.3.4 Cálculo de Freqüências Naturais e Modos de Vibração 

Para a análise no dorrúnio da freqüência da equação do movimento (3-
18), que será desenvolvida adiante, é necessário acrescentar ao programa uma rotina 
para o cálculo das freqüências e modos de vibrações da estrutura. Será utilizado o 
método de iteração por subespaço desenvolvido por Bathe (1996). 

O cálculo de freqüências naturais e modos de vibrações consiste na re­
solução do seguinte problema de autovalores e autovetores: 

K<l> = M<l>A (3-30) 

onde: 
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K é a matriz de rigidez calculada por (3-24). 

M é a matriz de massa calculada por (3-23) 

<I>= ~1 , ·· ·,~PJ é a matriz modal, que contém p autovalores (modos de vibrações). 

A: r·.. m; . ..] é uma matriz diagonal de dimensões p X p que contém os auto­

valores (quadrados das freqüências naturais do sistema, em rafs). 

Além da relação (3-30), os autovetores também satisfazem as condições 
de ortogonalidade com a matriz de rigidez e ortonormalidade com a matriz de ma­
sas, ou seJa: 

(3-31) 

(3-32) 

onde: 

I é matriz identidade de ordem p . 

passos: 
Essencialmente, o método de iteração por subespaço consiste de três 

1. Estabelecer q vetores de iteração iniciais, q > p , onde p é o número 
de autovalores e autovetores a ser calculados. 

2. Usar simultaneamente os métodos de iteração iriversa nos q vetores e 
análise de Ritz para extrair as melhores apro~ações dos autovalores 
e autovetores (ver Bathe, 1996). 

3. Depois da convergência, usar o método de checagem de Sturm para 
verificar se realmente os autovalores e autovetores desejados foram os 
calculados. 

A cada iteração k + 1 do método encontra-se uma base ortogonal Ek+l, 

formada pelos vetores que compõem a matriz Xk+l e também calcula-se os auto­
vetores (que serão os desejados quando k ~ oo ) . 

Para k = 1,2, · · ·, iterações de E~< para E~<+t, calcula-se: 
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(3-33) 

Encontra-se as projeções das matrizes K e M na base E"+' , fazendo: 

(3-34) 

(3-35) 

Resolve-se o problema de autovalores e autovetores das projeções das 
matrizes K e M: 

(3-36) 

Encontra-se uma aproximação melhorada para os autovetores: 

(3-37) 

Então, desde que os vetores iniciais X1 não sejam ortogonais aos auto­
vetores desejados, têm-se: 

Ak+t --7 A e Xk+l --7 <I> quando k --7 oo. 

Detalhes do método podem ser encontrados no livro do Bathe (1996). 

3.3.5 Determinação da Matriz de Amortecimento 

Um dos aspectos mais delicados na análise da equação diferencial de se­
gunda ordem (3-18) é a determinação da matriz de amortecimento cinemático C. 
Ao contrário das matrizes de rigidez e de massa K e M , em geral, ela não pode ser 
determinada diretamente dos elementos. Para este propósito algumas considerações 
teórico-experimentais e numéricas são assumidas. Primeiramente, a resistência à vi­
bração da estrutura é linearmente proporcional à velocidade na qual os diversos 
pontos da estrutura está submetida. De âmbito numérico, a análise modal é parti­
cularmente efetiva quando se pode considerar que os autovetores também sejam 
ortogonais a matriz de amortecimento C , no caso: 
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(3-38) 

onde Sr é a taxa de amortecimento crítico no r-ésimo modo de vibração e (J)r é a 
freqüência natural do sistema no mesmo modo. Como se verá adiante, a relação (3-
38) juntamente com as relações (3-31) e (3-32) permitem desacoplar a equação dife­
rencial (3-18) em p equações diferencias de uma única variável, referente a cada um 
dos p modos de vibrações. Em vista disso, não se faz necessário o conhecimento 
dos elementos da matriz C, mas apenas os valores das razões de amortecimentos 
críticos. 

O amortecimento em um modo poderia ser observado em um modelo 
ou na estrutura real, por exemplo, pela imposição de condições iniciais correspon­
dente àquele modo e medindo o decaimento durante as vibrações livres amorteci­
das. De fato, a determinação experimental das taxas de amortecimentos críticos Sr 
e a aproximação, em muitos casos de forma realística, ao comportamento amorte­
cido do sistema estrutural, é uma importante consideração. Infelizmente, na prática, 
a determinação destas taxas de amortecimento crítico referentes a todos os modos 
de vibrações usados em uma análise é impossível. Se se conhece ao menos as taxas 
referentes ao primeiro e segundo modo Ç, e ( 2 pode-se determinar os demais as­
sumindo o amortecimento de Rayleigh: 

C=aM+,BK (3-39) 

onde a e .B são constantes a ser determinadas de duas taxas de amortecimento 
crítico que corresponde a duas freqüências de vibrações-distintas. 

Pré-multiplicando e pós-multiplicando (3-39), r~~pectivamente, por <I>r e 
<I>, obtêm-se, usando as relações (3-31), (3-32) e (3-38): 

(3-40) 

Usando esta relação para w~> Ç, e w2 ,(2 , obtêm-se duas equações para a 
e p, que resolvidas dão: 

(3-41) 
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(3-42) 

Portanto, conhecidos os valores de a e p determina-se as taxas de 
amortecimentos críticos para os demais modos de vibrações. Empregando a ex­
pressão (3-40), tem-se: 

s, =a + pw; 
2@, 

3.3.6 Análise Modal no Domínio da Freqüência 

A introdução do sistema de coordenadas modais: 

(3-43) 

(3-44) 

permite desacoplar a equação (3-18) quando C satisfaz a relação (3-38). Substituin­
do (3-44) em (3-18), e pré-multiplicando por <1>7

, obtêm-se: 

(3-45) 

Utilizando-se das relações (3-31), (3-32) e (3-38), a equação (3-45) fica: 

(3-46) 

Aplicando a transformada de Fourier em (3-46), tem-se: 

(3-47) 

Isolando ij(w), pode-se escrever que: 

(3-48) 
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onde: 

ij((J)) é a transformada de Fourier de fi(t). 

iic ((J)) é a transformada de Fourier de iic (t). 

e 

(3-49) 

é a matriz função de resposta complexa modal do sistema. 

A relação entre as funções de densidade espectral de potência de uma ex­
citação X e da resposta Y é: 

(3-50) 

ou, alternativamente, 

(3-51) 

onde, n·(úJ) é o conjugado de H(úJ). 

Escrevendo (3-50) em forma matricial para fi(úJ), Hc((J)) e iic((J)), fica: 

(3-52) 

onde: 

S17 ((J) ) é a matriz f.d.e.p. das coordenadas modais, onde os elementos da diagonal 

são as densidades espectrais de potência e os elementos fora dela são as densidades 
cruzadas de potência 

Hc ((J)) é uma matriz diagonal. 

S qG (úJ) á a matriz f.d.e.p. das forças generalizadas. 

De (3-46) têm-se: 
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(3-53) 

Calculando a função de autocorrelação da função q0 (t), de acordo com 
(3-8): 

(3-54) 

e substituindo (3-53) em (3-54) têm-se: 

(3-55) 

onde: 

Rq
0 

(r-) é a matriz função de correlação das forças generalizadas. 

Rq (') é a matriz de correlação das forças aplicadas. 

Os elementos da diagonal da matriz de correlação corresponde à função 
de autocorrelação e os elementos fora dela à função de correlação cruzada. 

Aplicando a transformada de Fourier em (3-55), e lembrando da relação 
(3-12), fica: 

(3-56) 

onde: 

S qo ( (J)) é a matriz função densidade espectral de potência das forças generalizadas. 

Sq((J)) é a matriz função densidade espectral de potência das forças aplicadas. 

Calculando a função de autocorrelação dos deslocamentos globais ü(t), 
obtêm-se: 

(3-57) 

Substituindo (3-44) em (3-57), fica: 
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(3-58) 

por conseguinte, pode-se escrever que: 

(3-59) 

Substituindo (3-56) em (3-52), e esta por sua vez em (3-59), tem-se: 

(3-60) 

chamando 

(3-61) 

obtém-se 

(3-62) 

A equação (3-62) relaciona a matriz função densidade espectral de potên­
cia dos deslocamentos globais S"(cu ) com a matriz de função densidade espectral 
de potência das forças aplicadas S q(cu) através da matriz função complexa de trans­

ferência do sistema H( w) . 

3.3.7 Cálculo das Tensões Aleatórias 

Análogo a (3-29), para elementos finitos, têm-se: 

ã(t) = DBüc (t) (3-63) 

que relaciona o histórico das tensões, em um ponto de integração, com o histórico 
dos deslocamentos dos nós do elemento. A matriz função de correlação das ten-- , soes e: 
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(3-64) 

Aplicando (3-63) em (3-64), fica: 

(3-65) 

Aplicando a transformada de Fourier em (3-65), têm-se: 

(3-66) 

A equação (3-66) relaciona a matriz função densidade espectral de potên­
cia das tensões num ponto de integração com a matriz função densidade espectral 
de potência dos deslocamentos dos nós do elemento, calculada por (3-62). 



Capítulo 4 

ALGUNS ASPECTOS DO EFEITO DO VENTO 
NAS ESTRUTURAS 

4.1 Introdução 

Este capítulo trata reswnidamente de alguns aspectos da ação do vento 
em estruturas, principalmente de sua modelagem numérica para aplicação na análise 
de fadiga em estruturas tipos torres cilíndricas. 

O vento é o movimento do ar causado por condições térmicas e de pres­
sões na atmosfera terrestre. Este movimento sobre a superficie da terra afeta todos 
os tipos de obstáculos encontrados pelo caminho, inclusive obras de engenharia, e 
muitas vezes, o vento atua nas estruturas de maneira bastante nociva, devendo en­
tão ser considerado no dimensionamento de seus elementos. Em conseqüência da 
característica dinâmica do vento, a fadiga pode tomar-se um item importante na ve­
rificação da durabilidade e confiabilidade de muitas estruturas civis e mecânicas. 
Para tanto, a velocidade do vento pode sempre ser composta de um somatório de 
uma parte constante ou média V e uma parte flutuante v(t), considerada como um 
processo aleatório estacionário e ergódico, causada por agitações mecânicas do ar, 
isto é: 

V(t) = V+ v(t) (4-1) 

O tratamento fundamental da engenharia do vento é apresentado por 
Balendra (1993), Simiu e Scalan (1986) e Blessmann (1995 e 1990), e suas informa­
ções podem ser empregadas para análises de sistemas estruturais sob efeitos da ação 
do vento. Estes livros também fornecem bastantes informações com respeito as 
densidades espectrais de potências das flutuações, coeficientes de arrasto e efeitos 
de desprendimento de vórtices. 
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4.2 Velocidade Média do Vento 

A velocidade do vento em grandes alturas acima da superficies da terra é 
constante e chamada de velocidade gradiente Vg . Próximo a superficies da terra a 

velocidade do vento é afetada por forças de fricção causadas pelo terreno, e existe 
uma camada limite na qual a velocidade do vento varia de zero à velocidade gradi­
ente, como mostra a figura 4-1. A espessura da camada limite, chamada altura gra­
diente zg, depende da rugosidade do terreno (por exemplo: árvores, morros, cons-

truções, etc.). 

Mar Aberto Campo Aberto Subúrbio Centro de Grandes 
Cidades 

Figura 4-1: Perfis de velocidade média tkJ vento com altura gradimte para difmmtes terrenos 

O perfil da velocidade média dentro da camada limite atmosférica pode 
ser descrito por uma lei de potência: 

(4-2) 

onde V (z) é a velocidade média na altura z, V (zref ) é a velocidade média em uma 

altura de referência zr~f' geralmente tomada como 10m, e p é um expoente que 

depende da rugosidade do terreno. 

Alternativamente à lei de potência, e cientificamente mais correta, existe 
a lei logarítmica, dada pela seguinte expressão: 
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V(z)=-u.In __ d - 1 (z-z ) 
k z0 

(4-3) 

sendo k = 0,4 a constante de Kármán, u. a velocidade de fricção, z0 o compn­

mento de rugosidade e zd a altura do "plano zero" (onde a velocidade é nula). 

No cálculo da velocidade do vento, atuante em uma edificação, devem-se 
considerar os fatores que influenciam no perfil de velocidade média, tais como a 
topografia da região, a rugosidade do terreno, as dimensões da edificação (para le­
var em conta um tempo de duração de rajadas suficientes para causar pressões ple­
namente desenvolvidas em toda a edificação), a altura sobre o terreno e o grau de 
segurança desejada para a edificação. Segundo a norma brasileira NBR-6123/ 87 
("Forças Devidas ao Vento em Edificações", 1987), o perftl de velocidade é dado 
por: 

(4-4) 

onde: 

V~: ( m I s) é a velocidade característica do vento que permite determinar a pressão 

dinâmica q ( N I m2
) pela expressão: 

(4-5) 

V0 ( m I s) é a velocidade básica, ou seja, a velocidade média do vento medida sobre 

3segundos, que pode ser excedida em média wna vez em 50 anos, a 10m sobre o 
nível do terreno em lugar aberto e plano (Categoria II). A figura 1 da NBR-6123/87 
apresenta as isopletas da velocidade básica do vento para todo o Brasil. 

S1 é o fator topográfico. 

s2 é um fator que leva em conta a rugosidade do terreno, dimensões da edificação 
e altura sobre o terreno. 

S3 é um fator baseado em conceitos estatísticos e considera o grau de segurança re­

querido e a vida útil da edificação. 

O fator S2 depende da altura sobre o terreno, consequentemente a velo­
cidade característica V~: e, por sua vez, a pressão dinâmica q também dependem 
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desta altura, formando o perftl de velocidade média, baseado na lei de potência. Os 
fatores SI ,Sz e s3 podem ser determinados pela NBR-6123/87. 

Pela deftnição da velocidade básica V0 , o perftl da velocidade característi­
ca Vk ( 4-4) representa um vento forte com período de retomo de 50 anos, o qual 
se atuasse em uma estrutura alteada, constantemente, a levaria a ruptura por fadiga 
em poucos anos (ver capítulo 6: Aplicações). No entanto, na realidade, o perftl de 
velocidade média varia com o tempo e com valores, normalmente, muito abaixo 
daqueles dado pela equação ( 4-4) e dessa forma, a velocidade do vento não repre­
senta um processo estacionário. Não obstante, pode-se considerá-la como um so­
matório de processo estacionários, cada qual com uma velocidade média e tempos 
de atuações distintos. 

A seguir é mostrado no gráftco 4-2 a velocidade média, em uma altura de 
1Om , pelo seu tempo de superação em dias, no ano de 1996 para uma região de 
Porto Alegre e outra de Santa Maria (dados fornecidos pelo Laboratório de Dinâ­
mica Estrutural e Conftabilidade (LDEC) da Escola de Engenharia da UFRGS. 
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Figura 4-2: Velocidade média do ve11to em 1996: dados de Porto Aleg~ e Sm1ta Maria 
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Da mesma fonte foi obtida a tabela 4-1, onde apresenta-se o tempo de 
duração anual das diversas velocidades médias e sua freqüência relativa no ano de 
1996 para estas regiões. 

Tabela 4-1: VELOCIDADE MÉDIA DO VENTO EM 1996: TEMPO DE DURAÇÃO E FREQÜÊNCIA 

RELATIVA 

Os perfis de velocidades médias são determinados pela equação ( 4-2), 
onde Zret = IOm e o expoente pé dado pela NBR-6123/87 para diversas categorias 

de terrenos e intervalos de tempo para o cálculo da velocidade média. A tabela 4-2 
mostra estes valores para as cincos categorias de terreno da norma e intervalo de 
tempo de 1 O mim. 

Na tabela 4-2 C"' é o coeficiente de arrasto e 20 é o comprimento da 
rugosidade em metro_s. As categorias de rugosidade são defmidas como: 
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Categoria 1: Superficies lisas de grandes dimensões, com mais de Skm de extensão, 
medida na direção e sentido do vento incidente. Exemplos: 

•!• mar calmo; 

•!• lagos e rios; 

•!• pântanos sem vegetação. 

Categoria 11: Terrenos abertos em nível ou aproximadamente em nível, com 
poucos obstáculos isolados, tais como árvores e edificações baixas. Exemplos: 

•!• zonas costeiras planas; 

•!• pântanos com vegetação rala; 

•!• campos de aviação; 

•!• pradarias e charnecas; 

•!• fazendas sem sebes ou muros. 

Categoria 111: Terrenos planos ou ondulados com obstáculos, tais como sebes e 
muros, poucos quebra-ventos de árvores, edificações baixas e esparsas. Exemplos: 

•!• granjas e casa de campo, com exceção das partes com matos; 

•!• fazendas com sebes e/ ou muros; 

•!• surbúbio a considerável distância do centro, com casas baixas e esparsas. 

Categoria IV: Terrenos cobertos por obstáculos numerosos e pouco espaçados, 
em zona forestral, industrial ou urbanizada. Exemplos: 

•!• zonas de parques e bosques com muitas árvores; 

•!• cidades pequenas e seu arredores; 

•!• áreas industriais plena ou parcialmente desenvolvidas. 

Categoria V: Terrenos cobertos por obstáculos numerosos, grandes, altos e 
poucos espaçados. Exemplo: 

•!• florestas com árvores altas de copas isoladas; 

•!• centros de grandes cidades; 

•!• complexo industriais bem desenvolvidos. 
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4.3 Turbulência 

Como visto anteriormente, a velocidade do vento é composta de uma 
média e flutuações em tomo deste valor médio em três direções (fig. 4-3). Estas 
flutuações ocorrem em seqüência aleatória de freqüências e de intensidade, causadas 
pela turbulência que surge quando o vento atinge obstáculos. Em geral, a velocida­
de do vento pode ser representada em forma vetorial como: 

V(z,t ) = V(z)T +u(z,t)T +v(z, t)} + w(z, t)k (4-6) 

onde u = v1 , v = v2 , e w = v3 são as componentes das flutuações da velocidade nas 

direções X, Y e Z (eixos longitudinal, lateral e vertical), e V (z) é a velocidade mé­
dia ao longo do eixo X. A componente longitudinal (na direção do vento) da flu­
tuação v1 é a maior e a mais importante para estruturas alteadas, tais como torres 
cilíndricas e torres de transmissão por serem flexíveis na direção do vento. Por isso, 
neste trabalho dá-se-à ênfase ao cálculo da componente longitudinal da velocidade 
do vento. Por tratar-se de um fenômeno aleatório (sendo considerado um processo 
estacionário e ergódico ), o estudo destas flutuações é feito por meio da teoria da 
probabilidade e de médias estatísticas, utilizando-se as teorias de processos estocás­
ticos visto no capítulo 3. 

X 

y 

Figura 4-3: : CoJJ1po11e11tes de turbulé11cia da velocidade do ve11to. 

A medida global da intensidade da turbulência longitudinal é dada pela 
raiz quadrada do valor quadrático médio (r.m.s), ou pelo desvio padrão a 1 quando 
considera-se o seu valor médio igual a zero. O valor de a 1 dividido pela velocidade 
média defme a intensidade de turbulência, / 1 (z), dada por: 
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(4-7) 

a qual cresce com a rugosidade do terreno e diminui com a altura. 

Para o cálculo de a-1 utiliza-se a fórmula de Harris-Davenport, que con­
sidera o desvio padrão da componente longitudinal invariante com a altura; 

(4-8) 

onde V{lO) é a velocidade média sobre uma hora, a dez metros de altura e Cas é o 

coeficiente de arrasto superficial (Blessmann, 1995), que depende da categoria de 
rugosidade do terreno e pode ser tomada da tabela 4-1. 

As características espaciais da turbulência podem ser quantificadas atra­
vés das escalas da turbulência, que são parâmetros que servem para avaliar as di­
mensões dos maiores turbilhões em uma determinada direção. A escala de turbu­
lência longitudinal L11 pode ser dada pela expressão: 

L ( ) - 25 0,35 -0,063 
11 z - z Zo em metros (4-9) 

onde z0 é o comprimento de rugosidade do terreno que pode assumir os valores 

mostrados na tabela 4-1. Existem outras fórmulas alternativas para expressar a es­
cala de turbulência longitudinal (Blessmann, 1995). 

4.3.1 Espectro da Componente Longitudinal da Turbulência 

Algumas expressões da função de densidade espectral de potência para a 
componente longitudinal das flutuações do vento são apresentadas por Blessmann 
(1995), Balendra (1993), Simiu e Scalan (1986) e Simiu (1974). Entre elas, destacam­
se as seguintes: 

Esoectro de Davenoort 
.... :J. 

(4-10) 



CAPÍTULO 4-ALGUNS ASPECI'OS DO EFEITO DO VENTO 46 

onde: 

f é a freqüência em Hertz 

S1 (f) é a densidade espectral de potência da componente longitudinal da turbulên­
cia na freqüência f (e em uma cota z , geralmente não inchúda no símbolo). 

X1 é a freqüência adimensional, dada por: 

X (z) = f Ln (z) 
1 

V(z) 
(4-11) 

onde V ( z) é a velocidade média a 1 O minutos em m I s para a cota z . 

Uma simplificação da expressão (4-1 1) sem levar em conta a variação do 
espectro com altura é conseguida fazendo: 

X
1 

= I2oo _f 
V (I O) 

Esoectro de von Kármán ... 

s U) = 0"12 4Xl 
1 

f (1 + 70,78X1 
2 
)'

6 

(4-12) 

(4-13) 

Onde a definição de cada variável é a mesma que foi utilizada para o es­
pectro de Davenport. 

4.3.2 Espectro Cruzado da Componente Longitudinal da Turbulência 

A densidade espectral cruzada de potência da componente longitudinal 
da turbulência mede o grau de dependência entre os registros do vento em dois 
pontos distintos i e j, separados pelo comprimento /. A mesma é deftnida como: 

(4-1 4) 
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onde as partes real s:.u. e imaginária s:u . do espectro cruzado são conhecidas 
I J I } 

como densidade espectral coincidente (co-espectro) e espectro de quadratura ( quad­
espectro ), respectivamente. Contudo, o quad-espectro é pequeno o suficiente para 
ser desprezado, e a densidade espectral de potência cruzada é igual ao co-espectro 
dado por (Balendra, 1993): 

(4-15) 

sendo su; (f) e SUj U) os espectros longitudinais da velocidade do vento nos pon­

tos i e j, respectivamente. O termo y 2(l,f) é chamado de coerência e sua raiz 
quadrada é dada por: 

r(l,f) =e-"' (4-16) 

onde: 

(4-17) 

sendo (y;, z1) e (y 1, z J as coordenadas dos pontos i e j. A linha que une os dois 

pontos é considerada perpendicular à direção do vento. As velocidades na expres­
são ( 4-17) são tomadas como médias em 1 O minutos. Os valores sugeridos para c Y 

e cz para cálculos de engenharia são 16 e 10, respectivamente (Balendra, 1993). 

4.4 Forças Induzidas Pelo Vento 

Para a determinação das forças atuantes numa estrutura devido ao vento 
é necessário, além do cálculo da velocidade e da pressão dinâmica (4-5), determinar 
os coeficientes de forças, que são parâmetros adimensionais que permitem calcular 
as forças em estruturas de diferentes formas usando a mesma equação geral (4-18). 
Estes coeficientes dependem principalmente da forma da estrutura. Um estudo dos 
coeficientes aerodinâmicos é feito em detalhe, para diversas estruturas, em 
Blessmann (1990). A força induzida pelo vento em uma estrutura pode ser dada 
por: 
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F=CAq (4-18) 

onde C é o coeficiente de força, q a pressão dinânúca dada por ( 4-5) e A a área de 
atuação da pressão. 

O coeficiente de força pode ser divido em três tipos distintos, coeficiente 
de arrasto c a) coeficiente de força lateral cl e coeficiente de sustentação cs. o co-
eficiente de arrasto é usado no cálculo das forças na direção do vento, o coeficiente 
de força lateral na detenninação das forças na direção transversal ao vento e o coe­
ficiente de sustentacão refere-se às forcas verticais. . . 

A densidade espectral das flutuações de forças induzidas pela turbulência 
pode ser detenninado pela expressão: 

(4-19) 

onde 

S F (f) é a densidades espectral das forças na direção do vento. 

p é a massa específica do ar. 

V (z) é a velocidade média em 1 O minutos. 

S, (/) é a densidade espectral da velocidade longitudinal do vento, dada por uma 
das expressões vista na seção anterior. 

z(f) é a função de admitância aerodinânúca - fator de correção para considerar o 
fato de que a presença da estrutura distorce o fluxo turbulento do vento e dada por 
(Balendra, 1993): 

1 
x(f) =-r==== 

1 +4 (2/ ..JA.J3 
V(z) 

(4-20) 

A densidade espectral cruzada das forças induzida pelo vento entre dois 
ponto i e j é dada por: 

SF.F · (f) = P 2 
Vu · (z) ~ . (z) A; A,. C a· C a. %;(/) z,.(f)Su" . (/) 

I ) I J I J I J 
(4-21) 
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4.5 Direção do Vento 

O carregamento do vento em muitas estruturas varia com a sua direção e 
a resistência às forças horizontais geralmente são dependentes desta direção. Con­
seqüentemente o efeito da direção do vento é um fator importante no estudo das 
respostas estruturais. As análises de confiabilidade baseadas na máxima velocidade 
anual tomam-se imprecisas, quando a variação da direção do vento se faz necessá­
ria, pois esta máxima anual pode atuar numa direção que causa menos esforço do 
que um vento de velocidade menor atuando na direção mais desfavorável. É fun­
damental a consideração desta variação numa análise de fadiga, já que esta depende 
do histórico de tensão num ponto, que por sua vez muda com a direção do vento e 
o procedimento de se considerar a velocidade máxima vindo na direção mais noci­
va pode conduzir a resultados muito longe da realidade. 

A consideração da variação da direção do vento é feita através de estudos 
probabilísticos baseados em dados experimentais do vento natural, como mostra a 
figura 4-3, retirados do trabalho de Hosomi et aL (1997): 

Figura 44: Probabilidade da direção do vmto 

Informações mais detalhadas sobre a direção do vento podem ser en­
contradas em Wen (1984), Hosomi et aL (1997) e Simiu e Scalan (1986). 
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4.6 Desprendimento de Vórtices 

O vento atuando em uma estrutura alteada de seção cilíndrica induz for­
ças em diversas direções. Naturalmente, a estrutura sofrerá deflexões principais na 
direção do vento. Entretanto, também vibrará na direção perpendicular ao vento; 
isto é devido: (1) ao fenômeno de desprendimento dos vórtices de Kármán, (2) ao 
fenômeno de galope ou (3) forças laterais do vento (determinadas pelo coeficiente 
de força lateral). O desprendimento dos vórtices de Kármán (figura 4-4) ocorre 
quando a corrente do ar separa-se em cada lado da estrutura e vórtices são forma­
dos alternadamente em cada ponto de separação e induz a sucções laterais que pro­
vocam forças dinâmicas, com freqüência bem definida nestes pontos (Blessmann, 
1990). 

As características do fluxo do ar em tomo de estruturas cilíndricas irá de­
pender do número de Reynolds Re (ver seção 4.7), e para certas faixas de Rc, o flu-

xo pode separar-se do cilindro provocando turbilhões que formam os vórtices de 
Kármán. 

Figura 4-5: Formação ths Vórtices de Kármán num corpo cilíndrico 

A regularidade dos vórtices de Kármán é descrito em termos de um nú­
mero adimensiona1 conhecido como número de Strouhal, que pode ser determi­
nado como segue: 

= J: D9 S. -. v (4-22) 

onde, 

f s é a freqüência de desprendimento de vórtices. 

D9 é diâmetro da seção. 



CAPÍTULO 4- ALGUNS ASPECI'OS DO EFEITO DO VENTO 

V é a velocidade méclia longitudinal do vento. 

S: é o número de Strouhal. 
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Conhecendo-se a primeira freqüência de excitação da estrutura J; , a geo­
metria e o número de Strouhal, que depende do número de Reynolds e da própria 
geometria, pode-se determinar, através de (~22), a velocidade crítica que provocará 
desprendimento de vórtices com freqüência igual a freqüência natural da estrutura. 
Nesta condição os vórtices de Kármán provocam deslocamentos laterais suficientes 
para causar um incremento na força excitadora, que por sua vez aumenta os deslo­
camentos, provocando uma situação de iteração não-linear com o fluido muito no­
civa para a estrutura. Neste caso dificilmente haverá falha por facliga, pois a resis­
tência estática deverá ser superada antes do acúmulo total do dano (equação 2-11 ). 
Por outro lado, se as amplitudes de vibrações são baixas, o dano irá acumular-se 
durante anos, a ponto de provocar ruptura por facliga devido aos Vórtices de Kár­
mán. A análise pode ser feita no regime linear, uma vez que pequenos desloca­
mentos são desenvolvidos. 

Vickery e Basu (1983) propõem para a função de densidade espectral das 
forças induzidas pelos vórtices de Kármán a seguinte expressão: 

(~23) 

onde, 

CJ"' - valor rms da força lateral w 

fs - freqüência de desprendimento (equação ~22) 

S"' (/) - espectro de w 

B - parâmetro de largura de banda 

V - velocidade méclia local 

D 9 - diâmetro local da estrutura 

O espectro S"'(/) depende de três parâmetros: (1) o valor rms do coefi­

ciente lateral CLv, (2) o parâmetro de largura de banda B e (3) o número de 
Strouhal st. O primeiro é determinado pela expressão: 
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- { 0,40 CLv(hiD) = 
10 o 137 ' 

, 0,4 + 0,33 ln(21 4) 

À. < 4 

Â. > 25 

4 < Â. < 25 

onde À. = h I D. O parâmetro de largura de banda é: 

B = 0,10 +211 
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(4-24) 

(4-25) 

onde 11 é a intensidade local de turbulência dada por (4-7). O número de Strouhal 
surge da relação: 

{ 

1,0 À.> 25 
8~ (À) = o 6 2 < 4 s , 

a 0,6 + 0,22ln(Â I 4) 4 < À.< 25 

(4-26) 

onde Sa é o número de Strouhal para fluxo bidimensional. Os valores sugeridos 
para S a estão entre 0,23 a 0,24. O espectro cruzado das forças induzidas pelo des­
prendimento de vórtices é dada por: 

onde, 

C0 (z1, z2 , j) é o co-espectro das forças nas posições z, e z2 

S...,(z, j) é o espectro em z 

O efeito da turbulência lateral é geralmente pequena comparado com os 
efeitos de outros mecanismos e por isso é desprezada. O fenômeno de galope está 
fora do escopo deste trabalho por necessitar-se de um tratamento não-linear. 
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4. 7 Vento Sobre Estruturas de Torres Cilindricas 

Como mencionado anteriormente, as características do fluxo de ar e de 
seus efeitos sobres estruturas em torres cilíndricas depende do número de 
Reynolds Re , que é um parâmetro adimensional que serve para defmir as caracte-

rísticas do tipo de fluxo esperado, se laminar ou turbulento. O número de Reynolds 
pode ser deftnido como uma relação entre as forças de inércia e as de viscosidade. 
Um valor elevado de R~ indica forças de inércia preponderantes e o regime de es-
coamento será turbulento. Pelo contrário, um valor pequeno de Re corresponde a 

uma influência maior da viscosidade e o escoamento será laminar (BLESSMANN, 
1990). O número de Reynolds é defmido como: 

VD~ 
R =--

' v, 

onde, 

V é a velocidade média do vento 

(4-28) 

D ~ é uma dimensão característica da estrutura. Para torres cilíndricas de seção cir­

cular adota-se seu diâmetro. 

v., é a viscosidade cinemática do ar. 

A variação do coeficiente de arrasto para corpos circulares imersos no 
escoamento é mostrado na figura 4-4. 

Analisando a figura 4-4 observa-se quatro regimes de escoamento dis­
tintos: regime subcrítico, onde o coeficiente de arrasto é praticamente constante 
com o aumento do número de Reynolds (104 <Re < 105

) e apresenta vórtices de 

Kármán bem defmidos, com aparecimento de um pico pronunciando no respectivo 
espectro de energia (vórtices de Kármán fortes) - ver seção 4.6; regime crítico 
(105 < Rc < 5 x 105 

), onde apresenta uma redução brusca do coeficiente de arrasto e 

com vórtices de Kármán fracos; regime supercrítico (5x l05 <Re <5x l06
), onde o 

coeficiente de arrasto cresce com o aumento do número de Reynolds e não apre­
senta mais os vórtices de Kármán; regime ultracrítico ( Rc < 5 x 1 06

), onde o coefici­

ente praticamente não depende do número de Reynolds e reaparecem os vórtices 
de Kármán. Os limites da figura 4-4 são apenas ilustrativos, pois são afetados pela 
rugosidade da superficie e pela turbulência do escoamento. 
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Figura 4-6: Variação do Coeficiente de Arrasto com o Número de Rrynolds para estmturas de forma cin:u!ar 
(BIESSMA1\lN, 1990) 

A norma brasileira NBR-6123/ 87 apresenta a seguinte tabela para o cál­
culo do coeficiente de arrasto para estruturas alteadas de seção circular: 

Tabela 4-3: COEFICIENTE DE ARR.ASTO PARA CORPOS DE TRANSVERSAL CIRCULARES 

Planta Rc X 105 

~3,5 

A ~ 4,2 

B 
Todos 
rcs 

c Todos 
res 

Interpolar linearmente para valores intermediários de R. (R.= 70 OOOV" 11 - V" em mls e / 1 em m. A -liso 
(metal, concreto, alvenaria rebocada); B - com rugosidade ou saliências= 0,0211• C- com rugosidade ousa­

liências = 0,0811• 



Capítulo 5 

ANÁLISE ALEATÓRIA DA FADIGA 

5.1 Introdução 

Existe um grande número de procedimentos analíticos e numéricos para 
previsão de ruptura por fadiga em espécimes sujeitos a tensões aleatórias. To dos 
são geralmente baseados na teoria do dano cumulativo de Palmgren-Miner (ocor­
rendo a ruptura quando D = 1 ), entretanto, diferenciam-se consideravelmente em 
complexidade e precisão. Estes procedimentos teóricos são apresentados em deta­
lhes nos trabalhos de: Lutes e Sarkani (1996), Lutes e Larsen (1990), ASCE (1982), 
Ihara e Igarashi (1981), Wirsching e Light (1980) e Wirsching e Haugen (1973 e 
1974). 

Os métodos mais simples de análise de fadiga aleatória baseiam-se so­
mente no conhecimento de alguns poucos parâmetros (momentos espectrais), de­
terminados através das funções de densidade espectral de potência (fd.e.p.) das 
tensões, os quais estão resumidos na tabela 5-1. Estes métodos predizem a ruptura 
por fadiga sem o prévio conhecimento do histórico das tensões e são conhecidos 
como Métodos Espectrais. Em estruturas sujeitas à ação do vento, os métodos 
espectrais parecem bem atrativos, visto que os carregamentos dinâmicos e a res­
posta em tensões podem ser formulados no domínio da freqüência pelas suas res­
pectivas fd.e.p., além de serem relativamente simples e rápidos em comparação 
com métodos baseados no histórico das tensões. 

O método espectral mais simples é o chamado Aproximação de 
Rayleigh, onde considera-se que o processo da tensões têm uma distribuição de 
probabilidade Gaussiana1 de banda estreita, de modo que a distribuição de probabi­
lidade de picos de tensões (ocorrência de ciclos) é dada pela distribuição de 
Rayleigh (ver Y ang, 1986). Porém, Wirsching e Light (1980) sugeriram um método 

1Hipótese válida no âmbito deste trabalho, já que a velocidade do vento, com boa aproximação, pode ser conside­
rada uma variável aleatória normal, de sorte que, para estruturas lineares, esta hipótese também é válida para as ten­
sões 
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de correção da Aproximação de Rayleigh, baseados no método de "Rainflow", 
quando o processo é de banda larga. 

Tabela 5-1: PARÂMETROS BÁSICOS USADOS NOS MÉTODOS ESPECJ'RAIS ..... ........ ....... ..... . . . . . . 

k-ésimo momento da f.d.e.p 

Valor quadrático médio 

Taxa de ultrapassagem da 
média - derivadas positivas 

Taxa esperada de picos 
(taxa de ciclos) 

Fator de irregularidade 

Parâmetro de largura 
espectral 

"' 
M t =f wkG"(w)dw 

o 

.. 
O"!u =M0 = J G"(w)dw 

o 

v. M2 a,-- -
-- 11, - ,/Mi •1. 

r.-:-lf:Air 
c =-v1 -a2 =vi-~ 

Quando se necessita que a análise de fadiga seja feita utilizando-se o 
histórico das tensões (processos de banda larga e fadiga multiaxial), simulações 
deste histórico podem ser feitas através das Funções de densidades espectrais de 
potência (Mignolet e Harish., 1996). A maneira mais simples de se fazer uma análise 
de fadiga aleatória no tempo é dividir o histórico de tensões em números de ciclos 
ou meios ciclos e a cumulação do dano é avaliada para cada subconjunto. Normal­
mente o dano por ciclo depende somente da faixa (dobro da amplitude) e da média 
do ciclo, sendo que a previsão de ruptura por fadiga é baseada no somatório de 
Palmgren-Miner (2-14) usando a curva S-N apropriada para o material em estudo. 
A identificação dos ciclos pode ser feita usando-se o método de contagem ccRain­
flow'' (Bishop e Sherratt, 1990). 

5.2 Fadiga Aleatória Uniaxial em Processos de Banda Estreita 

Devido à forma, muitas estruturas civis sujeitas à ação do vento possuem 
uma tensão em detenninada direção que predomina sobre as demais, como por 
exemplo, estruturas alteadas tais como chaminés e hastes circulares (figura 5-1) e as 
formadas por barras ou outros elementos lineares. Estas estruturas podem ser con-
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sideradas de tensões uniaxiais, e portanto, a fadiga pode ser analisada de forma 
simples através da teoria de fadiga aleatória uniaxial. 

Figura 5-1: Direção th te11são pri11cipal em uma estrutura cilí11drica alteada 

5.2.1 Método de Rayleigh 

Quando a tensão varia numa faixa estreita de freqüência (figura 5-2b), o 
histórico apresenta uma forma suave (figura 5-2a), onde a ocorrência de ciclos por 
unidade de tempo é aproximadamente igual a freqüência de ultrapassagem da deri­
vada positiva do valor médio v+ , que é dada por: 

(ciclos I s) (5-1) 

e a probabilidade de que um pico qualquer de a(t) (processo Gaussiano), escolhido 
aleatoriamente, situe-se entre S e S + dS , é dada pela função de densidade de pro­
babilidade de Rayleigh (Newland, 1986): 

S - S 2 

p (S) = -?-exp(- -) 
p (]"- 20"2 

nns nns 

(5-2) 

onde: 
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<O 

M 2 = J CV
2 Gu(cv)dcv 

o 

cr (t) r-

~~~~~~H*~**~~~~-+t ro 
-roo wo 

~) ~) 

Figura 5-2: Processo de te11são aleatória ba11da estreita. (a) histórico; (b) fde.p. 
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(5-3) 

(5-4) 

O dano por fadiga será causado pelos diversos picos (níveis de tensão) 
que ocorrerão durante a vida da estrutura. Como estes níveis de tensão podem situ­
ar-se em qualquer ponto do intervalo [o, oo[, distribuídos conforme (5-2), o somató­
rio de Palmgren-Miner (2-14) transforma-se numa integral definida, ficando: 

D = <OJ n(S) dS 

0 N(S) 
(5-5) 

sendo N(S) o número de ciclos para ruptura ao nível de tensão S. Considerando a 
curva de fadiga S-N como única para o material (figura 2-3) a função N(S) é de­
terminística e dada por (2-8): 

N(S) = !i.._ sm (5-6) 

Por outro lado, n(S) (núf!Iero de ciclos que ocorre o nível de tensão S) é 
uma variável aleatória quando se considera todo o processo estocástico, e conse-
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qüentemente, o dano D(S) também é uma variável aleatória com valor médio dado 
pela expressão (5-7). Entretanto, considerando-se o processo como ergódico, um 
único registro é suficiente para a análise e as variáveis n(S) e D(S) tomam-se de­
terminísticas. 

E[D] = J'"' E[n(S)] dS 

0 N(S) 
(5-7) 

Durante um tempo de serviço t ocorrem v+ t ciclos para todos níveis de 
tensões, e destes, o número de ciclos referentes a um nível S é dado por: 

Substituindo (5-2) e (5-8) em (5-7), tem-se: 

00 

onde r(l+x) = Je-yyxdy é a função Gamma. 
o 

(5-8) 

(5-9) 

(5-10) 

A expressão (5-1 O) fornece o valor do dano para um tempo de serviço t. 
Se D < 1, diz-se que a ruptura por fadiga ainda não ocorreu para este tempo. Iso­
lando t na expressão (5-1 O) pode-se determinar o tempo T que leva para que haja 
ruptura por fadiga, ou seja, quando D = 1 , obtendo-se: 

(5-11) 

As expressões (5-1 O) e (5-11) foram desenvolvidas para o caso em que o 
parâmetro K é determinado com base na amplitude de tensão. Se K é determinado 
com base na faixa de tensão, as expressões ficam, respectivamente: 
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(5-12) 

e 

(5-13) 

5.3 Fadiga Aleatória Uniaxial em Processos de Banda Larga 

As expressões de (5-10) a (5-13) são válidas, exclusivamente, para fadiga 
em estruturas sob processos Gaussianos de banda estreita, onde a taxa média de 
ocorrência de ciclos por unidade de tempo é igual a taxa de ultrapassagem do valor 
médio. Essa igualdade não se verifica para processos que possuem grande conteúdo 
de freqüência (processos de banda larga) como mostra a figura 5-3. 

A identificação dos ciclos de tensões é imediata e depende apenas da taxa 
de ultrapassagem do valor zero (ou da média, se for o caso) quando o processo é de 
banda estreita, e menos óbvia, e certamente mais complicada, para processos de 
banda larga, que apresentam variações bruscas nos valores de tensões adjacentes no 
tempo. Uma primeira aproximação para o problema é o uso da Aproximação de 
Rayleigh, o qual consiste em assumir que um processo de banda estreita que tem o 
mesmo valor RMS ( (Y rms ), e mesma taxa de ultrapassagem do valor médio v+ do 
processo de banda larga provoca o mesmo dano, e portanto, possibilita o uso in­
discriminado das equações (5-10) e (5-11) ou (5-12) e (5-13)- Wirsching, 1995. 

s(j (ro) 
cr(t) 

t li ro. 
--(1) 2 -<Ot l (1)1 (1)2 

(a) (b) 

Figura 5-3: Processo de te11são aleatória ba11da larga. (a) histórico; (b) fd. e.p. 
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Alternativamente, pode-se usar, em cima do histórico do processo de 
banda larga, um método de contagem de ciclos e processar o dano individualmente, 
para cada nível de tensão com seu respectivo número de ciclos, e somando-os para 
computar o dano total. Alguns métodos de contagem de ciclos são apresentados 
por Collins (1981); dentre eles, destaca-se o Método de "Rainflow'', considerado 
o melhor para identificação de ciclos. Usando o método de ccRainflow", um fator 
de correção para ser usado no método da Aproximação de Rayleigh foi desenvolvi­
do por Wirsching e Light (1980) e aperfeiçoado por Ortiz e Chen (1987) e Lutes e 
Larsen (1990). 

5.3.1 Aproximação de Rayleigh 

Da função de densidade espectral de potência da tensão Gu(w), detenni­
na-se os parâmetros M 0 e v+ da tabela 5-1 e supõe-se um processo de banda es­

treita G; com os mesmos valores para estes parâmetros, ou seja, M; =M0 e 

v+· = v ... . Substituindo-os em (5-12), tem-se: 

(5-14) 

onde t é o tempo desejado para análise, e o número de ocorrência de ciclos n , du­
rante este tempo, é dado por: 

(5-15) 

Definindo, 

(5-16) 

e substituindo na equação (5-14), juntamente com a (5-15), obtém-se: 

D 
_ nSe~ _ n ---- -

K Ne9 

(5-17) 

ESCOLA DE ENGENHARI,-. 
B l i LlOT ECA 
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Comparando a equação (5-17) com a (2-12), D = n/N ; pode-se definir 
S eq como a tensão cíclica de amplitude constante equivalente, que a n ciclos pro­

voca o mesmo dano que o processo aleatório em um tempo de serviço t, para o 
mesmo material. N eq é a vida, em ciclos, para a tensão S eq . 

O efeito da tensão média diferente de zero pode ser implementado na 
análise anterior modificando o valor de parâmetro K, presente na equação (5-17), 
através, por exemplo, da relação de Goodman, usando a expressão (2-9). 

5.3.2 Simulação do Processo Aleatório 

Com os recentes avanços tecnológicos na fabricação de computadores 
de alta velocidade digital, as técnicas de simulações tem-se tomado uma ferramenta 
bem atrativa na análise de uma grande variedade de problemas de engenharia. A 
simulação de Monte Carlo, por exemplo, é uma ferramenta importante na análise 
de confiabilidade de estruturas, onde as variáveis do problema são simuladas através 
de suas funções de densidade de probabilidade (Ang e Tang, 1975); além disso, é de 
grande interesse o seu uso na determinação (simulação) de amostras de um proces­
so aleatório estacionário, através de sua densidade espectral de potência, para o es­
tudo sistemático de alguns problemas de engenharia, tais como: 

• Análise numérica de estruturas não-lineares sujeitas à excitações ale­
atórias. 

• Análise no domínio do tempo de estruturas lineares sujeitas à exci­
tações aleatórias, para obtenção de informações específicas, tais 
como a probabilidade da primeira ultrapassagem de um limite, que 
não possa ser obtido numa análise no domínio da freqüência. 

• Solução numérica de problemas envolvendo materiais de proprie­
dades não homogêneas e aleatórias. 

• Análise dinâmica de sistemas extremamente complexos como os 
que envolvem iteração fluido-estrutura. 

• Problemas de autovalores e autovetores aleatórios 

• Análise de fadiga de estruturas sob carregamentos aleatórios. 

O método de simulação de Monte Carlo pode ser usado na geração de 
funções-amostras de um processo estocástico tanto Gaussiano, univariado, homo­
gêneo e unidimensional quanto não Gaussiano, multivariado, não homogêneo e 
multidimensional. Uma abordagem mais detalhada sobre o tema é encontrada em 
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Deodatis (1996), Shinozuka (1972 e 1987), Shinozuka e Deodatis (1996), Mignolet e 
Harish (1996) e Lutes e Wang (1991). 

Simulação de processos estocásticos. Gaussianos, univariados e unidimensi­
onais. 

Imagina-se um processo aleatório, com média zero, que possui como 
densidade espectral de potência (f.e.d.p.) um delta de Dirac numa freqüência w0 e 
de amplitude A, ou seja, G(w) = A8(w-w0 ), e que por sua vez, possa ser represen­
tado por um retângulo de base tlOJ e altura G'(OJ0 ), de tal modo que 
tlOJ x G' ( w0 ) = A , como mostra a figura 5-4a. Dessa forma uma função no tempo 
que gera esta f.d.e.p. é dada por: 

f(t) = J2A cos(OJ0 t - t/J) (5-18) 

onde amostras distintas do processo podem ser geradas escolhendo-se distintos 
valores para o ângulo de fase f). 

Seja uma f.d.e.p. qualquer G(OJ), de um processo estocástico estacionário 
Gaussiano, e que se deseja determinar (simular) uma função amostra. Divide-se o 
domínio O:::; OJ:::; wculóff em N + 1 freqüências discretas ( OJ0 , W1 , ••• , W10 .. . , OJN ), 

formando N retângulos de base llw" = OJ" - OJ~:_1 , com ponto médio 

w~ = t (OJH +w" ) , altura G(w;)=t [G(w"_1 )+G(OJ~:)] e área A" = tlW~: xG(w;). Estes 
retângulos podem ser representados por deltas de Dirac, concentrados em seus 
pontos médios, de sorte que G(w) =L A"8(0J-m~). Desta forma, por analogia com 

a equação (5-18), uma função amostra do processo é dado por uma soma de cose­
nos: 

(5-19) 

onde o ângulo de fase t/J~: é uma variável aleatória uniformemente distribuída entre 

O e 2:r . Se o processo possui uma média J, o resultado das simulação fica: 

f( t) = J + J2Z. .,JA; cos(w;t - f)") (5-20) 
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Figura 54: Simulação de processos estocásticos 

Para construir o gráfico do histórico ou analisar a função (5-20) em 
pontos discretos do tempo deve-se determinar um intervalo de tempo, tal que: 

2n 
!J.t <<< - -

(J) cutoff 

(5-21) 

onde wcuroff é a maior freqüência do domínio, em radianos por segundo, ou a fre­

qüência de truncamento superior. 

5.3.3 Método de "Rainflow'' 

O método "rainflow", ilustrado na figura 5-5, é provavelmente o método 
de contagens de ciclos mais utilizado, e consiste em plotar-se o histórico das ten­
sões, de tal forma que o eixo do tempo fique orientado na vertical com sentido para 
baixo, e as linhas que une os picos ou as tensões, em pontos discreto do tempo, 



CAPÍTULO 5- ANÁUSE ALEATÓRIA DA FADIGA 65 

formam um conjunto de cumes e depressões (semelhante a um "telhado"). Dessa 
forma, imagina-se "a chuva fbtindo sobre o telhado" e utiliza-se de algumas regras para a 
contagem de ciclos. 

A seguir são enumeradas as regras utilizadas na contagem de ciclos do 
método "rainflow" (ASCE, 1982): 

1. Os cumes e as depressões são devidamente numeradas. 

2. Um caminho rainflow começa em cada cume e depressão. 

3. Quando wn caminho rainflow que começou em uma depressão en­
contra wn cume do "telhado", o fluxo pára se a depressão posterior 
é mais negativa do que aquela do início do caminho em considera­
ção, (por exemplo, os caminhos 1-8 e 9-10). Por outro lado, um 
caminho rainflow que começa em um cume termina quando en­
contra um cume que é mais positivo do que aquele do início do ca­
minho em consideração (por exemplo, os caminhos 2-3, 4-5 e 6-
7). 

4. Se a "chuva" descendo o telhado é interceptada por um fluxo de um 
caminho anterior, o caminho atual é interrompido (por exemplo, os 
caminhos 3-3a e 5-Sa . 

5. Um caminho não é começado até que o caminho em consideração 
tenha sido interrompido. 
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Figura 5-5: Exemplo do JJJétodo de contagem de ciclos "raüiflrm/' 

Dessa forma, cada caminho é caracterizado pelo seu início e fun, como 
também pelos valores máximos e mínimos, que definem um meio ciclo de uma fai­
xa de tensão s;, com valor médio s:. Observa-se na figura 5-5 que os caminhos 
4-5 e 5-Sa formam um ciclo completo da correspondente fai.xa de tensão e quando 
o registro estende-se até o infinito cada meio ciclo encontra um outro para formar 
um ciclo completo. Os parâmetros que caracterizam o ciclo, no método de "rain­
flow", são a faixa e o valor médio da tensão, isto significa que meios ciclos com 
mesma faixa e médias diferentes não formam um ciclo, e vice-versa 

Portanto, o objetivo do método de "rainflow" é determinar para cada 
caminho (meio ciclo) a faixa de tensão s; e seu valor médio s: e calcular o dano 
que ele provoca pela lei de Palmgren-Miner. O valor médio da faixa e o valor médio 
do processo podem ser considerados na análise de fadiga, modificando o valor do 
parâmetro K da curva S-N do material, como visto na seção 2-6. Entretanto, esta 
consideração será feita de uma forma diferente, modificando-se o valor do nível de 
tensão s;, ao invés do parâmetro K. O valor médio de um meio ciclo é dado por: 

(5-22) 
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onde a- é o valor médio do processo de tensões. Utilizando-se a equação (2-3) e 
lembrando que S, = 2S0 , tem-se: 

(5-23) 

onde 0'
11 

é a tensão última de ruptura do material. 

A tensão S, pode ser vista como um nível de tensão de média zero que 

provoca o mesmo dano que o nível de tensão s; com média Sm. Assim, pode-se 
considerar a tensão média no cálculo do dano, sem modificar os parâmetros de fa­
diga do material. 

Para um tempo de serviço t, o dano total é dado pela lei de Palmgren-
Mine r: 

nc sm 
D=:L-~­

i=l 2K 
(5-24) 

onde nc é o número de caminhos (meios ciclos) que ocorre no tempo t, S1 é a fai­
xa (ou amplitude, se for o caso) de tensão para o caminho i, dada por (5-23). O 
número 2 na equação (5-24) é devido ao fato de que dano é calculado para meio ci­
clo de tensão, que se considera ocorrer uma única vez no tempo t, ou seja, n1 = 1. 

Downing e Socie (1982) e Bishop e Sherratt (1990) apresentam em seus 
trabalhos wn algoritmo para a contagem de ciclos pelo método de ccrainflow". 

5.3.4 Aproximação de Rayleigh com Fator de Banda 

A aproximação de Rayleigh é uma maneira fácil de analisar a fadiga em 
processos de banda larga, pois apresenta uma formulação simples e fechada (5-14) 
e não necessita da simulação do processo aleatório. Entretanto, os valores do dano, 
assim determinados, são bem maiores do que aqueles oriundos de métodos mais 
precisos, tal como os que utilizam o método de ccrainflow", e portanto, é um méto­
do mais conservativo. Esta discrepância decorre da aproximação do processo de 
banda larga ao de banda estreita, com os mesmos valores RMS e taxa de ocorrên­
cia de ciclos (tabela 5-1), fazendo com que este método apresente maiores valores 
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para as faixas de tensões do que aquele, e consequentemente, maiores estimativas 
do dano. 

Wirsching e Light (1980) apresentaram um modelo para análise de fadiga 
em processos de banda larga baseado numa modificação da Aproximação de 
Rayleigh, assumindo que o dano em um processo estacionário de banda larga possa 
ser escrito como: 

(5-25) 

onde DNB é o dano dado pela equação (5-14), e À é o fator de correção, que é ob­
tido através da análise de Rainflow do processo por: 

À = Dano pela análise de" rainflow" 

Dano pela a proL de Rayleigb 
(5-26) 

Realizaram naquele trabalho simulações em diversos espectros de potên­
cia, com componentes de freqüência variadas e encontraram que À é função do 
parâmetro de fadiga m e do fator de irregularidade a 2 , ou equivalentemente à lar­
gura espectral E (tabela 5-1). Ajustando os resultados das simulações encontraram a 
seguinte relação empírica: 

À(E,m) = a(m)+ [1-a(m)ll- E'f<m> (5-27) 

onde: 

a(m) = 0,926 - 0,033m (5-28) 

b(m) = 1.587m - 2.323 (5-29) 

Observa-se que processo se aproxima da banda estreita quando a 2 ~ 1 , ou 
E~ O, e neste caso D ~ DNB e como conseqüência À ~ 1 

Lutes et aL (1984) sugere outros parâmetros de largura de banda, ao in­
vés de a 2 , na determinação de À, pois constata-se grande dispersão nos valores de 
À para um dado valor de a 2 , aparentemente devido ao uso de diferentes f.d.e.p. 
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com valores de a 2 semelhantes. Pode-se defmi.r como parâmetro para largura de 
banda, por exemplo: 

(5-30) 

para qualquer b > O. Pode-se mostrar que O ~ ab ~ 1 e ab = 1 se, e somente se, o 
processo aleatório é de banda estreita. Lutes et aL (1984) encontraram que, para 
m = 3 , a 0• 75 parece ser mais adequado para determinar À . 

5.3.5 Outro Método 

Considera-se que um processo estacionaoo, Gaussiano e ergódico de 
banda larga é composto de vários processos de banda estreita e discriminado con­
forme a figura 5-4b; então o dano D em um tempo de serviço t pode ser aproxi­
mado pelo somatório dos danos individuais de cada processo de banda estreita que 
compõe o referente processo. Desta forma, têm-se: 

(5-31) 

onde: 

{,... ~\m 
f(K,m) =Trct m+I) (5-32) 

v+=m; e ak =..jG((J);)ilmk, sendo m;, ilmk e G((J);) análogos aqueles da seção 

5.3.1. 

5.3.6 Dano Induzido pelo Vento 

Em estruturas sujeitas à ação do vento, onde o perfil de velocidade média 
muda com o tempo, o dano total é dado pelo somatório dos danos individuais que 
cada distribuição de pressões provoca em seu tempo de atuação, desta forma: 
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(5-33) 

onde, 

t - tempo total de análise 

/r; - fração do tempo total em que atua a distribuição de pressões i 

a ,; - tensão média para a distribuição e pressões i 

a u - tensão de ruptura do material 

(1 - a,; I a u) m - é o fator de correção do parâmetro K para considerar as médias 

das distribuição de pressões. 

O tempo de ruptura é dado por: 

(5-34) 

5.4 N oções de Confiabilidade Estrutural e Confiabilidade à Fadi­
ga 

Nos projetos de estruturas de engenharia civil ou mecânica interessa a 
determinação de fatores ou características dos elementos que compõem o sistema 
estrutural, com a finalidade de garantir a funcionalidade operacional e a segurança 
durante a sua vida de serviço. O cálculo dos fatores, atrelado a consecução dos ob­
jetivos acima, é limitado a uma análise econômica-fmanceira do projeto. Geral­
mente projetos mais seguros são mais caros. Dessa forma é importante o conheci­
mento detalhado dos parâmetros envolvidos no dimensionamento dos elementos, 
que são as chamadas variáveis do problema, e das relações constitutivas entre elas 
para se conseguir projetos adequados às necessidades econômicas, funcionais e de 
segurança do sistema estrutural. 
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Do advento do cálculo estrutural racional até os dias atuais os dimensio­
namentos dos projetos são baseados nos conhecimentos experimentais das variá­
veis do problema (resistência à ruptura, resistência à fadiga, carregamento, módulo 
de elasticidade, etc.) e dos seus modelos constitutivos (relação viscoelasto-plástica, 
equação do movimento, lei de cumulação de dano, etc.). Supõe-se ainda, que estas 
variáveis juntamente com seus modelos constitutivos são invariantes no tempo, e 
que os elementos estruturais, uma vez dimensionados, garantem a utilização e segu­
rança dos mesmos. 

Entretanto, a formulação matemática de um sistema fisico envolve in­
certezas intrínsecas que geram risco a qualquer estrutura de engenharia. O conhe­
cimento destes riscos, seja no dimensionamento ou na manutenção do sistema, é 
feito através de um estudo de confiabilidade estrutural, onde as dispersões ou varia­
bilidades dos parâmetros (variáveis do problema) são levados em conta. Assim o 
dimensionamento dos projetos está condicionado ao conhecimento destes riscos, 
traduzidos na propensão de não mais satisfazer aos objetivos funcionais e de segu­
rança, ou seja, probabilidade de falha ou probabilidade de ultrapassagem de um es­
tado limite. A tolerância da probabilidade de falha, ou inversamente, a confiabilida­
de desejada pode conduzir à uma otinúzação econômica do projeto, de tal modo, 
que o tome adequado. 

Nos métodos modernos de estimativa da confiabilidade, a falha ou rup­
tura é matematicamente expressa através da função de estado limite das variáveis 
do projeto, normalmente é dada na forma: 

g= g(X) (5-35) 

onde X= [X1,X2 , · .. ,Xn ] é o vetor de variáveis aleatórias representado os parâme­
tros de problema (varáveis básicas). Discrimina-se a função de estado limite g nas 

seguintes regiões (figura 5-6): (a) g > O - domínio de segurança Ds; (b) g <O -

domínio de falha D 1 ; (c) g = O - superficie de falha. A confiabilidade R é a pro­

babilidade da não ultrapassagem da superficie de falha da função de estado limite, 
ou seJa: 

R = 1- P1 = 1 - P [g < O) (5-36) 

ou 

(5-37) 
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onde P[E] é a probabilidade do evento E, fx() é a função de probabilidade con­

junta das variáveis básicas e P1 a probabilidade de falha A integral em (5-37) é des­

envolvida no domínio de segurança Ds. Um projeto é adequado quando economi­
camente viável e a segurança e funcionalidade são garantidas pela confiabilidade R 
desejada ou a probabilidade de falha P1 aceitável. Na tabela 5-2 são apresentados 

diversos métodos para a avaliação da confiabilidade das estruturas. 

5.4.1 Métodos de Primeira Ordem 

O cálculo da confiabilidade como defmida na seção anterior é muito difi­
cil na prática, porque requer o conhecimento completo das distribuições de proba­
bilidades das variáveis básicas. Todavia, em muitos casos, somente o primeiro e o 
segundo momentos podem ser conhecidos com certo grau de confiança. Estas e 
outras dificuldades levaram ao desenvolvimento do método de análise de confiabi­
lidade de primeira ordem (FORM), o qual se baseia somente no conhecimento das 
propriedades estatísticas de primeira e segunda ordem das varáveis básicas, ao invés 
das suas funções de densidade de pro habilidade. 

Considerando as variáveis do problema Gaussianas e representadas gene­
ricamente por um vetor X = (XI) X 2, • •. ) X n) no espaço n-dimensional, pode-se 

transformá-lo num vetor i, cujas componentes são variáveis padronizadas do ve­
tor original X , ou seja: 

(5-38) 

onde f-Li e cri são, respectivamente, a média o desvio padrão das variáveis básicas. 

A função de estado limite pode ser escrita em termos do vetor X , 
g = g( X) ou do vetor Z , g = = g z ( Z) = O , formando uma superficie de falha no es­
paço n-dimensional. A figura 5-6 mostra uma representação gráfica bidimensional 
da superficie de falha para o vetor de variáveis básicas padronizadas Z 
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Figura 5-6: Superficie de falha 110 espaço bidimensional 
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Uma alteração nas médias e desvios padrões das variáveis básicas modifi­
ca a superficie de falha g, (Z), que ao se aproximar do ponto O (figura 5-6) au­
menta o domínio de falha, reduzindo a confiabilidade, e inversamente quando se 
afasta deste ponto. O valor P - a distância mínima entre o ponto O e a superficie 

de falha - pode ser usado como uma estimativa da confiabilidade estrutural e é co­
nhecido como índice de confiabilidade. 

O método de FOR.i\1 consiste na detenninação do ponto de projeto 
A = (z; , z;) = z•, que pertence a superficie de falha e possui a distância mínima f3 à 

origem - geometricamente z• = p ã, onde ã é o vetor de cosenos diretores. Isto 
conduz ao seguinte problema de otimização: 

calcular 

f3 = rnin( ~ZT Z ) (5-39) 

sujeito a restrição: 

(5-40) 
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que pode ser resolvido iterativamente por n + 1 equações (fhogt-Christensen e Mu­
sotso, 1986), escritas na forma: 

(5-41) 

(5-42) 

a cp<k> - ck-1)) 
onde jj<k> = 'K z _a é o vetor derivada da superficie de falha no ponto 

z az 
t o(k ) = p <k) a <k-1) . 

A equação (5-42) surge quando se expande em série de Taylor a superfí­
cie de falha em tomo do ponto de projeto (Shinozuka, 1983). 

A seguir apresenta-se os passos para a solução iterativa, quando as variá­
veis básicas são Gaussianas e não correlacionadas: 

1. Transforma-se a superficie de falha do espaço das variáveis Gaussi­

anas X para o espaço das variáveis padronizadas Í = fJ ã, pela rela­
ção x; = J.l; + CY;/3a; (i= 1,2,-·· ,n), resultando na equação (5-41). 

2. Escolhe o vetor dos cosenos diretores inicial ã <o> . Um sinal positivo 
é recomendado, quando a correspondente variável é uma "variável 
carregamento" (demanda) e um sinal negativo quando é uma <<vari­
ável resistência ou geométrica" (capacidade). 

3. Pela equação (5-41) encontra-se o valor p<k>. 

4. Pela equação (5-42) encontra-se um novo vetor de cosenos direto­
res ã <k> 

-.(k ) -. (k ) 5. Assim sucessivamente. Quando k ~ oo: Z ~ Z , fJ ~ fJ. 

Existe uma relação direta entre o índice de confiabilidade fJ e a probabi­
lidade de falha P1 , quando a superficie de falha é linear e as variáveis básicas são 

Gaussianas, como mostra a equação (5-43) abaixo: 

(5-43) 

onde <l>( ) é a função de distribuição Gaussiana padronizada. 
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O uso do índice de confiabilidade f3, como estimativa da confiabilidade 
estrutural, é mais conveniente do que a probabilidade de falha P1 , pois esta varia 

entre 10-1 e 10-9 e aquele entre 1 e 6 na maioria dos problemas estruturais. 

Até mesmo no caso mais geral, quando as variáveis são correlacionadas e 
não Gaussianas, pode-se usar FORM, desde que transforme as variáveis para o es­
paço Gaussiano padronizado; para isto pode-se usar o modelo de Nataf (Liu e Der 
Kiureghian, 1988). 

5.4.2 Simulação Direta de Monte Carlo 

O cálculo da probabilidade de falha pode ser feito desenvolvendo-se a 
integral da função de densidade de probabilidade conjunta das variáveis básicas no 
domínio de falha - equação (5-44). Entretanto, geralmente uma solução fechada 
não é possível, principalmente devido a complexidade do domínio de integração. 
Métodos alternativos como FORJ.\1 e Simulações de Monte Carlo são largamente 
usados para este fim. A simulação direta de Monte Carlo consiste em simulações 
das variáveis do problema, baseada na geração de números aleatórios uniforme­
mente distribuídos entre O e 1 e na inversa da distribuição de probalidade acumula­
da das variáveis (Ang e T ang, 1984). A cada conjunto de variáveis simuladas X; a 

função de estado limite g(X;) é avaliada e um tratamento estatístico é feito nos 

valores que caem no domínio de falha g(X;) <O. A probabilidade de falha é dada 
por: 

P1 = f Px (X)di 
DJ 

que pode ser escrita como: 

onde a função indicadora I[g(X")] é dada por: 

I[g(X)]= {O, seg(~) ~ O 
1, seg(X) > O 

(5-44) 

(5-45) 

(5-46) 
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Por defmição, o lado direito da expressão (5-45) representa o valor espe­
rado da função indicadora, ou seja: 

P1 = E{I[g(X)} (5-47) 

Uma estimativa da probabilidade de falha pode ser feita, depois de N 
simulações das variáveis básicas, calculando-se a média aritmética da função indica­
dora (avaliada a cada simulação): 

~ 1 N -

P1 = - :LI[g(X;)] 
N í=l 

(5-48) 

Pode ser mostrado que o erro padrão associado ao estimador P1 é dado 

por (Bourgund et al., 1986): 

(5-49) 

Para ter-se uma idéia do alto número de simulações necessária para a 
análise de confiabilidade por simulações direta de Monte Carlo, uma estrutura com 
probabilidade de falha P1 = 1 o-s necessita cerca de N = 106 simulações para se ter 

um erro percentual de 30%. Para reduzir o número de simulações pode-se usar o 
método da simulação direta com Amostragem por Importância, que consiste, re­
sumidamente, em concentrar as simulações próximo à superficie de falha, ao invés 
de todo o domínio das variáveis básicas. Maiores detalhes do método de Amostra­
gem por Importância é encontrado em Shinozu.ka (1983). 

A seguir a tabela 5-2 traz alguns algoritmos disponíveis para análise de 
confiabilidade: 



CAPÍTULO 5- ANÁUSE ALEATÓRIA DA FADIGA 77 

1. "Mean value first-order second-moment" (MVFOSM, ComeU, 1969). 

2. Índice de confiabilidade generalizado de Hasofer-Lind (Hasofer e Lind, 1974). 

3. Métodos de primeira ordem - "First-Order Reliability Methods- FORM". 

4. Métodos de segunda ordem- "Second-Order Reliabilit:y Methods- SORM" 

5. Método do valor médio avançado (AMV, Wu et aL, 1990) 

1. Simulação direta de Monte Carlo. 

2. Amostragem por Importância. (Shinozuka, 1983). 

3. "Domain-restricted sampling" (Harbitz, 1986). 

4. "Adaptive sampling" (Bucher, 1988). 

5. "Directional sampling" (Bjerager, 1990) 

5.4.3 Confiabilidade à F ad.iga 

Os ensaios experimentais demostram que a ruptura por fadiga é um fe­
nômeno imprevisível, evidenciado pela grande dispersão nos seus resultados. Por 
esta razão um tratamento estatístico-probabilístico e um estudo de confiabilidade 
tomam-se fundamentais para uma análise mais racional do fenômeno. Por isso, 
muitos trabalhos sobre confiabilidade à fadiga tem sido publicados nos últimos 
anos, dentre dos quais estão: o estado da arte da confiabilidade à fadiga publicado 
pela ccThe American Society of Civil Engineers" (ASCE) em 1982, Wirsching 
(1984), Wu e Wirsching (1987), Wirsching e Chen (1988), Wirsching et aL (1991 ), J i­
ao e Moan (1992) e Byers et aL (1997). 

Os resultados do ensaio de fadiga - o número de ciclos para a ruptura a 
um nível de tensão- é plotado num gráfico log-log, como mostra a figura 5-7. A 
equação da curva S-N, NSm = K, pode ser escrita de forma linear como: 

Y =a+bX (5-50) 

onde Y = log N, X = logS, a= logK e b = - m 
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X= logS 

limite de durabilidade: {!\ço) 

Y = logN 

Figura 5-7: Ajuste probabilístico da curva de fadiga 

Um traçado da curva de S-N pode ser feita através de um regressão linear 

dos mínimos quadrados, calculando-se as estimativas â e b para os coeficientes da 
equação (5-50). Dessa forma, tem-se: 

N=is-"' (5-51) 

onde K = lOã, m = -b e N é a estimativa da vida, em ciclos, para um nível de ten­
são S. 

O uso da equação (5-51), para a análise de fadiga, pode conduzir a erros 
altos na estimativa do dano e do tempo de ruptura de um sistema estrutural, devido 
a grande dispersão dos pontos. Entretanto, uma curva mais conservativa poderá ser 
usada, como por exemplo, a curva dos 5°lo inferiores, abaixo da qual existe somente 
5°lo dos pontos, ou alternativamente, Prob(Y I X)= 0.05. Assim uma família de cur­
vas pode ser traçada, formado o gráfico probabilístico S-N-P (figura 2-4). Depen­
dendo do grau de risco admissível, escolhe-se uma das curvas, a qual é utilizada na 
análise do dano e tempo de ruptura. 

O estudo probabilístico da curva S-N pode ser feito determinando-se a 
probabilidade que a vida tenha um valor N dado um nível de tensão S, ou melhor, 
calcular a função de densidade de probabilidade pN(N/S) . D ois modelos de ajuste 
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têm sido usados para esta função: (1) o formato lognormal (\Virsching, 1995; Wirs­
ching e Chen, 1988) e (2) o formato Weibull (Munse et aL, 1983). 

No modelo lognormal as variáveis Y = IogN e X= logS são normal­
mente distribwdas, isto é: 

(5-52) 

É necessário, ainda, detenninar as distribuições das variáveis a e b da 
equação (5-48). Entretanto, resultados experimentais mostram que o parâmetro m 
tem pequena variabilidade (Wu e Wirsching, 1987) e a variável b = - m é considerada 
determinística. Logo, a variabilidade da curva S-N é dada pela distribuição da variá­
vel a, que segundo (5-50) e (5-52) é no rmalmente distribwda, a- (J.La,ua). Por-

tanto, K = 1 o a tem uma distribuição lognormal com os seguintes parâmetros: 

(5-53) 

(5-54) 

(5-55) 

onde K é o valor mediano da variável K. 

No modelo de Weibull a distribuição de probabilidade P.v (n/ s) é dada 

por: 

( J
a, 

n - nos 
PN(n/ s) = Prob(N ::; n/ s) = 1- exp[- · ] 

Vs -no.s 
(5-56) 

para n;?; no.s > O; as >O; e Vs > no.s, onde no.s é a vida mínima para o nível de tensão 

s; a s parâmetro de forma ao nível de tensão s e V. é a vida característica ao nível 

de tensão s. A equação (5-56) é chamada de função de distribuição de Weibull de 
três parâmetros. Nas aplicações a fadiga, é razoável assumir que a vida mínima 
no.s =O. Então, a equação (5-56) reduz-se a: 
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PN (n/ s) = 1-exp[-(;, r 1 (5-57) 

que é conhecida como distribuição de Weibull de dois parâmetros. 

Na distribuição de Weibull de três parâmetros, as , Vs e no.s são funções 

de s. Não obstante, no caso da distribuição de dois parâmetros ( n o,s = O) a s deve 

ser independente do nível de tensão s, ou seja, as =a (Gumbel, 1963). A média e 
o desvio padrão para a distribuição de dois parâmetro são dados por: 

a-N I S = f.i ,v t s 
r(I + ~) _

1 
r o+ ~) 

(5-58) 

(5-59) 

Na distribuição lognormal a função azar (ou função risco), que é definida 
como a probabilidade de ruptura depois da sobrevivência a n ciclos, decresce com 
o incremento da vida, o que é contraditório com o comportamento esperado para a 
fadiga. Na distribuição de Weibull o risco cresce com o incremento da vida, o que a 
toma fisicamente mais correta que a distribuição lognormal. Contudo, a distribui­
ção lognormal é muito usada para modelar a variabilidade das curvas S-N, por ser 
matematicamente mais atrativa. 

Defmida a variabilidade da curva S-N, pode-se fazer uma análise da con­
fiabilidade à fadiga utilizando-se um dos métodos listados na tabela 5-2. Neste tra­
balho será utilizado o modelo lognormal através da distribuição do parâmetro K da 
curva de fadiga. Para tanto será considerado que: (1) a resistência a fadiga é dada 
por NS m = K ; (2) a equação é valida para S = O, isto é, não existe limite de durabili­
dade. 

Até agora foi considerado que a ruptura por fadiga ocorre quando o so­
matório do dano atinge a unidade C 'L D = 1 ). Contudo, nos trabalhos de Wirsching 

(1995) e da ASCE (1982), este o valor é considerado uma variável aleatória ll com 
distribuição lognormal. A ASCE(1982) apresenta alguns parâmetros estatísticos da 
variável ll para diversos materiais. 

Dessa forma, usando a aproximação de Rayleigh, o tempo para ruptura é 
uma variável aleatória dada por: 
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(5-60) 

ou alternativamente, 

log T = -logÀ + log~ + logK - logv+ - logS~ (5-61) 

onde log T, log ~ e log K são variáveis normalmente distribuídas. 

Para um tempo de serviço t a probabilidade de falha é dada por 
P1 = Prob(T ::; t) = Prob(log T::; log t) e a função de estado limite fica: 

g(log T) = log T - log t (5-62) 

Usando FORM (equações 5-41 e 5-42), encontra-se: 

f3 = f..l1og r - log t = log(f / t) (5-63) 
O"logT O"logT 

Da equação (5-60) tem-se que: 

(5-64) 

e 

(5-65) 

onde o til representa o valor mediano e C denota o coeficientes de variação, C = f..l 
O" 

Para o caso de estruturas sujeitas à ação do vento a equação (5-64) fica: 
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(5-66) 

Se as distribuições das variáveis ô e K são dadas pelo logaritmo neperi­
ano, ao invés do logaritmo na base 1 O, as expressões (5-63), e (5-65) ficam: 

(5-67) 

CJ1nr =~In[ (1 +C~ )(1 + CJc) (5-68) 

Como a função de estado limite (5-62) é wna equação linear e suas variá­
veis aleatórias têm distribuição normal, a probabilidade de falha vem dada por: 

(5-69) 

No método de ''rainflowH a confiabilidade será analisada pelo método de 
Monte Carlo. Em wn tempo de serviço t a função de estado limite é: 

nc S'!' 
g( /)., K) = /). - L-' 

; .. , 2K 

A pro habilidade de falha é: 

nc sm 
P1 = Prob(ô ::; :L-·-· ) 

i= l 2K 

(5-70) 

(5-71) 

e o seu cálculo é feito simulando-se as variáveis lognormais ô e K pelo método de 

Monte Carlo (ver seção anterior). 



Capítulo 6 

APLICAÇÕES 

6.1 Introdução 

Neste capítulo, são apresentadas as análises de duas estruturas alteadas de se­
ções transversais circulares, tipo chaminé, conforme mostra a figura 6-1. As suas ca­
racterísticas geométricas são apresentadas na tabela 6-1. A análise consiste na de­
terminação dos índices de confiabilidade de projeto, através do programa FATI­
GUE - elaborado com este propósito, cujo fluxograma é mostrado na figura 6-2. 
Estes índices são determinados baseados na variabilidade das curvas de fadiga do 
·material e podem representar um indicativo de quão propensa está a estrutura à 
ruptura por fadiga. 

Para efeito de uma análise teórica e ajustes numéricos, são simuladas al­
gurnas situações de localização, e conseqüentemente, também o comportamento do 
vento e seus efeitos nas estruturas. 

Em primeiro lugar, as estruturas são analisadas utilizando-se os dados de 
velocidades médias presentes na tabela 4-1 ou no gráfico da figura 4-2. Estes dados 
representam medições - feitas no ano de 1996 pelo Laboratório de Dinâmica e 
Confiabilidade (LDEC) da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) ­
da velocidade média do vento para região de Porto Alegre e Santa Maria. Nestas 
condições, devido ao efeito longitudinal da velocidade do vento, os índices de con­
fiabilidade de projeto e a probabilidade de falha são determinados para diversos 
anos de vida da estrutura; e com base numa probabilidade de falha específica, defi­
ne-se uma vida útil. Também são feitas modificações nos parâmetros estruturais 
para reavaliação dos índices de confiabilidade da estrutura. Em seguida, as estrutu­
ras são analisadas considerando os efeitos transversais, em virtude do desprendi­
mento de vórtices, da velocidade do vento. Analogamente, são determinados os 
índices de confiabilidade de projeto. Por fim, a variabilidade da direção do vento é 
acrescentada à análise. As considerações das variações da velocidade média e de sua 
direção são feitas através de dados probabilísticos. 
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6.2 Estruturas analisadas 

. 

~ ,z 

~}r 
?i 

J
:f' 

, 

J
f 

, 
;.: 

).rw 

/

fi 
' 

/. 
. 

. 

Figura 6-1: Estnduras a11alisadas. Estmtura A : tubo vertical Estmtura B: tubo i11clinado 
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A estrutura "A" é um tubo metálico de espessura variável e diâmetro ex­
temo constante, utilizado como chaminé. A estrutura "B" é um tubo metálico de 
espessura e diâmetro externo constantes, de eixo longitudinal inclinado, que serve 
de mastro em uma concessionária na cidade de João Pessoa. As características das 
duas estruturas estão presentes na tabela 6-1. 

Tabela 6-1 : CARATERÍSTICASDASESTRUTURASANAUSADAS 

Estrutura A Estrutura B 
Diâmetro externo na base 10m 0,63m 

Espessura na base O, lOm O,OlOm 
Diâmetro e"-'temo no topo 10m 0,63m 

Espessura no topo O,lOm O,OlOm 
Altura 250m 30m 
Material Aço: MR-250 Aço: MR-250 
Freqüência Natural 0, 161Hz 0, 701Hz 
Vínculos Engastado na base Engastado na base 
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6.3 Fluxograma do programa FATIGUE.FOR 



CAPITuLo 6 -APLICAÇÕES 86 

Não 

Figura 6-2: Fluxograma tkJ programa Fatigue.For 
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6.4 Análise da estrutura '~" 

A estrutura "A" (uma chaminé em tubo metálico engastado na base) foi 
modelado em elementos finitos tridimensionais, com 20 nós e 27 pontos de inte­
gração (fig. 3-2). A estrutura foi discretizada com 25 divisões na altura, 2 divisões na 
espessura e 8 divisões angulares, totalizando 400 elementos e 8.000 nós, como 
mostra a figura 6-3. 

c,.Jisõ 
Eb I <r 

cn 
2 divisões~ / Q) 

?0 
cn 

/ ·::; 
:.a 
L.() 
N 

Figura 6-3: Estrutura '~" discretizada em Elementos Finitos 

A figura 6-4 mostra o gráfico do módulo da função de transferência do 
sistema para os três primeiros modos de vibrações. Cada função de transferência 
moda! apresenta um pico na freqüência correspondente ao modo de vibração. As 
freqüências dos três primeiros modos de vibrações são, respectivamente: 
I,013rad/s (0,16IHz), 6,I9 Irad /s (0,985Hz) e I6,871rad /s (2,685Hz). As amplitudes 
dos picos dependem fortemente das razões de amortecimento modais Sr, de modo 
que, quanto menor for a razão de amortecimento maior será o pico e mais estreita 
será a função. 
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Para esta estrutura é utilizada uma razão de amortecimento Ç1 = 0,002 

para o primeiro modo de vibração e Ç2 = 0,04 para o segundo, e as demais razões 
são determinadas conforme item 3.3.5 deste trabalho. Da análise da figura 6-4 
pode-se observar uma predominância do primeiro modo de vibração no valor da 
função de transferência; bem menos do segundo e menor ainda para o terceiro. 
Isso se deve ao fato de que o primeiro modo é semelhante à configuração da de­
formação elástica da estrutura, como também, em virtude das razões de amorteci­
mentos serem menores quanto menor for a freqüência modal. 
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Figura 64: Módulo da fimção de transferência do sistema 

40.00 

Portanto, uma excitação aleatória, ou não, que tenha maior concentração 
de energia nas proximidades da primeira freqüência de vibração provocará respos­
tas mais significativas do que aquelas com concentração de energia próximo de fre­
qüências maiores. No caso da estrutura "A", cuja primeira freqüência de vibração é 
0,161Hz (1,013rad I s), o vento tem uma atuação relevante na resposta dinâmica da 
estrutura, uma vez que, esse tipo de ação tem uma concentração de energia em fre­
qüências abaixo de 1Hz (6 ,283rad/s), para o espectro de turbulência longitudinal do 
vento natural. 
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6.4.1 Caso 1- Vento longitudinal para região de Santa Maria 

Neste item é analisado o comportamento da estrutura "A" frente a uma 
situação caracterizada por uma variação da velocidade média dada na tabela 4-1, 
para região de Santa Maria. A fadiga é analisada, para esta estrutura, como conse­
qüência do efeito longitudinal da velocidade do vento. A tabela 6-2 mostra os da­
dos referentes às carateristicas do material da estrutura. 

Tabela 6 -2:CARACTERÍSTICAS DO MATERIAL 

Módulo de elasticidade: E = 2,05 ·105 MPa 

Coeficiente d e Poisson: v= 0,30 

Massa Específica: p = 7,7 ·103 kg / m3 

Resistência última do material: O""= 500MPa 

Parâmetro m da curva de fadiga: 1JJ = 2,851 

Logaritmo da mediana do parâmetro K da curva de fadi-
f.La = log K = 12,476 

ga: 

COV do parâmetro K: CK = 0,50 

COV do somatório de Palmgren-Miner para ruptura c!!.= o,627 

O per@ de velocidade média, é determinado usando-se a lei de potência 
(equação 4-2), onde a velocidade média na altura de 10m é dada na tabela 4-1 (regi­
ão de Santa Maria) e o expoente p é determinado na tabela 4-2 para a categoria V. 
A densidade espectral do vento é calculada através da expressão de Von Kármán 
(equação 4-13). 

A densidade espectral da tensão normal O" xt , no ponto mais solicitado da 
estrutura - que fica na base - quando a velocidade média é igual a 1Om I s é mostra­
do na figura 6-5; como também as figuras 6-6 e 6-7 representam as densidades es­
pectrais das derivadas primeira e segunda das tensões, com relação ao tempo, res­
pectivamente. 
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Os resultados das análises estática e estocástica, quando a velocidade do 
vento é igual a 10m I s, encontram-se na tabela 6-3, de onde pode-se observar que o 
valor do desvio padrão (ou o valor RMS num processo estocástico de média zero) 
da tensão ( 6,57MPa) é maior do que a tensão média ( 4,68MPa ), o que evidencia a 
importância do efeito dinâmico da velocidade do vento nesta estrutura, que apre­
senta freqüência natural próxima à região onde o vento apresenta maior energia de 
vibração. 

Tabela 6-3: RESULTADOS DA ANÁLISE ESTÁTICA E ESTOCÁSTICA- CASO 1 

Tensão média CJ = 4,68MPa 

Desvio padrão da tensão CJ RMS = .J'M': = 6,57MPa 

Raiz quadrada do segundo momento da f.d.e.p. das tensões Ó'RMs = JM;. = 6,65MPajs 

Raiz quadrada do quarto momento da f.d.e.p das tensões i:f RMs = .JM: = 6, 78MPa/ s 2 

Taxa de ultrapassagem da média das tensões v+= 0,161Hz 

Taxa esperada de picos da tensões 1/p = 0,162Hz 

Fator de irregularidade a 2 = 0.993 
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Ainda da tabela 6-3 pode-se observar que as taxas de ultrapassagem da 
tensão média e dos picos de tensões, respectivamente 0,161Hz e O,l62Hz, estão 
bem próximas da freqüência do primeiro modo de vibração (0,161Hz), o que indica 
a predominância desde modo na resposta, em tensões, da estrutura. O fator de irre­
gularidade ( 0,993) bem próximo da unidade indica que o processo estocástico das 
tensões pode ser considerado de banda estreita (item 5.3.4). O desvio padrão da 
tensão é igual a raiz quadrada da área abaixo da curva da figura 6-5, enquanto o se­
gundo e o quarto momentos da f.d.e.p. das tensões são iguais as áreas abaixo das 
curvas das figuras 6-6 e 6-7, respectivamente. 

As figuras 6-8 e 6-9 apresentam os resultados da análise de confiabilidade 
à fadiga. A figura 6-8 mostra o decaimento do índice de confiabilidade p com o 
passar do tempo (em dias) e a figura 6-9 o acréscimo da pro habilidade de falha Pf 

com o passar do tempo. Se é considerada uma probabilidade de falha de 
Pf = 10-3 (ou índice de confiabilidade p = 3,16) como aceitável, pode-se definir a 
vida da estrutura em 64anos. Em IOOanos a probabilidade de falha é igual a 
Pf = 0,117 . 
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Figura 6-9: Probabilidade de falha. Caso 1: VetJto longitudi?Jal 

Uma alteração na seção da estrutura poderá melhorar o seu comporta­
mento dinâmico e tomá-la mais resistente. Por exemplo, alterando-se a espessura 
da estrutura de 0.1 Om para 0, 12m , fará com que a probabilidade de falha Pj = 1 o-3 

seja atingida em 1 06anos . 

6.4.2 Caso 2 -Desprendimento de vórtices para região de Santa Maria 

Considera-se agora, a fadiga sendo provocada pelas vibrações transver­
sais em decorrência do desprendimento de vórtices no tubo circular. O efeito do 
desprendimento de vórtices, com relação a fadiga, é calculado desacoplado do 
efeito longitudinal do vento, uma vez que não se tem conhecimento da função de 
densidade espectral cruzada das forças longitudinais e transversais (devido ao des­
prendimento de vórtices) provocadas pelo vento. 

A figura 6-1 O mostra a função de densidade espectral das forças transver­
sais, devido ao desprendimento de vórtices, em uma região no topo da estrutura, 
quando a velocidade média longitudinal é de 1Om I s. Observa-se nesta figura a pre­
dominância de uma determinada freqüência, que traduz o fato dos vórtices des-
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prenderem em uma freqüência específica, que varia com a velocidade do vento 
(portanto, com a altitude na mesma estrutura) e diâmetro da estrutura, conforme 
item 4. 6 deste trabalho. 
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Figura 6-10: F.D.E.P. das forças transversais de desprendimmto de vórtices 

A função de densidade espectral de potência das tensões é mostrada na 
figura 6-11, para velocidade média longitudinal de 10m/ s. Observa-se que a fre­
qüência principal da resposta é igual a freqüência natural do primeiro modo de vi­
bração do sistema (1,013rad I s ou 0, 161Hz ) 
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Figura 6-11: F.D.E.P. das tensões devido ao desprendimento de vórtices 
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A tabela 6-4 apresenta os resultados da análise estocástica da estrutura, 
submetida ao desprendimento de vórtices. O valor médio da tensão no ponto de 
maior solicitação ao desprendimento de vórtices é nulo, pois devido a simetria da 
seção da estrutura, a tensão proveniente da ação longitudinal do vento é nula neste 
ponto. Além do mais a tensão média proveniente do próprio desprendimento de 
vórtices também é nula. 

A variação do índice de confiabilidade à fadiga fJ e da probabilidade de 
falha são mostrados nas figuras 6-12 e 6-13, respectivamente. Sendo a vida útil T 
defmida como o tempo em que a probabilidade de falha é 10-3 (0,1% ), este valor, é 
então, determinado pela figura 6-13 como T = 13anos. 

Alterando-se a espessura da estrutura de 0, 10m para 0, 12m , fará com que 
o tempo de vida útil, como definido anteriormente (Pf < 10-3

) , seja igual, aproxi­
madamente, a 23anos. 

Tabeh 64: RESULTADOS - CASO 2: DESPRENDIMENTO DE VÓRTICES 

T ensão média o-= O,OMPa 

V alo r RMS da tensão o-RMS = Jii: = 5,36MPa 

Valor RMS da derivada primeira da tensão ó-RMS = Jj.1; = 5,46MPajs 

Valor RMS da derivada Segunda da tensão ii RMs = ..JM"": = 5,5 IMPa/ S2 

Taxa de ultrapassagem da média das tensões v+= 0,161Hz 

Taxa esperada de picos das tensões 1lp = 0,162Hz 

Fator de irregularidade a 2 = 0,993 
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6.4.3 Caso 3 - Consideração da variação da direção do vento 

Além da variação do perft.l da velocidade média, é importante na análise 
de fadiga a consideração da variação da direção do vento, uma vez que isto altera 
toda configuração de tensões da estrutura - pontos que têm tensões mínimas pode­
rão passar para tensões máximas, dependendo da direção da ação. Não obstante, a 
consideração da direção não é tão simples, principal.mente pela falta de dados esta­
tísticos reais. 

Com os dados probabilísticos de intensidade, direção e tempo de atuação 
da velocidade do vento, pode-se fazer simulações de históricos destes valores e as­
sim determinar os índices de confiabilidade. Entretanto, neste trabalho por falta de 
dados mais realisticos, é utilizado uma forma simplificada, de acordo com a equa­
ção seguinte: 

(6-1) 

onde, 

P/; é a probabilidade de falha em um ponto i da estrutura. 

Pv1 é a probabilidade do vento ocorrer na direção j. 

P/;1 é a probabilidade de falha em um ponto i quando vento ocorre na 

direção j. 

A probabilidade de falha P/;1 é determinada tantas vezes quanto for o 

número de direções de ação do vento, utilizando os dados probabilísticos da varia­
ção da intensidade da velocidade do vento. No entanto, esta forma de análise di­
verge da realidade, visto que, a variação da velocidade é considerada independente 
da variação da sua direção, mas por falta de um estudo mais preciso será usada 
como um indicativo. 

Neste exemplo a estrutura ((A" está submetida à velocidade do vento, 
cujos dados são aqueles da tabela 4-1, para região de Santa Maria/RS, e da figura 4-
3 para variação da direção do vento. Foram determinadas as probabilidades de fa­
lhas para todos os pontos de integração dos elementos da base, de acordo com a 
equação (6-1). Os resultados do ponto de pior situação é apresentado na tabela 6-5 
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Tabela 6-5: RESULTADOS NO PONTO DE PIOR SITUAÇÃO 

Vento Longitudinal Desprendimento de vórtices 

Índice de confiabilidade ( f3) 4,06 2,66 
em lOOanos 

Probabilidade de falha ( Pf ) em 
2 40 ·10-5 3 ,85 . 10 - 3 

100 anos 
, 

6.5 Análise da estrutura "B,, 

A estrutura "B", um tubo metálico de espessura constante, engastado na 
base com inclinação de 60. com a horizontal e 30m de comprimento, foi discreti­
zada com 400 nós e 8.000 elementos e submetida aos mesmos caso de velocidade 
do vento da estrutura anterior. Entretanto, utiliza-se a variação de velocidade média 
presente na tabela 4-1 para a região de Porto Alegre. 

As característica geométricas e do material da estrutura são apresentadas, 
respectivamente, nas tabelas 6-1 e 6-3. A figura 6-14 mostra o módulo da função de 
transferência reduzida da estrutura, cujas freqüências dos três principais modos de 
vibrações são 4,406rad I s (0, 701Hz), 27,42rad I s ( 4,36Hz) e 76,18rad I s (12,12Hz ). 

O (X) JO (X) 40.00 

(l)(rad/s) 
60.00 ao.rx 

Figura 6-14: Módulo dojtmção de transferência redu'{jdo do sistema. Estrutura "B" 
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As figuras 6-15 e 6-16 apresentam os resultados da análise de confiabili­
dade. A figura 6-15 apresenta a variação do índice de confiabilidade, enquanto a fi­
gura 6-16 apresenta a variação da probabilidade de falha. 
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Figura 6-15: Índice de co?!ftabilidade. Estrutura "B ". Vento Lo1'!,itudinal 
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Figura 6-16: Probabilidade de folha. Estrutura "B". Vento lo!'l,itudinal 
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Da figura 6-16 observa-se que a probabilidade de falha Pf = 10-3 é alcan­
çada em 34anos . 

A consideração da variação da direção do vento, conforme equação (6-
1), utilizando-se os dados do gráfico da figura 4-3, faz com que a mesma probabili­
dade de falha seja alcançada em 56anos de vida da estrutura. 

Alterando-se as caraterísticas geométricas da estrutura ''B", que seja: a 
espessura de 0,010m para 0,015m , aumenta-se a confiabilidade da estrutura, tendo­
se em 98anos um índice de confiabilidade fJ = 3,06, o que corresponde à uma pro­
babilidade de falha de 1,10·10-3

• 

Aplicando à estrutura ''B" um vento, cujo dados estão presentes na ta­
bela 4-1 para a região de Porto Alegre, sem a consideração da variação da direção 
do vento, a estrutura apresenta, para fadiga devido à ação transversal do despren­
dimento de vórtices, probabilidade de falha muito baixa e provavelmente romperia 
por outro critério de falha. 



Capítulo 7 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

Com o passar dos tempos a humanidade vai evoluindo, desenvolvendo­
se e solucionando questões que antes eram desconhecidas, duvidosas ou até mesmo 
imprecisas. Novas metodologias e equipamentos são descobertos ou inventados, de 
modo que auxiliam a evolução natural da ciência. É em conseqüência dessa evolu­
ção que o conhecimento do processo de fadiga dos materiais tem se desenvolvido 
tanto em seus aspectos microscópicos como também macroscópicos. Entretanto, 
ainda são relativamente grandes as incertezas nos fatores de projetos da análise de 
fadiga, o que toma os métodos de confiabilidade apropriados para este tipo de 
análise. 

Neste trabalho foi elaborada uma ferramenta numérica baseada em: teo­
rias já desenvolvidas de fadiga; ação do vento em estruturas; confiabilidade estrutu­
ral e método dos elementos fmitos, que poderá servir de base para os projetos de 
estruturas susceptíveis a ruptura por fadiga devido à ação do vento. Contudo, esta 
ferramenta pode servir como um critério de rejeição (não de aceitação) de estrutu­
ras, caso estas não venham a satisfazer aos indices de confiabilidade ou a probabili­
dade de falha desejados. 

Nos exemplos do capitulo anterior, submeteu-se duas estruturas alteadas 
à um vento que varia de intensidade com o tempo, cujos dados foram obtidos ex­
perimentalmente pelo Laboratório de Dinâmica Estrutural e Confiabilidade 
(LDEC) da Escola de Engenharia da UFRGS. 

A análise mais realística do vento, considerando a variação da direção da 
velocidade média é importante para se ter projetos com resultados mais próximos 
do comportamento real da estrutura frente aos efeitos dinâmicos do vento, em es­
pecífico a fadiga do material. Estes efeitos tanto podem surgir pela vibração longi­
tudinal do vento quanto pelo desprendimento de vórtices, que em certas ocasiões 
pode ser mais sinistro, quando a freqüência do desprendimento se aproxima da fre­
qüência natural da estrutura. 

Portanto, a análise de confiabilidade de fadiga, em estruturas sujeitas à 
ação do vento e susceptíveis a fadiga, consiste na determinação dos indices de con­
fiabilidade à fadiga para ação longitudinal e desprendimento de vórtices (se ocorrer 



CAPÍTULO 7 - CONCLUSÕES E SUGESTÕES 102 

na estrutura), considerando a variação da velocidade média e de sua direção, como 
prever a ocorrência de rajadas de ventos fortes, o que aumenta a probabilidade de 
falha para ventos subseqüentes. 

Dos exemplos anteriores observa-se a importância da freqüência natural 
da estrutura, ou mais precisamente da função de transferência do sistema, na res­
posta dos índices de confiabilidade. Quando altera-se a freqüência natural da es­
trutura (fugindo da faixa abaixo 1Hz, em que a velocidade longitudinal do vento 
possui maior energia) os índices de confiabilidade aumentam. Apesar da estrutura 
'13" possuir uma freqüência natural maior do que a estrutura "A", aquela apresen­
tou probabilidade de falha maior por possuir maiores tensões médias e amplitudes 
maiores da função de transferência do sistema. Uma forma de aumentar os índices 
de confiabilidade é a utilização de controles de vibrações que reduz os valores dos 
picos da função de transferência do sistema, e por conseguinte das amplitudes de 
vibrações e tensões. Detalhes de controle de vibrações podem ser encontrados no 
trabalho de Cabral (1997). Neste trabalho optou-se por melhorar a confiabilidade 
da estrutura alterando-se apenas as suas características geométricas. Entretanto ou­
tras formas para reduzir a probabilidade de falha podem ser utilizadas. 

Esta ferramenta pode ser utilizada em um estudo de otimização de pro­
jeto, onde se deseja alterar as características da estrutura (geometria, material, etc.) 
para se conseguir índices de confiabilidade aceitáveis com o menor custo. 

Vários aspectos podem ser investigados para o melhor conhecimento do 
comportamento do processo de fadiga em estrutura, a fim de obter formulações 
numéricas mais precisas, entre as quais pode-se citar: 

• Estudo de fadiga multiaxial. 

• Estudo de fadiga em estruturas não lineares. 

• Ensaios em laboratórios da resistência à fadiga do material de estu­
do. 

• Elaboração de uma ferramenta de otimização estrutural, cujo modo 
de ruptura principal é a fadiga. 

• Análise não linear do desprendimento de vórtices. 

• Estudo mais detalhado da velocidade média e de sua direção. 

• Análise considerando o efeito acoplado das forças induzidas pela 
velocidade longitudinal e pelo desprendimento de vórtices. 

• Análise de confiabilidade considerando outras variáveis como alea­
tórias, além dos parâmetros da curva de fadiga (Curva S-N). 
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