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RESUMO

Vigas de paredes finas submetidas & torcéao
experimentam uma deformagdo fora do plano da segao
transversal chamada de empenamento. Se alguma restrigdo do

empenamento ocorre, desenvolve-se na barra um esforg¢o
denominado de bimomento. A presengca do bimomento causa
tensdes longitudinais e de <cisalhamento. As tensédes

longitudinais atuam no mesmo eixo das tensées de flexdo e
podem ter a mesma ordem de magnitude.

Os problemas da incorporagdo dos efeitos do
empenamento da segdo transversal, "off-set" do centro de
corte, transmissdo e restrigdo parcial do empenamento em
elementos de barra de paredes finas com parametro nodal
extra associado ao empenamento sdo examinados nesta
dissertacgao.

Uma investigagdo da influéncia do né no
comportamento torsional de estruturas de barras de paredes
finas é descrita. Resultados obtidos através da moldagem de
intersecgdes em elementos de casca poliédrica séao
apresentados e comparados com resultados tedricos
utilizando diferentes métodos de incorporacido dos efeitos
do né.



ABSTRACT

Thin-walled beams submitted to torsional 1loads
experiment a deformation called warping. If any restraint
to warping occurs, an effort called bi-moment develops in
the bar. The presence of bi-moment causes longitudinal and
shear stresses. The longitudinal stresses act at the same
axis of flexural stresses and can have the same magnitude.

The problems of incorporating the effects of
cross-sectional warping, offset shear center, transmission
and partial warping restraint in thin-walled elements with
extra nodal parameter associated to warping are examinated
in this dissertation.

An investigation into the influence of the joint
on the torsional behavior of thin-walled structures is

described. Results of intersection modelling with
polihedric shell elements are presented and compared to
theoretical results using different methods of

incorporating the joint effects.
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"Eu sou a ressurreigdo e a
vida. Quem cré em mim, ainda
que morra, vivera; e quem
vive e cré em mim nunca
morrerda. Vocé cré nisto?"

(Jo 11, 25-26)
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1  INTRODUGXO E REVISXO BIBLIOGRAFICA

1.1 INTRODUGXO

A utilizagdo de barras de segdo de paredes finas
estd aumentando rapidamente em todos os tipos de
estruturas. Pode-se atribuir esse aumento A melhoria do
comportamento e confiabilidade dos materiais e ao
desenvolvimento continuo das estruturas modernas,
requerendo maiores vdos com reduzido peso préprio.

Uma barra de paredes finas é caracterizada pela
magnitude relativa de suas dimensdes : a espessura de suas
paredes € pequena se comparada as dimensdes da secgao
transversal e ao comprimento da barra. Dentre as estruturas
que podemos considerar compostas deste tipo de barras
destacam-se as ja tradicionais fabricadas com perfis
metalicos. Mais recentemente a abrangéncia de estruturas
que contém este tipo de barras tém sido aumentada pelo uso
de perfis de chapa de ago dobrada a frio, perfis leves de
aluminio, materiais compostos e elementos de concreto
protendido.

Em muitas das aplicagbes descritas acima, as
barras de segdo de paredes finas sdo submetidas a agoes
similares as aplicadas a barras de secdo sélida. Para
cargas de flexdo0 e axiais €é usualmente satisfatdério
considerar que as seg¢gdes planas permanecem planas apds o

carregamento. Entretanto, sob cargas torsionais as vigas de



paredes finas diferem significativamente das de segao
sélida e a consideracdo anterior j4 ndo é mais valida.
Secées transversais de paredes finas quando
submetidas a carregamento de torgdo sofrem uma deformacgao
chamada de empenamento - deslocamento fora do plano da
segdo. Nas estruturas de barras os apoios e conexdes
induzirdo restrigdes ao empenamento due provocardao ©

surgimento de tensdes normais e tangenciais.

A importancia da torgdo ndo uniforme cresceu
significativamente nos ultimos tempos. Antigamente nao era
usual verificar a influéncia da torgdo nos elementos de
paredes finas carregados. Provou-se ao longo dos anos,
entretanto, que as tensdes e deformagdes causadas pela
torgdo e empenamento podem ser predominantes (WALDRON,
1986) e determinar o limite de calculo das estruturas
(BEERMANN, 1980), (BOOTHBY, 1984).

(o) empenamento devido a torgao pura de
Saint-Venant ¢é idéntico para toda segdo transversal ao
longo da barra (fig. 1.la). Proporcional a derivada do
dngulo de torgdo segundo seu eixo 1ongitudinal, o
empenamento é causado pelo desenvolvimento de um fluxo de
cisalhamento circulatério de valor constante ao longo do
perimetro da segdo. O fato de que as secdes ndo sejam mais
planas ndo impede que a barra seja analisada por teorias
simples. Entretanto se o empenamento é restringido (fig.
1.1b), ou se a distribuigao do empenamento varia (por
aplicagdo de uma torgdo ndo uniforme), o surgimento de

tensées adicionais requer métodos mais sofisticados para a



andlise.

A restrigdo oferecida pelas conexdes e apoios a
deformagcido de empenamento é chamada usualmente de restrigao
ao empenamento, que pode ser total ou parcial . As tensdes
decorrentes do empenamento restringido em uma conexao se
distribuirdao as barras ligadas a esta através do que se

convencionou chamar de transmissdo do empenamento.

T ; - T
4] T
A —
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Figura 1.1 - Viga de paredes finas sujeita a : (a) torgao

de Saint-Venant; (b) empenamento restringido

1.2 REVISXO BIBLIOGRAFICA

A andlise dos efeitos da restrigdo e transmissao

do empenamento no comportamento de estruturas de barras de



paredes finas tem recebido atengdo especial por parte de
pesquisadores nos udltimos anos.

Teorias classicas de flexdo e torgao combinada
para barras de paredes finas sujeitas a restrigdes
de torgao foram estabelecidas por varios autores
(KOLLBRUNNER ; BASLER, 1969), (VLASOV,1961). O wuso destas
teorias, somente problemas estruturais de barras de paredes
finas com condiqées‘de restricdo e carregamentos simples
podem ser resolvidos analiticamente. Para problemas
praticos sob condigées de contorno e carregamentos
diversos, ndo existem solugdes fechadas disponiveis. As
equagdes governantes devem ser solucionadas, portanto, por
algum método numérico apropriado.

Inicialmente os estudos limitavam-se a resposta
de barras isoladas nos quais se admitia restricdo total ou
nula ao empenamento nas extremidades. Estas situagdes tem
sua aplicacdo restrita a poucos casos praticos porque:

a) a consideragdo das extremidades da barra
empenarem livremente ou serem completamente restringidas
ndo é realistica para muitos casos. Diversos trabalhos tem
indicado que as ligagdes em estruturas de barras s&o na
maioria das vezes flexiveis (CONCI, 1988) e induzem
restricdes ao empenamento dentro destes dois 1limites
(MEGSON & ALADE, 1976);

b) para associagdo de barras faz-se necessario
considerar a interacdo entre barras e a interagédo
barras-conexdao de modo a caracterizar a transmissdao dos
esforcgos.

No que concerne a estruturas em gue se considera



a transmissdo e restricdo ao empenamento , €& registrado
pouco avango, muito embora a importdncia destes dois
fatores j& tenha sido salientada com bastante énfase.
MORREL(1979) e VACHARAJITTIPHAN ; TRAHAIR(1972) mostraram
experimentalmente que a transmissio e a restricdo do
empenamento depende fundamentalmente do detalhe da conexio.
Existem estudos simplificados de vigas continuas
(KOLLBRUNNER ; BASLER, 1969), (KHAN; TOTTENHAM, 1977),
(BOOTHBY, 1984), (MEDWADOWSKY,1985) onde se considera
diafragmas nos apoios, limitando a aplicagdo. H4& trabalhos
que generalizam os problemas de transmissio e restricgao
parcial do empenamento (BAIGENT; HANCOCK, 1982),
tratando-os, porém, de forma insuficiente, levando muitos
pesquisadores a considerd-los temas ainda nao
satisfatoriamente abordados (CHAN:; KITIPORNCHAI, 1987).

H4a, basicamente, dois procedimentos que vem sendo
utilizados no estudo deste tipo de estruturas : o uso de
elementos de barra convencionais acrescidos de um parametro
nodal extra associado ao empenamento (YANG; McGUIRE, 1986),
(WALDRON, 1987), (CONCI; GATTASS, 1990), (BLANDFORD, 1990),
(CHEN; BLANDFORD, 1991) e o emprego de elementos de casca
(MEEK; HO, 1983), (KANOK-NUKULCHAT; SIVAKUMAR, 1988).

Quando se assume que uma estrutura de barras pode
ser discretizada em elementos unidimensionais se ignora
qualquer efeito de distribuicdo 1local de tensées nas
proximidades de um né, de modo que somente as condigdes
globais de compatibilidade em cada né sdo satisfeitas.

Com elementos de casca consegue-se modelar a

influéncia dos detalhes dos nos, porém o custo



computacional envolvido é bastante alto, ainda que esforgos
significativos em reduzi-lo devam ser registrados (BOESSIO,
1992).

Ao utilizarem elementos de vigas de paredes finas
diversos autores simplesmente ignoram o problema da
transmissdo e restrigdo ao empenamento, ou nao oferecem
justificativas convincentes para hipéteses adotadas
(CONCI, 1988) (WALDRON, 1987).

SHARMAN (1985) estudou configuragdes de barras em
elementos de casca poliédrica de 8 nés de modo a definir um
"coeficiente de transmissao™. ETTONEY ; KIRBY (1981)
introduziram o conceito de restrigao parcial. YANG &
MCGUIRE (1984) lidaram com a restrigdo parcial definindo um
"indicador de empenamento". GUNNLAUGSSON (1981) estudou a
compatibilidade em vigas continuas de diferentes segdes em

cada vao.

1.3 OBJETIVOS

No presente trabalho propoe-se analisar
estruturas de barras de paredes finas de segdo aberta
levando em consideragdo os efeitos de restricao parcial ao
empenamento e transmissdo em diferentes tipos de nés.

Visando a plena realizagdo do trabalho foram
definidos os seguintes objetivos e limitagdes:

- o trabalho tratara de estruturas planas do tipo
grelha compostas de segao I e C;

- o estudo da transmissdo e restricdo parcial do

empenamento sera efetuado através de consideracgbes



analiticas utilizando-se modelagem de diversas
configuragées de nés em elementos de casca poliédrica
através do programa GAELI desenvolvido pelo CPGEC-UFRGS;

- serdo elaboradas rotinas computacionais que
permitam analisar estruturas de barras de paredes finas
considerando a influéncia do empenamento restringido.

O objetivo geral é verificar a influéncia do tipo
de ligacdo no comportamento da estrutura, analisar o efeito
da variagdao das dimensdes dos elementos e esclarecer a
forma de transmissdo do bimomento e do empenamento na uniao

de pecg¢as estruturais.

1.4 ORGANIZACXO DO TEXTO

O texto estd organizado em seis capitulos
tratando dos assuntos de interesse ao trabalho.

O primeiro capitulo é constituido pela presente
introdugao.

0 segundo capitulo apresenta uma breve exposigao
da teoria cléssica de paredes finas, apresentando os
conceitos necessirios para o desenvolvimento do estudo -
empenamento, bimomento, coordenadas setoriais, momento
torcor de Saint-Venant e de empenamento, torgdo uniforme e
nao uniforme e equagdo diferencial da torgao.

No terceiro capitulo se desenvolve a matriz de
rigidez para uma viga de paredes finas e sdo abordados os
problemas relacionados com a inclusdo do grau de liberdade
de empenamento e "off-set" do centro de cisalhamento.

No quarto capitulo estuda-se a influéncia das



conexoes em estruturas de Dbarras, desenvolvendo-se
métodos para a inclusdo destes efeitos na solugdo.

0 guinto capitulo apresenta exemplos de
estruturas analisadas segundo os critérios e métodos
apresentados no capitulo anterior, ilustrando e validando o
trabalho, permitindo, ainda, conclusdées relativas aos
objetivos propostos.

Finalmente, o sexto capitulo encerra o estudo com
conclusdes e sugestdes para trabalhos que tenham este como

base.



2 TEORIA CLASSICA DE VIGAS DE PAREDES FINAS

2.1 INTRODUCXO

Serd visto, a seguir, uma breve exposicdo da
teoria de vigas de paredes finas, tema Jj& amplamente
tratado por inumeros autores (VLASOV, 1961), (GALAMBOS,
1968), (GJELSVIK, 1981), (MURRAY, 1986).

Duas teorias comuns de flexdo, as teorias de
vigas de Bernoulli-Euler e Timoshenko, sao baseadas na
hipétese de que seg¢des planas permane¢am planas. Esta
hipétese exclui a consideragdo de deformagdes fora do plano
da segdo transversal devido ao empenamento. A torgao é
considerada completamente definida pela teoria de
Saint-Venant. A teoria de Saint-Venant estabelece que
deformagdes de empenamento podem ocorrer 1livremente e
uniformemente ao longo da viga. O acoplamento entre flexdo
e torgao ocorre quando uma carga transversal ou reagdo néo
passa através do centro de corte.

VLASOV (1961) desenvolveu uma teoria para vigas
de paredes finas de secao aberta sujeitas a flexao e
torgdo. E uma teoria geral para o comportamento de barras

cujas seg¢des transversais podem empenar diferentemente
ao longo do comprimento da barra:

"Uma barra de se¢des de paredes finas, que possui
a forma de uma casca cilindrica ou de uma seg¢do prismdtica

na sua condicdo natural (ndo carregada), € considerada
nesta teoria como um sistema espacial continuo composto de
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placas capazes de suportar, em cada ponto da superficie
média, ndo somente tensdes axiais (normais e de corte), mas
também momentos. A deformagdo da barra ndo é analisada com
base na hipétese usual das seg¢des planas. O autor (VLASOV),
entretanto, usa a mais geral e natural hipdtese de um
contorno da secg¢do inflexivel e auséncia de tensdes de corte
na superficie média, que constitui-se na base de uma nova
lei de distribuigcdo das tensdes 1longitudinais na segao
transversal. Essa lei, que o autor (VLASOV) chama de LEI
DAS AREAS SETORIAIS, a qual inclui a lei das seg¢des planas
como caso particular, permite o cdlculo das tensdes na
grande maioria dos casos de equilibrio de flexo-torgao de
uma barra" (VLASOV, 1961).

Na presente teoria considera-se:

(i) o material elastico, homogéneo e isotrdépico;
(ii) elementos retos e prismaticos;

(iii) segdes transversais de paredes finas e

abertas;

(iv) pequenas deformagdes;

(v) desprezadas as deformagdes devido a tensdes
tangenciais;

(vi) que a forma da seg¢dao permanece inalterada.

As hipdéteses (i) e (iv) permitem:

a) utilizar-se o principio da superposicgao;

b) negligenciar termos de alta ordem;

c) formular o equilibrio na configuracgao
indeformada.

Uma segdo transversal € considerada de paredes
finas quando a espessura de sua segao transversal & pelo

menos uma ordem de magnitude inferior as outras dimensdes;
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-

e é dita aberta quando sua linha média ndo & fechada como

mostra a figura 2.1 .

figura 2.1 Dimensdes de uma segdo aberta de paredes finas

sendo Z o eixo baricéntrico 1longitudinal ; X, Y eixos

principais de inércia ; S o centro de corte e C o

baricentro da seg¢do transversal.

2.2 TENSOES E DEFORMAGOES DEVIDO A FLEXXO

2.2.1 TENSOES E DEFORMAGCOES LONGITUDINAIS

Consideremos a barra indicada na figura 2.2 .

Pela teoria classica da Resisténcia dos Materiais
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a tensao longitudinal em gqualquer ponto da segao

transversal pode ser calculada como:

N M vy M x
G = — + X~ - _Y¥ (2:2)
A Ix Iy
X 2
N
Y \\\‘
Hx y
Y

figura 2.2 Segdo transversal sujeita a flexdo e forga axial

As deformagdes especificas longitudinais, por sua

vez, podem ser calculadas como:

N y M x
—+Mx———Y— (2.2)

AE EIx EIY

e =
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2.2.2 TENSOES DE CISALHAMENTO

A variagao do momento fletor ao 1longo da barra
produz forgas de corte. Seja, portanto, a barra indicada na

figura 2.3a e um elemento desta na figura 2.3b.

dz

Ttdz

E /\

¥y ds
octds + (do)tds
ttdz + d(zTt)dz

figura 2.3 Tensbes de cisalhamento em um elemento de segao
de paredes finas

Assumimos que a barra seja reta e prismatica (a
espessura t constante em 2z) e que a segao transversal
mantenha a forma. Para uma segdo de barras de paredes finas

pode-se assumir que a tensdo de corte T seja uniforme.
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Definimos, entdo, T.t como fluxo de cisalhamento
atuando ao 1longo da 1linha média, tangente a esta, por
unidade de comprimento. Considerando o equilibrio do

elemento da fig. 2.2b pode-se provar que:

=3
T.t = - L I y.t ds (2.3)

Para uma segao aberta, em s = 0 e s = E o fluxo

de cisalhamento se anula.

2.2.2.1 CENTRO DE CISALHAMENTO

Chamamos de centro de cisalhamento o ponto da
secdo transversal onde deve passar a forga cortante de modo
que naoc ocorra torgdao.

Na figura 2.3a o momento torgor resultante em

torno de C deve ser igual a zero, ou seja:
E
(Tt .t ) pds - Xy - Qy =0 (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4) e rearranjando

termos:

1 E s
Xg = = — J p ( j y t ds) ds (2.5)
_ Ix o} o
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Definimos, agora, uma coordenada w - empenamento

unitdrio com relagdo ac baricentro ou area setorial dupla -

como indica a figura 2.4 .

ds

tangente

X
q._
Yy
figura 2.4 - Area setorial dupla ou empenamento unitédrio
com relagao ao baricentro

Da figura 2.4:

1 Is
A = — p ds % w=2A
0 2 0 0
s
w = p ds (2.6)
0]

substituindo (2.6) em (2.5) , integrando por

partes, e procedendo da mesma maneira para YO' pode-se

provar que as coordenadas do centro de cisalhamento seréo

I I
XO = -—---—Xw e yo =™ "'"wx_ ( 2.7 )
I Iy
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sendo

E E
Iwy = J wy tds e I = J WX t ds (2.8)

produtos de inércia de empenamento com relagdo

aos eixos y e x, respectivamente.
2.3 TENSOES DEVIDO A TORGXO

Quando barras de paredes finas sdo sujeitas a
torgao, segdes previamente planas deixam de ser planas.
O deslocamento fora do plano da segdo transversal é chamado
de empenamento.

Existem, basicamente, dois tipos de torcgéao :

- TORGAO UNIFORME, PURA, OU DE SAINT-VENANT : a
segao transversal é livre para empenar;

- TORCAO NAO-UNIFORME OU DE EMPENAMENTO : a secio
transversal tem empenamento restringido.

Em geral os dois tipos de torgdo estdo presentes:
os efeitos de cada tipo podem ser separados desde que nao
violemos as hipéteses adotadas no inicio deste capitulo.
Barras de segdes abertas de paredes finas sdo pouco

eficientes a torcgao.

2.3.1 TORGXO UNIFORME

Na resolugao da torgdo uniforme tira-se proveito

das relagbes existentes entre o problema da torgcdo e o
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problema de uma membrana de forma e dimensdes iguais aos de
uma sec¢do transversal retangular fina, na chamada ANALOGIA
DA MEMBRANA. Através desta analogia demonstra-se que :
= ’
Tsv GJ ¢ (2.9)

A constante de torgdo J para uma barra de segdo

retangular (largura b x espessura t) tem o valor de :

1

J =— bt
3

(2.10)

Para segdes que podem ser subdivididas em "n"
segdes retangulares "i" a constante de torcdo pode ser

exXpressa como 3

(2.11)

2.3.1.1 DEFORMAGOES DE EMPENAMENTO

Nesta secdo o objetivo é determinar a deformagéo
w na direg¢ao do eixo longitudinal da barra (z) devido a
torgcdo uniforme. Consideremos a figura 2.5 sendo p e Po
quantidades positivas se estiverem a esquerda de Q.

Definimos centro de torgao S(xo,yo) o ponto da

se¢do transversal em torno do qual esta gira.

Considerando como Unicas tensdes atuantes as
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tensbdes cortantes devidas a torgdo de Saint-Venant pode-se

provar que o empenamento diferencial dw é dado por:

Q(x,Y)

S(XO 'YOJ !b

figura 2.5 Coordenadas e distédncias tangenciais em uma

segdo de paredes finas

d¢
aw = - p, ds (%.12)
dz
integrando (2.12) :
d¢ S
W= Wy - p ds (2.13)
dz o

e definindo como - empenamento unitdario

com



19

relagdao ao centro de torgdo S :

s
Wy = JO Po ds (2.14)

chega-se finalmente a :

wo= W, - ¢'w0 (2.15)
sendo W, © empenamento em 0, correspondendo a um
movimento de corpo rigido da segao.

Como estamos em regime de torgdo uniforme a
derivada do &ngulo de torg¢do serd constante. Nio havendo
restrigcées ao empenamento as tensées e deformagdes axiais
serao nulas.

Pode-se provar ainda que (GALAMBOS, 1968):

Wy = @ + YoX - Yo¥; — XgY; t XgY (2.16)

sendo 0(x1,y1).

2.3.2 TORGXO NXO UNIFORME

Se os deslocamentos 1longitudinais w forem de
alguma maneira restringidos (ligagdes de extremidade) ou se
um momento torgor for aplicado de maneira ndo uniforme,
surgirdo na barra tensdes longitudinais e tangenciais (0,

e T, respectivamente).

A tensdo normal pode ser calculada como:
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By = E e, (2.17)
onde

dw
>4 = (2.18)
w dz

é a deformagdao longitudinal especifica de
empenamento. Substituindo (2.15) e (2.18) em (2.17)

chega-se finalmente a expressdo para a tensdo longitudinal:

o =Ew.,” - E W " (2.19)

w 0

Como w = w(s,z) , %, ndo varia ao 1longo da
espessura.
A tensdao tangencial Ty é obtida por equilibrio a

partir da figura 2.6.

figura 2.6 - Tensao tangencial Tw
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Da figura 2.6 pode-se escrever que:

s daw
T ..t = = J t ds (2.20)

De acordo com a hipétese inicial, o estado de
tensbes é causado apenas pelo momento torgor, ou seja, as

resultantes N, Mx e M devido a &5 devem ser iguais a zero.

4

Portanto:
E [E

N =0 = aw.t ds = E (wO' - W, ¢") t ds (2.21)
0] JO
E (E

Mx =0 = aw.t.y ds = E (wo' - Wy ¢") y t ds (2.22)
(o] Jo
E E

] — — F R n
MY 0 Oaw.t.x ds E O(WO wq ¢") x t ds (2.23)

Substituindo (2.16) em (2.22-23), sendo o sistema
XY baricéntrico e lembrando que wo{ é constante pode-se

provar que:

(Al (-onx + Iwy) = 0 (2.24a)
" ( yOIY + I,.) =0 (2.24b)
Como ¢" =<+ O (torgdo nao uniforme), as

coordenadas do centro de torcdo serdao:



que, portanto, serao iguais

cisalhamento para flexdo sem torg¢ao.

De (2.21):
¢|IE
Wil =& —— w, . t ds
R
Substituindo (2.26) em (2.19)
empenamento unitdrio normalizado como:
1 JE
A = — w, tds - w
n A o 0 0
a tensdao longitudinal devido

restringido sera:

= n
& = E ©n ¢
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(2.25)

ads do centro de

(2.26)

e definindo

(3.27)

ao empenamento

(2.28)

Substituindo (2.28) em (2.20) pode-se calcular o

fluxo cortante como:

— = rrr
T. . t E Sw ¢

sendo:

(2.29)
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=
s = [ o .t ds (2.30)

o momento estdtico de empenamento.

Define-se agora uma nova grandeza chamada

bimomento:
E
B = 0, % tds (2.31)
o
Substituindo (2.28) em (2.31), chega-se a:
E 2
B = E ¢" w. .tds = E ¢" C (2.32)
o B w
no qual:
E 2
Cc = w_ . t ds (2.33)
w n
o
é o momento de inércia de empenamento.
Portanto, de (2.28):
B w
c = — {2.34)
- c
w

O bimomento é um esforgo solicitante que conduz a
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forgcas auto-equilibradas. O bimomento é positivo guando
produzido por forgas de tragdo atuando em pontos onde a

drea setorial é positiva.
2.4 EQUAGOES DIFERENCIAIS DE FLEXXO E TORGCXO

Supondo, primeiramente, cargas distribuidas q, e
qy atuando em planos gque contenham © centro de
cisalhamento, e considerando pequenas deformagdes, a partir

da teoria classica de flexdao de vigas prova-se que:

E Ix v = qY e E IY u = d, (2.35)
e ainda:

= - n = 11}
Mx E Ix v My E Iy u (2.36)

A contribuicdo do fluxo cortante para o momento

torgor total é:

T = [ T. +La Po ds (2.37)

substituindo (2.29) em (2.37) e integrando por

partes, prova-se gue:

T =-E Cw Gt bk (2.38)
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Ainda, de (2.32):

dB

(2.39)
dz

O momento torgor total serd a soma do momento

empenamento com o momento torgor de Saint-Venant:

T = Egy ¥ T, (2.40)
ou seja:
T = GJ ¢’ -EC, ¢’ (2.41a)

ou rearranjando termos :

T
prrr ....;\2 ¢! = - — (2.41Db)
ECw
em que :
GJ
2 = e (2.42)
EC
W

cuja solugdao é :

¢ = C1 + C2 coshAz + C3 senhiz +

(2.43)
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sendo C. , C2 F C3 constantes a determinar.
As constantes de integracio sido encontradas

aplicando-se condigées de contorno. Estas podem ser:

a) ¢ = 0 - a segdo ndo pode girar em torno de
seu eixo longitudinal;

b) ¢’ = 0 - da equacio (2.15) a secgdo esta
impedida de empenar;

C) ¢" = 0 - da equagdo (2.28) ndo ha restricgcdo ao
empenamento;

d) ¢’’’= 0 - da equacgédo (2.29) o fluxo cortante
do empenamento € nulo - corresponderia a uma situagdo de

bordo livre.

Na figura 2.7 estdo exemplificadas algumas destas

condigdes de contorno.

Quando L/A toma um valor grande o torque de
Saint-Venant assume um papel dominante e a barra é dita
estar em torgdo uniforme. Neste caso o empenamento ndo é
importante e as acées de empenamento em ndés podem ser
ignoradas. Por outro lado, se L/A» é pequeno, entdo o
momento torgor de empenamento é dominante, e a barra esta
sob torgdo de empenamento. Entre esses dois extremos,
quando ambos torques de empenamento e de Saint-Venant sao
significantes, diz-se que a barra esti em torgdo mista. A
maioria dos problemas com perfis de segdo "I" e ncCn

pertence a este ultimo grupo de problemas.
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2.5 ANALOGIA FLEXXO - TORCX0 NXO UNIFORME

No item 2.3 uma quantidade denominada bimomento
foi definida de maneira rigorosa. Pode ser NEil,
entretanto, visualizi-lo como um tipo de resultante
interna, assim como forga axial ou momento fletor.

A figura 2.8 mostra as tensdes normais em uma
viga "I" e uma viga “c" resultante da agdo de forca axial,
momento fletor e empenamento restringido.

As tensdes de flexdo nio resultam em forga axial,
mas em um par de forgas iguais e opostas separadas de uma
certa distdncia. De maneira similar, as tensées normais de
empenamento também nio resultam em forga axial ou momento
fletor, mas podem ser visualizadas como um par de momentos
iguais e opostos separados por uma distdncia. Este fato se
reflete na unidade do bimomento, forca multiplicada por
distédncia ao quadrado.

Para uma segdo "I", o efeito do bimomento toma a
forma de flexbées laterais iguais e opostas das flanges.
Isto permite calcular-se as tensdes normais de empenamento
por analogia como tensdes de flexido lateral das flanges. 0O
conceito mais geral de bimomento se simplifica com o uso da
analogia flexdo-torg¢do ndo uniforme para o cdalculo de
tensées de empenamento en outras segdes comumente
utilizadas como C e Z.

A tabela 2.1 ilustra a determinacao do bimomento,
momento torgor de empenamento e tensées normais e
cisalhantes de empenamento em uma barra como uma fungdo do

dngulo de rotagido. A tabela também mostra a determinacao
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andloga do momento fletor e tensdes normais e cisalhantes
de flexao como uma fungdo da flecha eldstica. Vlasov (1961)
desenvolveu esta analoéia e mostrou que nos dois casos as

equagdes apresentam a mesma estrutura.

O

‘ é—

\

forgca axial

g
momento fletor

A
= i

bimomento

\
!

M

)
J

1

e

figura 2.8 Bimomento como uma resultante interna
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Tabela 2.1 - Analogia flexio - torg¢do nado uniforme

ANALOGIA FLEXAO - TORGAO NAO UNIFORME

Definicao Flexao Torgdo nao uniforme
Momento de inércia = J y2 da C = I w? aa
w
A A
Momento estatico = J y da S = J w dA
w
A A
= L = n
Momento E Iy u" B E cm ¢
= rre = rrs
Cortante E Iy u Tb E Cw ¢
b4 Bw
Tensao normal = Ei——— %, =
IY cw
S T
Tensd@o cisalhante = EI__I_ T = LA
(A
t Iy t Cw
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3 METODO DA RIGIDEZ APLICADO A ESTRUTURAS DE BARRAS DE

PAREDES FINAS

3.1 INTRODUGCXO

O objetivo principal do método da rigidez é a
determinagdo de wuma relagdo entre as forgcas e os
delocamentos nas extremidades de cada barra que forma a

estrutura. Ou seja:
(F) = [K1(U) (3.1)

onde {F} e {U} sdo vetores contendo 2
respectivamente, os termos das forgcas e deslocamentos enm
ambos as extremidades da barra e [ KE ] a matriz de rigidez
da barra, simétrica com relagido a diagonal e positivo
definida.

Antes que condigdes de compatibilidade possam ser
introduzidas ¢é necessdrio descrever todas as forgas e
deslocamentos dos extremos das barras em termos do mesmo
sistema global de coordenadas. Uma transformagdo geométrica
simples possibilita que os deslocamentos de cada barra
possam ser substituidos por deslocamentos nodais comuns. As
forgcas nodais de cada barra, expressas agora no mesmo
sistema de coordenadas global, sdo entdo combinadas de modo
a satisfazer as condigées de equilibrio em cada né.

O resultado é um conjunto de equagdes da mesma
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forma geral da equagao (3.1), no qual o vetor de cargas
contém todas as forcgas externas aplicadas aos nés, o vetor
de deslocamentos contém as correspondentes componentes dos
deslocamentos nodais, e a matriz de rigidez global é
montada a partir da contribuicdo das matrizes de rigidez
das barras.

As restrigbes da estrutura sio impostas
modificando ou removendo os termos associados com as
pPosigbes das restrigdes. Este procedimento tem o efeito de
tornar a matriz de rigidez nio singular, permitindo sua
inversdo e fornecendo uma solugdo dunica para todos os
deslocamentos nodais comuns. Una retrossubstituicdo destes
deslocamentos na equagdo 3.1 estabelece todas as forcgas

nodais desconhecidas nas barras.

3.2 MATRIZ DE RIGIDEZ PARA UMA BARRA DE PAREDES FINAS

Para uma barra de segdo de paredes finas o estado
de tensdes e deformagdes pode ser representado por uma
superposigdo de dois estados independentes: flexao
combinada com carregamento axial em um Plano principal e
flexdo com torgdo em outro plano principal. Como a flexao
combinada com forgas axiais faz parte da andlise estrutural
classica, somente a flexdo combinada com torgdo serad
tratada na seqliéncia.

Usualmente considera-se que estruturas do tipo
grelha possuam trés graus de 1liberdade por né, tendo
portanto a barra completa seis agées nodais. Para

representar a agdo do empenamento é adicionado um grau de
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liberdade para cada né do elemento de barra, como mostra a
figura 3.1. Este grau de liberdade extra é a distorcdo de
empenamento ¢’- primeira derivada da rotagdo torsional com

relagdo ao eixo longitudinal.

I I My .8 M, 6, I Ty + ¢
—_ o 3 Q o] —_
1 L 2
B, . ¢] B, / ¢5
figura 3.1 - Graus de liberdade e esforgos nodais em um

elemento de barra de grelha de paredes finas

Bimomentos B e deslocamentos de empenamento sé&o
simbolizados por setas duplas de momentos como mostrado na
figura 3.1.

Os vetores de deslocamentos e forgas nodais podem

ser escritos respectivamente como :

{ vt

I
o

ul!elr¢lf¢iru2l92l¢2:¢é} (3.33)

(F}={Q1IM11T!Bl!erszTlB} (3'3b)

Os efeitos torsionais e de empenamento interagem
entre si mas podem ser separados das consideracdes de
flexdo e cortante. A matriz de rigidez a ser determinada
[ KE ] (8x8), pode portanto, ser obtida derivando a matriz

[ KTW ] (4x4) que relaciona torcdo e empenamento para o
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elemento mostrado na figura 3.1 e combinada com o restante

da matriz [ K como segue:

E ]

12ET 6EI 12ETI 6EI
— 0 0 —_ 0 0
L3 L2 L3 L2
4EI 6EI 2ET
— 0 0 —3 —_— 0 0
L L L

Kpw(3:3) Kpa(3,4) 0 0 Kpo(3,7) Kp(3,8)

Kpg(4,4) 0 0 Kr.(4,7) Kp.(4,8)

12EI 6EI
(SIMETRICO) 3 e ; 0 0
L L
4ET
—_ 0 0
L

Kog{727) Kyi(748)

Krw(8,8)

(3.4)
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3.3 OBTENGCXO DA MATRIZ DE RIGIDEZ REFERENTE A TORGAXO E
EMPENAMENTO VIA SOLUCXO EXATA DA EQUACXO DIFERENCIAL

DA TORCXO

A solugdo da equagdo diferencial da torgao

(2.41b) é dada através de (2.43).
| Bimomento, momento torgor de empenamento e

momento torgor de Saint-Venant sio relacionados a rotacédo
de torcgcdo através das equagoes (2.32), (2.38) e (2.9)
respectivamente.

Os elementos da matriz [Kp] Podem ser obtidos da
sequinte maneira:

(1) estabelecendo condigées de contorno;

(2) solucionando para as constantes de
integracao;

(3) derivando expressées para o torque total e o

bimomento segundo (2.9), (2.32) e (2.38).

Portanto, pode-se escrever:

1 ¢l

B %
= KTW (3:5)

rII2 ¢2
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em que:
(1 + 2a) alL -(1 + 2a) aL
(e ~ B) ~aL gL2
_ GJ
[’T‘*‘} o
(1 + 2a) -aL
(simétrico)
L?(a - B)
(3.6)
onde:
coshaAL - 1 senhAL - AL
a = i B = ;
1] AL
L = ALsenhALL - 2 (coshAL - 1)

Um conjunto de condigbes de contorno é usado para
obter cada coluna da matriz [KTW]. Por exemplo, a quarta
coluna contém as agbes para um empenamento unitdrio na
extremidade direita do elemento da figura 3.1,ou seja, para

as condigées de contorno:
¢, =91 = ¢,= 0 e ¢5=1 (3.7

as constantes de integragdo da eq. 2.43 podem ser

calculadas como:
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AL - senhaAL
C = (3.8a)
A [ 2(coshAL - 1) - ALsenhaAl ]

senhAL - AL
Cc = (3.8b)
A [ 2(coshAL - 1) - ALsenhAL ]

( coshaL - 1 )
c, == (3.8c)
A [ 2(coshAL - 1) - ALsenhAL ]

GJ (coshal - 1)
T = (3.8d4)
2(coshAL - 1) - ALsenhAL

ou ainda, se usarmos os parametros a e 8

definidos em (3.6) :

c,= BL (3.9a)

¢y = =80 (3.9b)
o

C = —_— (3.9¢c)

3 &

T = -aGJ (3.94d)

Os esforgos nodais podem ser calculados através

das equagdes 2.9, 2.32 e 2.38:

T. =G6J « (3.10a)

w
]

GJBL (3.10b)

T, = - G J « (3.10c)
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B, = G JL (a-p8) (3.104)
com os quais se monta a quarta coluna da matriz

de rigidez referente a torgao e ao empenamento (equagao

3.6).

3.4 OBTENCXO DA MATRIZ DE RIGIDEZ REFERENTE A TORCXO E

EMPENAMENTO VIA APROXIMAGCXO POLINOMIAL

Uma alternativa em relacdo a utilizagdo da
equagido diferencial da torgdo é a aproximagdo de ¢ por um
polinémio que seja funcdo de z, ou seja, a distdncia medida

ao longo do eixo longitudinal:
- 3 2
¢ = P. z + P, 2+ P,z + P (3.11)

Assumindo condigdes de contorno, a equagao (3.11)
é solucionada para os coeficientes Pn os quais serao
utilizados para obter expressdes para as rotagdes e suas
derivadas. Finalmente o bimomento e torgao total séo
calculados para cada extremidade do elemento utilizando as
equagdes (2.9), (2.32) e (2.38). Para as condigdes de

contorno :

= I I = —
temos:
2 3
P. = - —— : P e b P = P — 0
1 L3 s 2 L2 3 4
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Os elementos da terceira coluna da matriz [ KTw ]

serao :

ol 12 E C,
Kpg(1,3) = - — = ek
Ke(3:3) = Kol 1.,3)
Krg(4:3) = = Kp(2,3)

Procedendo de maneira similar para as outras
colunas de [ Ktw ], pode-se provar (REILLY, 1972) que esta

toma a forma abaixo para a interpolacdo indicada em (3.11):

[ GIL2 GIL2 T
T o i 6L -12 - — 6L
EC,, EC,,
2 2
EC,, AL -6L 2L
YD s et -6L
sim. Ecw
4 1.2

Se GJ tende a zero e o empenamento se torna

dominante, a matriz ([K se torna similar a matriz de

TW]
rigidez para um elemento de viga onde somente deslocamentos
de corte e flexdo sao considerados. Isto era esperado,
devido ao fato que gquando A tende a zero, a equagdo

diferencial da torg¢do (2.41b) se torna similar a equagao
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diferencial da flexao .

Se C, tende a zero o unico termo restante
diferente de zero na matriz [Keyg] é GJ/L, o que seria
esperado para uma viga de segdo sélida.

Ao se wutilizar formulagdo variacional para
elementos finitos, com a mesma interpolagdo cibica para o
a4ngulo de torgdo, demonstra-se que a matriz de rigidez para

a torgdo ndo uniforme toma a forma (BARSOUM; GALLAGHER,

1970):
12EC, +sGJ 6Ec, I 12EC, 6GJ 65C,, | o
2 sL 1.2 10 L3 5L L2 10
4EC 2GJL 6EC  GJ 2EC GIL
W _ w _ _ B
L 15 e 10 £, 30

L3 5L L2 10
4EC,  2GIL
+
% 15

(3.14)

Reilly (1972) ressalta que o wuso da
interpolagdo polinomial permite uma compreensao fisica do
comportamento do empenamento e simplifica o entendimento

o
dos sinais dos elementos de [KTW]’
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3.5 TRANSFORMAGOES DE EIXOS DE REFERENCIA

3.5.1 DECOMPOSICXO DOS ESFORGCOS SEGUNDO UM SISTEMA DE

EIX0OS DE REFERENCIA MISTO

Para desacoplarmos os modos de flexdo e
de torgdo da barra € necessidrio decompor os esforgos
(figura 3.2 ) referenciando-se o momento fletor M ao
centréide e o cortante Q, o torgor T e o bimomento B , ao

centro de cisalhamento através da transformagio:

Q| 1 0 0 0 Q
HO 0 1 0 0 Hb
= (3.15)
T -(xg = %) 0 1 0 )
L 4 L JL i

sendo (xs, ys) coordenadas do centro de
cisalhamento e (x,, yb) coordenadas de um eixo qualquer
paralelo aos eixos principais do elemento ao qual
localizaremos a barra.

Reescrevendo a equagdo (3.15) simplificadamente:

(Fog) = [Tyl (FL) (3.16)

A matriz [T,s] transformard a matriz de rigidez

do elemento de um sistema de eixos misto "os" (centréide e



42

centro de cisalhamento) para um sistema unificado "b" da

seguinte maneira:

[Kp] = [T 1K, 10T, 1" (317}

sendo [K] matriz de rigidez . O sub-indice "b" ou

"os" indica o sistema de eixos em que se referencia [K].

figura 3.2 Decomposigido dos esforgos

3.5.2 TRANSFORMAGXO PARA DIREGCOES GENERALIZADAS

A transformacdo dos deslocamentos do sistema de
eixos locais para o sistema de eixos global é "standard" no
método da rigidez e pode ser expressa para o0s graus de

liberdade convencionais como:
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= [ T ] (U (3.18)

{Uglobal} local}

"sendo a matriz [T] a matriz de rotagao que contém
os cossenos diretores entre os dois sistemas de eixos.

A adigdo do deslocamento de empenamento ¢/ -
medida ao longo do eixo longitudinal da barra - implicaria
na definigdo de componentes ¢’ segundo os eixos globais.

ETTONEY ; KIRBY (1981l) recomendam expressar oS
deslocamentos nodais usuais em termos de coordenadas
globais, enquanto gque os de empenamento em coordenadas
locais, pois estes ndo seguiriam as regras usuais de
transformagao.

J4 SHARMAN (1985) prova que ndo € necessdario
fazer nenhuma  transformagac com o deslocamento de
empenamento ¢’. A partir da hipétese de que ndo haja
distorgdao da segdo transversal no seu préprio plano,
verifica-se que existem relagdes geométricas simples entre
a derivada do a&ngulo de torgao segundo o eixo longitudinal
da barra e a derivada dos &ngulos de rotacdo em diregdes
perpendiculares. Seja a barra de segdo I da figura 3.3.

0 empenamento da secéo no.ponto P vale, segundo a

equagao (2.15):
Wp = Wp ¢

sendo para seg¢bes "I" (fig. 3.3):

w, = — (3.19)
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logo

w_ ' (3.20)

figura 3.3 - Relagbes geométricas entre ¢’ de diregdes
ortogonais

J4 para o angulo de rotagdo segundo o eixo y

podemos escrever:

w d
¢ = % para y = — (3.21a)
Y b/2 2
¢y = 0 para y =0 (3.21b)
ou seja
4 w
9, = - —=Ly
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portanto :

4 w
¢! = - M. (3.22)
Y b d

Para o &ngulo de rotagdo segundo o eixo x, de

maneira andloga, chega-se a:

o1 = P (3.23)

Concluimos, portanto , a partir de (3.20), (3.22)

¢§ = ¢é (3.24a)
¢§ & T ¢é (3.24Db)

ou seja, somente um deslocamento ¢’ precisa ser
especificado, visto que os outros séao linearmente
dependentes. Sharman demonstra ainda que para se¢des do
tipo C essas relagdes sdo validas.

Para efetuar compatibilidade de deslocamentos ¢’
em diregdes arbitrdrias € introduzida na linha e coluna
referente a ¢’ da matriz de rotagdo uma constante de
transformagdao C, cujo valor 1leva em consideragdo a
disposigdo geométrica e a orientagido da secgédo.

Portanto, pode-se escrever a transformagdo dos

deslocamentos como:
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r = - = u =1
v 0 v
e i N 0 Oy
= (3.25)
¢ 0 ¢,
r
¢ 0 0 0 c ¢

Logo a transformagdao dos deslocamentos, forgas e

da matriz de rigidez serd da seguinte maneira:

{Ulocal} - [ T* ] {Uglobal} (3:26)
(Fiocai} = I T ] {Fg10ba1’ (3227)
(rIlobaly o ¢ gt 73 x1o0%; [ 2t ) (3.28)

A presenga de um termo somente na diagonal para
transformagdo da taxa de torgdao pode ser explicada por um
raciocinio simplesmente intuitivo. Se as colunas
relacionadas a ¢’ tivessem elementos diferentes de zero
fora da diagonal, o empenamento ¢’ produziria um
deslocamento de corpo rigido no mesmo né e o bimomento B
resultaria em uma forga ou momento interno no mesmo né,
ambas caracteristicas falsas. Portanto, somente o termo da
diagonal das colunas deve ser diferente de zero. Se as
linhas relacionando ¢’ possuirem termos ndo nulos fora da

diagonal, deslocamentos de corpo rigido ndo poderiam
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ocorrer sem produzir empenamento no né, e forgcas e momentos
internos causariam um bimomento, ambos os casos novamente
impossiveis. Portanto, somente o termo da diagonal deve ser

diferente de zero.

3.6 APLICAGXO DOS ELEMENTOS DE VIGA DE PAREDES FINAS

Enquanto grande ©parte dos autores assumem
variagédo ctbica dos pardmetros de deslocamentos ao longo da
barra, Krajcinovic (1969) argumenta que funcées de
influéncia exatamente estaticas devem ser usadas,
salientando que os polinémios cubicos conduzem a grandes
erros quando a rigidez de torgdao de Saint-Venant (GJ) nio
pode ser negligenciada.

A presente dissertagdo utiliza os elementos
derivados da solugdo da equacgdo diferencial da torcao pois
apenas um elemento por barra é suficiente para se obter
valores exatos dos pardmetros nodais (DVORKIN et al.,
1987). Mais ainda, a forma simples de sua implementagdo nio
justifica a perda de precisdo ao utilizar-se interpolagées

aproximadas.
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4 TRANSMISSX0 E RESTRICAO PARCIAL DO EMPENAMENTO

4.1 INTRODUGXO

Os procedimentos convencionais para a analise de
estruturas de barras dependem da hipdtese basica gque as
conexdes de extremidade sejam rotuladas ou completamente
rigidas. Estas hipdéteses sdo largamente adotadas na
prdtica, apesar do conhecimento de que poucas conexdes as
satisfazem, e ainda que economias significantes de material
podem ser obtidas se o comportamento real da conexdo é
representado.

Para os casos de estruturas de barras em que nao
se considera o efeito do empenamento, e especificamente
para estruturas metdlicas, Jja& existem estudos e métodos
razoavelmente eficientes para se incorporar os efeitos da
restricdo e transmissdo parcial da conexdo na andlise,
principalmente para conexdo parcial de momentos fletores
(LUI ; CHEN , 1986), (BLANDFORD, 1987), (AL-BERMANI ;
KITIPORNCHAI, 1992).

J4 para o caso da inclusdo do efeito do
empenamento, que pode induzir tensdes significativas na
barra, existe pouco estudo sobre a influéncia da conexao
sobre o empenamento.

A prevengdo do empenamento € um meio efetivo de
melhorar as caracteristicas de flambagem lateral e

de torgao de barras. Projetistas raramente tiram proveito
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das restrigdes naturais ao empenamento existentes nos nds
das estruturas (OJALVO, 1975), (MURTA-SMITH; MAGYAR, 1991).

Especificamente para a torgao costuma-se
adotadar uma das duas hipdteses a seguir :

(a) a conexdo oferece restricdo total, nula ou
parcial ao empenamento e nenhum empenamento é transmitido
para as barras adjacentes;

(b) a conexdo ¢é completamente rigida e todo o
empenamento € transmitido para as barras adjacentes.

A hipétese (a) é ativada através da consideracao
de descontinuidade absoluta com relagao ao empenamento. A
consideragdo de empenamento totalmente 1livre ndo se
verifica em muitos casos. Tomemos, por exemplo, a conexao
mostrada na figura 4.la, onde se assume que nenhuma
restricdo é oferecida ao empenamento. As barras estarao,
portanto, submetidas somente & torgio de Saint-Venant. Para
manter a continuidade da conexdo, € necessario o surgimento
de um bimomento para "fechar" o né (figura 4.1b). Esse
bimomento é indicado na figura 4.1c em forma simplificada.
As quatro forgas de igual magnitude e diregbes opostas
formam pares em cada flange. O valor do momento em cada
flange multiplicado pela altura do perfil fornece o valor
do bimomento.

A hipétese (b) é cumprida se a continuidade do
empenamento € considerada, ou seja, os nés comuns de um
conjunto de barras experimentam o mesmo empenamento
(REILLY, 1972), (DVORKIN et al., 1989). Testes
experimentais para uma variada gama de conexées indicam que

esta hipdétese ndo é cumprida na maior parte das vezes
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devido a existéncia da conexao parcial (MEGSON; ALADE,
1976) e do nao compreendimento da forma da transmissdo do

empenamento através do né (MORRELL, 1979).

figura 4.1 - Condigées de continuidade em um né de barras
de seg¢ao "C" submetidas a torgao

A andlise estatica em geral inclui o cdalculo de
deformagdes e forcas internas tais como momentos fletores,
torques e bimomentos. A partir destes, tensdes e podem ser
calculadas para diferentes segdes transversais. Medigdes
experimentais tém verificado as forgas resultantes

internas, enquanto a precisdo da distribuigao de tensdes se



51

-

deteriora a medida em que se aproxima do né (BEERMAN, 1980).

4.2 INFLUERNCIA DA CONEXX0O NO EMPENAMENTO

Detalhes de nés em estruturas de vigas de paredes
finas podem ser divididos em duas categorias :

a) nés onde todos os elementos de placa dque
compdéem uma barra sdo rigidamente conectados aos da(s)
outra(s) (figuras 4.2a e 4.2c);

b) nos onde hd uma conexdo parcial (figuras 4.2b,
4.2d e 4.2e) .

VACHARAJITTIPHAN ; TRAHATR (1974) realizaram
estudos sobre o tipo de né da figura 4.2b, porém
limitaram-se a influéncia da configuragdo de enrijecedores
de nés no empenamento da barra e ndo consideraram o
problema da transmissdo do empenamento.

A andlise dos autores estdo baseadas na hipétese
que 6 né fornece uma restrigdo elastica ao empenamento
separada para cada barra conectada, ou seja, a restrigao
oferecida pelo né em uma barra ndo é afetada pelas outras
barras conectadas. Entretanto, testes experimentais indicanm
gue para casos das figuras 4.2a-c as barras interagem umas
com as outras na conexdao (RENTON, 1974 apud SHARMAN, 1985).

RENTON (1972) considerou vigas de segdao I
conectadas de modo que seus flanges pertengam a um mesmo
plano (fig. 4.2a). RENTON (1972) ressalta que as rotagdes
relativas dos flanges devem ser comuns, de modo que a

distorgdo de empenamento é a mesma para todas as barras
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figura 4.2 - Exemplos de conexdes de barras

MORRELL (1979), em um trabalho experimental sobre
os nés indicados nas figuras 4.2b e 4.2c, conclui indicando
que:

a) efeitos de empenamentos sao transmitidos em
toda e gualquer estrutura axialmente descontinua,
independentemente do &ngulo do né;

b) a construgadc do ndé influencia a magnitude e ©
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sinal do bimomento transmitido.

BEERMAN (1980) ressalta gque a concorddncia entre
resultados experimentais e analiticos sé € obtida através
da consideracgao da restrigido parcial ao empenamento.

SHARMAN (1985) definiu um coeficiente C que
indica a transmissdo da taxa de torg¢ado entre barras do
tipo das figuras 4.2a , 4.2b , 4.2c entre outros.

BAIGENT; HANCOCK (1982), apesar de mencionarem a
existéncia do problema de transmissido em varios tipos de
nés, limitaram-se a analisar o tipo indicado na figura
4.2d em que a placa de né ndo transmite bimomento e todo o
torque é transmitido apenas por torgdao pura.

MEGSON; ALADIS (1976) e MEGSON; ERGATOUDIS (1979)
estudaram a influéncia da restrigdo ao empenamento em
barras secunddrias de grelhas (figura 4.2e) e observaranm
que a rigidez de torgdo para os exemplos estudados
situava-se dentro dos extremos de restrigdo total e nula do

empenamento.

4.3 TRATAMENTOS MATEMATICOS

Um procedimento geral torna-se de dificil
obtencdo devido & grande variedade de tipos de segbes e
conexdes possiveis neste tipo de estruturas, que conforme
ja foi salientado, exercem enorme influéncia.

Aproximagdes, entretanto, podem ser
estabelecidas. A flexibilidade do né pode ser representada
por uma mola rotacional simples, embora o valor de sua

rigidez ndo seja facilmente acessado. A rigidez pode ser
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representada por uma matriz compilada tanto por andlise em
elementos finitos do né quanto por medidas experimentais
(BEERMAN, 1980).

A consideragdo de que o né seja infinitamente
rigido elimina a existéncia da restricdo parcial e reduz o
problema a transmissdo cinemdtica do deslocamento de
empenamento, formando o conceito de ‘"coeficiente de
transmissao" proposto por SHARMAN (1985).

O fato de gque os bimomentos sejam esforgos
auto-equilibrados justifica o tratamento de conexées como
descontinuidades, como propdem YANG ; MCGUIRE (1984) quando
definem "indicador de empenamento". As duas aproximagdes
encontram-se desenvolvidos no decorrer do capitulo.

Nesta dissertagdo se acrescenta, ainda, uma
adaptagao do tratamento para conexdes parciais de momentos
fletores, desenvolvido por ROMSTAD; SUBRAMANIAN (1970).
Tirando proveito da generalidade do método original,
desenvolveu-se uma formulagdo para conexdo parcial de

empenamento.

4.3.1 COEFICIENTE DE TRANSMISSXO

SHARMAN (1985) sugeriu utilizar a moldagem de ndés
em elementos de casca poliédrica para definir um
coeficiente C que indica a transmissdo de empenamento em
conexdes de duas barras.

Para tanto aplica-se na estrutura um momento

torgor e calcula-se a derivada do &angulo de torg¢do na
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segao transversal imediatamente anterior ao néd (¢i) - barra
carregada - e na imediatamente posterior (¢é) - barra nao

carregada. O coeficiente C, portanto sera calculado como:

c = == (4:1)

BAZANT ; NIMEIRI (1973) especificam que o mesmo
coeficiente de transmissdo deveria se aplicar na diregéo
oposta, ou seja , ¢i = C ¢é ;, O que sé seria possivel com
um coeficiente C igual a unidade. O argumento, entretanto,
nio ¢€é consistente com © problema, visto que as
distribuigdes dos deslocamentos w = ¢'w em conexdes de
elementos retos sdo claramente incompativeis, como

exemplifica a figura 4.3:

Figura 4.3 - Incompatibilidade das distribuigbdes dos
deslocamentos de empenamento em conexdo de dois elementos
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SHARMAN (1985) admite para a conexao de vigas I
da figura 4.la a condigdo de completa continuidade do
empenamento (C = 1). J4 para conexdes de vigas C (figura
4.1b) reconhece gque para continuidade completa do
empenamento no né devem ocorrer efeitos adicionais de
flexdo, e portanto existe uma restrigcdo eldstica do
empenamento. Apesar disso é admitido que o empenamento
remanescente da restricdo se transmita completamente (C =
1).

SHARMAN (1985) reconhece, entretanto, gque nado ha
noticias de resultados experimentais para as configuragdes
descritas por ele. Um problema adicional é de que a
magnitude da taxa de torgdao pode estar restringida
elasticamente no né, alterando os valores da transmissao
(BEERMAN, 1980), (MEGSON; ALADE ,1976), (MEGSON et al.,
1979).

Para outras configuracgdes, especialmente aquelas
em que as flanges ndao sdo coplanares (figuras 4.1b, 4.1d e
4.le), claramente hd uma descontinuidade no empenamento,
visto que as rotagdes dos flanges, além de ocorrerem en
planos diferentes, podem ter valores distintos para as

barras envolvidas.

4,3.2 INDICADOR DE EMPENAMENTO

Um tratamento de descontinuidades em estruturas
de barras de paredes finas foli desenvolvido por ETTOUNEY ;
KIRBY (1981) e YANG ; McGUIRE (1984). Deve-se salientar que

esta formulagdo ndo admite transmissdo do empenamento.
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ETTOUNEY; KIRBY (1980) definiram um fator de
restricido de empenamento ("warping restraint factor") -
razdao entre o bimomento da conexdao parcialmente
restringida e o bimomento obtido para wuma conexao
completamente fixa - para prescrever o grau de restricgcdo ao
empenamento nos extremos da barra.

YANG; MCGUIRE (1984) introduziram o conceito de
indicador de empenamento ("warping indicator") - razéao
entre a derivada do &ngulo de torgdo para a conexao
parcialmente restringida e a obtida para wuma conexao
completamente livre - de modo a definir a restrigdo ao
empenamento nos extremos da barra.

Ambos fatores - fator de restrig¢do ao empenamento
"ap" e indicador de empenamento "a" - variam entre zero e
um, porém os valores numéricos estido em extremos opostos do
espectro : "aR“ =0 e "a" = 1 para empenamento livre e,
“aR“ = 1 e "a" = 0 para empenamento restringido.

A solugdo apresentada por YANG; MCGUIRE (1984)
serd adotada neste trabalho visto que o indicador de
empenamento pode ser determinado experimentalmente de
maneira mais simples pois é fungdo de medidas de
deslocamentos e nao de esforgos.

A descontinuidade existente pode ser eliminada

através do processo usual de condensagdo estatica.

4,3.2.1 CONDICOES DE CONTORNO DE EMPENAMENTO PARA UMA VIGA

Podemos classificar os extremos de uma barra

como continuos ou ndo continuos ao empenamento. O né
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considerado como continuo é aquele em que todas as barras
que estejam ligadas a este apresentam o mesmo empenamento.
Umn né nado continuo € aquele em que existe alguma
descontinuidade ao empenamento, causada por alguma
restricao.

Chamamos de restricdo o intervalo entre o
empenamento completamente livre e (o} completamente
restringido, surgindo dai a nogdo de restricdo parcial.

Se ambos extremos forem restringidos

(descontinuos) com relagdo ao empenamento podemos escrever

a equagao (3.1) como:

[Rge] [Kg,] (U,) (F_)

= (4.2)
(K] [R (v,) (F)

onde o sub-indice "c" se refere aos graus de
liberdade continuos e o sub-indice "n" aos graus de
liberdade nao continuos.

Representaremos a restricao parcial ao
empenamento através de molas elasticas "s". Escrevemos

entdao, para as extremidades "1" e "2" da barra :

= - r - PR
B, s, 81 - B, s, 3 (4.3)

B, e B2 sao as reagbes das molas eldsticas de

empenamento nos extremos da barra.

Substituindo a equagdo (4.3) na equacgio (4.2)
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(K] (K] (u,) (F_)
= (4.4)
*
(K] (K] (u,) (0}
onde :
(XK. 1 = [K_1 + L (4.5)
nn nn 0 s, *

Aplicando um processo de condensag¢do estatica na
equagao (4.4) , da linha inferior de (4.4) :
P |
n) = -[K, 1 [K_ 1{(0 ) (4.6)

Substituindo na linha superior de (4.4), chegamos

a forma condensada:

*
[ Koo 1 (U, ) = ( Fg ) (4.7)
em que :
* _ * -1
[ Koo )] = [ Kiol-[K, 10K 1 [K_] (4.8)

Para o caso de somente uma extremidade
descontinua, a mesma formulagdo anterior pode ser aplicada
exceto que ndo é utilizada mola de empenamento no extremo
continuo.

J& no caso de ambos extremos serem continuos ao

empenamento, ndo ha a necessidade de condensacgao estatica.



60
4,3,2.2 RIGIDEZ ELASTICA DA MOLA DE EMPENAMENTO

A solugdo da equagao diferencial da torgéao

(2.41b) para a viga representada na figura 4.4:

Wih

Figura 4.4 - Barra submetida a torgao

sujeita ainda a restrigdes elasticas ao

empenamento:
By =8 % 4 By == 8y 95
ou de (2.32) :
= s
$17 = —2 ¢1 P et o= - —2 ¢r (4.9)
1l E C 1 2 E C 2
(A} (A]
resulta em ( vide equagdo 2.43):
T =z
¢ = C1 + C2 coshiz + C3 senhaz + ——
G J

onde as constantes de integragdo assumem oS

valores :
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T s, senhal - (slsz/GJ)l(l—coshAL)
Cl e T -
G J A(sl+sz)costh + (GJ + slsz/ECw)senhAL
(4.10a)
o - T S, + slcoshAL + (slsz/GJ)asenhAL
3 -
GJ A(sl+52)costh + (GJ + slsz/ECw)senhAL
(4.10b)
C2 = o=y (4.10c)

Uma simplificagdo possivel é a introdugdo de um
indice chamado de indicador de empenamento ("warping
indicator"). Define-se como indicador de empenamento a
razao entre as deformagdes de empenamentoc em um extremo da
barra quando este estd parcialmente restringido ao
empenamento e as deformagdes de empenamento no mesmo
extremo quando este estd livre para empenar. Ou seja, para

os extremos 1 e 2 :

¢!
a, = 1 (4.11a)
(#9) =0
¢l
a, = — (4.11b)
(3)5 o

Para empenamento livre no extremo 1, segue que

(a partir de 4.10 fazendo s, = 0 e 2.43) :

T lsz( coshAL - 1) + GJ senhAL

(¢1)g =0 = (4.12)
1 G Jd Asz coshAL + GJ senhAL
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A partir de (4.11a) :

Asz + GJ tanhAL

a, = (4.13)
A (sl + sz) + (GJ + slsz/ECw)tanhAL
rearranjando a equagdo (4.13) :
a G Jd
s,a; + 52( a; - 1) + S,8, _— tanhal= —;— (1 - al) tanhAL
w

(4.14)

e definindo :

N 1/2 L 1/2
S, = s e S, =s (4.15)
1 [ GIEC,, ] . [

a equagdo (4.14) pode ser reduzida a forma

adimensional a seguir :

- 1) + 8,8, a, tanhaL = (1 - al) tanhAL

(4.16)

Da mesma maneira podemos proceder para ©
indicador de empenamento do extremo 2 e chega-se (YANG ;

MCGUIRE, 1984) a uma segunda equagao adimensionalizada :

-1) + s éz a, tanhAL = (1 - a2) tanhaL

(4.17)

As equagdes (4.16) e (4.17) formam um sistema de
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equagdes que pode ser solucionado para él e s, , fornecidos

a, € a .

Demonstra-se (YANG ; McGUIRE,1984) que a solugao

deste sistema pode ser obtida através de :

<2 s _
r,8;, + r,s, + r, =0 (4.18a)
él = (c4 czsz) / (cl + c3é2) (4.18b)
onde :

r. = a, tanhalL

1l 2
r, =a; + a, - 1+ (a2 = al)tanhsz
ry = (a2 = 1) tanhAlL
c, =23,
C, =a; - 1
cy = altanhAL
cy = (67 / A) (1 - a;) tanhaL

Pode-se provar que uma solugao para éz na equacgao
(4.18a) é sempre positiva e a outra é sempre negativa. Como
uma mola de rigidez negativa ndo possui significado fisico,
somente a raiz positiva serd considerada. O sinal de a. em

1

(4.18b) acompanha o sinal de a,.

4.3.2.3 RESUMO DO METODO DO INDICADOR DE EMPENAMENTO

Para ambos extremos da barra descontinuos com
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relagdo ao empenamento, pode-se demonstrar que o método tem
a seguinte sequéncia de cdlculo ( o conjunto de operagdes

matriciais j4 estd explicitado) :

1) DADOS :

a, ,a, ,E G, J,C, , A, L

2) MOLAS DE EMPENAMENTO :

a) RESOLVER :

rl(sz) + r,s, + r, = o S, >0
sendo r, = aztanhkL ;
= - - 2 3
r, =a,; +a, 1+ (a2 al)tanh AL ;
r, = (a2 - 1l)tanhaL
b) CALCULAR:
g . (1 - al)tanhaL - (al - 1)52
1 a, + szaltanhAL
- & 1/2 _ s 1/2
s, =8, (GJECw) ; s, = 8, (GJECm)
3) MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO
x X" P T
ccll cc12 1 _ 1
* *
k k ¢ T
c021 cc,, 2 2



a) CALCULAR
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* GJ
kcc = — [ (1 + 2a) - m ]
11 L
* *
k = k
cc,, ce,q
* * *
X = Xk = -k
cc, , cc,, cey,
2 * L
_ 5 o 4B + s, 52
R SR 2 _ % * %
a = 208 + (a - B)(s; + s,) *+ S18,
no qual :
* 8 * 8
Sl = -—1 H 52 = ._2
GJL GJL

4) APOS A RESOLUGAO DA ESTRUTURA, PARA A BARRA:

a) DERIVADAS DO ANGULO DE TORGAO

¢1 =f [ -9+ 0,1 i ¢5=9g [ -¢; + ¢, ]
sendo:
2 *
f = (a - 2aB + a.sz) / r
2 *
g = (a” - 2aB + a.s;) / r
no qual :

2 * * * %
r=L1[ a - 2a8 + (a - B)(sl +s,) + S,S, |
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b) BIMOMENTOS

’

= o ’
B s 5 ¢35

1 1"1

o
|
I

0

4.3.3 RIGIDEZ PERCENTUAL DE EMPENAMENTO

Neste método sdo definidas molas eldsticas de
empenamento nas extremidades da barra, condensando-as a
matriz de rigidez do elemento.

Deseja-se que os bimomentos B e B sejam

1 2

conectados a molas rotacionais eléasticas, Kyp © Ky,
respectivamente, que representariam a rigidez ao

empenamento do né, de modo que possamos escrever:

Bl = KMl Ky (4.19a)

B, = Ky, K, (4.19b)

sendo K, e K, deslocamentos de empenamento das
molas.

A rigidez ao empenamento na extremidade de uma
barra é definida como o esforgo necessdrio para produzir um
empenamento unitdrio nesta extremidade enquanto todos os
outros deslocamentos sdo restrinidos.

A equagao de rigidez ao empenamento da barra para

a extremidade 1 pode ser escrita como (vide matriz de

rigidez da barra ):
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Bl = GIJL(x - B) (wl - xl) (4.20)

no qual :

¢ = deslocamento de empenamento do ndé ,

¢i = ( P - xlj = deslocamento de empenamento da
extremidade da barra

Podemos escrever ainda :

Bl = KMl Ky = S1 GJL:c1 (4.21)

no qual KMl = S1 GJL.
Simplificam-se entdo as equagdes (4.20) e (4.21)

da seguinte maneira :

GIL (o - B)(¢; - Ky) = S; GIL kK,

GIL(ax - B)p; = GIL(« - B) k; = S, GIL K,
GIL k, [8; + (a - B)] = GIL(a - B) ¢,
portanto:

-f—i = (« - &) (4:22)
?1 S, + (¢ — B)

Definimos agora rigidez percentual como a razao
entre o bimomento requerido para produzir um empenamento
unitdrio no né com uma restricao parcial e o bimomento

necessdrio para produzir um empenamento unitdrio com uma
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conexdo rigida , e a partir das equagdes (4.16) e (4.18):

- 1 - (¢ - B)
B, GIL(a - B) | 1 57+ (@ - B) ]

B GIJL(ax —B) (1 -0 )

resultando :

p, = (4.23)

Substituindo Sl pelo seu valor da equagdo (4.21):

1

p —
1 GIL(a - B)

1+
K

ou ainda :

K1

p, = (4.24)
KMl + GJL(a - B)

Observemos que um resultado semelhante pode ser
obtido se considerarmos a associag¢do das rigidezes da barra
e da conexdo para o referido grau de liberdade como uma
associagdo de molas em série.

Por definigdo, duas molas em série de rigidezes
K, e K; possuen rigidez equivalente K

A
expressao:

equiv dada pela
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2 = (4.25)

resultando :

Ka Kp

K, + K

S (4.26)

Associando Ko 4 rigidez da barra para o grau de

liberdade em estudo e KB a rigidez da conexdao para O

empenamento pode-se escrever :

_ GIL (a - B) Ky (a.27)
GIL(x - B) + Ky

Kequiv

A perda de rigidez, portanto, para o grau de
liberdade, pode ser expressa como a razdao entre a rigidez

da barra com uma conexdo parcial ( K ) e a rigidez com

equiv
uma conexao rigida ( GJL(a- B) ) , ou seja, € a mesma

rigidez percentual definida anteriormente:

GIL(x - B) Ky, _ 1
p —
1 GIL(a - B) + Ky GIL(a - B)
_ v
pl =

GIL(a - B) + Ky
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A medida que a rigidez da conexao KMl
cresce, a rigidez equivalente para o grau de 1liberdade
tende a ter o mesmo valor da rigidez da barras, sem
considerar a restrigdo parcial. Isto mostra que para uma
situagdo de conexdo rigida ( Ky1 tendendo a um valor muito
grande) , pode-se desprezar o efeito do né na rigidez - e é
o que usualmente se adota no cdalculo de estruturas de

barras, mesmo algumas vezes incorrendo em erro.

4.3.3.1 MATRIZ DE RIGIDEZ DE UMA BARRA DE PAREDES FINAS
CONSIDERANDO RESTRIGCOES ELASTICAS AO EMPENAMENTO

NAS EXTREMIDADES

O efeito das conexdes elasticas pode ser inserido

ola

ocal3’ Este vetor

na relagao (3.1) definindo-se um vetor {U?
é a diferenca entre os deslocamentos nodais em coordenadas
locais e os deslocamentos de extremidade de barra em
coordenadas locais. Ou seja :
arra - _ ola

{ U?ocal 1S [T]{Uglobal} {Ugocal} (4.28)

As forgas de extremidade podem ser expressas en
termos dos deslocamentos da mola de extremidade . Podemos

escrever, especificamente para a mola de empenamento:

= GJL (4.29)
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sendo
p(a - B)
S =
1-p
logo :
[ p,(x-B) l I T
Bl 1— K.l
GJL 1 =By (4.30
B B pz(a"B) = )
2 ———— K
2
1 - p2
ou :
ola
(Fioca1} = [Spo1al {U?ocal} (4.31)

Podemos expressar facilmente o vetor dos
deslocamentos da mola de extremidade utilizando a equagao

anterior, visto que a matriz [S ] é diagonal.

mola

Portanto :

mola _
(Uyoca1l? = [Ppoial {Flocal] (4.32)
Ou seja :

- £ - b, )
p

- 1l 1

(x-B)GJL _ e

P,
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Substituindo a eq. (4.32) na eqg.(4.28) obtemos:

- [D (4.34)

{Ulocal } = [T]{Uglobal} mola]{Flocal}

Substituindo a equagdao (4.34) na eq. (3.1) e

isolando (F}

- -1
{Floca1l = ([I1 * [Ky50211[Ppoial) [Klocall[T]{Uglobal}
(4.35)

no qual [I] é a matriz identidade.
A transformagcdo das forgcas de extremidade de
barra do sistema 1local {Flocal} para o global {Fglobal}

pode ser expressa COmMO

(T (F (4.36)

{Fglobal} = local}

Substituindo a equagdo (4.35) na equagao (4.36) :

{Fglobal} - [T]t[R][Kloca1][T]{Uglobal} (4.37a)
em que :
[R) = ([L] * [choc:al]{Dmola])_1 (4.37b)

A matriz de rigidez global modificada podem ser

obtida da seguinte maneira :

(Kg10pa1l = L [T1%[RI (K)o np10T] (4.38)
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O problema é simplificado se restringirmos o
efeito de conexdo parcial somente aos graus de liberdade
dos bimomentos como indicado na equagao 4.30.

A matriz [R] é dada, entdo, por :

(a-B) (a—B)pl _Bpl(l_pz)
[R] = (4.30)
5 -BP,(1-p;)  (a-B)p,
2 2
sendo : X = (¢ =-8)" -B°(1 -p)(1 -0p,)

e a matriz de rigidez local modificada :

2 2
% (x-B)GJIL pl[(a_B) -B (l_pz)] (“-ﬁ)ﬂplpz

X («-8)Bp,p,  P,[(a-B)?-8%(1-p;)]

(4.31)
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5 APLICACOES E EXEMPLOS

5.1 INTRODUGXO

Neste capitulo sido exemplificadas aplicagdes dos
tratamentos de transmissdo e restrigdo parcial do
empenamento. |

Todos os métodos desenvolvidos no capitulo
anterior pressupdem o cdlculo de diferentes constantes que
variam de acordo com a configuragdo geométrica da
intersecgao. Sem ter como objetivo esgotar todas as
possibilidades de intersegdes, procura-se verificar tao
somente a aplicabilidade de cada um dos métodos através de

exemplos simples.
5.2 COEFICIENTE DE TRANSMISSXO

0 coeficiente de transmissdo para uma conexao
pode ser quantificado medindo-se os valores da derivada do
d&ngulo de torgdo em cada barra conectada ao né.

A determinagdo do coeficiente de transmissdo
neste trabalho foi feita da seguinte forma:

a) aplica-se na estruturé um momento torgor;

b) calcula-se a derivada do &angulo de torgao na
segdo transversal imediatamente anterior ao né (¢1) - barra
carregada - e na imediatamente posterior (¢é) - barra nao

carregada;
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c) determina-se C através da relagao expressa em
(4.1).

No cdlculo de ¢’ utiliza-se a equagao (2.15) na
forma inversa : sabendo-se o deslocamento longitudinal de
empenamento obtém-se o valor da derivada do &ngulo de
torcgao.

Para se estudar o comportamento dos nés foram
modeladas vAarias configuragées em elementos de casca
poliédrica de 8 nés utilizando-se o programa GAELI (GROEHS
; SANTOS, 1990), desenvolvido pelo CPGEC-UFRGS. BOESSIO
(1992) provou ser eficiente a wutilizagdo de elementos de
casca poliédrica na andlise de estruturas de barras de
paredes finas.

Para o caso de mais de duas barras conectadas ao
né, calculam-se ainda, os diferentes coeficientes de
transmissdo para cada barra nao-carregada.

A pesquisa do coeficiente de transmissdo foi
restringida aos casos indicados nas figuras 5.1, 5.2 e 5.3,
sendo chamados os nés de conexdées em "L", "T" e "XV,
respectivamente.

Tanto SHARMAN (1985) quanto BEERMAN (1980)
trabalharam exclusivamente com o detalhe do né e néao
consideraram fatores como comprimento das barras, espessura
do perfil, etc.

Nestes modelos foram uti;izados diversos tipos de
perfis I (W12x26, W14x426, W24x76,!W18x71, W21x93, W36x170)
e C (MCl0x33.6, MC18x45.8, MC8x20, C15x40, C4x7.25) padrao
AISC e diferentes comprimentos das barras envolvidas (L =

3h, 5h, 10h, 20h, e 30h), sendo h a altura do perfil.
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caracteristicas torsionais e comprimentos - pode-se tragar

graficos relacionando-os

transmissdo obtido(s).

conm

o(s)

coeficiente(s)
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figura 5.1 - Conexédo en "L"

(a) segio

nTn
L

B

secao

de

I|CII
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figura 5.2 - Conexao em "T"

(a) segao "I1"

i (b) segao "C"
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figura 5.3 - Conexdo ex
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(a) segdo "I
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i (b) secao "c"
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A seguir sao mostrados alguns destes graficos

para situagdes diversas (E = 200.000 MPa ; G = 77.200 MPa)
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figura 5.7 - Conexdo "L", segcdo "C" = varidvel, L1 = 10h,
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figura 5.23 - Conexdo "T" , segdo "C" = MC8x20 , L, = 10h ,

L, = 10h, L, = variavel
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figura 5.31 - Conexdo "X" , segdao "C" = MC10x33.6 , L1=10h,

L2 = variavel , L3 = L4 = 10h
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figura 5.32 - Conexdo "X" , segdo "C" = MC10x33.6 ,
L, = 10h , L, = 10h , L, = variavel, L, = 10h

Observa-se, a partir dos grdficos, que os
comprimentos das barras ndo carregadas, segao transversal e
tipo de conexdo tem grande influéncia nos valores dos
coeficientes de transmissao.

Os graficos apresentados permitem, portanto,
obter os valores dos coeficientes de transmissao para as
diversas barras envolvidas, sabendo-se o tipo de conexao,
secdo e os comprimentos.

0 exemplo a seguir ilustra uma aplicacdo do
coeficiente de transmissdo na resolugdo de uma estrutura

simples e compara os resultados com os obtidos por
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modelagem em elementos de casca poliédrica.

7,
]
%

figura 5.33 - Coeficiente de transmissao - exemplo

0 exemplo mostra uma grelha de 3 barras de segéao
"IM W12x26 (ver conexdo na figura 5.3a), com os seguintes
dados : E = 200.000 MPa ; G = 77.200 MPa ; comprimentos das
4 barras = 3,05 m ; T = 0,54 kKN.m .

A estrutura foi modelada com 1 elemento de viga
para cada barra. Os valores dos coeficientes de transmissao
foram obtidos dos graficos e valem : C(1-2) = 0,9 e C(1-3)

= 0,95. Os resultados podem ser apreciados na tabela 5.1.
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Tabela 5.1 = Coeficiente de transmissdo - resultados

situacgédo ¢ (rad.) ¢ (rad.)

c(1-2) Cc(1-3) apoio A apoio C
1 1 0,079 0,0081
0,9 0,95 0,082 0,0116
casca poliédrica 0,099 0,0117

5.3 INDICADOR DE EMPENAMENTO

MEGSON et al. (1979) estudaram associagbes de
barras do tipo indicado na figura 4.2e em gque existe
claramente uma descontinuidade entre a barra maior (chamada
barra principal) e a menor (chamada subsididria). No
tratamento da descontinuidade MEGSON et al. (1979)
definiram um fator de restricdao ao empenamento (k) dque
relaciona em proporc¢ao direta o empenamento para restricgao
parcial e o empenamento para restrigdo nula da seguinte
forma:

=k w (5.1)

wparcial livre

A partir das equagdes (2.15) e (4.7) chega-se a
conclusdo de que o fator de restrigcdo de empenamento "k" é
o mesmo indicador de empenamento "a" definido por YANG;
MCGUIRE (1984). MEGSON et al. (1979) deconsideran,

-

entretanto, a influéncia da extremidade oposta a restricéo
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parcial.

A variacdo do fator de restricdo do empenamento
(ou indicador de empenamento) com as dimensdes relativas
das barras subsididria e principal foi estudada por MEGSON
et al. (1979) via modelagem em elementos de casca e testes
experimentais. Os valores encontrados para o indicador de
empenamento foram organizados na forma de graficos e poden
ser facilmente acessados (MEGSON; ALADE, 1976).

Seja o exemplo mostrado na figura 5.34, onde as
dimensdées das barras principal e subsididria sdo L =

P
1200mnm e Ls = 600mm respectivamente.

Tabela 5.2 - 1Indicador de empenamento - exemplo de
aplicagdo - dimensdes das barras

barra alma (mm) flange (mm) comprimento (m)
principal 203,2 x 6,0 76,2 x 6,0 1,2
subsidiaria| 101,6 x 6,0 50,8 x 6,0 0,6

O momento torgor aplicado na barra subsidiaria é
0,113N.m . As condigdes de contorno estdo especificadas
na figura 5.34 .

O valor do indicador de empenamento para a barra
subsididria sera para hp/hs= 2 e tp/tS =1; a=0,53 - ver
MEGSON ; ALADE (1976).

Resultados analiticos utilizando o indicador de
empenamento e resultados obtidos por modelos experimentais

podem ser comparados na tabela 5.3, sendo E = 200.000 MPa
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77.200 MPa .
c
B .‘h\i
A
figura 5.34 - Indicador de empenamento - exemplo de
aplicacgao
Tabela 5.3 - 1Indicador de empenamento - exemplo de
aplicagdo - resultados
ANGULO DE TORGCAO NA EXTREMIDADE "A" (rad x 10°)
analitico
empenanento experimental
T - (MEGSON et al,
livea restringido restrigao 1976)
totalmente parcial
6,02 2,90 4,56 4,8




98

5.4 RIGIDEZ PERCENTUAL

5.4.1 CONEXOES DE DUAS BARRAS A 90° , FLANGES COPLANARES

Seja o elemento de conexdo de duas barras de
segdo "I" mostrado na figura 5.35, onde se indica, como
dnicos graus de liberdade considerados,rotagdes nos flanges
nos seus respectivos.jplanos. Estes graus de liberdade -
la 1b 2a - _ 2b

F v ef i ef % ef - sdo deslocamentos de empenamento

nas extremidades da conexao - onde esta se une a cada uma

e

das duas barras.

Y‘L,
SAELI
\ rriénan:"rnno
6II..a. FI 4§
f FU 8§
FC 100

s 10
NOMEAR M
nos ]

ELEN

ANPLIAR

Y
pos 005
253 194

1b Bse
e RETORMAK
f ERECUTAR
INPRINIK

figura 5.35 - elemento de conexdc "L" de barras de

secao "I"; rotagdes unitdrias nas flanges

Foram modeladas em elementos de casca poliédrica
de 8 ndés, 4 conexdes de perfis I (W1l4x426, W36x170, W24x76,
W21x93, padrdo AISC) no programa GAELI (GROEHS; SANTOS,

1990).
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Aplicou-se, entéao, 0 seguinte conjunto de

condigdées de contorno:

0 momento em cada flange originado pela rotagéao
unitdria é entdo calculado a partir do diagrama de tensdes
e seu valor é a rigidez da conexdo neste grau de liberdade
- ou seja, a restricdo eldstica oferecida pela conexao ao
deslocamento.

Tem-se, portanto, por objetivo encontrar uma

relagao do tipo:

(5.2)

sendo M. momento no flange , K. rigidez do flange

: &
a flexédo e ef dngulo de rotagao do flange.
Pode-se chegar ao valor da restricao ao

empenamento na conexdao , fazendo-se :
B = M_d (5.3)

e por relagdes trigonométricas :

d
Bf = — ¢’ (5.4)
2
Portanto :
dz
B = _ K. ¢/ (5.5)
2 f

Para as diferentes segbes ensaiadas foram
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encontrados os seguintes valores para Ke indicados na

segunda coluna da tabela 5.6:

Tabela 5.6 - Rigidez da conexdo em "L" de barras de secéao

nyn (kN.m)
Perfil Kf(calculado) Kf (proposto)| diferenga %
Wldx426 1.377.205 1.386.047 +0,6
W36x170 261.227 260.837 -0,14
W24x76 90.105 90.048 -0,06
W21x93 108.026 108.032 +0,005

Analisando-se os resultados, é ©proposta a

seguinte férmula para o calculo de Kf s

(5.6)

sendo bf e tf largura e espessura do flange,
respectivamente.
A Dboa exatiddo da expressdao (5.6) pode ser
avaliada pela tabela (5.6). O valor da rigidez do né para o
empenamento é portanto (vide 5.5 e 4.19) :
a® b2 t,

KM = E —4'—'— (5.7)
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5.4.2 EXEMFLO

O exemplo mPstra uma grelha de 2 barras de segdo
"I" W12x26 (ver conexdao na fiqgura 5.la), com os seguintes
dados : E = 200.000 MPa ; G = 77.200 MPa ; L1= L2= 3,05 m ;
T = 0,5 kN.m . A estrutura foi modelada com 1 elemento de
viga para cada barra. O valor da rigidez percentual para a

conexdo utilizada € p = 0,94 (Kf = 26.228kN.m). Os

resultados podem ser apreciados na tabela 5.7.

figura 5.36 - Rigidez percentual de empenamento - exemplo

Tabela 5.7 - Rigidez percentual de empenamento - resultados
comparativos do exemplo

B
situagéao engaste apoio A
N.m> rad.
p =1 263,4 0,0879
i p = 0,94 296,8 0,0964
' casca
BoliamElEn 298,7 0,1194
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6 CONCLUSOES

Nesta dissertagdo foi desenvolvido um estudo
sobre estruturas de barras de paredes finas de segao
aberta.

O método da rigidez mostrou excelente adaptacido
ao problema quando foi utilizado um elemento de barra com
um grau de liberdade extra associado ao empenamento.

A utilizagdo da solugao exata da equacgéao
diferencial da torgdo para derivar a matriz de rigidez do
elemento € recomendada pois um tnico elemento por barra é
necessidrio para obtermos as incégnitas nodais de maneira
exata. A interpolagdo pode ser implementada de maneira
simples e portanto ndo se justifica o emprego de
interpola¢des aproximadas. O problema de "off-set"™ do
centro de corte foi abordado de modo a se poder analisar
vigas de segbes cujos centrdides e centros de corte nao
coincidam, e foi solucionado pela introdugdo de uma matriz
de transformagdo especifica para a adogdao de um eixo
longitudinal tnico para a barra - nesta dissertagido foi
utilizado o eixo que passa pelo centrdéide da secdo. Para
segOes "I" esta transformagdo ndo é necessdaria, visto que o
centrdéide e o centro de corte sdo coincidentes.

O problema da transformagdo da derivada do &ngulo
de torgao para diregdes ortogonais arbitrdarias foi
abordado e justificou-se a adogdo de um udnico eixo para
referenciar-se as taxas de torgdo. Provou-se existirem

relagcdes de dependéncia linear entre as taxas de rotacao
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para diregdes ortogonais para perfis "I" e "C".

Relata-se, ainda nesta dissertagéo, uma
investigagdo dos problemas da transmissdo e restrigao
parcial do empenamento.

Quanto a transmissdao do empenamento, mostrou-se
que a transmissdo ndo é completa, mesmo para as estruturas
tratadas nesta dissertagdo - do tipo grelha , com flanges
coplanares - em que a bibliografia indicava um coeficiente
de transmissdo igual a 1. A compatibilidade das rotagdes
dos flanges nas intersecgdes nao foi verificada, visto que
o coeficiente de transmissdo para todos os casos estudados
foli sempre menor que a unidade.

O enrijecimento da conexdo, e consequentemente o
aumento do coeficiente de transmissao para valores préximos
de 1 (um) foli observado quando as barras ndo carregadas
tiveram seu comprimento diminuido. A redugdo no valor do
coeficiente de transmissdao, para gqualquer configuragao
ensaiada, foi verificada para o aumento no comprimento das
barras envolvidas.

As observagdes acima indicam gque relagao
comprimento das barras x coeficiente de transmissdo se
altera em funcdo da rigidez do conjunto. Ou seja, para
situagdes em que os comprimentos das barras sao menores o
conjunto adquire maior rigidez e o <coeficiente de
transmissdao toma valores préximos de 1 (um).

Observou-se, ainda, modificacao substancial dos
valores dos coeficientes de transmissdo para diferentes
segdes transversais.

Verifica-se que as caracteristicas de torgdo da
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barra (A) tem grande influéncia na transmissdo do
empenamento - um aumento em A torna menor o valor do
coeficiente de transmissdo - muito embora se saiba que para
segdes de A elevado - YANG; MCGUIRE (1984) sugerem AL >=2,0
- o empenamento tem pouca importédncia. Apesar do problema
se simplificar com a eliminagdo do empenamento para os
perfis acima de um certo limite de A, existe ainda uma
colegdo bastante extensa de perfis em que o empenamento
exerce 1influéncia significativa e o coeficiente de
transmissdo em conexdes difere da unidade.

A referéncia utilizada para o cdlculo do
coeficiente de transmissao é a derivada do &ngulo de torgao
na barra carregada. Para situacdées de carregamento mais
geral a aproximagdo claramente deixa de ser automatica e o
analista deve ter cuidado na aplicagdao deste conceito.
Longe de ser considerado um fracasso, o fato da solugdo
apresentada nao poder ser generalizada serve como alerta
para a falta de um tratamento tedrico mais sofisticado para
o problema da transmissao do empenamento.

Para as estruturas e os carregamentos
apresentados a utilizagdo do coeficiente de transmisséio
provou ser eficaz na resolugdo do problema da transmissao.
A extrema simplicidade de como os efeitos da transmisséao
sdo 1incluidos utilizando-se o coeficiente pode servir de
base para trabalhos que tenham como objetivo desenvolver um
método mais geral de andlise da transmissao do empenamento.

A colegao extensa de graficos apresentados
relacionando seg¢des transversais, conexdes, comprimentos e

coeficientes de transmissdo podem ser wutilizados na
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resolugao de problemas simples, como mostrou o respectivo
exemplo. Apesar de nado permitirem de maneira definitiva a
quantificagdo da transmissio, os graficos qualificam um
comportamento padrdo para os nés, que certamente seréd
bastante 1Gtil para pesquisas futuras.

Para o tratamento da restrigdao parcial do
empenamento foram utilizadas duas aproximagdes diferentes :
o "indicador de empenamento" (YANG; MCGUIRE, 1984) e a
"rigidez percentual de empenamento" - derivado de ROMSTAD
(1970). Ambos os métodos provaram ser eficientes: o do
indicador de empenamento na modelagem de descontinuidades e
o da rigidez percentual de empenamento na definigcdo da
rigidez do né, diferindo um do outro pelo fato do primeiro
ndo considerar transmissdo do empenamento.

O uso de molas de empenamento na modelagem das
condigbées de contorno de empenamento €& conceitualmente
simples e possui significado fisico. Ao mesmo tempo, a
introdugdo de indicadores de empenamento e rigidezes
percentuais de empenamento facilita a determinagdo das
constantes de mola de empenamento. Apesar de estarmos
restritos a apenas estruturas bidimensionais do tipo
grelha, nesta dissertagdo, os conceitos apresentados podem
ser aplicados diretamente a estruturas tridimensionais.

Solugdes para restricdes parciais ao empenamento
mostraram maior concorddncia com a situagdo fisica real,
aproximada por elementos de casca poliédrica. Como
conclusao podemos afirmar que a mola eldstica de
empenamento (definida tanto por indicador de empenamento ou

rigidez percentual de empenamento) é um elemento util para
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descrever o comportamento de torgac de estruturas com
restricdo aoc empenamento.

A determinagéo, tanto do indicador de
empenamento, como da rigidez percentual de empenamento,
provou ser bastante simples via modelagem em elementos de
casca poliédrica. A determinagdo experimental destes
coeficientes, portanto, parece ser uma sugestdo a ser
considerada para trabalhos futuros.

Seguem-se algumas sugestdes para o aproveitamento
desta dissertagdo, como continuidade do estudo, ou como
base para o inicio de novos trabalhos.

Tornou-se bastante clara a caréncia de um
tratamento tedrico mais eficiente para o problema da
transmissdao do empenamento em interseg¢des de barras. A
incorporagdo de efeitos localizados dos nés ndo estd bem
resolvida ainda e estudos tedricos mais aprofundados neste
tema sdo recomendados.

Apesar dos bons resultados obtidos através do
estudo em estruturas moldadas em elementos de casca, &
evidente a necessidade de verificagdo experimental.
Sugere-se um programa de testes de 1aborat6rid para a
determinagdo das constantes utilizadas nos métodos
apresentados nesta dissertagcdo , junto com a aferigdo das
medidas obtidas nos testes computacionais.

Sugere-se , adicionalmente, expansdes deste
trabalho nas dreas de ndo linearidade fisica e geométrica,
e na area de andlise dindmica. A influéncia exercida pela
transmissdo e restrigdo parcial ao empenamento ndo estéd

devidamente esclarecida para estes problemas.
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