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Introducao

Em disciplinas da graduagao (como MAT01167 - Equagdes Diferenciais II), estudamos técnicas de
resolucdo de equacgoes diferenciais ordinarias (EDQO’s) que apenas se aplicam as equagOes lineares.
As poucas equagoes nao lineares que conseguimos resolver tem um formato muito especifico, pois 0s
métodos utilizados sao muito restritivos.

O M¢étodo de Simetria € uma ferramenta importante na resolu¢ao de EDQO’s nao lineares. A ideia
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Metodos de Simetria na resolucao de EDO’s

Exemplo

A Equacio de Riccati estudada € a seguinte
% = 1y — 25 — ;3, comy = y(x).
Fazendo le_f: = h(x,y) e usando a condi¢do de simetria linear, temos:

¢ utilizar simetrias da EDO considerada para encontrar coordenadas mais naturais, onde a equacgao
pode ser resolvida mais facilmente. Em alguns casos, a solu¢cao pode ser encontrada explicitamente.

No nosso trabalho, estudamos principalmente a equacao de Riccati. Em sua forma mais geral,
procuramos por uma funcio real y(x) que satisfaz

dy 2
L) = alz) + b(z)y(x) + cx)(y()

Pelo Método de Simetria, nos resolvemos a equacdo acima para casos particulares dos coeficientes
a(x), b(z) e c¢(x). Em seguida, analisamos se as mesmas técnicas de simetria podem ser adaptadas
para o caso geral.

O Método

A simetria € um mapeamento de um objeto matematico em si mesmo ou em outro objeto ma-
tematico que preserva alguma propriedade do objeto. Uma EDO de 1¢ ordem pode ser transformada
em uma EDO separavel se as curvas de seu conjunto solu¢ao forem invariantes por translacoes em
determinado sistema de coordenadas. Porém, nem sempre € possivel encontrar estas coordenadas.

As Simetrias de Lie sdo transformacodes que levam cada curva solu¢cao em outra. Considere um
determinado ponto (z(, %) € a agdo de um grupo de Simetrias de Lie P : (zg,y9) — (Xp, Yy) =
(f(zo,y0,A), 9(xo, yo, A)). Conforme A varia, o ponto (X, Yj) move-se sobre o plano tracando uma
curva continua, levando curvas de solucdo em outras. Esta curva é chamada érbita de (z, yp) sob o
grupo.

Essas orbitas podem ser linearizadas por campos vetoriais. Suponha conhecido um grupo de si-

d
metria P : (x,y) — (X,Y) = (f(z,y, ), g(x,y, \)) para a equacdo diferencial U h(x,y) (onde

dx
y = y(x)). Em seguida, ao longo das orbitas, nés teriamos
dX df dY dg
— X,Y XY
T T
dX dY
A=\ A=N\g

As fungdes £ e 1, as vezes chamados “os simbolos da transformacdo infinitesimal”ou ‘““vetores
tangentes”, sao fundamentais para o processo de encontrar novas coordenadas no qual a equacao fica
simplificada.

Conhecendo a forma explicita (X,Y) = (f(z,y,A),g(x,y, \)) da simetria, podemos calcular
Yy + hiz,yYy) XY
Xy + bz, y) X,

Para calcular o campo do vetor do grupo de orbitas, expandimos X, Y e h(X,Y) em série de
Taylor em torno A = Ag:

h(X,Y) usando a derivada total. Assim, temos

X =z + (A= N)é(z,y) + O((A = \o)?),
Y =y + (A= do)n(z,y) + O((A — Ag)?),

P(X,Y) = h(a,y) + (A = Xo) (ha(z, )E(w, ) + hy(a, y)n(e, ) + O((A = X)),

Ignorando termos de ordem (A — )\0)2 e superior ¢ substituindo estas equacoOes na equacao
Yy + hiz,y)Y,

Xy + h(% y)Xx
meira ordem

= h(X,Y), obtemos a condi¢do de simetria linear de equacgodes diferenciais de pri-

_ é_th + (77y — fx)h — (fhg; + nhy) = (.

Esta equacao pode ser, em geral, muito dificil de resolver sem que facamos uma suposi¢cao sobre a
forma das fungdes. Podemos dizer que este € um ponto fraco do método, embora, muitas vezes, seja
mais facil encontrar essas fun¢des a encontrar a solucao da EDO desejada.

Encontrados as fungdes & e 7, obtemos o sistema de coordenadas canonicas (r, s) definindo

(n,€) - (ry,rz) = 0, ou seja, temos um sistema de coordenadas no qual um dos pardmetros é constante

. : L dy
ao longo das solu¢des. Dessa forma, r € definido como a integral primeira de — = o e podemos
7 x
reescrevé-lo como r = r(x, y) para escrever y como fungdo de r e .

A coordenada s € encontrada de forma parecida através do método das caracteristicas para

(1, &) - (sy, 2) = 1:

drdy
B oy w0 </§fcy7“x>

Nessas equacoes, r € tratado como uma constante.
Sabendo que 7 e s sdo fun¢des de x € y € usando a regra da cadeia, obtemos

ds sy + h(z,y)sy
dr 1+ h(z,y)ry

e, a partir do calculo desta, chegaremos a uma equacao diferencial com dependéncia apenas em r,
mais simples de ser resolvida. Por fim, basta expressar a solu¢ao nas coordenadas originais.

r=r(z,y)

— &yh% + (g — Ex)h — (Ehy + hy) = 0.

Desenvolvendo esta equacao, chegamos a

— & (vy” — = ;3)2 + (ny — &) (2(y)” = = — =) — (E(¥" +

X

2y 3

2
5+ —3) +n(2ey ——)) =0

A partir dai, o método exige a suposicao de uma forma para as funcoes £ e 1. As funcdes mais
naturais que poderiamos testar sdo do tipo

[520 e 77:77(1')} ou {525(@“) e 77:0}
ou [£=0 e n=nly)| ou [¢=&y) e n=0|

No caso da equacao de Riccati que estudamos, as fun¢des assumem as seguintes formas para
satisfazer a condi¢ao de simetria linear

Conhecendo £ e 7, queremos r = ¢(x, y), integral primeira de

dy 2y

dvr  x
Mas 1sso nos leva a )
logy) = —=.
(logy) ,

Por integracdo, chegamos a y = C'z~2. Podemos reescrever essa equacio para obtermos C' = yz2, e
portanto, r = ny.

Agora, para encontrarmos s(x,y) basta resolver a integral apontada pelo método e teremos
s = log x. Além disso,

1
dr 1z + h(z,y)ry dr 2my—|—<:1: 2_2_y_i3>$2 st -1 r2—1
T x
ds
Como esperado, a equacao nos da o como funcdo apenas de r, que pode facilmente ser resolvida,
r

nos dando

r—1
s(r) = log (C 7“+1>'

Retornando esta equacao as coordenadas originais do problema, encontramos a solu¢ao procurada:

2 2 2
— 1 — 1 C
log x = log (C\/yan > e 22— — y(x) = e

yrs + 1 yr? + 1 2(C — 22)

Conclusoes

Percebemos que o método € trabalhoso e envolve a resolucdo de algumas EDQO’s, porém, mais
simples de resolver comparado com nossa equagao inicial.

E interessante notar que este método é a base de outros métodos usados na resoluciio de
EDOQO’s de primeira ordem mais simples, como as Equacdes de Bernoulli. Nesse caso, usamos uma
transformacao de variaveis que nos leva a um novo sistema de coordenadas, onde a equacao diferen-
cial pode ser resolvida mais naturalmente.
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