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RESUMO 

O presente trabalho encontra-se dividido nas seguintes 

etapas: primeiramente são expostas algumas limitações presentes 

nas equações dinâmicas dos plasmas não-colisionais. A seguir ob 

tem-se, de maneira heur1stica, a l gumas correções elementares as 

teorias lineares, c ~rreç ões estas que conduzem diretamente as as 

sim chamadas teoria s quase-lineares em suas formas não relativ1s 

tica e relativ1stica. Exa mina-se então o efeito da variação rela 

v1stica da girofreqUência s obre o coeficiente de difusão, 

aproximação tipicamente perturbativa . 

ABSTRACT 

numa 

The present work is divided in the following parts: 

firstly some limitations which are present in the dynamical 

equations for collisionle ss plasmas are discussed. Then we 

obtain, in a heuri st ic form, some elementary corrections to the 

l inear theories, which directly lead to the s o-called qua s i

l inear theor1e5in its non - relativistic and relativi st ic forms . 

The effect of the relativistic variation of the gyrofrequency 

on the diffusion coeff i c ient i s examined in a typically 

perturbative approximation. 



I 

\ 
I -
I 

I 

TNDI CE 

I - INTRODUÇAO 

II - LINEAR IZAÇAO DO MODE LO ELETROST~TICO 

III - TEORIA QUASE-LINEAR 

IV - TEORIA QUASE-LINEAR DAS OSCILAÇOES DE 
UM PLASMA MAGNETIZADO 

V - SOLUÇAO DA EQUAÇAO DE DIFUSAO TRAN SVERSAL 
PARA UM PLASMA MAGNETIZADO NA APROXIMAÇAO 
FRACAMENTE RELATIVTSTICA 

REFERENCIAS BIBLIOGR~FICAS 

6 

14 

36 

54 

81 



I - INTRODUÇJ'\0 

A linearização do conjunto de equaçoes referentes a um 

determinado s i stema fisico e comumente adotada como prime iro pas 

so para o estudo de ta l sistema [He66]. Tã o logo a amp litude do s 

modos l ineares assim obt i dos se tor ne muito a l ta, e, no e nt a nto, 

absolutame nte essencia l a i nc lu são de refinamentos não lineares . . ~ 
Em Fi sica de Plasmas, a e volução das técnicas de anãli 

se seguiu esta mesma l ogi c a . 

Em 1946, Land au [L a46] s oluciona va em essênc i a , a ver 

sao linearizad a das eq uações de movimen to para um pl asma nao-co 

lisional. Es te trabalho, a lem de ev iden c i ar as q ua l idades bãsi

cas do comportamento dos modos l ineares jã. re s sa lt a va as restri 

ções ~s aproximaç ões lineares. 

A partir de ent ã o, o esforço dir ecionado no desen volv i 

mento de metodos de tratamento nã o-l in eare s s ofreu natura l int e n 

s i ficação . Ate a presente data, no entanto, nao podemos ainda 

afi rm ar a existên c ia de teorias não-lineare s s ufi cie ntemente ge -

rai s em Fisica de Plasmas [Ts70]. A profusão de técnicas e méto 

dos de anãlise e quase tão variada quanto os probl ema s que se 

que r abordar [Da72, AAP75, Ka79, GS79]. Mesmo modos re l at ivamen-

te globais de traba l ho não são completamente aproveita do s devido 

ã sua excessiva s ofisticaç ã o, [O a72] nasce ndo dai as aproxima-

ções qu e conduzem i nexorave l mente aos problemas citados no pr~ 

sente parãgrafo. 

t, pois, comp l e xa a ten t ativa de detalh a r minuciosame n 

te o que jã foi feito no co ntexto de teorias nã o-lineares em FTs i 
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c a de Pl as ma . Nos co nte ntam os , nesta intro d uç~o, com uma v1sa o 

mai s ge r a l. 

Podemos , a pro x im ada mente, c l ass ifi ca r o de s e nvo lvim en 

to da F1s i ca Não- Linear de Pl as mas em duas li nhas gl oba i s : a pr~ 

me ira de l as , com l arga ap l icação em Pl asmas de ba i xa t empera tu -

ra, bu sca s o luç ões part i cu l ares para o conj un to de e quaçoe s do 

si s tema. Co mo atesta do de r elevânc i a deste t i po de abo rdagem , p ~ 

dem os me n c i o na r a c l-areza , do ponto de v i s ta f 1 s i c o e ma t emã t i co , 

com que o co nce i to de s o l iton emerge [ Da72] . A se gu nd a linh a , e~ 

senci a lment e ob j etiva a descrição de pl asmas ond e um g r a nde n0m! 

ro de vari ã ve i s coleti va s rand6mi c as e exc i tada Neste ca so, 

processos e s tat1 st i cos sã o usados para f i ltrar a e voluç ão temp~ 

ra l das va r i ã ve i s de int er e sse f1s ic o . Qua ) s var i ã ve i s são prom~ 

di a da s e quais nã o , esperamos e l ucidar dentro da aproximação qu~ 

se- lin ea r , aprox i mação esta considerada como t1p i co ex emp l a r da 

s e gu nda l i nha menc i onada. 

Com os t r aba lh os de Vede no v e Dr umond & Pine s [ VVS6 1, 

DP6 2 ] as teo ri as quase -1 ine ares fora m in t r odu zi das na F1si c a de 

Pl asmas. Estes traba l hos busca vam a so l ução para o s i s tema de 

equ a çoes qu e descreviam a i nteração dos mo dos li neares de ri vado s 

po r Lan dau, c om a f unção de di strib ui ção de part1c ul as em um pla~ 

ma co ul omb i a no . Esta função at~ e ntão (em teor i as l in ea r es ) s u-

po sta consta nte no te mpo, passava com estes traba lh os , â qu a lid~ 

de de var i ãve l dinâmica. Embora descon s iderando a inter a ção na o 

lin ea r e ntre os modos osc il atór i os, a anãl i se quase - lin ea r j ã s e 

mos t ra va r azoa ve l mente poderos a na sua proposta de de f i nir e c on 

t r astar as propriedades da inter açã o part1c ul a - onda . 

Embora com a l gum as restrições â va li dade da te o r i a (a 
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serem expostas no s cap1tu l os a s eguir), o us o d ~ anã li s e quase -

-linear se fe z freqOent e a partir da1. 

Al êm da so lu ção de extensa va r iedad e de problema s co n e~ 

tados com pla s ma s co ulombi a no s livre s de campos exte rno s , gener~ 

l izou-se a técnica na tentativa de so lu ção das dificuldades oriun 

das da inter ação entre part1culas e on das eletromagnéticas genê

ricas (não purament e e l etrostãticas) em pla s mas s ubme ~i do s ~ ca m 

pos magnêti cos externos. O prõprio Vedenov, em seu trabalho jã 

c i tado, se preocupava com este ponto. 

Alem del e mes mo, vãrio s outros autores se encarregavam 

de explorar as propriedades ema nante s de plasmas ma gnetiza do s . T~ 

do este int eress e, basicamente tin ha s uporte na hipÕt ese de que 

tal modelo poderiã retratpr razoavelmente bem a lguma s mãquinas de 

confin amento de plasmas [Ya63, RS$66]. O modelo cita do, embora 

poderoso em sua proposta de descrição da ab s orção e am plifi caçã o 

de radiação prop~g a nte, não inclu{a nem efeitos relativ1sticos e 

tampouco efeitos originados das flutuações associadas com o car ã 

ter di sc reto da s part1culas en volvid as. Usando a term in ol ogia ad~ 

quada poder1amos classificar este mo de l o como nã o - relativ1stico e 

puramente a uto- consiste nte. 

Seg uindo a li nha natural de evo lu ção,a preocupaçao c ien 

t1fica voltou- se ta nto pa r a a in c lu são de efe it os relativ1sticos 

em plasmas autoconsistentes; (r odemos citar o trabalho de Fidone 

et a l . para s ist emas magnetizados [F GM8?]) quanto para a inclu 

são de efeitos flutu ac i ona i s em plasmas não relativisticos. (Aqui 

citamos o traba lho de C.S.Wu para o caso m a g n e t i c o [ v/ u 6 8 J . ) 

Convem ressaltar que o primeiro traba lh o, citado no P! 

rãgrafo anterior embora esse nc i a lmente num e ri co, . -
Ja levava em 
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consideração não-homogeneidades proveniente s do vo l ume finito do 

sistema . 

Completando esta introdução, esq uematizamos a seguir o 

corpo da dis sertação. 

No cap1tu lo II e feita_ uma anali s e s implifi c ada do tr~ 

balho desenvolvido por Landau quando de sua análise linear para 

plasmas homogên eos, co ulombiano s destitu1dos de cam po s externos. 

Tambêm procuramos m~strar quai s as condições que invalidam estas 

mesmas analises linear es . 

No cap1tulo III, desenvolvem-se correçoes quase - line~ 

res ao modelo citado acima . Com estas correções, dentro de apr~ 

x imações não muito inibidora s, procuramos ultrapassar as restri 

çoes impostas pela teoria de Landau. 

No cap1tulo IV a análise não-relativ1stica de plasmas 

magnetizados e feita . Propri edades quase-lineares para oscila-

ções eletromagnéticas sao extra1das. Ao final do cap 1tulo obte

mos de forma a breviada, a ve r são relativ1stica do s istema de equ~ 

ções expostas ao in1cio do cap1tulo. Este cap 1tulo e o anterior 

seguem a linha proposta por A K hiezer [AAP75]. 

O cap1tulo V contem a co ntribuição original da disser 

tação. Seguindo a curta distância, os trabalhos desenvolvidos p~ 

lo grupo de pesquisa de Ignazio Fidone [FGM80], procuramos desen 

volver s oluç ões ana l1ti cas para o modelo propo sto ror este f1 s i-

co. Em ess~ncia fixamo-nos em correçoes fracamente relativ1sti-

cas para a interação quase-linear entre campos de radiação qu~ 

se-transversos e um plasma magnetizado. (Transversalidade defini 

da em relação ao campo magnético externo aplicado). O campo de 

radiação caracter iza-se, alem da citada quase-tran s versalidade,por 
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ser monocromãtico, com freqUência prõxima a freqUência de c1clo 

tron eletrônica. 1ons são supostos fixos, o que e uma aproxim~ 

cão razoãvel, se considerarmos freqUências de c1clotron e l etrôni 

ca suficientemente altas. (Neste ponto recordamos que m~ >> 1ons 
>> m - ) e l etrons · 

E feita uma anã li se numer1ca dos resultados obtidos, re 

su ltado s estes que formarão base para eventual publicação. 
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li - LINEARI ZAÇAO DO MODELO ELETROST~TICO 

Um modelo amp l amente utilizado em Teoria Cinéti ca de 

Plasmas, e aquele que ca ra cte ri za o pl asma como um meio homog~-

neo dot a do de int e ração co ul ombi a na, liv re de ca mpo s ex terno s e 

de st itu1do de propri edade s rela c ionad as co m a estr utura pun tua l 

da s part1cula s co ns :t:_ ituint es (a ss im como f l utuações, colisõe s , 

ra dia ção espontãnea ... ) . Ap esar da s rest ri ções, o mode l o a inda 

e adequado para nossos propõs it os que são os de moti var a neces 

sidade de um a extensão da Teor ia Line ar . 

Dentro deste t ip o de abo rd age m, o conj un to de equaçoes 

que de scre vem matema ticamente o s i s t e ma , e o que seg ue a ba i xo : 

êf--.;; 

0 t 

onde: 

r- ( (· v ) ~~~ e (:u 0~ 
' 1'11 'Ç~ 

7 
;; iT ~ ( J cj ~r I~ '1'10) \7 ~ 1' -= 

+e e a carga eletrõnic a (e < O), 

me a massa eletrônica, 

n e a den s id ade iÕni ca, e 
o 

~ (r,t) e o poten c i a l elétr i co . 

) -= c~ (II. 1) 

(II.2) 

Neste co njunto de equaçoes, Fe = Fe( ~ , ~ ,t) fornece, em 

um instant e ta den s idade de elêtrons, no espa ço de fa s e s w, co m 

coordenada espacial ~ e com ve l oc idade v. 

E convenie nte res sa l tar que para s imp l ifi cações adicio 

nai s cons id eramo s , no nosso pl a sma , ape nas os e l ét ron s c omo e nti 
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dades dinâmi cas . Os ion s (que formam o p l asma junta me nte 

elétrons) entram no conte xto s oment e através do parâmetro 

modo a fornecer a neutr a lidade de carga a o meio. 

7 

com os 

n , de 
o 

Coerent emente com a propriedade anterior, exige-se da 

função F : e 

onde V e o vo lume do si s tema. 

'Y/ o 
( I I.3) 

A eq uaç ã o (I I. 3) nos diz que a densidade media de ele 

trons deve i gual ar ã densidade de 1ons. 

A equação (II.1) que nos dã a evolução temporal da fu!)_ 

çao Fe, e conhe c ida co mo equaç ão de Vlasov. (caso eletrostãtico), 

e a equaçao (I I. 2) e a equação de Poi ss on par a o potencial e lê-
tri co. 

Podemo s not ar, que o s i ste ma de equaçoes assim descri 

to e nao lin ear, nã o l inear idad e esta pr esente no ultimo termo 

da equação (II.1). 

O que comu ment e s e faz, na tentativa da so luç ã o deste 

tipo de prob lema, e a linea rizaç ã o completa do s i stema de equa-

çoes, confo rm e o exp osto na introdu ção . 

No no s s o caso começa mo s escreve ndo : 

Fe ( r I :}_- I t ) -
(II.4) 

onde supomos: lf l << f e f nao dependente do tempo. o o 

Aqui, f e encarada como uma pequena perturbação ao 

estado de equillbrio h o mog~n e o desc rito pela f . 
o 
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A funç ão f - tal e que: 
() 

[1 ( ~~ ) d3v- ' ))" 
(11.5) 

In co rpo ran do a co ndi ção (II.5) ao s i s tema de e quaçoes 

(II.1) e (II.2) e desprezando dentro deste sistema ter mo s bilinea 

res em f, obtem os o seguinte conjunto de equações lineares : 

(){ 
t- r 1' ·f ) F E' ( vf -,~ ) () -- -

'ô t -•1Y) "" '(l 'L 
"" 

(II.6) 

\7~ - 4 rre (.f Li 3v- { ) (I I.?) 

Este ultimo s istema de equ aç oe s foi resolvido por Lan 

dau em 1946 [L a46 ]. O c ienti st a soviéti co c hegou a import a ntes 

conclusões que e num eramos aqu i, sem deduç ã o : 

- O comportamento assintótico (no tempo) das funções f( ~ ,~,t) e 

~ (r,t) e, re spec tiv amente: 

f ~· 
-I t.v t f-' t·.t 

2_ Q ':. ( ~- ) e - ~ 
k 
•v 

,, 
·'-

- ··cu Ct lt H -r· •,-
'[__ ÇrCl-:J e 

As freq~ên c i as w( k) sao obtidas a partir da seg uint e 

de dispers ão : 

Jd'v k· 
9 F'l' 

..4 /T 'l')c e;! f'.<J 
']) ( fS /JJ) i + 

(..· ~ o 
'V/') " ~ CL I ·- I -.i 

• .-v . 

(II.8) 

(11.9 ) 

relação 

(II.1 0) 
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.. 

ou 

J· __ k_~_"'_ J , (1 

Ú) - k .Ll 

d ,tl :1 + 

com w(k) = w (k) +i w. (k) 
r - 1 - .J 

onde: f ( \J ) = f f ( v ) d j__
2 

v ' o o -

sendo a integr ação definid a no pl a no pe rp e nd i c ul ar ao ve tor ~ · .... 

Dev emo s notifi ca r o l e ito r que o s uni cos modo s osc ila 

tõrios presente s no pla s ma se r ã o oriundo s da relaç ã o (II.10) se 

a perturbaç ão 

f(t =Ü, ]J ) = J 

ini c ial for ta l que se c umpra a condição de que 

2 f(t =0,~) d...Lv s eja um a função inteira na variãvel 

Jl . Tal condição, para caso s de intere s se f1sico, nã o e e xc es s iva 

mente restritivQ , s end o pois adot a da da qui em diant e [AAP75]. 

-O s c ontorno s pa r a as in te gr aç õe s definida s na equaçao (II.10) 

s ã o de sc rito s na figur a II . 1. 

- Os coefi c iente s ak' fk e ~ k sa o obtidos a pa rtir das condi 

çõe s ini c iai s da e xc it açã o da perturba çã o. 

-A s fr e qU ê nc i as defi nid as por (II.10) pod em se r co mpl exas . De 

pend endo, po i s, do s in a l da pa rte imagin ã ria de uma de sta s fre 

qUên c ias em pa rt icular , haverã amplifi cação ou atenu açã o das 

osc ilaç ões pr o ve nien tes do term o corr es pondent e . 

-A po ss ibilid a de de c on ceituar corretamente os modo s perturbat~ 

vos com o osc il ações at e nuad a s ou amplifi cad as s õ t em validade 

se vig orar w >> w . . Somente ne s ta condiç ão, podemos di sc ernir r 1 

a dequ a da ment e os fen õme no s cone c tados c om propri e dades osc ila-
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FIGURA I . 1 As t rês fi gura s acima exemplificam três po s i cionamento s da 

vari ãvel w, presente na equação crr.1 0), e os três contor 

no s para a in teg raç ~o a s s o c i ado~ 

o 
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t6rias dos fen6menos conectados com amplificação ou ate nuaç~o. 

-A equaçao (1 1 .8) apresenta a particu l aridade de conter termos 

com dependência temporal do tipo e-it . y t. Os termos associa -

dos a esta dependência s~o denominados termo s bal1sticos , de vi 

do ao fato da informaç ã o ser propagada exatamente com a veloci 

dade das part1 c ula s sob aná li se. Este termo não e um modo nor-

mal, e seus efeitos se cancelam se desejarmos medir qua i sq uer 

propriedades em in stantes muito afastados do instante inicial. 

Especificamente, se desejarmos obter grandezas com velocidade 

in tegrada (grandezas ind ependentes da velocidade, como densid~ 

de, temperatur a ... ) para tempos grandes a intensa osc il ação 

d -ik.v t t . t 1 d t e e - - garan e um zero para a 1n egra correspon en e. 

E essencial me nc iona r, que o que chamamos de tempos assint6t i 

cos, são tempos suficientemente longos para que as proprieda

des oscilat6ri a s da perturbação impo sta ao pla s ma sejam domi

nantes . As propriedades assoc iada s â amplificação e â atenuaçã o 

tambem devem, dentro destes longos in tervalos temporais, se r 

detetadas. Contudo, devemos ter presente que embora extensos , 

eles não devem ultrapassar, de maneira alguma , o te mpo de rel~ 

xaçao da função de distr i buição devido aos processos co li s io-

nais. A teoria descrita ate aqui, não envolve tais processos . 

Tratemos de ev idenci ar, agora, o colapso da teoria li 

near. 

Conforme jã hav1amos mencionado, se alguma(s) das fre 

qU~ncias da equação (11 . 8) contiver(em) um a parte imaginãria p~ 

s itiv a, a função f haverã de crescer de tal forma, que a part ir 
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de um certo i nstante nao se satisfaça mais a con diç ~o lfl 

O mesmo come ntãrio e vãlido para a equaçao (II.9) . 

Ev i dencia - se no parãgrafo acima, a mais ser i a 
- -

1 2 

<< f . 
o 

rest ri 
ção a teor i a linear, restrição esta que sera mel hor a na -

l i sada a seguir . 

Supon hamos que exista, dentro do plasmaJ uma Cni ca ond a 

de freqUê nc i a r<~ r e de vetor de onda k com amp li t ude do pot en c ial 

ass ocia do i gual a ~ . Dev i do aos jã mencionados efeitos de am pl i o 

fi cação e atenua ção , este potencial ~ pode ser um a funç~o 
() do 

tempo . 

Consideremos, ent~o, particulas que se movam aprox 1m~ 

dame n te co m a velocidade de fase desta onda. So mente ta i s pa rti-

cu l as terão sucesso em trocar energia efetivamente com a ond a em 

foco . 

Denotando por w a ve l ocidade das part i cu l as no r efe r e~ 

c ial em que a onda e estacionária, pode mos deduzir, usan do c on s i 

derações e nergéticas do tipo 

o ~ c~, t l - c \ e 

( II.11) 

que a mãx i ma ve l ocidade que -propicia t r oca de energia e 

(I I.1 2 ) 

A ve l ocidade definida pela equaçao (II . 12) , -e aq ue l a 

que corresponde a partic u las apr i sionadas pe l os va l es da onda . 
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A va l idade da teoria 1 in ear estã baseada na hipõtese 

de que o te mpo que uma part1cula gasta para per correr um vale de 

onda de poten c i al, definido como 

6 b:l 1 1 
':: 

!( vv .u._(~,.~ (II.13) 

e ta l que : 

W L .6 tb - W · ~ r~ r ·1 t - --- >> 
I< e. 4 e 

(11.14) 

De fato , a condição (II.14) nos indica que antes das 

part1cu l as r ess onantes (v "-' Vfase da onda) executarem vãrios osc i 

laç6es no vale de potencial existe troca e~etiva de e nergia, fa 

vorecendo largamente a amplificaç ã o ou atenuação da onda ~ . Res 
o 

~ saltamos que o fato da s partlcula s nã o execut a rem osc ilaç6es no 

potenc i al ~ , e equiva l ente a dizer que sua Õrbita não se afasta o 

muito da orbita não perturbada por ~ , o que pos s ibilita a ap l i
o 

caçao de conceitos associados com line ar i zação. 

Da condição (II.14), verificamo s que quanto menor for 

1 ~ 0 1, tanto mais precisa a teori a linear. No caso de termos ~o 

como uma função crescente no tempo, a validade da condição (Il.14) 

hã de ficar comprometida, o que indi ca a ne cess idad e de constru-

ção de teorias mai s refinadas. 



I 

I ~ 
I 

I 

III - TEORIA QUASE-LINEAR 

Conforme nossas explorações ao conteúdo da teoria li 

near , l evadQS a cabo no cap1tulo ante rior , pudemos detectar a 

existên c ia de co ndiçõe s restritivas quanto ã a plica ção de ta l 

forma li smo . 

Ba s i camente, o que se p~de depreender do que foi expo~ 

to no cap1tu l o li, ~ que o uso das componente s do espectr o osci -

lat6rio em um plasma homogêneo-coulombiano, como fonte das uni 

cas variã veis dinâmicas do prob l ema, ~ extremamente insatisfat õ -

rio, pr i ncipalmente no que tange ao estudo de sistemas i nstãve i s, 

para tempos assintoticamente l ongos. 

No ssa esperança e que o uso ma is· racional (ou mais co m 

pleto) do sistema de equações origina i s, promovendo â qua l ida de 

de variãve i s dinâmicas certas grandezas ate então encaradas como 

estruturas paramétricas , nos auxilie na construção de uma teo ri a 

onde divergências e singu l aridades de caráter não-f1s i co não es-

tejam presentes . 

-Bem entendido fique,a teoria quase - linear e a ma i s s im 

ples das correções â te or ia linear. Embora se ndo à. prime i ra 

de uso menos restrito do que a se gunda, não pretende fazer opa -

pel de definitiva . 

Consid eremos novamente o conjunto de equaçoes (11 . 1) e 

(II.2). 

( l - . íJ ') ( -
~ v . e (II.1) 

e 
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(II.2) 

Separemo s , como anteriormente, a função F e em uma pa.!:_ 

cela oscilante f e em uma parce l a homog~nea f . Novamente de ve 
o 

mos encarar f como uma pequena perturbação ã fun çã o f . 
o 

O novo aspecto do co njunt o de equaçõe s (I I.1 ) -(II.2) e, 

dentro deste contexto : 

+ v c/> r (~-r~ ) - o 
"-' 0~ 

\7 ~ - - Lj r.e (J cl1tl{+ j <('v {c - 11. ) . 

(III. 1) 

( III. 2 ) 

Relembra nd o - nos do fato de ~ representar um sis tema 

homog~neo e neu tro, podemos de pronto, reduzir o sistema acim a ã 

seg uinte forma: 

(I II.1)' 

(III.2) I 

Ressaltamos, neste ponto, que conforme as idêias l a nça 

das na introduç ã o deste cap1tulo, não desprezamo s " a pr iori" , a 

possibil id ade da funç ã o f sofrer variações ao longo do tempo . 
o 

Como veremo s adiante este fato ê essenc i a l na form ul açã o da teo 
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ria . (Eviden tem nte, q uando esq uemat iz amos a estr utura da teor i a 

line ar , no capTtulo anterior , sempre co ns ider am os a parce l a f 
o 

como co nst ante no tempo.) 

Com o conjunto de equaçoes ( III.1) 1 e (I II. 2) 1 e com 

os novos ho rizontes abertos no parãgrafo anterior esta mos aptos 

a co nstruir uma teoria mais so fi sticada que a teoria lin ear . 

Vamos, no entant o, i mpor alg um as restrições ã nova teor i a , res-

trições es ta s que apenas trazem um estreitamento in s ignificante 

ao campo de aplicação de nos sa formulação. 

Estas re st ri ções , basicamente, dizem respeito ao mo do 

de interação entre as "ond as " pres e nt es no siste ma (descr itas p-o r 

f) e as " partT cu la s renormali za da s " do sistema (descr itas r~ t:r 
) 

i< 
f . 

o 

(t im porta nt e no ta r, aqui , que "partT c ula s renormal iza 

das" nao sao partTcula s r ea i s . A funç ão f
0 

não descre ve as parti_ 

c ul as reais que a funç ão F descreve. Uma possibilidade de e nca e 

rar "partT c ul as r e normaliz a da s " e como partTculas rea i s dest itu1 

das do movim e nto osc il atór io descr i to pe l a f [Ts70].) Ma s voltan 

do a o pr o b l em a da f o r ma de i n te r a ç ã o " onda - p a r t T cu 1 a 1) o q ue e f e -

tivament e pode nos con duzir ? uma de sc rição s i mp li ficada do prQ 

blema e a rea li zação do fato de que uma part1cula resso nante nao 

fique um tempo desmesuradamente l ongo apr i sionada pe l a ond a cor

respondente. Neste contexto, a Õr bit a desta part1cula nã o deverã 

ser radicalment e modificada pe l a pr esença de ta l onda. O Único 

modelo que pode materializar este no sso desejo, e o modelo de in 

;, 

Pre t endemos justifi car 11 a posteriori 11 a hipótese inicia l de que 
das com r e l ação de dispersão bem definida pres en t es no plasma . 
também comprovar que o conceito de i n teraçao re ssonant e também é 
c~a fundamenta l d entro do cont exto da t eo ri a. 

existem on 
Pretendemos 
de relevân-
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teraç~o de part~ cu l as com um num ero suf i cienteme nte gran de de o~ 

das c om ve l ocid ades vizinha s . De s ta maneira, antes da part1cula 

ressonante e f et uar um cic l o de o sc il aç~o no va l e de uma das on-

das, ela poderã ser aprisionada por outra das ond as do gr upo, s~ 

gu i ndo assim , uma trajet6ria a dequadamente s i mples, pelo menos 

no que toca aos no ss os prop6s ito s . 

An a li semos qua nti tat iv a ment e as restr i ções men c i onadas . 

Suponh am os a ex i s tên c ia de um grupo de onda s com os res 

pect ivos vetore s de on da distribu1dos continu amente em uma fa i xa 

se exte nd e ndo de k a k+ 6k (Sis tem a Unidimension al). 

De f i na mos o as s i m chamado " te mpo de c o r r e l a ç ~o 11 das o n 

das do grupo . co mo: 

(III.3) 

ond e 
À ~ o compr im e nto de onda ca ra c t er1st i co do gr upo de 

ondas; 

6 (r) e a v a r1 a ç a o m ã x i ma da v e l o c i da de de fase da s o n -

da s do grupo; 

wk ~ a freq Oênc i a da onda de vet or k . 

~c' assim definido, mede o tempo que a onda mais 

da gasta para a va nç ar uma d i st~ n cia À sobre a ma i s l enta. 

- o rap 2_ 

Re l embrando -n os do co nce i to referent e ã 6 t h exposto na 

equaçao ( II. 13) , e introduz indo: 

o nosso conjunto de restr iç õe s suge re 
A 

( III.4) 
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(III.5) 

De fato, sendo cumpr i da a condição (III.5) es peramos 

q ue a ntes das particu l as ressonantes com pl etarem uma oscilação 

no va l e da onda correspondente, e l as sejam carregadas pe l as de -

mais ondas . 

De qua l quer forma, o in tuito do restante deste capit~ 

l o e demonst r a r q ue o uso de cond i ções co mo a (I I I.5) dentro do 

f o rma li smo a ser desenvolv i do, pode trazer s i mp l ificações q uan to 

ao seu aspecto, permitindo refere nc i ã -l o em relação ã teoria li 

ne a r, de f orma a fac ili ta r s ua i nterpretação . De vemos r e l e mbra r 

q ue, no que s e s e gue , pr ete ndemo s mo s tr a r tam b~ m que o us o de r e 

l ações de di s pe r são l iga nd o a f re qU ê nc i a das on da s do . -grupo Ja 

men c i ona do com os respec tiv os veto r es de onda e pl ename nt e jus t i 

f i cad o, se ndo estas re l açõ e s, a dem ais , de ntr o de certos limit es, 

idênt i cas ãs da teo r ia line ar . 

O us o de um conj un to i nf in ito e co nt i nu o de on da s , no s 

o br i ga a in t r odu z ir um co nce it o s impli f i ca dor de cã l cu l os . Es te 

e o da me di a estat 1st i ca so br e as fases das on das envolvid a s . 

Qu ant it at i vame nte , a expressão que necess i taremos de i med i ato e: 

(III.6) 

onde o s 1m b o l o 11 < > " denota a med i a estatist i ca . 

A equação (III . 6) nasce da suposição de que os div er 

s os modos componentes tanto do potencial ~ como do campo ~ como 

da pert urbação f, poss uem fases ra ndo mi ca mente distribuidas . Po r 

hi põ tese, no momento, não afirmamos qu e o mesmo aco nteça co m prQ 
À 

-
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dutos de stas qua ntid ades . 

Tomando a media estat 1s ti ca da equaç a o (III . 1) e usan 

do as c ondiçõ es (III . 6) obtemos, usa ndo a hipõtes e adic ional 

mos: 

çao 

(III.7) 

== o (III.S) 

Subtraindo a equaçao (III.S) da equaçao (III.1) ', obte 

"ç +(z S?) t + !, fs -~:, ) 0t l~ ~ 

® 

(
{:::- t r'()~G) ~ (. ,- • fd -Ç.. "- Q 

"" .1 tt -: ·-;- - .t. - _. -> ~ ( II I. 9) 
. , I (J,:S '1'\ ~ 0-"-'l) 

@ 
A equaçao (I II. 8) descreve a e voluç ão temporal da fun 

f que representa no ssas pa rt1c ula s renormali zadas . A equao 

çao ((III.9), por sua vez, descreve o co mpor tamento da f unçao f. 

Ora, se s upusermos que as perturbaçõ es c ri a da s no s i s 

tema sao pou c o inten sas (pelo men os no s e stã gio s inic i ais ), pod~ 

mos argumentar que os termos CD e G) da equaç ão (III.9) são p~ 

quenos em relaç ão a o termo ® . Vale notar, que os "pequenos" 

termos CD e G) descrevem a interaç ã o da perturbação f com e l a 

mesma, enquanto o termo @ 
descreve a interação de f com f . No 

o 
tando ain da, que escrevendo F =f +f (onde f e homogê nea), im 

e o o 

plicitamente estamos afirmando que f, no seu desenvolvimento em 

~ modo s de Fourier não co nt em a compone nt e r efere nt e ao vetor k=O. 

Desta forma, af irmar que CD e G) descre vem a auto-interação da 
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f unç ão f, e o mesmo que afirmar que (D e Q) estão r e presenta~ 

do a interaç ão entre modos perturbativo s oscilatório s do proble-

ma . 

Es crevamos a equaçao (111.9) c om as aprox imaç ões acima 

citadas . 

c:; 
·t-- -

1T) 
(III.10) 

A equaçao (111 . 10) deve ser resolvida s imultaneamente 

com a equação (III.8) e com a equação (III.2)', para a obtenção 

da soluçã o completa do problema. 

De acordo com estas equaçoes, o que bas i came nte 

notamos e que a difer e nça de aspecto entre a teoria linear e a 

quase- line ar reside na pre sença do ultimo termo da equação (III.8), 

termo re l at i vamente pequeno. 

Dentro do esp1rito de um a correçao nao mu ito d r amãtica 

ã teor i a lin ear, por hip Õtese escreveremos as grandeza s osc ila tõ 

rio-pert urb ativas na forma de expansão em modos normais para tem 

pos s uficie ntemente longos: 

(III .11 ) 

-
O s i mbolo G, representa uma grandeza arbitr~ria . 

O que esperamos, e o que de fato ocorre, merece ser 

classificado em dois itens: 

i) A relação entre w (~) e ~. dentro de aproximações adic ionai s ãs 

que jã foram feitas, e a relação obtida pela teoria linear, on 
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de, no entanto, f ( v,t) s ub st i t u ·i f (v, t==O) . 
o - o -

Considerando w( k), acima, como puramente real, a 
- 2 

jG(1) lk f O tem sua deriv a da temporal determinada 
'V 

b iline ares de l a mesma. Da mesma forma, a fu nção 

2 1 

função 

por formas 
A 

F (k==O, t) == e 
== f (v,t) tem s ua der iv ada temporal determinada por formas bi o -

lineares no cam po eletrico flutuacional. 

Dito isto, busquemos a demo nstração "fo rma l" de toda 

a teia de id e ia s com q ue estivemos trabalhando. 

De ini c io, relembremo-nos de nossas hip6te ses sobre fra 

ed. dependên c ia temporal das funções G(k,t) e f . Adema i s , po r 
o 

uma questão de compat i bil i dade a ser exibida bre vemente , ace it e 

mos ~s freqU~nci as w (k,t) como funç ões de fraca depend~ n c i a t em r - . 
poral. 

Escre vend o f como : 

"' L./ 
•i-o 

" J
0 (r; . t -LL'P J l ) Fr ( JZ, L) e 

Obtemo s , pe l a equaçao (III.10) 

(III.12) 

(III. 13) 

Aqui, jã foi usada a h i p6tese de que a dependê ncia de 

wr no temp o, provinda de alguma forma do termo bilinear da equ a

çao (III . B), gera termos de or dem excessi vamen te a lta se i nclu i 

dos na passagem da equação (III.10) ã eq uação (III.13). Ne s te po~ 

to , j ã e inter essante a nalis a r a que stão da compat ibilidade me n-

cionada anter i ormente. 
À 
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Especif icam ente , escre vamos a "rel ação de di spersão qu~ 

se-linear" na forma 

com R dependendo fu ncio na l mente de f . Entã o : 
o 

ou J R rdf Js ~ f S{c(l?_} 
'L' J ó ll 0} 'ô L 
"-~Q {1 '-

L~> (!s) -=-
~ 

(.. -~ -=:'; w~ 
- c;f~(f) (c) t o-

0 ~'</0cu 
rõw 

Exam i nando a Gltima i gualdade, n~s cert ifi camos de que 

a existênc i a de R, tal que aR/ awK # O, implica no fato de que as 
a f 

ordens de grandeza de 31o e w são equ iv a lent es. 

A solução integral da equação (III .13) e: 

f: Q ) t /t I ;·(t 1f-W~:;) ·t.' 
dt- t' 'V 

* 

( p 
I c 

' l'1l 

(III.14) 

Neste po nto, devemos chamar a atenção para a expansao 

expressa pela fo rma (II I . 12) e suas conseq Uênc i as . 

Na equação (II I.1 2) não consi deramos, como no capitulo 

i k. v t 11, os termo s ba listicos conte ndo expone nciai s do tipo e - -

O que justifica este no sso pro ced im e nto , ê o fato de que o te rm o 

bilinear na pertur bação, presente na eq uação (111.8) en volv e r ã 
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tanto integr ac 5es em~ como em~ ap6s a rea l iza ç~ o da an~ l ise 
de Four ier sobre as equaç5es (I I I.1) e (I I I. 2). Ora, supo ndo um 

es pectro suficient e men te largo e s ufic i entemente regu l ar , as in-

tegrações em~ e l im in am de fato , a co ntrib uição dos men c ion a dos 

termos ~ funç ão f de n tro da a pro x ima çã o de tempos assi nt o ticame~ 
te longos. Da me s ma fo r ma, supondo a pertu r bação in ic ial f( := ,~,t= 
=0) adequa da , a eq uação de Poi sson não reve l a estes termo s balls 

ticos em vi s ta ã int egração em velocidade. 

De posse de stas idei as, noss o prÕx imo pass o e a s ub st~ 
tu i ção da equaçao (III . 14) na equação de Poi ss on , expressa pela 

equ a çao (I I I.2) . 

Temos , desta forma: 

(III.15) 

onde 

f +<P ; [tiN' - LtHU J (t-t' ) 
r(t): I ) = (I iA/ t? !J f~ (~t') 

íJ vJ 

c om 

Nas relaç5es acima, ve lo c id ades paralelas (w) e velo c i 

dades perpendicular es (~L) sã o definidas relativamente ao vetor 
de onda k. 

Na relação (III . 15), a função I(t , t ' ) sera ap r ecia v e~ 
mente di fe ren te de zero se a d i ferença e ntr e te t' nã o f or mui 

to grande . De fato, se nd o (t-t')mãx ~ ~ t grand e , o integra nd o os 
À 
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cila violentamente, resultando di s to , uma bai xa contribuição nu 

merica ao valor da integral. 

Resta-nos saber quao pe que na e a difer e nça (t-t' ) . 

Seja ~ t, como jã definido, a mã x ima diferença entre t 

e t' , tal que a integral que ocorre na equaç ão ( III.15) nao se 

anu l e. 

Supo ndo f como uma função de var i açõe s s uf i cienteme n o 

te limitada s ate uma velocidade v , a partir da qua l f '\, 0, pod~ 
o 

mos escrever: 

(III .1 6) 

A de ma i s , d e f i n i n do w i ( ~ ) p e l a r e l a ç ã o w i ( ~) = él ~ 9-n 4> ( ~, t) , 

afirmamos aqui que no ssa opçao ser~ por osc il açõe s para as quais 

seja sat i sfeita a cond i ção: 

(I II.17) 

A condição (III . 17) nos diz que traba lh a remos com on -

das cuja energia e lentamente trocada com a s part1culas dura nte 

o i ntervalo efetivo de interação (t-t'). Como ficar~ claro ad ia~ 

te, e justamente s upond o condições como a (111.17), que nos fica 

poss1ve l a introdu ção de propriedades referentes a ondas de ca 

racter1st i cas bem definidas i nteragindo com part1culas ressonan 

tes. 

Ademais, s upondo que a taxa de vari a çã o da amplitude 

das ondas presentes no plasma seja s emelhante ã taxa de var iaç ão 

da função f nas regiões de ressonãncia, podemos i nferir que o 
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,1 t [ 'f'( ~v ) {_ ( L J 
-1 

(III.18) 

onde 

(m. 19) 

(Serã interessante notar, ao f im dos prõximos cã l cu los, 

que a s upressao da dependência temporal da função f , nos conduz 
o 

diretamente ã teoria l inear de Landau exposta no cap1tulo ante-

r ior.) 

Dentro destas cond i ções, podemos reescrever a equaçao 

(III.15) na seguinte forma: 

' 2 
Lr.ie 

( III..2o) 

Relembrando das equaçoes (111 .17 ) e (III.18), pod! 

mos aproximar a equação (III. ) para 

I , 2 
t 1 rr , e 

+-.. ·t 

f d~vr ÍrC L) 'Ó ~," l~- tJ j.clt' / ( ~·=-r.;;_.z -·w; 

0 ~v 
·- .o t -}., L 

se nos re l embrarmos que: 

X {_ {. l 

(III.2 1) 

Na equaçao (III.21), como o comportamento das funções 
a f 

<J> k(t) e awo jã foi extra1do da integral temporal, e como, de qua.J_ 

quer maneir a a mencionada integral não ~ efet iva para grandes va 

I tNSTITUT6--DE--F-tsicA 
i -~IO~T~E~C~A~ ____ j_ ______________________________ ~ 
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lores de (t-t'), podemo s co lo car l.l t -+oo 

t, 

cl t f , I 
Obtemo s , desta forma: 

O r a , 

---> 

L ---::> 
( III. 22 ) 

s upondo w . prõx i mo de zero e 1/ -f(vo~") tambem pro x ll 

mo de zero, podemo s aprox i mar a re l ação acim a para: 

..--------.., _ ( 
,,..~ - ---- ---

~IV -t-~..~,.. - 1 cu·, - :(r + 

(III.23 ) 

A obtenç ã o da i gua l dade (II I. 22) supoe t~);r1__ como p~ 
r/(wj 

sitivo. Por es t a mesma razão va l e a e sco lh a do contor no no espa -

ço de ve locid ades pa r a l e l as que j ust ifica o uso da relação (III.23) . 

fo r menor do que zero, ou igua l a zero 

devemos usar a relação ( III . 23) c omo pro l ongamento analrt ic o do 

caso (W; + +) > O. 

Tal procedimento, jã r et ra tado na figu r a II.1 e o uni 

co co mpat1ve l com a versão line a ri za da e causa l proposta por La n 
dau . 

Supo ndo ~ k(t) ~O, escrevemos a equaç ao (III.2 1) da se 
guinte forma : 

lrrel f 1 I() t<> 
c.{ IV' -

.i ·-

·)ri '' ~~- - C.V v- - ILtJ~ -'-fr 0 ~V 

- : lr 
(III.24) 

o 
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Na integral da relação (III.24) apenas as velocidades 

p a r a a s q u a i s u) f. k w e s t ã o e n v o l v i d a s . U m a s u p o s i ç ã o r a z o ã v e l ( a 

ser ju s tificada mais tarde), e que a f unção f não se al tera mui 
o 

to para velocidad es não ressonante s com as ondas envol vid as . Ne s 

tas condições ~ ~ O dentro da integral. I sto nos permite d ize r 

que a "relaç ão de di spersão quase-linear" e obtida tr iv ialme nte 

da relação de dispersão linear, s ubstitu indo adiabat i ca me nt e 

f (w,t =0 ) por f (w ,t ). 
o o 

Ne s te ponto, podemos cha mar a atenção para o fato de 

que a decomposiç ão da perturbação f(r,~,t) em onda s com re l ação 

de dispersão bem defini da f i ca jus tif i ca da dentro das restrições 

usadas. Ademais, pe l a estrutu ra da relação de di spersão quase- l i 

near, fica patent e qu e a taxa de vari açã o da função w(k,t) e bas 
. - -

tante ba i xa, co mo jã ha vi a s id o suposto a nt er i orme nte. Para veri 

ficarmos esta ultim a assert iv a basta buscarmos a so lu ção da 

equação (III.24) segundo téc nicas empregadas para a so luç ã o de 

sua ve r são pertinente ã teoria linear [KT73]. 

çao f . 
o 

Busquemos então a equação fin a l par a a evo lu ção da fun 

Usando a eq uaçao de Poisson ju ntamente com a eq uaç a o 

(III.14), ambas inseridas ao l ado direito da equação (III . 8) te -

mos: 

2 
e 

0 t 
(III.25) 

com : 

r e c1 l -' - / 
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Val e ndo-no s do s c oment ã ri os f eito s apos a equaçao (III.6) 

com r elação ã i nd e pendênci a estat1sti ca do s modo s oscilatõr io s 

envo lvido s, pod emos co mp letar a carac t er i za ção da s fa s e s r a ndõmi 

cas da seguinte ma neira: 

(III. 26 ) 

onde G e uma grandeza arbitrã ri a. 

Com esta ultima igualdade, podemos escrever a e qu a çao 

(III.25) como: 

0u; 
J ·, 

(III.27) 

onde 

(III.28) 

Aqui, k11 e k..L denotam as compo nent es paralela e perpe~ 

dicular dos vetores de onda com relação ã vel ocidade v. 

Dentro do mesmo esp Trit o que no s possibilitou a formu-

laç ão dos argumentos que se seg ui r am ã equaçao (III.16), afirma 

mos que a diferença (t-t ' ) na equação (III.28) não deve ser a l-

ta. Precisamente, se s upu se rmo s um es pectro excitado em torno de 

um k , com larg ur a 6k , podemos co lo car : ll o 11 

(III.29) 

N e s t e p o n t o , j ã n o s ê p o s s 1 v e l a o b t e n ç ã o f o rma l d a c o n 
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diç ão (I II. 5) . 

De fato , q uan do da obte nç ão da equaçao (III.22) (bem 

como da futura obtenç ão da equação (111. 31)), s upu s emos c omo vã -

lid as as seguintes condições: 

- No inter va l o efet iv o de i nt e r ação 11t a am plitude do 

potencial e le t ri co pouco variava 

ou t - i 6 <<c , 

- No intervalo efetivo de interaç ão 6 [ a f unç ão distri 

buição f não sofr i a alterações not ã vei s o 

OU · 

Escre vendo 6 T "' ( 6 ( w - k w))- 1 (segund o a eq uaçao (III.29)), 

temos: 

Conside ra ndo a igua l dade (vã li da para a ressonâ nc i a) 

[ 
'é 0.: 

L\ ic -
0 1::: 

\"( 

(~ltima ident i dad e de finida na equaçao ( 111.5)), podemos e nt ão 

obter: 

-t 
.) (v ; 

Examinando a equaçao quase - linear em ordem de grandeza 

(ca s o unidim e ns ion a l) podemos escrever (ver equação (111.32)) : 
À 
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_; - t 

'T · 
(intervalo re ss onante) 

Estimando O com o: 

e e s c r e v e n d o 6 v = ~ ~ 6 k "J v 6 kk = ( k T a c ) - 1 
( se wk ~ w , condição pe 

vãlida pa ra a maioria das situações de intere sse) temos, consi-

J 
2 2 IE I2 

derando l~k l dk 'V l~ kl 6 k 'V ~ onde li,l e a int e ns id ade to 

tal do campo, a seg uint e se qO~n c ia de r ela ções 

ou 

I .J 
,v 'l c. 

,._/ 

I c 

5 ,_J 
I 'C 

- -4 
lb 

De acordo com os argumentos expostos anteriormente: 

rv('~'c)4 (( 1 
'ryb 

de onde podemos extrair f in a l mente a c ondi çã o (III.5) . 

Encerrando a presente derivação, notamos a esse ncial 

condição de que a relaç ão de di s persão não deve ser linear, pois 

então T -+ co 
a c 

Ademai s , ressaltamos que os argumen tos ac ima exposto s 

valem no caso de interaç ão ressonant e entre ondas e partfcu l as 

( + + w(il:.) 'V O) , c a s o e s t e q u e p r e d o m i n a s o b r e o s d e ma i s . 

Rigoros amente falando, uma c ond ição como a (III.29) nao 
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justifica plen amen te o uso de diferenças (t-t ' ) muito peq uen as ; 

a co ndiç ~o me nc ion a da apenas suge re (t - t') pequeno . 

De qualquer ma neira, qua ndo do ini cio do prese nt e ca pf 

tu l o exp us emos nossa intenç~o de co nstruir um a c o rr eç~o n ~o a s -

tron6m i ca ã teo ria line ar . Tambêm, no cap Ttu l o ante rior, f i co u 

c·l aro o no ss o propõsito de usar aprox im a ções ã teoria linea r, tais 

que as seg urem a existê nc i a de onda s se prop agan do no s i s t ema, 

e a i nt eraç~ o r esso nante e ntr e estas o ndas e as partTcu l as . 

Qua nt i f i ca nd o, poi s , as ide i as exposta s ne s te ult i mo 

parãgrafo , devemos ex i g i r que durante o t empo efet i vo de in tera -

~ ( ')int . çao onda-p a rt1cul a, t-t , as ampl1tude s dos campos e nv olvi 

dos n ~o s ofr a m var i açõ e s su bs t a nc i ais : 

Cd: (~)- ( C - t ' ) 
(III. 30) 

E interessa nt e notar que os w . (k) para os quais valem 
1 -

a co nd i ç ~o (III . 18) e a co n d i ç~ o ( III. 30 ) devem ser esco lhido s 

segundo a se leç ~o . 

{ lJ ,·; vA-/ liOCS ~ -

- "m:"" {w;~que sat i sfazem (II I.I S); lU: \1 que satis faz em (III. 30) J 

Sen do as aprox i mações usadas, formalme nte idênti cas as 

us adas na de termina ção da relação de di s per são quase -lin ear , po

d em os escreve r a int eg r a l te mp oral na e quaç ã o (III . 28) como : 

- ( 

(I I I.3 1) 
~ w- w,- - ; w ~ - ,'/ 'T"!w' 1\ , I 

-~ 
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onde: 

I n ? -( (, h , -

r-r'· -
.1 0t 9 tj ' 

.!_ Com (' I 
~ . l '·l 

ta mente com I <P k l2 

muito 

I <P - ~ 12 

pequeno s , e 

(verificar 

usando w( k) = - w(-k) J U ~ 

E Q (III.24)) podemos 

segui r o seguinte esquema substituciona l . 

I ~ · ~ 
(III.31) __,_ (III.28) ú) ;"'o j ~i "-' O j ~~ t i = ~ ~ -!{ j 

( III.27) 

( e ste e o l im i te o nd e apen~ consideramos a interação resso nante 

o nda -p a r t f cula) para obter : 

que e a esperada eq uação de evo l ução para a função f . 
o 

(II I. 32 ) 

Notamos que a equação (III.32) e t i picame nte um a e qu~ 

çao de difus ã o no espaço de velocidades, com o coefic i ente D . . 
l J dado por: 

( II I.33) 

Usando a equaçao (II I .24), :::: o para partfc ul as fo 
ra da ressonãncia podemos obter: 

~~· :: 

cl t 
._, c t_ 1 , ( ~- , {- ) l cfo •- I 

c:. 

( I I I. 34) 

expa ndindo o denomi nador da i ntegral , obtemos : 
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Ú)~ (tlt) ~ ile ~t lw ~ ~ ~ · n~ r, , 1 diV 9 f~ r ( -- _...- \ 

rtY)t 
fc) l.if ') 

f:" ~v - wr t r~ Ltl , • . 

( II I. 35) 

Como e xe mp l o de a plicação da s eq uaço e s qua se -lin ea re s 

di scutimos ago r a o fen6meno de Re l a xaç ão-Q uase- Linea r. 

Tome mo s a eq ua ça o ( I II.3 2 ) multip l i c and o a mbos os l a 

dos por f 
o 

Usando a forma dada pe l a e qu aça o ( I I I. 33) para O .. , e 
1 J 

r ea l izand o int egraç ã o por pa r tes ao l a do dir eito da equação ( III. 32) 

f i ca mo s co m: 

~ f ( .z J . 
fJt: l ocL v .:: Tr e~. J. .:~ J ~ z ( ) z 

- -;_ cl ~ J.. v- I P" I ~ · ~. ro dl(w- tc . ·v- ) ( rii. 36) '111 ~ ';) ·v . ., v 

-O q ue es t a ig ua l da de nos most r a , e que a qua nt id a de 

tend e a um certo va lor l imite po s i tivo, ta l que 

cl () ----·-- > 0 
(.H t -> 1- ,_,o 

Ora, s endo o i nt e grando do l a do d i r eito da eq uaç a o 

(III . 36) e s se nc i a l me nt e pos iti vo, de ve mos t e r nec essa riamente P! 

ra t ->- + 00 : 

ou l=o ( III. 37) 

ou 
( III. 38 ) 
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Os casos onde a cond i ção (III.38) vigore sa o os mais 
\ int eressa nte s , pelo menos quanto a importãncia em aquecimento de 

pla s mas termonucleare s. 

A formação da co ndi ção (III. 38 ) vem repr esentada graf! 

camente na figura III.1 para um p l asma ond e w(k,t ) - co ns ta nte, c~ 

s o u n i di me n s i o na 1 . 



. w· 

I 

~ 
I 

f 
o..)-

t =o 
t-= +..o 

" 
FIGURA II I. 1 A f i gura III.1a retrata a formação do " pl atea u" (condi ção 

(III.38))para uma di s tribuição i n i c i al maxwell i ana do ti -
- ÀV 2 . 

po e ; >.. > O. A f1 gu ra II I . 1 b represe nta, por sua vez ,a 

evolução temporal da intensidade do campo e l etrostãtico 

assoc iado. O sistema retratado e unidimensiona l . 

35 
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IV - TEORIA QUASE-LINEAR DAS OSCILAÇOES DE U~1 PLASMA MAGNETIZADO 

Nos cap1tu l os anteriores , usamos exaustivamente o did~ 

ti co modelo do plasma eletr6nico livre de campos externos , homo-

gêneo e destitu1do de carãter col i sional. Neste cap1tu l o , embora 

o p l asma ainda seja homogêneo e não-colisional, estarã su bmetido 

ã ação de um campo mag nêtico un i forme e constante no tempo. Tam-

bem e essencia l ressa l tar que as oscilações que s e r ã o a l vo de 

no ssos estudos não serão mais necessariamente longitudinais, o 

que e equivalent e a d i zer que estaremos cons id era nd o no s istema 

in terações eletromagnêticas em gera l. 

In s pir ados na s i s tem ã tic a desenvo lv ida, podemos co lo-

car: 

(I v. 1) 

onde ~ ê a função de di stri buiç ã o co mpl eta pa ra os e lê tro ns do 

pl asma, f 0 = <Fe> ê o va lo r mêdio da dita distribu -ição e f(r,v ,t ) 

e a parcela oscilante da distribuição . Novamente, estaremos co-

nect ando f com a descrição das partículas do s i stema e f(r, v ,t) 
o ~ ,.., 

com a descriç ão das ondas do mesmo. 

Expa ndimos , como anteriormente, f(r,v,t), o campo e l e 

trico e o cam po magnêtico segundo a fo rma (111 .1 1 ). 

(IV . 2) 

com o 1ndi ce j denotando vãrios poss1veis modos as s ociados com 

uma freqllênci a . 
À -
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Nas expansoes acima jã esta mo s fazendo vigorar a nossa 

t~o usada hip6te se de que existem para o s is tema em interação qu! 

se-linear, relações de dispers ã o bem definidas entre w e k. Ade -

mais, como no cap rtulo III, esperamos que w.(k,t) seja uma 
J -

çao l entamente variãvel no tempo. 

fun -

Por economia de trabalho af irm amos neste ponto que a 

-r e l a ç ~o de di s per s ~o 11 quase- l i n e a r 11 par a p l asmas magnet i zad s e 

obtida de forma anã lo ga ã relação obtida para os plas ma s dos ca 

pitules anteriores (livres de campos). 

Vamos, pois, doravante, obter as equaçoes de evolução 

para a função f 
o 

e para as am plitude s l e nt amente vari ã ve i s das 

compon entes osc i lantes f(r, v,t ), E(r ,t) e B(r,t). 
- ~ ~ 

Comecemos por escrever a equação. c i néti ca para a fun -

çao ~ ' equação esta que nos for necerã o comportamento estatist i 

co [Wu66] dos e l étrons do pl asma. Esta eq uação e obtida forma l-

mente conforme 

(IV . 3) 
(

G + 
"""' 

Na equaçao (IV.3), ~ e o ãngulo azimutal no espaço das 

velocidade s e w8 e a freqOência de ciclotron dos e létrons no cam 

po magnét i co B , campo este a li nhado c om o e i xo i . 
-o 

(IV . 4) 

O campo magnético~ que aparece na equaçao (IV . 3) jã e 
o campo osci l ante gerado internamente pe l o pl asma . 
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A equaçao para a funç ão f e obtida da equaçao (IV.3), 
o 

toma ndo sua mêdia sobre as fases rand6mi cas das com ponentes o sc i 

la tõ ri as de f(r,v,t) . 

- Li.. 1 o 0-L e 
(IV . 5) 

Naturalmente jã e limin amos os termos q ue en volv em os 

gradientes da funç ão f no espaço de coordenadas . Tais termos nao 
o 

estã o pre sentes pelo fato de estarmos trabalhando com um s i stema 

homogêneo . 

Subtra ind o a equaçao (IV . 5) da equaçao (IV.3 ) obte mos 

a equaçao de . evol ução para a função f(r,v,t). 

I - .?). (f)f~ 
'l X U " 

c ""'- ''"' ·-
IÔ'L~ 

::: o (IV .6) 
' '-

Os termos não -lineares gerados pela mencionada subtra 

çao jã foram omitidos para a obtenç ão da eq uaçao (I V. 6) . A j u st~ 

ficativa para tal om i ssão pode ser encontra da no cap1t ulo a nt e -

rior. 

Tendo em mente que os vãrio s modos de osci l ação sao es 

tatisticamente independentes podemos reescrever a eq ua çao (IV . 5) 

usando a expans ã o dada pela equaç ã o ( I V. 2). 

(IV . 7) 

onde : 
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A componente f~, por sua vez pode ser obtida da equa

çao (IV . 6) reali zando sua análise esp ec tral. 

(IV .8) 

onde: 

-Escrevamos a função de distribuição media como uma se 
rie de Fourier na variãvel angu l ar ~ -

Fu ( f, ~) = Z_ 
~ ' .,0 (IV.9) 

Definindo: 

(IV.10) 

com ~como o ãngulo azimutal no espaço dos vetores de onda com o 

eixo polar paralelo a B , podemos reescrever a equação (IV.8) na -o 

(IV.11) 

As notaç5es empregadas na equaçao (IV.11) devem fi car 
c l aras se a figura IV.1 for consultada. 

Encontremos a solução desta equação (IV.11) . Para tan -
to escrevamos : 

• 



' , 
I 
I 
I -

X 

FIGURA IV .1 Def in ição grãfi ca das gran dezas definidas 

na seq Oênc i a da eq uação (IV.1 1). 
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/ 

(IV.12) 

Com e s ta forma pa ra f ~, podemos der ivar a equ a çao para 
t a f unção JJ k( ~ ) : 

onde: 

onde: 

temos para 

·v t' .(l --

< 

,, [ ' ' L' ~ -1 '( J +- I I(' " '\, 11 - v ~( \... I< - ltl 13 ~ -u k = --v 
({) f· 

Expandindo: 

;{,t ) ( ~~ I t) = L 
( = A 

Efetuando a integração in dica da na equ a çao 
p( R. ): 

+.P u G.\ 
I . _ I 

r - L' 0 -~ ~ ( I ( f e 2_ t 
I t C( 

(- 1) , e 
G t.~" '"'.tvJ \ 

c t " - ,;c 

I 

(IV . 13) 

(IV . 14) 

(IV .15) 

(IV . 16 ) 

(IV . 16), ob -

;-, j ) 
t5 ·- j 

J~ - e · (A ) 

) g( j .e' 

t3i,) (,} rc j 

t-Í ll --., 1 'L.,_ .L. 

B}z 0-L, (-4 +- 1ft ' 
,.e{ - t: td () «" ' +- +- b t:'E c. c. 0·r,, c 'Li L 0 1r.~.. 

) -+f 
\ Ct -e' I Je-e ·(A) [( [;' "~ ; ·c .. J3 ;, ·t..' i. d;L 9-< " e t- ( 

/ \ c <2 '(,"' J. c ~ 1-'!" 11 

(IV . 17) 

(-· lL( B .~) c' (: ( 

çf J 
I 

t" ~='l - - J e-e' ( 11 ) c 
1.,.- j_ 

-
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Integrando a equaçao (IV .1 5) en contram os : 

-1 

ft 1 n ,(_ ,' -·fÚjl -c.t : J1~) ( i._- C} . c1 t , t c 1:. · J e, !f, . ., •• v ~ (I V.1 8) 

Podemo s , pois escrever a funç~o f~(~,t) na forma : 

( ;1 
+ t ~(i! J ( ~/ 1:: ) 

(IV . 19) 

onde: 

(IV . 20) 

Usando a expan sao (IV .9) podemo s enco nt rar, usando a equaçao (IV.7), 

f 
uma equaçao para a funç~o f 

o 
e do 

- r fcv8 / (. 
' (t) ) I c = ) (·L-,, , -t,l\ é o l-

(IV .21) 

.?ir 

I onde: Q U) - t .! d~ Q ( 'f ,V 
-, rq, 

e 
..{'lt 

o 

Da1 segue : 
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r • ( ' IJ'" " - Q ) .._ .J t( \ I- I r_, I J) ( 'L ' ', t l·J I 1- ' ) O "t '- ~I t l ~' -\. 

" 

(IV . 22) 

.e u 'r] 

Se a perturbação inicial for ta l que: 

·:Y o 
( IV. 23 ) 

as f unç ões f ~ ( v 1 1 ,v..L ,t) e assim também a funç ão distribuição f 0 (~,t) 
nao conterão termos proporcionais a ei ~ w st, e xpo ne nc iai s e s tas 

que osc i lam rapidamente. Des ta forma nos e justifi cado negl i gen -
c i a r as qu antid ades f ~ 

o 

=Ü) + J dt Q :::: 

. a <e) 
~ 1 --- quan do 

~ w g frente a 
t Q) . Ne s te caso podemos supor que a fun 

ção d i st ribuiç ão med i a e ind epende nt e do ã ngulo azim utal ~ ' ou 

seja : 

(IV . 24) 

(Para o ca s o em que k~ =0 [Da72] as restrições mencio 

nadas imp l icam em que nao haja, por exemp lo , para radiação tran~ 

ve r sa l, co rr e l ação entre as co mponentes x e y do campo el êt r ico . ) 

Graças a e s ta propr i edade da fu nção d i stribu iç ão media, 

podemos s impli ficar a expressão (IV.17) para: 

Qt-v 
'l"'..L 13 .~ 1 Gêo J e r( t: J~ 3 1 ) Qf.., 

~ ~ + ] c( Aj í- { t- ~ <O t~ j_ c. Q ( " A I_ "' ' -c. Q 'L)L 
(IV.25) 

1J..L Àí3: ( Q {o 

J 
_ ( 

J j e ()) c Q f., 
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As componentes do campo magnético podem se r obt idas a 

partir de : 

Esc rev endo : 

\ 
c 

0 13 
~""' 

0 t 

segundo a relação (IV.2) e usa ndo: 

juntamente com 

derivamos: 

- d E::t- e,..,.., t.::· e L:: ~ ,-

l v 1 .~ ,· w.J, . 
""r- ' 

, (t-r - <- l.' L) 
e 

Tendo derivado a conexao entre as amplitudes 

(IV .26) 

( IV.27) 

(IV.28) 

(IV.29) 

(IV . 30) 

do s cam 

pos magnético e e létrico, nosso pr6x imo pas s o e a obte nção 
do 

tensor condutividade e l étrica , ten s or este de importância funda -

menta l para a so luç ão do sistema de eq uações quase-lineares para 

o plasma magne tizado . 



I 

I 
I . 

45 

Para ta nto, escre vamos a de nsi dade de corre nte na se 

guinte form a : 

ond e 

·I .j ~ ( I) 
tV 

á j t(< ) 

A.) 

. j 

j )S ;; j ~ltjl 
'V 

. j 

1!;: ( z. l 
v 

com P( Q. \v 11 ,vl.. ,t 1
) , da do pe l a eq uaçao ( IV . 25) . 

(IV . 31) 

( IV . 31a) 

(IV . 31b) 

Par a tempos s uf i c i en t e me nte l o ngos a compo nente j ~( 1 ) , 
"-',.J 

de est r ut ur aç~o tip i camente balrstica, ~ p raticame n te nul a . 

Vo l temos , pois , nossa ate nção , pa r a a a val i çã o da qua~ 
ti da de j~( 2 ) da ex pr essão ( IV. 31 ) . 

r-.1,-J 

As int e gr a i s e nv o lv e ndo v
11 

tgm a fo rma : 
4 

~ c.- · , , j ; {t--.. ~· .. - .Llvo - ll'J ~ ) {t -C ) ~ c1 c-,. ,.) ( 'c .. , .( e 

(IV . 32) 

onde 

Come ntãr io s sobre a avaliação deste t i po de i nte grai s 

jã foram realizados exaust i vamente no cap1t ulo a nterior . Neste es 

tãg io do traba l ho, nos limi tamos a d iz er que, no que ta nge a o va 

l ar do int er va l o • 6t , de ve se r sat i sfe it a a co ndi ç~o : 
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(IV . 33) 

Ademais, para que o conceito de onda possa ter signifl 

cado, deve ser cumprida: 

Lit ( < ) 

onde 

O ( Í'l (ô -(_o 

D-<- 0 "-tll;l 
(IV . 34) 

Nestas condições obtemos, para as integrais temporais 

+-

+ (IV.35) 

Usando a equaçao acima juntamente com a equaçao (IV . 30), 

ambas i nseridas na equaçao (IV.31b) obtemos finalmente: 

, I 

.j ~f' 

onde 



~ ' ·- Jc\ c\ '~ d ,·, \J,j ::: l I Lvp 2_ 
~ 

( - -, /-J 

b \ i J 

com .be - ~!5 e., -
( l '- I 

/ 

1.,;. e .: 

I e L ;:: c! 

f (~\ -
'1 -

, ~ T ' 
- L ·l1.L X ,Jf }e · 

.- ,, t J/ 
" A 

e 

i 
. ' . 

r-, .'~.,-~~ j eu) ,~ - w 1 -ILL'/ l 
r lfSJ rJ'L 

C' t 
).j 

. 
,l, 

,:?Jf <> -~ t w r 

"''' (ct• i +- I w 1 ) 
r- Pi t 

I 2 
1.,...1 J e 

0 t 11 
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(IV . 36) 

e 2 

t ' \( - J e. 
A 

De posse do resu l tado (IV. 36 ), po demos usar as equa-

coes de Ma xwell para a de r iva ção da equ açao que seg ue 

1\ e.~ -o 

onde ( 1 v-37 ) 
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1\ e'Yv\ ::. c ;: c lq lc-"'1 - \c 
2 
SefV"' ) 

t- é e tyv, 

(wic~l .. 'Lt-ti()(w!c,i .. i. uJ i . c~l) 
r l.. I IV "'''V'' / 4_ "V 

E"''"' re'Yr> ..4 iT ,· 

"' +- ')e.,..., 
' 

LA \,. ... i-: L'- '- ~ 

s e n d o 6 em d e f i n i d o p e l a e q u a ç a o ( I V . 3 6 ) . 

A equação (IV.37) determina a evolução temporal das r~ 

zoes entre as componentes do campo elêtrico. Embora as dependên

cias temporais das funções wj(k,t) sejam fracas, estas mesmas de 
r -

pendências se manifestam cr iticamente nas funções w.(k,t) e <(v,t). 
1 - -

Nestas condições, podemos argumentar que ondas lançadas ao inte-

rior de um plasma magnetizado eventualmente alteram a polarização 

inicial . 

As únicas ondas para as quais nao vale o arg umento aci 

ma, sao as lon gitud in ais . Estas ultimas podem ser escr ita s como: 

E(~) = -i k cp (j)(k), onde k e vetor constante e cp e o pote nci al esca 

1 a r. 

Obtenhamos agora a equaçao para evolução temporal da 

função distribuição. 

Devemos, para t a nto, inserir as formas (IV.20) ao lado 

direito da equação (IV.?) realizando as devidas integrações em 

Supondo t muito grande, podemos desprezar a contribui

ção da função f~(1) . Retendo, pois, apena s a funç ã o f~(2), fica 
rv rJ 

mos com: 
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e 

( IV. 38 ) 

No lado direito desta equaçao temos integrais da forma : 

( IV. 39) 

j . a f 
onde f(k 11 ,t ' ) e proporciona l a EkQ E~rm av...L0

11 

Seg ui ndo os me s 

' mos ra c io c 1ni os dos ca p1 tu l os a nter i ores , ou seja, supo nd o : 

e 

(IV.40 ) 

podem os escrever a eq uaçao (IV. 38 ) prome di ada no â ngul o </J , na for 

ma : 

(IV . 41) 

I . onde 

,\ 

[ l -
Q c- " ,71 0 ) '?:: (:-1\~1 , 

+ 
(,LI Ó ld tTL lt!; 0tln !:r 

~ r 

Devemos ressa l tar q ue na eq uaça o ( IV. 41) to mamos os l i 
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mites: 

(j) ~ ·->o 
I:."" '\'v,, -') () 
. ~ 

(I V. 42 ) 

Com estes l imites, notamos que a re s sonância onda - pa_c 

ticula vigora para re l ações entre as respectivas veloc i dades , em 

que e sat i s f eita a condição : 

li. 
- -1.. Ü ' il 

( IV. 43 ) 

Para ondas de Al f ven a co ndição (IV . 40) nao se cu m 

pre . Neste caso , e ntão, pode - se obter uma equação não l oca l pa r a 

a e voluç ão tém pora l da fun ção f [ AAP 75 ] . 
o 

Como comp l eme nto , d i sc utamos a R~ l axação Quase -Lin ea r 

em um Plas ma Magnetizado . 

Demonstramos que o sistema de particulas ressonantes 

juntamente com as osci l ações respectivas re l a xa ã um estado esta 

cionãr i o . 

Mu l tip l icando a equaçao (IV.41) por f, integrando em 
o 

d
3

v e usando a integração por partes no l ado direito, obtemos : 

Sendo o lado direito da equaçao 

negativo, podemos dizer que a quantidade J 
valor constante ao t + oo . 

(I V. 44) 

(IV.4 3 ) essencia l mente 

f
2

d
3

v ~ O tende a o um 
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Então o lado direito obrigatoriamente tende a zero qua~ 

do t + + 00
• Esta condição pode ser obtida via: 

(IV.45) 

ou 

Se uma compo nente de E + O, via equaçao (IV.37), pode

mos afirmar que todas tendem a zero. Pela mesma equação (IV.37), 

podemos expressar quaisquer duas componentes do campo em funç ão 

de uma . Nestas cond ições podemo s tambem afirmar que para que a 

primeira condição (IV . 45) seja satisfe ita uma componente (e, po~ 

tanta tod~s) deve tender a zero. 

Se estivermos interes sados em s i.tuações onde as oscila 

ç o e s n a o s a o c o m p l e t a m e n te a t e n u a d à.s , d e v em o s p e s q u i s a r a r e a l i 

zação de (IV.45) - segunda linh a: 

-Segundo [RSS66] podemos ver claramente que se (Rf) =0 , 

w ( j ) = O (.V. m ) . N e s te e s t ã 9 i o a troca de e n e r 9 i a entre ondas e pa ~ .c mJi 

t1cu las cessa e e at ingido um es t ado estacionãr i o. 

Ate aqui tratamos da obtenção das equações de evolução 

para um p l asma magnetizado não -relativ1st i co . 

Com o objetivo do trabalho do prõximo cap1t ulo, trate 

mos de adaptar estas mesmas equações para o caso relativ1stico. 

Primeiramente examinemos a equação para a e volução te~ 

poral da função f~j)(e,t), equação esta que corresponde ã versão 

nao relativ1stica para a função f~(~,t) . (Notamo s que na trans i._ 
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çao não-relativ1s t ica ~ rela t iv1sti ca , existe um a tro ca de variã 

veis v ~ E onde E = m y ~ e y = (1-(v /c )2)- 112 . ) 

Segundo [FGM81] devemos partir da igualdade: 

Q fó ( . )fj 
1C><. '3" • t) Ç ( - ~ -::6 1 ) 0_;-g 

1- e t.k+ '~ x ·~ .E ~ + i, K-. c - te' J ~ f "- -~ 

c o (I v. 46) 0 -t "' ~ .t r c fd -? 

que e 

~~: 
0t 

ou 

onde 

C?,f2 

equ iv a len te a 

~ ~ ( t · ~ - LU~ r) +} ~ >- 0 l 0 ft:6 
e ([+ f X _? ) u~~ "-' l. () - - \-

c.. fl 0f c 0f (IV.47) 

+ L 
e 

. . 

~1 t- e { ~ t-.1 11 x Q ) 0 (; 
r,y o/ c 0_! 

= o 
c. f'"" r 

(IV.48) 

Esta ul tima equaçao pode ser finalmente escr ita como: 

(IV .49) 

A part i r da equaçao (IV.49), seguindo os mesmos passos 

equação (IV.20), podemos escre ver: 

_ •· ( I:' .. '\; ,, - C~) ( u·) 
~) 'J -p' (b,t', ,p .. 1 PJ ,t e r >t 

(IV.50) 
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Para a funçâo f , basta tomar a equaçao (IV.41), e efe o 
(u B 

tuar a substituiçâo Ademais, considerando que o l ado 
. Q. 'u B d i r e i t o s õ s e r ã d i f e r e n t e d e z e r o p a r a c.1 J ( k ) - -- - ~ 

1 
v 

11 y O, PQ 
demos finalmente escrever : 

~{ ,-L I I tdfo -'"' 
I J ( \) .1) -- ~ }~ .J~ (f)'!) -1-"> J d ~~ \ - 1 Tt J 

\:: 1-".l -~ 

L_ -
;\' 

- --~ll ot t- - ,.. ' '- l 

(IV .51) 

onde 
1\ 

( 0.. J { f<,, 'L ... I\ r" w--2 =: - j... ~ ----
(V r ~ e i c. ~~' y r 11 

(IV . 52) 

E interessante ressaltar, que os tensores co ndutivida 

de elêtrica e dielêtrica, devem em sua versão re l at iv1stica, se r 

calculadas dentro das linhas padro nizadas acima . 

* J Neste caso relativístico, a transição fk w~ é feita, valendo- se 
J -iÀ ' s in~ 

~ fk e com À
1 

definido na equação (IV . SO) . k , 
da rela çao : 

À 
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V - SOLUÇ~O DA EQUAÇ~O DE DIFUS~O TRANSVER SA L PARA UM PLASMA 
MAGNETIZADO NA APROXIMAÇ~O FRACAMENTE RELATIVTSTICA 

O presente cap1tu lo objetiva o cãlculo de correçoes fra 

camente relativ1sticas ã evolução temporal da função distribui -

ção transversal para um plasma magnetizado, homogêneo, livre de 

colisões e não flutuacional. 

O carãter das correções bem como as restrições quanto 

a sua validade, esperamos ficar claro no decorrer do texto. 

Usemos, como ponto de partida a equação (IV .5~, supo~ 

do o campo magnetico B apontando na direção do eixo z do nosso 
-o 

sistema de coordenadas. 

Suponhamos que os campos de radiação submetidos ã nos 

sa anãlise sejam de freqllência w , e que k11 seja determinado pelo 

ângulo de incidência da rad i ação na superf1cie de uma l âmina de 

plasma com faces paralelas a B . 
-o 

A restrição do parãgrafo acima 1mpoe que a compone~ 

te trans versa l do vetor de onda do campo de radiação seja deter-

minado a partir de : 

(v . 1 ) 

onde w(k) (= w (k 11 ,\~.L\) e a relação de dispersão do sistema . 

Notemos que a compo nente transversal do vetor de onda 

aparece so b a forma de rnõdulo na relação (V.1) . Isto se deve ao 

fato de ser o plasma supostame nte isotrÕpico em planos transver-

sais ao campo B . 
-o 

_______ ....___ _____ _ 
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Com estes ~ lti mos co mentãrio s, e ju st ificado supr~ 

mi ra int egraç ão e m k..L na eq uação (IV. 51). Es ta su pre ssão e to

ta lmente equivalente ã in cl usão de um a função delta, assoc i ada ã 

amplitude quadrada do campo,segundo a regra: E.E. -+ E.E. ó[k.L - k, ( w,k
11
)] . 

lJ lJ - --...L 

Relembremos aqu1 que dev i do\ i sotrop i a no plano xy ou , equ iva-

lente mente, devido ã condição ( V. 1) , a pos 1çao azimuta l do vetor 

k não ha de comparecer nas fÕrmulas finais. 

A forma defi n itiva para a equaçao (IV.51) fica sendo : 

-1- .0 

:: ITel ~c(r--" ~~__, 
·"" (V.2) 

p2 
a ) ~1 u l t i p l i c a n d o - a p o r 2 ~ e t o m.a n d o o l i m i t e 

y + 1 ' 
temos, vi a integraç ão por partes em E= 

( v. 3) 

2 
pll b) Multipli ca ndo a equaçao (V. 2) por Zm e integrando 

por parte s em E.L' temos : 

l;/ "~' 0'··f ~") ~, Ir. DI',-("'- J" • -• .. ,~. J~r .. 
- J-

(v . 4) 

com úcl l" 

-Consid e rando que o inte g rando s o co ntrib ui qua ndo 
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(v. 5) ... 

obtemos finalmente 

"/t ~,., j J 'p ( , _ e~,) ~" k:l'• 1 's( eu .f"., h .. i ..) ;2 {a 
-<.P 

(v . 6) 

Se considerarmos que se compram as condições: 

< 

/ 
(v. 7) 

onde -I 11 representa um v a lo r c a r a c te r 1 s t i c o dos veto r e s de onda 

do pacote incid ente,. então necessariamente' a freqOência deve rã 

se aproximar de uma das harmônicas tw B ( t 10) . 

Caso contrãrio , o valor de k
11

v
11 

deveria ser substan-

cialmente distinto de zero, condição esta incompat1vel com as 
restrições (V.7). 

Ademais, in spirados nos comentãrios anteriores, fi-

ca claro que o único termo distinto de zero dos somatõ rios pre-

sentes em (V.6) e (V . 4) ê aquele para o qual t w 
== -

WB 
de propagação trans Com i sto queremos dizer que, no caso 

versal em um plasma não-relativ1stico, se estivermos lidando com 

freqOência s diferentes de zero, a energia perpendicular das par-

ticulas sofrerã modificações bastante radicai s, pelo menos se 

comparadas com as modificações da energia paralela destas mesmas 

particulas. O contraste entre estas modific ações se acentua tan-

to mais quanto mais no s aproximarmos de uma propagação perpend~ 
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o racioc1nio empregado ac ima -e vãlido para a avaliação 

de quaisquer integrais do tipo: 

0 ~/ .e. 
~o r~~~, J._ 

9 t . r (V.8) 

Sendo os re su ltados obtidos com as integrais (V.8) ana 

logos aos derivados acima, o que conclu1mos ê que a dependência em 

p11 da funç ã o distribuição inicial praticamente não se a l tera du

rante a evolução temporal do sistema sob anãlise, si s tema para o 

- ( ) * qual, insistimo s , se cumprem as condiçoes V.7 . 

Neste ponto passamos ã construção de uma teoria fraca 

mente relativ1stica, baseados nos res ul tados obtidos nos paragr~ 

fos seguintes . 

Suponhamos que as condições (V.7) ainda vi gore m no ca -

so fracamente relativ1 st ico . Suponhamos, da mesma forma, que o 

nu mero de part1culas com ve l ocidades não catastroficamente infe -

riores ã velocidade de luz seja tão adequado que a inc l usão de 

alguns efeitos re l ativ1sticos seja justificãvel. A condição nume 

. t d t -1 . . - O Pth 1 N r1ca que ra uz es a no ss a u t1ma expectat1va e <me « . es 

tas condições não desprezaremos, a priori, o valor de 1 - y . 

Contudo, em uma primeira aproximação, e scre veremos a 

função de distribuição como f
0 

= g...L.(pj__,p
11

,t).fM(p
11

), onde supo 

mos como fraca a dependência em p11 da função g-L' e onde tambêm 

supomos a função inicial dada como 

~< 

Isto deve ficar ev id ente , quando expandimos a função f em t e rmos de seus mo 

mentos principais [Pa65 ]. Tais momentos tem a forma M 
0 

:o- Jd 3 
Q. f f -L,II - PP..L , II o · 

-- ------------------------~-----
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(v . 9) 

onde fM denota a distribuiç ã o de Maxwell com uma dada temperatu 

ra TM. 

Desprezando, em princ1pio, a s derivadas com relação a 

p11 da funç ão g..l_' podemos de pronto deduz ir sua equação de evolu 

çao temporal. 

A p a r t i r d a e q u a ç ã o ( V . 2 ) tem o s e n tão c o n f o r me [F GM8 O] : 

(V.10) 

onde: 

}) .~_ - L (Ô 101 V o z ( P · /-rVl ~ ) ( ·vvt -~ " ) -i Z_ Qv..'q - p.J - ~ -
.e. U..' 0 ,?_. 

* hl + (1VV1 c r~ 2,' Qc.t ' l] 0 ht 
e UJ 0 fi 1 

+-

-2 
+ p.~_ c A(v1c ) z 

e 

com 

+"" 

I( .. t = .r c\ Cl( 

-,,., 

Doravante usaremos um modelo ex~ lT cito para a depend~~ 
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cia do campo elétrico E na variãv e l k11 • Tal modelo foi proposto 

por Fidone, Granata e Meyer [F GM80] quando de sua a nã l ise numêr! 

ca para o processo de difusão transversal em plasmas relativ1sti 

cos . 

A dependência citada e da forma, 

e 
~ ( k 11 ) ?,.. 
•. 4 tç 

(V.11) 

onde, por coerência com as condições (V. ?) devemos exigir k vth « w. 

Suponhamos que as condições (V . 7) sejam ratificadas p~ 
c kll 

lo fato de que --- << 1. Então: 
w 

h. ~ (( h o 

h~. !.. < ho (V.12) 

e fica justificado, em uma primeira aproximação, igualarmos a ze 

ro os valores de h
1 

e h
2

. 

Em seq0ência, af ir mamos que a so breviv ê ncia iso l ada do 

fator h nos conduz, sem maiores difi c uldade s,a uma nova versao o 

da equação (V . 10): 

com O jã definido na equaçao (V.10) . o 

(v . 13) 

Suponhamos, de agora em diante, que desejamos no s con 

centrar firmemente em freqOências de radiação nas imediações de 

freqUência de c1clotron eletrônica w ~w 8 . 

As formas exp l 1citas para os coeficientes O e h sao, 
o o 



.. 

I 
I . 

60 

nes te caso, as que seguem: 

])o = ·p; 1 
( 0:~~ ) 12. ~l c 

(V .14) 

(ver comentãr io s que seguem a fÕrmul a (V. 20)) 

com y , o fator rel at iv1 s tico representado em termos do veto r p, 

como : 

r" 

IEI 2 

22 << 1 
m c 

o 

( L- ( v!c ) ~ (V.15) 

A hipõtese fracamente relativ1siica re s ide na co ndiç ão 

na s regiões onde f
0

(p
11

,p...L,t) for essencialmente dis-

tinta de zero . 

Com i st o em mente, pod emos e xpandir a funçao h nas vi 
o 

zinhanças de y = 1 , tomando o primeiro termo do desenvol vimento. 
2 2 

1 P11 +P.L Escrevendo y = 1 + E para E = 2 2 2 podemos rederi var 
m c 

a equaçao (V.14) para prime i ra ordem em E . 
o 

- z I (t:- . 11 / -
rj i' E. ( V.16) 

.?. 
_ [ Cv - u_, G ( ~ - t ) . 'h-l ( ,~ +- ( ) J 

e 1• " i!~:: 
( V.17) 



. 

. . 

61 

De sprezando os termos quadráticos na expo nencial da 

equaçao (V.17), r eescre v~mo-la como: 

t. . ~ 

I r.L. 
1 

- -
1 

(.c J -- c~· ;.~· ·3 ) ( : ; ) ( J _ 

no - -t- rwl 5 . ~ • -t e ~ 1. 

P" 

~ (~)" ) 
(v . 18) 

Novamente desprezando termos de potência superior a 1 

na equaçao (V .1 8) obtemos, finalmente: 

rvYi I E . ~~ I ~ ~ - (W ~~~~ · a ) z( ~·~ rc~ ~ - [ ( 1 + t2 (Lu - ~ B) * 
/) .. ho = ~ 

p it 

* [V ( ::rJ (V.19) 

Resta-nos flui di ficar o papel do termo I E . n
1

1
2 na equ~ 

-vO rv 
ção (V.19). 

Supondo se r a variãvel À bem me nor do que 1, temos: 

(V.20) 

onde: 

\ 

Ex o "~ f=y o -C_ 

-;:e r ( e+t ) \- ,ç el(e+.~- 1 + E"..?a P•l h. I Z 

~-yy, <-VB ;~ e i -( h l-) I ~ -= i ::: 

E )<C ~ ~ ·\- f: LO p " lç .L 

4 .Zf ('YV> (_\.)(3 4 

e T( 1+1) ~ funç ão gama para argumento.l~{ 

Notem os que \I o o ~1 \
2 

depende de k ..L . O fato r k ..L, por 

sua vez depende de k, , através da relação (V.1) . Não e leg1tima, 

desta forma, a extração de \E •n\2 para fora das integrais em k
11 'V o /V .. 
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que definem h . Contudo, para simplif i cação dos cã l culos e para o 

que o uso de re l ações de dispersão exp li citas não s e façam ne ces 

sãrias nos restringimos a s i tuações onde o ul timo termo da fÕrmu 

la (V . 20) seja pequeno ou ind ependente de k
11

• Tai s restr iç ões p~ 

dem s er implement adas por exemplo : pelo uso de ondas po l ar iz adas 

no plan o xy, pelo uso de campos magnêticos extremamente intenso s 
dk 

ou pelo uso de ond as para as qua i s ~ O (Algumas ondas 
d k 11 k

11
-+o • 

de alta freq Oê ncia em plasmas frios c umpr em esta con di ção) . Dev~ 

mos ressaltar , no entanto, que nenhu ma das restrições menciona -

das nos afasta radicalmente da essência dos argumentos usados p~ 

ra a construção de uma teoria que manifeste efeitos 

relativisti cos . 

fracamente 

De posse destas ultimas aproxima~ões e igualdades, p~ 

demos escre ver a equação (V.13) na forma: 

(v . 21 ) 

onde: 

-
j_ 

c? ( l l ' - Ll'~ ) ( 'l Y) ) i:. 
--'---- Cu - +- 1 

_..-,... z Ll. j,::-
1>;1 

ou ainda na forma: 

f{)~ I Ç) \ 
( 1 - C ( t: ) ~ .: P~ Co 

(V.22) rc .t "{").L qh (() f l 

c~ ' :::: Co c ~a ) ~ 
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d I d g~ 
Sendo o te r mo p ~ C C 1 E: -" - pequeno em r e l ação p...L 3p_l_ O a p~ 

ao termo que não co nt êm os fatore s E e c
1

, podemos programar uma 

teoria de perturbação para a qual: 

(V.23) 

onde ~l 1 sera de ordem Eth' com 

~ f'i +l'l ,_. ·p., 
t'YYl o G) ~ (V.24) 

f...Lth' por hipõte se) sera o momento térmico da funç ã o distribui

çao transvers a l inicial ( ~ função Maxwelliana). 

Naturalmente, a teoria sõ serã a~e i tã v el se ao cabo de 

nossos cã l culos .J conseguirmos verifi ca r as devidas or 

dens de grandeza consideradas hipotéti cas ate então. 

Definamos uma nova esc a la temporal: 

Ent ão a equ açao (V.ZZ) deve ser reescrita como: 

~1 -

ro r' (V .25) 
,
0 1 ( -~ - c 1 é) 0-fl-! 

rc1 p1 

Usa ndo a equaçao (V. 23) e de spr ezando termos superio-
res aos quad rã ti cos em E > t e mo s : 

~ \ Ç) p.t 0gu> - --
(V.26) 0 r' f L (L)fl 0 fOt 
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(V .27) 

Exigimos, neste ponto, que a função solução da equaçao 

(V.26) contenha , se com putadQ. par a t =O, toda a informação ini-

cial do probl ema , 

ou seja : 

(V .28) 

Nestas con diç ões, a equaçao (V . 27) satisfaz : 

Def inind o se ndo: 

podemos transformar o co njunto de equaçoes ( V. 26 )-(V. 27 ) para 

rq_:_e - ~ 0 ~~o - 1L( 

IOT )l ~· M Ç! /l 
I I 

(V . 26) I 

,, ( c Dd ( !J ,u ') 

~1 ~c ) ~-gll Cr ( !_ L{ 1\A 11 - .o + = I l 
-L< o l 0 ~i (J)v< 0 1 fA ~~,(! ;L c c f' Çh c 

/ I 

(V.27)' 

onde 

.., 
(}r, c I z 1:_) -th ,-= l , _) I' o 

~ 

f+h. 

De vemos notar, a esta a ltu ra do tr aba l ho, que hã a ne 
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cessidade da so luç ão de duas t1picas equaçoes de difusão em duas 

dime nsões . (Re cor demos que p.l = (pl..x'P..ly)). A primeira de l as, a 

equação (V . 26), tem condições iniciai s não homogênea s , mas pos-

sui termo de fonte nulo . A segunda, em contrapartida possui con 

dições iniciai s nulas, mas termo de fonte (dependente da primei-

ra) distinto de zero. Ambas, no entanto, satisfazem 

'1.L e>l >O 
Q I ;{-)+o<> 

O leitor jã terã adivinhado que o uso de funções de 

Green deve facilitar sobremaneira nosso problema. 

Podemos, pois, usando tais funções, escre ver a so l u 

çao da equaçao (V.26) . A função de Green correspondente, como j ã 

s ugerido, serã a de cond i ções inicia i s não_- homogêneas com cond i 

ções de contorno homogênas e sem fontes . 

Tal funç ão e, segundo [MF53] : 
~ i A..t- ,ct' I 

~ · 'C 

e a solução final assume a forma 

[s cre vendo fM na forma abreviada : 

obtemos segundo [RSS66]: 

c c ~~ I ~ I; I ) 
(V . 28) 

(V . 29) 

(V.30) 
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e 
· I r L,;-

(v. 31 ) 

O carãte r do fator de nor ma li zaç~o se ra di sc utido mais 

adiante. 

A funç~o de Green para co ndições iniciai s homogêneas 

mas para termo de fonte n ~ o nulo e, por sua vez, semel hante ãqu! 

l a fornecida pela equaç ~ o (V.28), com a variãv e l T subst itu1da 

por T-T' . 

I 1.}--J;t I~ 
L"t (T-T' ) 

A so lu ç~o g~ 1 e escrita, desta forma, como: 

~ Jl ' I f C ( q 1 4 ::: - cl T J ~<' - e 
d j ,T : (T-1' ) 

o 

- Cj .i o J 
r;. L ' (J () I ( 

I < 1;\;,t - ~~ I 
4 CI -T' ) 

com g10 dada pela equaçao (V.31). 

O termo entre chaves da equaçao (V.33) 

fonte proveniente da e qu aç~ o (V. 27) . 

-e o 

Calculemos a so lu ç~o da integral (V.33). 

com 

(V.32) 

(V.33) 

termo de 
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o ~ 

o M' 

) ~t- A e. ( ~ L... I I 

(J ,.ll ., i 4. T I 

I 1 2 
Á, I 

(.b I ~ f clT '.ft;cl"icle 
- lJ~) du -::: - f' 

L, ti 

" 
l 

i,. r• 

) '? \ z f:_ 7 • 
*- - ,{_( ,() ., e ü, 

fÍ1J<' ftji' / l + ..t. r ' 

red e f in ind o : 

A 

t e mos 

T J t -t J,: 

4r 

~ Jd To' f ~; c/~~ cl• e T"-1"' 

Z ~ I 
.U t- ,Lt' - t? u ..U GC•-! 6' 

J , :: 

e 

' · ~· . ll ,l..\ (e.) { ( ·1 

4(1- <' ) 

I 
.: .t. , t \ ([>,1(' 

. .4 (r - ;•} 
e ( 

p I 2 0 
\ - _.{1 ,U" _ 

F rJ'f{ c. \ 
' ~~( 

Comec e mos pe l a a va li a ç ã o de J
1

. 

'2 ,u 
1 +-To 1 

I -r l u ' 

l 
{,1 ' 

A 4-/D \ 
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(V. 34 ) 

(V. 35) 

(V. 36) 
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- Integrando primeiramente em o : 

~ r 
~ z L ir f d t c

1 f .L;,,,; 
).1 -~~ ' 

[ J ~ 
~-;.. ,.l\ Lôl~' 

Jl ::: e cr~ -lo' J e. I -D ~ I 0
1 

1T (I c · Í ú
1J o 

2 o 
.<-l ' 

Ç) ;uJ, D 
8 

'frfo' -- -\ \ . 

I (ijJ- ft/·L ' .'1-t- To' 

~í ( .. z 
"' + p' J I J d!~ ' f ' ' - ' l o ( ~Ll ~\ ) I ÇJ ]1 2 .u c:• l ,q e T.: . , o -

(To.; •' ) I '-' - I c) ,Li' 0~< ' 
c' 

2 

(j_ ~ 
e 1 ~-,_. 

(~' 
"""( -1 T ~ 

onde _I (x) e · a função de Besse l modif i cada, ordem zero. o 
4r 

Tt. -= :2 J dTo
1 J I \ 

\ 
,u cl . .u 

(T-> -ic 1 
) 

e 

z 
(_tt 2 +,.L' ' ) 

J 
;f.. 

I 

u ~ -* 

- e ):-;:: L<' lj 
()+lo) i'-

Esta ul t ima inte gral pod e ser ree s crita c omo: 

t ·- 2 ~ f ,UCÜt 

~ / LI I 

~ - I 1 - -~ , 

( ~~~~~ I) J - I To l O cl t c e f .. , - I c e I~ (- - () - - 1 \ 
(} i t) -I C 1., - t tD f'l-

z 
,.J - ~' () cl 

l A ~ 1 

~ e ·t ·rTtJ' ;: 
VfL ,L.-1 

ou 
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t. 



r 

I 

I , 

I • 
I 

• 

I ~ 

2 
L. ; z l 

L d 
f - I J - -li_ - ~ Jl --' - I 

( ~Á·~' I) 
- -

. u cJL~ -<-• 'd.\,t I e 11.1 - r v e T .. l - I D -
cJ 1\ z -.l.. <l 

(7 u · "'\'"c' ) • o,, a ' 

1 

l À ~ i i a )<-1' 

* e ·f f-(C 1 

/ u' 0;t' 

ou' re a liz a ndo a Li l ti ma derivação indi cada : 
4T l t · ,.ç 

< ( I A_) ?. _y__ - j dp. ~p-' - ,u •-:::--::-j 1 d f -1 
T'-' -/o I ].._ :: .{ G ~ d 1 O e E (c ·to ~T r" ' 

cP r1 ' · -u 
( - - I )( {1 ià ' J I ~ - f ~ 

•) 

A u l t im a i ntegra l da eq uaçao (V . 37 ) e da forma: 

·' 

Sua so lu ção, demo nstrada em [TS 80 ] é: 

(!, 2 ) 

4;1 

então, te mos: 

~~ 

. 2 f L; ~~ À dTo\ 
di) I. 

e 

2 

2 
u 

- - ' ( a - 1 O 

~I 

.. 

(:~. ) 

- I ) /+I D 

'(+ {j r ,j (f c - lo I 
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Nest e estãg io dos cã l culos passa a se r interessante a 

com ut ação da deriv ação com a integraç ã o . 

4r 

i ' 4 d T<' Jl -= 
o 

(~ e 

[ ,) ' -( ,, _,, ' J cl -e 
dt\ ( -1 -r-To I + lt (i c -1 o ' ) ) Á. 

z 
__ )..t_ 

u-.., - lc ' I e 
( 

- I ) 1 f-I o 
L - ' - ' ..f r- Io r / )(ro · 1• J 

2 · 

(IV . 38) 

2 

(L - ... I ) .LI /f I O 

- ... , 
- \ -.. - I /0 - ·() ( f-rc tÀ (Io ·t<> 1 

~ ( - I ) JÁ. Á. t-/ !1 

I ('"'I - ' 
Lt J c\l o 

A +- To 1 + A (lo - I o' 1 
[ - (~c - l 0 I J ] 

e 

z 
~ 

(I• - /c ' J 

~ 
>t- )) 

(-+F,'-_--, 0-1 ) 

o 

- Í- M_ 2 I ) ( ' i e u .,.. ... , 4 

e 

<+-Tb I ) 

!• l o ' -"/)(;;, -id' ) [ -fc -lo 1
) ] 

.1 t- (;_1 1 -+-A {lo -iõ' } .?. 

( ) 
e -(-v_' ) ( l - ~ ~- lo I - ') >f-· 

to - 1 -1 +-"To 1.,./)(TU ""10 

- I ) .{ .j.. I "O 

ti- r e'+ -I (/o -l o') 
i 

C - I ){... ... •) J S ( f lc t-/ ro ·- tv 

•(-/- t .: I ) 

1 q ,, 11;/ ( t, -iõ' J 

Fi xando >- = 1, e real i zanrlo a s rl evidas simp lificações, 
temos : 
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+ 

7 1 

z. 

rl< 4 

,& ,-
_,u 

~ 1) .! \ I z. 
JL 4 .r -t lu - ( 1+- lo c To +- I { >I-- - e 

{u -1" )5 -
v 

r 0•r~ 1 4 
f 4 1 - L.T 

Mro '} 
Li _ I ~ 

.J (ti- lo ' ) (Te• - I c 
1 )(.-r + (,r/ ) d I o -~ 

("~ t- t u )? 

2 

o u 

l ( ~ ~I" --. o I ) I~ cl i " I 

J .-f t-To 
o 

(V.39) 

Antes do cãlculo da s integrais em T , e nc ontremos a so 
o 

luçãQ para J2, anãloga ã equ a ção (V.39): 

Jê ::: 

e.. 

T~ ::. 

J 2. :::: 

*- L 
À 

- \ L~~ lo 1 

TI j 
<J ,, 

e 

4 1 

, z 
_,(, ; 1- ,.L < 

- - I e , _,"' 

( 2 

·""' 
t +T o 

( ,u ' -r _,L<1 l ) ~~4 ci '"' 
J~~ 

e:l,-Lt e f,y -/~ 1 

v · o 

- ) .-l- f 
2 

l l t;:T=:;"! 

[ 4~ I z:. 
~ .i.. l <l c U c 

-~.) 

2 d lk> .. u ,, - ;I 
c( / I 

( 2 .UA.\ 
I 

) I .o -lc 1 

------
17 ,~ - I!' ,) 

2 2 ) ( Á( .T "- i I ~ 

c ~·-c i,L\.. lc E:' T v - (<!' 1 

.. " 

r·- . c.{ ( () 

<..> 

\ ) :o .!_ 

(!o -l c 1 ){ f t-lc ' ) 

(. 
.{. ( 

( - - I) ( - I ) I ü -,v f i · I O 

( "!'~' .') r., 
f .D - I (!..' 

d (-~:~:) e 
c V ) 

[) d. 
tlf-"- ' c) / ) 

;:;;;, "" ') 
2 

; ) A.< ' -(+-(o I 

[ 

f /1 "' J. 

*-
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I 

-"'-' 
~ -(~ I 

( !(, -lc ') l -1-flo') -~ ;; r~ ~ ~,) 
I c-, o "f I c 

Conform e a f6rmu l a s e qUent e ~ equaçao (V .3 7): 

e 

,(.l 2 ( 
-· ::: --::-' 1 

l t.' · ·,; 

( 1 r-I o 
1 

) ( ft- I a 1 -r .A (;-" - ;-..,' ) 

J~::: -
[ 

v l 

c - ~ ' 

r+- lo·• 1~~ ._, "{ t- ;- 0 I 

e /f i-ro' 

.(, I 
L l (To -1 o 

1 
+ l - 1 ) 

L( 
4r-*" c l lo I 2. e A+-lo ;U 

}., dlo 
1 

{("f-t o } 
., --1+-/.o ' 

(-t-t-{o )5' 

~ 

z [ _ _, LI 

( 
4 ,-

.41 

) J L 2 I cllc, 
1 

Jz - 4 ~~ /I e 1-rf D I t{_,l - dl<> -
(r r T ~z -1+ l o 

ó 
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( V. 40) 

Rea li zando finalmente as in tegraçõe s indi ca das na s eq u~ 
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çoes ( V. 39) e (V.40) e agrupa ndo os div ersos coefic ien tes das res 

pe c tiva s potencia s de u , temos, finalmente: 

A 
4 

/J} { ,ft- To ) 

(/f t- to ) .t 

c om T = 4r. 
o 

9 ( <~. ) ~ ( b) 
~· 1 t = c:J11 -t gj ll 

c1 

)} 

(V.34) 

+ 

(V . 41) 

A expansão do fato r y , pre s ente na int e gra l (V . 33 ), so 

t em fundamento se o inte grando desta int egra l se anula para mo 
P menta para os q ua i s se c umpre ~ ~ 1. 
me 

Este fato imp õe um li mite de tempo, T - , para o qual 
max 

a funç ã o g (p, ,T- ) (p, << me) po de ser ca l c ul ada dentro de apr_o __._ ma x __._ 

x imaçõe s f ra camente rela t iv~ s tic as . 

Es timando o in teg rand o (V.33) pa r a va lor e s pequenos de 

ff_ ' ; obtemos: 



.. 

• 

• 

r 'Y1 +eJ r t/ 'J )d ó ()i -33) •\.-
( lhAx. 

Supondo T - >> 1, ent ã o: ma x 

e 
2 

tyv, c ) 

4 Pu 
< 

l•'Yl c. ) c 
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z< 1 

(V .42) 

Quant o ao fator de normalização "A", mo s tramos a se-

guir que seu valor pode ser obtido através da funç ã o distribui-

çao não - re l ativistica. 

De fa t o, con s id e r a ndo a equaçao pe evolução para a f un 

çao gJ.. 1 ; 

~-
0 t 

(V .27) 

notamos, usando integraç ã o por partes, que 

::: o 
(V .43) 

onde por hi põte s e 
~ >C' 
0 f L P-l. --> .v"' 

2 (p_l_ , t = 0) d pl =O Como 
(gj_ (t = O) O), os co 

mentãrios anteriores ficam justificados . 

Dentro da aprox i mação fracamente relativi s tica, pode

mos notar que a s corr eções ã di fus ã o não -rel a tivi s tica cessa m 
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quando vale a igualdade: 

O q ue ocorre nestas cond i ções e que o aumento de massa 

embora por um lad o dificulte a difusão perpendic ula r , por outro 

de s loc a k 11 ressonante para regiões do espectro onde o cam po e l e 

trico e mai s intenso. 

(v. 41 ) 

1 O f a t o r --z- , 
].10 

nos garante que, 

presente como coef i ci e nte para a fÕrmu la 

(compatí -
veis com a s restrições jã expostas), a correção relat iv1 s ti ca -e 

tanto menor quanto menor _for a temperatura inicial do sistema. 

Com re l ação ~ justifi cat iv a da ~eparação expressa na 

• eq ua çao (V.9), afirmamo s que a proxim i dade e ntre os valores W e 

cu 8 atenua a dependência da função g..L em p
11

• Para tanto, bas t a 
examinar a forma (V . 2 1 ) para o coef i ciente c

1
• 

Podemos facilmente adaptar a fõrmula (V.41) pa r a oca-

so em que a distribu i ção esp e ctra l para o campo eletrico 

f orma: 

Ta l adaptação co nduz a transformaç ã o 

I 

C i -? Cl- Zk.> 

·/-::;.z 
1\ 

( lv- <-c•o 1;:., f' ' 
().~]o ) --1 .i 

-e da 

(V .44) 

(V.45 ) 

Estipulando valore s adequ a dos par a o s par âmetros físi -
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cos de intere sse, podemos obter grãficos para a função : 

onde consideramos c
1 

como aq uele dado pe l a fÕrmula (V . 45) . 

Os referidos grâficos bem como as devidas especifica-

çoes numéricas estão expostos nas figuras (V.1) e (V.2). 

Informamos ao leitor que os grâfi cos foram constru1 dos 

sob a hipõtese de que w -v - w8 . Esta ressonância ( Q_ = -1) decorre do 

fato de que preparamos os campos externos com freqUênc i a w > 0. O 

leitor pode se tranquilizar quanto ã possibilidade de uso do for 

mulãr io ate aqui desenvolvido . 

o fato e que a troca Q_ = 1 -+ Q_ = -1 altera as funçõe s J1 

j por meio de sua multiplicação por um fator ( -1). Este fator, no 

• 

entanto , estando situado no interior de um termo a ser elevado 

ao quadrado, nao tem influências expl 1cita s nos resultados finais. 

N a f i g u r a V . 1 , e s p e c i f i c ame n te , c o m p a ramo s a função d i s 

tribuição não-r elativ 1stica e a função distribuição fracamente 

relativ1stica em um mesmo instante de tempo. 

Na fig ur a V.2, por outro lado , desenhamos o grãfico da 

função fracamente relativ1stica para T =0 e para um determinado 
o 

T ,;6 O. 
o 

Alguns come nt ãrios sao re lev antes com relação aos -
gr~ 

ficos. 

Primeiramente c hamamos atenção de que a seçao dos grã

ficas onde pl/mc ~ 1 ou pl >> me não foi desenhad~. Naturalmente 

tais limites quebram a validade de nossa aproximação. Contudo , 

podemo s afirmar qual i tat ivamen te, que se E(k 11 ) O então o 
Ã k l l -+±oo 
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FIGURA V.1 Estã indi cado , no grãfico ac ima, a co rreçao re lativ1stica 

para a f unção de distribuição de momenta perpendicu la res. 

Os parãmetros relevantes são: T = 0,01; W = -2.28; T = 1~V 
wb e 
w = 1 • O 6 ; N 

0 
= O • 44 ; 6N 11 = O • 1 • 

2.. ;2. 
U.=Zf'-

N - K:.i!C ,, __ 
ÚJ 

--- -----------------------------------~ 
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\ a 
~~--~~--~~--~-~~~--~~--~~--~~--~~--~~ ~ 

O.i! 0.3 o. ~ o -s 0.. (, 0 .7 o. s c.<f l. o 1.1 

FIGURA V. 2 No grãf i co acima encont ra-se r epre sentada a fu nção di str i bu i 

çao com correções re l at i v1st ica s , do i s insta ntes di s tin 

to s . Os demai s parãmetros são os mes mo s usados na f i gura V.1, 
ã exces são de W. Neste grâf ico , W = - 2 .1 8. 
U.' = 2f-2 

1\) K11 C 
~ ~ =-w 

q r.a 
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coeficiente de difus ~o tende a zero para grandes momentos, o que 

impli ca 

-----:-
_e:__ - > T ,,o (V.46) 
, ,,......, t 

Evidentemente a possibil id a de da realização da i gua l d~ 

de (V.46) advem do fato de que a condição de ressonância presen-

te na t eoria (relembramos que nossa aproximação descons ider a in 

teraç ão n ~o-r esso nante) en volve pL, o que n ~o acontecia na teo 

ria es tri tame nt e n ~o- r e lativ1s tica. 

Tambem devem os notar que a medida que a largura do p~ 

co te de onda s incidentes se estreita, a regi ~o de ressonânc i a 

no espaço Pt., para p,1 fixo, tambêm se redu·z. No caso limite em 

que o pa cote e repre se ntado por uma função delta ( IEI 2 = IE 1
2 o(kl l-

0 

-k )) a funç~o distr ibui ç~o Ql(p~,t) s6 sofre alterações signi-

fi:ativas par a P.t_" P_,_
0 

[(w~ +~: c :~~r - 1 - (:Jr 12 

Com re l ação ã pacotes estreitos podemos mencionar que 

Fi done , Granata e Meyer [FGM81] c onclu1ram que os efe i tos de dis 

torç~o r elativ 1stica são particu l armente evidentes se a i g u a ld~ 

de segu i nte se cumpre: 

V J..O 
( ) 

( /~ 

f \f"Y\ T /')YI (V.47) 

Fi na l mente, podemo s mencionar que os grãficos obtidos 

atravê s de nossa téc nic a perturbativa, são bastante aproximados 

dos obtidos por Fidone, pelo meno s nas regiões onde ê satisfeita 
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a desigua l da de 

P.L 

me < < 1 . 

80 

Estes nossos resultados guar dam certo 

in te re sse, pois, se desejarmos investigar correç ões relativfst i 

po cas ã região ter mi ca da distribuição de mome nt a : D .~- '\, p (- - « 1). 
o me 

Evidentemente a anã l i se do s i s tema na reg1ao PJ ~ me requer tec-

ni cas mais ref i nadas , muito embora po ssa mos i nformar q u a li tati v~ 

mente (ver pa r ãgrafo s anteriores) que pa r a PL >> me, a distr i bu i 

ção i n ic i a l não so fre a lterações notãveis. 
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