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F<1.::.~3UMU 

r:' r 1 m E' 1 r C< 

de comportamento caót1co d e ter n1:1 ní ~;t J c o num pla s ma de ba1 x a 

enerqi a~ ou seja~ numa descc:tr' qa elét.ric.::; ]UmlllOSél ("glow") e 

mostramo~; que, d e p e n c1 r~ n do dos d e 

corrente~ .:~través da d es carga~ bem como a 1 u :o: 

pocJE· um c: ornp o r t amt?n to 

per1ódico ou caótico. 

A montagen, e}:per·:in,ental incluiu un, 

sE-~ 1 a d o ~ t i p o r:· l Li c 1:: !?~ r~ ~ c o n t e rocJ o H é 1 i o ~ o q u a 1 

tubo 

f ()l 

contr· ol e , 

em1t 1d a pela 

e s t:acicmérJ o, 

de d escarga 

e>: c 1 t adc:J com 

uma fonte de alta ten s~o continua. A componente oscilatória J(t) 

da corrente e o diagrama fase I ( t ) >: l < t I f o r· am obse rvados 

diretamente em osciloscópios apropriados. A tran si ç~o do regime 

oscilatório ao reg1 me c.::,óti co foi 

tens~o da fon.te . 

o caos; det e r~ mi rd s ti co 

obs;er· v a da. 

é Um C:t 

ao se a 

c a racter·1 sti c a de 

numerosos s1stemas n~o lineares . A din~m ica destes sistemas pode 

ser mod elada por tn é1p c1S d1scretos. i..)tr· a v é s do est ud o d estes 

m .:,pas~ revisamos como s u c E·de a trr ansi ç:;"'tD de:, ord e m ao caos , s em 

conhecermos em detalhe os me c 21n i smos en v o l v id os no proc e sso. 

No ss o sistema apresenta urna de d o b rc::, n, n t o d o pt:? r~ iodo, 

c'"' r · a c: te r í s t i c a de fll ê:tp c:ts unidimensi ona1s ( 1 u) • Al é rn dis s o, 

ob ser· vamos um c: ornp o r·· t: a me n to que e s tá a ssoc 1 a do 

bidimens1onai s C2D ) d e He non. 



lt.. j s r epcw t p (j h e,-e th P t1r s-. t Ob Ger vCill Clío o+ 

J c vJ t 6' 1lq ' ''"' " ·~ t lll' (',> g J u w 

• di scharge pl '" "'' ma . 1 t i s s h o wn that accor- d1 ng to the v al u e o f a 

control parame ter- th e tot a l e J ec:t ric currE•n t. and th e liqht 

erni t ted by the di sc h r:.r~ qp coul d shol--J a s t 21t i cma r-y , o sc i 11 ê•tor y or 

chaot 1 c behav1ou r . 

In the we u sed a h e.l i um 

sealed - of PlUcker d1 sc h arge tub e e~c ited wi lh a hlgh -vol t age 

DC powe r~ SLlppl y . l h E~ osc J ll c::d: ory compo n e rot o+ th e dl sc. h a r-·ge I ( t ) 

. 
together with the ph ase di a g r am ICt> ~ I Ct) were observed direct ly 

through an a ppr o priate o s cilloscope . Th e tr .. a n s ition f r om aro 

osci l lator y to a chaotic vJ as ac hi eved b y means o f 

changing the applied voltag e . 

A d e t e rmini s ti c c h aos i s a c h aracter-i s t J c o+ sever-· a l 

non - 1 i ne a r·· sys t e ms . lh E· d y n a mic o f these sys t e ms could be 

modeled b y means o+ di s cret rn aps . We review through this maps 

how it i s accomplished the transit1on from order to chaos vJi th-

out knowing the d etai l ed tn ec h a n1sm in vo l ve d . Our system s hows a 

period - doubling route to c h ao s which i s c h a r· a c t e r~ :i st i c s o f 

one - d i me n s i onal systems ( 1 D) • F ur~ th ennore , we a l s o ob!::ie r··ved a 

beha v iour vJhi c: h i c:;; c h a r· ac t~:? r- · i s ti cs o ·f t wo --·d i me n s i o n a l ( 2 [)) 

Henon's maps . 
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1 NTRUUUÇ(.:\Ll 

F<cc:. e nt e1::; m.?lt.P m.~ t :1 c;:, s. r ~ vo l uc :i or1r.\r ãi\10 o 

no !S s. o P n t. E? n d i rn e n t Cl sob r P a i 1 5 J c a n :.ül 1 l r1 P .::w • f.\ qu e 

s:t~:;t.E!mas cl:in~mico!; . geral, 51? c o 111 p cw t a rn d e um a m ane1r~ 

previsível é posta ern quest~o . Além d e ap r-esl-:ntar um 

mui to s si stem.ê\s di n:.m1 c: os 

n~ o lineares podem também apresentar soluc ôe s in s tá ve 1s ou mesmo 

caóticas . Na lingu a gem científica~ o termo caos é e~pregado para 

cal'-co,cteriz a r um tipo d e corr,por- tament:o m.:~ i~; ou me n os aleatór1o d e 

s:tstemas de scri tos por equaç:bes completamente detenn1 r , :i sti c as 

(isto é ~ sistemas aue nâo e nvol ve m variáveis e s tocé s ti c as ). Em ----
alguns deste s sistemas caót1cos determiní st icos a tran s ic::âo de 

comportamento estáVE::' l a caótico ocol~ r· e. var iando- se um parâmetr-o 

de controle do sistem a ~ e segue caminhos bem e s pecí ·f 1 co s e 

universais~ no sentido de que sâo indep e nd e nte s d as propriedades 

do físico em questgo. Sistemas qLte ~ 

ind e p en dent e ment e d e sua s caracterí stica s , podem s er un1 f i c:ado !; 

e 

Em funç:âo disto~ h á um grande nC:trn e ,~ o de pesqu i sadores 

para v e r·· i f i c a,-. e x perimenta lm e n te os fenóm e nos 

pre v istos pel a teoria da universa lid a de fundam en tar e 

ampliar- <:~!:; s.;uas b<:~ sE~ '=; t.eór· i cas . F'a1··a qu .:d qu e r· p es qui s ador ativo 

é óbvio qu e h ojF.? em dia a pal.:~ vra " cc:,os " e ~; t.{., em evi d~n c 1a. 

se um compor· t. c:1 me n to d e ter- m1n íst1co. 

pode- se ter a idéi a que t .:~1 c: omp c:w t arnen t. o d eve se1,. 
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r~gular, uma ve~ qu~ o~ ~uces ~ i vo ~ estado& do Sl st.en,;;~ voJvem 

cord. i nu.amF.?rl'le um do outro. Entr E·t~nt.o , já e·m 1EJ92 ~ Po1 n car é ll J 

mo~:;t r ou quE' há a:lguns si s tern a!:. mec ~ni cos . onde evoluc;~o 

temporal, me s mo qu e governad a p e la s 

Hamilton, pode apre s entar um comportamento c aótico. de 

Poincaré. Einst.ein [2J ent.r· e outros tambl?m c onh ec ia a e ~:is tên c 1a 

d e comportamento caótico em s i s tema s d e terminist ic os . o 

caos ngo tenha suscitado maior interesse no ini c io do século . 

porque naquela época a comunidade físic a estava fa s-.c i n ada pela 

mecánica quánti C i::'\ par· a sistemas integráveis por· que n~o 

e x istiam computadores . De o computador· tem um 

d . c i s i v o n o ' "' s t u d o d <:1 d j n :\ m i c a c a l~d. i c a L f o i s; o m L n t e c o m o 5 . U 

auxilio que, na décad a d e 60. foi retom a d a a pe s quisa sobre caos 

em sistemas determiní st ico s . A descoberta d e Lor e n ::: 

[ 3 J~ em 1 963 . que um si s t e ma linea r d e tré?s equaçô s 

di fet~ enci ais de primeir.=1 ordem acopladas pod e levar a 

trajetória s comp l e tame nte caóticas, é reconhec id a ho j e como uma 

s ob r· e a dinámic a caótica . o 

mod e lo d e Loren::: fornec e um .=1 de sc ric:áo ap t~ o :-:im a cl a elo movi mento 

de um fluid o entre placas paralelas s ubmet ida s um gt~ acJ i ent e 

térmico. Aumentand o este gradiente, ocorre qu e a s c o t~ rente:, de 

convecç âo que se formam n o fluido dei :-: am d e ,~egul ares e 

a ss um e m um comporta me nto turbu l ento ou caótico. 

v i s !: ,:;~, estes sistema s c aóticos p arE"~ c e m 

fi si co!:' . . I sto OCO I" r · e 0 

por· que o no~-;s o c:onhE~c: i me nto físico fund a me nt a mu ito em 



.,. 
· ~·' 

E' : : p 1 i c a r um 

grBnde númer o d e ·f í e; i c os. F' or ém, per e; pec tiva 

linea r permit~ apena s uma viffi ~o muito e st re it a do mund o -f:í!:>:ico, 

onde o compor t.amento n3o 1 i rH? -=\1'- é e () 1 i n e ar·· é 

e x cec3o. Aliás, atribui - se a Einste:in a afirmac~o d e que, co mo 

as equaçôes básic.:.~s da fí s ica t ocJ c1 

física - ma temática terá qu e ser refeita. 

Ao contrário do s s is tema s lin ear es~ o s s i s tenr as n ~ o 

1 i n e a r e s t ~ m que se r t r a t a d o s e m t o d a a s u c. c o m p 1 e :-: i cl a d e . A=> •:; i m , 

n3o e~ iste um procedimento a nalítico g e ral para r e solv~- l o s. Os 

avanço s feito s em vários pr o bl e ma s n3 o linea r e s , c::\ nt e r· i o r- me nte 

intr a távei s , pod e m s e r atribuídos princip a lment e à capacidad e d e 

cálculo dos mod e nos comput a dores. Por outro 1 ado~ um sistema 

din~mico caótico determinístico, abrangido pela teor- i a d a 

univers a lid a de, p o d e te r um a e voluçâo f ac ilment e pr ev isíve l. Por 

e ;.: emp 1 o, ne s te s i stem a ~ tend o -- se ob s er v ad o cer- tas c ar'" a c te -

r- ísticas n a su a ev cllu ç: ~ u , é po!:;s í ve l a n t e v e r·· d e 

c ompor·· t a me nto r · egulc:~r· a caó t i c o e m t e r· mo s d a v a r·· i a c: â o el e um 

• par~metro apropriado~ s em conh ec er a s e qu aç b e s qu e g over n a m o 

sistema. 

Esta brev e introduç: â o sobre caos ser·· a mpli a da, 

consultando 05 bás;i cos cJe H a r-r- i son e [·li. s was [4], 

Cvitanov:í c [5J, Cr··ut c hfielcl et .:11. r 6 J e Ga ll as [ 7 ] . 

• 



e >: i bem compor- tC:Im e nto c a ót i c. o detE·r rro i r d !õt. i c. o t?.~; tá ca1 r· il i ndo muita. 

C~tenc~o no s últi mos ~nos . s i s t f!llli·llfo J 1 n E.·ar e~; 

p 1 a sm;:, !o suscitam de r- i Vo:l dF.! suas .:q::ll i c a c: {j e s 

e:-:e mp l o: mei. o p ar c:~ d as a p li c ac:óes 

e :-: e-~ m p 1 o: f u s:;o n 1.1 c 1 e a r· ) ou do e s t udo ele 

intrínseca s . Como foi apontado por He ld et a l. 

qu e a po s sibilidade d e p 1 .:o s rroas apre s; ent.::orem 

caótico d eter miní st ico t e r s ido di sc uti d .:, d o 

tf.? ór· ico ··· ec:entemen t e [ 9 ~ 10]~ até h oje 

qU I? 

prátic.:os 

potE·nci ai~; 

estes 

(por 

<p or 

pr- op r-ift.'dad!i s 

[ 8]' apesar· de 

u m compor-tamento 

pont o de vi st a 

·f oi d a d.:a um a 

cl emon straç:S.o e ~:per· imenta l clar· a de t a l comportamento erro p l as ma s 

g asosos . No que se re f er-e à conduç:âo elétrica, o sc il aç:ôes 

gerad as foram obser vadas em diversas subst~on c: i as [11 J' 

somente algun s sistemas invest ig a d os 

apresentavam d eterrni ri 1 st i co [1 2: J. Re::• centernente, 

resultados foram ob tid os p~ra plasmas em estado só li d o 

a uto 

porém 

se 

dOlS 

sâo de int eresse corno mod e l os simple s par-a o!:i l g uro s pl .:osmas em 

ga s es. No primeiro e x p e rim e nto, Held, ,J e f ·F ,- i e s e Ha ll t."? l'. [8] 

acharam um comport a mento caótico num pla s ma tipo elétron-lac un a 

num cri st al d e Ge sob c a mpo s el ét 1·· i c:os e ma gnéticos . 1'1artin . 

Le ber e Mar-tienssen [1 3 ] relatar-am a o c orrência d e c om port ament o 

caótico na conduc~o e létri ca de um cri sta l d e ni ob ~ to de bário e 

- - - - -- -- --
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No presente lr.iilb a lho relatamoE a p r- 1 me 1 r .<1 ob!lier VãAr.lilo 

dF.·? c. omp cw t a n•~=~ n to c a c~tt i c c1 num pl.:~srnoõl d e b a 1 >: a 

lurnino s õil (fi g] 01-J") ' !? 

mostramo s que, dep endendo dos par~metros d e controJ~. a cor r pnt 

através da descarga, b em corno a luz em1tida pela de s carga, pod e 

apr·e sf:"?nt i:l l" um cornp cwtarner,to estac1 onár~ i o. per i óc:li c o ou caótico . 

Osc ilaçôes na corrente em d e scargas elétric a s a li mentad ;:~ s por~ 

uma fonte de tensgo DC constjtuem um fer.ómeno corrhE.'C ido há muito 

tempo [ 14J , apesc:tr di S!;; o~ e >: i ste airrd,::t uma e :: pl i c ,:,çgo 

conc ret,õ:\ a r·espei to . Com D nosso tr~ abal ho. podemos que 

estas O'=>C i 1 aç: ô es podem apr·· e sentar um comporta ment o caót1co 

d e termi rd sti co. 

O plano geral do noss o trab alho é o seguint e : no 

capitulo 1 desenvo lvemos a fundamenta~;go t eóri c a da din ~mica 

caótica. No capítulo 2 ini ciamos com uma revisgo sobre 

descarga s elétricas para depois mostrar· os n ossos resu lt a do s 

e ::periment.ai s . A segui r~ , apresentamo s as c.onclu s ôe s e 

perspectivas futuras do nosso traba lho . 
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- DlNAMICA CAO TICA 

a d e d :i n~mi cos 

determinísticos possíveis, no~ óltimos anos especial at.enc ~\o é 

devotada a um pi:.'lrt i cul ar· subconjunto sistemas : s~o 

aqueles descritos por equaçôe s n~o lineare s e que , para va l ores 

apr- opriados do s ,:\pr· e sent am 

complicado, n~o per iódi co~ errático. A 

um comportam e nto 

d etermi ní stica 

que descreve o comportamento errático d estes 

de din~mica caótica . 

sisten.<D\s 

1\Jo est udo de s ta di n~n.i c a qu e apr·esentamo s 

consideramos dois ca sos : a din~rnica caóti c.:;, regida 

c h atllê:\lnOS 

a segui r· 

um 

sistema de equaçôes diferenciais e a dinamica caótica regid a por 

mapa s discretos unidim e nsion ais e bidirne n s ionai s . F'artimos~ 

entâo~ para uma definiçâo e caracterizaçâo mais precisa de cao s . 

Depois~ procuramos entender como emerge a unive r salidade 

sistemas caóticos. Finalmente~ analisamo s como um ru í do 

pode afetar a din~mica ~aótica determiní s tica. 

Consi derE•mos um d eterminado s ist e ma ·f i s i co qu e 

de !::. tes 

e :-: terno 

pO SSF.I 

!::>~-:?r mod elado por um sistema de e qu ;;:,ç:ôes di ·f erenci .::tis d e 

primeira ordem~ dado por 

--- --- - ------------------------------------------------------------------------
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X ' ' f. N 0 (I ) ' 

( 1. 1 ) 

. 
X N = F N ( X 1 ' X 2 ~ • • • ~ X N ~ (( ) ' 

Um sistema de s te tipo, onde i ndeperodente 

t nâo apar-ece nas funç:ô es F._~ é chamado de iõutbnomo . Es te 

sistema pode ser e sc rito d e forma reduzid a por 

. 
• X - F ( X. c<) ( 1 . 2) 

onde X representa um con junto de que de s crevem o 

sist ema em estudo~ F é uma func~o nâo 1 i near- variá v eis X 

e a é um par~metro de controle ou um conjunto d esses 

que desc revem a interaçâo d o sistema físico em questgo com o 

meio ambiente . 

A primeira vist.:-:1~ pode pan?cer~ qu E:.' o si s tema anterio r~ 

é ern te r'· mos de sua apl i c.:.bi li dade aos • 
p r ob 1 emas físicos . F' o r ém, roote - se que o si stem.:t ( 1. 1 ) contém 

como caso p a r t i c u 1 a t- a 1·1 ec ~ni c a Ham i l temi a n a (sistemas 

Hamiltoni anos:)~ onde se assurT1e a e~.:is t ªnc:ic. ele um Hamiltoniano 

H ( q 1 ~ q2 ~ ... ~ q,,; p 1 ~ p 2 ~ -~ p,.,J tal que 

q1 3H / 3p1 ~ 

( 1 . 3) 
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Si>l S t I?IJJCI de N di 1 er enc 1 1:1:t ,., clt? p r i rnp 1 r · .r. ord e oo, 

ba s te.nclo SUbld l tu1 í noil cwiçproaJ X 1 == :·! • 

houver um a t> :: j:_ol :{ c: 1 t a e m t 

original, podemos sempre~ pelo menos em princípio, 

uma equa~~o difer e ncial d e p e nd e nte de t d ordem 

n .. 

•• 
x~ =>: , 

E·• qu,;~ c:.\:\ o 

!:;ubst i tu i r 

N J:!Cll'"' uma 

equaçgo autOnoma de ordem N+l. Esta~ ob s er v ac:ôes mo s tram qUE' o 

s1stema ( 1.1> é bastante geral. Com e s t e proc e dime nto é poss í v el 

converter as equac:ôes difer e nciais repr esentati v a$ d e p r·· ob 1 ema s 

f:isico s num sistema tipo <1.1>. lorn "' mo s c o no o e ::e rnpl o o 

oscilador de Duffing [ 15 ] qu e é um o s cilad o r rog o lin e ar co m um 

termo de r i g i dez ct:1b i co ~ CJ qu a l d e se r·· evE:' o .:-•n d u r E~ c i mF: nt o cl.:~ mcJ .l a 

observado em vá r~ i os pr~ obl e m.~~~=· rnecª'ni cos. Aqu1 consid e r-amo s uma 

var-iante da equac:âo original de Duffing~ na qu.:ol o termo de 

r-1gidez linear- é negativo [16~17J: 

~: + k}: ~ + 4 ~ 3 = Acos(wt l . ( 1 • 4) 

A ocor-r-ência de caos num oscilador- de Duffing f o:i demoro s tr·ada 

por- Huber-man e Cr-utchfield [18J. A equ a c: i!to e q uiva-

lente ao sistema 

• 
X2 = - kX2 + X1 - 4X1 3 + Acos< X~ l 
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• 
U nos~o propó~Jto no estudo do ( 1. 1 ) 

Scilt.er 05 V.51]ore!; concretos dc:IS solu c. Be!ii cor r e!iõp onde•nte~ !r; 

determinadas cond1~ ~e s lrliClaJ r.,. ftOS\:,1:) int e r· e;;se 

v ar 1 cilç ,":\o do c.ornpor t arn e n to d r.• soluc; ~o . qu.arHJo s e mud a m CJE v.<~ 1 cw es 

dos par ~metr· os em (1.1). Nesse sent1clo~ duc::~s c oisoits pc1dem 

aconte~ce r~ c:om cil soluc:~o: urna qu;=lflt j t 1:1 t i v .<~ e/ou um a 

alteraçgo qualitativa. Uma alterac;~o quantitatJva s ignJfic: a que 

os valor·· es nurnér~ icos do s coe+ic1erctes d a sol uc: tft.o muclaram~ ma s 

"estr·utur·almente" ela permanece a mesma. Por outro lado~ uma 

alterac;go qualitativa implica que uma variaç:go dos par ~metro s na 

equac;~o ocasiona uma modifi c aç:go d.=, e s truturr.c c:l r.c <por 

e::emplo: c:l solLi c;~o er· a e s ta c ionária e pc:i s:,cJu a s e r- oscilatór- ia). 

Estancos i nt er~ e s sad os pr i mcwdi al mente ne s te e; e gundo a s p ec to . 

Assim, tendo-se obtido uma s oluç:go oscilatór ia~ queremos s .:~ ber 

se, para uma variaç:go dos par~metros~ a soluç:go continua ou nAo 

apresentando este me s mo comportamento o s cil a tór io . Este tipo de 

probl em.:~ é abordado p e la t e oria qualitativ a das equ .::cc:tles 

d:i. fer··enci a i s Resumindo~ e s tamo s int e r· .s sa dos no 

comportame nto qualitati v o d e s istema s físicos d escr1tos por um a 

equac:~o do tipo (1.2) e na s similar· idad e s que po s sam e ;.: i s t i,~ 

entre estes diferentes si s tema s . Passamo s . ag or·· a ~ 

como analisar este comport a nc e nto qu.::tl i tat i v o. 

E usual e s tud a r a ev oluc:go de um si s t e ma e m 

termo s d e um e s paço de f ase no noss o Cc:ISO , Ulll e s p aço ele 

dimensgo N (de acordo com <1.1)) 
I 

cujas coord e n a da s sgo X 1 , 

e s pac:o d e f ;=c s e c c3 r a c t e r~ i:: c3 todo 
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• 
s] =· t l? fll êl) um 

equaç:bes. ( 1. 1) 

p 0:1r iil 
1 n 1 c i •'=' 1 '' ' 

t•=•). o btemos um ponto no e!::. par; o de + ãi\!51? cor r e s pondE•nt. e 

estado inic1al do sistema físico em qu estâo . Quando este s1stema 

evolui no temp o~ ele ocupa se qLienc 1 al me nt e outr~ os por,tDs d o 

espaço de fa se ~ cada pon to cor-respondendo a um t e mpo di fe r ente . 

Os pontos; v1sita do s su ces<:i l v .:.mente p elo s.;istema con:,t itue m a s;u a 

trajetória no espaç:o de f ase . 

Ass um indo- se que F i. e S~Cl func:bes 

1 i mi t .:,da s e con t in u as e m 15 -· u s .::w gurr,entos • s g u d i:, tE•or· i a 

equaç ôes di fe r e n c iai s que ~ d a d.3s as cond:içôe s iniciai s 

s i stem.:t de equaçôes ( 1. 1) possu i uma 

soluç~o única a qual escrevemo s como 

f j. (X 1 <=>' X~<=> ' •••• X N=. t) i = 1, • • N ( 1 • 6) 

e a qu a l. para t=t~, satisfaz a s c ondiçôes ini ciais , isto é . 

·f i ( :-: 1 C"J • X 2 o ' • • • ~ >: N ·=· • t C> ) = X 1 i = 1. .. • N ( 1. ]) 

Corno as -funçôes f i sâo un :í.vocas e con t ínu.::,s e rn 

e t' segue que em cada p o nt o d o espaço d e f a se 

só pod e passar urn a Ltni c a trajetória definid a p el ;:,s f i • 

Por t anto, é impossivel a inter sec c: ~o d e trajet ória s associadas a 

con di c:ôes ini ciais do sistema ( 1.1). Ad e ma1s , 
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1 l 

i r'li c i .;:.í !:; de (l.l> . e v oluc&\o do 

f :ísico . mocle];::HJo pt:dali.; equ .:.c:.ôPs (1. 1 ) , e!:.tá cleter· m:Lrl ê:ld ê:\ por uma 

Gn1ca trajetórJa possível no e s pace ·I a s-. e . 

comportamento d in~mico de um s1stema físi c o pode ser 

uma análise das trajetórias no espaço de fase. 

S f:·•nd o . o 

obt1do de 

P~ra es s e 11m~ importa saber o que accmtec:e c om a s 

trajetórias depois que se passou um l ongo período de 

s eja, entender o comportamento as s intótico do si s tema 

t E? mpo , ou 

d1n g, mico. 

Se um Sistema din~mico dissipativo~ tal como o o s c:tlaclor de 

Du ·l ·fing (eq . (1.4)), E~vo l u :l no teHt p O p '' '"" t l , •. clr'? 

iniciais dadas. observa - se que~ depoi s qu e todos o s t r-a n s i e nte s 

t i verem desaparecido, o s ist e ma eventualmente convergirá para 

d eterminada regi~o no espaço de fase . E s ta regi~o é denominada 

d e atrator, pois atrai todas as trajetór jas vizinhas . Um sistema 

d ing,mico pode ter mais d e um atrator . f\Je s te c a !30, condic::ôes 

iniciai s diferentes pod e m E:' v ol ui r a d :i 1 er- e nt es tipo s d e 

comportan1e nto a ss intóti c o. Not e - se qu e , q 1a ndo a s traj e tória s do 

s i stema est~o confinadas no atrator~ atingiu-se o compor·tam e nto 

assintótico, pois nesta s ituaç~o o s ini c iai s 

'v'ej amos ago t- a os V êÍt'" I O S atr·c-,tore s que um Sist ema 

d1n~mico d :i s sipati v o pod e a p r sentar. In ic ialme nt e cl e +in:imos q u e 

os pontos (Xr~x:;;, .. • , X;;) t a i s que 
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( 1 . 8) 

s~o c h amados d e pontos ii ~o s . Us pont ns i1 x o s qu e 

Em fun~; .;\o de co mo as tr-ajetória s s .~o ao pont o f i >: o . 

p o d emos de -fin i r qu e nó estável é um ponto f i >: o em torno elo qual 

as tr ajetórias se apro x im a m a o longo d e cur vas as;s; 1 ntot1 c:a m1ent e 

reta s e que ponto e s p1raJ e s tá ve l é u m ponto f i >: o n o qu a l a s 

tra j etór· i as vi:;:i nh a s e s pirc:tl am eles . e ;.: empl o 

i m p o,,. t a n t e d e a t r F-• t o r é 1m c 1 c 1 o l i m i t e e s t á v e .l U111 c 1 c l o 1 imit e 

é um .~ tr~ a_;e tór~ ia per· iócli c.:;, f ec h a d a e "i !;;cd a cl a " n o s e nt1do d e qu e 

Us C i C 1 O!?> l1m1 te 

aparecem some nt e em s i s temas di ss ipativos n go li neares e s go d e 

g ran de import~ncia práti c a [ 20 . 2 1] . Um cic l o l in.ite e st á ve l p o de 

ser pensado como um de e quil:ibrio e 

dissipaçgo para o sc i l a ç ô es num s istema n go linear, do me s mo mo d o 

como um ponto fixo estável representa uma s ituaç go d e equil:ibrio 

e s tacioná r io. De ntro do qu e se cham a d e s u a b ase d e 

e s paço d e fa se (isto é, o con j unto de p o ntos d o e spa ç o d e 

qu e e v oluem para o atrat o r) . um c i c lo limi t e es t áve l , b e m 

u m nó e s tá v el ou um pont o espir.otl, 

cond1côes inici a i s e i n sen s J ve 1 s a pe qu e n as perturb a ç ôes , 

d E>ter· min a dos s omf?rd: e p e lo s p a r· ·· ~\met r'· os n;::~s e qu ;:,ç:ôes . 

n o 

f a se 

como 

d as 

sendo 

Como e x emplo da análi se d e um s i s t E·m a din~m :i c o em 

termos do comportame nto d e suas trajetóri as no es p aç o 

cons ideremos o o s cilador d e Duffing : 

el e f ase . 
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• 
- >: + 4 x~ = Acoslwt>. ( 1. 4) 

O osc: il.t~dor é e>:cit.:1do por uma -forca e ::terna -f reqUênd a w. 

c om amp litude A e natural t e mpo T "' '==-2 H / w. (-\ 

dissipa~go é controlada pe l o coeficiente de k. Dadas 

posic~ o e velocidade iniciais, pod e - se seguir numericamente (por 

e >: empl o, com o método numér- ico de E22J para. 

I 

resolver equaçôes di fer·enci ais) a trajetórla do 

espaço de fa se . Devido à presença da di ssi p c:1ç: .;\o 

mui t o de onde i n i c i a mos a se g u i I"' a d i n ~ m i c a no e s p a c;;: o de fase : 

para uma considerável gam a de pontos iniciajs a no 

espaço de fase converge rapidamente para um ciclo la tr·ajetória 

se fecha ~;obre si mesma) e, pC'1.ra algum se parece 

aproxi madamente com a figura l.l a. Observe-se que cada curva 

bidimensional que se intercepta, representada na figura 1 • 1 ' é 

uma proj eç ~o de uma curva tridimensional ( N= 3 con-f arme e quac:ôes 

11.5)) onde as trajetórias ngo se intercept a m. 

N:áo f DsSE:' a -f 0 1r· c;: a o dev1do 

dissip ac;;:ao , log o atingiria o repouso (no caso, um ponto fixo no 

espaç:o de fase) . Com a aç:~o da força estabelece- se um equilíbri o 

entre excitaç:~o e di ssipaç~o, resultando o ciclo limite . ~fácil 

visu a li ::ar o mclvi mento si s·tema . :i.m .:-.gi n a ,-·,clo - o com o Lllll 

péondulo n~o linear· . Iniciando no ponto mc-,rc.:ldo 1 • o pêndul c1 

retorna a ele após o period9 unitário To . 

---- -------------------------------------------------------------------------------
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. 
X 

X 

. 
X 

(8) 

X 

. 
X 

X 

Figura 1.1 - Ciclos 1~2 e 4 está v eis no oscilador de Duffing 
com A= 1. 5 e· w= l (conforme equaç~o 1.4>. 
respectivamente~ em AI p.::-.r··a k=O . 4~ em Bl para 1 ~ =0 . 3 
e em Cl para k = 0 . 2 7 8 ~ acompan h ado s de uma 
transformaç~o de Poincaré unidime nsjonal . 



1 ~--' 

a p;~rP.c 

muito interessante: uma b1iurcaç~o da trajetória no 

ou cor r es pond e ndo um dr:> l E' t' m1 n.::~ d o 

um 

e:,paç o 

va l ur· d o 

par~metro k. ocorre uma mudanç a continu a na t o pologta d a ·f :i g ur a 

no e s paço de fase [23J O ciclo limit e começa 

como é indicado na figura l.lb . O sistema "erra" 

partida 1 até encontrá - lo e ::at amente apó!; A 

espaço de fase continua sendo fecha da . só que ela se 

o 

d esclobr c:1 r 

ponto 

órbita 

fe c ha 

de 

n o 

num 

per-iodo 2To em relaç:âo ao ciclo 1 im ite inicial (To). Nesse 

SE?ntido . diz-se que houve um dobr· .~mento do p e t-:í oclo . · Diminuindo a 

fricç:âo. ob s et-va - se ma 1 s ocorr ~ncia d e 

bifurcaç:ôes (figura 1 . lc). Para a n - ési ma bifur cac~o o sist em a 

erra o ponto de partid a n vezes e. port a nto. a órbita se ·f ec h a 

somente num tempo depois. O período se dobrou n vezes . 

Agora se n =ro . o período será infinito e a trajetória no espaço 

de fase se fe c hará num tempo i~finito. o u se ja. ela será aberta . 

ls!;o car ac teriza um comportamento ape t~i óclico ou caóti c o do 

sistema f:ísico . 

Com o s sucessivos dob ra mentos ele f=Jet~· :f.<:.d o fica cacl .:, vez 

mais difícil seguir a tra jetór i a no e spaço d E' fas e . Em 'I i st a 

disso. é ma is con v eni ent e acomp a nha r o s i s t e ma pe l a seqU~n cia d e 

modo de reduzir a dime nsionalidad e do espaço de fase é ch a ma d CJ 

d~? t r an s+ o r · maç: âo de F'oincaré . Em ele estudar tod c::1 a 

traj e tóri a no espaço de fase. olha-se soment e para 

de inter secç go com uma dada superfície (n este ca s o . 

seus 

as 

pontos 

linhas 
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1 • 1.!1 . 1 • l b I? l . l c cor- respor·ocl e m 

s u p P r· f i c i e ) A de con tém todct\ 

n~:-~ce-~.!:' . ár j d : cl c•l ,:-. l<•l:' i 1 d 1:.-·r· i r , qt.l élrldO 

l . n s. t <'I b i 1 1 d a LI t:· o c u r r P e q li• I 

continuame:.• nt. e o d e (fricç~o . 

e :-: enoplo) E? plotando num grf,t jc:o pont or> 

trajetória no espaço de com s; u p P r·· f í c i e d e 

( 1 i nha) ob tém --·se uma ~,,.. vor e elE· b i. f ur·· c .::1t;: 5e s (f i gur-· a 1 . 2 ) • 

ponto!:; d e 
i nt.ei~!:>E?CÇgiD 

com o 
cic:lc:.> limite 

To 

Ull1 21 

por 

d a 

par~metro d e 
rogo 1 iro e.o.rldade 

Fi qura 1. 2 - Arvore de bi ·fur··c:açt'le s . 

J~ conhecemos qu a litativamen t e alguns a s pec tos d e s te g r áfico . As 

tr ajetórias traçadas no e s paço de fase eram loceli 7 adas d e mo do 

que a figur-·a c3Ci ma tem Lllr< c< f i ,.., i t C.1 . b i ·f u , ~ c a c:: {j e s 

oc:or-·r e m si. mul taneamer;te, p o rque cor~ t i:\llo O<::. v e z uma 

trajetória; qu ando e l a s e di v id e , e la o f az ao l ongo de toclc1 o 

seu C:OITopr· inoento . E: : .c:al a !:; cada v e.-. m<üs fina s car· êi c teri ::::: a n, t c:~ nto 

a sep ,:::. lr·ç,ç:gcJ elo•:; r-· ano CJ <:> como seu s comp 1·-- i mento s> . 
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(,~t r-Jbu1c:Jii~ [ 24 J' 

por ·r CHToéH.? 

Cc:>ull.:>t I? [ 2 6)) !SPl.il.l l rot I? S 

q uan titativas : 

---)> a . A conver- g~nc i a do s par ~metr-· o !::, é uni ve r- sê, l (i st. o é. 

independe de um particula r s 1 s tem a fisico>: 

·-• ::, -·- LI. t.(,c;o :;:o 1 t.. 

pa ra 1 grande 

Figura 1 . 3- Os comprime nt os d os ramo s na ~rvore d e 
s ::':lo ma ior e s..,., a da roo v a bifur- c.::u;go . 



• 

• 

HI 

b . A e~cala relativa da!E> 

ramos & uni ver-&a l: 

SLIC IPS!Sl V o3S b:1 ·fur-c:a c;ôes 

.,::: 
··- i 

~~ :l .... :t 

--+ (( ::::: 2 . ::,0 2 90787~.:',. 

j:JC<t"' C:• i grc.r,d e 

dos 

Figura 1.4 - As s•paraçôes dos ramos na árvore de biturcacOes 
também s~o menores a cada nov e. bifurcc.ç~o. 

A beleza desta descoberta é que se turbul ~nci a/ci:tos 

forem atingidos através de uma seqU~nci 2 intinit c. de bifurcaçBe s 

(o qu e é uma prop riedade qual i tati \t a)~ ent~o temo s cluas 

p r ediçôes quc.ntitativas: 

a . A converg~ncia dos valores c:rlticos do pc.rametro de 

nâo linearidade correspondentes 

ciclos de comprimento é pelo 

univers a l de c:onverg~ncia 6=4.6692 ... 

b . O desdobramen to da trajetória no espaço de fa se é 

controlado por um p a r·arnetr·o univr= l~ sa l de e s cala eo:= 2 . 5029 ... 



l CJ 

cons~qUência do caráter unidJm e n&ional do e ~ emplo anal1~ado aqu1 

<pêndulo sjmplesl. Por 

invesligar··arro numericamente uno ~ ; isl ema J i r·, E-· t-1 , .. 

• m.:ü ar· : 

X s = -<?X 1 + 4X:zX :3 + 4X...,X 0 . 
X;;z = - 9X 2 + 3X t x::5 

x:'3 = - 5X :3 7X tX:;z + r · ( 1 • 9) 

x .... = - sx .... - XtXo . 
X o = -X o ·- ~~.xlx ... 

• 
onde r é um e >: te r- no. :i nt E-1" valo s d o 

par ~metro r ( 11 nLtmer·o de F<eynol ds:. 11 l eles obtiveram seql.iénc i as de 

dobramentos do período para trajetória s no e sp aço de fase . Além 

disso~ todas as transformaçôes de Poincaré tentadas por eles 

produz i r ·am dobramento do per- iodo ao longo d e uma linh.::, 

unidimen siona l. Os par~metros d e convergência ~e de e sc ala o: 

pcw ele~; me dido s c: o n c: o,.- d a rn o~~ n l.t mE· ,- o ~:; u ,-, 1 \ t e , .. s ;.:. i !::; d e 

Feigenbaum. O sistema acima é um a aproximaç~o da s equç,çoes d e 

Na v ier -St okes [ 27 J; en t t .. et an to en-f at izamo s que qu E~ l quer-

mo s tr" ar 

universa lid a de. A razgo é ba e.:. i camente esta : par·· a um s istema 

multidime n Eional di ssipat ivo um volu me do d e -f-a se se 

um ciclo linrite. Um a d ada di reçgo terá a t axa d e contr aç~o me nor 

e defini rá uma linh a ao longo da qual a teoria da univers a lida de 

se aplica (veja Collet e Eckmann [28Jl. 



Uma qutn; t~o per·t.1n e nt.e ,;~1ndi::i é CjUí.<) E:• tlii~O 

requisitos que um ~i&tema do l1p0 1 • 1 par c. 

apresentar cao$. U grande problem a é qu e n~o ex i s te un1 cr1tério 

g t~ r a l p a r- a p r-e d i :;:: e t" sE· um cJ e1 d o s 3. s t em a p o cJ e ou n lá o mo!:;t.r c:• r· uno a 

evo luç,~o caótica. F-·ara 1\J :=c l ou 2 nas; e qu ,:, ç. ôe ~'- ( 1. 1 ) e :-: i s te • c r i t é r i o ( c o n h e c i d o c o mo C r- i t. é r i o N e g a t i v o d e Be ncl i >: ~:;on [ 29 J) 

qu e exclui a possibilid a d e caos. F·.:,ra pode 

evctluç~o d o 

sistema . O oscilador d e Du+fing envolve 3 E' pode 

apr-esentar· c aos. Por·· tant o~ conclui mos que deve mo s te r como 

uma condiçgo necessár ia para o sistema (1.1) ser c a ótico. Além 

d :i s s o , um s i s t e m a 1 :i n e c3 r é P : : a t a 111 n t e ::. o 1 ú v e 1 e v ,- 1 ·f i c .-:~ -- s E~ q u r:· 

nesta situ aç~o uma traj et óri a limitada deve ser regular, pelo 

me n o s p a r a N f i n i t o • R e s um i n d o , o=-=s---'s=-· ..::.i-=s=-t-=-=e'-'. m=;:,:..:s=---=d'-'o=--t-=-=i_.p=-=o'-....:.< -=1:...:•=--=1-=)_ ..cP:...:O=d:..:e=-rr"-'1 

ser caóticos . se eles sgo n~o lineare s e se N~~ [ 29 ]. 

Em primeiro lug ar , ve jamos o que se ent en de potr m.::.p as 

• di sc r·etos ( isto t .t" ansfor- maç:ôes di s c r·e t as) . Em Físic a é 

bastante u sual descr e ver-se processos através de uma variáve l de 

t e mpo t continua, cl.:i qu c:d dependem v.::u- i ávei s q de u m 

s i stema. Segu id a me nt e , é p ctssíve l obte r - se bc ~; ta n te i rt f o r- maç, go 

sob r- e o c<::Hitpor· tam e nto do si s;t.ema, est. ud ,-;;,ndo - se q 

p a r- e:• um a se qi.i~n c i a cl i ~; c: r· e t. a de tn, n = 0 ,1, 2 , ::::: , . 

E>: emp los de t ais seqUências o s métodos numéricos para 
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1 n t E'(] r iH" E' ClLI i~ c; bP 5 \ t,., PF.!. qUE~r oD !i> J uu '" 1 rod a as 

( t,., 

d E~ f- ·o :~ nc: ar é Pl"l te r o t1 E·mo o:;, qu,::~l qur:·r que r ~?. CI LI ;:: r.o 

dl m eros:~ or,,:,\ 11 d acle do e!:.pac:o d e t asp d e uno !:i J E.tetn,:::. ch ni:\11o1 c:n. 

• coro serve c,s 1 rd or mac;tjes:; esseroc 1a1 s sotJ r~ E' dln~ollllC:a deste 

Ei l stema. -t· 1 qur· r.,s 1.1 es qu e mc:it: 1 2 o:\ lll CJS um i::l d es tas 

trar.stormac;bes para o o sc 1 1 .::odor d~;? Du+ + :i roq. E: llo + i o ur c:1 

d e C Clllo utnc:. r etc: •. Us 

pont os d r:; 1 nt e r··· se cc: ~. o quE~ se obt~n •• d et er .. nol nam êo 'c11 n.~ m:t ca do 

s1stema . no sent1do d e que c a d ;=., 1 nt e r- !::iC:~ c ç :Eoo 

pela anter· 1 o r·· . Como estes por. tos cc:\em um .:o l1 nha. 

um a 1. ,., 

Ub v 1amente esta é LtrJ 1 c a t r a ,-·, s:. + CJ ,, . lll a ç: a o de F'oi ro caré 

poss1 vel. F'or .. e >:emplo. um a out,.- "'' C:Or"'SlSte 

·cons1derar apenas os pontos das trajetór1as em que t na equac:~o 

\1 . 4J é um múltiplo d o p eriodo b~s1co To 
cl '"' 

f o r · c; a e :-: t e r~ na. 

1 sto é, t = To, .::. r o HSSlm, c::ontorme mostra 

pc:.nt o!:i no p J E1riO X '(. 

lambém aqu1 . cada ponto es p ec 1 -i- 1 ca o pró ;.: i mo e rE·s u.l. ta uma 

re l ac:~.o 

• 
A 1mpo,.-t~nc1 a dos mapa s d1 scf"'etos 1"'e s 1de no +a to 

que mu1to do qu e se sob f"' E' o C ciOS \ d o ponto Y 1 Sta 

tn êotem~t :t c:o) +o:i obt:tdo , .:.n allsando mapas r1 ~ o lin e .::lf~ E' S , c:-.c::. 1 n v é s 

de f"'eso l ver equac:tjes d1f eren c 1 a i s . 

•• 
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Fiq ura 1.5 - Transformaç~o d e Poincaré bidimensional 
osci lador d e Du4finq [ 30 ]. 
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.L - • 

1 • ..!. • 1 - 1'1 a[) ii:IS Un l d 1 ml? r, !J :t o r, a 1 1:; 

N tno 

ii:\ par· t 1,.. d o ponto 

( ll! ) 

c "-' cl .:.. p (:J f"l t. CJ 

l rn e d l E< t o"i llo Pn te 

anterior .. . ~· odemos por· tarolo 1mao1nar a e >: 1st~roc 1a ele uma relac:~o: 

I. l . j (_I ) 

Em mu1to s casos de 1nteresse a +unçgo é 1 nd epen d E• nt e de n 

::: f(X. ) . (1.11> 

Como a relac:~o ac1ma transtorma um vc:.lor num va l oi~ 

pc-ora ind1c: es n c h êl flio3 rno 5 1.1.11> de 

d1 scret -, ou s1 rnp.l f-?Snoent.e d e rro êt pa d1 s c:r e to un1d1m e ns1onal. 

iJ c-• t o cl t:<!:> <=•!3 po !:.s l ·.,.·E? l s +unc. toes ~ E: fl> ( l. 1 :l) ' Cl c h a n. ;:,c:J o 

\1.12> 

do 1nterva l o U S X S 1 sobre ele me s mo, é provave lmente que +o1 

ma 1 s estudado até agora . ~ o p c:tp E~ .l de um d e 

controle qu e pode ser var1ado entre 0~~ ~ 1 A notoriedade do mapa 

loglstico provém do tat o de e le ter s1do estud ado e~tens1 vamenle 

por Fe:tg e nbaum r10!:'i trabalh os o r :i q1 n .::n ~c ; SObí' E> teoric:1 da 



• 

• 

uril vpr· s .:~ J 1 dacJI?. 

equacgo J o q1 st t ca : X = f4X ··· U1.~· . 

ma pa é c omo um mo del o d~ d1n ~m ica de um a p opu lac~o . Ele desc r eve 

a mudanc:::a d e popul c.ç:;:',o ( X,., - 1 'i . ., .~,J de um or-qan 1 smo d e ano 

p ~~a a n o tn ~ n+lJ , sendo que "' r1 c:10 s u r:> e r · p o!':> 1 ç: g o 
'--.. 

e nt.r-E• 

sucE·SSlvas ÇlE·r- .:.c:t\Ps . U prJ.nt E lr· o t.p r· mo n os pc:~r· t> nt ec::, es em ( 1. L~ 1 

nasc1 mer,t.o d os 

d E·C lirtl O 

populc.ç: ~o de v ido à morte . Depen d e ndo do vc. l or d e ., ,, . populac::: 2\o 

p O r.:J E · !3 f.? I" f ?!::> t <.:1 C' 1 D I I o~l I' 1 ,: I , CJ ~:, C .I ) ,::1 t 1~1 I" 1 <'·• (J LI r: d CJ I. .1 L .; , • 

Na f1qura 1 . 6 est~ o qr' áfico d c. Y = 4 ), .>: ( X - 1 ) . 

Note - se qu e e s ta é uma func2\o nâo monotbn1 ca com os va l ores y 

entre O e Á . Co mo 0~~~1. pod e mos sempre Introduzir Y como X nc. 

funç:go , p oss ibilitand o repetidas iterac:be s . Pela tor mc. d a +un -

ç;2\o, SE·q u e quf? ,:-,s suces!31 vc.:; 1 te r- .::ic:e,e s pDclen, DSC ll .::.r- e ntr- r:? o 

A. ~ justamente esse +atD qu e é re s p o n sáv e l pelo s urgi mer,t o de 

efeitos muit o 1nteressc.ntes. quc.ndo SE ·I Ltrt Ç~.o . c o rno 

v eremos a sequ 1 r . 

IJ nt nt ~? t o cl o q r- ~.-f :i c o m u 1 t o ,:,, J:) r-- o p , .. 1 " ' c:l c::-, 

y = + ( >: ) = ..:1,u : ( 1 - >. l f, 1 . 1 .:::. ) 



• 

• 

.. 

• 

é plote1Cl o c:ontr· a X . Para um di:lclo 1.., par- tilliO S dF.! Lln• valor irric.ial 

X o ã1r· b :i t.r- .-flr- :i o cu :.:;.xo ::; l). 1 r- c\<; iõ:orTl Cil:o Llllo b o 

COf11 ·I ( >: ) Pno ç., a] t u r· '"' Yo ::: 

X a é o ar-gument o p ara a pr-·ó >:i tr, ,:, :i te r- a ç. ~o . 

próx ima iterac;.~o d a f, deve - se t raçar Llnli:1 n O V C\ p e l o 

val cw obt :i do X1=Yo . Para isso, d esenh~ - se h o ·-

r izontal de Yo Ne s te ponto. é 

traçad a a seg unda linh a vertical qu e cortará C\ c ur- v a f (X> 

a :I tLW"i:l Y 1 = ·f (X 1) = f (f (X o) ) • Entgo e toda s as 

d f.?mai s pod e m S E' I' " obt :i d êo S d.::. 1111? !5 trl C:\ 

forma. Resumindo, é real i za d.:1 p e la 

o:Í l c .:.rr ç i:t l' " 

curva e <2> entgo mova- se hori zontalmente até e n contrar a 1 i nh .:o 

diagonal. Repita os passos (1) e ( 2) s u ces s i vamer.te . 

f (X .,) pela 

os pontos 

equaç:go E * =f ( X'") \. 

E >:os 

[) mapc-o 

x- d e um 

1 og:í f::; ti co 

pontos ·fi >:o s : e X ~ = 1 - 1 I ( 4 ;r, ) F·on t CJ s +i >: u s 

es t..~i v e i. s o u n iA o f r· ent e a p t:' quen C\ s f.-'r 

mc-,pa 

possui dois 

po cl e tr• s; e t,... 

per· tu r- ba c: go 

cons ist e num pequeno a+ast.::.mento do ponto +i ~ : o 

ao método ·· .. ·e r i f i c .::otrro s 

que , p.:or-·a Lt1T1 d .::.do Xo , é.:;, d ec l i v id .:t d e l o c: c:d d F.~ +O: >, ou 

f ' ( X o ) , q u e d e t e r·· m i n êt o cl e s 1 o c Ct ITH:?. n t o h o ,~ i :z o n t .-:d n CI S S U C EeS S:i V c t S 

iter açbe s d a +. Sempr e qu e a c u rva tiver o rnódulo da ~e c li v i dade 

flloõi :i CW qu e l ' cada f t.E·ndE' se 

grad a ti va men te d e Xo. Em funç3o disso , e nun c iamos o cr-ité t~ io 

d e estabilidade frente a pequen as perturb açôes como x-

----·-----· - ---
.,_ ~STITUTC OE FlSICA f 

seuoTeCA ~ 
---------~-· 



• 

ç; I? r· :... pont o ·f i >: o E:> "-' t r.-'1 v el se I f · < X .. ) I ·: 1 , i r. E t ,{, '.1 P ] s-. E· I + ' ( X .. > 1 •· 1 E· 

mar· qjn,::~]n, pntE• estt.t v ~:! l s e-:- l f '' <x ·· > 1::" 1. 

para o mapa logístico com 0 < ~ < 1 / 4~ teremos um único ponto 

Xõ =U e qu P d o v r:1J or- irci c i .:d X0 , 

E' Vc r;tu a l f!I E' rct e c o r ' ·/ c r· q i r· f:, p ,;:, r- c;, Xõ : 

dj ze rn o s:; , poi s ~ qu e X;; é um iõotl· .:otc:w d e per :íodo un. CIU 

Ull1. Quc:.'1r1clo ti v e r mc::-, s 1 / 4 <: :\. : ~ ::;/ 4, i n s; t .~. vE• l sendo, p or- É-111 , 

xl e•:; tá ve ] • F' c. ,~ c. ;_ > ::;. I 4 .;, m b o !:'i p o n t o s ·f i >: os; 

entanto, _j ustamE·nt e pa r· · .::~ C:1p ós Llfll " t. r~ .:~ r1 S i e nt e " 

i n i c i. c1 1 • o tJ ~ ; E· r·· v a ··· s f~ q u E· ( c o n f o r me + i g . J • 7 ) i t f~ r· a ç f) e s 5 u c: e s 5 j 11 c. s 

o s cilam entre d ois pon to s esp ec i c. i s , d e q ue 

c.gorc. temo s um atrator d e p er íodo dois ou de ci c l o d o i s . 

O atra t or de per-iodo doi s é e st~ vel, poi !::; , inici.:ond o 

c o m qual qu e r~ c.s iterc.çôe5 a ca b c. m c on ve rg i ndo p a re. o c ic l o 

,., 
. .:..:. Uni mod o in s t r uti vo a c CifT 1 p a r li 1 a r· 

e s ta t r c:l n 5 f o r~ m .;:, ç: g o é ob se r -../ar o funç: :áo f ~ ( X)= 

f(f(X)). Note - se qu e qualqu e r ponto fi x o de f t a mbém é um p o r1to 

f i :-: o de f :~ , d e mod o quf-::> X;c; e Xr sgo p c>n t DSi 

disso, corno r ee i p1··o c ament e 

d o i s nov os pon tos +i:-: o s : 

an~ li se d e e s tabi lid ad e d os; 

x ·~ 5fáo p Clll to !:i f i :·:o s i n st ~, ve i !5 

por 1t.o s f i :-: 05 e s t áve i s . 

e, c3 s ~~i :i fll e X ... :::.; 

C:ID 

·f i ;.: D !5 d e f :i Al ém 

t e n, 

Uma 

p c,, ~=; =:. o qu E: X2 e 

v e r··· i+i c<=o-se qu e 

um 
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él D DI. I t. r U • lJ r· E' !>• LI J t. ó;, c:l O é< rl t E' r l CJ I" r:; , P q I. I !? CJ i:i< I' l" 'J I" ;,:, d C< C E< cJ E' :t a : 

t .J ' ( X -7- 1 t ' ( f <X ~ > , f ' <X;,, t ' (X -~ 1 ·t ( J. ~· I 

D E·s-.te nt oc:l o , urn ,;;,tr ~, tol~ el e p e ,·· 1Cicl o 

;:.t l · ,::~t..o r 

sE.o i .::• , ""' me d1cl a qu e• ), é v.:~ l .. l é• do, oc.or· l"' f:? e m ), :::-111 

d e per1odo de c 1clo 1 c1 c l o 

l n1c 1 a lmente colnc::td e r, te~; • .Y. ~ F.~;: :; 

d e c J ., v 1 cl .::1 cl t • de:' r:l c~ IJI C.JLI u CjLII.? 

dr·? 

um 

urn 

., 
lo. 

el o 

Do mesmo mo d o como aconteceu co m t e m ~=A1 . 05 

-i l :-:os e st á v eis d e tornam-se 1 n s t~.vc- 1 s para 

mo men to ocorre um a n ova b1turcaçgo , ou sc·J c:' : os pCJr,to•:'; 

1. 1 . 1 1-1 I 

Uu 

p c, r·, Lo s 

ponto s 

Nesse 

1 1 >:os 

x; em+~: , 1 n 5 t {:, ··;e 1 5 , " c:w· i q 1 r·, a n, ' ' q u a · r o p o r .. , t o s + i -

>: CJS ·f ...:a,. ~~ espe c t 1 \la mE·r·, te , , .... 
r. 4 .. X ... · ~ x; . 

conó;e qLiênci a, s urgiu um c 1 c l o '-1 

/, 7 .. >. :_: " X. 6 , X t; .. ); :~ " . . J 

E X .... :-:~ 

n o J. uqa t~ 

s;,;\o 

i':IUm E· I-, t a cl U , h t1 LI m 

q u c:d os qu c\ t. 1~ o p o 1·1·tos + 1 :-: (J !::i 

r esultando um a t rator de p e r .. i udo 

do C i c l o P, !;:, b1 t u r-

u m,:, \/E :: e x:; 

c e 1·· t . u v .~, J o r ./\ ..... o 

b1 ·t UI'' C::c< nl s 1 rr. u .l t a 1 ... , e .::. n.e nt r:? . 

As~:; :i m. s uc:: es-=:.1 -...;ame nt e 
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pp rr j CJdO 

cada \II?Z Ol é\ 15 

e 6 t r· e 1 t •~ , .\ m r.::> cl1 d ,,~ q 1.1 e r , c: r f-~ •s c: p . l ~. 1 o p o cJ P •;, ~" r · v 1 ~; t o ~ l (lllr c3 

1. 9 . 

Os s u c e ss 1 v o s d o br a me ntos do p er lodo fund a mentam - se n a 

mesma raz~ o : o módul o d a d e rll v Jdade d ~ um a -f unc:::::\ o . c:alcu l C~ d o 

p~ra os pon~ os i1 x o s , uJ~r a p ~ssa o valor critico 1. Em A=A1 é 

I + ' <X i > I .> 1 que oca s 1ona a pr1 mel I' .. a 

b i t Llr" c: .:1 c: :::\ o é causé'tda ocor· r· f2nci a 

IP' <X;;?> 1.::1 e j f :l' (X;) 1.> 1 

), em qu e os qu at ro ponto s; )'.;, 

+ un c::i:\o f 4 ( X >= -f:.~ (f- :.~ ()',)) = -f-(+(f(f(X)))) 

simultaneé'tmente . E ass1m s egue s u cess1vame nte. 

A se qGén c 1 c. d e A p ara os qu a 1 s o cor r e o 

seqund a 

simuJt~nec. 

é 

x · .. 
6 

o Vé'tlor 

e 

rJe 

de 

da 

estabi lid ade 

d o br a ment o do 

per·1 ode, U\_..., J- . obedece uma J e1 bastC~nte s1 mpl es . PCira o 

Jogí s t1co e qu e Ulll ê c 

converq~n c i a qeornétr·1 c a t é't l que 

1 i (li 

n --+ ·x· 

1\.., - !1..-, - 1 
::; - 4 • 6 6? 2 o 1 6 9 1 " • • (1. 15) ------·----- = 

./\.., ..... 1 - / 'ln 

F e 1o en baum L2 4, 3 1J observou qu e esta l 1? 1 t ·rn c ar· át e r~ 

"un1 v ers.:.l ", porr que ela é v~d i d a p.:.r.:t um .:t c l étss-.e bastante ampl ct 

de +unç: t\es f para t o das as fun ç b es com má x 1mo s qu .:cdr át i c os . A 
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1 

X 
(A ) 

o o 

(8) 

3 1 

1 -·-··-- - -··----··- -------- - ---·---··-- .. ---·--·--·- ···-···-·· .. ·-···-·---· 

X 

o 
0.75 

1 

F i g u r a 1 . 9 ·- ( A ) -- Di a g r· ama c.i e b i f u r c a ç: ::I o !' mo~- t r · a n d o a t r a n s i ç: â o 
de comport a mento cíclico a caótico no ma pa 
1 og :í st i co em funç:: ~o dD p ar ~n, et. ro Â. [) diagrama d e 
bifurcaç::~o é obtido iterand o - s e o mapa l ogístico ~ 
<qu an do n ~o há mais o tran s iente inicial) 
incr e me ntando- se em p e queno s pa ss o s o par~metro Â . 
O L:t l t i. mo v a l cw c: o m pu t a do é sem p r· e u sado c o mo no v o 
va lor inici a l (X 0 inici a l = 0.66) (8) Porç::go 
final e Npandid a d o diagrama e m (A) . 
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iiF..'Qulinc 1 a. (f\.., J t e n. u m p o r 1'1. u l :1 ml t p ,1, :::. f J • Lr:f ~ :· • • • ; êt p ét"" tn<>l &' v ;~ 1 o r 

v.:• J ore s sue e~- 5 1 vos f1g0 

e , pcwta n t o , pc;u-e c em ~f.?l' s e m 

par a Cl f.:• ' I C< J O I" es;, \c ur f f o r m f.:-

• figura 1. <-t). va l or· es d e n ·tro 

a IJ E' t" 1 ócll c ê~ . 

est 1rnul o u ITfU ltU 1nt eresse 

neste t1po de estudo, po1s rnostrou e~ 1 st 1r umêt un1 versa l1d ade na 

rota p a r-a o C CIO S d e d ob r· éHllent o " a d 1n11ni t um" do 

• pt::r· iodo . ~ obser ..,ia r aqu1 qu e, d e t e rmo s 

escr1to c om razoave J d e t:. .:;; lh o c:e n á l- 1 0 qu e con du z C:\ O cao s 

através d e d obra me nto d o p e t~ í od o 1.por se t~ a r· ot .;;, ffi éll 5 

e >: 1 st em outr·os ca rril nho s para o caos que S~\C) 

1 quêd mente 1 nteres s.::.nte s . Um .::. compara<; ~ o dos c e n á r1 os fTlêtlS 

u s ua1s +o1 +e 1to pot- Ec ~ :: m .:tn n l 2:.2 J. 

1 , .. , •" 1 . ...:.:. . ..:: -

Um mapa b1dl me n s 1onal g e n é r1co p o d e ser c omo 

sendo 

+ 1\ Xn,Yn ) 

i,l. 1 6 ) 



Como e >: e rn p) o Ulll 

• Y.-.~ 1 - bX.-. 11.17) 

onde a e b sgo constante s (a } O e O< b < l) . O Hé r.on, ao 

do lll c\pa l oq:í s;t.i c o , é i n ve r· sí v e l , isto 

dc,? ter minam um a f orm;:\ Ltn i c a. Os pontos-, f i ;.: 0 <:> 

x· .. v·· -tx ... +,/ - , +/ ·- --.) ... / ·-· , ond e 

• 1 
± [ (1 - b)1 1 /::O J + 4 .=-d • ( 1.1 8) 

Procedendo d a mesma como no log íst ic o , r·esul te:. 

que o ponto ·f i ;.: o < X ~ . bX~> é sempre i n stá v e l, enquanto 

( X:: , b X!) é instá v el , se a ::- C.~ / 4) ( 1 - b) :J • 

p ontos d a seqi..i~nc i a { X, , Y,} g e r-ados e qu c-.ç: ô e s ( 1.1 7 ), 

d ependendo do va lor· ini c ial ( Xo, Y0 ), ou fi c am confinados; num 

p é:\ I~ a b ::::: 0 . :::; O 5 d O i <:; p C:JrJ t. O <:; ·f i ;.: O S S ~~ O i Ir !S t. á V E~ :i !5 , quand o 

a > a 1 =O . 36 7~5 . Acima deste va lor d e a a situaç~o do 

m.=.tpa log ístico com um ciclo 2 estáv el (ou 

de per-íodo 2) . Ent.g o , es-,t.e 

fica instáve l e obser-vam-se s uce s sivos cl ob r- a rm~ nt os do p e r~:( oclo 

• 



• 

• 

se q i. .t~r ,c 1 '' ' 

d o s, v ,:IJOI' I? !; E! llt qu E' l'i. LWg E' Uflt CJ C .ICJ :z ·,. C. D r I V E~ I" q F ' 

[ 3 4]. 

A f i <Jura 1. 1 u mo s t r,,. o que obtém, 

plotando num g~áfico as 1 0 000 it e~açôe s suce s sivas do 

d o p o nt.D :inici a l X.-_. =0 . 6 3 1, 

Yo = O. 189 . Nota - s e qu e a distribuiç~o do s; pontos 

pl a rr o 

1 .. lo um XY e~ por· i s!::. u~ pDdernos dizer~ qu P a figur <::r 

a t r- a t o r • D e f .;:, t. o , ;::, !:; i t e r· a ç e, E.~ s q u e i n i c :i 0 1111 C Cll!l o utr o s v,;:, .I o r· e s 

iniciais apropriados ( i s to é, dentro d o 

atrator), acabam convergindo para a mesma seqi..iénci a 

b~c~d na figura 1.10 mo s tra o que acontec e , quando se e x pande o 

quadrado na figu~a anter i o r. Ob s erva-se qu e uma fraç5o arnpliê:tda 

da figura tem o mesmo a s pe c to d e toda a f igura~ ou se ja, há um a 

" e s t r u t u r·- c:\ d l:.> n t:. r- o d e e ~. t r·-u t: ur· a " . C:i S pPc: t o , u é.'l t ,.- 0::1 t_ o,.-

muito sem e lhan t e ao qu e Ma nd e lbrot [ 3 5] c ham a d e fr acta l . 

<:1 n t e 1' .. i o r· ~:. c:! i. ~::; c u t i n cJo C dO S 

moviment o c a ótic o de um r11 odo b a s t a nte intuiti vo . Dese jamos a gora 

de-Finir com m.:üol'- rigot-· o qu e SE? e nt E·nci E· por~ C é'IO S . A v e r d .:. d e é 

que n~o e ::i s te ainde:1 um i"' ''cl p fj. niç5 u '' r-· içJ o r-·D!5é:r d e E:: i s t t:~ rn 



(A ) (8) 
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~. 109 1 ~ 
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o. 106 
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0 · 185 '-----,-o."""s"'2s,----o. Ê3o- --o-_ c3·'s --- o:6;:o o 188!1 ~----~-~~---;:~ - - _j 
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Figura 1.1 0 - (A) - P.t r- ato t~ d e l-lénor. obticlo de (1 . 17) com 10 " 
i t e,~ a ç: ô e s ; ( Ei ) cHTl p 1 i a ç ~ o d o q u a cl r- C:1 cl o em ( A > , 

1 0 :::~ it. e t~ .:wôes ; ([ ) - cWlpli;:, ç .~o do qu .=.cl t- a d o ern 
\B) 10 6 ite t~ açôl~ !::~ ; (0) c-unpl:iaç:~\ o elo qu C'1d t'" ado 
en, <c:) , !:i>: 10"" i t e t'· aç:ôes . 
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n~ lit eratur~ v~rJa~ defin1çôes dP cao s p v~rios critér1os 

·1 od,., es t e. 

c um o d P f i n i r· -- s E": 

ilde qu ad ,;;rrtt.i' rl t p "fft Ct•,/ i lltl?l l to :i r r· e qll] ,,.,, •. " • Pc I' f?): f.i' rtl p 1 o . ,,,, S· LIPf"N p O !;!. :i r, o'!ICI 

movimentos regulares corn diferentes freqU~nc.i.as poderia 

event.uallne r-rt e sirnu l 21r um c:omport.,::~ llrent.o ir,..r .. eg ul i:i rr e, é cl .::1r· o, unt a 

mo v im e nt os irregulares di sc ut.:i elo s-. na s sec;: ôr::·s 

anterior es a p areceram ap ó s lnfinjtos d ob r· C:l mP. rtt o s d e per:( ode,, 

pr·ov i rodo s , pc:wém, de corrrp l et.::.m e nt e deter .. nti n:í s ti cas . 

d E.· c Cios : 

Cé'<CJS é um movimento pro .. / E· ni entE· ele equ c-, ç.ôe s 

deterministica s (i sto é, n~o envolvendo variáveis nem ·forças 

estocásticas ). Movimento irregualr significa ,:, qui aus~n c i.:1 de 

qualquer pe r iodicid a d e no comportamento do sistema . 

A c o-:1 , ... C::\ c t e ,. .. í !i!>t. i c "'' 1:; á S i i c "" d os s i t: ~? "' 0::1 s q \.1 p t ,,.. "'' ·t Cl mo s é q \.1 

o s dobr amentos de p e ríod o o correm, var i ando-se um p .::.r-- ~metro 

contt'"ol e apt'"oprr i ado . SabE.•-se que o caos 

lineat'"id a d e equc;.çôes d e mo v i nt e nt.o 

estÉ, 

e , 

as =:.oci ado 

p or· t a rt t o , 

l. 
c:l 

de 

r;g o 

es te 

parametl'"o d e c:ontl'"ole det e rnrin a a intens id a d e d a ,.-,go l1n ea t'"idad e 

na equaçgo, Diminuindo o seu va l o!'" , o sist e ma de v el'"á 

UITl compor- t o'i<lli n t Cl C r3 Ci é t vez me n os c aótico, que n o 1 i 111 i t e 

correspondent e ~ e qu açgo 1 i n e.:H"' o c omp o r"·t .::.rne rrt o deve r~ á S EI'" 

r"·egul ar . F'or· t,::. nto~ ent se t r·.::,ta nclo de caos determinístico~ ele ve 

ser sempre possívPl, p e Jo me nos ern principio, obsei'"V O:It'· a 
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dp Ull1 U fT I 

1 :i ne<:H j cl.:-:~ de equaç:go . 

o cc:.os 

Neste trc.balho 

en ·foc amos ''' r ·ota do dobr-an .e r·,to d o per- ioclo também cor.hecido como 

evoluç~o cc:.ótica d e um sistemc:. 

determiní stico, tr- c:.jetória!:. pe l as 

seg uint es propri~dades: 

;:d sgo limit.::.das, 

1_,) s :'\r c.:n n.plt ·· t .-, rr.r·r •lt ' ;=,~:.t:. l ' iócJ :i c,: , ! :-. , 

c) sgo sensívei s à s condiçôes iniciais, no sentido d e 

que tr ajetórias inici a lmente próx imas d ivergem exponen cialment ~ . 

Segue- se en tgo qu e as t ra jetórias est~o confinadas num 

atrat or no espaço de fase, o quc:.l devido ~s propriedades acimc:. é 

Apresentc:.rno ~. c. segui r d..Ji s procedi rr1 entos us c:.dos 

cc:.racterizc:.r um mo vimento irregulc:.r- ou .::.p e r- i ócl i co : f Lm ç ôes d e 

correlaçgo e decomposi~~o em sér ie d e Fourier [ 36 ]. 

S E' j ;::~ c: un, ,::1 +unç. ~. -l df.! c o , .. r · e 1 é• ç :;~ o e r··, L r· e Uni E:'t vc:.r· iév• e l 

q(t) num in E:;t.ant.F.: c:I E.' ten.p o t e num in ~. t<=tnt.e pos t: e r :i. w - t +t ' . A 

notc:.ç~o u suc:.l p a ra tc:.i s funçbe s de cor-relaçg o é 
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3 F.J 

(].1 9> 

F'orén., conte< r •• ~o Pb t i::lrnOL. 1 :td i,;,n cl n cc,n• procE-·!::; !::.u!:. a l e ,:=,tór- ios ,:;quJ . a 

mÉ- di,:; indJc é:id c;, n ;:-, E·•>: r:, l' e c:;, •:;,[',u .::.c:.i n. a n ~o t E··n• SPn tido. Ent I' et.c-.n to, 

podemos substi tu] I' a média acima p or um.::. média temporal d a f or· n,,"' 

c (t :• ) :::= l i fl l 
T -+,.:. 

1 

2 T 

T J q( t) q ( ·t+t') dt 

.:... 1 

onde int e c~Jr- .::uno s e m t pr:imeiré.<me r·,te , d i :·: e:.nd o pr,t.i:ic. 

( 1 . 2(1) 

o inter v.::, ] o 

21 c r- esc er- in ·f :init,':l mente , ou se ja, fa ::emCJ s-, T tender ao in+ir. :i t o . 

Se q (t ) representa um movi me nto p u1·· a me nte p e r .. i ó d i c o , 

segue que c(t ' ) também s e rá p er iódica . F' o r o u t t- o lad o , p ar a 

funçbes aleatórias (aper iódi cas) d evemos esperar uma funç~o de 

correlaç ~o do tipo mo s tr a d o n a figur-a 1 . 11 e n, que c(t.') tende 

p ara z ero à medi d a que t' -}ro . 

Outr-o p 1- ocedime nt o c onsi s'L.e d e;, c:l e compo s-. :i ç~D cJe q(t) 

nunt a i nt.eg l'- i:. l d e Fout·- i er 

== c: ( vJ ) e 1 ""t d ~-J • ( 1. 2 1 ) 

'·'·' 

p I? I'" i ó d :i c o' 

um número finito de pico s no e s pectro d e pott.?.nc:ia . outro 



• 

.... ,, 
~ ' J 

(a) Funçâo corre l aç~o par a q<tl 
p E· riélcJi co . A cintp litud e n ~o 

d f?CC11 COfft O pC1S~. ctl~ do terrtpO. 

IC(w)l 2 

c 

(b) Fun çgo cor r e J a ç go par a q(tl 
caótico . A a mpl i tude tende 
a zero com o pa ~sar do tem 
po -

IC(w)l 2 

~----------------------------~vv 

FlÇ!ur· a 1 .1 2 

(C~) Ex emp l o de espectro d e po 
t ~· rl ci <~ I c (hl ) I :" d e um .::, \ ',7') --

í i á v E? J q ( t ) p u ,~ a mE: n t e p e ·-.. 
r i éld :i. c: a . 

( b) E :-: entp l o ele e s p e ctr-o de po -
t é r .c: :i . .:;, d E> urn c;, v c:11r i2t ve l Céi Ó

tic c:, , 



-------

-t u 

J.;.,do , Pc"' ra un, q <t l tc. Jt,:, Jn, pr,t : ;; r:J t:·· r- l Ódlcu c::nr r _ :,,p n r.d P un,,. 

l.r.:~r· qa e cont1nu,',l d "? ·lr- E· qu~~· I• C: l ar, ( con ~orn. e a ·flqu r ,;~ 1.1 :.: 1 . 

Ul11 

q <t) co m t cor.t i nuo, p o d e m -f c"'c- i 1 mentE• e!::. t end i do s p i:ol' ' ii't t 

Ds crlté r- :iD ~- E'>:po!:;to s a c ima c .::or.::.ct e r i:::i'=' ll• um mo v iment o 

c.::.ótico , m.::.s n~o e s pec 1 fi ca n. s a s ua or ig e n, é dE?t r· .r,inístJca ou 

á r· e,:;, é 

ch s t i n Cll.t 1 I' d 1 • t I' ·r n• :t 1 1 ( s I J c Co c)p r· u :f cJ o -. ~1 t o 1 · <\ !::> I. :i c u . 

sendo, embora +unç bes d e cor r e l a ç~o . espec tro s de pot~nci a e 

observaçgo da rota p ara o caos conjuntamente p o ssam forn e cer uma 

e •/ J dt!r,c i a c D n•t=~ o r" t a n. e n to Cê:IÓl'.lCO d e ter- mini s ti c o , é 

dese jáve l obte r· ou t r· D <;, que po sisa m me lh o r· 

cr.:tracter~ i::: ~. - 1 o e di· s ti n qui ·-- 1 o el os PF" CJCI?.!::S ClC:i <=• 1 ec:1t. ór· :i o s . 

Desc reve mo s a sG guir s ucintame nt e a l guns c r it érios u !:i a c:l o s:, 

c a r·· a c t e ,.- i ::: a r c a o !: i d c? t. E~ r nd n :i <:i i:. i c D : 

c::d ~l c?.Pét S d e F'oi r·lc: c?.t' é : e, e·; o l uç: go de un, ~; i s tem.::• di n~nn co 

podt? ~~ et- Cct t- a c.ter· :iz.::. da po r'· map a s de F'oi.n caré . Se o s J.c:; t r::•n, a tiver 

Uili ê:t e V Cll u ç. :;.o req uJ. c;,r·· n o t E:• mp o , D Sf? LI rn.::.p ;;;, d e F'oin c ,;. r" é s er·· á 

p o r· u m c o n :i u rt t_ 1 cl E· p C:• n 1: o<:.~ q u f?. s E· ,,. E· p E: t. i r- g o • out r-·o 

p;:,,-· a um a , · o lur,;: ~n c.::.ót :i c .::. c:l F~ t. e r n 11 r, í =• t i c .;:, , 05 i,,. ~[) SF.' 

d1stribu 1 r a l eator i a mente num a particular sE.·C: go do rn c;,s 

for· rna r~D , n D co t-lju t-, t .o , utt• E• cer-· t. c;, est.r utur-·ê, ( ·f :i C) UI~ r.;·, l.l U ). Um a 
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li 1 

t I' cô< n !:c 1 O r ffl c\ Ç g U d e F'oincaré aplicada um s1stema c.aóticCI 

do!::. pontu!::• r.u lll•' ' r' i:·•· L11• mc•du "' ln c :: i•':i lir qui'•ltp..I E't" P f.:, tr·· uiur· ,:.~ ,,. -,tr e 

ele~> ; 

blDimen sS o Fra c t a l: num sist.E' II• .:' di s •::, :ip a tivo, CJ vo lume 

ocupa do p E·l o ~ ; i . st en ''" no espaço de fa se dE·v e c o n t r· c\ i r· com o 

do Lempo. outr~ o 1 a do~ s:i steméc caóti c o, 

tr · ajetór· ia ~; inic:i almente pr-ó >-: imc:.s d eV f?fn e :-: p on e n c i a l -

.;;, JJ .:.u- e r. tem e n te 

c as , ·fa zt:· m con. qu e as tr·aj etór .. i.a s no <:-ttrator estrc.nho f o r~ rnern urna 

e ! ;;. trutur~ a rrcuit u cumpl!"'>:,"' E' rr' q tt P h á es ti r-ê:\lll P nto E' dob r- ;:.lrnE' rlt n d;:.s 

tr-ajetória s . Tipicamf:? r . te~ um a t. r c.tot- estr·anho é c:otlstit.uido por-

e que 

e n c e r- r a um v o 1 um e nu l o • A d i me n s ~o d e s t. a 11 f i g ur·· a 11 é f r-· a c i o r. á r i a , 

c:aracterist.ica de um f ractal [35J; 

c) Entropia Kolmogorov : é um a rrop r j eda de din~mic a do 

atr-ator· est.r-anho que mede c. 11 ir:-,tensidade 11 do caos 

si stem.:1 qu e e s t a t e nh a va lor 

nun-.t!?t- ico O, num sisten. a c:2.ótico r a r1d 6 mico (estocá s tico) o seu 

vc;dor d eve set- :ird :ird.t u l? p .:. r · ;:, um si~; t e m;: , C é<l~l"l.:i co d • t E·t· rr.ird s ti co 

e s pE·t- a-se um v .:üor- p os iti v o d e -finido; 

dlCoe fi c i e nt e d e Li ap unov: r epresenta um c:, me di d e< 

estabilidad e da soluçgo de um '-; i stema Se todo s os 

coef ici entes d e Li aJ::,•LII"iD V d o sistema for-·e m negr.:.t.i vos a so luç: go 
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..t. • 

• 
que a ~.oJ uc. :J.o (c aótlca> . A 

e ;-: p em e n c i ;:d d r.> t r- ;.:~ j e t (~li' i a s inicic:dmente pró:: i mas num s i stem ;;:~ 

d i n ~ m i c: o é d a d .~. p 1- • l o rr : é~ i o r· c o P ~ i c: :i E' n t E? d P L 1 Cl p u n o v d (J 

Esta quant1dade é negativ a para um atrator- tipo ·f i >: o' • 
zet~ o par e. urro c:iclo limit e e é po s itiv a par· ,;:. urro atrator·· 

[ :::.9 J; 

Consideremos como e x emplo o mapa l ogí sticó da elo pela 

equaç~o 1.2, para o Definindo-se X,=s e r·, :J 8, ternDs 

• ou (m o d :11/ 2 ) e • por-

tant:o, o ma pa 1 og:f s t: i. co p o d E· s ~:?r · ~c:sc: r· i t o pat- a ?. = 1 c cHno 

8,., ~2 ·., 8() ( 1. 2 2 ) 

A mudança d e X.-.--t8,.., foi feita para se poder 

mostrar facilmente que a seqUência d e números ge r ado s pelo mapa 

logisti co com ~=1 é bast a nt e sen:;í ve l ao v alor inicial 

u sado c omeç: at- !s eqi..iê n c i a . Se s u bst ituirmo:; 8o~8o+Eo 

·== () en 1 CJc-.;t ::z. ( 1. 23 ) 

A di fet~ enç: a cresce . exponenc ialmente a um <=o 

log2. Este e x poente é o chamado expoente de Liapun ov . Corno n est e 

caso o e x poent e de Liapuno v é positivo, s e qi..iên ci a QE' r· a da é 

bastante sen s í v el ao va l or inicial. E s ta dependência s en s ível 



n as condiçôes inci n is é uma do C &lOS;. Úi ZF.:' ffi D6 , 

1 .. = l 

é " c:aélt i c~ " em ve :? d t:.> &Pr "or cJen ~uj ~" • · 

• Se 1. 5 1 temos 

n-ésima de -f ' X 1 = + < X o ) ::: ·f 1 < X , ~, ) 

• ou seja, ond e r e -

g ,~ ia d a c "' d C? i " ' 

n - 1 

·f .-. • ( X .-_, ) = ·n f ' < X :t > ( 1. 25) 
:1.- c:,. 

e, portanto . 

I C .. I 'H f ' ( x :t ) ( 1. 26) 
i -C:) 

onde 

L., = < 1 / n > :: 1 oq I -F' <X~. > I • ( 1. 27) 

O limit e 

L -- l i m L., - li "' < 1 1 n > 2.~ l. oq I + ' <X i > I ( 1. 2 8) 



• 

44 

dl?-f i ne o er: poent f? dP. L 1 i::~f.•UrlD V do map.« X., .... s. •:: -f <X.,). O cál c Ltlo 

numér·1co dP L par· c.~ o rn'"' P"'' loqi !..::; l:ico com ;1, ::: 1 noe; d.~, L. == lDq 2 , corrr r .. 

de:,~ver· ia S!:? t'· . A e>:ist~r,cia d e·· P. :: popr,te s de Liapunov po s. itivo•:, r.un, 

sistt::-•n, ,:. din~n,ir:o é um sin a l c .:. r- .:.ct ·rísti c o de e v oluçâo c.aóticr= •. 

voltemos a a b o r· cl a r· a evolu~;ao 

din~mi ca . Conhec endo- s e as condiçôe s iniciais e as eq ta ç ôe s de 

movi mE·nto de um podemos~ p e lD me nos err. 

princípio, usar estes dado s num c omputaclor, a fim de determinar 

medida com precisgo infinita, decorre que na d êtS 

I {., LI 111 i.~ in c r· L e:z. d :int r ín sec:r= •. 

disso, um s istema fí s i c o r a l <=• i nc:l ê':\ e s tá e :: pos to p e qu E': n ;:,s 

perturbaçôes e s tocást icas (ruído) . Assim sendo , num sistem.:. com 

evolu~;âo caótica, ao cDntrário da evolu~;go regular-, a pequen.:. 

incert eza intrínseca nos valor-e s das var-iáveis bem como o ruído 

e x terno sgo amplificado s e x pon e ncialment e , de modo q te num cur-to 

espa~;o d e tempo a e vo lu c;:âo r· ea l do si !::',tema é comp l et c:unen te 

diferente daquel a c a lculad a p e lo comput a dor . A própria pr' ·ec i sao 

finita do computc.~r:lor age como um " ruído numérico" e acentua este:~ 

di screp~. nci a entn=~ o , - e ~. ul t a d o l'. e.::i l e CJ c <:~ l c ul êtclo . De =-,te moela, É' 

i m p os s i v E· l a c o n, p a n h ;:, r·· a. e v o 1 u ç: ~\ o d e s i s t: e m a s c: C:\ ó t. i c o ~ ::. , rn e ~; mo que 

e!st es sejam c .=,r a c te r' · i 2 ;:,dos p D I'" E.' qu c=,ç: ôe s=; cl e t E·rr· mi r' i s t i c C'\ S . 



I •. A , 1 

CJ:I ·I C--? 1' €-" rlL i C\ J S 

au<"-~Jltativo C.CllllUfll: Lln< é.l de .. 
suc.ess i v a!:; b1 ·f UI' caç t\ f.~ ~=- de, pE~ r 1 orJt.:1 ( ve 1 .:.-1 a<= .. 2 

(s;!,o C\S 2tl' · v c;r· es; el e bj ft.lr· c ,=.c:í::Jes)) . CJ qt.1 e qu e rE' fll D!O:i !;' • • ~ 1 i ent e:.~- - aqorr..-• 

é o c a r· i\ t E· r 1 o c .-::~ 1 cl "" b 1 ·f ur· c-. c. 2. o (;- que e~; t e~ é u E~;(?. r·, c 1 C:t cJ a 

da un1 versa lidad e . ~ sla leor1a s.ubdi v i el e ---se 

estr~ utur· al (ou qu,õ< l itC\tivC\) e ur< l\te l~s a J idc;, d e tr<ét rj cc-. [ 2:.1J . 

1. 4 . 1 Univer sa l i d a d e E s trutura l 

J.t~ elfiC.l~:; f u n d 2. rn e n t C:t r no ss <~ em u m mapC\ 

unidimensional . I st o n ~o con st i tui u ma res=. t r -- i c;;:~ .. \o sér· 1 ct , pois , 

como v imos e m 1.1, um s i stema de equacôes diferenciais do t 1 p0 

( 1 . 1 ) pod ~· s er tr·c:,ns -f c:.;r· tr< C:tcJo num mapa u ni di men s1 oro.::.l c:;,t,-- c. vé- !:; de 

ver ifi ca-se que a i or ma em ar co da ·f unç :áo · ( I ·~ • .--, ) 

que .::, s t. r -aJet..!:, ~ - · i .=.:t <::- i,ist.D é. C\5 s uces s:. i v c:\<:'i it. l? r~ ,;..·, ç: ljes de ·f '· > . ., _) ) 

ciE"· Si C I"' l C:gO 

c o n ·: E! r·· q fo' m Llflo 

ci clo li mitE! (como r,:;p '/Ê n.:.s 1io 1ras 1. '7 e 1 .!3) . Em P l'· :i r--ocipio , 

f(X) é conhec1da, poi s pode- se det e l" ll<l n 2· ·- l a e ;.: per- i me nt ,:d mero t e 

s:3D 



c CHth P. c l cl 0!!'o . ;.\ I UI' lllc-:1 ci P 1 ( t. I dCJ 

Ci f?. r.~ r - · J c .:, 

ri f ' l 11 

P )-: trencos, port;:·,nto. t.F..' ITI UH• m ~ >:irno . 

R1::· J E~tnl:! ,, . e m o !:i, C:tCf o r a , o q ue a c Dn t 1:2c E~ c:: om 

F' .=.r- ;;;. 

., • < 
l ·· · <. __ \.. 1 um ·t i >: C1 . Au n, e r• t c:cr, cl u -s e 

~ . ob serva - se que, par a I f ' < J: > I •: J e o pcont o f i:-: o 

urrca 

drc c :icJu 
.. , 
.L 

pontos fi x os d e f~IX) C: o n t 1 n u a r . d o a i n c r· em e n t. a ,... }, .. ou e . 

p .::1 r· a ..'. == J\.:2 , I + :~ =· ( X > I ·= .. l e o c i c. l o .2 rlllfll C l!::: l O 4 . 

Os p o nt os d o ciclo 4 em t ( Xl sgo , por sua v e z , pontos f 1 ;.:os d e 

t 4 
( X ) • E. ,,, !::'. Si i m , p C:t l" . .=c tem - se l ·f:.;' n- j / (X) 1< 1 COflc C: 

cic l o 2" - L e m f( X ) , con v e r t endo - se c:ic: J o sendo os 

pontos do J::OOrcto~;; +i ;-: O!::: ele f .;:. 
• o 

1 i I . 

I sto exp lic a por que C:tS SE' bi -ft.wc: .=c m 

1 · -1 2-til - 1 ~3- -11 b --·1 •• êt l- CILIITl E·nt U U SC:cCJo 

cl E· p e n d F.? d i:'l + ()I' ' m c::\ p I'"' E: c: j_ " ' í::\ cl E' ·i ( X ) e • p o r t .::'\ nto. o ela s 

qu C:\ 1 i t.:~t.i Vcõ< r· e ~ ul t <~ du p o r-

1 '1 E' tropoli~=' • ~:1 -l:E~ in e b t e 1n [41.::1 . j-.Jest f? t t--.-=.-tb .-=.-clh c; ~:.-:le!:; re .l at.:cm qu e ~ 

d i -f r.? , .. e n c i 21 v E· l 

e sendo quE~ + (X I c: ii:\ 1 mo nutun1 c.:.m e nt E·' cl Ci Si doi s 1 C:\ c:IC• S cl e s, t. E' 
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J:l I 

[:.• ,,, r J u d o 

·I (i) s. ~ : LILI E ' n t llfft i<r r nU I I o tJI tJ L ' II c·tdLt I rtC.I E •I .t(: lltJ L• It l (. ~ rJ.:.~ PcH l.l l" uJ cH ·I or ITt õ 

I (X l • L tro 

i ( X J = 4AX <l -- Xl, 

n '"' 

1 • 2 • LI • El , 6 • 5 • :::; . . li f11 S lll ü .;,;r r·· c;, r, i c; Vl!::> to + <>:> :::: 1 -- p. >: ::z . 

c:or..t ur IJo E- +llj LIIr ct .:::1 1 s t ,;:, cl r.:-• t ocl c-o ~; 

tr ajetórl~ s d e per1odo 
QLIP 

d Pf •li :i !::; 

1 rd :i r11 t ci c1"' p e r- 1 o clo s L.. 2 ' 

k. 1.1. 1: . 8 • .•.• } : .. ',., ...... C J Etl' ,-, ,,, p ,-, t C· ·I .I CI LII'' ,:;, S 

l . 1 .. ::. para k =' 1 f.? ' e n, llt e l-tCH'" E' !:> C i:7t ] ,:;, . p .::or C: i -- - - Lm p.:1r t i c ul C::tf '" r·,,~:í c, 

e :-: l ste Lllll et r·- e o 1 á o a pe r· .. 1 ócl:t c. ;; , entrE~ k ··:. .··, e k 2 •-, ·t- 1 Estas . "'- . . 
obser vac:ties cons t1 tuem a ch .;:-om c:od Eo OLI 

q ual i t .ati v.:-o. Como ve r·-emo !:> sequir , es ·tas " se q Li é n c i ,:-, s d e 

b:ifu rcac:be s sub - har m6r, :i c:,::-,~; " t c:wrb érr, P E' r mi tem 

quant 1 t <=•t.:t V <::o!:; . 

l. 4 . 2 

'.) 1 mo s qu -. <::•s l"tl.liff c ic:Jo "' -'- t (i) 

De o r-· r · E•m, qu ,=, nc:l o ponto<:; + i ;.: O 5 cl í'.:o> f -;.:.: r , 
n 

t ~·;n l f' :.;_' "\J:J 1< 1 . Nes-

t as O C J C: lü I t UII t c 1 c .L o , .. , · ·~ J ..,., E' lf t 

f(X) . Aq or a , par a se ob servar 1 s to , ngo é nec essário a c on.p .:onh <::o r 

todos os. pont. os f i :-: o s cl E:· + :.<: n í X ) , CC:• IT• c:J v imCJ s , p e l a 

ela caclei Eo te>cl e>:; est:áo ,:; n, c-or .. r · i;-oc::lus; um E•D o utrr o . Ent.;io. 



"-lU 

• 

X 

-··-·- -···-···--·-·--- ··-··-········-········------······--····-·-·········· ----····-~_.,r;;y.~ 

,---r~·--~,--~-<.~:::.--:14~~~çlf~1• ~;lt~~t.:~C 
, .. ,.~~--~--~~ ... -~~{tt- ~~ :)/_ ·:' · . : .~:~~:~y-

__,..... ~- ·]-1 · : , : J ' I • -. .::4. ' -' · ' . ~4,~:-.:~~~~;:t~~ ><~~,~~:::: . 
", / ... .... ... . .. .. "" ' ·1 .. , ,,-:. . .. .. J ..... _ ... 

..... t4 ' oi L I ' 1 ' . .. ;J . • .... ' I ., I • . • I .. ....__ AI." J. . ~. ; __ ; ,_.,, :; -:. · . .-~,.. •• ~-. :, . , __ .: 
............ ____ ~:::;.--· ~- ., · -., . ·; •• • <;.: : \{:'~:- .'. ' • . • ,. . 

(A) 
o .,.. 

0.7S 1 
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(8) 

• c.s l. :: 

F:i qur· c:. .1 . 1 :::;: O m ;::, p .:o l o q :( 5 t i c: n ( A ) , + ( >=: ) ::: -'-1 .:u . ( 1 - X ) , e o mc:\p "'' 
q u <.1 cJ ,.. C:1 t. i c o ( B ) , f ( X ) = 1 --p. X ~ , ,;:, p r- E-' 5 e r--, ·t com co ' '!:! e qi..ir?n ·-

Cl•::\ Uni v er· c.:-r-=. l" 
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• 
num pont.n ·f :i >: D p r,, r.:~ 

b:i1ur· cac0P- s Ufll c::tc J o ··,,,' 
.<. p ;;~r "'' outr· o c l c J u I? ITI 1 ( ). ) . 

v .:~ . l ur E· ~:. 

qu !:! X= J I:;·.· p OI 1 l CJ ·f :i ! : Cl t? tll ·I :..-: 
lo 

Ull • 

• i st.o p;:,r a n = J 

.:: n=2 . 

uma tr .::.n s i DI' m.õtçg.o c oDr .. d e 1·1 ,::, d t:• s t e:d que ( >: '"' l I '.2 • I= 1 I ';: ) -• 

sue es :-:; i vos 

pontos fi :-:o::; ). t • .. .... ' d E? f ~n ' )' ) 
I, ' • quE 

e 1 c."t !:i s .~ D m u :i t o p <:tt ' t-:> c 1 d a :::. e r 1 l r · F.:: s 1 • ·f .:d . CJ . v e 1'· ·1 ·f i c .;, - .:;, L 

seme lh an~~ . comp.::. r a nd o a porç~o d a fiqur.::. 1. 15a , in serida dentro 

elo quC~drado t.r-C~cej.=-tdo, com a f igura 1.14 .=-•. Agot~ a, se o QU i::'ldr CICIO 

tracejado da figura 1.1 5a f or refletido atravé ~::; ot~ :i qem e 

entgo i:'lmp l i C:td o po1r um o: qu e E~ st e 

C UI'- V é'< :i ci~> nt i c o E-: !:;t a 

opetr etC::: .~o etC 1 me::, c: Dl"1 ~. 1 ::; t. e I" I L\ 111 i:'t i:. I" ,;:; n S F D lr ll1 i::tÇ .?!te> r ;; ,I~! .l i c é.'t C.I ':t 

' + ( ,( ] .• -: ) ( 1 . 2'-i.> 

s;.enclo 

-.. u+:.."' iA';;!, '1./ ( ·- o:>> • 0:1 . ::.0) 

• 

~,. "i~sTITLITO oc= Ftstc 1 
BLIOTECA .) 
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re soluc~o d ~ fiqur ~ . êtS LI 1 t :i rn cl :o. ::~: 

Ci l t i: ! Ljl.l E· É- co C UI' ·/~ 1 .l ] 1111 t. f :' 

:i rrter"·· ... · ,;-,1 D!::, 

uro:i ve r-· s.-, .:.1 1 
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cada \?E Z 

1 ] 111 
ro -·+ .... 

·i ur1 c:río 

·f urre;. g o uro i '/E' I" S:cd , q 1 \ X) 

tod c:. s; d!? 

cJ lI' F.' I t C• 

t ) ~I f '-' f' ,· -\ ~ ~ ,'', ( 1 i .~ ~ ·· 

e Ir ·r r t r c: .. 

c ur ·1 .~, •: 

5 :;, C1 

corrv F.:'t' ÇJI? IIo 

:i r, !::, c:: r l t ,:;, q 1 c;, cl r" c< ej u d ê< 

Db t :i clo::'t , c o r r<::; l d E· r· c;, ndc• 

to r ~ , ... , D dCJ de 

-furo c:go o ] i n.i te-

toc:l c-, •:; c: onr um e >: t r-·e mo 

-f UII C'.'i:t O LI í r i •.' E I' 5 cd 

q,•.X) , pod E•mo•:;; +unc.tiE~ s, l.l r. j V E r ~ c:: .=- :t :,:, q .-- '· J. I cl ê< cl c < 5 
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pe l e:. El11 ,>:, ::-::: •.) .. -i urr ç: <'É< o g ,, (.;.,) 

C:\ c o rn Dcl .:o u rn c i c l o Et C. CIO <Od O:.r Urlr ciclo 4 ' 



• 

• 

,_ 
···' -' 

Fiqurc:. 1. 16 ·- f.\ ~:it l p Pr p c;c;:. J ç,?f.c. d nc::; '' q u c.dr··.-, cJo !:, t r· · c;,c ~:~j.::•clo!:; '', 
n - 1 

n1 p,-, t ~.n:e r-.t e r..n.p l l.::,do s , d As +2 e m ? .. n 

l"oo:CIS ·f· iOLW C::I S 1. 1 4cl , 1. 1 5 c\ , .. . ) . 

conve 
\ co n. o 



• 
u fi I c ] c ] [ l ~·f. '"· J 111 d:iiõt rlt P. 

I l LJ u r ;;, !:5 tt L t: · ~'· ' : . ."lu ·f u r , c. Li E: ' !::. Cir (X ) 

CO r• V P I'' t:t P c, clt:· h 1t. · fl• l>t:lt.• , rlf · f ·lllf:' l•l.ltr <• ftrl,l, ,'.',(., lllti •/ Pr!'> ... •J 

q , >. > "" J 1 rt1 g ,. ( X 1 
r --t ,y, 

F'ocl p ·- S E' ve r i+ 1 c r.u·· d e ( 1. :::;. :;:> I v a l e 

relaç ~o e ntr e as s u ces s i v ~ s q,..( X I 

q~ -·- 1 •.>:J - - UCl,.. (Cf r - (X / ( -- (()) ) • ( J • 3 4 ) 

• 
Di:~ e quat;go ( J . :;::::. 1 !:>PquP t:nt ~·\ C) q t r 

g ( X ) - -- o:q C: q ( X I ( - o:t > ) ) '· 1 • ~.::.5) 

+unç:,";,o t e m um 

q u a d ,~ ~~ t i c: o E m >: ::.O E é ~; i m é t ,. .. i c c:, e rn , .. e l .:~ ç :á Ct C:\ >: = U • [orno Çl (X > é 

( 1 " :3 :~ ) -,/e in 

Cj\0) 1 - ·· C:: I I] •: Çl ( 0 ) ) -- uq '· 1 ) 
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A) 

B) 

.,. r· . ' ··' 

X 

~ · -.-- ' 
... 

9_3(X) 

Figura 1. 1 7 ·-·· 1. H ) ~:IE• q Li?..~ n cl.::, de ft.tr1ç t'e s u nive i"S .:,is , q t \XJ , 
<]2\"il , q·~(X) , co r·-r-e s pcm ch:~n t es-, a c :1c J o 2 , 
cic: J o 4 , cic l o 8 . A t unç~o uni versa l q!~) é 
<j 00 ' • . >. ) r, f.;;s t . .::, se qi_iêncJ.c< ( 1 :->tc, é , cc, tr t·- espor,ci P. c< u rr , 
c :i c: .l o .:;;"" J . •. [1) ;:.; p .:,rt. l r · el e,, =; i r .. ote t- s ec:c:tiE·: d2. s 

q ,... (J:J c:cHTI o El >: o X obtÉ' m··- =,e qu e 6 ;. /f.\ , .... ,.--•::o . 



• 
(( c : 1 / CJ\lJ . 

C<. 

Lo mo cJ e t:. F.?. r· m :i n .;:, cl a cl c::: Uflli: "l E·qtli:IC ~\c 

uni versal, seque qu e a é um a constan te un1 ve r sa l. 

aqor· <:i 

q :;.- i 1.) q ., \X i LI. '· '/, ) () f UI oi~.'.'1 LJ ÇJ (X> 

n esta s:qU~n c J a . Para a n a J j sa r a c on verq~ n c J a ~:; c·? qu ê ,.-, c: J .:. •• 

obser ··.fa - se .;:, gráficos da gr!X) com o ei x o X 

computc-. - se 
'"' 

r·· ,:, zg.c; ( .. H i ô~+l. c:ordor n. e est á nél 

figura 1. 1 / b . Ver 1fica-se ent~o q u e 

'·'. (: , l::t'Jl ~:: 0 1 6 .•. p ,:,,r· ;;, I" Cj I' c\ f I iJ E-.' • ( l • :::..7) 
Ó i ..... 1. 

Cl , .. •: )... ) uni ·-..·er SE•I s . r f?!:::. u J t ,:,, que 

determi n .:.d o << p.;:.r- t.:t t•· deJ. ,:. ~::: cé tamb é n, um c.; cc:on=:tc.:, nt. e ur·,I v E· t·- s ,:·,l . 

L. CI IJI I ;:;te, . flo C!!~i t . l'" ;; , ITt Ci !5 que 1 D Cc\ .l 

sucessi va~ bifurc açbes l eva ~s segu1 nt es prev 1 sbes quantit at1va5 

un1ver s.:.. 1 ::. : ~ ai c-, cc;nvE· t· qi~·r o c: J C:.• rJ,::. s bl+ut- cc:.c: üE~!5 é dE·t.e t"" ntln .:.cl.:• po r 

e rott·· e o s e s r•<::.ç: i:\lllP.r l t 0 5 



•• 
cj ~e · t P , • . rn :1 r , ,,., cl ;;, 

·f ii~ l DI' lllo .l V F: r ~;. c.; J CI E> E·~ . t éo.l j,'l O:•. 1\1 ,;, I" f?i<\ J l d c.1 ciL' . D ,., clr · l C' l' trll f<o'ot!"ll . > 

el E·~ t-( f. l r 1 ,,,, t u r· E'·;- ,:;, 

c.1o ~- I?U u c: o mp o r· t a mr~ r1 t D CISSl f'l t.Ót l CCl cJ C\ !S t. r ê.,, J f ? t ' ~' , .. 1 a s 

qr ~d 1 c. I:J 

Pl c: o . 

l~ lr· t• e l f_, .,• :.,rlt t': . f~ !!:, 'l .::1 c.lt:~ ! ;::, cc:JbE·I·· ti;;, en1p:l 1" J C a . fe1t..=, pc.r 1- e :tqt:, r ·,t_, ,,. um e 

c.o J·oc:; tc·:lnt c: s unl \<' E:r s.=.t l s d E: 

D C c:ID S 

r 1mp ortant e r esum1r O que VlffiO S até 

I, O. 

aqui: 

e 

l:tp o 

d e 

de 

com um s 1 stema d1n~mi c o mul tj dimensional bc.stante comp l1 cado . Um 

mapa de Po1nc:aré reduz o problema d e um equ.:tr.:bes 

um s :t st e m.:=. d e d 1 s c: r· f:! t ,:, s . 

um 

As b1fur c aç6e s s u ces s 1 v c.s 

c: c;, cJ ,::, v e :.: d o esp c:\G O 

5 1 t. U2C:: ~ C• C DtTop O I'" ·t a me n t . Co d o e m ·f DCU Urfli:'\ 

c i~'1, •. ;;;, c t e t~ :i ::.t 1 c E1 ur·11 V E· r · !3 ct J. • Uu ;:;,J qu e r-· qu e pucl<?. r SE I~ 

<:?>: t.r· é.\ 1 cJ ,:, cl o el o p t::·r· .í o cJ D é 

quE? t ~ m u m a c h ,:::, n c e d e ~;, E· r· E· n 1 ·/ E? r· i i 1 c c:~ cj c::1 s e ;.: p E·, .. 1 rn E' n t .:;, l me· n t. E: • 



:: .. u 

c '" t . ,~ .: t.l 1 r·• J ·t 1 , 

que 

d e scr evemos antes sobrev J ve m ao I'" Ui d o num a e :: p eri l;·rocJ a 

t ecw:t c.o 

uroi \l f! l '· ~~i:o JlrJ c:: o cl e !"oE· apl J. c:.:~ , o r· u í llD se rJ E'Sto: n vc. J v u 

quE:- Ob!;> F.:! I'·· v.::or . 

~ - ·,;:,, · a i::l rt i:ol. 1 s<'tr o r.:··f r~ J. tt:J r.Jo r· u ]. do nuno S J s t e noc:1 

cal.:it.ico, con s :tderemo s c.c.noo e >:E>mp .lo o mapEo l oq1st1co com .:o a d1c.\':lo 

d e um t e t~ m o c o!~r· espondente um r·· ui. do d e pE·quena 

Eomp.ll tuclc: 

_), . - . · - 1 ·-- '-1 ,._ Y. . .., i, 1 -·· X ,., ) + ( I ~~ ( 1 . i~ u ) 

o nd to: ( T é a .:omw l i tucle el e· t··· ui elo e § é unoa \! F-or 1 ~oel c.d eEotór i Eo ou e 

s imula o ruído e sat1sia= a s condicbes 

. : .. §:· ·,. (_) ·: .. f~2 ; . .1. i, 1 . 41 } 

sobre as J teraçbes do mapa l oq1st ico. 
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Figura 1. 18 
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f4 r r ,;,, .I 1 ~. ;; , r r tJ c·, d c.:. I 1 c:t L r r ;;,, s 1 • 1 U , .. , • b • c • v F.! r 1 ·f J r a ·- ., E· 

t. , 1 1 u r- c a c t.es . 

C1 c .:.o ~ . . 1- s-. t c-

• r esultado era pr ev 1 sive l , p o 1 s , t~ o 1 oqo que anq::d 1 tudE• d .:-. 

b1 ·f ur c: ,:,c;: :áe>, ·I cw mes m.;;. 

e r 

étS b1-f ur c:ac. bE~ s . J . 
1 <: I SE> tor n a n. 

~)e t..or- n é• ,,. u i d o s; ;;,, c. .~.d .;:, 

b1+ur ac~\c··- He ~:: , é u f'I1 VP .I r u í d n r 1 ;;, , r1 ·· · r'- !:'i 1 m .~, 

t::.:,., .... l. "I o n1 v e .l d e ruid o n .:-. b1turcaçgo seg uint e , p o d e - se most rar 

q ue [4 3 ] 

-~ }( b . b1 9 •J:3 . .. ( 1. 4:::: > 

/(é o +c:tt.o r-· pelo qu .::tl o r ·uid c:J a um e nt e:, d E: umc-t bl+ur- c.:\ ç:g o p ê.t ,, . a 

p r · ó ;.: 1 me::• c-? t c:unb é m é unJ ve r-· :; i~ .l C: Ciíi 1D (( '· ". 

1. 18 

amplitude o· f o i e sc olhida d e tal fo rm a que em a) •:J = l ! /( . em b J : • 
o = l l K2 e em C. ) 

1) E? Ei t . <:t <:t n i:; .l :i. ~; E' ~::; O t:o I' e C1 1?. ·t E: J ·l Cl d [ ?• U f1i r··· U :( cl O •: e 5'. t CJ C. i t 5 t 1 C CJ ) 

nun1 Lil r l o':'\ fi I l L O c ê't CJ t 1 cU ULI E- , 

b 1 + l..l l' c ,:;, c: ~ o ' nec: t::.>ss ;~,,- 1 o . 

além d e urn ;::t r· e:; o.l uç ~~ o lll êt l S ·t 1 r 1.;;. n c, E~ !:: ; p Et c: C:J i C\SE-' fi I 

p arâ me tro d e n~ o linear1d a d e . 
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·1 r, p,;, ,- r. ·!". cl r.-

cJ E· C OI' I' P d e • 
p ,. o p , ... j E· d <·I d E-? !:'; Jntr· ]ro :=,ecn.s . 

c:.:,ót 1 L C.• rJ c:O·· Lc: r · n olr-, :( ~:: "\.JCCJ i. E·r oil ;,, ~; 1c:I D dl SC UtJrJ ,::, i. PCJ I"" l CE<m'E- rlt E· .. c:;té Ct 

p I"" E"· !:: E r 1 t E· \ I' " ' ~: .. ,-, J h o E' : : p F' I' ] (lo C' I 1 l. i::'l J ri ~;;· l o:d 

E' .l É' ·t r J C Co p " C LI J J i-I r • t-· 

e êlflo b 1 E· n tE·, e ] F l..\11 1 CJLIF.! SE 

p e F·+ e it o , no c.s t .;:, n;bén; poci f'..? t ci l · r, c. r ·-- ~:; e um 12 ; : C E' .l E~ f"i t e c:ondut oF , se 

c;; p 1 i c e r· rn os n E·l E· u n, c: cõ• rn p o e l t 1 .. i c: o s u -r 1 c :1 E: r, t E· rn e , ... , t E~ lrot e n so . 

c: o,-, d u ç: ~.o d e e 1 <:::· t r · 1 c :1 cl "' cl e n o q é s E• t=• ó s c< , .. UJ:' t t. li' ;::, É·: n, u i t. o d :1 ·f E· t .. e n t e 

cJ c\ q U C ] ,:, E· (I I ] l q U i ci O '' E• In E: t. c' l S . • Lll \ :i mo:: , c:ond u ç~o 

que c ri a 

• 
C. Cll"" I' P. ,- , t E~ • c o ro ::: e qi..i C• r-, c: :i ;,;, cl :i s t D é CJ U!? 

(~ Uflo p r· o c PS:. ~;,c . 

rn l C 1· C'::. C Ó J:• j t: U , C: C1 .J. l ::'; b C:·'' P [. I O L E-•,; S !.J !:, r C."'\ cJ 1 O i::\ t i \/ C! Sõ !:::, ~~ L • c:l O f"io l. 1- , i::\ n t . E? 5 • f., 

e 

1- f..? 9 1 m t-! ~; d C"• cJ E,; c C.'. r· q e:. • c.1 l é n, d a s 1. n s t <:~ 1::-, 1 ] 1 d i:l dE·~; d o p l ,::;, s m .:,, • 
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v ár 1 DE; d F.' '"' !' P S 

1 • r 1 1 , c 1 r, "'' J ",r_ • 1 , t r · .;:, q u ,_, 1 f..> !:. q u c• t (' "' r c l '' ' c i '• o c n 11, C1 I • '='• C o:l I' LI C1 S f?. llt 

l tr.,tJ r· cs f r ii:tC .~ ' "' ( ' ltl r • :1 cH, J :: ,:·,d, 1 ··, . s:>c•q\1 :t r , cf :1 r.: ( t d. l II IO"i LI lll 

S lll tpJ :t ·IJ c.:.dc• dé• curtdutl b ·i .l)cl .:=,d o e l ét r· ic a e.;., c arc-.c t r;:·ri. s t ic;:;, '·.J .: J 

do pl CISiltét cl esc .;w q .;1 elétric.:• . dt..tét5 Lt I l i m c• s SPG Ôe!:'. • 
d esc revemos o01 con ·l i qur ac ::':\o E' : : p e r' J rn E·nl a l P Ht p r· eqétdi:.t p .:. r- r.::t ob s p r· v ar 

caos d eter· n,lrrl st. J c.o n .::. d c?sc:.:11· q a e c=1 pr esen t .:;rr, cs 05 r- e s u l t.:.dos 

e;: per· i ll tC: I t'L O:tl s qut? r=- 1 dt? lo é: · :~ ci llt j s t o . 

Uc:, á t o nr os e; o u rll cd écu J as que C. Oir S t 1 tu E· IJI o e nr 

condi ç:bes r ror nr a 1 s , sgo el et r· i ca mente n e u tras . F'or·- tanto. o gés no 

seu esta d o normal é i so l a nte . Com o intui to simpli+icar 

di se us s§o , d or av.:.nte ~ qu .=.nd o f a 1 .:or11 os en, mo l é c u 1 .:1s . refer- i mo-n os 

às espéc i es at C!rrri c.a s e llt u l ec: ul ar· es c:or. st i tu i nt es do qá s . f i'" 

d e qu t? q ;á s cortdu ::- 1·1 L j S l..r i C:il , 

iord ::. á - l o p .::. r· a c r· i .:. r- · sE· c: c-, r·· g c;,s li ·; r· es . Di :::E·r qu e o está 

ioni ::.::;d o imp J1 ca que .:.t ra v é s d e .=.l q u11, n.ecani smo 

se pC:í r- ou - se Ullt o u "' '"li:;:, e J ét. l-- cH·, s d e r.::t Jq u mas n.o J é c ul as elo gá s . 

resultand o um me io qaso s o cont e ndo e l étron s , í o n s e mo l écula s 

n e utr-- a s . 

n at LW Cll d o 

me i o .:.mb :i ente e outr os f .:.tor"· es , sempr·e e >: 1 =:=.tem n o g ás c<l g urn a s 

car·qas elétr· icas li ·.,·res . Et:.t01s c a..- q.:, s s ~o r- esponsá eis um a 
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Cl?rto.~ cor .duti bi lldn.de f.> l ét ri c:a do E' li I E I? LI l?!íita d o 

I c:w r 1 E' L e r 

t:•nE~ rgi .:. s ttlicJ r:• rtl :.... c::. c ,:.., r q ; .. , •=· l i v r c!:. p ;., r· a q 1 ' r • P .1 ir• , i o r,l ;- c• rr,. 

c ,u· q .:1 • G e r· a ·-· se d C! s se 1!1 o do u 1!1 p r o c t-~ E· s o e rr. c a d e 1 a d e m u 1 t 1 p 1 i c. m ç: ~o 

de C:Cil'ct ciS; li vres , d e rt OIItlft i:ldO di? rur.olUr et , E' qu culmin ,;., ' D ifl o 

est ab e l ec i rr. e nt o de. e létrica. Pcwt.D~n l o . 

elétr- ic a é um process o n o q ás que se c arac t er iz a por um c\ UITI E?ri 'l.O 

dr~stico n a condut1bilid a de e l étr ic a c~u sa do e s ustentado p e l o 

campo e l ét r- i co e>: t e r 11 0 .. 
cl "'' 

d PS cH qa , o g ás; pc\S S OLI 

r- epent i n.:.r11ente de i sol ante q t i=<s p er·-f ei o óti mo c ondutor 

O qás p assou a ser condutor, p or qu e s u rg iu um flu x o d e 

car- q <=•S e l étr icas 1 i v res no mesmo, t- omp e r.do o S !? LI con.p orr tarnento 

i s olard .. e . A rro a nut e roç go d es t e r 1 u ;:o d car q c.s implica 

d o campo elétr ico e ;: terT1Ci os 

elétr·on s e íon s . Os e lé t r-o r. s . pela su ,;, p E· q te ro a in : rc i .~ • .;:1dquirerr, 

ma 1 s e n e r- qicl do canop o e ;: te r- n D do que o s :ior ·, s . F' or ir.tenJ;éclio d as 

col i s6e;::. ineJásticc;s , os e l ét r··c;r,s er.ergl a às 

r11 ol écu l .;-,s d o me i o . c r 1 .;:-.r,cl o espéc ies e ;-: c i t a d a s • t a i s 

co mo : mo l écu l .;-,s ; : C :t t ê •Ci r.it :=; O l i r·· otc; -

c i on.:d J . mo l éc ul as n.etaE!Stáv'E:!i s e í o r ·, s . Estas spéc i E f~ E? >: c i -

a ) colisôcs con, out r · c;s espéc i es ; 

b) coli sôe s 0 111 ,;:.s; p.-:;,r··edes do recipierd .. e que cont.énr d 
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df?!BCmrq~; 

J Ullll fiO l d i:-odf!:• c 

r~cler1 ~lica d ~s d es c ~r q ~s . 

Além d.":ls colist5es ionizantes dos elétronw; 1 i vre s. 

in1ci~üs com êiS espécies d,:. desc:êlt' qa. e l étr·ons 1 i vre~r; 

podem ser gerado s pelos seguintes processos : 

B) a d1fus~o d e met~está vei s para as par e des onde eles 

libera m e létron s . ao per- d e r · em sua erter qi a; 

bl o choque dos íons com o catodo, provocando ii\ enoi s-

s~o d t::· f'.? .léLr· on ~. se · urod iá t" ]C! r=> ; 

c)~ colis:;o d e ltr e taestá 'lC? i s com as espé>cies e >: cit.~cl as 

da descar·qa. 

Além dos processos de criaç:;o de cargas li v res, há na 

descarga o s correspondentes process o s de n eutrali=aç~o Cl s 1 ons 

e el étror. s gerados r • .::, d esc:a r,.· qc. e l étr :i c a poden• neuiJ· ~l i z ar - !:>e d e 

di v er·· sas m .::~r , eiras , pt' ilt c ip a lnte r,te p e l os seguintes llt e c:c:mismos: 

a > a col :i s~c. r. o::. eletrodo s ; 

e] ét r· cms 

Este processo d eve ser as s istido 

o e ;.: cesso 

erl e rqj a . 

do s 

na 

um 

íons n.::. s 

de sc arqa . 

terceiro 

d e mon•en tum e 



em r eq 1 nH::> est~c 1 or-o~r 1 o, OI> 

procP. E.sos cl p c ri õlç~o nl?utr .;:1} i z a c: ~o d e c.:H gas o p er '"' "' 

Lllll equilíbr io d e 

1 i v Ir e s • t-J .:. v e r· d a d e • nu ITt a d e s c a r Sl a e 1 é t r· i c 21 n ~o é t o do o g ~ s quI!' 

se iord zc. . apt:' l• as WJ•a p e qu e nc. fr<=1c;~o d ele. 

De tat o . qu ~ r emo s ress a lt a r qu e aqui consi d er· a mos 

l o r- r-· 

com uma con··ente t a l qu f? i:i\ ionJ ;;:a ç~o d o gá s sejr:~ Ullti:'i E'ITt 

tor·no d e 1 /. . F'or· t.:.r.to . o mei o d a d esc:Cir· q,"' consi s t e pr-1mord1~1 -

n.ente d e espéc ies neutr· as . l sto é um a i mpor· t a nt e di st inc; âo 

int Jr c -

tamento e n. ecani s mo!:; co t,;pl e t.:-.n• e nt e d i ·fe 1··e nt.e s d o que o s 

fr Cicamente ionizados [44 J 

nos sos p1·· opósi tos é su ficient e 

d esc a r g a e l élric.:. gá s como compor.e ntp lli c\C t""OS C: Ópi CC\ 

lin eCir de u m ci r cu i to elétrico o nd e ela é s ubm e id a a um Ci 

e con duz C O Ir r· e r·,t F.:' . F' o r t <=• n t o ~ e s t .:-. mo s 

i nt s·r·· essa d os " In qu a l é a co •··· r· e n t.e 1 con du z id a pe l a 

dt-:?S CCi l · · g a ~ qu t=\nd o é apli c ada um a ·tE~ ns~\o 'v' .:.o gá s . t ipo d 

informac~ o constitui a ca r acteríst ica Vxl d a desc arga elétr-ica . 

\h! I d a d escarq c\ 
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bb 

e Jétrj é\• iiP I" E't.Pntarno s UIJI III OcJ e ] c.; b~SÍCO qLII? f" oCJ!!õ d;.. Un1 ü.l lC.1it•iiiol dP 

c u tn o o c o r r P õl c. o n d u ç. _, o P. ] f ' I r 1 c .;\ num ~.l á s . 

O modelo mais simp l es de e>: p 1 i c ar condut ib i l i d ade 

e]étricc. d o q á s ino e. r·so nu 11o campo e lé trico e :-: ter r. o EP obt éno , 

supondo qu e esta condut i b :i l i d<~ de é d e\1ida es s enci alm e r.te ao 

rTI 0\11 IIH:? r1 C dos nu 11, me io d e ~.tomos e íon s qu a s e 

estacionár- io s> . Assurn ·-· l' qu e L"'IS coli s ô es p r-· €~domin i..'l ntes E~nt r r: a s 

esp(•c i e s d o qá s s e jam o s c hoque s do s el ~·lr on s c o n. a s mo 1 écul a E 

n e utr·- a s . E s te mod e lo s p .:Jpli c:a mu ito bem um gás 

i o nizad o , on d e as c:o li sôe s os e l étr·ons e as espécies 

neutra s do gás s ~o domin antes . Estas colisôes constituem u ma 

f or· ç:a retardadora do t:ipo v is c oso sob r- e o mo --. .. i ment.o do s 

elét rons . Ap lic ando-se as l e is de Newton p a ra descre v er 

das forças e x t erna s atuando sobre um e l étron. obt e mos a 

equc:o~ç:~\o d e:::· L .::\l ·lg ev ir·, [ Li fiJ : 

rto U 

O pr· ime i1·· o t ,nno do l a do di r e ito é a +orça d e 

e o segundo term o r e pr esenta a ele mome n tu m do 

d€'? Vi d o à s c:o l i. s ô e s . 111 é a rn ass a d o e l ét r o n e u 

ve loc id a d e média. chamada de veloci dad e d e 

do elétr-on . P m é a fr e quên c ia de colisgo do 

ac;~o 

cham.ad a 

1 • ...: • 1 I 

Lo r~ entz 

e l étron 

é s u a 

As 

col i s (jes -f .:u- ~o c:o m quE! a V F_:'l o c idad e d o i ni c i ,;~ !m ente 
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or- 1 erot .ad a C Clfll o elétr1co , t Pn h C\ Urlt .õ< 

ta >: a 

l o e 1 é l r on . da equaç:l o 

v P] O l d,:~d ' de um e l étrcH • "llt f'>d i o " qu -

suposto corn o represE'ntativo d e todos os den.ai s elétron s 

d escarqa. S up on do apenas a pli cado um c '"'mp o e l étri c o DC:, r1 o 

reqi rr. e e st.;.c ionário, a so luç:go d e <2 .1) é 

u -

U IIIC"t vez c o n Ir e c i d a a v l o c 1 d a d e de a r r r.;, s t e do elétron 

n a d e s c.;-,,, q.a létr' i a . a d e n s id a d e d f"·· cor .. r·· e nt · l ~· Lr i C til 

d escarga d e v ida ao mo v imento d e todos o s elétrons d o gás é d a d .;, 

por: 

J -- ne.u. ,.... 
m'tl,., 

onde n t'1 a cl ensi d ade d e e l étr·or. s p o t- u n i cl a cl e d e \/ o 1 u me f"ICI 

Nota - se que a d e ns1dade de e l etré'ln:ica 

pt-oporci ona l a o camp o e] étr- i co (J=et> . send o constante d e 

propor- c ionali d ade c h amad a d e c:onduti v idacl e 

conduti v :id ad e e l étri c a d o qá s na d escarga é 

ne2 

E? lét r~ ic a . Assi m. 

\ .L· . 1·1 ) 

ou seja ~ um a qr·· a r·,d e:.:a qu e d e pende d a natu r~ e:z.a do gás . ob v io 

que a f r· eqi.i ~r . c i a d e está di r .. et.amen t e r~ e l c:tc i onada 
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com o ftLtflt e r o d E• mo] écul tilli.'• COITt ql.t él] fllo 

col l dF.?tlt, dL• llto dn qulc' J>,., dlret."ilml?rd_e pro~orc:jort ~ .l 

CCHl tc.t.õ\rd I?) . {) !!'. ! ~. j 111 • 

conc. l Ln r· qu e.;;~ c.orrl-::> r . t e cor.du :::- i d oi• por Ulll 

de se ê<r qa e 1 ét r 1 c a dep1::> r1dE~ E'Ssenc i a lment e do tipo do 

. 
"" 

E>] ét r Of tS 

nun. ;;. 

da 

Fi roal i ZêtlldO, qu e r- en.os r ·essal t ar qu e . embora no 

pr~ eser.te mode] o tenhamos assumido Vm independente de u, a 

freqUênci a d e co li s=o pod e ser um a ·funçgo d a ve locidc.de do s 

elétrons e , ent~o , a equ c; çgo <2 . 2> será 

.. e E 
u .. _ .... ___ ,_ ...... -.. .. -...... _ 

íL :...,> 
lld.l ,.. f,U) 

Assim , a condutibilidad e elétrica na descarga pode ser 

uma funç~o n~o linear da s SLtc.s v ariáv eis . 

Um a desc riç go microsc ópica mai s detalh a d a d a 

elétrica en v ol v e a !:;oluçgo d a equaçgo d e f!olt z mr.mn e furo<;ôes d e 

distribui ç:~o [44 J. F' ara mu i t os proc essos que ocor- r e m em 

descargas e létricas ro go n ecess itamos conhecer· tais process os 

nticrosc ó~,ic.os e m det.:tlhe, lli êtS êlpenas va lot- es médios de grandezas 

como d e r·, s i dacle el e por·t .:.cl cwes ele carqas, velocidc.de e ene gia. 

I sto é e s s c• nc:i a l men ·te um.-:1 desc i ç:.~o ma c r os c: óp i c: •=•, n as 

equaç:ôe s d e fluido, obtida s atra v és de média s d a 

equaç~o de Boltzmann . O plasma é visto as~im como um fluid o . N a 

verdade mui tas das propr~ i edaqes básica s da s cl es car~ qas pod e m ser 
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e >: pli cã\di'!i CCIHo béi St Pilo equ .;:H;t~ r ·r., clp ·flu ido l44J. ~~ 

corrEH'I'l E• J := ro r.:> u. por· P i: Prror•l D , 11- c onlrol.~d a p E! lê\ e•qtJ .:Aç~o 

,,,, 
, I t 

lJ '.j ,! f I : • Ço n -· ~I I '.1 \ ~.' . 6 I 

onde D. C( e f: s.';:\o o s coe-f i c i erot. s de ioroi zaç~ o e 

recombinaçâo, re s pecti v ame8te . 

2 . 2 . 2 - A Caracter ística Vx l d a Descarga E létric~ 

A f i m de id e nti ·ficar· c a r'· a c t e r · 1 s t i c as bá s icas d as 

descarg as q asosas, analis a r e mus; LI H o caso s i mpl i ·f i cado , 

genérico. Consideremo s um t ub o de vi dr· o c i 1 í n d r· i c o , com doi. s 

eletr-·odos planos e rro suas e >: t remi dade s , corotendo uno q~~ bai >:a 

pressâo (i st o é, pres s ô es menor~ es que 1 0 Torr) • o tubo de 

d escat- ga é conectado em sér" i e cono urna resi st.ênci a variá ve l R e 

uma fonte ajustá v e l d e como ilus tra figura 

com -f onte sust e rot ando um a d e pot.en c i a l 

contínua 'J o anodo po s;iti v o) e o catod o 

(el et.rodo n egat i ·;o) . Quc.rod o se est.abe l ece uma d escar gc. e létrica 

no g~ s • -f 1 ui um a c:on-erot 1 p !? l o circuito . {4 r- esist ê rocia R se r~ .. ,..e 

para 1 i mi tat· este-o cor -r-erot e . F'or·tanto . v.:ot" i a nd o -- se F: • 

I. Des se mo do, p odenoos obter- c ur va 'Jo 1 t - Ampere (V :-: 1 ) 

característica d e um a d escar g a g asosa . Um a d estas curvas est á 

representada nc. -figura 2 . 1 b. Embor c\ a ·f ar~ ma d a cur vêo sej ~ 

g enérica para os diferentes g as .s a b a i xa pressâo . há pequenas 

v ari açôes no s d e talhes confor me o tipo do g~ s . sua densidt:~de, 
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!Jf:::> p c·ncl { ·l ·, c.: :1 C:i .:1 ;:-, L E- r,;~, ;;·":' E? •li f u r·,i; ;!,·,o cl ,:.:; c. CJ r ,,. f2 1 • t <:: p e:o~ · c:l c;. 

d E:~c a r· c, .;·. E·· J ~· t J - j ;: · a E· ,·r, " á ' :i o:·: C: ! Cl ~ r:· := . CJ s . a ] G I' f2 5 
il t..li l i(~> f " l CC:• oo ' i c:lj"•l' i:i:. : J ITi c lc:I<: IITII:- 1 1(1°· ,:., p j :i C'.,dl l · ;;o>i·:• ,;;, (.• Ci <~l :; I •J t:.' L! II, 

é'i U•l •<• p 1· c? =:; :: ~. u d E· I c:Jt· ,- , sc::· r, d i:j o :::; f·?l t?l r ocJ .•5 

[J .l <::orl( ::> !=>. el E:· .~ , c~ .:. pr ó ;.: ii11 c::; ,:, :1• 1 C: fl• : .. . I E: :tt. D=> ck ' co br- e 

f ? c. ch :::d. F.'o 1 1C Í ê., --:rd : r E · t::· l .:: : É· clt:"· ::':O U C fl• [ •l~.:.J . 
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cornpr i me>nt o E' d1 .::-n.etr o d n t ub c. d e dt> sc ar qa . 

etc . 

tip o d l? 

~)n.:~lis~r.do a tiqur" a 2 . 1b, not.:w.o s q11P. r • ' l êl há 

regimes distintos de oper- a ç~o d a elétr-ica, os 

descr-ever· emas suei nt a rr. e r.te a e;equi r . F' ara uma d esc r-iç~o 

d eta l h~d c: •• veja Fr-ancis [45J e Swi ·ft [46]. 

Consideremos , agora, o que sucede , se 

adi a batic.amPn t e a te>n s c';o no ircuito d a figu r-a 2 .l a . Nes t e 

v~ r i oe. 

quaiE 

lllci\ i S 

tipo 

de ci rcuito o irdcio d .=. desc.:.r-q a é de 

v 

naturez a e minent e mente 

estocá s t.i ca . Assj " ' · qu a r•cl o a tens~o .:1p l i c a d .:~ aOIOõ el t r- odos 

.:-.umenta , ob s e r~ vau.- se pequer.a s c or-·rentes < ~0 1 o·- 1 m A) , 

na for- n.a de cent e lhas r-andómi c as no tubo . I ncr-ementando mais 

t ensgo, aumenta o tamanho e a ·f r-eql.i~n c i a das centelhas . Uma 

c o r-r-ente maior- mais estável sur-ge, quando se 

i lumina o catodo com l u z apr-opr-iada. Se a intensidade d es a luz 

é maior- , cr-esc e a corrente . As c o r r- e nte s ob servad as 

n a mul tipli caç ~ o d os el-'-tr· o r.s livres pt- e s entes n o g~ s . qu .:~ ncl o 

estes f a :.:: em col i sôes i on i z ar.t e s com as moléc ul as do gás . A 

origem elo pr- i n. e i r- o e l ét r on li \1re , no caso d as centelhas 

r··c:,ndómi ca s , p o d e s e r-· d . v icl a i or.i zaç~c; p r-· o v·ocada por~ uma 

ior. i :::ante o r- i une! .:-, do meio a mbient e . No caso d a 

i l uminaç~o do catodo , o p r imeiro elétron li v re p ro vém do catod o 

p or emiss~o fotoelétrica . Nesta reqigo <A até B n a figur a 2 . 1b), 

também conhecida como r-eqime do contador Ge iger , 

um a corrente , é impresci nd1 v 1 a p resen ç a d e um~ 

par-.õ< 

·f o r.t. e 

e >: i st i r 
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,., 
A , 

• p o r corrt a 

próprl êl. 

Cont1nuarrcl o c~ Jncr emP rY~ a r.:. t e rr s :b\o 'J , v e rifi c .rr .. · E.e que , 

num d.ado m <J mt:~nto , a C<Jr· t' er·,te I começ,:, ã\ cr·escer r ,:,pi d .:. rnente, de 

modo que, num pequt?no i rrlerval o de terrs~o. a corrente ;; .:;. } ta pc,re1 

um va lor siqnificativamente maior , d eterminC~do pela r ·esi st~ncia 

comportamento está ·/e l. {.U é rn di sso . cOt- rente d a 

desc,:,rqa inclepend e de qu c.1l que •·· fonte e ;-: terna d e ioni z.:.ç~o . A 

qu e i sto é chame1da d e de 

r LI p t LI r Cl , A p a rtir de s ta ten s ~o . C\ é a uto-

susterrte.da . (.'1 e >:plice.ç:go é d .:. d a qu .:. lit C~tivamente a seguiF . Cada 

elétron que abandona o catodo~ CIO colidir com as mol écLil e1s do 

gás no seu mo v imento em direç:~o ao anodo , prov oce1 e1 forme.ç:go de 

íons e molécu le1s e~c it a da s e por con sequint e ·fóton s . Alguns 

destes íons e ·fóton s col ide n, co n1 o c,:,t.odo, podendo occii s ion a r Cl 

e l { •t t· o•• 

colet,:,clo n o anodo foi"· qer ,:,do um ou tr o , Cl 

autosuster.t.;·,cla. D :i mi nui nd o a r e s i s t~r. ci a R , a cor r ente c ontinua 

,:, c t~ escer , p oden d o .:d c a r .ç:ar um v .:d ot·· pr· ó ;.: i mo d e 1(1 - 6 A , 

qu e h a j.:. .:. lt er.:.ç~o s i q ,-,i f i c.:. ti v a e m \. ' . A 1 unr i nos.:, 

emitida na d e s ca t··q e. é mu ito pequena, d o nde \: em o nome de 

e s c ur .:. <B até C n .:. fi qura 2 .1 b) . 

Agora ~ s e a c:o t· t··ent e ciu me nta ,:,ci ma de um cer·to 

(c erca d e 1 o·- :'5 p,) • (J c:om pot- t ,0\ me n t o da d e s c c:' r · g .a mud a 



I.::.. 

rad1c a lme nte. {', cl t:•scarqa tor n.õl ·- se lurrdno1;;., c.om UII1 C:l difitribuic;=o 

C C:I Í E' li I o utrn vr.Jor 

• a d escarqa é mtd t.::.s V E~Z f?!::ô intl?l' ll!lt e nte. {·~pós a qu e d 

f i ca es t á ·; e l F.:! a ter1 s.~o p e t .. m.:m ece apro:-::i ma cl .::1m e nt e <E 

c1té F) num 

a U .l A>. Após e:.tc. f c;,j ;.:,; .• • :.1::- a co•· rente seque crescer~cl o , 

a ten sâo 'v !..;obe C.Clr'1 S ld eré:l v e ln1e 11te <F a G> . Corn o n es t a 

luminosidade d é:l d esc.:u· q a é muito ir1t e n sa , reqimE! d e 

operaç:âo da d escc;, r ·qa el étr j c e:< recebe o non1e d e de!scar- qa 1 umi nos a 

("glov-1 d isc. t1 a r· ge"). 

I , o po tE• n c i a l. 

após pas sar .L . por um me:~ :-: 1 mo < G > ' d eca i um v alor muito ba i :-: o, 

indicand o o apar·eci me nta de nov os fenómenos , n ota d a me nt e 

aquecimento d o qá s e do s e letrodos . tJes t.:< reqiâo, a d e:·sc:arg.:1 

ter1de a se cont r··a iJ'" r·· .::l cli .:d m•?JTte e , p o r i SSCI , é cl enomi n c::1d d e 

( ma c r· o s c. óp i c .::1 s) dos 

difer e ntes reqi mes de o peraç:âo da d escarga . Vo ltemos , c1g o t- C:'1 , 

en-foca r- a d e s c .:,rqa auto s u•s l · t1l ad c::1 , p a r· ti cul .::,t" mer.te 

1 um'i í 10 SC:'1 , qu e é ond e ob st'? r v' é:\1I10 S c. ao!:; . 

ob s E' J~ v.:, é 

aque l c:1 qu e c.cW t" E'SJ:!OI"IciC' é:\O r e q:irne d e d esca t~ q.::l E:? sc ur· ,;-, . Neste caso 

as con- er.tes sâo tâo p e qu en .:;,:; que a 1 u :::: e miti da e a cl en si d acle d e 

carga espacic.l n a d e s carga d espr· e :::: í v e i s; . A ss im, o campo 
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t-létr-ico no E·&>~.roço int e> r- e letr ódico é deter-111in .rodo por 

qeonoelr i c:. d o tub o d e dE' SCi:lrqiil . 

Co m Ullo da c:orr" e rot e • c: I 

'v' e 

reqi:;lo el e 

descar-q a l und no s a . Clbser a -·se . ent~o, que des:.carga 

proces s a nu ma t E'nsc';o meroo r qu na d e E? SCUI" a . 

Aléno d isto ~ a desCC:II" qa t o r· r, c:. - · se luminosa C CHio uma di st r" i bui ç c';o 

cl cll" as e e6C U I'"C:1S ~ CO IJI CJ demoros tr a 

A d ens id a d e d e espacial é Ull1 fator 

r ·e l evante n os inecan1smos d a d esc ar·qa e. e m ccwo s eqL.i~ncia . o c a n.po 

elétrico entre os e l et rod os é h omoqC-n e o . Com e sl 12 

rearranjo d as carga s espa c iais . os processos f i s i cos na descarga 

s~o mais eficientes~ o que e x plica a ten sgo d e operac;~o menor . A 

d e tenn i nadia unic a mente p e l a resi st~ncia 

e ;.: terna ~: . nr as t a mb ém pela descan::Ja . Nesta s c- i rcunst.~ncia s , 

quando pr·· or;,~ i cl a d es d.:. d E·sc:-a r· q a ::;g o \/€?~ 

d e termin a d as p l as c arq~ s e s p a ciais , di :: ·- se que desc c:.rga 

elétr-ica lumino s a í " q l o 1·1" ) se· estab e l eceu no qás. 

obter- uno a clesca r~ g a gc;,sos.:, luminosa n,';\o é 

n ecessá r- i o pE~ r~ c orTe.t- t odo s os regimes arotes descri tos (con ·fclr me 

+iqur a 2 . lb ) . V>VR ,;:,p 1 i o: ld D 

aos e l et t- odos d o tubo, ocon"· e que o pr· ime1ro elét r"" on l i v r- e que 

s u r q i ,- no g á s num l u g a r f a v ' o r· á v e l í i s t o é , pró>: i mo ao c é:\ t o d o ) 

Uíll é:\ cle sc: ar q a .:.utDs u stentada . Os roa 
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dt> sc ;;.1r q i.'< ocor r e111 t t;lco r .r. r' :i cl.:~no ent e d t> po :i s d ~ ·f cw n, .;,,ç :;AD do primeiro 

r• cot'" P)ét i" Dr l ioro l:i ·, r E' qtot:·' lloultJpl:ic <:oG.'i\o pcor ta :lo1· P!i!i de 

carga < t::~ J é ·t,· or. s í OI• '=· ) cor• v PI'CJE' ,, . •. ~ ' :i d iõl ll• cn , t r-> ti\ lllll o# 

e q11 :i J 1 h r :i <:•. c o r.d i c; i:\ o 

estabel ece normalme nte n o reqime de descarga lumino so"?~ 

d :i schar ge ") • ·1 od os O E> pr oc PSSO!m A--tE< .. -+C --+D < cord o r· lllf:-' ·fiqur· ,!:l 

("qlow 

:? • l b) 

se sucedem em fr açbps 

a l0 - 1 s) [46J, até qu e a 

scqund o 

d e s ca ga 

<ti pi ca nH:?nt e 

aSSUIIIãl um 

quando a cor r er,t e a l canç c=tl" um va lo r qu e sa tistc;~c;a 

~} + I F: = '·}F • 

1 o·-- "'' 

r ·eqi n•e e s tá ve l, 

( 2 . 7> 

A d escarga luminosa pode ser subdi v idi da em 3 cat.ego -

rias : n or mal_, subnor·ma l e anormal . A cc:1ract.e r í E>ti ca que 

distingue a cl e scarga 1 um i no s a n or ma l é que tensg o p er met n ece 

con stante para um a e ~ tens a f a i x a d e var i açâo da corr ente . Isto 

ocorre, por· que a ma:i or p .=,,··te el a quecl ét d e t e n sc'áo se dá 

num a pequ e n .=-, r e<;Ji âo p ró :-:i n. a do c.=-, t o d o c on ·f o r· m E~ +igura 

2 . 2 ) que d ep ~t~n d e somer. te d .;i r, .=, ture:.::a d o gá s , d a su.:. d e n si d a d e e 

do mat eria l do catodo . Também se que a 

cor-r-er,te r, o catodo é p equE;...,na e apro:: i mad.:1 me nte 

d escarga cot. 1··e apenéoS un' '"' porçâo do catodo . 

aumenta , n.a i cw é a.;, ea cober·ta , p or·ém .;-, d e nsid éitcle 

den s idade 

constante . 

de 

A 

corrt"~nte 

d e corrente 

cor,t i nu a cor,s tante. Depo:i s qu e .:1 1 um i r.o s i cl.:~cl e d a d t-:? s c a rq a cobr i r 

todo o catodo. um a cTésci n.o n a cor r er.t e Ull1 a urr.ento 

densidad e d e corr ·ente e n a queda d e tensâo Vc: no c at.oclo - é 

d escar ·qa l um i n os .~ anormal. Por outro 1 ado , a d esca n:::~a 1 Ulloi n os a 
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~•ubnc.r· rn ,;,,.J o c o r· r e , Ql.t Ftrocl o o d 1 .~ fii E' t ,. Cl d a c1 12 s c,,, r q .;:, P P rJI.I f.:' ft CI 

q u e a li 1 ·f L.t ::. g c:. r· a d 1 ;;; J cJ ;.:;~ r.; c ;.:, r· o a s n a r· e Ci 1 ~ o q uecJ .:;, 

p r· L'J ;: ] (Ti é;1 c'"'tCf c a t o do !SE' t.o r··n.:-. s. Jqrol ·l :ic.:.ti -.lé• . LDITI l SS Co , êi 

d e c:or· rp r·,Lr: decrP!c.; cp, fTo D c.1 D qu f : t p r 1 ~= ::Au clc·v P 

aumentar a iim d e s u s t e nt a r a c or-rent e . 

,.. ) '";" .. :.: . .. . _:. 

n os~; c:. e ; : per· i rm:-~ nt cr , que a c o r~ , - entE~ 

elétr-lCCi C ClrtdU"'ld i"t f-10 1~ UIToc':t de SCi"t l~ q,:; e 1étr- iC i"t num 

pod e IJfTI CD IIlJ ID f' i i::l tr oE· rtt<: c: r:.ó l: 1 c:cr cJ 12 I 1 · r rrol r , 1 s L 1 c O • 

mrJrotaq e oro E' >: per i me nta .l que emp ,~ E~ <;J .:·,mo s ·/ E· I~ 1 ·f i C r~t ·- 1 Ci 

esquematizada n.::. figura ...... ~ 
..:~ .. ._ . .. 

Note - se que e ste c i r-c uito é muito simJlc:.r- ao 

cJ;:, figur- e, 2 . 1a . elétr-icc::. é 

l~mpad a espec tral . As 1 l=\ íTc J:• i::l cl ê ' 5 

con ~:. titLdda 

qu e esla·.tc:.m 

p DI~ 

,, 
c\ 

uma 

dispos i.ç: go cort s i s tl.:~ m el E~ Ulll con_iL.mto d r:: l ~'mpaclas espect r-ais d a 

CENCO p a r- a f ins didáti cos . Ut i 1 i ::: i.:l iTt OS Ct Si segu intes 

hélio (CEN CO N ~ 872 15 l , ar-gOnio !CENCO N9 87:'21 ( r J e nit r-ogªnic. 

F' l i.i c I; e t .. ( ·f i Çl ur a i ;:·, t o é , um 1. ub C • c i .I i ro d , .. i c o co rr o lllll 

(~: E; tx 21 1 o LJ u 1 ;;,,n , c;> r , t o ll CJ H r E:' l o • l~. s,. I. E' C:'::; l. I" ;:=.r i Cil.l .I ;;oiT o r · ,-, t CJ G b 1 e L 1 v ê1 C: O I 1 f 1 l li::-l l'" 

a desc ar-ga r-ad1almente ê1 um espaço b em pE?qu c-;; n o E , cc. rn i ~:.so . 

aumentar- a s ua luminosidade . 
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U c:IJ.~mF' trc:. Jnl p t· r,o "cl" el o t .ubo ( no e str r.1 r•qulr;•IT• E~ r, ·lo > lt-

i_ ~ ,. j u r m.: .. 

do n c; 

se _i c:\ em torr•o elE' 1 U TorT . 

por 

uma fonte-:- {:.',T d~:: continur.;, e k 'v> • 

atrc:. vés d o o 

de tio enrolado R~ d e 1 o kii. A 1 .~\mpad c:, + Cl i co ] o c c:.cla e m um 

na cor-· rente ot-·dem de !_) - (l . ~.::. mA m 

amplitude (que con st itue m o si nal medid o na ·fiqur- ,:. +or-a m 

obser v ad as em um oscilosc ópi o Tektr on i x 7 904 a pa r tir da 

d('?Se n \-'D l \/i d r.:1 n o resis tor R3 d e 5 kQ. col ocado e ntre a 1 gunpacl a 

e a terr a . Um capacitar d e 0 .1 ~F d esacopla este s 1nal d o r.í v e l 

d e DC estabelec id o p e l a parte esta c: i em á r- i c;, cor·r-e ntE·. 

corrente média (tipicamente 1 2 mA) na l ~mpada foi medida at r avé5 

• 

I ( ·t) e S L\ d~> C O t' ' t' .. E· ~:; p CJ n d e r··, t E · S n cj d e 

l(t) ~ I ( tJ foi p oss í ve l, u sando mai s um osci l uscóp:to Te l.: t r-·oni ;.: 

76 :~; ::~; ) e um ci t- c: uito di.f'e r- e n c iaclor como o esquem .:,,t izc.1do n.:. fiqur~ a 

2 . 5. o ,:.o r·-· i me1 r o .:un p 1 i + i c. a c:l o r ( n ó!::; u t i li ;:: amCJSi o 

c:on t .é m d ois opE.' r- c;-, c i on a. i s 
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C Cl iJJ C I s qu1 c.lor- o 

cJu L.tf'C.Ul'LD f:'>: t e r r•CJ . lJ b(: U u r .d o ~Jiif) l J ' l c .!:l düt .. 

Na tiqura 2 . 6 está representado o arran1o fe1to com os 

do1s osc1loscó~Jo s e o d1 l e r enciador para obser va r i:l üS c llac~ o 

CJ Si l r o<=d no e di d o +oi 1 r . i et. c:odo nCJ O S C 1 1 C1 S C <~1 1J 1 O 

• noodo . 

cJ o CJ~:;c. l ] G!5 L é• 1:11 C• . 

Ci s i nc:.l 

. 
dc-?J-ivado I (t) .:üJ- é·,vés do c:c-.n .:d ve J- tic:al (ga \IE· La 7A 1Ell , e r-, q u c;,n to 

o s i nal l(l) ac1ona v a a qa veta de varredura hor· i 2 em tal ( 7{1?.'::.) . 

CJs ·f eJ-,bmen os osci 1 ató1·· i os na se c: ;;;o -fol- am 

obser· \;c;,do s tc:.mbém n .:. em1 ss[:!.. o 1 unr1roos-, a do tubo noP cll ele;, ,;:,t J-c:o•/éS ele 

uno +otodiodo. 

E rro c on ti ll u a c: [:!..o d E· é.;;. c: ,- E \/f.~ , .- E· mc; s o s ,- r:~,_:; ul t c;, d o"_:; ob t 1 d c;~:. com 

a confiquraçgo e~ periment a l de s cr1ta el e 

todos o s tubo s se l ados empregados mujt o sG-me lhantes em 

suas car··cter·· :i. st ic as , CJ compol- t amr:.:>nt o d e c.:.da u m, C)bSiEI-\/ C\ciD sub 

e x citaç~o DC , fo1 bastan te diferente e (base a do r, C\ 



!:L' 

I" p j a t éit" P- llo C1!S i·d .. r :1 b 1 1.1 H>CI '? 

cJu 

1 n 1 c 1 ;:, r- medi de. . u•na 

conveniente no tu~o de d escarqa. de modo a L li Ti C:. 

corrente DC i luind 0 ~tra v ~· s d es te . {-) seq u 1 r· . o 

1 0 :1 se C1bS !? I' VEo\l iói 

comportamneto da corrente no oscJloscóplo. De todo s o s tubos 

no ss.::. d :i 5 p o s :i ç ,,, t • . ;:, qu e .l ps; con t ndo f? n i t. , ~ D q f· n i o 

• mostrar ali• Llfli c o n•J:.• c; ,-· t amen to i nd E··p p r-,d en t.e 

:ini c ie-ois 

da corrente para os qua1 s OSC i) ac;;:ÔE•S ele P E·r :i ode, u n :i t. éf, r· i o 

comec:avêlm . 

r e::;u.L t..:iclo•::; típi cos obtidos 

d e s c ê1 ,- q <=• d E- hé.l1o E! fli Llllo e\ cl .:os 

• 
es,p Pc tr-·c-, 1 !: ; C 0 11H2 1' C: :i ;;:, i S < CEr·JCD 87:2 1 ~;) . t·Jo 

1 '"·'. .... rnn . Ob SE' I'". \ / Ct iT1 C:JS: uc 

osci la c;;:~o autoqerada d e + r · E' q ÍJ é n c i .:1 kH ::: 

nivel DC . Na i iqura 2 . 7a . à esqu e rdêt , ve mos a e v oluc:âo 

. 
a representac:~o correspon d ente n o d e J ( t ) ;-: .l ( t ) . 
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•:::.·=: C:Itli;::· l· i:J,:,; d ,:, I ·i. CIUI ' Co1 . ,•, cl :i 1· F-· :1 { r.·, C''õ· l· i:~< 

d 1 · cl t. : I . 1 '1 c c· 1 1· r · I .t c· ,:.q 111 1 c · I 1 t <·• !i i · ,,. "' I . !'1 

.l \ t. 1 i ~·· ck u . <. 1 :I "" ·, c:l .i . c· J u ,I' :;, • cl J 1 • U 
f Cl :i t:'·; : p é;, n d i cl C • · . · f:'· r· t :i c c;, .I ,-1 E?· r 1 ti·=· .. 

1... .::-. ~~ · r·· ;::, rJ .:, c1 ''" 
C:oU t DSi U éS 'l. i: i' 1 

Ci d i i:'• CF 0::1111 c 
C':::: [ ' ., I f· I I . ,·,, i':-t 

LI j "'' Cll 1::1 111 ;;: , c:l r:' 



r,;,, .:, ·I J rJLII ' •"•!'·· .. , / h, t: 

r 1 i· 

.f. :i CjLII' i:it _:;-; . } f) O!:>C:I .I ,;,t Ór :1 O . 

di n :;;.rr, i c a 

p r e ·I 1 !:'.> t .:-. p ,, , , . .;,, m .;, p r.. !..:; u r , l c:l:t m !7? r , : ; 1 o r·, ,:, :1 ='· [ ?. H J • 

c cw r· e r. t e 

o b !:; e r v,:, cl o !:> r, é• ~::; b i + LI I' c a c. 1:\ co!:; • se 0::1 um c~ r, t ;:,, .. c c, r r E· r,t c·· . 

c:or·r· e spondj étrn e>: c-:itc:i mer·,t e àquE·l es obser·vc,1dos . qLtand o se d l rr. 1 r. u 1 c. 

,:, cor , •. ntf:.'? . Cl l.l t::>l7? i•=•· oh t:: > F~ I " . \.' Ol i ·- •- . E · um .:. h :i ~o , I. c· •· .·~> F ' C' l I •/ D .I v ., cl .~ . 

prc.;c e ~-; sr.::o. AcJi c: j o n <õt lml?nt e , clur a r . te a ~~ ~~e qi..i ~· nc:ia t::> d t.:: 

obse,- ..,,.c.,-· ,,. m-- se D Sc :tl <=•G.be !::; d e b a i ;-: a -f I~: qi. I É:- Il C i co superpo s tas ao 

si n éd . d E- L.tn1 rn o d D si "' j 1 éH" c:. o ob s e-: r v ad o po1~ l<i t ano E·t a 1 . [ 1.18] . 

en qu .=.nto e!:;t ucJ ava Lo 1 ·f ur c: ac:üE' S num si st E· n,,:, é• C Ltsl. 1 c o . 

('d én, ,. c;t <~ ( :l D! de ~:. c:: J' l ta . 

d r::. c;:;eqi..iª r··, c:: j .:;, el e 

súbito ap arec: 1rnento d a + r eqG~nc ia f 1 , qu e é um rnultipl c::o :í mp.:.r 

d e +o etc .) seq uicl a b i+ u1· c ;,;, c;: tíes . 

Con-lo•-- n• e D!::, r· e::o u.lt . • :·, clc,s el E: l.. . . i b c l , r.;,b e r E~ L ,;:, .1 . • Lii '/ J E·· 1-',r·· n c:o cl o e~ t .::.1 . 

rn c; c I e 1 ,:,,-

t.1picame nt e en, 

fi • f::, ) • 
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: · :i qu1·· c. .~ · . ~-:J ·· l" .; i,·:::; u.l t ;:,cl eo:::; <:::- .. , j:-)C·r· j ,ne::· n t.c:,:i::;: DLd :i el e;•; c c:.;;, Uil 1i: 1 .I ~.r;,~ ·r.· d;;:, d E" 

!·,c: J J ·::o c:•r•cl .. é., , <i:1 c· C' n• · :::. ~.: . nd-.. r, d<-·~ = c 1 j c: ;,\o r · c: :1 r" i .,, ... , .. C:·• el e:. 
f 1 ,::11.11 '"' ~: • .:· • ,. i ::. E.-:~ c. ;:d ,,., c? :=:, ~:\ D cl c •) • .1 ,l!f ·u · li :i , c ·:: '' 

,1'.:: . d:t v , i·:·:·:.: L €" L C'• I1 \J q1 · .. ,~, : :i CC:• il 1i::l l Ci::<ciCJ C:D f11 .;:,, C"/ 1, \:J! .' t.·· de 
~ .. ; ' .11 ::. cl J . • 



~ :J ( , 

L<r.t ;:, ·f J ctl.W ;, , 1 01 c•ld. :r cl i.~, c:J.1 11•.1 r1t.1J 11dc, C C1r· f' F· rrt F.:-

t. ur r· l · !: I• u r 1 Llt ·r, t 1·: 

I ;:.,,' , t I I" ,, ,.,, ( I ., 11111 ;, :.·.f lt . · r. I 1 1 111 1 1 11 1 1 1 d I t r ; l (' I >f' f' I • f I t i' ' , 

quE· 51'..' r" E'pf?tla C:t Ci:IC:I i::t 4() p:tCU!:-i . I-1CJ b t:'t l > :~,,..- o 

d E' ~l o l ~· 

qu "'' J u s J s t..e n, ;:, D C:. C :t .I ,;:,r• 

p e r· 1ód1 c:a . • r·· epr' ti r·, cl o ·- s:;c ,:~ ca d <::i l•) p1 co:.: ( ·fJ CjLII'"c< :2 . E:lc1 . r-·o ::, t t:::•r· 1 -

p:tCUS 

( ·f i q L.tr ri ::: • E:J l:l i , .=:. s q LI ê; l ~; S L I p I? r·· p O c; t ,~, U fl> ê·l r.: C';flo f: • O IH ·:·n l E 

• "p;:,r~.::,sltl Cct" cfE~ b .:,l;-:c;, freqi.iéncia , conoo me ro t: lCWo c<Li t:• .:<l· oterior· n, e nte • 

F. ~ ; "\. .;:i c:o n l f 'JCj r, c· l li.t ~· d e I'J,,,J : . • :, 1 r F · tfll(' '• l.l il ·t r ·r, r1t · ;-, f ; , ;· , .,. ,., t r ,-, r 1 · l 1' 11· 1 '' 

,-,eo espc;,ç:o dE· d:r ·I L.l!''' "'' . F1 n ;:, .l mt:?nt.E>. ·( Ul 

os:.c: i 1 a r~ na -I r·· e qi..it·r1 c 1 .::..., +ur·od t:ifi>Erii:é:il. 

2 . 8Et . I·Jo v' OS i nter·· es:>!:>i:~n--

o 

procedimento des c rito ;:.cima . Começ. .:;,,-,d o um 

p Ec:: ,. J o cl o cJ .. ·( ( ,, qi.I E' , 

uma p E•J c< USCl 1 C"«;go b "=• 1 >: "'' + t· e q i.i é r , c 1 i:i • ::; e 

• d e um modo bastante est~ vel sem mostrc.r C:Oflo 

C1 :;:; C 1 .I 21 C i::1 C· 13 i . .l ... ,, t, Í::l :i >: i:'l 'I' r• E: q lJ {• r 1 t: J i:: I • i: 1C.il L ] Ul l oo:l.l 1'/I C~ II t..f..~ 

corrente. est a a l cançou o e s téq1o b q 1e uno .::' 

I. ::i .I_( 

+or- çadc:-, . A cl i:'l 1 • D 

''nO\/ Ct '' -f 1 ::= \ :L I :':', ) f ,,., 



(:l I 

li I Cj ,::w l r r P CII. d ; r P E. 

v :t!::. t.a s; 11"1:1 C J iu• .ltll t: ' II!. P f. ' ltl r f • ,;;, ,;:; ffi> Jtu,;~ t,( .. )L· !:. rl:' P I' ~c~ !;.c • t;'\. ,~,Lf.: •!:: . '' "'''' • · l! qt. lr r.~s. 

,:;;• . Elcl P. c, D I.J !:=,f: •r v ,-,,, • • :11 11 I' · ' · 1 ,,., ,. 1 .I ;:,r,. I v ~ .. r F.' l.lt ll ;.:,r t : •;, 1'11.11 • te. r · I' I ' I' f' • I I i ·• li• i:\ 

Co:1cl ê 1 L U Pl C O S; P ql.IP n ,c:!,n ·f U I" clfll Cl t l h ( ' ' I " V ,~<cf i o •·: , :ÍI" I :I C :i,,:\ JJJ ,i ·l, l,[ · . (. ·, I 1' ·11• r i ,;.. 

• acima, ob sp r· vc)u --· s e t c1fl1l..É-m . 

a .l q u ma s v E' z e s • t r i p 1 1 ç: g D d o p l'? r i o d o , s e q u :L cl .::1 d e u m.::i s; E·' q u r;. ,--, c j .::., d e 

dobramentos ele p e ríodo . 

• 
,~epeti ç ii,',o d o E' ~ : p e l" :i n, p r·,tCJ ,-,o!:::. ·I e::· ~-: ;:,c r· ecll 'L,,, ,. Cjl.H:? o 

c"' so . F ar·,:;·, se ob ~; e ,·· v a 1·· e s t .::-,s cJ j +e r en ç: .:;, s , +oi ~ ::.. f~ n , p r· r:::· mu1t o md.lS 

importante um certo en v e lh ec im e nto do tubo d a d esc arga do qu e o 

procedimento sequido. A idade dos t ub os cot·· r espon di a ao tempo 

que e s t es tor·a n, et e t1 va n, e rT t e u s.:-.do s .::-.té E·r .. ,t go . Ob spr· vem qu e 

corrente ne c e s sária p ar a se obter os e fe itos mo s tr a dos n a f1qur a 

:2 . 8 1::::.5 flif:~) é lll i~ i !3 c1J'l: r=t qu e •''' CC::J I' 1" 10' 1:> j:JD I'IcJ F: I" , t. F: 1" 1i!i1 ·f .i q UI'" C:t :;;• . I 

e f E·t Í V ê!. mucl •=•n c; c;, !5 

lt" t~ evers :l ve l s n .::.s; c .:.r c::ic t E? I"' l s.t i c i:,s d e:, cles-,c.::.r ·q c:., el e ll1 o d o qu E· , por .. 
E I' ' C?1 

ob s ervar-se a s o sc 1l0çbe s d e p e r 1 odo 2 , + CJ :l cj :i m :t n u i r .. , d o C:Cl fll "'' 

per1odo 1 para o caos . l s tCJ pode ser um a e x plic: a ç go para o ·f E1 'L c, 

de n ~o t e rmo s obse r v ado d e bi +u r· c:.-:ic.~e.e"'; no s t u b os 

cont e ndo e n1troqén1o . (J e r1 v e 1 h E? c: :i me n t CJ dCJ tub o , 

E·n v ol vc..:· p r· OC !?S c;:; o ~; que o cat o do , fll a S o 



UEJ 

tc1. ê\ C. C. ot ' I" P ioi. P. r o P.LPs~;. (HJc:~ p i:tr i:l LJI:.t !:,!? t' ' Va rrnCJ s -f {:- · r!Ô III f.:' loO S Ob C JJi.t.éJr J ·· 

os c :i 1 ;:,,t. c:O r· .. 1 O!:. err. 

tubos d e i:llt!? l" to s elo tl.pD l I E; iic d () !:. 

d e fluido s 

1 .::. r· g o , tub os 

conq:::d1ca br.:. s t.. c-,ro t e o s j. !:, t e n••=" · En, qu,:dquer· da s co rodJç:{jes me did as . 

to1 poss ivel ver uma s poucas biiurca c::bes . mas a corrente 

• •=" pular 1 n t e t- rnl t en t eno E' n te er.t.r·e os c c::\ ót.ico 

pei" lÓdl CCo. S ·qu{i: r, c l c:~ s dr.? b:i +ur· c.<~ r,;go cl é, o' ' F-<C:., , rro ê':IS 

cor·, t •· o ] ~cVt- 1 s . ·f cw r.:dro o i. o !:i c r·· v'"' cl .~, s, P ilo h é .l i Cl , C:\1'' q Ô iil D , C\ I' • 

H pós obser·vaç::Eto el E· uno .:, .:.ut oosci l .:,ç: i;\o inici a l, ' . •.lc<t" 1 OS 

dobrame nto s de p er 1. oclo E:' l'· arn v i s tos, decor· rer.t. F~ s d e um .-:: pequenc:. 

mudanc::a na p ress~o d o g ~s . 

pi::ot' a [ j tub co 

d F.= c o , •. r ' · n t e d e 

um a vc:.r i ac::~o direta na imp ed~ncia do tubo . l s t. o -f o i obtido, 

v ar 1 and o .:, c a p c='IC 1 t .~.r o c. :i a cl E~ u m c C::•P <=•C 1 to r·· qu e e s ~.:, ·._-C< co n ec t .:.do 

terra e a um tio que e n vo l v1a o tubo cap1 l ar . 

Co locan do-se o tub o dentro d e um b a nho d e CU.J F-1 

temperatura se p o di a variar ent: r·· e (I e c, o 

e+eito d ese J .::.do de est. c='tbili:: a r~ .::.~~ oscilac:: ôes obset"" v ,:.d ê•!::; . Sem o 

banho tér mico, o ca lor g er ado p e l a d escar-ga ~ qu e resu1 t.:.v a no 



;;.urnPrtto d e t.E· n•r.• e r .r.l lLrr.;:, , lrtc:lu :z Ja r,o v ê:\ s-. b1-furc. .:.~ ç-Or·'!t•• ( l f.' -f r.;d . o , fol 

f.:. E' quf.~ 1 " ·· J ,;, , !':· d D l11· Ci\ 11 I C' I 1 t. U p f..' r J Ctd n • 

t !? m r) P r '" t u r ;:, • S)[' HI .:,1.1 L f.:· r· r.i\ 1' ·. 

lnic l .::ir CtS osc:J1a ~; ôes ;:~ut.o -· J nduz i d,:. s com 

temperaturê:\ do banho térmJco . 

J ·~ ;:·, s: E:>:: p e 1·· j f.2n c:i ,;·,,:; cl esc r· 1 tc:ls C:•C :I m.;,. ti v e n,c; s-, o c u:; cl.=,cl rJ d e 

verificar que este s1n a l o sc 1latório n ~o era qerado n en hun, 

• cc.pacit~r. c. la s e lndu tt;,r,c: l ê•'=• no C 11~c u1t o e :: terno se no t e r' 

n P nhum é'i 1 r , I J u t-> 1 .c. i,;:, te 1 1 r U Cj Li !':? I l C J ct 1 n I ' 1 1 r ~~ · 11 , , ;,, o !:> 1 ti • !'> t i t 1 1 l r 

o t u bo p o r um re s istor , a s + <:• ou 

5 u b m L:11 t i p J a 5 d r.• !::; t: a s; cl e s ,,, r' .:;, 1'· 12 c: r ;;, m c o m p l E' t: '"' ", e n t e= c\ t é o 1 i m i t. e d e 

do nosso aparelho, o qu.=, l era d e 10 - 6 A. 

Em ob ser· \!F.<ITo os se qLiªr·,c: :i i:l S ele 

dobr·ament o ele r:, r;;. r· .. :(od o co n, ,::,t!? 16 + r~ eqi..it- r-, ci<:ls; , c c:,,,. ,~ r::: !:> po r . cl b·:·n t..E;s; e:·, 

4 dobr .=,mentos . E x i s t e m pou cos s i stemas com c ao s clr::; tenn:i n :( st.i co . 

outro 

1 r ov e s t i q ,:•c:ôe s; da s equc;,çôes; cli f e r ·E·' n c:i ais 

pc.:.rc 1 2. 1 s . q u um po 5s 1 VE.•.l r· D ITi J~' Ci l' .. t .;:, me r o to 

c ,:\ótico r• t:•s t es nun,.;,"t in i cir.;d. [J 

pro c e c:l i m n l o u s u i':i .l {> • p .;,,,. .i. r , cl u d i:'i5 CJI..I f::' L I E:!:'.i C I' E·!YE! IT1 o 

si st: e ma 1 por· e:-: e mp 1 o , i:. e qu <:lc: go da cont i rll .. t i el a de 1?111 um +luic:l o , 

equ;:,ç:~o 2 . 6) . d esctot.ré - 1 <='•=; e llt um CD r-t J UI"l t.O d e (7.:' qu .::1ç:ôe5 

ordinéri as . O p a radicm .=, d a din~mica aót ic a , o moc:le lo de L o ren z , 
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ciE.' S( r F.?·ll?. llo llflo 1 1 LI .I cf Co P 1 .~I C ii:l !:o 

recente [. "'', ( l J c:ono re s ultados e>: per i no e-:n t. .:;, i s , no s qu.:•l s 

dobr amentCJ de r:' -· r 1 o do 

per-lodo s ímp~res . Os autores most rar a m que 

Llfol rJ1 flo E' I"I S l CH'oC:t i 5 

( 1 l)). ITIE'SITIO qu E· ·f 1 LI t LI ,3 C: (:\e S e c cmtrol E'S d e 

: ;e j etilo coro s i cl P I~ c:uJo s , pod e occw rer roum 111 ;:, p ;:, 2[) 

1nvers 1 ve l ( m.:.p a de H '"non) , se p E~ r· ml ti r-mos mu d ,3n c.,:;;, s 

c~ d :i Ct b ,~, t l C c: ·t !5 I ' C:t S j:'l ê.d ' ~1111)( · l f' o .. . C: O I oi. f' u.l f ' . c t ,, ,r ,c, 1.. 1 ~ ~.~·.o r • r 1 l , .. r· 

em 

Assim. eventualmente , a expansgo d as equac:Je s que d esc r E\/ .m 

descarq.::, el étr· i c c:, em um si stemc:, e qu êi c;;: e e:; d eve 

mostrc:tl~ um fli êtPê• el e F'oinc.:tl~ é mc:ds rico (ou seja, 2D ) que o u sua l 

mapêt 1D. ·t1 pico cl,;; s SE?qi..i é>roc: :i r.o!S el e Fei CJE·nb.::lurn • 

• 



LU~.JLL.. LJ !:, fjE ~;; 

t r .:.b .;:d h o .;, 

PF.:' l ê• prlmP Jr .;:, ve :. , d e C:iotD!"> ci E?t er· nrJn:ís;tjco e no d(:>SC c3 1'" CI•'·•S t:~.lét.r· · jc.::. s 

em ga ses e :: cita d os. prJr~ urna tens;g,o DC: . seqiJênc: i a de 

f r·· ·' qi.r f!} r, c :i ,;;, !:> ·I o j 

obser v.:.d c-. efl• desc ar·q,:'ls e:>rn tubo s capi 1 a n ;:-s f echaclo r::; , c:ont.eroclo 

h~~ J 1 o . ~)equl§r.c.i a s d e d o b r-r..n.e r. to d e p e ríod o t ,:-,mbén, +or a n. 

u rn q r ê• n d e n LIITi e r o d e \/ é:"t ,,. 1 c~t V E~ 1 S e !:i LI Ct a n2d 1 se é 

c o m p 1 e >: .:. • A :i n d a q u e u rn '"' c:l E~ •:; c: r · 1 c :i!. o m E.' C an :i s enos 

rf?s pon s~. vej s pe .l o s ur'" q ttm::~ rd. o do co tnp or t . • :tiiH:-:•r, L. o o s c- .1 l ,;,,t ~ ~, , .. :i o t:..•s; L e ·1 a 

cl lr-od C:i falt.:i r-.clo. é es;pe r~ e:i clo c:. t r~ .:i v é s el E' um .:;, d es. c r~ ic:. ,';,o m.:-.c.r,.·o!">c c:,plca 

da descarga qu e , êtpesa r'· de ter llill:l tCJ~. de 

Adicionalmente, compet indo C. Cilli a s se q Liên c.l as de Fei qE~nbaum , 

e :-: P E' I'. :i no E~ r.t .;:d report.:.mo s cl o segundo e ;.: emp l o 

conr·,e,c.:jdo el e Llll • C E~nC:\ r'"· :io rnoc:I E• .I a do pc:-, rr· Lllll f1t E1pc:"l :_:]) (l lt o: q ::>C:t d E' llc;. •rtCJr"!) . 

v imo s CjLI E' c:.pr- eser·, t .:;-,n, Llfll c: Ollop c; r··· t ,;·,m e r, to 

c omp l e :-: o. quE~ er.vo.l VE~ mu :i tos; grau s d e li b ercl acl(=- , !3 i m i l .;:, r- ao 

presente no s mapa s 1D e 2D . 

I•Jo a s~:• ec: to E·>: per-· i mental , devemo '=. 

estud.:1do s .:.t. é aqo r~ .=-,, s~Ac) ITI C"Il 5 

cl e t .ecc;;:i:!te> 

e v id e nci arem as rota s ao caos . O fato d e qu e em nosso sistema a 



' ' '·' · 

nl!-lu l 1 ne .:::or é t ci llrb éiJr LI I! I ii'l q ,- ,,, n rJ e.~ a 

·f j ITr . quer f.• flr Ci!:o b ,:;, .l :i ~-:> r ' t 2 r· d esc.:<r q;;, pol' 

c.c:;ns.tl tuJ nun: 

• s 1 st em.:< e;.: t r ·em.:<rnE:•nt. E· 1 rnpor" t an t l'? . cujo es t. udo. ne•s t E' ou em out r · os 

aspecto s . est.á lonq e d~ ser esqot.:<do . 
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