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Resumo

Nesta dissertação estudamos sob que condições um módulo de comprimento finito

pode ser imerso em um módulo injetivo de comprimento finito. Também apresen-

tamos a caracterização, dada por Hirano em [8], para os anéis sobre os quais todo

módulo de comprimento finito tem um fecho injetivo de comprimento finito, os cha-

mados de π-V-anéis. Além disso, mostramos que as extensões normais finitas de

π-V-anéis são também π-V-anéis.

Palavras-chave: Módulos de comprimento finito; Fecho injetivo; π-V-anéis;

Extensões normais finitas.
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Abstract

In this dissertation we study under what conditions a module of finite length can

be embedded in an injective module of finite length. Also, we present a charactiza-

tion, given by Hirano in [8], for the rings over which all module of finite length has

an injective hull of finite length, the so called π-V-rings. Moreover, we show that

finite normalizing extensions of π-V-rings are also π-V-rings.

Keywords: Modules of finite length; Injective hull; π-V-rings; Finite normali-

zing extensions.
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Introdução

B. Eckman e A. Schopf mostraram em [6] que todo módulo pode ser imerso

em um módulo injetivo. Azumaya em [3] deixou como problema aberto a seguinte

questão:

Problema 1. Se R é um anel artiniano à esquerda e RM é um módulo que tem

comprimento finito, existe um R-módulo injetivo de comprimento finito que contém

RM?

Rosenberg e Zelinsky estudaram este problema em [17]. Eles conseguiram mos-

trar que, para anéis arbitrários com unidade, um módulo que tem comprimento finito

pode ser imerso num módulo injetivo com comprimento finito se, e somente se, o

seu fecho injetivo tem comprimento finito (Proposição 2.1.1). Logo, eles observaram

que quando R é o anel dos números inteiros Z, o seu fecho injetivo, os números

racionais Q, não tem comprimento finito como Z-módulo. Assim, ficou claro que o

Problema 1 não tem uma resposta positiva sobre anéis arbitrários. Retornando ao

problema original, quando o anel R é artiniano à esquerda, conseguiram mostrar que

o problema não tinha uma resposta afirmativa (ver Teorema 2.2.7 e Exemplo 2.2.9).

Contudo, eles provaram que o Problema 1 era equivalente a uma generalização do

seguinte problema, formulado por Artin alguns anos antes, em [10]:

Problema 2. Um anel de divisão finito dimensional à direita sobre um subanel de

divisão, também é finito dimensional à esquerda?

A generalização deste problema é dada quando substituímos as hipóteses sobre o

anel e o subanel, trocando o anel de divisão finitamente gerado à direita por um anel

simples artiniano finitamente gerado à direita e o subanel de divisão por um subanel

semissimples artiniano (Teorema 2.2.14). Rosenberg e Zelinsky conjeturaram que,

ainda para anéis semissimples, o Problema 1 e sua equivalência nem sempre iriam
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ter uma resposta afirmativa; porém, não conseguiram apresentar nenhum contra-

exemplo. Na última seção de [17] os autores caracterizam alguns anéis sobre os

quais um módulo simples tem fecho injetivo com comprimento finito.

No ano de 1971, Michler e Villamayor estudaram em [14] os anéis sobre os quais

um módulo simples é injetivo. Neste artigo, eles conseguem fazer uma caracterização

de tais anéis. Posteriormente, estes anéis foram chamados de V-anéis em homenagem

a Villamayor.

Y. Hirano, no ano de 2000, fez em [8] uma caracterização dos anéis sobre os

quais todo módulo com comprimento finito tem fecho injetivo com comprimento

finito, chamando tais anéis de π-V-anéis. Além disso, Hirano provou que algumas

extensões normais finitas dos π-V-anéis são também π-V-anéis.

Nesta dissertação estudamos as contribuições de Rosenberg e Zelinsky ao Pro-

blema 1, bem como as caracterizações de Hirano dos π-V-anéis. A dissertação está

dividida em três capítulos. No Capítulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessários

para o desenvolvimento detalhado dos capítulos posteriores.

No Capítulo 2 discutimos os resultados obtidos por Rosenberg e Zelinsky, os quais

aparecem na segunda seção de [17]. Este Capítulo está dividido em duas seções:

na primeira, apresentamos algumas equivalências para quando um R-módulo de

comprimento finito é imerso num R-módulo injetivo de comprimento finito, exigindo

que o anel R apenas tenha unidade; a segunda seção está dividida em duas subseções

e nelas assumimos, além da unidade, que R seja artiniano à esquerda, enquanto

que na segunda, R é um anel artiniano. Para encerrar esta seção mostramos dois

resultados nos quais um anel ser finitamente gerado à direita sobre um subanel,

implica que também é finitamente gerado à esquerda sobre o mesmo subanel.

No Capítulo 3 discutimos os resultados de Hirano sobre os π-V-anéis e os n-V-

anéis. Na primeira seção apresentamos a caracterização dos π-V-anéis e os n-V-

anéis, como também algumas propriedades deles. Na última seção mostramos que

uma extensão normal finita de um π-V-anel também é um π-V-anel.
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Capítulo 1

Pré-requisitos

Neste capítulo, além de fixar notações, apresentamos alguns conceitos e resulta-

dos da Teoria de Anéis e da Teoria de Módulos necessários para a compreensão dos

Capítulos 2 e 3. A maioria dos resultados aqui apresentados não são demonstrados

no texto, por serem resultados clássicos e para evitar que a dissertação se torne

muito extensa. O leitor interessado pode consultar as respectivas demonstrações

nas referências citadas.

Assumimos familiaridade com os seguintes conceitos: anel, ideal, ideal à es-

querda, ideal à direita, módulo, submódulo e bimódulo. Dados dois anéis com

unidade R e T , como é usual na Teoria de Módulos, um R-módulo à esquerda M

será denotado por RM ; um T -módulo à direita N , por NT ; e um (R, T )-bimódulo

P , por RPT .

1.1 Módulos, R-homomorfismos e Sequências
Exatas

Embora vários resultados apresentados neste capítulo valem para anéis sem unidade,

no que segue, R sempre denotará um anel com unidade.

Definição 1.1.1. Seja M um R-módulo à esquerda. O anulador de M , denotado

AnnM , é definido como sendo o conjunto:

AnnM := {r ∈ R : rM = 0} .

Não é difícil verificar, diretamente da definição, que AnnM é um ideal de R.

4



Proposição 1.1.2. Seja I um ideal do anel R.

1. Se RM é um R-módulo e I ⊆ AnnRM , então M é um R/I-módulo à esquerda

com a operação definida pela correspondência · : R/I ×M −→ M dada por

(r̄, m) 7−→ r̄ ·m = rm.

2. Se MR é um R-módulo e I ⊆ AnnMR, então M é um R/I-módulo à direita

com a operação definida pela correspondência · : M × R/I −→ M dada por

(m, r̄) 7−→ m · r̄ = mr.

Em outras palavras, o que diz a proposição anterior é que se I ⊆ AnnRM (resp.

I ⊆ AnnMR) então a ação à esquerda (resp. à direita) do anel R/I sobre M é a

mesma do anel R sobre M .

Demonstração. Vamos provar o item 1, pois a prova do item 2 é análoga. Como RM

é R-módulo, é suficiente mostrar que a operação está bem definida. Se r̄1 = r̄ ∈ R/I,
então r1 − r ∈ I. Logo, (r1 − r)m = 0 para todo m ∈ M ; e então r̄1 ·m = r1m =

rm = r̄ ·m, para todo m ∈M .

Definição 1.1.3. SeM e N são R-módulos à esquerda, uma aplicação f : M −→ N

é um R-homomorfismo se é uma função que satisfaz:

1. f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2), para todos m1,m2 ∈M ;

2. f(rm) = rf(m), para todo m ∈M e para todo r ∈ R.

Analogamente, define-se um R-homomorfismo de R-módulos à direita.

Denotaremos por 1M o R-homomorfismo identidade de um R-módulo M . Um

R-homomorfismo f : M −→ M será chamado de R-endomorfismo. Dado um R-

homomorfismo de módulos f : M −→ N , o núcleo de f , denotado por Ker(f), é

o conjunto {m ∈M : f(m) = 0} ⊆ M e a imagem de f , denotada por Im(f), é o

conjunto {f(m) : m ∈M} ⊆ N . Note que Ker(f) é R-submódulo de M e Im(f)

é R-submódulo de N . Um R-monomorfismo é um R-homomorfismo injetor, e um

R-epimorfismo é dito um R-homomorfismo sobrejetor. Um R-homomorfismo que é

injetor e sobrejetor é um R-isomorfismo.
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Observação 1.1.4. Vamos usar o símbolo “ ∼= ” para indicar um isomorfismo entre

duas estruturas algébricas, não somente de R-módulos. Assim, quando escrevemos

V ∼= W , queremos dizer que V e W possuem a mesma estrutura algébrica com suas

respectivas propriedades.

Para dois R-módulos M e N , o grupo de todos os R-homomorfismos (à direita

ou à esquerda) de M em N será denotado por HomR(M,N) e tal grupo é abeliano

(aditivo). Quando M = N , em lugar de HomR(M,N) escreveremos EndR(M), ou

simplesmente End(M), para denotar o grupo de R-endomorfismos de M .

Um problema de interesse na teoria é proporcionar uma estrutura de módulo

para o grupo HomR(M,N). Não é difícil verificar que se o anel R é comutativo, de

fato, HomR(M,N) tem uma estrutura de R-módulo. O seguinte teorema apresenta

outras formas de proporcionar uma estrutura de módulo para o grupoHomR(M,N).

Teorema 1.1.5. ([7], Chapter IV, Theorem 4.8) Sejam R e T anéis com unidade.

Então:

1. Dados um (R, T )-bimódulo RMT e um R-módulo RN , HomR(RMT , RN) é um

T -módulo à esquerda definindo a ação, para todo f ∈ HomR(RMT ,RN) e todo

t ∈ T :
(tf)(m) = f(mt), para cada m ∈M ;

2. Dados um R-módulo RM e um (R, T )-bimódulo RNT , HomR(RM, RNT ) é um

T -módulo à direita definindo a ação, para todo f ∈ HomR(RM, RNT ) e todo

t ∈ T :
(ft)(m) = f(m)t, para cada m ∈M.

Fixando um R-módulo S, para cada R-homomorfismo f ∈ HomR(M,N) pode-se

associar um homomorfismo de grupos

f ∗ : HomR(N,S) −→ HomR(M,S)
ϕ 7−→ ϕ ◦ f.

Quando HomR(N,S) e HomR(M,S) são R-módulos à direita (resp. à esquerda),

então f ∗ é um R-homomorfismo de módulos à direita (resp. à esquerda). A seguinte

proposição tem algumas propriedades deste homomorfismo.
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Proposição 1.1.6. ([16], pgs. 134 e 135) Sejam f ∈ HomR(N,P ) e g ∈ HomR(M,N).

Então

1. (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗;

2. (1N)∗ = 1HomR(N,S);

3. (0N)∗ = 0HomR(N,S).

Definição 1.1.7. Seja {fi : Mi −→Mi+1}i∈I uma família de R-homomorfismos.

Dizemos que a sequência:

Mi−1 Mi Mi+1
... -

fi−2 -
fi−1 -

fi -
fi+1 ...

é exata em Mi se Ker(fi) = Im(fi−1). Se a sequência é exata para todo Mi, então

dizemos esta é uma sequência exata.

Note que, se f : M −→ N é um R-homomorfismo, então:

• 0 −→M
f−→ N é exata se, e somente se, f é um R-monomorfismo;

• M f−→ N −→ 0 é exata se, e somente se, f é um R-epimorfismo.

Definição 1.1.8. 1. Uma sequência exata de R-módulos

0 −→M
f−→ N

g−→ P −→ 0

é chamada de sequência exata curta.

2. Dizemos que uma sequência 0 −→M
f−→ N cinde, se existe um R-homomorfismo

f ′ : N −→M tal que f ′ ◦ f = 1M .

3. Dizemos que uma sequência P g−→ Q −→ 0 cinde, se existe um R-homomorfismo

g′ : Q −→ P tal que g ◦ g′ = 1Q.

Pode-se mostrar que numa sequência exata curta 0 −→ M
f−→ N

g−→ P −→ 0,

0 −→M
f−→ N cinde se, e somente se, N g−→ P −→ 0 cinde.

Proposição 1.1.9. Se a sequência de R-módulos M f−→ N
g−→ P −→ 0 é uma

sequência exata, então a sequência

0 −→ HomR(P, S)
g∗−→ HomR(N,S)

f∗−→ HomR(M,S),

também é exata para todo R-módulo S, isto é, Im(g∗) = Ker(f ∗) e g∗ é R-monomorfismo.
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Demonstração. Seja ϕ ∈ HomR(P, S) tal que g∗(ϕ) = ϕ ◦ g = 0. Como g é

epimorfismo, ϕ(P ) = 0. Logo ϕ = 0 e então Ker(g∗) = 0. Resta mostrar que

Im(g∗) = Ker(f ∗).

ComoKer(g) = Im(f), segue que g◦f = 0. Então, dado g∗(ϕ) = ϕ◦g ∈ Im(g∗),

temos f ∗(g∗(ϕ)) = f ∗(ϕ ◦ g) = ϕ ◦ (g ◦ f) = ϕ ◦ 0 = 0. Logo Im(g∗) ⊆ Ker(f ∗).

Por outro lado, se ψ ∈ Ker(f ∗), então f ∗(ψ) = ψ ◦ f = 0.

Vamos mostrar que φ : P −→ S dada pela correspondência y 7−→ ψ(x), onde

g(x) = y, está bem definida. De fato, como g é epimorfismo, para cada y ∈ P , existe
x ∈ N tal que g(x) = y. Além disso, se φ(y1) = φ(y2) então ψ(x1) = ψ(x2), sendo

y1 = g(x1) e y2 = g(x2). Note que para concluir que y1 = y2 é suficiente mostrar

que Ker(g) ⊆ Ker(ψ). Logo por hipótese, para cada x ∈ Ker(g) existe z ∈ M tal

que f(z) = x. Dado que ψ ◦ f = 0, então para cada x ∈ Ker(g) existe z ∈ M tal

que ψ(x) = ψ(f(z)) = 0. Logo Ker(g) ⊆ Ker(ψ) e φ está bem definida.

Além disso, como ψ e g são R-homomorfismos, também φ o é. Por último, da

definição de φ segue que ψ = φ ◦ g = g∗(φ). Então Ker(f ∗) ⊆ Im(g∗).

Proposição 1.1.10. ([16], Proposição V.1.5) Seja {Mj}j∈J uma família de R-

módulos à esquerda e S um R-módulo à esquerda dado. Então:

1. HomR(S,
∏
j∈J
Mj) ∼=

∏
j∈J
HomR(S,Mj);

2. HomR( ⊕
j∈J
Mj, S) ∼=

∏
j∈J
HomR(Mj, S).

Definição 1.1.11. Dado um anel R define-se o anel oposto, denotado por Rop, como

sendo a estrutura algébrica (R,+, ·op) onde (R,+) é a estrutura de grupo abeliano

de R e ·op é o produto definido por x ·op y := yx, para todos x, y ∈ R.

Proposição 1.1.12. Para qualquer anel R, Rop ∼= End(RR) como anéis.

Demonstração. Definindo a aplicação ψ como segue

ψ :Rop−→End(RR)
x 7−→ ψ(x) : R−→R

r 7−→ψ(x)(r) = rx

temos que:
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• ψ é um homomorfismo de anéis: pois para todos x, y ∈ Rop, tem-se ψ(x +

y)(r) = r(x + y) = rx + ry = ψ(x)(r) + ψ(y)(r), para cada r ∈ R; isto é,

ψ(x+y) = ψ(x)+ψ(y). Também, para todos x, y ∈ Rop, tem-se ψ(x ·opy)(r) =

r(x ·op y) = r(yx) = (ry)x = ψ(x)(ry) = ψ(x)[ψ(y)(r)], para cada r ∈ R; isto
é, ψ(x ·op y) = ψ(x) ◦ ψ(y).

• ψ é injetor: se ψ(x) = ψ(y), então rx = ry, para todo r ∈ R. Logo, para

r = 1, obtemos que x = y.

• ψ é sobrejetor: dado f ∈ End(RR), seja f(1) = x0. Logo, para todo r ∈ R
temos f(r) = rf(1) = rx0 = ψ(x0)(r); isto é, f = ψ(x0).

Portanto, ψ é isomorfismo de anéis.

1.2 Sequências de Composição

Definição 1.2.1. SejaM um R-módulo. Dadas duas cadeias finitas de R-submódulos

de M :

(i) M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr = 0

(ii) M = M
′

0 ⊃M
′

1 ⊃ . . . ⊃M
′

r′
= 0,

diz-se que (ii) é um refinamento de (i) se todo sumódulo que figura em (i) está em

(ii), e que (ii) é um refinamento próprio de (i) se (ii) é um refinamento de (i)

e, além disso, (ii) possui submódulos distintos dos que figuram em (i).

Uma cadeia finita M = M0 ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Mr = 0 que não admite nenhum

refinamento próprio é uma sequência de composição. O inteiro r é chamado de

comprimento da sequência.

Definição 1.2.2. Duas sequências de composição:

(i) M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr = 0

(ii) M = M
′

0 ⊃M
′

1 ⊃ . . . ⊃M
′

r′
= 0

são ditas sequências equivalentes se r = r′ e existe uma permutação σ do conjunto

{0, 1, . . . , r − 1} tal que (Mi/Mi+1) ∼= (M ′
σ(i)/M

′
σ(i)+1), 0 ≤ i ≤ r − 1.
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Lema 1.2.3. [Zassenhaus]([16], p.170, Lema 1.) Seja M um R-módulo. Se N ⊂ P

e N ′ ⊂ P ′ são R-submódulos de M , então

N + (P ∩ P ′)
N + (P ∩N ′)

∼=
P ∩ P ′

(N ∩ P ′) + (N ′ ∩ P )
∼=
N ′ + (P ∩ P ′)
N ′ + (P ′ ∩N)

Lema 1.2.4. [Schreier]([16], p.171, Lema 2.) Para quaisquer duas sequências

(i) M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr = 0

(ii) M = M
′

0 ⊃M
′

1 ⊃ . . . ⊃M
′

r′
= 0,

existem refinamentos (i)′ e (ii)′, respectivamente para (i) e (ii), que são equivalentes.

Teorema 1.2.5. [Jordan-Holder]([16], Proposição VI.3.1.) Seja M um R-módulo

que admite uma sequência de composição. Então:

1. Toda cadeia de submódulos estritamente descendente é finita e admite um re-

finamento, que é uma sequência de composição;

2. Duas sequências de composição de M são equivalentes.

Corolário 1.2.6. SeM admite uma sequência de composição, então todo submódulo

de M admite uma sequência de composição.

O item 2 do Teorema 1.2.5 permite dar a seguinte definição.

Definição 1.2.7. Se um módulo M admite uma sequência de composição, o com-

primento de M , denotado por `R(M), é o comprimento desta sequência de com-

posição.

Definição 1.2.8. Um R-módulo à esquerda M é dito artiniano se toda cadeia

decrescente de R-submódulos à esquerda

M0 ⊇M1 ⊇ . . . ⊇Mn ⊇ . . .

é estacionária, isto é, existe n0 tal que Mn0 = Mn0+t para todo inteiro t ≥ 0. Um R-

módulo à esquerdaM é dito noetheriano, se toda cadeia crescente de R-submódulos

à esquerda

M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn ⊆ . . .

é estacionária, isto é, existe n0 tal que Mn0 = Mn0+t para todo inteiro t ≥ 0.
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Analogamente, pode-se definir um R-módulo artiniano (resp. noetheriano) à di-

reita. Um módulo é artiniano (resp. noetheriano) se é artiniano (resp. noetheriano)

à esquerda e à direita.

Observação 1.2.9. Na literatura matemática algumas vezes para fazer referência a

um R-módulo artiniano à esquerda (resp. à direita) se diz que o módulo satisfaz a

condição de cadeia descendente (DCC) à esquerda (resp. à direita). Analogamente,

se diz que um R-módulo é noetheriano à esquerda (resp. à direita) se satisfaz a

condição de cadeia ascendente (ACC) à esquerda (resp. à direita).

Proposição 1.2.10. ([7], Chapter IV, Theorem 1.11) Seja M um R-módulo à es-

querda (resp. à direita). Então M é artiniano e noetheriano se, e somente se, M

tem uma sequência de composição.

Proposição 1.2.11. Sejam N , M e L R-módulos à esquerda (resp. à direita). Se

0 −→ N
f→ M

g→ L −→ 0 é uma sequência exata, então M é artiniano (resp.

noetheriano) se, e somente se, N e L são artinianos (resp. noetherianos).

Demonstração. Vamos fazer a prova só para o caso de R-módulos artinianos, pois o

caso de R-módulos noetherianos é análogo.

(⇒) Assumimos que M é artiniano. Sejam L1 ⊇ L2 ⊇ . . . e N1 ⊇ N2 ⊇ . . .

cadeias descendentes de R-submódulos de L e N , respectivamente. Logo,

g−1(L1) ⊇ g−1(L2) ⊇ . . . e f(N1) ⊇ f(N2) ⊇ . . . são cadeias descendentes de R-

submódulos deM . ComoM é R-módulo artiniano, existem inteiros positivos t1 e t2
tais que g−1(Lt1+j) = g−1(Lt1) e f(Nt2+j) = f(Nt2), para todo inteiro j ≥ 0. Então,

como g é sobrejetora, Lt1+j = Lt1 e, como f é injetora, Nt2+j = Nt2 para todo inteiro

j ≥ 0. Portanto, L e N são R-módulos artinianos.

(⇐) Assumimos que N e L são R-módulos artinianos. Seja M1 ⊇M2 ⊇ . . . uma

cadeia descendente de R-submódulos de M . Daí, obtemos as cadeias descendentes

de R-submódulos, f−1(M1) ⊇ f−1(M2) ⊇ . . . e g(M1) ⊇ g(M2) ⊇ . . ., de N e L,

respectivamente. Como N e L são artinianos, existem inteiros positivos t1 e t2 tais

que f−1(Mt1+j) = f−1(Mt1) e g(Mt2+j) = g(Mt2) para todo inteiro j ≥ 0. Agora, se

t = max{t1, t2}, obtemos que f−1(Mt+j) = f−1(Mt) e g(Mt+j) = g(Mt) para todo

inteiro j ≥ 0.
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Dado j ≥ 0 um inteiro fixo, vamos mostrar que Mt = Mt+j. Para isto, como

Mt ⊇ Mt+j, é suficiente mostrar que Mt ⊆ Mt+j. Seja x ∈ Mt. Temos então que

g(x) ∈ g(Mt) = g(Mt+j) e, assim, existe y ∈ Mt+j tal que g(x) = g(y). Logo,

x− y ∈ Ker(g) = Im(f) e, como x− y ∈Mt, obtemos que f(z) = x− y para algum

z ∈ f−1(Mt) = f−1(Mt+j). Daí, segue que x = f(z) + y ∈Mt+j.

Proposição 1.2.12. Se M1, . . . ,Mt são R-módulos à esquerda (resp. à direita)

então M =
t
⊕
j=1
Mj é um R-módulo finitamente gerado à esquerda (resp. à direita)

se, e somente se, cada Mj é finitamente gerado à esquerda (resp. à direita).

Demonstração. Vamos fazer a prova para R-módulos à esquerda, pois a prova para

os R-módulos à direita é análoga.

Se RM é finitamente gerado, existem m1, . . . ,mk ∈M tais que para todo m ∈M
fixo:

m =
k∑
l=1

rlml, para alguns, r1, . . . , rk ∈ R.

Como M =
t
⊕
j=1
Mj então, para cada l = 1, . . . , k, temos ml =

t∑
j=1

mlj com mlj ∈Mj.

Daí, segue que:

m =
k∑
l=1

rl

(
t∑

j=1

mlj

)
=

k∑
l=1

(
t∑

j=1

rlmlj

)
=

t∑
j=1

(
k∑
l=1

rlmlj

)
.

Observamos que para j = 1, . . . , t,
k∑
l=1

rlmlj ∈ RMj. Em particular, se m ∈ RM j,

então

m =
t∑

j=1

(
k∑
l=1

rlmlj

)
e daí m−

k∑
l=1

rlmli =
t∑

i 6=j=1

(
k∑
l=1

rlmlj

)
∈Mi

⋂ t∑
i 6=j=1

Mj = (0).

Logo, m =
k∑
l=1

rlmlj. Portanto, para cada i = 1, . . . , t, RMi = R < m1i, . . . ,mki >.

Reciprocamente, se os R-módulos RM1, . . . , RMt são finitamente gerados, não é

difícil ver que a união de todos geradores dos RMj é um conjunto gerador de RM .

Definição 1.2.13. Um anel R é artiniano (resp. noetheriano) à esquerda se o

módulo regular RR é artiniano (resp. noetheriano) à esquerda. Analogamente, pode-

se definir um anel artiniano (resp. noetheriano) à direita. Um anel artiniano (resp.

noetheriano) é um anel artiniano (resp. noetheriano) à esquerda e à direita.
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1.3 Radical de Jacobson e Semissimplicidade

Definição 1.3.1. O radical de Jacobson do anel R, denotado por J(R), é definido

como a interseção de todos os ideais maximais à esquerda de R.

Definição 1.3.2. Sejam R um anel e M um R-módulo à esquerda.

1. M é dito um R-módulo simples (ou irredutível), se M 6= 0 e os únicos

R-submódulos de M são 0 e M .

2. M é dito um R-módulo semissimples (ou completamente redutível), se cada

submódulo de M é um somando direto de M .

É imediato da definição anterior que todo R-módulo simples é semissimples, mas

a recíproca não é verdadeira. Por exemplo, o módulo nulo é semissimples e não é

simples.

Lema 1.3.3. ([13], Lemma 4.1) Seja R um anel. Para cada y ∈ R, as seguintes

condições são equivalentes:

1. y ∈ J(R);

2. 1− xy é inversível à esquerda, para qualquer x ∈ R;

3. yM = 0, para qualquer R-módulo simples à esquerda RM .

Corolário 1.3.4. Seja S a família de todos os R-módulos à esquerda simples. Então

J(R) =
⋂
M∈S

AnnM.

Em particular, J(R) é um ideal de R.

Demonstração. Aplicando o Lema 1.3.3 temos que: y ∈ J(R) se, e somente se,

yM = 0, para todo R-módulo à esquerda M ∈ S.

Como, para cada M ∈ S, AnnM é um ideal e a interseção de ideais é um ideal,

segue que J(R) é um ideal de R.

Proposição 1.3.5. RM é um R-módulo simples se, e somente se, M ∼= R/I como

R-módulos à esquerda, para algum ideal à esquerda maximal I de R.
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Proposição 1.3.6. ([16], Teorema VI.3.1.) Seja M um R-módulo à direita ou à

esquerda. A cadeia

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr = 0,

é uma sequência de composição se, e somente se, cada quociente Mi/Mi+1, é um

R-módulo simples, para i = 0, . . . , r − 1.

Proposição 1.3.7. ([7], Chapter IV, Theorem 1.8) Se o anel R é noetheriano (ar-

tiniano) à direita, e MR é um R-módulo à direita finitamente gerado, então MR

também é noetheriano (artiniano).

Proposição 1.3.8. Sejam R um anel e M um R-módulo à esquerda. Se N e K são

R-submódulos de RM tais que `R (M/N) = r < ∞ e `R (M/K) = r′ < ∞, então

`R
(

M
N∩K

)
≤ r′ + r.

Demonstração. Por hipótese, existem as sequências de composição:

M/N = M0/N ⊃ . . . ⊃Mr/N = 0 e M/K = M ′
0/K ⊃ . . . ⊃M ′

r′/K = 0

dos R-módulos à esquerda M/N e M/K, respectivamente. Assim, pela Proposição

1.3.6, segue que os quocientes Mi/N
Mi+1/N

e M ′j/K

M ′j+1/K
são simples para i = 0, . . . , r − 1 e

j = 0, . . . , r′−1. Como Mi/N
Mi+1/N

∼= Mi

Mi+1
e M ′j/K

M ′j+1/K
∼= M ′j

M ′j+1
como R-módulos à esquerda,

obtemos que Mi

Mi+1
e M ′j
M ′j+1

são simples, para i = 0, . . . , r− 1 e j = 0, . . . , r′ − 1. Com

os fatos anteriores, vamos construir uma sequência de composição para o R-módulo

à esquerda M
N∩K .

Na cadeia de R-módulos

M

N ∩K
=

M0

N ∩K
⊃ . . . ⊃ Mr

N ∩K
=

N

N ∩K
(1.1)

temos que, para i = 0, . . . , r − 1, Mi/(N∩K)
Mi+1/(N∩K)

∼= Mi

Mi+1
como R-módulos à esquerda.

Logo, como cada R-módulo à esquerda Mi

Mi+1
é simples, segue que cada quociente

Mi/(N∩K)
Mi+1/(N∩K)

é umR-módulo à esquerda simples. Consideramos a cadeia deR-módulos

à esquerda:
N

N ∩K
=
M ′

0 ∩N
N ∩K

⊇ . . . ⊇ M ′
r′ ∩N
N ∩K

= 0. (1.2)

Temos, para cada j = 0, . . . , r′ − 1, que a aplicação

ϕj :M ′
j ∩N−→M ′

j/M
′
j+1

x 7−→x+M ′
j+1
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é um R-homomorfismo. Observamos que x ∈ Ker(ϕj) se, e somente se, x ∈M ′
j∩N e

x ∈M ′
j+1 se, e somente se, x ∈M ′

j+1∩N . Daí, pelo Teorema dos R-homomorfismos,

existe um R-monomorfismo ϕ̄j :
M ′j∩N
M ′j+1∩N

−→ M ′j
M ′j+1

. Logo, como M ′j
M ′j+1

é um R-módulo

à esquerda simples, segue que M ′j∩N
M ′j+1∩N

∼= M ′j
M ′j+1

ou M ′j∩N
M ′j+1∩N

= 0. Assim, temos

M ′
j ∩N

N ∩K
=
M ′

j+1 ∩N
N ∩K

ou
(M ′

j ∩N)/(N ∩K)

(M ′
j+1 ∩N)/(N ∩K)

∼=
M ′

j ∩N
M ′

j+1 ∩N
∼=

M ′
j

M ′
j+1

como R-módulos à esquerda. Assim, se tirarmos da cadeia (1.2) os submódulos

repetidos M ′j∩N
N∩K =

M ′j+1∩N
N∩K , obtemos uma cadeia

N

N ∩K
=
M ′′

1 ∩N
N ∩K

) . . . )
M ′′

r′′ ∩N
N ∩K

= 0, (1.3)

onde cada quociente M ′′l ∩N
N∩K é um R-módulo à esquerda simples, para l = 0, . . . , r′′−1.

Logo, juntando as cadeias (1.1) e (1.3), obtemos que a cadeia

M

N ∩K
=

M0

N ∩K
⊃ . . . ⊃ Mr

N ∩K
=

N

N ∩K
=
M ′′

1 ∩N
N ∩K

) . . . )
M ′′

r′′ ∩N
N ∩K

= 0

é uma sequência de composição para o R-módulo à esquerda M/(N ∩ K), pela

Proposição 1.3.6. Como r′′ ≤ r′, obtemos que `R
(

M
N∩K

)
≤ r′ + r.

Proposição 1.3.9. ([13], Observação 2.2) Todo submódulo e todo quociente de

um módulo semissimples também é semissimples. Também a imagem por um R-

homomorfismo de um R-módulo semissimples é semissimples.

Teorema 1.3.10. ([13], Theorem 4.12) Seja R um anel artiniano à esquerda. Então

J(R) é o maior ideal à esquerda nilpotente de R, e também o maior ideal à direita

nilpotente.

Proposição 1.3.11. ([13], Proposition 4.6) Seja U um ideal de R tal que U ⊆ J(R).

Então

J(R/U) = J(R)/U .

Teorema 1.3.12. ([13], Theorem 2.4) Para todo R-módulo RM , as seguintes pro-

priedades são equivalentes:

1. M é semissimples;

2. M é uma soma direta de uma família de submódulos simples;
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3. M é a soma de uma família de submódulos simples.

Proposição 1.3.13. Seja M um R-módulo à esquerda (resp. à direita) semissim-

ples. Então M é noetheriano à esquerda (resp. à direita) se, e somente se,é artini-

ano à esquerda (resp. à direita) se, e somente se, é finitamente gerado à esquerda

(resp. à direita).

Demonstração. Como M é semissimples, pelo item 2 do Teorema 1.3.12, M tem

que ser soma direta de R-módulos simples, isto é, M = ⊕
j∈J
Sj, com Sj um R-módulo

simples. Daí, basta observar que tomando só uma das três hipóteses, M artiniano,

ou M noetheriano ou M um R-módulo finitamente gerado, obtemos que M =
k
⊕
j=1
Sj. Logo, obtemos que M é um R-módulo artiniano, noetheriano e finitamente

gerado.

Proposição 1.3.14. ([16], Proposição VI.5.3) Um R-módulo à esquerda, ou à di-

reita, semissimples é finitamente gerado se, e somente se, é de comprimento finito.

Proposição 1.3.15. (Lema de Schur) Seja M um R-módulo simples à esquerda ou

à direita. Então EndR(M) é um anel de divisão.

Demonstração. Vamos fazer a prova para quando M é R-módulo à esquerda pois

a prova do outro caso é análogo. Seja f ∈ End(RM) não-nulo. Como RM é

simples e o núcleo e a imagem de R-homomorfismos são R-submódulos de RM ,

então Ker(f) = 0 e f(RM) = RM . Assim, f é um R-isomorfismo. Logo, existe

f−1 ∈ End(RM) e, então, End(RM) é de fato um anel de divisão.

Teorema 1.3.16. ([13], Theorem 2.5) Para um anel R as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. Toda sequência exata curta de R-módulos à esquerda cinde;

2. Todos os R-módulos à esquerda são semissimples;

3. Todos os R-módulos à esquerda finitamente gerados são semissimples;

4. Todos os R-módulos à esquerda cíclicos são semissimples;

5. O R-módulo regular RR é semissimples.
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Definição 1.3.17. Um anel que satisfaz uma das condições anteriores (e portanto

todas) é dito um anel semissimples à esquerda.

Teorema 1.3.18. [Wedderburn-Artin]([13], Theorem 3.5) Seja R um anel semis-

simples. Então R ∼= Mn1(D1)×· · ·×Mnr(Dr) para alguns anéis de divisão adequados

D1, . . . , Dr e números inteiros positivos n1, . . . , nr. O número r é unicamente deter-

minado como também o são, a menos de isomorfismo, os pares (n1, D1), . . . , (nr, Dr).

Corolário 1.3.19. ([13], Corollary 3.7) Um anel R é semissimples à esquerda se,

e somente se, é semissimples à direita.

Proposição 1.3.20. Todo anel semissimples é finitamente gerado.

Demonstração. Se R é semissimples, pelo item 5 do Teorema 1.3.16 e o item 2 do

Teorema 1.3.12, segue que R = ⊕
i∈I

Ui, onde cada Ui é ideal à esquerda minimal de

R. Como 1 ∈ R, então 1 = u1 + · · ·+un com uj ∈ Uij, 1 ≤ j ≤ n. Logo, R é gerado

pelo conjunto {u1, . . . , un}.

Definição 1.3.21. O socle de um R-módulo M é a soma de todos os R-submódulos

simples de M .

Proposição 1.3.22. Seja RN um R-módulo semissimples e RM um R-módulo com

socle S. Então HomR(N,M) = HomR(N,S).

Demonstração. Do Teorema 1.3.12 e da Definição 1.3.21, segue que o socle S é o

maior submódulo semissimples de M . Pela Proposição 1.3.9 toda imagem por um

R-homomorfismo de um módulo semissimples é também semissimples. Assim

HomR(N,M) = HomR(N,S).

Definição 1.3.23. Um anel R é dito Jacobson semissimples (ou J-semissimples)

se J(R) = 0.

Corolário 1.3.24. Para todo anel R, R/J(R) é J-semissimples.

Demonstração. É imediato da Proposição 1.3.11.
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Teorema 1.3.25. ([13], Theorem 4.14) Para qualquer anel R, as seguintes afirma-

ções são equivalentes:

1. R é semissimples;

2. R é J-semissimples e artiniano à esquerda.

Corolário 1.3.26. R/J(R) é semissimples se R é artiniano à esquerda.

Demonstração. É imediato do Corolário 1.3.24 e o item 2 do Teorema 1.3.25.

Teorema 1.3.27. ([13], Theorem 3.3) Seja D um anel de divisão e seja R = Mn(D)

o anel de matrizes n× n com entradas em D. Então:

1. R é simples, semissimples à esquerda, artiniano à esquerda e noetheriano à

esquerda;

2. R tem, a menos de isomorfismo, um único módulo à esquerda simples V . Além

disso, R age fielmente sobre V e R ∼= nV ;

3. O anel de endomorfismos End(RV ), visto como um anel de operadores à direita

sobre V , é isomorfo a D.

Observação 1.3.28. Com respeito ao item 1 do Teorema 1.3.27, também é possível

provar que o anel R é artiniano à direita e noetheriano à direita.

1.4 Anéis Triangulares

Proposição 1.4.1. Seja M um R-bimódulo. Então

A :=

{(
r m
0 r

)
: r ∈ R, m ∈M

}
,

é um anel com as operações usuais de matrizes. Além disso:

1. Os ideais à esquerda de A são da forma I =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ I1, m ∈ I2

}
,

com I1 um ideal à esquerda de R e I2 um R-submódulo à esquerda de M que

contém MI1.
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2. Os ideais à direita de A são da forma J =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ J1, m ∈ J2

}
, com

J1 um ideal à direita de R e J2 um R-submódulo à direita de M que contém

J1M .

Demonstração. A verificação de que A é anel não é difícil. Vamos fazer a prova do

item 1. A prova do item 2 é análoga.

Se I =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ I1, m ∈ I2

}
, com I1 um ideal à esquerda de R e I2 um

R-submódulo à esquerda deM que contémMI1, é imediato que I é ideal à esquerda

de A.

Reciprocamente, se I é um ideal à esquerda de A, definimos

I1 :=

{
r ∈ R :

(
r m
0 r

)
∈ I
}

e I2 :=

{
m ∈M :

(
r m
0 r

)
∈ I
}
.

Não é difícil verificar que I1 é um ideal à esquerda de R, I2 é um R-submódulo à

esquerda de M que contém MI1 e I =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ I1, m ∈ I2

}
.

Apresentamos um outro resultado que é uma generalização da Proposição 1.4.1,

cuja demonstração é análoga à anterior e não será apresentada aqui.

Proposição 1.4.2. Sejam R e S anéis e RMS um (R, S)-bimódulo. Então,

A :=

(
R M
0 S

)
=

{(
r m
0 s

)
: r ∈ R, m ∈M, s ∈ S

}
,

é um anel com a soma e o produto usual de matrizes. Além disso:

1. Os ideais à esquerda de A são da forma

I :=

(
I1 I2

0 I3

)
com I1 um ideal à esquerda de R, I3 um ideal à esquerda de S e I2 um R-

submódulo de RM que contém MI3.

2. Os ideais à direita de A são da forma

I :=

(
I1 I2

0 I3

)
com I1 um ideal à direita de R, I3 um ideal à direita de S e I2 um S-submódulo

de MS que contém I1M .
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3. Os ideais de A são da forma

I :=

(
I1 I2

0 I3

)
com I1 um ideal de R, I3 um ideal de S e I2 um R-subbimódulo de RMS que

contém tanto MI3 quanto I1M .

1.5 Módulos Injetivos

Nesta seção, diremos apenas que M é um R-módulo para significar que M é um

R-módulo à esquerda. Cabe observar que todos os resultados valem para R-módulos

à direita de forma análoga.

Definição 1.5.1. Um R-módulo RI é injetivo se, para todo R-homomorfismo injetor

g : A −→ B de R-módulos à esquerda e todo R-homomorfismo h : A −→ I existe

um R-homomorfismo h′ : B −→ I que faz comutar o seguinte diagrama:

I

0 A B-

6
h

-
g

ppppp
ppI h

′

Proposição 1.5.2. ([5], Lemma 3-1.2) Seja {Mj}j∈J uma família de módulos. En-

tão
∏
j∈J
Mj é injetivo se, e somente se, Mj é injetivo, para cada j ∈ J .

Proposição 1.5.3. Um R-módulo à esquerda I é injetivo se, e somente se, para cada

R-monomorfismo f : RM −→ RN , o homomorfismo de grupos f ∗ : HomR(N, I) −→
HomR(M, I) é um epimorfismo.

Demonstração. Seja ϕ ∈ HomR(M, I). Temos que I é injetivo se, e somente se,

para cada R-monomorfismo f : M −→ N existe um R-homomorfismo f ′ : N −→ I

tal que ϕ = f ′ ◦ f = f ∗(f ′) se, e somente se, f ∗ é um epimorfismo para cada

R-monomorfismo f : M −→ N .

Corolário 1.5.4. Um R-módulo RI é injetivo se, e somente se, para cada sequência

exata curta de R-módulos à esquerda 0 −→ M
f−→ N

g−→ P −→ 0 a sequência de

grupos

0 −→ HomR(P, I)
g∗−→ HomR(N, I)

f∗−→ HomR(M, I) −→ 0,
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também é uma sequência exata.

Demonstração. É consequência imediata das Proposições 1.1.9 e 1.5.3.

Definição 1.5.5. Um R-módulo RE ⊇ RM é uma extensão essencial do módulo

RM se cada submódulo não nulo de E tem interseção não nula com M ; se RE é

uma extensão essencial de RM , escrevemos M ⊆e E. Uma extensão M ⊆e RE é

dita maximal se nenhum módulo, que contém propriamente E, é extensão essencial

de M .

Teorema 1.5.6. ([12], Theorem 3.30) Sejam I um R-módulo eM um R-submódulo.

As seguintes propriedades são equivalentes:

1. M ⊆e I maximal;

2. I é injetivo e essencial de M ;

3. I é o menor injetivo contendo M .

Definição 1.5.7. Se os R-módulos M e I satisfazem uma das três propriedades (e

portanto todas) do Teorema 1.5.6, então I é um fecho injetivo de M .

Lema 1.5.8. ([12], Lemma 3.28) Um R-módulo M é injetivo se, e somente se, não

tem extensões essenciais próprias.

Lema 1.5.9. ([12], Lemma 3.29) Qualquer R-módulo M tem uma extensão essen-

cial maximal.

Do Lema 1.5.9 e Teorema 1.5.6, segue que todo módulo tem um fecho injetivo.

Proposição 1.5.10. ([12], Corollary 3.32) Dois fechos injetivos de um módulo são

isomorfos.

A Proposição 1.5.10 permite falar, a menos de isomorfismo, de um único fecho

injetivo para um módulo. A partir de agora, o fecho injetivo de um módulo M será

denotado por E(M).

Proposição 1.5.11. ([12], Corollary 3.33) Sejam M , N e I R-módulos. Então:

1. Se I é um módulo injetivo que contém o módulo M , então I ⊇ E(M);
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2. Se M ⊆e N então E(M) = E(N).

Proposição 1.5.12. Sejam Mj, j = 1, . . . , n, R-módulos. Se M =
n
⊕
j=1
Mj então

E(M) =
n
⊕
j=1
E(Mj).

Demonstração. Como Mj ⊆ E(Mj), da Proposição 1.5.2 e o item 3 do Teorema

1.5.6, segue que E(M) = E(
n
⊕
j=1
Mj) ⊆ E

(
n
⊕
j=1
E(Mj)

)
=

n
⊕
j=1
E(Mj).

Por outro lado, Mj ⊆ M ⊆ E(M), para cada j = 1 . . . , n. Logo, do item 1 da

Proposição 1.5.11, obtemos que E(Mj) ⊆ E(M). Então, E(M) ⊇
n
⊕
j=1
E(Mj).

Proposição 1.5.13. SejaM um R-módulo. Se E(M) tem comprimento finito então

M também tem comprimento finito.

Demonstração. Como M ⊆ E(M), basta aplicar o Corolário 1.2.6.

Proposição 1.5.14. Seja RM um R-módulo de comprimento com socle S e `R(M)

finito. Então:

1. S ⊆e M ;

2. E(S) = E(M).

Demonstração. 1. Se N é um submódulo não nulo deM , pelo item 1 do Teorema

1.2.5, podemos obter a partir de 0 ⊆ N ⊆M um refinamentoM = M0 ⊃ . . . ⊇
N ⊃ . . . ⊃ Mr−1 ⊃ Mr = 0 que é sequência de composição. Logo, Mr−1 é um

submódulo simples contido em N . Assim, 0 6= Mr−1 ⊆ N ∩S. Então S ⊆e M .

2. Utilizando o item 2 da Proposição 1.5.11 e o item 1 anterior, concluímos então

que E(S) = E(M).

Finalizamos esta seção com o seguinte lema.

Lema 1.5.15. Seja R um anel com unidade. Se x ∈ R é um elemento não nulo e

I um ideal maximal de R que contém o anulador de x, então xE(R/I) 6= 0.
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Demonstração. Temos que o anulador de x, Ann(x) := {r ∈ R : rx = 0}, é um

ideal à esquerda de R e a aplicação f : R −→ Rx, definida pela correspondência

r 7−→ rx, é um R-epimorfismo de módulos à esquerda com Ker(f) = Ann(x). Logo,

pelo teorema de R-homomorfismos, temos que existe um único R-isomorfismo de R-

módulos à esquerda, f̄ : R/Ann(x) −→ Rx, que faz comutar o seguinte diagrama:

R Rx

R/Ann(x)
?

-
f

p p p p p
p p p p�
f̄

Agora, como Ann(x) ⊆ I, temos que a aplicação h : R/Ann(x) −→ R/I, definida

pela correspondência r + Ann(x) 7−→ r + I, é um R-homomorfismo de R-módulos

à esquerda não nulo, pois I é ideal maximal de R. Agora, se i : R/I −→ E(R/I)

é a inclusão do R-módulo à esquerda R/I em seu fecho injetivo E(R/I), então

g := i ◦ h ◦ f̄−1 : Rx −→ E(R/I) é um R-homomorfismo não nulo, pois g(x) 6= 0.

Como E(R/I) é injetivo, segue que existe um R-homomorfismo de R-módulos à

esquerda ī′ : R −→ E(R/I) que faz comutar o seguinte diagrama:

E(R/I)

0 Rx R-

6
g

-
i′

ppppp
pppI ī′

sendo i′ : Rx −→ R a inclusão. Agora, note que 0 6= g(x) = ī′◦i′(x) = ī′(x) = xī′(1).

Assim, x(E(R/I)) 6= 0.

1.6 Produto Tensorial de Módulos

Definição 1.6.1. SejamMR, RN R-módulos e C um grupo (aditivo) abeliano. Uma

função f : M ×N −→ C é dita balanceada se:

• f(m1 +m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n), para todos m1,m2 ∈M e todo n ∈ N ;

• f(m,n1 + n2) = f(m,n1) + f(m,n2), para todo m ∈M e todos n1, n2 ∈ N ;

• f(mr, n) = f(m, rn), para todo m ∈M , todo n ∈ N e todo r ∈ R.
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Definição 1.6.2. Sejam MR e RN R-módulos. Se L é o grupo abeliano livre gerado

pelo conjunto M ×N e H é o seu subgrupo gerado pelos elementos:

(m1+m2, n)−(m1, n)−(m2, n), (m,n1+n2)−(m,n1)−(m,n2) e (mr, n)−(m, rn),

sendo m,m1,m2 ∈M , n, n1, n2 ∈ N e r ∈ R arbitrários, então o produto tensorial

dos R-módulos MR e RN , denotado M ⊗R N , é o grupo quociente L/H. Para cada

m ∈M e cada n ∈ N vamos denotar a classe de equivalência (m,n) +H por m⊗n.

Observação 1.6.3. 1. Seja ρ : L −→ M ⊗R N a projeção canônica e defina

π = ρ|M×N . Então π é uma função balanceada;

2. Como L é gerado pelos elementos (m,n) ∈M×N , segue que M⊗RN é gerado

pelas classes de equivalência m⊗ n. Assim, os elementos de M ⊗R N são da

forma
t∑
i=1

zi(mi ⊗ ni), com t ∈ N, zi ∈ Z, ni ∈ N, mi ∈M.

3. Quando M é um R-módulo à direita e N é um (R, T )-bimódulo temos que

M ⊗R N tem estrutura de T -módulo à direita, dada pela ação definida por:

(m⊗n)t = m⊗ (nt), para quaisquer m⊗n ∈M⊗RN e t ∈ T . Analogamente,

se M é um (T,R)-bimódulo e N é um R-módulo à esquerda, então M ⊗RN é

um T -módulo à esquerda com a ação definida por: t(m⊗ n) = (tm)⊗ n, para
quaisquer m⊗ n ∈M ⊗R N e t ∈ T .

Proposição 1.6.4. [Propriedade Universal]([5], Proposition 4-1.7) Com as mesmas

notações das Definições 1.6.1, 1.6.2 e as Observações em 1.6.3, se G é um grupo

abeliano e ϕ : M × N −→ G é uma função balanceada, então existe um único

homomorfismo de grupos ϕ̄ : M ⊗R N −→ G que faz comutar o seguinte diagrama:

M ×N M ⊗R N

G
?

ϕ

-π ppppppppppppp+ ϕ̄

Proposição 1.6.5. Sejam MR e RN R-módulos, e sejam M ′
R ⊆ MR e N ′R ⊆ NR

R-submódulos. Se C é o subgrupo de M ⊗RN gerado pelos elementos a′⊗ b e a⊗ b′

com a ∈M , b ∈ N , a′ ∈M ′ e b′ ∈ N ′ então,

(M/M ′ ⊗R N/N ′) ∼= [(M ⊗R N)/C]
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como grupos.

Demonstração. Definimos ϕ : M/M ′×N/N ′ −→ (M⊗RN)/C pela correspondência

(m+M ′, n+N ′) 7−→ (m⊗ n) + C. Temos que:

1. ϕ está bem definida. Se (m1 + M ′, n1 + N ′) = (m2 + M ′, n2 + N ′), então segue

que m1 − m2 ∈ M ′ e n1 − n2 ∈ N ′. Logo, obtemos que m1 ⊗ n1 − m2 ⊗ n2 =

m1 ⊗ n1 −m2 ⊗ n1 + m2 ⊗ n1 −m2 ⊗ n2 = (m1 −m2)⊗ n1 + m2 ⊗ (n1 − n2) ∈ C.

Assim, m1 ⊗ n1 + C = m2 ⊗ n2 + C.

2. ϕ é balanceada. De fato,

• Para todos m1,m2 ∈ M e todo n ∈ N , ϕ[(m1 + M ′) + (m2 + M ′), n + N ′] =

ϕ[(m1 +m2) +M ′, n+N ′] = [(m1 +m2)⊗ n] +C = (m1⊗ n+m2⊗ n) +C =

(m1 ⊗ n+ C) + (m2 ⊗ n+ C) = ϕ(m1 +M ′, n+N ′) + ϕ(m2 +M ′, n+N ′);

• Para todo m ∈ M e todos n1, n2 ∈ N , ϕ[m + M ′, (n1 + N ′) + (n2 + N ′)] =

ϕ[m+M ′, (n1 + n2) +N ′] = [m⊗ (n1 + n2] + C = (m⊗ n1 +m⊗ n2) + C =

(m⊗ n1 + C) + (m⊗ n2 + C) = ϕ(m+M ′, n1 +N ′) + ϕ(m+M ′, n2 +N ′);

• Para todo m ∈ M , todo n ∈ N e todo r ∈ R, ϕ[(m + M ′)r, n + N ′] =

ϕ(mr+M ′, n+N ′) = (mr⊗ n) +C = (m⊗ rn) +C = ϕ[m+M ′, r(n+N ′)].

Agora, pela Proposição 1.6.4, existe um único homomorfismo de grupos

ϕ̄ : M/M ′ ⊗N/N ′ −→ (M ⊗R N)/C,

que faz comutar o seguinte diagrama:

M/M ′ ×N/N ′ M/M ′ ⊗R N/N ′

(M ⊗R N)/C
?

ϕ

-π pppppppppppppppppp� ϕ̄

onde π é a restrição da projeção canônica como na Observação 2 de 1.6.3.

Por outro lado, definindo η : M × N −→ M/M ′ ⊗R N/N ′ por (m,n) 7−→
(m+M ′)⊗ (n+N ′), temos que η é função. Além disso η é balanceada:

• Para todos m ∈M e n1, n2 ∈ N , η(m,n1 +n2) = (m+M ′)⊗ [(n1 +n2)+N ′] =

[(m+M ′)⊗ (n1 +N ′)] + [(m+M ′)⊗ (n2 +N ′)] = η(m,n1) + η(m,n2);
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• Para todos m1,m2 ∈ M e todo n ∈ N temos que η(m1 + m2, n) = [(m1 +

m2) + M ′] ⊗ (n + N ′) = (m1 + M ′) ⊗ (n + N ′) + (m2 + M ′) ⊗ (n + N ′) =

η(m1, n) + η(m2, n);

• Para todom ∈M , todo n ∈ N e todo r ∈ R, η(mr, n) = (mr+M ′)⊗(n+N ′) =

[(m+M ′)r]⊗ (n+N ′) = (m+M ′)⊗ [r(n+N ′)] = (m+M ′)⊗ (rn+N ′) =

η(m, rn).

Novamente, pela Proposição 1.6.4, existe um único homomorfismo de grupos

η̄ : M ⊗R N −→M/M ′ ⊗R N/N ′,

que faz comutar o seguinte diagrama:

M ×N M ⊗R N

M/M ′ ⊗R N/N ′
?

η

-π′ pppppppppppppp+ η̄

onde π′ é a restrição da projeção canônica como na Observação 2 de 1.6.3.

Vamos mostrar agora que Ker(η̄) ⊇ C. Dado, g ∈ C, pela Observação 2 de

1.6.3, temos que

g =

t1∑
i=1

zi(m
′
i ⊗ ni) +

t2∑
j=1

zj(mj ⊗ n′j)

com t1, t2 ∈ N, zi, zj ∈ Z, m′i ∈ M ′, mj ∈ M , n′j ∈ N e ni ∈ N ; para todo

i = 1, . . . , t1 e todo j = 1 . . . , t2. Logo,

η̄(g) =

t1∑
i=1

ziη̄(m′i ⊗ ni) +

t2∑
j=1

zj η̄(mj ⊗ n′j)

=

t1∑
i=1

zi[(m
′
i +M ′)⊗ (ni +N ′)] +

t2∑
j=1

zj[(mj +M ′)⊗ (n′j +N ′)]

=

t1∑
i=1

zi[0⊗ (ni +N ′)] +

t2∑
j=1

zj[(mj +M ′)⊗ 0] = 0

Isto é, Ker(η̄) ⊇ C. Agora, se J : M ⊗RN −→ (M ⊗RN)/C é a projeção canônica,

segue que, existe um único homomorfismo de grupos

¯̄η : (M ⊗R N)/C −→M/M ′ ⊗R N/N ′,
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que faz comutar o seguinte diagrama

M ⊗R N

M/M ′ ⊗R N/N ′ (M ⊗R N)/C

�
���

�����

η̄

?

J

ppppppp�
¯̄η

Por último, observando que

(M ⊗R N)/C
¯̄η //
M/M ′ ⊗R N/N ′

ϕ̄
oo

e que, ϕ̄ ◦ ¯̄η = 1((M⊗RN)/C) e ¯̄η ◦ ϕ̄ = 1(M/M ′⊗RN/N ′), concluímos que

(M/M ′ ⊗R N/N ′) ∼= [(M ⊗R N)/C],

como grupos.

Utilizando as estruturas dadas pelo Teorema 1.1.5, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.6.6. ([4], Chapter II, Proposition 5.2) Sejam R e A anéis, M um

R-módulo à esquerda, N um (A,R)-bimódulo e P um A-módulo à esquerda. Então

existe um único homomorfismo de grupos

HomR (M,HomA(N,P )) −→ HomA(N ⊗RM,P ).

Observação 1.6.7. Nas hipóteses da Proposição 1.6.6 quando o módulo M é um

(R,A)-bimódulo, temos que HomR (M,HomA(N,P )) e HomA(N ⊗RM,P ) são A-

módulos à esquerda. Daí segue que o homomorfismo de grupos da Proposição 1.6.6

é um A-homomorfismo de A-módulos à esquerda.

1.7 Geradores e Cogeradores

Seja U uma família de módulos. Um módulo M é gerado por U se existe um

conjunto indexado {Uα}α∈Ω, de elementos de U, e um epimorfismo

⊕
α∈Ω

Uα
f→M −→ 0.

27



Quando Ω é um conjunto finito, dizemos que M é finitamente gerado por U.

Quando U = {U} dizemos que U gera M . Dizemos que um módulo M é coge-

rado por U se existe um conjunto indexado {Uα}α∈Ω, de elementos de U, e um

monomorfismo

0 −→M
f→
∏
α∈Ω

Uα.

Quando Ω é um conjunto finito, dizemos que M é finitamente cogerado por U.

Quando U = {U} dizemos que U cogera M . A família de todos os módulos gerados

por U é denotada por Gen(U) e a família de todos os módulos cogerados por U é

denotada por Cog(U).

Um subconjunto U′ ⊆ U é uma classe de representantes de U, se todo elemento

de U é isomorfo a um elemento de U′. Se além disso, cada dois elementos de U′

não são isomorfos, U′ é uma classe irredundante de representantes de U. É

claro que se U′ é uma classe de representantes de U, então Gen(U′) = Gen(U) e

Cog(U′) = Cog(U). Um módulo G é um gerador para U se Gen(U) = Gen(G).

Um módulo C é um cogerador para U se Cog(U) = Cog(C).

Proposição 1.7.1. ([2], Corollary 18.16) Sejam T uma classe irredundante de re-

presentantes da família todos os R-módulos simples à esquerda e RM a família de

todos os R-módulos à esquerda. Então,

C0 =
⊕
T∈T

E(T )

é um cogerador para RM . Além disso, para um R-módulo RC, as seguintes condições

são equivalentes:

1. C é cogerador de RM ;

2. E(T ) é isomorfo a um somando direto de C, para cada R-módulo simples T ;

3. C0 é isomorfo a um submódulo de C.

1.8 T-nilpotência e Localização

Definição 1.8.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Um subconjunto S de

R é um sistema multiplicativo se:
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1. 1 ∈ S, 0 /∈ S;

2. xy ∈ S, para todos x, y ∈ S.

Seja R um anel comutativo com unidade e S um sistema multiplicativo de R.

Temos que a relação em R× S, denotada por ≈, e definida como segue:

(a, s) ≈ (b, t)⇔ u(ta− sb) = 0, para algum u ∈ S,

é uma relação de equivalência. Denotamos por RS , o conjunto de todas as classes

de equivalência, e por a/s, a classe de equivalência de (a, s). Definindo para todos

a/s, b/t ∈ RS as seguintes operações, soma e produto respectivamente:

a

s
+
b

t
=
ta+ sb

st
, e

a

s
· b
t

=
ab

st
,

obtemos uma estrutura de anel comutativo e com unidade para RS . Com estas

operações, RS é chamado de anel de frações do anel R com respeito a S. A

aplicação f : R −→ RS definida pela correspondência r 7−→ r
1
, é um homomorfismo

de anéis, como é fácil ver.

Proposição 1.8.2. ([1], Proposition 3.1) Sejam R e A anéis comutativos com uni-

dade, S um sistema multiplicativo de R e g : R −→ A um homomorfismo de anéis

tal que g(s) é invertível em A, para todo s ∈ S. Então, existe um único homomor-

fismo de anéis h : RS −→ A, definido pela correspondência h(r/s) = g(r)g(s)−1,

que faz comutar o seguinte diagrama:

R A

RS

-
g

?

f p p p p p
p p�
h

Dado um ideal maximal I de R, sempre temos que S = R \ I é um sistema

multiplicativo. Neste caso particular, em lugar de escrever RS , escrevemos RI .

Corolário 1.8.3. Seja R um anel comutativo com unidade, I um ideal maximal de

R e M um R-módulo. Se para todo elemento s ∈ S = R \ I, a correspondência

m 7−→ sm define um R-automorfismo de M , então M é um RI-módulo.
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Demonstração. Por hipótese, para cada s ∈ S, a correspondência r 7−→ sr define

um R-automorfismo de M . Logo,

ϕ :R−→End(RM)
r 7−→ ϕ(r) : M−→M

x 7−→ϕ(r)(x) = rx

é um R-homomorfismo de anéis tal que, para cada s ∈ S, ϕ(s) é invertível no

anel End(RM). Pela Proposição 1.8.2, existe um único homomorfismo de anéis

h : RI −→ End(RM), definido pela correspondência r/s 7−→ ϕ(r)ϕ(s)−1. Logo, não

é difícil verificar que M é um RI-módulo com a ação definida por:

r

s
·m = h

(r
s

)
(m) = [ϕ(r)ϕ(s)−1](m), para quaisquer

r

s
∈ RI ,m ∈M.

Proposição 1.8.4. Seja R um anel comutativo com unidade e I um ideal maximal

de R. Então RI tem um único ideal maximal.

Demonstração. Temos que m = {a
s

: a ∈ I, s ∈ S = R \ I} é um ideal de RI . Além

disso, se n é ideal de RI tal que n 6⊆ m, então existe b
s
tal que b

s
∈ n e b

s
/∈ m. Assim,

b /∈ I e então, b ∈ S. Logo, ( s
b
)( b
s
) = 1 ∈ n e assim, n = RI . Portanto, m é o único

ideal maximal de RI .

Lema 1.8.5. Seja R um anel comutativo com unidade, I um ideal maximal de R e

M = R/I. Então:

1. M e E(M) são RI-módulos;

2. M , como RI-módulo, é simples;

3. E(M) como RI-módulo é o fecho injetivo de M como RI-módulo;

4. `R (E(M)) <∞ se, e somente se, `RI (E(M)) <∞;

5. `R (E(M)) ≤ n se, e somente se, `RI (E(M)) ≤ n.

Demonstração. 1. Pelo Corolário 1.8.3, é suficiente mostrar que as correspondên-

cias m 7−→ sm e x 7−→ sx, para cada s ∈ S = R\ I, definem R-automorfismos
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de RM e E(RM), respectivamente. Não difícil verificar que, de fato, estas cor-

respondências definem R-endomorfismos. Vamos então apenas mostrar que os

R-endomorfismos definidos por estas correspondências são invertíveis.

Seja s ∈ S. Como M é corpo, temos que existe s′ ∈ S tal que (s+ I)(s′+ I) =

ss′ + I = 1 + I. Logo, podemos ver que o R-endomorfismo inverso do

R-endomorfismo definido pela correspondência m 7−→ sm é o R-endomorfismo

definido pela correspondência m 7−→ s′m. De fato, para cada m = a+ I ∈M
temos que:

s′(sm) = s(s′m) = s[s′(a+ I)] = ss′a+ I = a(ss′+ I) = a(1 + I) = a+ I = m.

Assim, a correspondência m 7−→ sm define um R-automorfismo de M . Com

isto completamos a prova de que M é um RI-módulo.

Sejam s ∈ S e f : E(M) −→ E(M) o R-endomorfismo definido pela

correspondência x 7−→ sx. Se a = (y + I) ∈ Ker(f) ∩M , então 0 = f(a) =

sa = sy+I. Logo y ∈ I e então a = 0. Disto segue queKer(f)∩M = 0 e, como

M ⊆e E(M), obtemos que Ker(f) = 0. Então f é um R-monomorfismo e

então segue que f(E(M)) = sE(M) é injetivo. Além disso, pelo que provamos

acima, temos que a restrição de f a M é um R-automorfismo e então f(M) =

M ⊆ f(E(M)) = sE(M). Temos então que sE(M) é injetivo e contém M ,

daí pelo item 3 do Teorema 1.5.6 segue que E(M) ⊆ sE(M). Obtemos assim

que E(M) = sE(M) e então f é uma bijeção. Portanto f é invertível e, com

isto, concluímos que E(M) também é um RI-módulo.

2. Seja ϕ : M −→ End(RM) o homomorfismo de anéis definido na prova do

Corolário 1.8.3. Vimos, na prova deste corolário, que M é um RI-módulo com

a ação definida por r
s
·m = ϕ(r)ϕ(s)−1(m). Temos que R = { r

1
: r ∈ R} é

um subanel de RI . Agora, para quaisquer r ∈ R e m ∈M , temos que

r

1
·m = ϕ(r)ϕ(1)−1(m) = ϕ(r)(m) = rm.

Isto é, as ações dos anéis R e R sobre M coincidem. Segue que todo RI-

submódulo de M é um R-submódulo de M e, portanto, também um R-

submódulo de M . Então, como M é R-módulo simples, também é RI-módulo

simples.
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3. Vamos mostrar que RIM ⊆e RIE(M). Então, do Corolário 1.8.3 e sua prova,

temos que E(M) é um RI-módulo com a ação dada por:

r

s
· y = ϕ(r)ϕ(s)−1(y), para quaisquer

r

s
∈ RI , y ∈ E(M),

onde ϕ é o homomorfismo de anéis:

ϕ :R−→End(RE(M))
r 7−→ ϕ(r) : E(M)−→E(M)

y 7−→ϕ(r)(y) = ry.

Novamente, se R é o subanel de RI definido no item anterior, temos que as

ações de R e R sobre E(M) coincidem. De fato,

r

1
· y = ϕ(r)ϕ(1)−1(y) = ϕ(r)(y) = ry, para quaisquer r ∈ R, y ∈ E(M).

Disto segue que, se Q é um RI-submódulo de E(M) então Q também é um

R-submódulo de E(M). Como RM ⊆e RE(M), obtemos o que queríamos

mostrar: RIM ⊆e RIE(M).

Vamos mostrar agora que E(M) é um RI-módulo injetivo. Seja Q um RI-

módulo arbitrário. Segue que Q também é um R-módulo, pois R é subanel de

RI . Logo, definindo a ação r · x := r
1
x, para todos r ∈ R e x ∈ Q, temos que

Q é um R-módulo. Como as ações dos anéis R e R sobre E(M) coincidem,

obtemos que todo RI-homomorfismo f : Q −→ E(M) é um R-homomorfismo.

Daí segue que HomRI (Q,E(M)) ⊆ HomR(Q,E(M)). Por outro lado, se

f ∈ HomR(Q,E(M)) temos que f( r
1
x) = f(r · x) = rf(x) = r

1
f(x), para

quaisquer r ∈ R, x ∈ Q. Além disso, para quaisquer s ∈ S, x ∈ Q, temos

f

(
1

s
x

)
=
s

s
f

(
1

s
x

)
=

1

s

(
s

1
f

(
1

s
x

))
=

1

s

(
sf

(
1

s
x

))
=

1

s
f

(
s ·
(

1

s
x

))
=

1

s
f

(
s

1

(
1

s
x

))
=

1

s
f(x).

Daí segue que f
(
r
s
x
)

= r
s
f(x), para todos r

s
∈ RI , x ∈ Q. Obtemos

então que f ∈ HomRI (Q,E(M)) e, assim, segue que HomR(Q,E(M)) =

HomRI (Q,E(M)). Como RE(M) é injetivo, temos pela Proposição 1.5.3,

que para todo R-monomorfismo g : RP −→ RL então o homomorfismo

g∗ : HomR(L,E(M)) −→ HomR(P,E(M)) é um epimorfismo. Dado que

HomRI (L,E(M)) = HomR(L,E(M)) eHomR(P,E(M)) = HomRI (P,E(M))

obtemos, pela Proposição 1.5.3, que também RIE(M) é módulo injetivo.
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4. Suponhamos que RE(M) tem comprimento finito. Neste caso, pela Proposição

1.2.10, temos que RE(M) é artiniano e noetheriano. Assim, toda cadeia estri-

tamente ascendente e toda cadeia estritamente descendente de submódulos de

RE(M) é estacionária. Como todoRI-submódulo de E(M) é umR-submódulo

e, além disso, como as ações dos anéis R eR sobre E(M) coincidem, temos que

cada cadeia estritamente ascendente e cada cadeia estritamente descendente de

RI-submódulos de E(M) é, respectivamente, uma cadeia estritamente ascen-

dente e cadeia estritamente descendente de R-submódulos de E(M). Segue que

toda cadeia estritamente ascendente e toda cadeia estritamente descendente

de RI-submódulos de E(M) é estacionária. Assim E(M) é um RI-módulo

artiniano e noetheriano. Então, novamente pela Proposição 1.2.10, obtemos

que E(M) é um RI-módulo com comprimento finito.

Para a prova no sentido contrário, vamos mostrar que toda sequência de

composição de RIE(M) é uma sequência de composição do módulo RE(M).

Seja E(M) = L0 ⊃ L1 ⊃ . . . ⊃ Ln = 0 uma sequência de composição de

RIE(M). Logo, pela Proposição 1.3.6, temos que cada quociente Li/Li+1,

i = 0, . . . , n− 1, é um RI-módulo simples. Além disso, pela Proposição 1.8.4,

existe um único ideal maximal m de RI e daí, pela Proposição 1.3.5, segue que

para cada i = 0 . . . , n− 1, Li/Li+1
∼= RI/m como RI-módulos.

Vimos no item 2 acima queM , como RI-módulo, é simples. Assim, novamente

pela Proposição 1.3.5, temos que M ∼= RI/m como RI-módulos. Logo, para

cada i = 0, . . . , n − 1, temos que Li/Li+1
∼= M como RI-módulos. Daí segue

que Li/Li+1
∼= M como R-módulos e, como as ações dos anéis R e R sobre

o módulo E(M) coincidem, então Li/Li+1
∼= M como R-módulos. Agora,

como M é R-módulo simples, obtemos que para cada i = 0, . . . , n − 1, o

quociente Li/Li+1 é R-módulo simples. Então, pela Proposição 1.3.6, temos

que E(M) = L0 ⊃ L1 ⊃ . . . ⊃ Ln = 0 é uma sequência de composição do

módulo RE(M), e com isso completamos a prova.

5. A prova é análoga à do item anterior.

Para finalizar este capítulo, apresentamos duas definições nas quais introduzimos

os conceitos de anel T -nilpotente e de módulo supérfluo. Também apresentamos um
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lema, no qual se relacionam estes conceitos e, que usaremos na prova do Corolário

3.1.5.

Definição 1.8.6. Um subconjunto I do anel R é T -nilpotente à esquerda se, para

toda sequência a1, a2, . . . em I, existe um inteiro positivo n tal que a1 · · · an = 0.

Definição 1.8.7. Um R-submódulo N de um R-módulo à esquerda M é supérfluo

(ou pequeno) em M , denotado N << M , se para todo submódulo K de M , N+K =

M implica K = M .

Lema 1.8.8. ([2], Lemma 28.3) Seja J um ideal à esquerda do anel R. Então as

seguintes condições são equivalentes:

1. J é T -nilpotente à esquerda;

2. JM 6= M , para cada R-módulo à esquerda não nulo M ;

3. JM << M , para cada R-módulo à esquerda não nulo M ;

4. JF << F , para o R-módulo livre F = R(N) = ⊕
N
R.
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Capítulo 2

Finitude do Fecho Injetivo

O objetivo deste capítulo é estudar, com detalhes, os resultados que Rosenberg

e Zelinsky obtiveram em [17]. Discutiremos aqui algumas condições sobre as quais

podemos assegurar que um módulo de comprimento finito pode ser imerso em um

módulo injetivo de comprimento finito, considerando algumas hipóteses sobre o anel

base.

2.1 Anéis com Unidade

Nesta seção vamos exigir como única hipótese sobre o anel R, que ele possua unidade.

Mostramos que um módulo RM é imerso em um módulo injetivo de comprimento

finito se, e somente se, o seu fecho injetivo tem comprimento finito (ver Proposição

2.1.1). Além disso, apresentamos dois resultados nos quais se estabelecem algumas

condições necessárias e suficientes para que uma tal imersão aconteça (ver Lema

2.1.4 e Teorema 2.1.6).

Proposição 2.1.1. Seja RM um R-módulo tal que `R(M) < ∞. As seguintes

propriedades são equivalentes:

1. RM é imerso em um R-módulo à esquerda injetivo que tem comprimento finito.

2. `R(E(M)) <∞.

3. `R(E(N)) <∞, para todo R-submódulo simples RN de RM .

Demonstração. 1⇒ 2. Se RM é imerso em um módulo injetivo RI, segue pelo item
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1 da Proposição 1.5.11, que E(RM) ⊆ RI. Assim, se `R(I) < ∞ obtemos, pelo

Corolário 1.2.6, que `R(E(RM)) <∞.

1⇐ 2. É imediata, pois RM é imerso em seu fecho injetivo RE(M).

2 ⇔ 3. Seja S o socle de RM . Como `R(M) < ∞, segue pelo item 2 da

Proposição 1.5.14, que E(RM) = E(S). Assim, `RE(RM)) < ∞ se, e somente se,

`RE(S)) <∞.

Como `R(M) < ∞, então S =
n
⊕
j=1
Nj, onde cada Nj é um R-submódulo simples

de RM . Logo, pela Proposição 1.5.12, E(S) =
n
⊕
j=1
E(Nj). Agora, como `R(E(S)) =

n
⊕
j=1
`R(E(Nj)) e cada R-submódulo simples de RM é isomorfo a um somando direto

de S, obtemos `R(E(S)) <∞ se, e somente se, o fecho injetivo de todo R-submódulo

simples de RM tem comprimento finito.

Observação 2.1.2. 1. Um anel R é dito um V -anel à esquerda se todo R-módulo

à esquerda simples é injetivo. Segue do item 3 da Proposição 2.1.1 que módu-

los de comprimento finito sobre V -anéis são imersos em módulos injetivos de

comprimento finito.

2. Existe um teorema de Kaplanski que diz que um anel comutativo A é von Neu-

mann regular se, e somente se, A é um V -anel [17]. Nenhuma das implicações

deste teorema vale no caso comutativo. Em [9] Cozzens construiu um exemplo,

não trivial, de um V -anel não comutativo.

Definição 2.1.3. Seja R um anel. Para um R-módulo à esquerda RM define-se sua

série de Loewy correspondente a uma cadeia de ideais de R, R = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇
Nk = 0, como sendo a cadeia de R módulos à esquerda 0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mk =

M onde Mi = {x ∈M : nx = 0, para todo n ∈ Ni}.

Lema 2.1.4. Seja R um anel. Para cada R-módulo à esquerda RM com série

de Loewy 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Mk = M , correspondente à cadeia de ideais

R = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nk = 0, existe um R-monomorfismo natural à esquerda

Mi+1/Mi −→ HomR(Ni/Ni+1,M).

Além disso, se M é injetivo, então este R-homomorfismo é um isomorfismo.
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Demonstração. Para cada i = 1, . . . , k, temos que R/Ni é um R-bimódulo. Logo,

pelo item 1 do Teorema 1.1.5, obtemos que HomR(R/Ni,M) é um R-módulo à

esquerda com a ação definida por:

(rf)(n̄) = f(n̄r), para quaisquer f ∈ HomR(R/Ni,M), r ∈ R e n̄ ∈ R/Ni.

Agora, para cada i, definimos a aplicação ϕi : Mi −→ HomR(R/Ni,M), pela

correspondência:

x 7−→ ϕi(x) : R/Ni −→M
n̄ = n+Ni 7−→ϕi(x)(n̄) = nx.

Não é difícil ver que ϕi é um R-homomorfismo de módulos à esquerda. Vamos ver

que ϕi também é injetora e sobrejetora. De fato, se ϕi(x) = ϕi(y), então nx = ny,

para todo n ∈ R. Em particular, para n = 1, obtemos x = y, e segue que ϕi é

injetora. Dado f ∈ HomR(R/Ni,M), se f(1 + Ni) = x0, temos f(n + Ni) = nx0

para todo n ∈ R. Assim, ϕi(x0)(n + Ni) = nx0 = f(n + Ni), ou seja, ϕi(x0) = f e

segue que ϕi é sobrejetora.

Por outro lado, temos que

0 −→ Ni

Ni+1

f−→ R

Ni+1

g−→ R

Ni

−→ 0

é uma sequência exata de R-módulos à esquerda, sendo f e g definidas pelas cor-

respondências n + Ni+1 7−→ n + Ni+1 e r + Ni+1 7−→ r + Ni, respectivamente.

Como cada Ni é um ideal de R, Ni/Ni+1 também é um R-bimódulo, e segue do item

1 do Teorema 1.1.5, que HomR(Ni/Ni+1,M) é um R-módulo à esquerda, para cada

i = 0, . . . , k − 1. Logo, pela Proposição 1.1.9, segue que

0→ HomR(R/Ni,M)
g∗→ HomR(R/Ni+1,M)

f∗→ HomR(Ni/Ni+1,M)

também é uma sequência exata de R-módulos à esquerda. Assim, pelo Teorema de

R-homomorfismos, existe um R-monomorfismo

f̄ ∗ : HomR(R/Ni+1,M)/HomR(R/Ni,M) −→ HomR(Ni/Ni+1,M).

Temos Mi+1/Mi
∼= (HomR(R/Ni+1,M)/HomR(R/Ni,M)) como R-módulos à

esquerda, dado que ϕi é R-isomorfismo. Logo, obtemos que existe um R-monomor-

fismo de módulos à esquerda

Mi+1/Mi −→ HomR(Ni/Ni+1,M).
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Além disso, quando M é injetivo, pelo Corolário 1.5.4, temos que

0→ HomR(R/Ni,M)
g∗→ HomR(R/Ni+1,M)

f∗→ HomR(Ni/Ni+1,M)→ 0

é sequência exata. Assim, pelo Teorema dos R-homomorfismos, f̄ ∗ é um R-isomor-

fismo e, então

Mi+1/Mi −→ HomR(Ni/Ni+1,M)

é um R-isomorfismo.

Lema 2.1.5. Sejam M um R-módulo à esquerda de comprimento finito com socle

S e R = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nk = 0 uma cadeia de ideais de R tais que Ni/Ni+1

é semissimples como R-módulo à esquerda, 0 ≤ i ≤ k − 1. Então, RM é imerso

em um R-módulo à esquerda injetivo que tem comprimento finito se, e somente se,

HomR(Ni/Ni+1, S) tem comprimento finito como R-módulo à esquerda, para cada

i = 0, . . . , k − 1.

Demonstração. Definindo Bi := {x ∈ E(M) : nx = 0 para todo n ∈ Ni}, com

i = 0, . . . , k − 1, obtemos a série de Loewy 0 = B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bk = E(M).

Pelo Lema 2.1.4, segue que Bi+1/Bi
∼= HomR(Ni/Ni+1, E(M)). Assim, E(M) tem

comprimento finito se, e somente se, HomR(Ni/Ni+1, E(M)) tem comprimento finito

para todo i, 0 ≤ i ≤ k − 1.

Seja S ′ é o socle de E(M). Pela Proposição 1.3.22 obtemos para cada i,

i = 0, . . . , k − 1, que HomR(Ni/Ni+1, E(M)) = HomR(Ni/Ni+1, S
′).

Como S e S ′ são somas diretas de submódulos simples de M e E(M), respec-

tivamente, segue que T = R < S ′ \ S >1 é um R-submódulo à esquerda de E(M).

Como `R(M) < ∞ segue, do item 1 da Proposição 1.5.14, que S ⊆e M . Como

T ∩ S = 0, obtemos T = 0 e portanto S = S ′, o que conclui a demonstração.

Uma consequência, quase direta, do Lema 2.1.5 é o seguinte resultado:

Teorema 2.1.6. Sejam RM um R-módulo à esquerda com comprimento finito e

socle S, N um ideal de R tal que R = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nk = 0 e R/N é semis-

simples. Então RM é imerso num R-módulo à esquerda injetivo com comprimento
1Dado um R-módulo à esquerda M e B um subconjunto de M , escrevemos R < B > para

denotar o R-submódulo à esquerda de M gerado por B. Quando B = {b} é um conjunto unitário,
escrevemos R < b > em lugar de R < {b} >.
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finito se, e somente se, o R-módulo HomR(N i/N i+1, S) tem comprimento finito para

cada i = 0, 1, . . . , k− 1, se, e somente se, o R/N-módulo HomR/N(N i/N i+1, S) tem

comprimento finito para cada i = 0, 1, . . . , k − 1.

Demonstração. Fixe i = 0, 1, . . . , k−1. Como o anel R/N é semissimples, segue que

o módulo R/N(N i/N i+1) é semissimples. Por outro lado, comoN ⊆ AnnR(N i/N i+1),

obtemos pela Proposição 1.1.2, que as ações à esquerda dos anéis R e R/N sobre o

módulo N i/N i+1 coincidem. Assim, o módulo R(N i/N i+1) é também semissimples.

Agora, para obter a prova da primeira equivalência, é suficiente aplicar o Lema 2.1.5.

Como (N i/N i+1)N = 0, novamente pela Proposição 1.1.2, segue que as ações à

direita dos anéis R e R/N sobre N i/N i+1 coincidem. Assim, HomR(N i/N i+1, S) =

HomR/N(N i/N i+1, S). Com isto obtemos a prova da segunda equivalência.

Proposição 2.1.7. Seja N é um ideal nilpotente de R tal que R = N0 ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇
Nk = 0 e R/N é semissimples. Então, para i = 1, . . . , k − 1, HomR(N i/N i+1, S)

tem comprimento finito para todo R-módulo à esquerda simples S se, e somente se,

HomR(N/N2, S) tem comprimento finito para todo R-módulo à esquerda simples S.

Demonstração. Assumimos que HomR(N/N2, S) tem comprimento finito para todo

R-módulo à esquerda simples S. Vamos mostrar que HomR(N i/N i+1, S) tem com-

primento finito para todo R-módulo à esquerda simples S, para cada i = 1, . . . , k−1,

fazendo indução sobre i. Assim, nossa hipótese de indução é que HomR(N i−1/N i, S)

tem comprimento finito para todo R-módulo à esquerda simples S.

Agora, temos que a correspondência (n,m) 7−→ nm define uma função balance-

ada δ : N × N i−1 −→ N i. Logo, pela Proposição 1.6.4, existe um único homomor-

fismo de grupos δ′ : N ⊗R N i−1 −→ N i que faz comutar o seguinte diagrama

N ×N i−1 N ⊗R N i−1

N i

?

δ

-π ppppppppppppppp+ δ′

É claro que δ′ é um epimorfismo. Além disso, como N ⊗R N i−1 é um R-módulo

à esquerda, segue que δ′ é um R-epimorfismo de módulos à esquerda. Agora, se
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ρ : N i −→ N i/N i+1 é a projeção canônica, segue que a composição de R-

homomorfismos η = ρ ◦ δ′ : N ⊗RN i−1 −→ N i/N i+1 é também um R-epimorfismo à

esquerda. Observamos que, dado um elemento arbitrário x =
t∑

j=1

nj⊗mj ∈ N⊗RN i−1

temos que

η(x) = η

(
t∑

j=1

nj ⊗mj

)
=

t∑
j=1

η(nj ⊗mj) =
t∑

j=1

ρ ◦ δ′(nj ⊗mj) =
t∑

j=1

ρ(njmj)

=
t∑

j=1

(
njmj +N i+1

)
=

(
t∑

j=1

njmj

)
+N i+1.

Logo, x ∈ Ker(η) se, e somente se,
t∑

j=1

njmj ∈ N i+1. Agora, se C é o R-módulo ge-

rado pelo conjunto {n′ ⊗m, n⊗m′| n′ ∈ N2, n ∈ N, m′ ∈ N i, m ∈ N i−1} é claro

que C ⊆ Ker(η). Assim, se π′ : N ⊗R N i−1 −→ N⊗RN i−1

C
é a projeção canônica, en-

tão existe um único R-epimorfismo η̄ : N⊗RN i−1

C
−→ N i/N i+1. Por outro lado, pela

Proposição 1.6.5, temos que existe um R-isomorfismo ε : N
N2 ⊗R N i−1

N i −→ N⊗RN i−1

C
.

Assim, existe um R-epimorfismo φ = η̄ ◦ ε : N
N2 ⊗R N i−1

N i −→ N i/N i+1. Logo, pela

Proposição 1.1.9 para todo R-módulo simples à esquerda S, obtemos que:

φ∗ : HomR

(
N i/N i+1, S

)
−→ HomR

(
N

N2
⊗R

N i−1

N i
, S

)
é um R-monomorfismo à esquerda. Como S é um R-módulo à esquerda, N/N2 e

N i−1/N i são R-bimódulos, segue pela Proposição 1.6.6 e a Observação 1.6.7, que

existe um R-isomorfismo de módulos à esquerda

ψ : HomR

(
N

N2
⊗R

N i−1

N i
, S

)
−→ HomR

(
N i−1

N i
, HomR

(
N

N2
, S

))
.

Assim, existe um R-monomorfismo

ϕ = ψ ◦ φ∗ : HomR

(
N i

N i+1
, S

)
−→ HomR

(
N i−1

N i
, HomR

(
N

N2
, S

))
.

Daí, para concluir nossa prova, é suficiente mostrar que o R-módulo à esquerda

HomR

(
N i−1

N i , HomR

(
N
N2 , S

))
tem comprimento finito.

Seja S ′ = HomR

(
N
N2 , S

)
. Por hipótese, S ′ tem comprimento finito. Por outro

lado, como as ações à direita de R e R/N coincidem sobre N/N2, temos que as

ações à esquerda de R e R/N coincidem sobre S ′. Como R/N é semissimples, temos
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que S ′ é um R-módulo à esquerda semissimples. Assim, S ′ =
k
⊕
j=1
Sj com Sj um

R-módulo simples, para cada j = 1, . . . , k. Logo, pela Proposição 1.1.10, temos que

HomR

(
N i−1

N i
, HomR

(
N

N2
, S

))
= HomR

(
N i−1

N i
,
k
⊕
j=1
Sj

)
=

k⊕
j=1

HomR

(
N i−1

N i
, Sj

)
.

Agora, pela hipótese de indução, para cada j = 1 . . . , k, temos que HomR

(
N i−1

N i , Sj

)
tem comprimento finito. Daí, segue que

k⊕
j=1

HomR

(
N i−1

N i , Sj

)
também tem compri-

mento finito, e assim concluímos a nossa prova.

2.2 Finitude do Fecho Injetivo de um R-módulo
Simples e a Artianidade de R

Para melhor apresentar nossos resultados, esta seção será dividida em duas subse-

ções. Na primeira subseção vamos exigir que o anel R, além de ter unidade, seja

um anel artiniano à esquerda. Na segunda subseção exigimos que o anel R seja um

anel artiniano com unidade.

2.2.1 Anéis Artinianos à Esquerda

Como dissemos, nesta subseção R será um anel artiniano à esquerda com unidade.

Vamos começar fazendo certas observações nas quais introduzimos algumas nota-

ções.

Observação 2.2.1. 1. Como R é um anel artiniano à esquerda, se N = J(R)

então, pelo Teorema 1.3.10, existe o menor inteiro k ≥ 0 tal que R = N0 ⊇
N1 ⊇ · · · ⊇ Nk = 0.

2. Seja RM um R-módulo simples arbitrário. Para cada i, 0 ≤ i ≤ k − 1,

definimos o R-módulo Vi 2 como sendo:

Vi :=
∑{

Mα : Mα é R-submódulo à esquerda de N i/N i+1 e Mα
∼= RM

}
.

Como, para cada α, Mα
∼= M como R-módulos à esquerda e RM é simples,

então todo Mα é simples. Assim, Vi é semissimples, e então,

Vi := ⊕
{
Mα′ : Mα′ é R-submódulo à esquerda de N i/N i+1 e Mα′

∼= RM
}
.

2Vi é chamada de componente homogênea do módulo R(N
i/N i+1) correspondente ao módulo

RM . Quando não existem R-submódulos de N i/N i+1 isomorfos ao módulo RM , Vi = 0
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3. Pelo Corolário 1.3.4, N = J(R) é um ideal de R. Logo, este fato induz uma

estrutura de R-bimódulo em N i/N i+1 para i = 0, . . . , k − 1.

Para os próximos resultados, vamos manter as notações acima.

Proposição 2.2.2. Seja M um R-módulo à esquerda simples e N = J(R). Então

Vi =
t
⊕
j=1
Mj onde, para j = 1, . . . , t, Mj é R-submódulo à esquerda de N i/N i+1 e

Mj
∼= M como R-módulos à esquerda.

Demonstração. Como R é um anel artiniano à esquerda, segue que N i/N i+1 também

é anel artiniano à esquerda. Seja

F =
{
Mα : Mα é um R-submódulo à esquerda de N i/N i+1 e RMα

∼= RM
}
.

Se F é uma família infinita, existe uma subfamília infinita enumerável {Ml}l∈N ⊆ F

tal que Ml1 6= Ml2 se l1 6= l2. Logo, Vi )
∞
⊕
l=1
Ml )

∞
⊕
l=2
Ml ) . . . é uma cadeia

descendente de R-submódulos à esquerda de Vi, e portanto, de N i/N i+1. Como

esta cadeia não é estacionária, obtemos uma contradição com o fato de N i/N i+1 ser

artiniano à esquerda. Assim, F é finita e, portanto,

Vi =
t
⊕
j=1
Mj.

Proposição 2.2.3. Para cada i = 0, . . . , k − 1, Vi é um R-bimódulo.

Demonstração. Vi é um R-módulo à esquerda, pois é soma direta de R-módulos à

esquerda. Assim, para completar a demonstração é suficiente mostrar que Vi é um

R-módulo à direita. Mais precisamente, é suficiente mostrar que para todo v ∈ Vi e
todo r ∈ R, vr ∈ Vi.

Como N i/N i+1 é um R-bimódulo, para cada i = 0, . . . , k − 1 e Vi ⊆ N i/N i+1,

segue que φr : Vi −→ N i/N i+1, definida pela correspondência v 7−→ vr, para cada

r ∈ R, é um R-homomorfismo de R-módulos à esquerda. Então para mostrar que

vr ∈ Vi, para todo v ∈ Vi e todo r ∈ R, é suficiente mostrar que φr(Vi) ⊆ Vi.

Seja φ ∈ HomR(Vi, N
i/N i+1). Como φ(Vi) =

t
⊕
j=1
φ(Mj), onde Mj

∼= M é um

R-módulo à esquerda simples, pela Proposição 2.2.2, temos então φ(Mj) = 0 ou

φ(Mj) ∼= M , para qualquer j = 1, . . . , t. Isto completa a nossa demonstração.
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Para cada i = 0, . . . , k − 1, seja Ei = End(RVi) o anel de R-homomorfismos à

esquerda de Vi. Da Proposição 2.2.3, para cada r ∈ R, fr : Vi −→ Vi definido pela

correspondência v 7−→ vr, é um R-homomorfismo à esquerda. Vamos denotar por

Ri o conjunto de todos estes R-homomorfismos.

Proposição 2.2.4. Para cada i = 0, . . . , k − 1, Ri é subanel de Ei.

Demonstração. Fixamos i ∈ {0, . . . , k − 1}. Como 0 ∈ R e v0 = 0, para todo v ∈ Vi,
então 0 ∈ Ri. Para todos r1, r2 ∈ R, temos fr1(v)−fr2(v) = vr1−vr2 = v(r1−r2) =

fr1−r2(v), para cada v ∈ Vi, isto é, fr1 − fr2 = fr1−r2 ∈ Ri. Agora, dados r1, r2 ∈ R,
temos fr1 ◦ fr2(v) = fr1(vr2) = (vr2)r1 = v(r2r1) = fr2r1(v), para cada v ∈ Vi, isto
é, fr1 ◦ fr2 = fr2r1 ∈ Ri.

Proposição 2.2.5. Para cada i = 0, . . . , k − 1, o anel Ei é simples, artiniano à

esquerda e artiniano à direita.

Demonstração. Fixamos i ∈ {0, . . . , k − 1}. Das Proposições 2.2.2 e 1.1.10 obtemos

que:

Ei = HomR(
t
⊕
j=1
Mj,

t
⊕
l=1
Ml) =

t
⊕
j=1

(
t
⊕
l=1
HomR(Mj,Ml)

)
.

Logo, Ei é isomorfo ao anel de matrizes de ordem t × t com entradas no anel

End(RM). Como o anel End(RM) é um anel de divisão, pela Proposição 1.3.15,

temos então pelo Teorema 1.3.27 e pela Observação 1.3.28 que o anel Ei é simples,

artiniano à esquerda e artiniano à direita, como queríamos mostrar.

Proposição 2.2.6. Para cada i = 0, . . . , k − 1, o anel Ri é semissimples. Além

disso, Ri é artininiano à direita e noetheriano à direita.

Demonstração. Vamos mostrar que o anel Ri
op é semissimples.

Temos que a aplicação ϕ : R −→ Ri
op definida pela correspondência r 7−→ fr, é

um homomorfismo de anéis sobrejetor. Logo, pelo Teorema dos homomorfismos para

anéis, Ri
op ∼= R/Ker(ϕ). Assim, para mostrar que Ri

op é semissimples, é suficiente

mostrar que R/Ker(ϕ) é semissimples.

Dado r ∈ N , como Vi ⊆ N i/N i+1, temos fr(v) = vr = 0 para cada v ∈ Vi.

Então N ⊆ Ker(ϕ) e assim, a aplicação ψ : R/N −→ R/Ker(ϕ), definida pela
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correspondência r+N 7−→ r+Ker(ϕ), é um homomorfismo deR-módulos à esquerda

e também à direita.

Como R/N é semissimples e N(R/N) = 0, obtemos pelo item 1 da Proposição

1.1.2, que R(R/N) é semissimples. Como ψ é sobrejetor e a imagem de R-módulos

semissimples por R-homomorfismos é semissimples, então R(R/Ker(ϕ)) é semissim-

ples. Como Ker(ϕ)(R/Ker(ϕ)) = 0, novamente pela Proposição 1.1.2, obtemos que

R/Ker(ϕ)(R/Ker(ϕ)) é semissimples.

Vamos mostrar agora que Ri é artiniano à direita. De fato, como ϕ : R −→ Ri
op

é um homomorfismo de anéis sobrejetor e R é artiniano à esquerda, segue que Ri
op

também é artiniano à esquerda. Assim, obtemos que Ri é artiniano à direita.

Por último, como Ri é semissimples e artiniano à direita segue, pela Proposição

1.3.13, que Ri é noetheriano à direita.

No próximo resultado, com as notações e resultados desta subseção, estabelece-

mos condições necessárias e suficientes para que um módulo simples, sobre um anel

artiniano à esquerda, seja imerso em um módulo injetivo com comprimento finito.

Teorema 2.2.7. Seja M um R-módulo à esquerda simples. Então M pode ser

imerso em um R-módulo à esquerda injetivo de comprimento finito se, e somente

se, Ei é um Ri-módulo à direita finitamente gerado, para cada i = 0, . . . , k − 1.

Demonstração. Como Vi é um R-bimódulo, pelo Teorema 1.1.5 temos que Ei é um

R-módulo à esquerda com a ação definida por (rf)(v) = f(vr), para todo f ∈ Ei,
todo r ∈ R e todo v ∈ Vi. Segue então das Proposições 2.2.2 e 1.1.10 que:

Ei = HomR(Vi, Vi) =
t
⊕
j=1
HomR(Vi,Mj).

Afirmamos que HomR(Vi,Mj) = HomR(N i/N i+1,Mj), para cada j = 0, . . . , t.

De fato, pois R é artiniano à esquerda e J(R) = N , temos então que R/N é um anel

semissimples pelo Teorema 1.3.25, de onde segue que N i/N i+1 é um R/N -módulo

semissimples. Como as ações de R e R/N sobre N i/N i+1 coincidem, obtemos que

N i/N i+1 é um R-módulo semissimples.

Daí, como Vi é R-submódulo de R(N i/N i+1), existe um R-submódulo à esquerda

P de N i/N i+1 tal que N i/N i+1 = Vi ⊕ P . Agora, se f ∈ HomR(Vi,Mj), basta

estender f definindo f(P ) = 0 para obter que f ∈ HomR(N i/N i+1,Mj).
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Para concluir que HomR(Vi,Mj) = HomR(N i/N i+1,Mj), é suficiente mostrar

que f(P ) = 0, para todo f ∈ HomR(N i/N i+1,Mj).

Seja f ∈ HomR(N i/N i+1,Mj). Suponhamos que existe x ∈ P tal que f(x) 6= 0.

Logo, a restrição de f a Rx, h : Rx −→ Mj, é um R-homomorfismo à esquerda.

Como N i/N i+1 é semissimples e Rx é um R-submódulo à esquerda de N i/N i+1,

então pela Proposição 1.3.9, segue que Rx é semissimples também. Logo, temos

que Rx = Q⊕ ker(h), para algum R-submódulo à esquerda Q de Rx. Como Mj é

simples e h(x) = f(x) 6= 0, obtemos que h(Rx) = Mj, isto é, h é um epimorfismo.

Daí, pelo Teorema de R-homomorfismos, segue que

Q ∼=
Q⊕ ker(h)

ker(h)
=

Rx

ker(h)
∼= h(Rx) = Mj,

como R-módulos à esquerda. Por definição de Vi obtemos que RQ é um submódulo

de Vi. Daí, obtemos que RQ ⊆ Vi ∩ P = 0, o que é uma contradição pois RQ é

simples. Portanto, f(P ) = 0 e completamos a prova da afirmação.

Como RMj
∼= RM , da afirmação anterior, obtemos que:

(i) `R(Ei) <∞ se, e somente se, `R(HomR(N i/N i+1, RM)) <∞.

Temos queHomR(N i/N i+1, RM) éR-módulo à esquerda com a ação definida por:

(rf)(x) = f(xr), para quaisquer f ∈ HomR(N i/N i+1, RM), r ∈ R e x ∈ N i/N i+1.

Assim, para quaisquer f ∈ Ei, r ∈ R e v ∈ Vi, temos (rf)(v) = f(vr) = f ◦ fr(v).

Então, a ação à esquerda de R sobre Ei coincide com a ação à direita de Ri sobre

Ei. Logo, de (i) segue que

(ii) `(EiRi) <∞ se, e somente se, `R(HomR(N i/N i+1, RM)) <∞.

Na Proposição 2.2.6 vimos que Ri é um anel semissimples. Logo, Ei como Ri-

módulo à direita também é semissimples. Assim, pela Proposição 1.3.14, obtemos

que ` (EiRi) <∞ se, e somente se, (Ei)Ri é finitamente gerado. Então,

(iii) (Ei)Ri é finitamente gerado se, e somente se, `R(HomR(N i/N i+1, RM)) <∞.

Daí, pelo Teorema 2.1.6, obtemos que o módulo simples RM é imerso em um

módulo injetivo de comprimento finito se, e somente se, EiRi é finitamente gerado.
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Observação 2.2.8. Temos que o produto no anel Ei é dado pela composição usual

de R-endomorfismos de Vi. Na Proposição 2.2.5 vimos que Ei é simples, artiniano

à esquerda e artiniano à direita. Assim, também Ei
op é simples, artiniano à di-

reita e artiniano à esquerda. Logo, o Teorema 2.2.7 pode ser enunciado de forma

equivalente, como segue:

Teorema 2.2.7.′ Seja M um R-módulo à esquerda simples. Então M pode ser

imerso em um R-módulo à esquerda injetivo de comprimento finito se, e somente

se, Eop
i é um Rop

i -módulo à esquerda finitamente gerado, para cada i = 0, . . . , k− 1.

No seguinte exemplo, mostramos que a hipótese de R ser artiniano à esquerda

não é suficiente para que Ei seja um Ri-módulo finitamente gerado à direita. Assim,

pelo Teorema 2.2.7, não é suficiente que o anel R seja artiniano à esquerda para que

todo R-módulo simples RM seja imerso num R-módulo injetivo de comprimento

finito.

Exemplo 2.2.9. Seja K um corpo com um homomorfismo de corpos injetor σ :

K −→ K tal que [K : σ(K)] = ∞, isto é, a dimensão de K sobre σ(K) é infinita,

o que acontece por exemplo quando tomamos K = F (x1, x2, . . .), com F um corpo

qualquer, σ(xi) = xi+1 e σ|F = id.

Escolhemos um K-módulo à esquerda N tal que K ∼= N como K-módulos à

esquerda. Agora, definindo nk = σ(k)n, para todo k ∈ K e todo n ∈ N , obtemos

que esta é uma ação à direita de K sobre N . Não é difícil verificar que estas ações

fazem de N um K-bimódulo. Definindo,

R :=

{(
k n
0 k

)
: k ∈ K, n ∈ N

}
,

temos que R é um anel artiniano à esquerda que possui um R-módulo simples à

esquerda que não é imerso em um R-módulo à esquerda injetivo de comprimento

finito. Além disso, temos que R não é um anel artiniano à direita.

De fato, iniciamos lembrando a estrutura dos ideais à esquerda e à direita de

R. Pela Proposição 1.4.1, segue que R é um anel com a soma e o produto usual de

matrizes onde:
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• Os ideais à esquerda de R são da forma I =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ I1, m ∈ I2

}
com

I1 um ideal de K e I2 um K-submódulo à esquerda de N que contém NI1.

• Os ideais à direita de R são da forma J =

{(
r m
0 r

)
: r ∈ J1, m ∈ J2

}
com

J1 um ideal de K e J2 um K-submódulo à direita de N que contém J1N .

Além disto, não é difícil verificar que:

K ∼= K ′ =:

{
k′ =

(
k 0
0 k

)
: k ∈ K

}
como corpos,

N ∼= N ′ =:

(
0 N
0 0

)
=:

{
n′ =

(
0 n
0 0

)
: n ∈ N

}
como grupos, e (N ′)2 = 0.

Discutiremos agora a artinianidade do anel R:

Afirmação (1): O único K-submódulo à esquerda próprio de R é N ′ ∼= R/K ′.

Em particular, R é artiniano à esquerda.

De fato, como K é corpo, os únicos ideais à esquerda de K são 0 e K. Logo,

como KK ∼= KN então, os únicos K-submódulos à esquerda de N são 0 e N . Assim,

da caracterização dos ideais à esquerda de R, segue que o único ideal à esquerda

próprio de R é N ′ =

(
0 N
0 0

)
∼= R(R/K ′). Então N ′ é o único R-submódulo à

esquerda de R e, assim, R é artiniano à esquerda.

Em contraste com a Afirmação 1, temos:

Afirmação (2): R não é artiniano à direita.

De fato, por definição do K-bimódulo N , temos que NK := σ(K)N . Como KN ∼=

KK e [K : σ(K)] =∞, existe um K-isomorfismo δ : KK −→ KN e existe uma base

infinita A para o espaço vetorial K sobre σ(K). Se B = {b1, b2, . . . } ⊆ A, então

U1 =
∞
⊕
i=1
σ(K)bi ) U2 =

∞
⊕
i=2
σ(K)bi ) . . .

é uma cadeia estritamente decrescente de σ(K)-subespaços de K. Logo,

δ(U1) ) δ(U2) ) . . .
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é uma cadeia estritamente decrescente de σ(K)-submódulos à esquerda de N e,

portanto, uma cadeia estritamente decrescente de K-submódulos à direita de NK .

Então, pela caracterização dos ideais à direita de R, temos que:(
0 δ(U1)
0 0

)
)
(

0 δ(U2)
0 0

)
) . . .

é uma cadeia de ideais à direita estritamente decrescente de R. Assim, R não é

artiniano à direita.

Temos que J(R) = N ′ pois, como vimos na Afirmação (1), N ′ é o único ideal pró-

prio à esquerda de R. Agora, tomamos o R-módulo simples RN ′ ∼= RM = R(R/K ′),

temos que V1 = RN
′ e E1 = End(RN

′).

Além disso, N ′ é um R-bimódulo, pois N é um K-bimódulo. Como as ações à

esquerda de R e K ′ sobre N ′ coincidem, segue que E1 = End(RN
′) = End(K′N

′).

Pelo Teorema 1.1.5, E1 tem estrutura de R-módulo à esquerda com a ação definida

por: (rf)(n′) = f(n′r), para quaisquer f ∈ E1, n ∈ N ′ e r ∈ R. Dado que as

ações à direita de R e K ′ sobre N ′ também coincidem, temos então que E1 tem

estrutura de K ′-módulo à esquerda e esta estrutura coincide com a estrutura de E1

como R-módulo à esquerda.

Por outro lado, por definição de R1, temos que

R1 := {fr : RV1 −→ RV1| fr(v) = vr, r ∈ R}

= {fr : RN
′ −→ RN

′| fr(n′) = n′r, r ∈ R} .

Novamente, do fato de que as ações à direita de R e K ′ sobre N ′ coincidem, segue

que:

R1 = {fk′ : K′N
′ −→ K′N

′| k′ ∈ K ′, fk′(n′) = n′k′} .

Denotamos por σ(K)′ o subcorpo
{(

σ(k) 0
0 σ(k)

)
: k ∈ K

}
de K e por σ(k′) o

elemento
(
σ(k) 0

0 σ(k)

)
. Logo, obtemos que

R1 = {fk′ : K′N
′ −→ K′N

′| k′ ∈ K ′, fk′(n′) = n′k′ = σ(k′)n′}

e que K ′ não é finitamente gerado sobre σ(K)′, pois σ(K)K não é finitamente gerado.

Dados k′ ∈ K ′ e f ∈ E1 temos: (k′f)(n′) = f(n′k′) = f(fk′(n
′)) = (f ◦ fk′)(n′),

para todo n′ ∈ N ′. Isto é, a ação à esquerda de K ′ sobre E1 coincide com a ação à

direita de R1 sobre E1. Vamos mostrar que E1R1
não é finitamente gerado.
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Lembre que δ : KK −→ KN é um K-isomorfismo. Logo, a aplicação

δ̄ : K′K
′ −→ K′N

′(
k 0
0 k

)
7−→
(

0 δ(k)
0 0

)
é um K ′-isomorfismo. Como K é corpo, temos que N = K < δ(1K) >, de onde segue

que N ′ = K′ < δ̄(1K′) >.

Seja f ∈ E1. Temos então que f(δ̄(1)) = k′0δ̄(1), para algum k′0 ∈ K ′. Então,

dado n′ = k′δ̄(1) ∈ N ′, temos que f(n′) = f(k′δ̄(1)) = k′f(δ̄(1)) = k′(k′0δ̄(1)) =

(k′k′0)δ̄(1) = (k′0k
′)δ̄(1) = k′0(k′δ̄(1)) = k′0n

′. Isto é, f está definido pelo elemento

k′0 ∈ K ′. Podemos ver que, por definição de R1, todo elemento de R1 está definido

por algum σ(k′) ∈ σ(K)′. Não é difícil verificar também que todo k′ ∈ K ′ define

um elemento de E1. Além disto, temos que se f1, f2 ∈ E1 são definidas por k′1 e

k′2, respectivamente, então, para todo n′ ∈ N ′, f1(f2(n′)) = f1(k′2n
′) = k′1(k2n

′) =

(k′1k
′
2)n′ = (k′2k

′
1)n′ = k′2(k′1n

′) = f2(k′1n
′) = f2(f1(n′)). Isto é, f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1.

Então, E1 é um anel comutativo.

Suponhamos que E1R1
é finitamente gerado. Então existem f1, . . . , ft ∈ E1,

definidos por k′1, . . . , k′t ∈ K ′, respectivamente, tais que, para todo f ∈ E1:

f = f1 ◦ g1 + . . .+ ft ◦ gt, para alguns g1, . . . , gt ∈ R1.

Sejam 0 6= k′ ∈ K ′ e f o endomorfismo de K′N
′ definido pela correspondência

n′ 7−→ k′n′. Então, f = f1 ◦ g1 + . . . + ft ◦ gt, para alguns g1, . . . , gt ∈ R1. Logo,

se g1, . . . , gt ∈ R1 são definidos por σ(y′1), . . . , σ(y′t) ∈ σ(K)′ respectivamente, então

temos que, para todo n′ ∈ N ′:

f(n′) = f1(g1(n′)) + . . .+ ft(gt(n
′))

= f1(σ(y′1)n′) + . . .+ ft(σ(y′t)n
′)

= k′1(σ(y′1)n′) + . . .+ k′t(σ(y′t)n
′)

= (k′1σ(y′1) + . . .+ k′tσ(y′t))n
′.

Isto é, para todo n′ ∈ N ′, k′n′ = f(n′) = (k′1σ(y′1) + . . .+ k′tσ(y′t))n
′. Daí segue que

(k′ − (k′1σ(y′1) + . . . + k′tσ(y′t)))n
′ = 0, para todo n′ ∈ N ′. Então concluímos que

k′ − (k′1σ(y′1) + . . .+ k′tσ(y′t) = 0. Como k′ ∈ K ′ é arbitrário e σ(y′1) + . . .+ σ(y′t) ∈
σ(K)′, obtemos que K ′ é finitamente gerado sobre σ(K ′), uma contradição.
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Vimos que o anel R do Exemplo 2.2.9 é artiniano à esquerda, mas não é artiniano

à direita. O primeiro lema da próxima subseção mostra que é suficiente que o anel

R seja artiniano à esquerda e à direita para que Eop
i seja um Rop

i -módulo à direita

finitamente gerado, para todo i = 0, 1, . . ..

2.2.2 Anéis Artinianos

Nesta subseção nosso anel R é um anel artiniano com unidade.

Lema 2.2.10. Com as mesmas notações dadas no início da subseção anterior, se o

anel R for artiniano à esquerda e à direita então, para cada i = 0, 1, . . . , Eop
i é um

Rop
i -módulo finitamente gerado à direita.

Antes de fazer a prova do Lema 2.2.10, vejamos uma observação e uma proposição

que usaremos na prova deste lema.

Observação 2.2.11. Vi pode ser visto como um Eop
i -módulo à direita se em lugar

de f(v) escrevemos vf , para quaisquer f ∈ Eop
i e v ∈ Vi. De fato, desta forma, para

quaisquer f, g ∈ Eop
i e u, v ∈ Vi, temos que:

• (u+ v)f = uf + vf ;

• v(f + g) = vf + vg;

• v(gf) = (vg)f ;

• v1Eopi = v.

Além disso, temos que Vi é um (R,Eop
i )-bimódulo. De fato, dados r ∈ R e f ∈ Eop

i

arbitrários, temos que

(rv)f = r(vf), para todo v ∈ Vi.

Proposição 2.2.12. Com as mesmas notações desta subseção, temos que:

1. Eop
i como Eop

i -módulo à direita é uma soma direta finita de cópias de Vi como

Eop
i -módulo à direita;

2. Vi é simples como Eop
i -módulo à direita.
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Demonstração. 1. Como RM é simples, pela Proposição 1.3.5 segue que M ∼=
R/I como R-módulos à esquerda, para algum ideal à esquerda maximal I de R.

Como Vi =
t
⊕
j=1
Mj com Mj

∼= RM , segue que Vi =
t
⊕
j=1

RR̄j, com RR̄j = R(R/I).

Como I ⊆ AnnR(R/I), segue pela Proposição 1.1.2, que as ações à esquerda

de R e R/I sobre R/I coincidem. Então, RVi = R/IVi =
t
⊕
j=1

R/IR̄j. Logo,

Ei = End(R/IVi) = End

(
t
⊕
j=1

R/IR̄j

)
= Mt(R/I), isto é, Ei é o conjunto de

todas as matrizes de ordem t× t com entradas no anel de divisão R/I. Vamos

ver que a aplicação φ : Vi −→ Eop
i definida pela correspondência:

v = (r̄1, . . . , r̄t)7−→φ(v) =


r̄1 0 . . . 0
r̄2 0 . . . 0
...

... . . . ...
r̄t 0 . . . 0


é um Eop

i -monomorfismo. É claro que φ é uma função injetora. Além disso,

dados v = (r̄1, . . . , r̄t) ∈ Vi e f = (r̄jl) ∈ Eop
i , temos que:

φ(vf) = φ (f(v)) = φ

r̄11 . . . r̄1t
... . . . ...
r̄t1 . . . r̄tt

r̄1
...
r̄t

 = φ




t∑

j=1

r̄1j r̄j

...
t∑

j=1

r̄tj r̄j





=


t∑

j=1

r̄1j r̄j 0 . . . 0

...
... . . . ...

t∑
j=1

r̄tj r̄j 0 . . . 0

 =


r̄11 r̄12 . . . r̄1t

r̄21 r̄22 . . . r̄2t
...

... . . . ...
r̄t1 r̄t2 . . . r̄tt



r̄1 0 . . . 0
r̄2 0 . . . 0
...

... . . . ...
r̄t 0 . . . 0


= f ◦ φ(v) = φ(v)f.

Não é difícil ver também que φ(v1 +v2) = φ(v1)+φ(v2), para todos v1, v2 ∈ Vi.
Assim, φ é um Eop

i -monomorfismo, como queríamos mostrar.

Por outro lado, se Eik é o Eop
i -módulo à direita formado por todas as matrizes

coluna 
0 . . . 0 r̄1k 0 . . . 0
0 . . . 0 r̄2k 0 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 r̄tk 0 . . . 0

 ,

temos que Eik ∼= Eik̄, para todos k, k̄ = 1, . . . , t, como Eop
i -módulos à direita.

Como Eop
i =

t
⊕
k=1

Eik, obtemos que Ei como Eop
i -módulo é uma soma direta
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finita de cópias de Vi, como Eop
i -módulo à direita. Com isto completamos a

prova do item 1.

2. Segue do fato que cada Eik, k = 1, . . . , t, é um Eop
i -submódulo simples de Eop

i ,

como Eop
i -módulo à direita, e do fato de que Vi ∼= Ei1 como Eop

i -módulos à

direita.

Agora estamos em condições de demonstrar o Lema 2.2.10.

Demonstração do Lema 2.2.10. Como R é artiniano à direita e R = N0 ⊇ N ⊇
. . . ⊇ N l = 0, então N i

R, (N i/N i+1)R e ViR também são artinianos à direita. Dado

que N ⊆ Ann(N i/N i+1)R, pela Proposição 1.1.2, segue que as ações à direita dos

anéis R e R/N sobre N i/N i+1 coincidem. Como R/N é semissimples, (N i/N i+1)R é

semissimples e assim ViR também o é. Como ViR é semissimples e artiniano, temos

pela Proposição 1.3.13, que ViR é finitamente gerado.

Por definição, Ri := {fr : Vi −→ Vi| fr(v) = vr, r ∈ R}. Observamos que, para

todo x ∈ Vi e todos r′, r′′ ∈ R, x(r′r′′) = (xr′)r′′ = (xr′)fr′′ = (xfr′)fr′′ = x(fr′fr′′),

isto é, a ação à direita de R e Rop
i sobre Vi coincidem. Como ViR é finitamente

gerado, então também Vi é finitamente gerado como Rop
i -módulo à direita. Pelo

item 1 da Proposição 2.2.12, temos que Eop
i como Eop

i -módulo à direita é uma soma

direta finita de cópias do Eop
i -módulo à direita Vi. Como Rop

i é subanel de Eop
i , segue

que Eop
i como Rop

i -módulo à direita também é uma soma direta finita de cópias de Vi
como Rop

i -módulo à direita. Daí, pela Proposição 1.2.12, segue que Eop
i é finitamente

gerado como Rop
i -módulo à direita.

2

A seguinte proposição é uma versão fraca da recíproca do Lema 2.2.10. Lembre-

mos que fixando um R-módulo simples RM definimos o R-módulo Vi correspondente

a RM . Assim, os anéis Ei = End(RVi) e Ri, e seus respectivos anéis opostos, são

também definidos a partir do R-módulo simples RM , escolhido inicialmente.

Proposição 2.2.13. Se para cada R-módulo à esquerda simples RM o módulo

Eop
i Ropi

, definido a partir de RM , é finitamente gerado, para cada i = 0, 1, . . . , k,

então o anel R é artiniano à direita.

52



Demonstração. Como o anel R/N é semissimples, também o módulo R/N(N i/N i+1)

é semissimples. Observamos que as ações à esquerda dos anéis R e R/N sobre

N i/N i+1 coincidem. Daí, segue que o módulo R(N i/N i+1) é semissimples também.

Assim, R(N i/N i+1) = ⊕
j∈J
Sj, onde cada Sj é um submódulo simples de R(N i/N i+1).

Como o anel R é artiniano à esquerda temos que para cada i = 0, 1, . . . , k, o

módulo R(N i/N i+1) é artiniano à esquerda. Logo, isto implica que J tem que ser

um conjunto finito. Então, R(N i/N i+1) =
q
⊕
j=1
Sj. Assim, se S ′1, . . . , S ′p são todos

os submódulos dois a dois não isomorfos da família S1, . . . , Sq, podemos definir as

componentes homogêneas RVij do módulo R(N i/N i+1), que correspondem a cada

submódulo simples S ′j, 1 ≤ j ≤ q. Daí, segue que R(N i/N i+1) =
p
⊕
j=1

RVij. Pela

Proposição 2.2.3, temos que cada Vij é um R-bimódulo. Desta forma, obtemos

também que (N i/N i+1)R =

(
p
⊕
j=1

RVij

)
R

.

Vimos na prova do Lema 2.2.10 que as ações à direita dos anéis R e Rop
ij sobre

Vij coincidem, para cada j = 1, . . . , p. Por outro lado, do item 1 da Proposição

2.2.12, temos que Eop
ij como Eop

ij -módulo à direita é uma soma direta finita de cópias

do Eop
ij -módulo à direita Vij. Logo, como Rop

ij é subanel de Eop
ij , segue que Eop

ij

como Rop
ij -módulo à direita também é uma soma direta finita de cópias de Vij como

Rop
ij -módulo à direita. Por hipótese, para cada j = 1, . . . , p, (Eop

ij )
Ropij

é finitamente

gerado. Então, pela Proposição 1.2.12, segue que Vij é finitamente gerado

como Rop
ij -módulo à direita e, assim, o módulo (Vij)R também é finitamente gerado.

Portanto, para cada i = 0, 1, . . . , k, o módulo (N i/N i+1)R também é finitamente

gerado.

Como R/N é anel semissimples, também temos que (N i/N i+1)R/N é mó-

dulo semissimples. Logo, dado que N ⊆ AnnR(N i/N i+1)R, segue pela Proposição

1.1.2, que as ações à direita dos anéis R e R/N sobre N i/N i+1 coincidem. Assim,

(N i/N i+1)R também é semissimples.

Temos então que (N i/N i+1)R é finitamente gerado e semissimples para cada

i = 0, . . . , k. Daí, obtemos pela Proposição 1.3.13, que para cada i = 0, 1, . . . , k,

(N i/N i+1)R é artiniano à direita. Agora, como (Nk−1/Nk)R = (Nk−1/0)R ∼= (Nk−1)R,

segue que (Nk−1)R é artiniano à direita. Logo, se ρ : Nk−1 −→ Nk−2 é a inclusão e

π : Nk−2 −→ Nk−2/Nk−1 é a projeção canônica, temos que

0 −→ Nk−1 ρ→ Nk−2 π→ Nk−2/Nk−1 −→ 0
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é uma sequência exata de R-módulos à direita. Daí, pela Proposição 1.2.11, obtemos

que (Nk−2)R é artiniano à direita. Logo, continuando com este processo de forma

indutiva, obtemos que N0 = R é artiniano à direita. Assim concluímos a prova.

O seguinte teorema nos fornece informação sobre a imersão de um R-módulo à

esquerda simples de comprimento finito num módulo injetivo de comprimento finito,

quando R é um anel artiniano à esquerda e à direita.

Teorema 2.2.14. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um anel R artiniano à direita e à esquerda, que possui um R-módulo

à esquerda simples que não é imerso num módulo injetivo de comprimento

finito.

2. Existe um anel E simples e artiniano, à direita e à esquerda, com um subanel

semissimples T que também é artiniano, à direita e à esquerda, e que contém a

unidade de E, tal que ET é finitamente gerado e TE não é finitamente gerado.

Demonstração. 1⇒ 2. Esta implicação é consequência do Teorema 2.2.7 e do Lema

2.2.10. De fato, se R é artiniano à direita, pelo Lema 2.2.10, Eop
i é um Rop

i -módulo

à direita finitamente gerado. Por outro lado, se R é artiniano à esquerda, pelo

Teorema 2.2.7, segue que um módulo RM simples é imerso em um módulo injetivo

de comprimento finito se, e somente se, Eop
i é um Rop

i -módulo à esquerda finitamente

gerado.

2⇒ 1. Sejam E e T como em 2.

• Passo 1. Vamos construir o anel R.

Seja NE um E-módulo simples. Então, pela Proposição 1.3.15, D = End(NE)

é um anel de divisão. Além disso, NE é um D-módulo à esquerda com a ação

dada por:

dn := d(n), para quaisquer d ∈ D e n ∈ NE.

Como para todo d ∈ D, todo n ∈ NE e todo e ∈ E, tem-se d(ne) = (dn)e,

segue que N é um (D,E)-bimódulo e em particular, é um (D,T )-bimódulo.

Logo, pela Proposição 1.4.2, obtemos que

R :=

(
D N
0 T

)
=

{(
d n
0 t

)
: d ∈ D, n ∈ N, t ∈ T

}
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é um anel com a soma e o produto usual de matrizes.

Vamos mostrar agora que R é artiniano à esquerda e artiniano à direita. Co-

meçamos provando que DN é um D-módulo simples. Fixando n0 ∈ N não

nulo, temos < n0 >E= NE pois, NE é simples. Logo, dado qualquer n ∈ N ,

existe dn ∈ D definido pela correspondência n0 7−→ n. Isto é, para todo

n ∈ N , existe dn ∈ D tal que dnn0 = n. Assim N = D < n0 > e, como n0 é

arbitrário, isto significa que DN não tem D-submódulos distintos do 0 e N .

Daí, concluímos que DN é simples.

Afirmamos que o anel R é artiniano à esquerda. De fato, como D é um anel

de divisão, DN é simples e T é artiniano à esquerda, segue, pelo item 1 da

Proposição 1.4.2, que R é artiniano à esquerda.

Afirmamos que o anel R é artiniano à direita. De fato, como NE é simples e

ET é finitamente gerado, obtemos que NT é finitamente gerado. Assim, como

D é um anel de divisão e T é artiniano à direita, pelo item 2 da Proposição

1.4.2, segue que R é artiniano à direita.

• Passo 2. Vamos mostrar que existe um R-módulo à esquerda simples RM

que não pode ser imerso em um módulo injetivo de comprimento finito.

Começamos observando que se:

D′ :=

(
D 0
0 0

)
=

{(
d 0
0 0

)
: d ∈ D

}
,

N ′ :=

(
0 N
0 0

)
=

{(
0 n
0 0

)
: n ∈ N

}
,

T ′ :=

(
0 0
0 T

)
=

{(
0 0
0 t

)
: t ∈ T

}
,

temos que D′ ∼= D como anéis, N ′ ∼= N como grupos e T ′ ∼= T como anéis.

Também é fácil verificar que: a ação à esquerda de R sobre D′ é a mesma de

D′ sobre D′; a ação à esquerda de R sobre N ′ é a mesma de D′ sobre N ′; a

ação à direita de R sobre N ′ é a mesma de T ′ sobre N ′; e a ação à direita de

R sobre T ′ é a mesma de T ′ sobre T ′.

Vamos calcular agora o radical de Jacobson J(R) do anel R. Por definição,

J(R) é a interseção de todos os ideais maximais à esquerda de R. Vamos ver
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como são os ideais maximais à esquerda de R. Usando a Proposição 1.4.2

podemos verificar que um ideal à esquerda de R

I :=

(
I1 I2

0 I3

)
é um ideal à esquerda maximal de R se, e somente se, I1 = D, I2 = N

e I3 é ideal maximal à esquerda de T . Como T é semissimples e artinaino à

esquerda, então T =
q
⊕
l=1
Tl, onde cada Tl é um T -submódulo simples à esquerda

de T , ou um ideal minimal à esquerda de T . Podemos verificar que os ideais à

esquerda de T dados por: Tl1 ⊕ · · · ⊕ Tlq−1 , onde Tlj ∈ {T1, . . . , Tq}, para cada

j = 1, . . . , q − 1, são ideais maximais à esquerda de T . Como a interseção de

estes ideais maximais à esquerda de T é nula, isto implica que a interseção de

todos os ideais maximais à esquerda de T é nula. Daí, por definição do radical

de Jacobson, segue que J(R) =

(
D N
0 0

)
ou J(R) = N ′. Da Proposição 1.3.10

obtemos que J(R) é um ideal nilpotente. Então só podemos ter J(R) = N ′.

Agora vamos mostrar que o R-módulo RM = R/(T ′ ⊕ N ′) é simples e não

pode ser imerso em um R-módulo injetivo com comprimento finito. Já vimos

acima que as ações à esquerda de R e D′ sobre D′ coincidem, e também vimos

que D′ ∼= D como anéis. Logo, como D é um anel de divisão e RM ∼= RD
′,

obtemos que RM é simples.

Vimos que J(R) = N ′. Agora, se definimos a ação à esquerda de D sobre N ′

por:

d

(
0 n
0 0

)
:=

(
0 dn
0 0

)
, para quaisquer d ∈ D,n ∈ N,

temos que esta ação coincide com a ação à esquerda de D′ sobre N ′. Logo,

como a função φ : DN
′ −→ DN definida pela correspondência

(
0 n
0 0

)
7−→ n

é um D-isomorfismo e DN é simples, obtemos que D′N
′ é simples. Logo, como

as ações à esquerda de R e D′ sobre N ′ coincidem, temos que RN
′ = D′N

′.

Portanto J(R) = RN
′ é simples.

Como J(R) = RN
′ é simples e J(R)2 = 0 segue por definição de V1, que

V1 = RN
′ = J(R). Vimos no paragrafo anterior que o módulo RN

′ tem a

mesma estrutura do módulo DN . Assim, podemos escrever V1 = DN . Daí,

por definição, teríamos E1 = End(DN).
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Por outro lado, definindo a ação à direita de T sobre N ′ por:(
0 n
0 0

)
t :=

(
0 nt
0 0

)
, para quaisquer n ∈ N, t ∈ T,

temos que esta ação coincide com a ação à direita de T ′ sobre N ′. Segue então

que a função Θ : N ′T 7−→ NT , definida pela correspondência
(

0 n
0 0

)
7−→ n,

é um T -isomorfismo à direita. Além disso, dado que a ação á direita de R e

T ′ sobre N ′ coincidem, temos que N ′R = N ′T ′ . Então temos que o módulo Vi,

como R-módulo à direita, tem a mesma estrutura do módulo NT . Assim, por

definição de R1, temos:

R1 := {ft : DN −→ DN | ft(n) = nt, para todos t ∈ T, n ∈ N} .

Agora, pelo Teorema 2.2.7, para provar que o módulo simples RM não é imerso

num módulo injetivo de comprimento finito é suficiente mostrar que E1 não é

um R1-módulo à direita finitamente gerado. Para isto, começamos provando

que Eop ∼= End(DN) como anéis. De fato, temos que ϕ : Eop −→ End(DN)

definida pela correspondência e 7−→ ϕ(e) onde ϕ(e)(n) = ne, para todo n ∈ N ,

é um homomorfismo de anéis. Além disso:

(i) ϕ é injetora. Se ϕ(e1) = ϕ(e2) então ne1 = ne2 para todo n ∈ N .

Logo n(e1− e2) = 0 para todo n ∈ N e, como E é simples, então e1 = e2.

(ii) ϕ é sobrejetora. Observamos que N é um End(DN)-módulo à di-

reita com a ação definida por ng := g(n), para todo n ∈ N e todo

g ∈ End(DN). Agora, seja f ∈ End(DN). Fixando n0 ∈ N não nulo,

como NE é simples, temos N =< n0 >E. Assim, existe e0 ∈ E tal que

n0f = n0e0. Logo, como também D < n0 >= N , para todo n ∈ N , temos

nf = (dn0)f = d(n0f) = d(n0e0) = (dn0)e0 = ne0 = ϕ(e0)(n), isto é,

f = ϕ(e0) e então ϕ é sobrejetora.

Na argumentação usada para mostrar que Eop ∼= End(DN), mostramos que

todo D-endomorfismo f ∈ E1 é definido por um elemento e ∈ E. Também

vimos que, para cada elemento e ∈ E, a correspondência n 7−→ ne define um

D-endomorfismo f ∈ E1. Mais precisamente: f ∈ E1 se, e somente se, existe

um e ∈ E tal que f(n) = ne, para todo n ∈ N .
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Suponhamos agora que E1 é um R1-módulo à direita finitamente gerado. Neste

caso, existem f1, . . . , fl ∈ E1, definidos por e1, . . . , el ∈ E respectivamente, tais

que, para qualquer f ∈ E1, temos

f = f1 ◦ ft1 + · · ·+ fl ◦ ftl , onde, ft1 , . . . , ftl ∈ R1.

Seja e ∈ E. Então existe f ∈ E1 tal que f(n) = ne, para todo n ∈ N . Logo,

para todo n ∈ N , temos:

ne = f(n) = f1 ◦ ft1(n) + · · ·+ fl ◦ ftl(n)

= f1(nt1) + · · ·+ fl(ntl)

= (nt1)e1 + · · ·+ (ntl)el

= n(t1e1) + · · ·+ n(tlel)

= n(t1e1 + · · ·+ tlel)

Assim, para todo n ∈ N , temos que n (e− (t1e1 + · · ·+ tlel)) = 0. Daí, como

AnnE(NE) é um ideal de E e E é um anel simples, obtemos então que e =

t1e1 + · · ·+ tlel. Como e é arbitrário estamos mostrando que ET é finitamente

gerado, o que é um absurdo. Então E1 não é um R1-módulo finitamente gerado

à direita e, portanto, RM não é imerso num módulo injetivo de comprimento

finito.

Definição 2.2.15. Sejam A um anel e R um anel comutativo. Dizemos que A é

uma R-álgebra, se A é um R-módulo tal que:

r(a1a2) = (a1r)a2 = a1(ra2) = (a1a2)r, para quaisquer r ∈ R, a1, a2 ∈ A.

Definição 2.2.16. Seja R um anel. O centro de R é o conjunto

{r ∈ R : rx = xr para todo x ∈ R} .

Lema 2.2.17. Sejam Z um anel comutativo e E uma Z-álgebra finitamente gerada.

Seja R um subanel de E noetheriano à direita com a mesma unidade de E. Se E

é um R-módulo à direita finitamente gerado, então E também é um R-módulo à

esquerda finitamente gerado.
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Demonstração. Temos que ZR ⊆ E é um R-submódulo de ER. Como R é anel

noetheriano à direita e ER é finitamente gerado segue, pela Proposição 1.3.7, que

ER também é noetheriano. Logo, como todo submódulo de um módulo noetheriano é

noetheriano, obtemos que (ZR)R é noetheriano. Dado que um módulo é noetheriano

se, e somente se, todos os seus submódulos são finitamente gerados, obtemos que

(ZR)R é finitamente gerado. Assim, temos que

ZR = z1R + . . .+ ztR = Rz1 + · · ·+Rzt

com z1, . . . , zt ∈ Z; isto é, R(ZR) também é finitamente gerado.

Agora, por hipótese, ZE é finitamente gerado. Assim, existem e1, . . . , en ∈ E

tais que, para todo x ∈ E,

x =
n∑
i=1

ziei =
n∑
i=1

zi(1Eei) =
n∑
i=1

(zi1E)ei, para alguns z1, . . . , zn ∈ Z.

Como 1E ∈ R, segue que zi1E ∈ ZR. Logo, ZRE é finitamente gerado e, como

R(ZR) é finitamente gerado, então RE é finitamente gerado.

Teorema 2.2.18. Sejam R um anel artiniano à direita e à esquerda, RM um

R-módulo simples e U o anulador de RM em R. Se R′ = R/U é finitamente gerado

sobre o seu centro, então `R (E(M)) <∞.

Antes de provar o teorema vamos fazer algumas observações mantendo as nota-

ções do Teorema 2.2.18.

Observações 2.2.19. 1. Como R′U = 0 = MU , segue pela Proposição 1.1.2,

que as ações à esquerda de R sobre R′ e M são as mesmas de R′ sobre R′ e

M . Assim, como RM é simples, também R′M o é. Além disso, temos que

ψ : R′R
′ −→ R′M = R′ < m0 >

x+ U 7−→ψ(x+ U)=(x+ U)m0 = xm0

é um R′-isomorfismo de módulos. De fato, para todos x+U, y+U ∈ R′, temos:

que x+U = y+U se, se somente se, x− y ∈ U , e somente se, (x− y)m0 = 0

se, e somente se, ψ(x) = xm0 = ym0 = ψ(y). Isto é, ψ está bem definida e é

injetora. Também ψ[(x+U)+(y+U)] = [(x+U)+(y+U)]m0 = (x+U)m0+(y+

U)m0 = ψ(x+U) +ψ(y+U). Logo, ψ é um homomorfismo de grupos. Como

ψ[(x+U)(y+U)] = [(x+U)(y+U)]m0 = (x+U)[(y+U)m0] = (x+U)ψ(y+U),

então ψ é um R′-homomorfismo à esquerda. Por último, dado m ∈M , existe

x+ U ∈ R′ tal que m = (x+ U)m0 = ψ(x+ U), isto é, ψ é sobrejetor.
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2. Com as mesmas notações do Teorema 2.2.7, temos pela Proposição 2.2.2 que

Vi =
t
⊕
j=1
Mj onde Mj é R-submódulo de R(N i/N i+1) e Mj

∼= RM . Vimos no

item 1 acima que R′R
′ ∼= R′M = RM . Logo, obtemos então que RVi =R′ Vi ∼=

t
⊕
j=1

R′R
′
j sendo R′j ∼= R′, para todo j.

3. Novamente, com as mesmas notações do Teorema 2.2.7, da Proposição 1.1.10

e item 1 acima segue que:

Ei = End(R′Vi) ∼= End

(
t
⊕
j=1

R′R
′
j

)
=

t
⊕
j=1

(
t
⊕
l=1
End(R′R

′
lj)

)
.

Então, Ei é isomorfo ao anel de matrizes Mt (End(R′R
′)). Logo, pela Propo-

sição 1.1.12, R′op ∼= End(R′R
′) é um isomorfismo de anéis. Assim, fazendo

um abuso de notação, podemos escrever Ei = Mt(R
′op).

4. Sejam Z o centro do anel Ei e C o centro do anel R′. É claro que C também

é o centro de R′op. Vamos determinar o centro de Ei = Mt(R
′op).

Se (cxs) ∈ Z, então para toda matriz elementar Epp 3, devemos ter (cxs)(Eppr) =

(Eppr)(cxs) para todo r ∈ R′. Como

(cxs)(Eppr) =

c11 . . . c1t
... . . . ...
ct1 . . . ctt




0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . r . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . 0 . . . 0



=


0 . . . c1pr . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . cppr . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . ctpr . . . 0


e, por outro lado

(Eppr)(cxs) =


0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . r . . . 0
... . . . ... . . . ...
0 . . . 0 . . . 0


c11 . . . c1t

... . . . ...
ct1 . . . ctt


3A matriz elementar Epq é a matriz com 1R′ na entrada pq e 0 em todas as outras entradas.
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=


0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... . . . ...

rcp1 . . . rcpp . . . rcpt
... . . . ... . . . ...
0 . . . 0 . . . 0

 ,

observamos que a igualdade (cxs)(Eppr) = (Eppr)(cxs) vale se, e somente se,

rcpp = cppr e rcpj = cjpr = 0 para j 6= p, j = 1, . . . , t. Como isto vale para

todo p = 1, . . . , t e todo r ∈ R′, concluímos que
c . . . 0
... . . . ...
0 . . . c

 = Itc : c ∈ C

 ⊇ Z.
Por outro lado, como para toda matriz (axs) ∈ Ei = Mt(R

′op) vale que (axs)Itc =

Itc(axs), temos que 
c . . . 0
... . . . ...
0 . . . c

 = Itc : c ∈ C

 ⊆ Z.
5. Uma das hipóteses do Teorema 2.2.18 é que R′ =< r1, . . . , rn >C. Vamos

ver que se B := {rkEpq : Epq é matriz elementar e rk ∈ {r1, . . . , rn}} então

Ei =< B >Z , isto é, Ei é finitamente gerado sobre seu centro Z.

Seja (msl) ∈ Ei = Mt(R
′op). Então

(msl) =
t∑

s=1

t∑
l=1

mslEsl =
t∑

s=1

t∑
l=1

Esl(Imsl).

Agora, como msl ∈ R′op, então msl ∈ R′. Assim, msl =
n∑
j

rjcslj com cslj ∈ C.

Logo,

(msl) =
t∑

s=1

t∑
l=1

Esl(Imsl) =
t∑

s=1

t∑
l=1

n∑
j=1

rjEsl(Icslj).

Logo, como Icslj ∈ Z, obtemos o que queríamos mostrar, que Ei é finitamente

gerado sobre o seu centro Z.

Agora estamos aptos para apresentar a prova do Teorema 2.2.18.

Demonstração do Teorema 2.2.18 Como R é artiniano à direita e à esquerda,

segue pelo Lema 2.2.10 que Eop
i Ropi

é finitamenge gerado. Vimos no item 5 da
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Observação 2.2.19 que Ei é finitamente gerado sobre seu centro Z, logo também Eop
i

é finitamente gerado sobre seu centro Z. Observamos que falta mostrar que Rop
i é

noetheriano à direita para aplicar o Lema 2.2.17 e obter que Ropi
Eop
i é finitamente

gerado.

Temos que a aplicação ϕ : R −→ Ri
op definida pela correspondência r 7−→ fr,

onde fr(v) = vr para todo v ∈ Vi, é um homomorfismo de anéis sobrejetor. Como R

é artiniano à direita, segue que Ri
op também é artiniano à direita. Pela Proposição

2.2.6, temos que Ri é semissimples. Assim Rop
i é semissimples e artiniano à direita

e então, pela Proposição 1.3.13, segue que Rop
i é noetheriano à direita.

Daí, pelo Teorema 2.2.17, obtemos que Ropi
Eop
i é finitamente gerado. Logo, pelo

Teorema 2.2.7, segue que RM é imerso num R-módulo à esquerda injetivo com

comprimento finito. Por último, pela Proposição 2.1.1, segue que `R(E(M)) < ∞;

como queríamos mostrar.

2
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Capítulo 3

π-V-Anéis

Em [14] Michler e Villamayor caraterizaram os anéis sobre os quais todo mó-

dulo simples é injetivo. Posteriormente estes anéis foram chamados de V -Anéis em

homenagem a Villamayor. Neste capítulo apresentamos uma generalização, para

tais anéis. Mais precisamente, vamos estudar a caracterização dada por Hirano em

[8] para os anéis sobre os quais cada módulo à esquerda, de comprimento finito,

tem fecho injetivo de comprimento finito. Além disso, vamos ver que as extensões

normais finitas destes anéis também têm esta propriedade [17].

3.1 Caracterização e propriedades dos π-V-anéis

Definição 3.1.1. Seja R um anel. Então:

1. R é chamado π-V-anel à esquerda (resp. à direita) se, para cada R-módulo à

esquerda (resp. à direita) simples M , o fecho injetivo E(M) tem comprimento

finito;

2. R é um n-V-anel à esquerda (resp. à direita) se existe n ∈ N tal que, para

cada R-módulo à esquerda (resp. à direita) simples M , `R(M) ≤ n.

Lembrando que um anel R é um V-anel à esquerda (resp. à direita) se cada

R-módulo à esquerda (resp. à direita) simples é injetivo, segue que um V-anel é um

caso particular dos n-V-anéis, pois um 1-V-anel é justamente um V-anel. Também

vemos que os n-V-anéis são um caso particular dos π-V-anéis.

Exemplo 3.1.2. Sejam R um anel artiniano comutativo, A uma R-álgebra finito
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dimensional e M um A-módulo à esquerda simples. Então k = A/U , onde U =

AnnA(M), é um anel de divisão finito dimensional sobre seu centro. Daí, segue do

Teorema 2.2.18 que A é um π-V-anel. Em particular, se K é um corpo, então toda

K-álgebra finito dimensional é um π-V-anel.

No seguinte resultado apresentamos uma caracterização para os π-V-anéis à es-

querda.

Teorema 3.1.3. As seguintes condições são equivalentes para um anel R:

1. R é um π-V-anel à esquerda;

2. Cada R-módulo à esquerda M de comprimento finito tem um fecho injetivo de

comprimento finito;

3. Para cada R-módulo à esquerda M , a interseção de todos os submódulos N de

M tais que `R(M/N) <∞, é nula.

Demonstração. (1)⇔ (2). De fato, o sentido (1)⇐ (2) é consequência da Proposi-

ção 2.1.1. Por outro lado, é claro que (2)⇒ (1).

(1) ⇒ (3). Seja ω o uma classe irredundante de representantes da família de

todos os R-módulos à esquerda simples e RM a família de todos os R-módulos à

esquerda. Pela Proposição 1.7.1,

C =
⊕
T∈ω

E(T )

é um cogerador de RM . Assim, dado um R-módulo à esquerda RM , existe um

R-monomorfismo

0 −→M
f→
∏
α∈A

Cα, com Cα = C, para todo α ∈ A.

Para α′ e T ′ fixos, sejam pα′ a projeção
∏
α∈A

Cα
pα′−→ Cα′ , e pα′,T ′ a projeção

⊕
T∈ω

E(T )
pα′,T ′−→

E(T ′). Assim, para cada α ∈ A e cada T ∈ ω,

pα,T ◦ pα ◦ f : M −→ E(T ) é um R-homomorfismo.
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Logo, pelo Teorema de R-homomorfismos, para cada α ∈ A e cada T ∈ ω, existe
um único R-monomorfismo

ϕ : M/Ker(pα,T ◦ pα ◦ f) −→ E(T ).

Daí, como R é π-V-anel, então M/Ker(pα,T ◦pα ◦f) tem comprimento finito. Como

para qualquer composição de R-homomorfismos h ◦ g, Ker(h ◦ g) = g−1(Ker(h)) e,

para todo α ∈ A e todo T ∈ ω,
⋂
α∈A

Ker(pα) = 0 e
⋂
T∈ω

Ker(pα,T ) = 0, temos:

⋂
α∈A,T∈ω

Ker(pα,T ◦ pα ◦ f) =
⋂

α∈A,T∈ω

f−1[Ker(pα,T ◦ pα)]

= f−1

[ ⋂
α∈A,T∈ω

p−1
α (Ker(pα,T ))

]

= f−1

[⋂
α∈A

p−1
α (
⋂
T∈ω

pα,T )

]

= f−1

[⋂
α∈A

p−1
α (0)

]

= f−1

[⋂
α∈A

Ker(pα)

]
= f−1(0)

= 0.

Como {Ker(pα,T ◦ pα ◦ f) : α ∈ A, T ∈ ω} é uma subfamília da família de todos

os R-módulos à esquerda N de M tais que `R(M/N) <∞, concluímos que vale (3).

(1) ⇐ (3). Seja T um R-módulo simples à esquerda. Por hipótese, a interseção

de todos os R-submódulos N de E(T ), tal que `R(E(T )/N) < ∞, é nula. Logo,

como T é simples, existe um submódulo U de E(T ) tal que `R(E(T )/U) < ∞ e

U ∩ T = 0. Mas como T ⊆e E(T ), então U = 0. Assim `R(E(T )) <∞ e, portanto,

R é um π-V-anel.

O seguinte teorema é uma versão do Teorema 3.1.3 para n-V-anéis. A prova é

análoga e portanto será omitida.

Teorema 3.1.4. Seja n um inteiro positivo. Então as seguintes condições são equi-

valentes para um anel R:
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1. R é um n-V-anel à esquerda;

2. Para cada R-módulo à esquerda M , a interseção de todos os submódulos N de

M tais que `R(M/N) ≤ n é nula.

Corolário 3.1.5. Se R é um π-V-anel à esquerda, o radical de Jacobson J(R) é

T -nilpotente à esquerda.

Demonstração. Seja M um R-módulo à esquerda não nulo. Como R é π-V-anel, do

Teorema 3.1.3 segue que existe um R-submódulo N ⊂ M tal que `R(M/N) < ∞.

Logo, existe uma sequência de composição para o R-módulo M/N :

0 = M0/N ⊂M1/N ⊂ · · · ⊂Mr/N = M/N.

Assim, temos que não existem R-módulos entre os módulos Mr−1/N e M/N . Logo,

isto implica também que Mr−1 ⊂M e que não existem R-módulos entre Mr−1 e M .

Em outras palavras, provamos que, se R é π-V-anel, todo R-módulo à esquerda M

não nulo, tem um submódulo maximal.

Por outro lado, temos que para todo R-módulo à esquerda N de M , este é

submódulo maximal de M se, e somente se, M/N é um R-módulo simples se, e

somente se, existe um ideal maximal I de R tal que M/N ∼= R/I como R-módulos

à esquerda.

Assim, para todo R-módulo à esquerda M não nulo e todo submódulo maximal

N de M , (J(R)M)/N = J(R)(M/N) = 0 6= M/N . Daí, temos que J(R)M 6= M ,

de onde segue pelo Lema 1.8.8 que J(R) é T -nilpotente.

Proposição 3.1.6. Seja R um π-V-anel. Se, a menos de isomorfismo, só existe

uma quantidade finita de R-módulos simples, então o radical de Jacobson J(R) é

nilpotente.

Demonstração. Seja RB um R-módulo simples qualquer. Então, pela Proposição

1.3.5, existe um ideal maximal I de R, tal que B ∼= R/I como R-módulos à esquerda.

Assim obtemos que J(R)B = 0. Como RB é arbitrário, segue que J(R) anula todos

os R-módulos simples à esquerda.

Agora, seja C um R-módulo tal que `R(C) = n. Então, como J(R)C é um

R-submódulo à esquerda de C e J(R) anula todos os R-submódulos simples de C,
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obtemos que `R(J(R)C) < `R(C). Logo, repetindo uma vez mais este processo,

obtemos que `R(J(R)2C) < `R(J(R)C). Assim, depois de repetir este processo no

máximo n vezes, segue que `R(J(R)nC) = 0, isto é, RJ(R)nC = 0. Mostramos assim

que, para cada R-módulo RC com comprimento finito, existe um inteiro positivo n

tal que J(R)n anula RC.

Como só existe uma quantidade finita de R-módulos simples à esquerda não

isomorfos, também existe só uma quantidade finita de fechos injetivos de R-módulos

simples à esquerda, não isomorfos. Sejam E(B1), · · · , E(Bm) todos estes fechos

injetivos, não isomorfos, de R-módulos simples à esquerda. Como R é um π-V-

anel, cada um destes fechos injetivos tem comprimento finito. Assim, para cada

i = 1, · · · ,m, existe ni tal que J(R)niE(Bi) = 0. Logo, se n′ = max{n1, · · · , nm},
segue que J(R)n

′
anula todos os módulos E(Bi), isto é, J(R)n

′
anula todos os fechos

injetivos de R-módulos simples à esquerda. Daí, aplicando o Lema 1.5.15, segue que

J(R)n
′
= 0, isto é, J(R) é nilpotente.

Proposição 3.1.7. Seja R um anel comutativo com unidade e I um ideal maximal

de R. Então o fecho injetivo E(R/I), do R-módulo simples R/I, tem comprimento

finito se, e somente se, RI é um anel artiniano.

Demonstração. Assumimos que `R (E(R/I)) <∞. Logo, pelo item 4 do Lema 1.8.5,

segue que também `RI (E(R/I)) < ∞. Como I é ideal maximal de R, segue pela

Proposição 1.8.4, que RI tem um único ideal maximal m. Daí, pela Proposição

1.3.5, todo RI-módulo simples é isomorfo ao RI-módulo simples RI/m. Pelo item 2

do Lema 1.8.5, temos que R/I é simples como RI-módulo. Então todo RI-módulo

simples é isomorfo ao RI-módulo simples R/I.

Como `R (E(R/I)) < ∞ e todo RI-módulo simples é isomorfo ao RI-módulo

simples R/I, temos que RI é um π-V-anel. Como todos os fechos injetivos de

RI-módulos simples são isomorfos ao fecho injetivo E(R/I), segue pela Proposição

3.1.6, que o radical de Jacobson J(RI) é nilpotente. Como o único ideal maximal

de RI é m, temos J(RI) = m. Logo, existe um inteiro positivo k tal que RI = m0 ⊇
m ⊇ . . . ⊇ mk = 0. Como m (mi/mi+1) = 0, para cada i = 0, . . . , k − 1, segue pela

Proposição 1.1.2 que as ações dos anéis RI/m e RI sobre cada quociente mi/mi+1,

coincidem. Como RI/m é um corpo, em particular, RI/m é um anel semissimples.

Daí, cada quociente mi/mi+1 também é um RI-módulo semissimples. Então, para
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cada i = 0 . . . , k − 1,

mi/mi+1 = ⊕
l∈Li

RIMil, onde RIMil
∼= RIR/I.

Agora, pela Proposição 1.1.10, temos

HomRI (m
i/mi+1, R/I) =

∏
l∈Li

HomRI (Mil, R/I).

Como o socle do RI-módulo R/I é ele mesmo, os quocientes mi/mi+1 são RI-módulos

semissimples e `RI (E(R/I)) <∞, obtemos pelo Lema 2.1.5, queHomRI (m
i/mi+1, R/I)

tem comprimento finito para cada i = 0, . . . , k− 1. Daí segue que cada conjunto de

índices Li é finito. Então, para cada i = 0, . . . , k − 1, temos

mi/mi+1 =
ti
⊕
l=1

RIMil, onde RIMil
∼= RIR/I.

Como cada RI-módulo Mil é finitamente gerado, pois é simples, segue pela Proposi-

ção 1.2.12 que cada quociente mi/mi+1 é um RI-módulo finitamente gerado. Como

cada quociente mi/mi+1 é um RI-módulo semissimples, obtemos pela Proposição

1.3.13 que cada quociente mi/mi+1 é um RI-módulo artiniano.

Logo, como mk = 0, temos que mk−1 é artiniano. Agora, se ρ : mk−1 −→ mk−2

é a inclusão e π : mk−2 −→ mk−2/mk−1 é a projeção canônica, obtemos a seguinte

sequência exata de RI-módulos:

0 −→ mk−1 ρ−→ mk−2 π−→ mk−2/mk−1 −→ 0.

Daí, pela Proposição 1.2.11, segue que mk−2 é artiniano. Continuando com este

processo de forma indutiva, obtemos que m0 = RI é artiniano, como queríamos

mostrar.

Vamos mostrar a implicação recíproca, para isto assumimos que RI é um anel

artiniano. Temos que R/I é um RI-módulo simples com anulador AnnRI (R/I) = m,

pois RI/m ∼= R/I como RI-módulos. Como RI é comutativo e m é um ideal maximal

de RI , temos que RI/m é um corpo. Então, o centro de RI/m é ele mesmo e assim,

obtemos que RI/m é finitamente gerado sobre seu centro. Logo, pelo Teorema 2.2.18,

temos que o fecho injetivo RIE(R/I) tem comprimento finito. Daí segue, pelo item

4 do Lema 1.8.5, que o fecho injetivo RE(R/I) também tem comprimento finito.

Uma consequência da Proposição 3.1.7 é o seguinte resultado.
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Corolário 3.1.8. Um anel comutativo R é um π-V-anel se, e somente se, RI é

artiniano para qualquer ideal maximal I de R.

Finalizamos esta seção com dois resultados que mostram algumas propriedades

dos ideais à esquerda dos n-V-anéis.

Proposição 3.1.9. Seja R um n-V-anel à esquerda. Para qualquer ideal à esquerda

I de R se tem In = In+1.

Demonstração. Seja I 6= R um ideal à esquerda de R. Suponhamos que In ) In+1.

Pelo Teorema 3.1.4 a interseção de todos os submódulos N do R-módulo à esquerda

M = R/In+1 tais que `R(M/N) ≤ n, é nula. Então existe um ideal à esquerda L de

R tal que N ′ = L/In+1, In * L e `R(M/N ′) ≤ n. Como

R/L ∼=
R/In

R/L
= M/N

temos que `R(R/L) ≤ n.

Considerando que R = I0, se I i + L = I i+1 + L para algum i = 0, . . . , n − 1,

então In ⊆ In−i(I i +L) ⊆ In+1 +L = L, o que é uma contradição. Segue então que

I i+1 + L ( I i + L para todo i = 0, . . . , n. Logo, para todo i = 0, . . . , n, temos que

`R

(
M

(I i + L)/In+1

)
< `R

(
M

(I i+1 + L)/In+1

)
;

e como
M

(I i + L)/In+1
=

R/In+1

(I i + L)/In+1
∼= R/(I i + L),

então

`R

(
M

(I i + L)/In+1

)
= `R

(
R/(I i + L)

)
.

Assim, obtemos que

0 = `R

(
R

R + L

)
< `R

(
R

I + L

)
< · · · < `R

(
R

In+1 + L

)
= `R

(
R

L

)
,

de onde segue que `R
(
R
L

)
≥ n+1, uma contradição, pois `R(R/L) ≤ n. Portanto,

In = In+1.

Como consequência da Proposição 3.1.9 segue o seguinte corolário.
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Corolário 3.1.10. Se o anel R é um n-V-anel à esquerda, então J(R)n = 0.

Demonstração. Pela Proposição 3.1.9, temos que J(R)n = J(R)n+1. Além disso,

pelo Corolário 3.1.5, segue que J(R) é T -nilpotente. Logo, pelo Lema 1.8.8, con-

cluímos que J(R)n = 0.

3.2 Extensões Normais Finitas

Definição 3.2.1. Sejam R e E anéis. Dizemos que o anel E é uma extensão normal

finita do anel R, se R é subanel de E e além disso

E =
k∑
j=1

ejR, com ejR = Rej para cada j = 1, . . . , k.

Exemplo 3.2.2. Seja R um anel com unidade. Então:

1. O anel de matrizes quadradas Mn(R) com entradas no anel R é uma extensão

normal finita do anel R. Pois neste caso:

Mn(R) =
∑

1≤p,q≤n

EpqR, e EpqR = REpq para todos p, q = 1, . . . , n.

2. Se G é um grupo finito, então o anel de grupo RG é uma extensão normal

finita do anel R.

No seguinte teorema mostramos que uma extensão normal finita arbitrária de

um π-V-anel à esquerda é um π- V-anel à esquerda.

Teorema 3.2.3. Seja E uma extensão normal finita de um anel R. Se R é um

π-V-anel à esquerda, então E também o é.

Antes de provar o Teorema 3.2.3, vamos mostrar um resultado auxiliar que será

muito útil.

Lema 3.2.4. Sejam E =
k∑
j=1

ejR uma extensão normal finita do anel R, EM um

módulo e RN um submódulo de RM . Então,

1. O conjunto e−1
j N := {m ∈M | ejm ∈ N} é um R-submódulo de RM .
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2. A aplicação
φ : M/e−1

j N −→ M/N
m+ e−1

j N 7−→ejm+N

é um monomorfismo de grupos.

3. A aplicação φ induz uma imersão reticular dos submódulos do R-módulo à

esquerda M/e−1
j N nos submódulos do R-módulo à esquerda M/N , isto é, se

RP ( RL são submódulos de M/e−1
j N , então φ(RP ) ( φ(RL) são submódulos

de M/N .

Demonstração. 1. Não é difícil ver que e−1
j N é R-submódulo à esquerda de M .

2. Temos que φ é uma função injetora pois, para quaisquer m1,m2 ∈ M , temos

m1 + e−1
j N = m2 + e−1

j N se, e somente se, (m1−m2) ∈ e−1
j N se, e somente se,

ej(m1 −m2) ∈ N se, e somente se, φ(m1 + e−1
j N) = ejm1 +N = ejm2 +N =

φ(m2 + e−1
j N). Além disso, φ é um homomorfismo de grupos. De fato, para

quaisquer m1,m2 ∈M , temos:

φ
[
(m1 + e−1

j N) + (m2 + e−1
j N)

]
= φ

[
(m1 +m2) + e−1

j N
]

= ej(m1 +m2) +N

= (ejm1 +N) + (ejm2 +N)

= φ
(
m1 + e−1

j N
)

+ φ
(
m2 + e−1

j N
)
.

3. Seja RQ um submódulo arbitrário de M/e−1
j N . Como φ é monomorfismo de

grupos, segue que φ(Q) é um subgrupo abeliano de M/N . Além disso, do fato

que ejR = Rej, pois E é extensão normal finita de R, obtemos, para todo

r ∈ R e todo m ∈ M , que: rφ
(
m+ e−1

j N
)

= r (ejm+N) = r(ejm) + N =

(rej)m + N = (ejr
′)m + N = ej(r

′m) + N = φ(r′m + e−1
j N). Assim, temos

que φ(RQ) é um R-submódulo à esquerda de M/N . Daí, como φ é uma

função injetora, segue que: se RP ( RL são submódulos de M/e−1
j N , então

φ(RP ) ( φ(RL) são submódulos de M/N .

Demonstração do Teorema 3.2.3 Por hipótese, existem elementos e1, . . . , ek ∈ E

tais que E =
k∑
i=1

eiR e eiR = Rei, para todo i = 1, . . . , k. Pelo Teorema 3.1.3 é

71



suficiente mostrar que para cada E-módulo EM a interseção de todos os submódulos

EN de EM , tais que `E(M/N) <∞, é nula.

Então, seja M um E-módulo à esquerda não nulo e seja RN um submódulo de

RM tal que `R(M/N) < ∞. Para cada ei, seja e−1N o R-submódulo do item 1 do

Lema 3.2.4. Logo, pelo item 3 do mesmo Lema 3.2.4, segue que `R(M/e−1
i N) ≤

`R(M/N) = m <∞.

Seja b(N) =
k⋂
i=1

e−1
i N . Vamos mostrar que b(N) é um E-submódulo de EM . De

fato, para quaisquer e = e1r1 + · · ·+ ekrk ∈ E e x ∈ b(N) temos

ex = (e1r1 + · · ·+ ekrk)x = (e1r1)x+ · · ·+ (ekrk)x = e1(r1x) + · · ·+ ek(rkx).

Daí, fixando i = 1, . . . , k, como rix ∈ b(N), então ei(rix) ∈ N e, assim, obtemos que

ex ∈ N . Logo, observamos então que para concluir ex ∈ b(N) é suficiente mostrar

que ej(ex) ∈ N , para todo j = 1, . . . , k. Agora, fixando j = 1, . . . , k, temos

ej(ex) = ej (e1(r1x) + · · ·+ ek(rkx)) = (eje1)(r1x) + · · ·+ (ejek)(rkx).

Como ejei = e1rij1 + · · ·+ ekrijk, então

(ejei)(rix) = (e1rij1 + · · ·+ ekrijk) (rix) = e1 (rij1(rix)) + · · ·+ ek (rijk(rix)) .

Logo, para um l = 1, . . . , k, fixo como rijl(rix) ∈ b(N), então el (rijl(rix)) ∈ N .

Assim, (ejei)(rix) ∈ N e então ej(ex) ∈ N . Com isto, obtemos então que ex ∈ b(N).

Além disso, como a interseção de grupos abelianos é um grupo abeliano, concluímos

então que b(N) é um E-submódulo de EM .

Vamos mostrar agora que b(N) ⊆ N . Seja x ∈ b(N). Como 1 = e1r1 + · · ·+ ekrk

então x = 1x = e1(r1x) + · · · + ek(rkx). Como b(N) é um R-submódulo de RM ,

então rix ∈ b(N), para cada i = 1, . . . , k. Então, para cada i = 1, . . . , k, ei(rix) ∈ N
e, assim, segue que x ∈ N .

Vamos mostrar que `E(M/b(N)) ≤ km. Dado que todo E-módulo é um

R-módulo, é suficiente mostrar que `R(M/b(N)) ≤ km. Mas, como `R(M/e−1
j N) ≤

`R(M/N) = m, obtemos que `R(M/b(N)) ≤ km, pela Proposição 1.3.8.

Temos mostramos acima que todo R-submódulo N de RM , com `R(M/N) <∞,

contém um S-submódulo b(N) de SM tal que `S(M/b(N)) <∞. Logo, como R é um

π-V-anel então a interseção de todos os R-submódulos N de RM , com `R(M/N) <
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∞, é nula. Assim, a interseção dos b(N) é nula. Como `S(M/b(N)) < ∞, segue

que a interseção de todos os E-submódulos Q de EM , com `S(M/Q) < ∞, é nula.

Portanto, E também é um π-V-anel; como queríamos mostrar.

2

Corolário 3.2.5. Seja R um π-V-anel comutativo. Então toda R-álgebra finita-

mente gerada E é um π-V-anel à esquerda e à direita.

Demonstração. Basta observar que E é uma extensão normal finita de R.

Da prova do Teorema 3.2.3, se obtém uma prova semelhante para o seguinte

resultado sobre os n-V-anéis.

Teorema 3.2.6. Seja E =
k∑
i=1

eiR uma extensão normal finita do anel R e seja n

um inteiro positivo. Se R é um n-V-anel à esquerda então E é um kn-V-anel à

esquerda.
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