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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma forma descritiva, explicita e eficaz de obter
polinémios de grau 3 (resp. 5) que realizem o grupo ciclico de ordem 3 (resp. 5)
como grupo de Galois, sobre um corpo de caracteristica distinta de 3 (resp. 5)

e sem raiz cubica (resp. quintica) primitiva da unidade.



Abstract

In this work we present a effective way to obtain polynomials of degree 3
(resp. 5) whose Galois group is cyclic of order 3 (resp. 5) over any field of
characteristic different from 3 (resp. 5) and not containing primitive cubic (resp.
quintic) root of unity.



Introducao

"Por volta dos anos 1830 Galois descreveu um procedimento para associar
um grupo finito G a um polinémio

fX)=X"+a; X" +... +an1X +ap,

onde a1, as, ..., a, $d0 nameros racionais. Este grupo (o qual é chamado de
grupo de Galois de f(X)) "mede" a dificuldade em encontrar as raizes desse
polinémio; em particular, nos diz se f(X') pode ou néo ser resolvido por meio de
radicais. Os contemporéineos de Galois nao entenderam a importancia de suas
idéias. Seus artigos mais importantes nao foram aceitos para publicagao e mais
tarde foram perdidos pela Academia Francesa de Ciéncias. O préprio Galois foi

morto em um duelo antes mesmo de atingir a idade de 21 anos.

A construgao de Galois leva naturalmente a seguinte questao: Todo grupo
finito pode ser realizado como o grupo de Galois de algum polinémio
com coeficientes racionais?

Embora nao exista evidéncia de que o préprio Galois tenha posto esta questao,
sentimo-nos a vontade para especular que ele bem poderia té-lo feito em algum
de seus artigos perdidos.

De qualquer forma, esta questdo, que hoje é conhecida como o Problema
Inverso de Galois, tem se transformado em um dos mais famosos problemas
nao resolvidos em Matemaética e é o foco de muitos pesquisadores ao longo dos
altimos 150 anos. Entre os resultados de maior destaque dessa pesquisa estao
as solugdes positivas para grupos soltveis (Shafarevich, 1954) e para o grupo

simples conhecido como "o monstro" (Thompson, 1984).

O interesse por este problema tem aumentado nestas duas tltimas décadas,



como bem atesta a publicacdo de um razoével nimero de livros e atas de eventos
cientificos, tais como Galois group over QQ editado por Y. Thara, K. Ribet e
J.P.Serre (1987); Topics in Galois Theory por J.P.Serre (1992); Recent Develop-
ments in the Inverse Galois Problem editado por M.D. Fried (1993); Group as
Galois group, an Introduction por H.Vélklein (1996); Inverse Galois Theory por
G.Malle e B.H.Matzat (1999); e Generic Polynomials. Construtive Aspects of
the Inverse Galois Problem por C.U.Jensen, A.Ledet e N.Yui (2002)".

(por Zinovy Reichstein)

O nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma forma descritiva, explicita
e eficaz de obter polindmios de grau 3 (resp. 5) que realizem o grupo ciclico
de ordem 3 (resp. 5) como grupo de Galois, sobre um corpo de caracteristica
distinta de 3 (resp. 5) e sem raiz ctbica (resp. quintica) primitiva da unidade.

O caso especifico de corpos de caracteristica distinta de um primo p e com
raiz p-ésima primitiva da unidade (resp. de caracteristica p) é tratado pela
teoria classica de Kummer (resp. Artin-Schreier-Witt) e pode ser encontrado
em qualquer livro basico sobre teoria de corpos, algum deles mencionados na

lista de referéncias bibliograficas deste texto.
Este trabalho esta organizado da seguinte maneira.

O Capitulo 1 esta dividido em trés secbes. Nas Secoes 1.1 e 1.2 apresentamos,
para conforto do leitor, uns poucos resultados basicos da teoria de corpos, alguns
deles sem demonstracao, que serao utilizados ao longo do texto. Na Segdo 1.3
apresentamos uma teoria de Kummer sem raiz primitiva da unidade. Essa secao,
inspirada em [2|, apresenta uma maneira de como obter extensdes ciclicas de grau
primo p de um corpo de caracteristica distinta de p e sem raiz p-ésima primitiva

da unidade.

Nos Capitulos 2 e 3 especializamos os resultados da Segao 1.3 para extensoes
cubicas e quinticas. Além de construir os polinémios que realizam essas exten-
soes, fazemos uma detalhada discussao sobre a classificagdo dessas extensoes em
termos dos coeficientes desses polinémios. Em particular, os resultados do capi-
tulo 2, embora apresentados de modo independente e com alguma originalidade,
a maioria deles foi inspirada nos resultados dos artigos [1], [4], [5], [8] e [10].



Capitulo 1

Extensoes Ciclicas de grau p

1.1 Resultados Basicos

Os resultados apresentados nesta se¢do sdo apenas alguns resultados basicos
da teoria de corpos, que serdo utilizados livremente ao longo de todo o texto.
Para o conforto do leitor os listamos aqui, porém sem demonstragao. As demons-
tragoes desses resultados podem ser encontradas, por exemplo, em qualquer uma
das seguintes referéncias (9], [11], [5], [7].

Sejam K e E corpos. Dizemos que F é uma eztensdo de K se existe um
homomorfismo de corpos ¢ : K — E. Claramente ¢ é um monomorfismo (pois
¢(1g) = 1g) e é usual identificar K com sua imagem @(K) C E. A dimensao
de E sobre K, visto como espaco vetorial, chamamos de grau de E sobre K e
denotemos por [E : K|(:= dimgFE). Dizemos que E é uma eztensio finita de K
se [E : K] for finito.

Dados uma extensao F de K e o € E, dizemos que a é algébrico sobre K se
o é raiz de algum polindémio nao nulo com coeficientes em K e denotamos por
Ma,k(X) o polinémio em K[X] ménico de menor grau do qual « é raiz.

Dizemos que duas extensoes E e F de um mesmo corpo K sao K-isomorfas
(e denotamos E ~j F) se existe um K-isomorfismo ¢ : E — F, isto é, ¢ é

isomorfismo de corpos e @|x = idk.



Proposigao 1.1.
i) Sejam F extensdo de K e E extensdo de F. Entio E € extensio de K e
[E:K]=[E:F|[F:K].

ii) Sejam E uma eztensio de K e a € E algébrico sobre K. Entdo K(a) € uma

extensdo finita de K, [K(a) : K| = gr(ma,x (X)) e K(a) ~g '{?:f—iilfﬁ

Todo homomorfismo de corpos o : F - F, mduz um homomorfismo de

anéis 0* : F[X] — F'[X], dado por o*( Za,,X‘) = Za(at)X‘ Se em particular
z=0 i=0
o € um isomorfismo de corpos entdo, o* € um isomorfismo de anéis.

Proposicao 1.2. Sejam o : F — F' isomorfismo de corpos, o* : F[X] — F'[X]
o isomorfismo correspondente, f(X) € F[X] irredutivel, f*(X) = o*(f(X)) €
F'[X], a raiz de f em alguma extensdo de F e o* raiz de f* em alguma extensao
de F'. Entdo, existe um inico isomorfismo de corpos o : F(a) — F'(a*) tal que,

olr =0 eod(a) =a".

Sejam o0; : F' — F', 1 < i < n, homomorfismos de corpos. Dizemos que
T

a1, ...y On 580 linearmente independentes sobre F” se a expressao Z)sicr,;(:s) =},

i=1
para todo x € F e \; € F’, implicar sempre \; = 0, para todo 1 < i < n.

Lema 1.3. (Dedekind) Sejam F e F' corpos. Entao todo conjunto finito de
homomorfismos distintos o; : F — F', 1 < i < n, € linearmente independente
sobre F'.

Dado E uma extensao de K denotamos Autx(FE) o grupo dos K-automorfismos
de E, isto é, o grupo dos automorfismos o de E tais que o|g = idg. Dado S C
Aut (E) um subconjunto nio vazio, denotamos ES = {z € E | o(z) = z,0 € S}.

Teorema 1.4. Sejam E uma extensdo finita de K e S C Autg(FE) um sub-
conjunto finito ndo vazio. Entdo ES ¢ subcorpo de E e [E : E®] > |S|.
particular se S € subgrupo entdo [E : ES] = |S|.

Um polinémio f(X) € K[X] é chamado separdvel se cada fator irredutivel
de f(X) ndo possui rafzes multiplas. Dizemos que o € E é separdvel sobre K,
se a é algébrico e mq i (X) é separavel. Um corpo de raizes de um polinémio



nao nulo f(X) € K[X] é uma extensdo finita £ de K de menor grau tal que
f(X) se decompde em fatores lineares em E[X].

Teorema 1.5. Sejam E uma extensdo finita de K e G C Autk(FE), um subgrupo
finito. As seguintes afirmagodes sao equivalentes:

i) B = K.

ii) [E: K] =|G| e G = Autg(E).

iii) E € um corpo de raizes de algum polinémio separdvel f(X) € K[X].

Seja E uma extensao finita de K. Dizemos que E é ertensao galoisiana de
K se E satisfaz uma das condicoes equivalentes do Teorema 1.5. Além disso, se
G = Autg(E) é ciclico dizemos que E é extensao ciclica de K.

Teorema 1.6. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois)

Sejam E uma extensao galoisiana de K e G = Autg(FE). Entdo,

i) eziste uma correspondéncia bijetiva (que inverte inclusao) entre os subcorpos
intermedidrios de E e os subgrupos de G, dada por F +— Autp(E) ¢ H — E¥,

ii) para todo subgrupo H de G, E¥ ¢ extensio galoisiana de K se e somente se
H QG e, neste caso, Auty(EH) ~ &.

1.2 Extensoes Ciclicas de grau p # 2

(com raiz primitiva da unidade)

Nesta secao K denotara um corpo de caracteristica distinta de p, que contém
uma raiz p-ésima primitiva da unidade, isto &, existe £ € K tal que €& = 1 e
& #1paratodol <i<p-—1.

Teorema 1.7. Seja E uma extensao de grau p de K. Entio, E € extensdo
ciclica se e somente se eziste a € E tal que E = K(a) ~g (TK,,L’H—), para algum
a € K\KP".

Demonstragao

(<) Suponhamos E = K(a) ~g (—;{éﬂ—) Logo ma x(X) = XP—aeq,af, ..., afP™!



sao todas as raizes distintas de X? — a em E. Isto é,

p—1
Mo (X) = XP —a=[[(X - £a).
i=0

Entao, E é o corpo de raizes de X? — a sobre K e X? — a é separédvel. Portanto
E é uma extensao galoisiana de K, pelo Teorema 1.5.iii. Pela Proposi¢do 1.2
existe o € Auty(E) tal que o(a) = £a. E imediato ver que ¢ tem ordem p. Por
outro lado, pelo Teorema 1.5.ii |Autx(E)| = [E : K] = p. Logo Autk(E) = (o),
ou seja, E é extensao ciclica de K.

(=) Por hipétese existe 0 € Autg(E) tal que Autgx(E) = (o). Note que, a
ordem de ¢ é p e pelo Lema 1.3,

o+ lo+ P 2% 4 ... 4+ EoPL £ 0.
Isto nos diz que existe ¢ € E tal que
a=c+Ea(c) + €202 ) + ... + £a”(e) £ 0
Logo,

o(a) = o(c) + € 'a%(c) + €72 (c) + ... + £€oP(c) = £a,

o que implica ¢'(a) = €'y, para todo 0 < i < p — 1. Por conseguinte o(a?) =
o(a)? = (£'a)? = aP, donde segue que o? € E? = K. Seja a € K tal que
a? = a. Entao, ma k(X) divide X? — a. Mas note que,

X? — o = [[(X - €a) = [J(X — o*(c)
i=0 i=0

e My k(o' (a)) = o'(Mmax(a)) = ¢*(0) = 0, para todo 0 < i < p—1. Logo,
Ma, i (X) = XP — a. Portanto, a ¢ K7 e pela Proposicao 1.1.ii [K(a) : K] =p=
[E: K]e, E=K(a) ~g il O

O teorema seguinte nos da condi¢des necessarias e suficientes para decidirmos
quando duas extensdes ciclicas de K de grau p sdo K-isomorfas.

Teorema 1.8. Sejam a,b € K\ K?, L, = (TK,E% e L = f%' Entao,

L, ~x Ly se e somente se existe \ € K\0 e 1 <1 < p— 1 tais que b = \a’.



Demonstragao

Sejam L, = K(a) e Ly = K(B), coma =X + (X? —a) e f = X + (X? —b).
(=) Sejam ¢ : L, — L, um K-isomorfismo e ¢(a) = v € L,. Temos que
{1,a,...,aP"1} & base de L, sobre K entdo {1,7,...,77"'} é base de L; sobre K,
e portanto existem tnicos \; € K, 0 <i < p— 1, tais que

B=X+My+..+ /\,,_;'yp‘l € Ly.

Note que Autg (L) é ciclico. Seja o o gerador desse grupo dado por o(f) = £8.
Como a é raiz de X? — a temos,

a = p(a) = p(a”) = p(a)’ =".

Logo,
7" =a=0(a)=0()
P ;
e, por conseguinte (@) = 1 de onde segue que o(y) = &'y, para algum
0<i<p—1l

Entao,

€8 = o(B) =0c(ho+ MY+ XV + .o+ A1)
= do+Ao(y) + Xo()?+ ... + Apmro(7)P?
= do+ ME + M8y + . A, £ (1.1)

Por outro lado,

EB = Exg+ EMY +EM Y + oo+ EXp1y L (1.2)

Igualando (1.1) e (1.2) obtemos \;(£% —€) = 0 para todo 0 < I < p—1. Disto
decorre que \; = 0 para todo [ tal que li # 1 (mod p), ou seja, § = \y!, com
A € K\0 e li = 1(mod p). Portanto, b= 7 = \P4/P = X\a' com 1 <1 <p—1.
(<) Por hipétese temos b = Ma!, para algum 1 < ! < p—1e A € K\0.

Definamos,
K[X]

=)
h(X) = h(A71X) — h(A1X).

o KIX] = K[X] 25



Naturalmente vé-se que ¢ estd bem definida e & um homomorfismo de anéis
sobrejetivo tal que ¢|x = idk.

Decorre da Proposigdo 1.1.i que K(a) = K(a!). Além disso,
X?P — (ll = mal,K(X) e
o(X? —a') = (A 1X)P — o' = (A7) (XP — Wval) = (\7)(XP — b) = 0.
Consequentemente, Ker(p) = (X? — a') e temos

KlX] _ _KX] _
(Xp—a) " (XP-b)

L, = K(a) = K(o') ~¢ Ly. |

1.3 Extensoes Ciclicas de grau p # 2

(sem raiz primitiva da unidade)

Nesta segdo K denotard um corpo de caracteristica distinta de p, que ndo
contém raiz p-ésima primitiva da unidade. Em tudo que se seguira K denotaré
um fecho algébrico de K, com £ € K uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
K'=K() em=[K': K| = gr(mgg(X)). Claramente mg x(X) é um fator do
polinémio

p—1

O (X) = XP 4+ X724 L+ X +1=][(X -8,

i=1
donde segue que mg i (X) é separavel sobre K e K' é corpo de raizes de mg g (X).
Portanto K’ é uma extensao galoisiana de K, pelo Teorema 1.5.iii. Além disso,
para todo p € Autg(K') existe 1 < t(p) < p— 1 tinico tal que p(§) = €1, Isto
define uma aplicagéo 0 : Autx(K') — Z,\0, dada por p — t(p), a qual é clara-
mente um homomorfismo injetor de grupos. Desta forma temos que Autg(K')
¢ isomorfo a um subgrupo do grupo Z,\0. Considerando que Z,\0, como grupo
multiplicativo do corpo finito Z,, é ciclico, segue que Auty(K') é também ciclico.
Além disso, m = |Autg(K')| € um fator de p — 1.



Teorema 1.9.

i) Toda extensdo F de K, ciclica de grau p, estd contida em uma extensdo F'
de K, ciclica de grau mp, que contém K'.

ii) Toda extensiao F' de K, ciclica de grau mp, que contém K', contém uma
extensdo (unica) F de K, ciclica de grau p.

Demonstragao

i) Podemos assumir que F C K. Seja F' a menor extensdo de K em K que
contém K’ e F. Claramente F' = F(£), desde que m¢ r(X) = m¢ g (X) pois,
mdc([F : K], gr(me k(X)) = 1, e temos pela Proposigao 1.1.i

[F': K] =[F': F|[F : K] = mp.

Seja G = Auty(F’) entdo K C F'C e segue do Teorema 1.4 e Proposigao
1.1.i que [F': K] = [F': F'°|[F'C : K] = |G|[F'° : K] > |G]|.

Mostraremos a seguir que [F' : K| é exatamente igual a |G| e que G é ciclico.
Para tanto é suficiente mostrar que G possui um elemento cuja ordem é mp.
Sejam o € Autk(F) e 7 € Autg(K') geradores desses respectivos grupos. Pela
Proposigao 1.2 existe p € Autg(F') tal que p|lr = o e p(€) = 7(£). Entdo p?|p =
idp e, se 7(§) = &' para algum 1 <t <p—1, pP(§) = 77(§) = £ = &' = 7(¢)
(pois t? =t (mod p)), ou seja, p?| g = 7. Consequentemente p™P|xr = 7™ = idg
e p™P|p = o™ =1idp. Logo, p™ = idg e portanto n = o(p) divide mp.

Por outro lado, p" = idg implica o™ = idr e ™ = idgs, donde segue que
m = o(7) e p = o(c) dividem n. Desde que m e p s@o co-primos (pois 1 < m <
p — 1) entao mp também divide n e portanto o(p) = n = mp, o que conclui a
demonstragao de i).

ii) Por hipotese G = Autg (F") é ciclico de ordem mp e portanto possui um tinico
subgrupo H de ordem m. Pelo Teorema 1.6.ii F"¥ ¢é extensdo galoisiana de K e
[F"H : K] = |¢| = p. Logo, basta tomar F = F'#, O

O teorema que segue caracteriza todas as extensoes ciclicas de K de grau mp

que contém K’. Para tanto faremos uso da aplicagdo multiplicativa n : K’ — K’
m—1

dada por 5(z) = H'r‘(z;"""), z €K' coml<t<p-—1tal que 7(§) = &.

1=0
Essa aplicagio é conhecida na literatura como norma de Stickelberger.



Teorema 1.10. Sejam F' uma extensao de K contendo K' de grau mp e T
um gerador de Auty(K') com 7(€) = €. Entdo, as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

i) F' € extensdo ciclica de K.

ii) Ezistem a € F', a € K'\ (K')? e A € K'* tais que o = a ¢ 7(a) = MPa'.

iii) Ezistem B € F' e b,c€ K'\ (K')? tais que F' = K'(8), B* = b e b = n(c).
Demonstragao

i)=-ii) Por hipo6tese G' = Autg F’ é ciclico de ordem mp. Em particular existem
g, p € G tais que o(c) = p, o(p) =m e G = (op). Pelos Teoremas 1.4, 1.5 e 1.6
temos |Autg/(F")| = [F' : K'] = p = |(0)]. Consequentemente, Auty:(F') = (o)
pois G, sendo ciclico, possui um tnico subgrupo de ordem p. Logo, F' é uma
extensdo ciclica de K’ = F'(°) e pelo Teorema 1.7 existem a € F' e a € K'\ K™
tais que F' = K'(a), a? = a e o(a) =

Por outro lado, {p' | 0 < i < m — 1} é um sistema de representantes das
classes laterais de (¢) em G. Entédo, também pelo Teorema 1.6.ii segue que
Autg(K") = (p|x') e portanto existe 1 < | < m — 1 tal que p'|x» = 7. Como

o(7) = m necessariamente também temos o(p') = m. Substituindo p por p' se
necessério, podemos assumir que p|g: = 7.
p—1

Finalmente se p(a) = ZA al, com \; € K’ entdo,
i=0

op(a) = Z/\,;J(a)’: = Z/\ifia‘
i=0 i=0

e, desde que op = po,

op(a) = p(o(a)) = p(éa) = 7(§)p(e) = £'p(e) = ZA Elal.
Decorre que \; = 0 para todo i # t e p(a) = Ma'. Portanto 7(a) = p(a) =
pla)? = (hat)? = Ma'.
ii)=> 111) Por hipétese 7(a) = APa’. Recursivamente obtemos 7!(a) = Aa*, com
N = H'r" (A‘I_{H”) ,paratodo 1<l <m— 1.

i=0

10



Recordemos que m é um fator de p — 1 e seja r = %1 Também observemos
que & = 7™(€) = £ e portanto existe k € Z tal que t™ = 1 + kp.

Entao,
m—1 - m=1 5
! m m—I
(@) = HT: (a: ) — g HT: (az )
=0 =1
-1 ¥ m—1
- art'“ HAft"‘—‘at‘“ - art“" HA;pt"“" ar(m—l)t"‘
m—1 P m—1 P
m—I m = m—l " —
= ,\}'t a™™ = | gkle-1) HA}‘-'. P g Cgap ],

m—1
com ¢y = a*P-1) H/\}"m_l.
=1
Portanto, para 3 = aaT., temos F' = K'(3) e

B = (aco) Pa = (ga*!) ™ = n(a’) ™ =n(a™).

Logo basta tomar ¢ = a™" e b = n(c) para obtermos o resultado desejado.

iii)=>1) Segue do Teorema 1.7 que Auty:(F’) é ciclico de ordem p gerado por o
tal que o(B3) = £B. Em particular o € Autg(F"). Logo, para obtermos o nosso
resultado, é suficiente determinar p € Autk(F") tal que o(p) = [K': K] =m e
op = po. Iremos obter p como uma extensiao de T a F'. Para tanto necessitamos
de alguma preparagao. Notemos que

() = T(T}(C))=T(]jT!(Ctm—I))
=0

= T (ctm'r(c BNy gty (c"'))

= (™)™ ). 7™ ()t

(Y2 (™. ()™

=)
t
= H1-t") (ctmT(c‘m_l)'rz(ctm'2)...T’“"l(ct))
=ty = it
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com d = ¢k,

Seja #, = dB'. Segue da Proposigio 1.1.i que F' = K'(3;) e de
Bf = dPB" = dPb* = 7(b)

segue que, mg, x(X) = X? — 7(b) = 7*(mg x(X))-

Logo, pela Proposigao 1.2 existe um tnico isomorfismo p : F/ — F' tal que
plgr = 7 e p(B) = B1. Disto decorre que p € Autx(F’) e o(p) > o(r) = m. Por
um célculo recursivo obtemos

phB) = TN @A) (@ B
S Sl () el (e T i (i) W () T

- ﬂ(C)_k,81+kp = b_kbkﬁ = 6

como p™(z) = 7™(z) = z, para todo = € K', segue que o(p) = m.

Finalmente, po|x = p|lgr =7 = op|x: €

po(B) = p(6B) = T(€)p(B) = 7(§)dp" = d(£B)" = o(dB') = ap(B)

Portanto op = po, o que conclui a demonstracao. O
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Capitulo 2

Extensoes Cubicas Ciclicas

Neste capitulo K denotara um corpo de caracteristica distinta de 3, que nao
possui raiz ctbica primitiva da unidade.

No que se seguird K" = K (£), onde £ é uma raiz ctbica primitiva da unidade
em algum fecho algébrico de K. Claramente mg i (X) = X%+ X +1 e Autg(K')
é um grupo ciclico de ordem 2, com gerador T dado por 7(£) = £2.

2.1 Caracterizagao 1

Nesta se¢ao apresentamos uma caracterizagao de extensao cubica ciclica de
K como subextensdo (unica) de uma determinada extensao ciclica de grau 6 de
K. Isto esta descrito no teorema seguinte, o qual nada mais é do que uma versao
dos teoremas 1.9 e 1.10 (ver capitulo anterior) aplicada ao caso p = 3.

Teorema 2.1.
i) Toda extensdo cibica ciclica de K é univocamente determinada como subex-
tensdo de uma extensdo ciclica de grau 6 de K, que contém K'.

ii) Seja F' D K' uma extensao de K de grau 6. Entdo, F' € ciclica se e somente
se existem § € K' ¢ B € F' tais que F' = K'(8) e B® = §*7(8) ¢ K.



Demonstragao
i) Decorre imediatamente do Teorema 1.9.
ii) Pelo Teorema 1.10, F” é ciclica se e somente se existem § € K’ e # € F' tais
que F' = K'() e 83 = §*7(6%) ¢ K. Mas note que se 3; = (6°7(8))~13? entdo
F'= K'(£), B ¢ K= e B} = (6%7(8))36% = (627(8))3(67(6%))? = 6%7(9).
Reciprocamente, se F' = K'(§), com 8 = §°7(8) ¢ K™ entdo para f; = (°
temos F' = K'(8:), B3 ¢ K” e 33 = §7(8?). [
O método para determinar a tnica extensao cubica ciclica de K contida em

F' esté totalmente descrito nas demonstragoes dos teoremas 1.9 e 1.10.

E, para completar, o lema seguinte nos dd uma forma de obter § € K’ tal
que §%7(8) ¢ K*.
Por conveniéncia de notagao assumiremos doravante em todo este capitulo

que E* = E\0, para qualquer extensao E de K.

Observemos também que para todo ¢ € K’ temos z+7(z) € K e z7(z) € K.
Isto define duas aplicagbes T': K’ — K e N : K' — K dadas por T'(z) = z+7(z)
e N(z) = z7(z), para todo z € K’ chamadas respectivamente tragco e norma de

K' sobre K. E imediato verificar que T é K-linear e N é multiplicativa.

Lema 2.2. Seja § € K'. Entdo 6°7(6) € (K"™*)3 < § € K*(K"™)®.

Demonstracao
Note que 6*7(8) = 6N(6). Logo, se §?7(8) = u? para algum u € K’ entdo
§ = N(§)~'ud € K*(K™)3,

3

Reciprocamente se § = vu®, com v € K* e u € K™ entao

8*7(8) = (vu)’r(vud)
= (V*ub)vr(u)®

= v*(u?r(u))® € (K™)°.
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2.2 Polindbmio Gerador

Dado § € K’ tal que §°7(8) ¢ K" denotemos Fj = K'(83), com 3% = §°7(6)
e Fs5 a tnica extensao cibica ciclica de K contida em Fj. Naturalmente pela
Proposigdo 1.1.i temos Fs = K(z) para qualquer z € F5\ K. Nesta se¢do vamos
escolher um especifico z, construido a partir de # e determinar m, x(X), bem

como o gerador ¢ do grupo ciclico Autg (Fs). Veremos isso no proximo teorema.

Teorema 2.3. Seja § = a + b&% € K’ tal que §°7(8) ¢ K. Entdo,
i) eziste ¢ € Fy tal que F5 = K(z) e my x(X) = X3 —3N(8)X — N(6)T(6);

11) AutK(Fa) = {Z‘dps,(f, 0'2} com

o(z) = fl;.- (2 —az —2N(6)) e o*(z)= _% (® + (b—a)z — 2N(9)) .

Demonstragdo

i) Segue da demonstragdo do Teorema 1.10 (iii = i) e da demonstragio do
Teorema 2.1.ii que Autg(Fj) é gerado pelos K-automorfismos o e p dados por
o(B) = &6, p(B) = 67142, o|lxr = idgs e p|gr = 7. Além disso, conforme vimos
na demonstragdo do Teorema 1.9.ii F5 = F;“’ ). Notemos que o(p) = o(r) = 2.
Portanto z = T,(8) = G + p(B) € Fs. Obviamente z ¢ K pois {1,5,%} é um
conjunto linearmente independente sobre K’ O K. Portanto Fy = K(z), pela
Proposigao 1.1.i. De

@ = (B+p(0)°
= B+ p(B)* +36°0(8) + 38p(B)°
= B+ p(B)® + 3Bp(B)(B + p(B))
= (8 +p(B)*) +367'B%x
= 30716%7(0)x + 6°7(8) + T(6*)§
= 3N(8)z + N(8)T(6)

vemos que mg (X) = X3 — 3N(8)X — N(8)T'(9).

ii) Decorre também do Teorema 1.6.ii que Aut(Fs) é ciclico gerado por o|g.
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Agora, notemos que

o(z) = o(B+p(B) =a(B)+ op(B) = o(B) + po(B)
= B+ p(EB) =£8 + &2p(B)

o> = (B+p(B)" =B+ p(B)* + 28p(8)
= 6p(B) +7(8)B+267 8
= 8p(B) + 7(8)B + 2N(6)
= (a+bE)p(B) + (a+bE)B+ 2N(6)
= ax+bo(z) + 2N (6).

Logo, i
Bl = 3 (2® — az — 2N(9)) .

Desde que o termo em X? de m, i (X) ¢ nulo, segue que z+o(z)+0%(z) = 0

e portanto

o?(z) = —% (2® + (b —a)z — 2N(3)) . O

Conforme vimos, o Teorema 2.3 expressa m x (X) e o(z) em termos do trago
e da norma do elemento § = a + b&* € K’, satisfazendo 6°7(5) ¢ K. Aparente-
mente fica a impressdo de que toda extensao cibica ciclica de K depende dos
dois pardmetros a,b € K escolhidos. Veremos na seqiiéncia que podemos sem-
pre escolher um novo §; € K’, dependendo de um Unico parametro ¢ € K e que
determina a mesma extensao Fj.

Notemos primeiramente que se §; = 7(d) e ; = p(B) entdo F; = K'(f;) e
B3 = p(B3) = p(627(8)) = 7(8)%5 = §27(8,). Isto nos diz entdo que é indiferente
escolher § = a + b€ ou a + b€2.

Seja entdo § = a + b¢, com a,b € K. A condigdo §%7(8) ¢ K" exige
necessariamente b # 0. Assim, § = b(c + &), com ¢ = §. Sejam 6; = c+ e
B1 = b7143. Entéo, Fj = K'(61) e 82 = b736%7(8) = b3(b61)%7(bd1) = 827(61),
ou seja, Fy = Fy,.
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Corolério 2.4. Seja § =c+ & € K', com ¢ € K tal que ¢ # —Emai%;, para todo
s € K\ {0,1}. Entdo,

i) eriste z € Fy tal que Fs = K(z) e
mek(X)=X>-3(c2 —c+1)X — (2¢— 1)(c®* — c+ 1).
ii) Autg(Fs) = {idp,;,0,0%} com o(z)=2>—cx —2(2—c+1) e
o*(z) = —2? + (e — 1)z — 2(c® — e+ 1).

Demonstragao

Comegamos por observar que pelo Lema 2.2,
8*7(8) € (K*)* & 6 € K (K")* & 6 =rd,

comr € K* eu € K™. Logo u ¢ K (pois § ¢ K) e podemos tomar u = s + £.
Assim, de § = ru? segue que ¢+ & = r(s® — 35 + 1) + 3r(s> — 5)¢, novamente
porque 6 ¢ K temos também s # 0, 1. Por conseguinte resulta que r = —— e

3(s%—s)
c= 5:—(;‘533—“ Portanto,

—3s+1
3(s?2—s) '

para todo s € K \ {0,1}. Finalmente, para obter i) e ii) basta observar que
T()=2c—1eN()=c*—c+1. a

P’r(6) ¢ KP < -,é

2.3 Caracterizacao 2

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia imediata do que vimos nas Se¢bes
2.1e 22

Teorema 2.5. Seja F uma extensao de K. Entao F € extensao cibica ciclica se

e somente se F ~ &fﬁjﬁ’ com fo(X) = X3 =3(®—c+1)X —(2¢c—1)(c® —c+1)
ec# f{sasfgl para todo s € K \ {0,1}.
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Demonstragao
(=) Segue do Corolario 2.4.i.

(<) Comegamos por afirmar que F, = {T({'J?‘])j é uma extensao de grau 3 de K,
ou seja, que fo(X) = X3 —-3(c?—c+1)X —(2¢—1)(c® — c+1) & irredutivel sobre
K. De fato, se f.(X) é redutivel sobre K entdo f.(t) = 0 para algum ¢t € K.
Logo, para s = t + ¢ temos s — 3¢cs? + 3(c — 1)s + 1 = 0 e disto segue que
3c(s* — s) = s® — 3s+ 1. Observemos que s # 0, 1, pois —c e 1 — ¢ néo sio raizes
de f.(X). Portanto ¢ = Tw?—g, o0 que é absurdo.

Agora, dados 2o =z = X + (fo(X)), ;1 =22 —cx - 2(P —c+1) e zp =
—z*+(c— 1)z —2(c* — ¢+ 1), & facil ver que f.(X) = (X —zo)(X —z1)(X — x2)

KX

e portanto F, = E(IXJ)_) = K(z) é corpo de raizes de f.(X). Além disso as raizes

Ty, T1 € T sdo distintas pois {1,z,2?} é uma base de F, sobre K.

Portanto f.(X) é separavel sobre K e F, é extenséo cibica ciclica de K, pelo
Teorema 1.5. O

O préximo teorema nos da outra caracterizagao de uma extensdo cubica
ciclica de K via um novo polinémio gerador, o qual é, a nosso ver, bem mais
interessante que o dado no Teorema 2.5.

Teorema 2.6. Seja F uma extensio de K. Entao F é cibica ciclica se e somente
se F ~g (%%, com fi(X) = X34+ kX2 —(k+3)X+1 ek # EE'—;-:afgﬂ, para todo
se K\ {0,1}.

Demonstragao

(=) Pelo Corolério 2.4.i, existe z € F tal que F = K(z) e mz(X) = X® —
3(—c+1)X —(2¢—1)(c*—c+1). Sejay =z +c. Entdo, F = K(y) e temos

0 = (= =3(@—c+1)(y—c)—(2c~1)( ~c+1)
= y* -3’ +3(c—1)y+1.

Portanto, my x(X) = X3+ kX2 — (k+3)X +1:= fi(X),com k= —3ceo
isomorfismo requerido segue pela Proposicdo 1.1.ii. Também pelo Corolario 2.4
temos ¢ # S35t oy k 3£ =341 para todo s € K\ {0,1}.

3(s%—s) e
(«=) Afirmamos que fi(X) = X? + kX? — (k + 3)X + 1 é irredutivel sobre K
pois, caso contrario, teriamos fx(s) = 0 para algum s € K e por conseqiiéncia
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k(s —s?) = s* — 3s+ 1. Observando que 0 e 1 ndo séo raizes de fix(X), terfamos
entdo k = %f#, o que é absurdo.

Sejam Fy = 5k = K(z), com z = X + (f(X)), 0 = &, &1 = 1% e
zy = =1, Claramente o, z; e z, sio distintos, pois {1,z,z?} é uma base de Fj
sobre K. Além disso, de zo + &1 + T2 = —k, ToZ1 + ToT2 + 2172 = —(k + 3) e

ZoT1Z2 = —1 vemos que fi(X) = (X — 20)(X — ;) (X — z2).

Portanto fi(X) é separavel sobre K e F} & corpo de raizes de fi(X). Logo
F}, é extensao cubica ciclica de K, pelo Teorema 1.5. O

2.4 A Classificacao

Nesta se¢ao nos dedicaremos a encontrar condigdes necessarias e suficientes
para que duas extensoes ctibicas ciclicas de K sejam K-isomorfas. Comecamos

com o seguinte lema
Lema 2.7. Sejam 81,6, € K’ tais que §77(81), 657(02) ¢ K'. Entao,

Fs, ~y Fy, < 8,071 € K*(K™)? ou 6,7(67Y) € K*(K"™)®.

Demonstracao

E imediato verificar que F5, ~g Fjs, se e somente se Fy o~y Fj. Pelo
Teorema 1.8 este tultimo isomorfismo ocorre se e somente se

(6207)*7(6207") € (K™) ou (8261)°7(8281) € (K™)?,

o que é equivalente, pelo Lema 2.2, a 607" € K*(K™)? ou 8,0, € K*(K™)>.
Observando que d>7(0;") = N(8;) 71626, segue o resultado. O

Observagao 2.8. Vimos na se¢ao 2.1 que um elemento § € K’ determina (uni-
vocamente) uma extensdo ciibica ciclica F5 de K se e somente se §°7(d) ¢ K*. Vi-
mos também na demonstragio do Corolario 2.4 que, para § = c+£, §°7(8) ¢ K"
se e somente se ¢ # ’;(s,f’j)l, para todo s € K \ {0, 1}. Claramente §*7(8) ¢ K*
se e somente se 7(8)%5 ¢ K™ e isto, conforme pode ser visto facilmente, usando

o mesmo raciocinio acima mencionado, é equivalente a ¢ # ﬁ’—sgﬁ—l, para todo
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s € K\ {0,1}. Portanto, para § = ¢ + £ temos

s=3s+1

s2—3s2+1
3(s? —9)

3(s—s%)

c# & 0%r(6) ¢ K® & 1(6)% ¢ K® & ¢ #

para todo s € K \ {0, 1}.

Corolario 2.9. Sejam 6, = c+ € edy = d+ € com ¢,d € K distintos e tais

que ¢,d 333(;232':)1, para todo s € K \ {0,1}. Entdo, F5, ~x Fj, se e somente se

eziste t € K tal que

(B =3t+1)c—-3(t>—1t)
T3 —t)e+ (3 -3t2+1)

ou
(2 —3t+1)c—(t* -3t +1)

3(2 —t)e— (3 — 3t + 1)

d=

Demonstra¢ao

Por Lema 2.7 Fj, ~x Fj, se e somente se 6,07 € K*(K™)3 ou 8,7(0;7}) €
K*(K™)3. Vejamos a primeira alternativa. Para a segunda procede-se de modo
analogo.

Sejam r € K* e u € K* tais que d, = ru®d;. Notemos que d # c e portanto
necessariamente u = to+t£, com t; # 0. Substituindo % por ut]?, se necessério,
podemos supor u =t + £, para algum ¢ € K. Agora, um simples célculo nos da
o resultado desejado. O

Corolario 2.10. Sejam 6; = c+€ e d, = d+&, comc,d € K tais qued # ¢, 1—c
ec, d# 3 '33";31, para todo s € K\{0,1}. Entdo, Fy, ~x Fj, se e somente se para
k=3 (<) ou k=3 (L), o polinomio fi(X) = X*+ kX2 — (k+3)X +1

é redutivel sobre K.

l—c—

Demonstracao

Segue do Corolario 2.9 que Fj, ~ Fjs, se, e somente se, existe t € K tal que

(3 —3t+1)c—3(t* —t)
32 —t)e+ (3 —3t2+1)

d=

ou
t2—3t+ 1c— (2 —3t2+ 1)

_(
s 3(t2 —t)e— (2 — 3t + 1)

20



Desenvolvendo a primeira igualdade (resp. a segunda) como uma polinomial
em ¢ obtemos t® + kt® — (k+3)t+1 =0 com k = 3 (%54 (resp.
k=3 (L)) 0

Observagao 2.11. A hipotese d # ¢, 1—c no Corolario 2.10 néo é uma restrigao
pois para d = c temos §; = J,, para d = 1 — ¢ temos §; = —7(d;) e pode-se
verificar facilmente que Fj3, = F_,3,).

Coroléario 2.12. Sejam k; € K, fi (X) = X3+ kX?— (ki +3)X +1 e Fy, =
ﬁ%, i =1,2. Assuma que ky # k1, —(3 + k1) € ky, ky # %?_I, para todo
s € K\ {0,1}. Entdo Fi, ~k Fy, se e somente se para k = %akaidhatl o
k= ZEdass o polinomio fi(X) = X+ kX?— (k+3)X + 1 ¢é redutivel sobre
K.

Demonstracdo
E suficiente observar que se ¢; = —3k;, i = 1,2, entdo ¢» £ ¢, 1 —¢; e

c1,Co # %ﬁ—g para todo s € K \ {0, 1},

3(31(.‘2 —c+1 - Ok1ko + 3k, + 1

Ca—(C J!'31 - k2
e
3 C1Ca — 1 _ 27k1k2 -3
l_C]__‘C2 1+3k1+3k2
O resultado decorre entao do Corolario 2.10. O

Observagao 2.13. Na demonstragio do Teorema 2.6 vimos que, para cada
k € K, o polinémio fi(X) = X3 + kX?* — (k + 3)X + 1 é irredutivel sobre K se

d_3s+1

e somente se k # ==, para todo s € K \ {0,1}. Vimos também, no caso em

que fi(X) é irredutivel, Fy = (TI:(%J)_} & uma extensao cibica ciclica de K. Em
toda esta parte da demonstragdo do Teorema 2.6 ndo foi utilizada a hipotese
de a caracteristica de K ser diferente de 3. De fato, é possivel mostrar que
toda extensao cubica ciclica de K é do tipo F}, independentemente de qualquer
hipétese sobre a caracteristica de K. Para a demonstragdo de tal fato utiliza-
se de outras técnicas e procedimentos distintos daqueles utilizados aqui. Tais

técnicas e procedimentos sdo oriundos do que hoje é conhecida na literatura
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como a teoria de Kummer sem raizes da unidade. (ver, por exemplo, [4], [8] e

(3])-

2.5 Exemplos

Para os exemplos utilizaremos as caracterizagoes de extensoes ciibicas ciclicas
dadas nos Teoremas 2.5, 2.6 e consideraremos K como sendo o corpo @ dos

nimeros racionais.

c ) |
3| X3-39X +91
2| X —~21X3-35
1 X —-0X 49

0| X*-3X+1
1| X3-3X-1
2| X*-9X-9
3| X3-21X-35

Pelo Lema 2.5 é suficiente afirmar que ¢ # 3:—(;%')—1, ou equivalentemente
§3 —3cs® 4+ 3(c—1)s+ 1 # 0, para todo s € Q\ {0,1}.
Mas isto é imediato pois o polinémio f.(X) = X3 —3cX2+4+3(c—1)X+1€

Q(X) é irredutivel, para todo c listado na tabela acima.

Lk fi(X)

-3 X3 -3X%2+1
Q| X-2X2-X+1
Al XP=-X—2X +1
0 X3 -3X +1

1| X3+X%2—-4X+1
2 | X34+2X2-5X+1
3| X3+3X2—-6X+1
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Pelo Lema 2.6 é suficiente afirmar que ¢ # %QL—I, ou equivalentemente s* +

ks? — (k +3)s+ 1 # 0, para todo s € Q\ {0,1}.
Mas isto é imediato pois o polinémio fr(X) = X3+kX?—(k+3) X +1 € Q(X)
é irredutivel, para todo k listado na tabela acima.
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Capitulo 3

Extensoes Quinticas Ciclicas

Neste capitulo K denotard um corpo de caracteristica distinta de 5, que néo
possul raiz quintica primitiva da unidade.

Também neste capitulo K’ = K(£), onde £ é uma raiz quintica primitiva

da unidade em algum fecho algébrico de K. Conforme observado na secio 1.3,
4

me,k (X) € um fator do polinémio ®5(X) = X4+ X+ X2+ X +1 = H(X—fi),

i=1

ou seja, mex(X) = (X —&)(X —€') ou ®5(X). No primeiro caso & + &£,
£+ &€ € K e Autg(K’) é um grupo ciclico de ordem 2, com gerador 7 dado
por 7(£) = &' = €71, No segundo caso Auty(K’) é um grupo ciclico de ordem
4, com gerador 7 dado por 7(£) = €2 ou £3.

3.1 Caracterizagao 1

Analogamente ao que vimos na Secdo 2.1, aqui também apresentamos uma
caracterizagio de extensdo quintica ciclica como subextensdo (tnica) de uma
determinada extensdo ciclica de grau 10 ou 20 de K, conforme £ + £* € K ou
E+£&* ¢ K. Esse resultado, descrito no préximo teorema é a verséo dos Teoremas

1.9 e 1.10 no caso p = 5.



Teorema 3.1.

i) Toda extensdo quintica ciclica de K € univocamente determinada como subez-
tensao de uma extensdo ciclica de K contendo K', de grau 10 (resp. 20) se
E+&' € K (resp. £+¢&' ¢ K).

ii) Assuma que £+&* € K (resp. £+£* ¢ K) e seja F' O K’ uma extensdo de K
de grau 10 (resp. 20). Entdo F' é ciclica se e somente se existemd € K' e 3 € F'
tais que F' = K'(B) e 3° = 67 '7(8) ¢ K® (resp. B° = (67(6%))~172(67(6%)) ¢
K®).

Demonstragdo
i) Decorre imediatamente do Teorema 1.9.

ii) Pelo Teorema 1.10. F’ é ciclica se e somente se existem § € K’ e 3 € F’ tais
que F' = K'(B) e B° = 6'67(6) se £ + &% € K ou B° = §'07(88)72(64)13(6?) se
(+E ¢ K.

Tomando §; = 837(5)8~! se € + &% € K ou By = 657(6)r2(6)r%(8)8~" se
¢+ €* ¢ K obtemos no primeiro caso F' = K'(f3;) com 3} = 6~'7(8) ¢ K" e
no segundo caso F' = K'(8;) com 3} = 6;'7%(6,) ¢ K™, onde 6; = §7(6%). A
reciproca € imediata. O

A maneira de se obter a tinica extensao quintica ciclica de K contida em F”
estd totalmente descrita nas demonstragoes dos Teoremas 1.9 e 1.10.

O lema seguinte nos propicia uma forma de se obter § € K’ que satisfaga as
condigoes descritas no Teorema 3.1.ii.

Também em todo este capitulo E* := F\ 0, para qualquer extensao E de K.
Com relacao as aplicagoes trago e norma hé dois casos a considerar:

i) £+&* € K. Neste caso Auty(K') é gerado por um automorfismo 7 de ordem 2
e as aplicagoes trago e norma sdo dadas, respectivamente, por Tr(z) = = + 7(z)
e N,(z) = z7(z) para todo z € K".

ii) €4 ¢* ¢ K. Neste caso Autx(K') é gerado por um automorfismo 7 de ordem
4 e ha dois tipos de trago e norma a considerar:

3 3
T, K' > K, x— Z’r"(:.r:); N,: K' - K, :cn—»HTi(:c)
i=0

i=0

25



Tr2:K' — Ky, 2+ 24+ 7%(2); N : K' — Ky, v+ z72(z),

para todo z € K’ onde K; := K"(™),

Lema 3.2. Sejaé € K'.
i) Assuma que € +&* € K. Entdo, 67'7(8) € (K™)® & § € K*(K"™)°.
ii) Assuma que &€ + &* ¢ K. Entdo,

(67(6%)1r2(67(8%) € (K™)® & 67(6%) € Kj(K™)® &

existe v € K7(K™)® tal que 7(8) = v8°.

Demonstragao

i) Se 6~'7(8) € (K™)® entdo N,(8)6® € (K™)5, ou seja, 6° € K*(K™). Disto
segue que § - §° = (6*)% € K*(K™)® e portanto § € K*(K"™)®.

Reciprocamente, se § = uv®, com u € K* e v € K'*, entéo

§77(6) = (vr(v))° € (K™)°.

ii) Tomando 4; = 67(6°) e fazendo uso de N,z em lugar de N, e de K em lugar
de K, procedemos de modo idéntico ao caso i) para obter

57172(61) € (K™)® & 61 € KT (K™)®.

Agora, se §; = 07(6%) € K7 (K™)® entdo 6°7(6%) € K;(K")® e portanto 7(4) €
K} (K"™)%8, ou seja, existe v € K7 (K™)® tal que 7(8) = vé®.

Reciprocamente, se 7(§) = u\*6%, com u € K e A € K™, entdo
07(8%) = 6(u36®)® = w3 (\36%)° € Ky (K™)°. O

3.2 Polindbmio Gerador

Dado 6§ € K’ satisfazendo as condigoes do Teorema 3.1.ii, denotemos Fj =

K'(B), com B = 6-17(6) se £+&* € K e 5 = (67(63))~172(67(8%)) se +£* ¢ K.
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Denotemos também por Fj a tnica extensao quintica de K contida em Fj.
Pela Proposicdo 1.1.i temos F; = K(z), para qualquer z € Fj \ K. Tal como
no caso cubico (ver Segdo 2.2) aqui também vamos escolher um especifico z,
construido a partir de 3, e determinar m, x(X).

Teorema 3.3.

i) Assuma que € + &* € K e seja § € K' tal que 67'7(8) ¢ K. Entio existe
z € Fs tal que F5 = K(z) e

Mz i (X) = X® = 5X3 +5X — T, (6727(6)).

ii) Assuma que € +&* ¢ K e seja & € K’ tal que (67(6%))17%(67(8%)) ¢ K.
Entao existe x € Fs tal que Fs = K(z) e
— Y5 _ g T2(87(6%) 9 i 547 (82) -
M i (X) = X° = 10X° — 5T, (ZEE0) X2+ 5 (1 T, (457lhy ) ) X
§77(6
T (72(5?7('5))) »

Demonstragao

Segue da demonstracdo do Teorema 1.10.iii = i e da demonstragdo do Teo-
rema 3.1.ii que Auty(F}) é gerado pelos K-automorfismos ¢ e p dados por

i) J(ﬁ) =€5! p(ﬁ) — B_I: O-lK" — sz' e p[K' =T Se€+€4 € Ka
ou

ii) o(B) = €8, p(B) = cB?, o|x = idk e p|xr = T, com ¢ = (67(8%))7%(67(8%)) 77,
seE+&0 ¢ K.

Além disso, conforme a demonstragao do Teorema 1.9.ii, temos Fj5 = F, ‘;(p ) e,
pelo Teorema 1.6.ii, Autg (Fj) = (o).

Tomamos = € Fs dado por: z = B+ p(8) = B+ B~' no caso i) e
z = B+ p(B)+ p*(B) +p*(B) = B+cB?+ B!+ (¢8%)~! no caso ii). Obviamente
z ¢ K (pois o(z) # z) e portanto Fy = K(z), pela Proposigdo 1.1.i. Resta
entdo determinar m, x(X). Observemos que

4
‘m.;_.-IK(X) = H(X = Ui(:ﬂ)) =X° — t1X4 + tha = t3X2 + t4 X — ts,

i=0

com t; = T,(z), t2 = T,(zo(z) + z0%(2)), t3 = Ty(zo(z)0?(z) + zo(z)o?(z)),
ty = Ty(zo(z)o?(z)o?(z)) e ts = N,(z), onde T, e N, denotam, respectivamente,
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4
as aplicagGes trago e norma relativas a o, isto é, T,(z) = Zai(z) e Ny(2) =
i=0

4
Hai(z), para todo z € F}.
i=0

Fazendo uso do fato que 7,(8') =0, 1 < i < 4 e que op = po, iremos obter,
ap6s um célculo direto e pacientemente efetuado: ¢, = 0, t, = —5, t3 = 0,
ts =5 ety = T.(677(5)) no caso i), e t; = 0, t, = —10, t5 = 5T, (%ﬂﬂm%l)

4 2
ta=5(1- T (5550 )) e ts = T (53905 ) no caso i), O

3.3 Caracterizacao 2

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia imediata do que vimos nas Secgdes
30 832,

Teorema 3.4. Seja F' uma extensdo de K.

i) Assuma que £ + &' € K. Entio F € extensdo quintica ciclica de K se e
somente se F ~y U—}:%—), com fo(X) = X% —5X3+5X —T(c) e c = ur(u)™?,
para algum v € K™\ K*(K")5.

ii) Assuma que §+&* ¢ K. Entdo F é extensdo quintica ciclica de K se somente

se F' o~y [T}f{{%i’ com
fe(X) = X° = 10X3 — 5T (c) X% + 5(1 — T (cr(c))) X — Tr(c*7(c))
e c=ur*(u)™', para algum u € K™ \ K}(K")®.

Demonstracao

(=) Decorre imediatamente dos Teoremas 3.1, 3.3 e do Lema 3.2. No caso i)
basta tomar u = §. No caso ii), basta tomar u = §7(5°).

(<) Se u ¢ K*(K™)® (resp. u ¢ K;(K"™)?) entdo ¢ = ur(u)~™! ¢ K” (resp.
c=ur?(u)~! ¢ K”) pelo Lema 3.2. Logo tomando 3 em algum fécho algébrico
de K' tal que 8° = ¢! (resp. B° = ¢71), temos F' = K'(8) uma extensio
ciclica de K de grau 10 (resp. 20), pelo Teorema 3.1. Tomando F a tnica
extensao quintica ciclica de K contida F” e procedendo exatamente como na
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demonstragio do Teorema 3.3, vamos obter (em ambos os casos i) e ii)) z € F

tal que F' = K(z) e mqx(X) = f.(X). Portanto (—Jf—f(li—q)—) é uma extensao quintica

ciclica de K. O
Vejamos agora que:

a) no caso em que £ + &1 € K temos

v\ u T(u)  Tr(v?)
«r(u)) Trw T e T N@

TAe) =T% (

b) no caso em que £ + £* ¢ K temos

" v \_ v 1) T(w)  T(w) _ Tr(wPr(u)r(w))
2O =T () = it B et R T
Tiler(e)) =T (;ﬁ}n—)) — T—-"(E}-R,%;ha{um, com uy = ut(u),

TT(ET(C)) =T, ('r;fiz)) = TT(H%TN{:‘(?;(M)], com up = u?r(u).

Vejamos também que no caso € + € ¢ K, temos K' = K;(€) com
Ky = K(€ + €& = K'™). Logo, todo u € K’ pode ser escrito na forma
u = vy + 1€ com vy, v; € K;. Ainda se v; # 0 entdo v’ = .= 5‘11+£ e

31(&:?) = ;2;‘(‘1‘—), ou seja, para efeito do calculo de 7% (TZLM) , podemos trocar u por
u', se necessario.

Portanto podemos considerar apenas os elementos u € K™ da forma
u=v+&, comv € K, ou seja, da forma u = s+#(E+E) +€ = s+ (E+1)E+1E°%,
com s, t € K.

Entéo para ¢ = 5 temos Tr(c) = %‘Wl e um célculo direto nos da

T, (u?r(u)r3(u)) = e(u)?, com e(u) =1+ s + 2¢. Assim,

Uy e(ur)' _ e(w)’
Tr(er(e)) =T+ (rz(ul)) T No(w) - Ne(w?

u e(un)?  e(up)?
To(P7(c)) =T> (W;)) - Nq-(;:a) T N (u)

com uy = ur(u) = 81 + (t1 + 1) + 1€, ua = v7(u) = s2.+ (b2 + 1)§ + 1287,
e(u1) =1+ 81 +2t; e e(up) = 1+ 52+ 2ts.
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Naturalmente s; e t; (i=1,2) sdo fungdes dos parimetros s e t que determinam
u e podem ser determinadas através de um calculo paciente e efetivo. A norma

N, (u), também funcio de s e t, ¢ dada pela expressio:
No(u) =s'—s3(1+2t)+ s> (1 —t—12) —s(1 4+t —3t> - 23) + (1 —t + 2 + 3+ 11).

Diante dessas consideragoes temos entdo a seguinte reformulagao do Teorema
3.4.

Teorema 3.5. Seja F' uma extensdo de K.

i) Assuma que £ +&* € K. Entdo F ¢é uma extensio quintica ciclica de K se
e somente se F ~g % com fu(X) = X®—-5X3+5X — %, para algum
u € K™\ K*(K™)°.

ii) Assuma que £ + &' ¢ K. Entio F é extensio quintica ciclica de K se e

~, KX
somente se F ~g Tu(x)) Com

_ %5 _ inxs _ s S0t _ elur@)?  _ e(wir(w))”
fulX) = X* ~10X* = 5 X +5(1 N )X T

para algum u € K™ \ K7 (K™)®. O

3.4 A Classificagao

Nesta segao apresentaremos as condigdes necessérias e suficientes para que
duas extensdes quinticas ciclicas de K sejam K-isomorfas. Isto & descrito no
teorema a seguir, o qual é conseqiiéncia dos resultados discutidos nas se¢oes an-
teriores. Para tanto utilizaremos a caracterizacao de extensoes quinticas ciclicas
de K dada pelo Teorema 3.5.

Teorema 3.6.

i) Assuma que £ + &' € K. Sejam u; € K" \ K*(K"*)° e F,, = Uuﬂ(%?’ com

fu,(X) = X° —5X3 4+ 5X — %;%’%, i=1,2. Entdo, F,, ~k Fy, se e somente se

uyul, € K*(K™)%, paraalgum 1 <1< 4.
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ii) Assuma que £ +¢&* ¢ K. Sejam u; € K™* \ K;(K"*)° e F,, = T{f_l{z%—), com

w00 - s - S x-S

=12
Entao F,, ~k F,, se e somente se ulué € K;(K")®, paraalgum 1 <[ < 4.

Demonstragao

Demonstraremos apenas o casoi). O caso ii) se demonstra de maneira similar.

Sejam ¢; = uif(ui)—1 e F:i.— = Fy, (6) = {_E:Ei]}) = (;-‘.;lfl)w 1=1,2.

E imediato verificar pelo Teorema 1.8 que F,, ~k F,, se e somente se, para
algum 1 < 1 < 4, (wub)r(wub)™! € (K™)®, o que é equivalente a ujub €
K*(K™)5, pelo Lema 3.2. O

Observemos que a relagdo de K-isomorfismo entre as extensbes quinticas
ciclicas de K é uma relacao de equivaléncia.

Corolario 3.7. Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre o conjunto das classes
de isomorfismo de extensées quinticas ciclicas de K e o conjunto dos elementos
uE % (resp. !"1{{—!;')5) tais que T # 1 se £+ €1 € K (resp. £+ €' ¢ K).

Demonstracao

E uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.6. O
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3.5 Exemplos

Para o exemplo utilizaremos a caracterizagao de extensao quintica ciclica
dada no Teorema 3.5.

Vejamos o caso K = Q. Tomemos u = &, por conseguinte temos f¢(X) =
X% —10X%+5X2%+ 10X +1.

O polinémio f¢(X) = X°*—10X3+5X?+10X +1 é claramente irredutivel em
Q[X] ou equivalentemente em Z[X] (conforme Lema de Gauss). Caso contrario
terfamos a imagem (modulo p) Tg(X ) redutivel em Z,[X| para qualquer primo
p. Em particular terfamos f(X) = X® + X2+ 1 redutivel em Z[X] o que
seria absurdo pois f¢(X) ndo tem rafzes em Z, e o tinico polinémio de grau 2
irredutivel em Z,[X] é g(X) = X? + X + 1 e g(X) néo divide f¢(X).

Portanto f¢(X) é irredutivel sobre Q.
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