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Resumo 

Neste trabalho apresentamos uma forma descritiva, explícita e eficaz de obter 

polinômios de grau 3 (resp. 5) que realizem o grupo cíclico de ordem 3 (resp. 5) 

como grupo de Galois, sobre um corpo de característica distinta de 3 (resp. 5) 

e sem raíz cúbica (resp. quíntica) primitiva da unidade. 



Abstract 

In this work we present a effective way to obtain polynomials of degree 3 

(resp. 5) whose Galois group is cyclic of order 3 (resp. 5) over any field of 

characteristic different from 3 (resp. 5) and not containing primitive cubic (resp. 

quintic) root o f unity. 



Introdução 

"Por volta dos anos 1830 Galois descreveu um procedimento para associar 

um grupo finito G a um polinômio 

onde a1, a2, ... , an são números racionais. Este grupo (o qual é chamado de 

grupo de Galois de f(X)) "mede" a dificuldade em encontrar as raízes desse 

polinômio; em particular, nos diz se f(X) pode ou não ser resolvido por meio de 

radicais. Os contemporâneos de Galois não entenderam a importância de suas 

idéias. Seus artigos mais importantes não foram aceitos para publicação e mais 

tarde foram perdidos pela Academia Francesa de Ciências. O próprio Galois foi 

morto em um duelo antes mesmo de atingir a idade de 21 anos. 

A construção de Galois leva naturalmente a seguinte questão: Todo grupo 

finito pode ser realizado como o grupo de Galois de algum polin6mio 

com coeficientes racionais ? 

Embora não exista evidência de que o próprio Galois tenha posto esta questão, 

sentimo-nos a vontade para especular que ele bem poderia tê-lo feito em algum 

de seus artigos perdidos. 

De qualquer forma, esta questão, que hoje é conhecida como o Problema 

Inverso de Galois , tem se transformado em um dos mais famosos problemas 

não resolvidos em Matemática e é o foco de muitos pesquisadores ao longo dos 

últimos 150 anos. Entre os resultados de maior destaque dessa pesquisa estão 

as soluções positivas para grupos solúveis (Shafarevich , 1954) e para o grupo 

simples conhecido como "o monstro" (Thompson, 1984). 

O interesse por este problema tem aumentado nestas duas últimas décadas, 
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como bem atesta a publicação de um razoável número de livros e atas de eventos 

científicos, tais como Galois group over Q editado por Y. Ihara, K. Ribet e 

J .P.Serre (1987); Topics in Galois Theory por J.P.Serre (1992); Recent Develop

ments in the Inverse Galois Problem editado por M.D. Fried (1993); Group as 

Galois group, an Introduction por H.Volklein (1996); Inverse Galois Theory por 

G.Malle e B.H.Matzat (1999); e Generic Polynomials. Construtive Aspects of 

the Inverse Galois Problem por C.U.Jensen, A.Ledet e N.Yui (2002)". 

(por Zinovy Reichstein) 

O nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma forma descritiva, explícita 

e eficaz de obter polinômios de grau 3 (resp. 5) que realizem o grupo cíclico 

de ordem 3 (resp. 5) como grupo de Galois, sobre um corpo de característica 

distinta de 3 (resp. 5) e sem raíz cúbica (resp. quíntica) primitiva da unidade. 

O caso específico de corpos de característica distinta de um primo p e com 

raiz p-ésima primitiva da unidade (resp. de característica p) é tratado pela 

teoria clássica de Kummer (resp. Artin-Schreier-Witt) e pode ser encontrado 

em qualquer livro básico sobre teoria de corpos, algum deles mencionados na 

lista de referências bibliográficas deste texto. 

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. 

O Capítulo 1 está dividido em três seções. Nas Seções 1.1 e 1.2 apresentamos, 

para conforto do leitor, uns poucos resultados básicos da teoria de corpos, alguns 

deles sem demonstração, que serão utilizados ao longo do texto. Na Seção 1.3 

apresentamos uma teoria de Kummer sem raiz primitiva da unidade. Essa seção, 

inspirada em [2], apresenta uma maneira de como obter extensões cíclicas de grau 

primo p de um corpo de característica distinta de pesem raiz p-ésima primitiva 

da unidade. 

Nos Capítulos 2 e 3 especializamos os resultados da Seção 1.3 para extensões 

cúbicas e quínticas. Além de construir os polinômios que realizam essas exten

sões, fazemos uma detalhada discussão sobre a classificação dessas extensões em 

termos dos coeficientes desses polinômios. Em particular, os resultados do capí

tulo 2, embora apresentados de modo independente e com alguma originalidade, 

a maioria deles foi inspirada nos resultados dos artigos [1], [4], [5], [8] e [10] . 
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Capítulo 1 

Extensões Cíclicas de grau p 

1.1 Resultados Básicos 

Os resultados apresentados nesta seção são apenas alguns resultados básicos 

da teoria de corpos, que serão utilizados livremente ao longo de todo o texto. 
Para o conforto do leitor os listamos aqui, porém sem demonstração. As demons

trações desses resultados podem ser encontradas, por exemplo, em qualquer uma 

das seguintes referências !9], [11], [5], [7J. 

Sejam K e E corpos. Dizemos que E é uma extensão de K se existe um 

homomorfismo de corpos <p: K - E. Claramente <pé um monomorfisrno (pois 

<p(lK) = le) e é usual identificar K com sua imagem <p(K) C E. A dimensão 

de E sobre K, visto corno espaço vetorial, chamamos de grau de E sobre K e 

denotemos por [E : K ](:= dimKE). Dizemos que E é uma extensão finita de K 

se [E : KJ for finito. 

Dados uma extensão E de K e a E E, dizemos que a é algébrico sobre K se 

a é raiz de algum polinômio não nulo com coeficientes em K e denotamos por 

ma-,K(X) o polinômio em K[X] mônico de menor grau do qual a é raiz. 

Dizemos que duas extensões E e F de um mesmo corpo K são K -isomorfas 

(e denotamos E ~K F) se existe um K-isomorfismo <p : E - F, isto é, <p é 

isomorfismo de corpos e <piK = idi<· 



Proposição 1.1. 

i) Sejam F extensão de K e E extensão de F. Então E é extensão de I< e 

(E: I<] = (E: F][F: I<]. 

ii) Sejam E uma extensão de K e a E E algébrico sobre K. Então K(a) é uma 

extensão finita de K, (I<( a) : K] = gr·(mo,K(X)) e I<( a) ':::!.K (m~~~~~)). 

Todo homomorfismo de corpos u : F ~ F', induz um homomorfismo de 
n n 

anéis u*: F [X] ~ F'[X], dado por u*(2::.=aiXi) = L u(ai)Xi. Se em particular 
i=O i=O 

u é um isomorfismo de corpos então, u* é um isomorfismo de anéis. 

Proposição 1.2. Sejam u : F ~ F' isomorfismo de corpos, u* : F[X] ~ F'[X] 

o isomorfismo correspondente, f(X) E F[X] irredutível, f*(X) = u*(f(X)) E 

F'[X], a raiz de f em alguma extensão de F e a* raiz de f* em alguma extensão 

de F'. Então, existe um único isomorfismo de corpos ã: F( a) ~ F'(a*) tal que, 

ãiF = u e ã(a) =a*. 

Sejam ui : F ~ F', 1 ~ i ~ n, homomorfismos de corpos. Dizemos que 
n 

ub ... , Cln são linearmente independentes sobre F' se a expressão LÀWi(x) =O, 
i=l 

para todo x E F e Ài E F', implicar sempre >.i = O, para todo 1 ~ i ~ n. 

Lema 1.3. (Dedekind) Sejam F e F' corpos. Então todo conjunto finito de 

homomorfismos distintos ui : F ~ F', 1 ::::; i ::::; n , é linearmente independente 

sobre F'. 

Dado E uma extensão de I< denotamos AutK(E) o grupo dos K -automorfismos 

de E, isto é, o grupo dos automorfismos u de E tais que u iK = idg. DadoS c 
AutK(E) um subconjunto não vazio, denotamos E 8 = {x E E I u(x) = x, u E S}. 

Teorema 1.4. Sejam E uma extensão finita de K e S C AutK(E) um sub

conjunto finito não vazio. Então E 8 é subcorpo de E e [E : E 8 ] ~ ISI. Em 

particular se S é subgrupo então [E : E 8 ] = ISI. 

Um polinômio f(X) E K [X] é chamado separável se cada fator irredutível 

de f(X) não possui raízes múltiplas. Dizemos que a E E é separável sobre K, 

se a é algébrico e mo,K(X) é separável. Um corpo de raízes de um polinômio 
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não nulo f(X) E K[X] é urna extensão finita E de K de menor grau tal que 

f(X) se decompõe em fatores lineares em E[X]. 

Teorema 1.5. Sejam E uma extensão finita de K e G C AutK(E), um subgrupo 

finito. As seguintes afirmações são equivalentes: 

i) E0 = K. 

ii) [E: K] = IGI e G = AutK(E). 

iii) E é um corpo de raízes de algum polinômio separável f(X) E K [X] . 

Seja E urna extensão fin ita de K. Dizemos que E é extensão galoisiana de 

K se E satisfaz uma das condições equivalentes do Teorema 1.5. Além disso, se 

G = AutK(E) é cíclico dizemos que E é extensão cíclica de K. 

Teorema 1.6. ( Teorema Fundamental da Teoria de Galois ) 

Sejam E uma extensão galoisiana de K e G = AutK(E). Então, 

i) existe uma correspondéncia bijetiva {que inverte inclusão) entre os subcorpos 

intermediários de E e os subgrupos de G, dada por F f-+ AutF(E) e H f-t EH. 

ii) para todo subgrupo H de G, EH é extensão galoisiana de K se e somente se 

H <J G e, neste caso, Auti<(EH) ~ *· 
1. 2 Extensões C íclicas de gra u p =J 2 

(com raiz prim itiva da unidade) 

Nesta seção K denotará um corpo de característica distinta de p, que contém 

uma raiz p-ésima primitiva da unidade, isto é, existe Ç E K tal que ÇP = 1 e 

çi =/;1 para todo 1 S i S p - 1. 

Teorema 1.7. Seja E uma extensão de grau p de I<. Então, E é extensão 

cíclica se e somente se existe a E E tal que E = K (a) ~I< (;"t~> , para algum 

a E I<\KP. 

Demonstração 

c~) Suponhamos E= I<(a) -::=I< (;J~l) . Logo ma,K(X ) = XP-a e 0!, aÇ, .. . , açP-l 
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são todas as raízes distintas de XP - a em E. Isto é, 

p- 1 

ma,K(X) = XP- a= rr (X- Çia). 
i=O 

Então, E é o corpo de raízes de XP - a sobre K e XP - a é separável. Portanto 

E é uma extensão galoisiana de K, pelo Teorema 1.5.iíí. Pela Proposição 1.2 

existe CJ E AutK(E) tal que CJ(a) = Ça. É imediato ver que CJ tem ordem p. Por 

outro lado, pelo Teorema 1.5.ii IAuti<(E)I = [E: K] = p. Logo Auti< (E) = (CJ), 

ou seja, E é extensão cíclica de K. 

(~) Por hipótese existe CJ E Auti<(E) tal que AutK(E) 

ordem de CJ é p e pelo Lema 1.3, 

Isto nos diz que existe c E E tal que 

Logo, 

(CJ). Note que, a 

o que implica CJi(a) = Çia, para todo O :::; i :::; p- 1. Por conseguinte CJ(aP) = 
CJ(a)P = (Çia)P = aP, donde segue que aP E E(u} = K . Seja a E K tal que 

aP =a. Então, ma,I<(X) divide XP- a. Mas note que, 

p-1 p-1 

XP - a= rr (X - Çia) = rr (X - CJi(a)) 
i= O i=O 

e ma,K(CJi(a)) = CJi(ma,K(a)) = CJi(O) = O, para todo O :::; i :::; p- 1. Logo, 

ma,I<(X) = XP - a. Portanto, a f/:. J<P e pela Proposição l.l.ii [K(a) : K] = p = 
[E : Kj e, E = J<(a) ~I< (:J~~). O 

O teorema seguinte nos dá condições necessárias e suficientes para decidirmos 

quando duas extensões cíclicas de K de grau p são K-isomorfas. 

Teorema 1.8. Sejam a, b E K \ J<P, La = (:J~l) e Lb = &J~l). Então, 
La ~K Lb se e somente se existe À E K\0 e 1 :::; l:::; p- 1 tais que b = )..Pat. 
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Demonstração 

Sejam La = K(a) e Lb = K({3), com a= X + (XP- a) e {3 = X + (XP- b). 
(::;.) Sejam <p : La -7 Lb um K -isomorfismo e <p( a) = 1 E Lb. Temos que 

{1, a, ... , aP- 1} é base de La sobre K então {1, 1, .. . , ,p-l} é base de Lb sobre K, 
e portanto existem únicos Ài E K, O ::; i ::; p - 1, tais que 

Note que AutF<(Lb) é cíclico. Seja CJ o gerador desse grupo dado por CJ({3) = f,{3. 
Como a é raiz de XP - a temos, 

a= <p(a) = <p(aP) = <p(a)P = 1 P. 

Logo, 

Ir= a= CJ(a) = CJ(I)P 

e, por conseguinte ( u~)) P = 1 de onde segue que CJ( 1) = Çi1, para algum 

O<i ::s; p - 1. 

Então, 

f./3 CJ(/3) = o-(Ào + >.n + >-n2 + ... + >-v-llv- 1
) 

- Ào + À1CJ('Y) + À2CJ('Y)2 + ... + Àp-ICJ(i)p- l 

- Ào + À1f.i1 + À2ei1 2 + ... + Àr-1çcp-l)i~r-1 . (1.1) 

Por outro lado, 

(1.2) 

Igualando (1.1) e (1.2) obtemos À1(Çli - Ç) =O para todo O::; l ::; p - 1. Disto 

decorre que >.1 =O para todo l tal que li~ 1 (mod p) , ou seja, {3 = À')'1, com 

À E K\0 e li = 1(mod p). Portanto, b = {3P = Àvl lp = ÀPa1 com 1 ::; l ::; p - 1. 

( <=) Por hipótese temos b = ÀPa 1, para algum 1 ::; l ::; p - 1 e À E K\0. 

Definamos, 

· K[X] ~ K [X] ~ K[X] 
<p. (XP - b) 

h( X) f-7 h(>. - 1 X) f-7 h(>.-1 X). 
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Naturalmente vê-se que <p está bem definida e é um homomorfismo de anéis 

sobrejetivo tal que <p ii< = idJ<. 

Decorre da Proposição l.l.i que K(a:) = K(d). Além disso, 

Consequentemente, K eT(cp) = (XP - a1) e temos 

1 K[X] K[X] 
La= K(a:) = K(a:) -::=K (XP _ al) -::=K (XP _ b) = Lb. 

1.3 Extensões Cíclicas de grau p i= 2 
(sem raiz primitiva da unidad e) 

o 

Nesta seção K denotará um corpo de característica distinta de p, que não 

contém raiz p-ésima primitiva da unidade. Em tudo que se seguirá K denotará 

um fecho algébrico de K, com Ç E K uma raiz p-ésima primitiva da unidade, 

K' = K(Ç) e m= [K': K] = gT(m~.K(X) ). Claramente m~.K(X) é um fator do 
polinômio 

p-l 

<l>p(X) = XP - l + XP- 2 + ... +X + 1 = il(X - Çi), 
i = l 

donde segue que m~.I<(X) é separável sobre K e K' é corpo de raízes de m~.K(X) . 

Portanto K' é uma extensão galoisiana de K, pelo Teorema 1.5.iii. Além disso, 

para todo p E AutK(K') existe 1:::; t(p):::; p - 1 único tal que p(Ç) = çt(P). Isto 

define uma aplicação () : AutK(K') ~ 'llp \0, dada por p 1---7 t(p), a qual é clara

mente um homomorfismo injetor de grupos. Desta forma temos que AutK(K') 

é isomorfo a um subgrupo do grupo 'llp \0. Considerando que 'llp \0, como grupo 

multiplicativo do corpo finito 'llp, é cíclico, segue que AutK(K') é também cíclico. 

Além disso, m = 1Aut1<(K')l é um fator de p- 1. 
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Teorema 1 . 9. 

i) Toda extensão F de K, cíclica de grau p, está contida em uma extensão F' 

de K , cíclica de grau mp, que contém K'. 

ii) Toda extensão F' de K, cíclica de grau mp, que contém K', contém uma 

extensão (única) F de K, cíclica de grau p. 

Demonstração 

i) Podemos assumir que F c k. Seja F' a menor extensão de K em k que 

contém K' e F. Claramente F' = F(Ç) , desde que m~,F(X) = m~,K(X) pois, 

mdc([F : K], gr(mu<(X)) = 1, e ternos pela Proposição l.l.i 

[F' : K] = [F' : F][F : K] = mp. 

Seja G = AutK(F') então K C F'c e segue do Teorema 1.4 e Proposição 

l.l.i que [F' : K] = [F': F'c][F'c : K] = IGI[F'c : K] ~ IGI. 

Mostraremos a seguir que [F' : K] é exatamente igual a IGI e que G é cíclico. 

Para tanto é suficiente mostrar que G possui um elemento cuja ordem é mp. 

Sejam a E AutK(F) e T E AutK(K') geradores desses respectivos grupos. Pela 

Proposição 1.2 existe p E AutK(F') tal que PIF = a e p(Ç) = T(Ç). Então pPIF = 
idp e, se T(Ç) = çt para algum 1 < t :::; p- 1, pP(Ç) = TP(Ç) = çtp = çt = T(Ç) 

(pois tP = t (mod p)), ou seja, pPIK' = T. Consequentemente pmPIK' = Tm = idi<' 

e pmviF = amv = idp. Logo, pmp = idK e portanto n = o(p) divide mp. 

Por outro lado, pn = idi< implica an = idp e Tn = idi<', donde segue que 

m = o(T) e p = o(u) dividem n. Desde quem e p são co-primos (pois 1 < m:::; 

p - 1) então mp também divide n e portanto o(p) = n = mp, o que conclui a 

demonstração de i). 

ii) Por hipótese G = AutK(F') é cíclico de ordem mp e portanto possui um único 

subgrupo H de ordem m. Pelo Teorema 1.6.ii F'H é extensão galoisiana de K e 

[F'H :I<]= 1~1 = p. Logo, basta tomar F= F'H. O 

O teorema que segue caracteriza todas as extensões cíclicas de K de grau mp 

que contêm I<'. Para tanto faremos uso da aplicação multiplicativa 1J : K'----+ I<' 
m - 1 

dada por 17(x) = IT T 1(xt""-1
), x E K', com 1 :::; t :::; p- 1 tal que T(Ç) = çt. 

l =O 
Essa aplicação é conhecida na literatura como norma de Stickelberger. 

9 



Teorema 1.10. Sejam F' uma extensão de K contendo K' de grau mp e r 
um gerador de Auti<(K') com r(Ç) = çt. Então, as seguintes afirmações são 
equivalentes: 

i) F' é extensão cíclica de K. 

ii) Existem o- E F', a E K' \ (K ')P e .À E K'* tais que o-P = a e r(a) = ..\Pat. 

iii) Existem f3 E F' e b, c E K' \ (K')P tais que F'= K'(/3), f3P = b e b = ry(c) . 

Demonstração 

i)::::::>ii) Por hipótese G = Auti< F' é cíclico de ordem mp. Em particular existem 

a, p E G tais que o(a) = p, o(p) =me G = (ap). Pelos Teoremas 1.4, 1.5 e 1.6 

temos !Autl<'(F')I =[F': K'] = p = l(a)l . Consequentemente, Auti<'(F') =(a) 
pois G, sendo cíclico, possui um único subgrupo de ordem p. Logo, F' é uma 

extensão cíclica de K' = F'(u) e pelo Teorema 1. 7 existem o- E F' e a E K'\K'P 

tais que F' = K'(o-), a-P =a e a(o-) = Ço-. 

Por outro lado, {pi I O :::; i :::; m - 1} é um sistema de representantes das 

classes laterais de (a) em G. Então, também pelo Teorema 1.6.ii segue que 

Auti<(K') = (PII<') e portanto existe 1 :::; l :::; m - 1 tal que p1II<' =-r. Como 

o(r) = m necessariamente também temos o(p1) = m. Substituindo p por p1 se 

necessário, podemos assumir que PIK' = r. 
p-1 

Finalmente se p( o-) = I:>ia-i, com Ài E K' então, 
i=O 

p-1 p- 1 

ap(o-) = I>ia(o-)i = I:>iÇio-i 
i = O i=O 

e, desde que <J p = pa, 

p- 1 

ap(o-) = p(a(o-)) = p(Ço-) = r(Ç)p(o-) = çtp(o-) = :I:>içto-i . 
i=O 

Decorre que Ài = O para todo i =!= t e p(o-) = .Àt(i. Portanto r(a) = p(a) = 

p(o-)P = (..\ta-t)P = ..\fat. 

ii)::::::> iii) Por hipótese r(a) = ..\Pat. Recursivamente obtemos r 1(a) = ..\fat', com 
l - 1 

.Àt = rr T i ( .ÀtHi+l) ) , para todo 1 :S l :S m- 1. 
i=O 
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Recordemos quem é um fator de p- 1 e seja r=~· Também observemos 

que ~t'" = Tm(Ç) = ~e portanto existe k E Z tal que tm = 1 + kp. 

Então, 

m-1 

com Co = ak(p-l) rr ÀÍtm- t . 
1=1 

Portanto, para f3 = ~ temos F' = K'(/3) e aco 

Logo basta tomar c = a- r e b = 7J(c) para obtermos o resultado desejado. 

iii)=>i) Segue do Teorema 1.7 que AutK'(F') é cíclico de ordem p gerado por CJ 

tal que (J(/3) = ~/3. Em particular CJ E Autg(F'). Logo, para obtermos o nosso 

resultado, é suficiente determinar p E AutK(F') tal que o(p) = [K' : I<] =m e 

CJP = p(J. Iremos obter p como uma extensão de Ta F'. Para tanto necessitamos 

de alguma preparação. Notemos que 

- T (d"'T(ct"'- ~ ) ... Tm-2(ctz)Tm-1(ct)) 

- T(ct"')T2(d"'-1 ) ... rm-1 (ct2)ct 

T( d"')T2( dm-1 ) ... Tm-1 ( d2)ctm+l 
c*'"-1) 

t(l - t"') ( tm { t'" - 1
) 2 ( t'" - 2

) m-1 ( t)) t = C C T C T C ... T C 

_ c-tkpbt = d?bt 
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com d = c-tk. 

Seja {31 = d{Jt. Segue da Proposição l.l.i que F'= K'({JI) e de 

Logo, pela Proposição 1.2 existe um único isomorfismo p : F' ---+ F' tal que 

PIK' = r e p({3) = fJ1. Disto decorre quepE Auti<(F') e o(p) ~ o(r) = m. Por 

um cálculo recursivo obtemos 

7m- 1 (d)rm-2(~)7m-3(~2) ... r(dtm-2)~m-l {Jtm 

m- lc -tk) m- 2c -t2k) m- 3( -t3k) ( - tm-lk) - tmk{Jtm T C T C T C ... T C C 

rJ(ctkf31+kp = b-kbkf3 = [3. 

como pm(x) = rm(x) = x, para todo x E K', segue que o(p) = m. 

Finalmente, pull<' = PIK' = r = upil<' e 

Portanto up = pu, o que conclui a demonstração. o 
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Capítulo 2 

Extensões Cúbicas Cíclicas 

Neste capítulo K denotará um corpo de característica distinta de 3, que não 

possui raiz cúbica primitiva da unidade. 

No que se seguirá I<'= J<{Ç), onde Ç é uma raiz cúbica primitiva da unidade 

em algum fecho algébrico de K Claramente m~,K(X) = X 2 +X+ 1 e AutK(I<') 
é Um grupO CícliCO de Ordem 2, com gerador T dado por r(Ç) =e. 

2.1 Caracterização 1 

Nesta seção apresentamos uma caracterização de extensão cúbica cíclica de 

K como subextensão {única) de uma determinada extensão cíclica de grau 6 de 

K. Isto está descrito no teorema seguinte, o qual nada mais é do que uma versão 

dos teoremas 1.9 e 1.10 {ver capítulo anterior) aplicada ao caso p = 3. 

Teorema 2.1. 

i) Toda extensão cúbica cíclica de ]( é univocamente determinada como subex

tensão de uma extensão cíclica de grau 6 de K, que contém I<'. 

ii) Seja F' :::>I<' uma extensão de K de gmu 6. Então, F' é cíclica se e somente 

se existem ó E I<' e (3 E F' tais que F'= I<'((3) e (33 = ó2r(ó) tt. ]('3 . 



Demonstração 

i) Decorre imediatamente do Teorema 1.9. 

ii) Pelo Teorema 1.10, F' é cíclica se e somente se existem 8 E K' e {3 E F' tais 

que F'= K'({3) e {33 = 84r(82 ) ~ 1<'3 . Mas note que se {31 = (82r(8)) - 1{32 então 

F' = K'(f3I), {3? f/: K'3 e f3? = (82r(8)) - 3{36 = (82r(8)) - 3 (84r(82))2 = 82r(8). 
Reciprocamente, se F' = K'({3), com {33 = 82r(8) ~ K'3 então para {31 = {32 

temos F'= K'({3I) , !3? ~ K'3 e f3r = 84r(82
). O 

O método para determinar a única extensão cúbica cíclica de K contida em 

F' está totalmente descrito nas demonstrações dos teoremas 1.9 e 1.10. 

E, para completar, o lema seguinte nos dá uma forma de obter 8 E K' tal 

que 82r(8) ~ K'3 . 

Por conveniência de notação assumiremos doravante em todo este capítulo 

que E* = E\0, para qualquer extensão E de K. 

Observemos também que para todo x E K' temos x+r(x) E K e xr(x) E K. 

Isto define duas aplicações T: K' ~ K e N: K' ~ K dadas por T(x) = x+r(x) 

e N(x) = xr(x), para todo x E K' chamadas respectivamente traço e norma de 

K' sobre K. É imediato verificar que T é K-linear e N é multiplicativa. 

Lema 2.2. Seja ó E K'. Então 82r(ó) E (1<'*)3 <=> ó E K*(K'*)3 . 

Demonstração 

Note que 82r(ó) = óN(8). Logo, se ó2r(ó) = u3 para algum u E K'* então 

8 = N(ó)-1u3 E K*(K'*)3. 

Reciprocamente se 8 = vu3 , com v E K* e u E K'* então 

82r(8) - (vu3?r(vu3 ) 

- (v2u6 )vr(u)3 

v3 (u2r(u))3 E (K'*)3 . 
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2.2 Polinômio Gerador 

Dado ó E K' tal que ó2r(ó) ~ K'3 denotemos F6 = K'(/3), com {33 = ó2r(ó) 
e Fó a única extensão cúbica cíclica de K contida em F6. Naturalmente pela 

Proposição l.l.i temos F6 = K(x) para qualquer x E F6\K. Nesta seção vamos 

escolher um específico x, construído a partir de {3 e determinar mx,K(X), bem 

como o gerador a do grupo cíclico AutK(Fó)· Veremos isso no próximo teorema. 

Teorema 2.3. Seja ó =a+ be E K' tal que ó2r(ó) ~ K'3 . Então, 

i) existe x E Fó tal que Fó = K(x) e mx,I<(X) = X 3 - 3N(ó)X - N(ó)T(ó); 

ii) AutK(Fó) = {idp6 ,a,a2
} com 

1 
a(x) = b (x2

- ax- 2N(ó)) 

Demonstração 

i) Segue da demonstração do Teorema 1.10 (iíi =* i) e da demonstração do 

Teorema 2.1.ii que AutK(F6) é gerado pelos K-automorfismos a e p dados por 

a({3) = Ç/3, p({3) = ó- 1{32 , aiK' = idK' e PiK' = r. Além disso, conforme vimos 

na demonstração do Teorema 1.9.ii F6 = F~<P>. Notemos que o(p) = o(r) = 2. 

Portanto x = Tp((3) = (3 + p(f3) E Fó . Obviamente x rt K pois {1,{3,{32
} é um 

conjunto linearmente independente sobre K' ::J K. Portanto F6 = K(x) , pela 

Proposição l.l.i. De 

x3 ((3 + p(/3) )3 

(33 + p(f3)3 + 3(32 p({3) + 3(3p(j3)2 

- {33 + p(/3)3 + 3{3 p(j3) ({3 + p(f3)) 

({33 + p(/3)3) + 38-1{33x 

- 3ó-1ó2r(ó)x + ó2r(ó) + r(ó2 )ó 

- 3N(ó)x + N(ó)T(ó) 

vemos que m x,K(X) = X 3 - 3N(ó)X - N(ó)T(ó). 

ii) Decorre também do Teorema 1.6.ii que AutK(Fó) é cíclico gerado por aip6 • 
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e 

Agora, notemos que 

Logo, 

o-(x) - o-([3 + p(f3)) = o-([3) + ap(f3) = o-([3) + pa(f3) 

Çf3 + p( Çf3) = Çf3 + e p(f3) 

x2 = ([3 + p(f3))2 = {32 + p(/3)2 + 2(3p(f3) 

= óp(f3) + r(ó)j3 + 2ó-1j33 

óp(f3) + r(ó)j3 + 2N(ó) 

- (a+ bt;,2)p(j3) +(a+ bÇ)(3 + 2N(ó) 

ax + bo-(x) + 2N(ó). 

1 
o-(x) = b (x2

- ax - 2N(ó)). 

Desde que o termo em X 2 de mx,I< (X) é nulo, segue que x + o-( x) + a 2 ( x) = O 

e portanto 

1 
o-2(x) = - b (x2 + (b- a)x - 2N(ó)). o 

Conforme vimos, o Teorema 2.3 expressa mx,K(X) e a(x) em termos do traço 

e da norma do elemento ó =a+ bt;,2 E K', satisfazendo ó2r(ó) fJ. K'3 . Aparente

mente fica a impressão de que toda extensão cúbica cíclica de K depende dos 

dois parâmetros a, b E K escolhidos. Veremos na seqüência que podemos sem

pre escolher um novo ó1 E K', dependendo de um único parâmetro c E K e que 

determina a mesma extensão Fó. 

Notemos primeiramente que se ó1 = r(ó) e /31 = p(j3) então F8 = K'(/31) e 

f3r = p(j33 ) = p(ó2r(ó)) = r(ó?ó = óir(ó1 ) . Isto nos diz então que é indiferente 

escolher ó = a+ bÇ ou a+ bt;,2. 

Seja então ó = a + bÇ, com a, b E K. A condição ó2r(ó) tJ. K'3 exige 

necessariamente b =/= O. Assim, ó = b(c + Ç), com c = ~ · Sejam ó1 = c+ Ç e 

!31 = b-1(3 . Então, F6 = K'(f3I) e f3r = b- 3ó2r(ó) = b-3 (bó1)2r(bó1) = ótr(ói), 
. F' F' ou seJa, ó = ó1 • 
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Corolário 2.4. Seja ó = c + Ç E J{', com c E f{ tal que c =f. s;(:?:~{, para todo 

sE K \ {0, 1} . Então, 

i) existe x E Fõ tal que Fõ = K(x) e 

mx,K(X) = X 3
- 3(c2

- c+ 1)X - (2c- 1)(c2
- c+ 1). 

o-2 (x) = - x2 +(c - 1)x- 2(c2
- c+ 1). 

Demonstração 

Começamos por observar que pelo Lema 2.2, 

com r E /{* e u E K '*. Logo u ~ K (pois ó ~ K) e podemos tomar u = s + Ç. 

Assim, de ó = ru3 segue que c+ Ç = r(s3 - 3s + 1) + 3r(s2
- s)Ç, novamente 

porque ó ~ K temos também s =/=O, 1. Por conseguinte resulta que r = 3(sLs) e 
_ s3 -3s+l p t t c - 3(s2-s) . or an o, 

Ó2 (ó) d !{'3 -1- s
3 

- 3s + 1 
T 'F Ç> C I 3( s2 - S) ' 

para todo s E K \ {0, 1 }. Finalmente, para obter i) e ii) basta observar que 

T( ó) = 2c - 1 e N ( ó) = c2 - c + 1. O 

2.3 Caracterização 2 

O teorema a seguir é uma conseqüência imediata do que vimos nas Seções 

2.1 e 2.2. 

Teorema 2.5. Seja F uma extensão de K. Então F é extensão cúbica cíclica se 

e somente se F ~K <~l~h~ com fc(X) = X 3 -3(2-c+ l)X- (2c-l)(c2 -c+l) 

e c =f. s;(:?:~)1 para todo s E f{ \ {O, 1}. 
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Demonstração 

( =>) Segue do Corolário 2.4.i. 

( {::) Começamos por afirmar que Fc = (;~l~~) ê uma extensão de grau 3 de I<, 
ou seja, que fc(X) = X 3 - 3(c2 -c+1)X- (2c-1)(c2 -c+1) é irredutível sobre 

K. De fato, se fc(X) é redutível sobre K então fc(t) = O para algum t E I<. 
Logo, para s = t + c temos s3 - 3cs2 + 3(c - 1)s + 1 = O e disto segue que 

3c(s2 - s) = s3 - 3s + 1. Observemos que s =!=O, 1, pois - c e 1- c não são raízes 

de fc(X). Portanto c= s;c~Í~~)1 , o que é absurdo. 

Agora, dados x0 = x = X+ (fc(X)), x1 = x2 - ex - 2(2- c+ 1) e x2 = 
- x2 +(c - 1)x- 2(c2

- c+ 1) , é fácil ver que fc(X) = (X- xo)(X- x1)(X - x2) 

e portanto Fc = (~~~~) = I<(x) é corpo de raízes de fc(X). Além disso as raízes 

x0 , x1 e x2 são distintas pois {1, x, x2
} é uma base de Fc sobre K. 

Portanto fc(X) é separável sobre K e Fc é extensão cúbica cíclica de K , pelo 

Teorema 1.5. O 

O próximo teorema nos dá outra caracterização de uma extensão cúbica 

cíclica de I< via um novo polinômio gerador, o qual é, a nosso ver, bem mais 

interessante que o dado no Teorema 2.5. 

T eorema 2.6. Seja F uma extensão de K. Então F é cúbica cíclica se e somente 

se F ~K <~'txh, com fk (X) = X 3 + kX2
- (k + 3)X + 1 e k =!= 8 3;.!:t1

, para todo 

sEI<\{0,1}. 

Demonstração 

(=>) Pelo Corolário 2.4.i, existe X E F tal que F = I<(x) e mx,K(X) = X 3
-

3(c2
- c+ 1)X- (2c- 1)(c2

- c+ 1). Seja y = x +c. Então, F = I<(y) e temos 

o (y- c)3
- 3(c2

- c+ 1)(y- c)- (2c- 1)(c - c+ 1) 

- y3
- 3cy2 + 3(c- 1)y + 1. 

Portanto, my,K(X) = X 3 + kX2
- (k + 3)X + 1 := fk(X), com k = -3c e o 

isomorfismo requerido segue pela Proposição l.l.ii. Também pelo Corolário 2.4 
temos c -I. s

3
- 3s+1 ou k -I. s

3
-3s+l para todos E K \{O 1}. 

I 3(s2-s) I s-s2 ' ' 

( {::) Afirmamos que fk(X ) = X 3 + kX2 
- (k + 3)X + 1 ê irredutível sobre K 

pois, caso contrário, teríamos fk(s) = O para algum s E I< e por conseqüência 
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k(s- s2
) = s3

- 3s + 1. Observando que O e 1 não são raízes de fk(X), teríamos 

então k = 83
-

38+ 1 o que é absurdo s- s2 ' · 

Sejam Fk = (~I;~) = K(x), com x = X + (!(X)) , Xo = x, x1 = l~x e 

x2 = x~ 1 . Claramente x0 , x1 e x2 são distintos, pois {1, x, x2} é uma base de Fk 

sobre K . Além disso, de xo + x1 + x2 = -k, x0x1 + x0x2 + x1x2 = -(k + 3) e 

xox1x2 = -1 vemos que fk(X) = (X - x0)(X- x1)(X- x2). 

Portanto fk(X) é separável sobre K e Fk é corpo de raízes de fk(X). Logo 

Fk é extensão cúbica cíclica de K, pelo Teorema 1.5. O 

2.4 A Classificação 

Nesta seção nos dedicaremos a encontrar condições necessárias e suficientes 

para que duas extensões cúbicas cíclicas de K sejam K-isomorfas. Começamos 

com o seguinte lema 

F F .......,_ Ó Ó-1 E T/*(1<'*)3 ou r2r(rl- l) E r/* (1<'*)3 . .St ':::::. J< .52 "r"?" 2 1 .n u u ,L'\_ 

Demonstração 

É imediato verificar que F.s1 ':::::.J< F.s2 se e somente se F6
1 

-:::::.K' F§
2

. Pelo 

Teorema 1.8 este último isomorfismo ocorre se e somente se 

o que é equivalente, pelo Lema 2.2, a ó2ó11 E K*(K'*)3 ou ó 2ó1 E K*(K'*)3
. 

Observando que ó2r(ó11
) = N(ó1) - 1ó2ó1 segue o resultado. O 

Observação 2.8. Vimos na seção 2.1 que um elemento ó E K' determina (uni

vocamente) uma extensão cúbica cíclica F.s de K se e somente se ó2r( ó) rt K'3 . Vi

mos também na demonstração do Corolário 2.4 que, para ó = c+Ç, ó2r(ó) rt K'3 

se e somente se c =f ~(~;~~)1 , para todo sE K \ {0, 1}. Claramente Ó2r(ó) rt K'3 

se e somente se r( ó)2ó rt K'3 e isto, conforme pode ser visto facilmente, usando 

o mesmo raciocínio acima mencionado, é equivalente a c :f. s~(s~;~~, para todo 
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sE K \ {0, 1}. Portanto, para ó =c+ Ç temos 

s3 
- 3s + 1 2 ,3 2 ,3 s3 - 3s2 + 1 

c =f 3( 2 ) <* Ó r(ó) ~ K <* r(ó) ó ~ K <* c =f ( 2) , 
s -s 3s -s 

para todos E K \ {0, 1} . 

Corolário 2.9. Sejam ó1 = c+ Ç e Ó2 = d + Ç com c, d E K distintos e tais 

que c,d =f s;<~~:_~)1 , para todos E K \ {0, 1}. Então, Fó1 ~I< Fó2 se e somente se 

existe t E K tal que 

ou 

Demonstração 

d= (t3 -3t+ l)c-3(t2 - t) 
3(t2 - t)c + (t3 - 3t2 + 1) 

d = ( t3 
- 3t + 1 )c - ( t3 

- 3t2 + 1) 
3(t2 - t)c- (t3 - 3t + 1) 

Por Lema 2.7 Fó1 ':::::!.K Fó2 se e somente se ó2ó!1 E K*(K'*)3 ou ó2r(ó}1) E 

K*(K'*) 3. Vejamos a primeira alternativa. Para a segunda procede-se de modo 

análogo. 

Sejam r E K* eu E K* tais que ó2 = ru3ó1. Notemos que d f= c e portanto 

necessariamente u = t0 +t1Ç, com t 1 =f O. Substituindo u por ut}1
, se necessário , 

podemos supor u = t + Ç, para algum t E K. Agora, um simples cálculo nos dá 

o resultado desejado. O 

Corolário 2.10. Sejam ó1 = c+Ç e ó2 = d+Ç, com c, dE K tais que d =f c, 1-c 

e c, d =f s;(~]:_~)1 , para todo s E K\ {O, 1}. Então, F81 ':::::!. K Fó2 se e somente se para 

k = 3 ( cd;;~:l) ou k = 3 C~;!d) , o polinômio !k(X) = X 3 + kX2
- (k+3)X + 1 

é redutível sobre K. 

ou 

Demonstração 

Segue do Corolário 2.9 que Fó1 ':::::!.J< FÓ2 se, e somente se, existe tE K tal que 

d= (t3 -3t+ l)c - 3(t2 -t) 
3(t2 - t)c + (t3 - 3t2 + 1) 

d = ( t3 
- 3t + 1 )c - ( t3 

- 3t2 + 1) . 
3(t2 - t)c- (t3 - 3t + I) 
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Desenvolvendo a primeira igualdade (resp. a segunda) corno uma polinomial 

em t obtemos t3 + kt2 - (k + 3)t + 1 = O com k = 3 ( cd;;~:1 ) (resp. 

k = 3 U~;!d)). o 

Observação 2.11. A hipótese di= c, 1- c no Corolário 2.10 não é uma restrição 

pois para d = c temos Ó1 = ó2 , para d = 1 - c temos ó2 = - T(ó1) e pode-se 

verificar facilmente que F61 = F -r(61) · 

Corolârio 2.12. Sejam ki E K , fk1(X) = X 3 + kiX 2 - (ki + 3)X + 1 e Fs., = 
KfX) . - 1 2 A k ....1- k ( 1 + k ) k k ....1- s3-3s+1 d (h, (X)), 1- - , • ssuma que 2 r 1, - 3 1 e 1, 2 r 

5
_

8
2 , para to o 

s E K \ {0, 1}. Então Fk ::::=K Fk se e somente se para k = 9k ' k2+3k2 +1 ou 
1 2 kl-k2 

k = 1~;ft!322 , o polinômio !k(X) = X 3 + kX2
- (k + 3)X + 1 é redutível sobre 

K. 

Demonstração 

É suficiente observar que se Ci = - 3ki, i = 1, 2, então c2 i= c1, 1 - c1 e 

c1, C2 #- s;c:r:~)1 para todo s E K \ { 0, 1}, 

3
c1c2-c2+1 = 9k1k2 +3k2 +1 

C2- C1 k1 - k2 

e 

3 
c1 c2 - 1 = 27 k1 k2 - 3 . 

1 - C1 - C2 1 + 3kl + 3k2 

O resultado decorre então do Corolário 2.10. o 

Observação 2.13. Na demonstração do Teorema 2.6 vimos que, para cada 

k E K , o polinômio fk(X) = X 3 + kX2 
- (k + 3)X + 1 é irredutível sobre K se 

e somente se k i= 53;!;:1
, para todos E K \ {0, 1}. Vimos também, no caso em 

que fk(X) é irredutível, Fk = cJ:~;I)) é uma extensão cúbica cíclica de K. Em 

toda esta parte da demonstração do Teorema 2.6 não foi utilizada a hipótese 

de a característica de K ser diferente de 3. De fato, é possível mostrar que 

toda extensão cúbica cíclica de K é do tipo Fk, independentemente de qualquer 

hipótese sobre a característica de K. Para a demonstração de tal fato utiliza

se de outras técnicas e procedimentos distintos daqueles utilizados aqui. Tais 

técnicas e procedimentos são oriundos do que hoje é conhecida na literatura 
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como a teoria de Kummer sem raízes da unidade. (ver, por exemplo, [4], [8] e 

[3]). 

2.5 Exemplos 

Para os exemplos utilizaremos as caracterizações de extensões cúbicas cíclicas 

dadas nos Teoremas 2.5, 2.6 e consideraremos K como sendo o corpo Q dos 

números racionais. 

C I fc(X) 

-3 X 3
- 39X + 91 

-2 X 3 - 21X + 35 

-1 X 3 - 9X +9 

o X3
- 3X + 1 

1 X 3 - 3X -1 

2 X 3 - 9X - 9 

3 X3- 21X- 35 

Pelo Lema 2.5 é suficiente afirmar que c =f. s;(~{~~J, ou equivalentemente 

s3 - 3cs2 + 3(c - 1)s + 1 =f. O, para todos E Q \ {0, 1}. 

Mas isto é imediato pois o polinômio fc(X) = X 3 - 3cX2 + 3(c - 1)X + 1 E 

Q(X) é irredutível, para todo c listado na tabela acima. 

-3 X 3 - 3X2 +1 

-2 X3 -2X2 -X +1 

-1 X 3 - X 2 - 2X + 1 

o X 3 - 3X + 1 

1 X 3 +X2 -4X + 1 

2 X 3 + 2X2 
- 5X + 1 

3 X 3 + 3X2 
- 6X + 1 
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Pelo Lema 2.6 é suficiente afirmar que c i= 83;!:t1 , ou equivalentemente s3 + 
ks2

- (k + 3)s + 1 i= O, para todos E Ql \ {0, 1}. 

Mas isto ê imediato pois o polinômio fk(X) = X 3+kX2-(k+3)X +1 E Ql(X) 

é irredutível, para todo k listado na tabela acima. 
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Capítulo 3 

Extensões Quínticas Cíclicas 

Neste capítulo J( denotará um corpo de característica distinta de 5, que não 

possui raiz quíntica primitiva da unidade. 

Também neste capítulo K' = K(Ç), onde Ç é uma raiz quíntica primitiva 

da unidade em algum fecho algébrico de K. Conforme observado na seção 1.3, 
4 

mu<(X) é um fator do polinômio <I?5 (X) = X 4 + X 3 + X 2 +X + 1 = IJ(X - Çi), 
i = l 

ou seja, m~,K(X) = (X - Ç)(X - Ç4
) ou <l>s(X). No primeiro caso Ç +e, 

e+ e E J( e AutK(K') é um grupo cíclico de ordem 2, com gerador T dado 

por T(Ç) = Ç4 = ç-1. No segundo caso AutK(K') é um grupo cíclico de ordem 

4, COm gerador T dado por T(Ç) =e OU e. 

3.1 Caracterização 1 

Analogamente ao que vimos na Seção 2.1, aqui também apresentamos uma 

caracterização de extensão quíntica cíclica como subextensão (única) de uma 

determinada extensão cíclica de grau 10 ou 20 de K, conforme Ç +e E K ou 

Ç +Ç4 ~ K. Esse resultado, descrito no próximo teorema é a versão dos Teoremas 

1.9 e 1.10 no caso p = 5. 



Teorema 3.1 . 

i) Toda extensão quíntica cíclica de K é univocamente determinada como subex

tensão de uma extensão cíclica de K contendo K', de grau 10 (resp. 20) se 

Ç + Ç4 E K ( resp. Ç + Ç4 f}. K). 

ii) Assuma que Ç +Ç4 E K (resp. Ç +Ç4 f}. K) e seja F' :::> K' uma extensão de K 

de grau 10 (resp. 20). Então F' é cíclica se e somente se existem o E K' e /3 E F' 

tais que F ' = K'(/3) e {35 = o-1r(o) f}. K'5 (resp. {35 = (or(o3))-1r 2 (c5r(c53)) f}. 
1('5). 

Demonstração 

i) Decorre imediatamente do Teorema 1.9. 

ii) Pelo Teorema 1.10. F' é cíclica se e somente se existem c5 E K' e /3 E F' tais 

que F' = K'(/3) e /35 = c516r(o4
) se Ç +e E K ou /35 = c516r(o8 )r2 (o4)r3 (c52

) se 

Ç + Ç4 f}. K. 

Tomando /31 = c53r (c5)/3- 1 se Ç +e E K ou /31 = c53r(c5)r2 (o)r3 (c5)/3- 1 se 

Ç + Ç4 f}. K obtemos no primeiro caso F' = 1<' ({31) com {Jf = o- 1r(o) f}. K '5 e 

no segundo caso F'= 1<'({31) com {3f = c5}1r 2 (c51 ) tJ. K'5 , onde o1 = c5r (c53) . A 

recíproca é imediata. O 

A maneira de se obter a única extensão quíntica cíclica de K contida em F' 

está totalmente descrita nas demonstrações dos Teoremas 1.9 e 1.10. 

O lema seguinte nos propicia uma forma de se obter c5 E K' que satisfaça as 

condições descritas no Teorema 3.l.ii. 

Também em todo este capítulo E* := E\ O, para qualquer extensão E de K . 

Com relação às aplicações traço e norma há dois casos a considerar: 

i) ç +Ç4 E K . Neste caso AutK(I<') é gerado por um automorfismo r de ordem 2 

e as aplicações traço e norma são dadas, respectivamente, por T'T(x) = x + r(x) 

e N'T(x) = xr(x) para todo x E K'. 

ii) Ç +e tJ. K . Neste caso AutK(K') é gerado por um automorfismo r de ordem 

4 e há dois tipos de traço e norma a considerar: 

3 

T'T : K ' ~ K, x ..--. I :>i(x); 
i=O 
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N'T: K' ~ K, x..--. ITri(x) 
i= O 



e 

Tr2 : K'--+ K1, x ~----+ x + r 2 (x); N7 2 :I<'--+ K1 , x ~----+ xr2 (x), 

para todo x E I<' onde J(1 := J('(r
2
). 

Lema 3 .2. Seja ó E I<'. 

i) Assuma que Ç + Ç4 E K. Então, ó- 1r(ó) E (K'*)5 {:} ó E K*(I<'*)s. 

ii) Assuma que Ç + Ç4 rJ. K. Então, 

existe v E Ki(K'*)5 tal que r(ó) = vó3 . 

Demonstração 

i) Se c5-1r(ó) E (K'*)5 então N7 (ó)c53 E (K'*)5 , ou seja, c53 E K*(K'*)5. Disto 

segue que c5 · c55 = (c53)2 E K*(K'*)5 e portanto c5 E K*(K'*)5 . 

Reei procamente, se ó = uv5 , com u E K* e v E I<'*, então 

ii) Tomando ó1 = c5r(ó3) e fazendo uso de N7 2 em lugar de N 7 e de K1 em lugar 

de K, procedemos de modo idêntico ao caso i) para obter 

Agora, se c51 = c5r(ó3) E K~(K'*)5 então ó2r(c56) E K~(K'*)5 e portanto r(c5) E 

K~(I<'*)5c53 , ou seja, existe v E Ki(K'*)5 tal que T(ó) = vc53. 

Reciprocamente, se T(c5) = u>.5c53, com u E Ki e À E ]('*, então 

ór(ó3 ) = ó(u>.5ó3)3 = u3(>.3ó2)5 E Ki(K'*)5. O 

3.2 Polinômio Gerador 

Dado ó E K' satisfazendo as condições do Teorema 3.l.ii, denotemos F6 = 
K'({3), com {35 = c5-1T(ó) se Ç+Ç4 E K e {35 = (ór(ó3))-1T2(óT(ó3)) se Ç+ e rJ. K. 
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Denotemos também por F6 a única extensão quíntica de K contida em FJ. 

Pela Proposição l.l.i temos Fó = K(x) , para qualquer x E F6 \ K. Tal como 

no caso cúbico (ver Seção 2.2) aqui também vamos escolher um específico x, 

construído a partir de {3, e determinar mx,K(X). 

Teorema 3.3. 

i) Assuma que Ç +e E [{ e seja Õ E J(' tal que õ- 1T(Õ) f/c K'5 . Então e:t'iste 
x E Fó tal que Fó = I<(x) e 

Demonstração 

Segue da demonstração do Teorema l. l O.iii =? i e da demonstração do Teo

rema 3.l.ii que AutK(Fn é gerado pelos K-automorfismos a e p dados por 

i) a-({3) = Ç{3, p({3) = {3- 1
) aiK' = idK' e PIK' = T, se ç +e E K , 

ou 

ii) a-({3) = Ç{3, p(f3) = c{32, aiK' = i dK' e PIK' = T, com c= (õT(õ3))r2(õr(õ3))-1, 

se Ç + Ç4 f/c I<. 

Além disso, conforme a demonstração do Teorema 1.9.ii, temos Fó = F~<P> e, 

pelo Teorema 1.6.ii, AutK(Fó) = (a). 

Tomamos x E F6 dado por: x = {3 + p(f3) = {3 + {3-1 no caso i) e 

x = {3 + p({3) + p2(f3) + p3(f3) = {3 + cf32 + {3-1 + (c{32)-1 no caso ii). Obviamente 

x f/c K (pois a(x) # x) e portanto F6 = K(x), pela Proposição l.l.i. Resta 

então determinar mx,K(X). Observemos que 

4 

mx,K(X) = IJ (X- ui(x)) = X 5
- t 1X4 + t2X3

- t3X2 + t4X - ts, 
i=O 

com t1 = Tu(x) , t 2 = Tu(xu(x) + xu2(x)), t3 = Tu(xu(x)u2(x) + xa(x)u3(x)), 
t4 = Tu(xu(x)u2(x)u3(x)) e t 5 = Nu(x), onde Tu e Nu denotam, respectivamente, 
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4 

as aplicações traço e norma relativas a u, isto é, Tu(z) = 2:::.=ui(z) e Nu(z) = 
i = O 

4 

II ui(z), para todo z E F6. 
i=O 

Fazendo uso do fato que Tu(f3i) = O, 1 ::::; i ::::; 4 e que up =pu, iremos obter, 

após um cálculo direto e pacientemente efetuado: t 1 = O, t 2 = -5, t 3 = O, 

t4 = 5 e ts = T,.(6-1r(6)) no caso i), e t1 = O, t2 = -10, t 3 = 5Tr ( r
2J!(jf;»), 

( ( 
ó

4
r(62) )) ( ó7r(ó)) ) .. t4 = 5 1- Tr r2(ó'lr(ó2)) e ts = Tr r2(ó1r(ó)) no casou). O 

3.3 Caracterização 2 

O teorema a seguir é uma conseqüência imediata do que vimos nas Seções 

3.1 e 3.2. 

Teorema 3.4. Seja F uma extensão de I<. 

i) Assuma que Ç + Ç4 E I<. Então F é extensão quíntica cíclica de I< se e 
J<[X] 

somente se F ~K Uc(X))' com fc(X) = X 5 - 5X3 + 5X - Tr(c) e c= ur(u)-1, 

para algum u E I<'*\ J<*(J<'*)s . 

ii) Assuma que Ç +Ç4 ~ K. Então F é extensão quíntica cíclica de I< se somente 

F "' _!D& se -K (Jc(X))' com 

Demonstração 

(=>)Decorre imediatamente dos Teoremas 3.1, 3.3 e do Lema 3.2. No caso i) 

basta tomar u = 6. No caso ii), basta tomar u = 6r(63 ). 

(~) Seu ~ K*(I<'*)5 (resp. u rt I<;(I<'*)5) então c= ur(u)-1 rt 1<'5 (resp. 

c= ur2 (u)- 1 ~ 1<'5 ) pelo Lema 3.2. Logo tomando {3 em algum fêcho algébrico 

de I<' tal que {35 = c-1 (resp. {35 = c-1 ), temos F' = 1<'({3) uma extensão 

cíclica de I< de grau 10 (resp. 20), pelo Teorema 3.1. Tomando F a única 

extensão quíntica cíclica de I< contida F' e procedendo exatamente como na 
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demonstração do Teorema 3.3, vamos obter (em ambos os casos i) e ii)) x E F 

tal que F= K(x) e mx,K(X) = fc(X). Portanto (~1~L é uma extensão quíntica 

cíclica de K. O 

Vejamos agora que: 

a) no caso em que Ç + Ç4 E ]( temos 

b) no caso em que Ç + Ç4 rt ]( temos 

T (cr(c)) = T ( ____!!:L_) = T.,.(ufr(ut)r
3

(ul)) com u = ur(u) 
r r T2(tLJ} N.,. (ut) , 1 ' 

Vejamos também que no caso Ç + Ç4 rt K , temos K' = K 1 (Ç) com 

](1 = K(Ç + Ç4
) = K'(r

2
). Logo, todo u E ]{'* pode ser escrito na forma 

u = v0 + v1 Ç com v0 , VI E KI. Ainda se v1 ..../. O então u' = .!!:. = ~ + Ç e T Vi Vi 

r2C~') = r2Cu)) ou seja, para efeito do cálculo de Tr ( r 2Cu) ), podemos trocar u por 
u', se necessário. 

Portanto podemos considerar apenas os elementos u E K'* da forma 

u = v+ Ç, com v E KI, ou seja, da forma u = s+t(Ç + Ç4
) +Ç = s+ (t+ 1)Ç +tÇ4

, 

com s, tE K. 

Então para c = u temos T (c) = T.,.(u
2
r (u)r

3
(u)) e um cálculo direto nos dá 

r2 (u) 7 Nr(u) 

T7 (u2r(u)r3(u)) = c(u)4 , com ê(u) = 1 + s + 2t. Assim, 

2 ( u2 ) ê( U2)4 ê( u2)
4 

Tr(c r( c)) = Tr r 2 (u2) = Nr(u2) = Nr(u)3' 

com U1 = ur(u) = S1 +(ti + l )Ç + t 1e, U2 = U2r(u) = 82 + (t2 + 1)Ç + t2e, 

c(u1) = 1 + s 1 + 2tl e c(u2) = 1 + s2 + 2t2. 
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Naturalmente si e ti ( i= 1,2) são funções dos parâmetros se t que determinam 

u e podem ser determinadas através de um cálculo paciente e efetivo. A norma 

N,.(u), também função de se t, é dada pela expressão: 

Diante dessas considerações temos então a seguinte reformulação do Teorema 

3.4. 

Teorema 3.5. Seja F uma extensão de K. 

i) Assuma que Ç + Ç4 E K. Então F é uma extensão quíntica cíclica de K se 

e somente se F ~K (:.f~~> com fu(X) = X 5 
- 5X3 + 5X - ;;r:J, para algum 

u E K'* \ K*(K'*)5
. 

ii) Assuma que Ç + Ç4 r/: K. Então F é extensão quíntica cíclica de K se e 

somente se F ~K (.~~~~> com 

para algum u E K'* \ K;(K'*)5. o 

3.4 A Classificação 

Nesta seção apresentaremos as condições necessárias e suficientes para que 

duas extensões quínticas cíclicas de ]( sejam K-isomorfas. Isto é descrito no 

teorema a seguir, o qual é conseqüência dos resultados discutidos nas seções an

teriores. Para tanto utilizaremos a caracterização de extensões quínticas cíclicas 

de]( dada pelo Teorema 3.5. 

Teorema 3.6. 

i) Assuma que Ç + Ç4 E K. Sejam Ui E K'* \ K*(K'*)5 e Fu; = u:1())), com 

f (X) - X 5 5X3 5X- T.,.(uf) ·- 12 E - r:> r:> t u; - - + Nr(u;) 1 1- , . ntao, .r u 1 ':::::.K ru2 se e Somen e Se 

u1u~ E K*(K'*)5, para algum 1::::; l:::; 4. 
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··) A c c4 d K S · K'* \ }{* (K '*)5 r;> K(Xl u ssuma que., +., 'F . eJam ui E 1 e ru; = U .. ;(X)), com 

i= 1,2. 

Então Fu1 -:::::.K Fu2 se e somente se u1 u~ E K;(K'*)5 , para algum 1:::; l:::; 4. 

Demonstração 

Demonstraremos apenas o caso i). O caso ii) se demonstra de maneira similar. 

S · _ ( ) - 1 F' _ r;> (C)_ K'(Xj rv K[XJ ·-1 2 ejam c; - ~T Ui e U i - ru; <, - Uu;(X)) - (XLc;)' 2- ' . 

É imediato verificar pelo Teorema 1.8 que Fu.1 c:=K Fu.2 se e somente se, para 

algum 1 :::; l :::; 4, (u1u~)r(u1u~)- 1 E (K'*)5 , o que é equivalente a u 1u& E 

K*(/{'*)5, pelo Lema 3.2. O 

Observemos que a relação de K-isomorfismo entre as extensões quínticas 

cíclicas de K é uma relação de equivalência. 

Corolário 3. 7. Existe uma correspondência 1 a 1 entre o conjunto das classes 

de isomorfismo de extensões quínticas cíclicas de K e o conjunto dos elementos 
K'· ( K'• ) - 4 ( 4 d K) u E K · (K,.)s resp. K j (K'· >s tais que u ~ 1 se Ç + Ç E K resp. Ç + Ç 'F . 

Demonstração 

É uma conseqüência imediata do Teorema 3.6. o 
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3.5 Exemplos 

Para o exemplo utilizaremos a caracterização de extensão quíntica cíclica 

dada no Teorema 3.5. 

Vejamos o caso]( = Q. Tomemos u = Ç, por conseguinte temos h,(X) = 
X 5 

- 10X3 + 5X2 + 10X + 1. 

O polinômio f~(X) = X 5 - 10X3 +5X2 + 10X + 1 é claramente irredutível em 

Q(X] ou equivalentemente em Z(X] (conforme Lema de Gauss). Caso contrário 

teríamos a imagem (módulo p) f~(X) redutível em Zp[X ] para qualquer primo 

p. Em particular teríamos ]ç(X) = X 5 + X 2 + 1 redutível em Z2[X] o que 

seria absurdo pois ]~(X) não tem raízes em Z2 e o único polinômio de grau 2 

irredutível em Z2[X] é g(X) = X 2 + X+ 1 e g(X) não divide ]~(X) . 

Portanto h,(X ) é irredutível sobre Q. 
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