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RESUMO

No ensino da Geometria Espacial € notavel a dificuldade de nossos alunos em atividades que
necessitam a mobilizacdo de habilidades espaciais e nas quais é exigida a compreensdo da
representacdo bidimensional de objetos tridimensionais. Este estudo apresenta uma sequéncia
didatica que explora conceitos da Geometria Espacial através da utilizacdo do software de
geometria dindmica GeoGebra. A proposta tem como objetivo provocar o desenvolvimento do
pensamento geomeétrico espacial, nisso tirando-se proveito dos recursos de representacdo que
se tem no software, especialmente aquele que diz respeito a interacdo dindmica entre as
representacdes do objeto tridimensional e diferentes planos de corte. S&o dez atividades, em
crescente nivel de dificuldade e envolvendo diferentes conceitos da Geometria Espacial. A
andlise da producdo dos alunos é feita a luz das teorias de Van Hiele, Duval e Gutiérrez. A
metodologia de pesquisa € inspirada na Engenharia Didatica e foi possivel sinalizar, a partir do
confronto entre analises a priori e a posteriori, o progresso dos alunos quanto ao
desenvolvimento de habilidades para visualizacdo espacial.

Palavras-chave: Geometria Espacial. Representacdo. Visualizacdo. GeoGebra 3D. Pensamento
Geomeétrico Espacial.



ABSTRACT

In teaching the Spatial Geometry is remarkable the students difficulty in activities that require
spatial skills and the understand of the two-dimensional representation of three-dimensional
objects. This study presents a didactic sequence that explores concepts of Spatial Geometry
using the software GeoGebra. The aim is to provoke the development of spatial geometric
thinking, taking advantage of dynamic representations available in the software, especially the
one concerning the interaction between the representations of three-dimensional object and
intersecting planes. Ten activities in increasing level of difficulty and involving different
concepts of spatial geometry were applied in the experiment. The analysis of the students’
production is based on Van Hiele, Duval and Gutiérrez theories and the research methodology
takes as reference the Didactic Engineering. From confrontation between the priori and
posteriori analysis, it was possible to observe the progress of students and especially the
development of skills related to spatial visualization.

Keywords: Spatial Geometry. Representation. Visualization. GeoGebra 3D. Spatial Geometric
Thinking.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma proposta didatica para o ensino de Geometria Espacial no
Ensino Médio. A proposta foi implementada em uma turma de 3° ano do Ensino Médio de uma
escola da rede publica estadual de Farroupilha/RS, no ano de 2015. Nesta proposta foi utilizado
o0 software de geometria dindmica GeoGebra, principalmente no que diz respeito a sua janela
de visualizagdo 3D, como ferramenta para o desenvolvimento de habilidades espaciais
indispensaveis na construcao do conhecimento geomeétrico.

NoOs professores, sabemos que o ensino da Geometria Espacial é responsavel por
desenvolver conceitos geométricos fundamentais para o desenvolvimento cognitivo. E este
topico da matematica escolar tornou-se a questdo a ser investigada, pois, observando nossos
alunos, € perceptivel a dificuldade que estes tém para realizar atividades que necessitam a
mobilizacdo de habilidades espaciais, que exigem a construcao/compreensdo de representacoes
de objetos geométricos no espaco, e também, de sua representacdo no plano bidimensional.

Em nossa vivéncia pedagdgica podemos observar que dentre as principais dificuldades
estd aquela de visualizacéo de objetos geométricos, principalmente os espaciais. Nossos alunos,
mesmo ja estando no Ensino Médio, possuem limitacbes na compreensdo da representacdo
bidimensional relacionada a um objeto tridimensional.

Segundo os PCN’s?, a Geometria Espacial tem a finalidade de desenvolver a percepcéo
do espaco e de dar significado aos conceitos geométricos. Contudo, nossos alunos estdo

habituados a lidar apenas com figuras planas estaticas. Dizem os PCN’s:

Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por meio de um desenho,
buscam uma relagéo entre a representacdo do objeto e suas propriedades e organizam
o0 conjunto do desenho de uma maneira compativel com a imagem mental global que
tem do objeto. [...] A dificuldade dos alunos ¢é a de encontrar articulagBes entre as
propriedades que ele conhece e a maneira de organizar o conjunto do desenho, pois
ele devera escolher entre sacrificar ou transformar algumas delas]...]. (BRASIL, 1998,
p. 125-126)

Podemos relacionar estas dificuldades ao fato da Geometria Espacial ser trabalhada nas
escolas com énfase em formulas de areas e volumes, sem possibilidades de experimentagdo e

manipulacdo de objetos geométricos e sem que se permita ao aluno mobilizar habilidades de

analise e interpretacéo.

! Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) sdo a referéncia basica para a elaboragéo das matrizes de referéncia,

elaboradas pelo Governo Federal em 1998.


http://provabrasil.inep.gov.br/web/saeb-e-prova-brasil/matrizes-de-referencia-professor
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Nossos alunos parecem viver um conflito ao se confrontarem com as representagdes
planas existentes nos livros didaticos voltados ao ensino de geometria. O aluno deve ser capaz
de relacionar o objeto tridimensional representado nos livros as suas mais diversas
representacdes, dando sentido aos conceitos.

A capacidade de desenvolver argumentos em Geometria tem sido também um desafio
no ensino de Matematica. Entender uma situacdo em Geometria Espacial e pensar
dedutivamente sdo competéncias que deveriam ser desenvolvidas na educacdo basica.
Contudo, ¢ dificil desenvolver tais competéncias, principalmente quando ndo se oferece ao
aluno situagOes provocativas de ensino-aprendizagem.

Por outro lado, é praticamente impossivel negar ou omitir a forma como as novas
tecnologias da informacdo e da comunicacdo (TIC’s) vém transformando a sociedade, as
relacdes e a propria forma de pensar e agir do ser humano. Principalmente nas Gltimas décadas,
percebe-se um avancgo no uso destas novas tecnologias no panorama educacional, ndo apenas
por este novo perfil de sociedade, altamente tecnoldgica, mas principalmente pelo seu valioso
potencial na construcdo do conhecimento. A tecnologia, quando utilizada de forma correta, traz
uma nova configuracdo para a sala de aula, transformando-a em um espaco de construcdo de
conceitos e de exploracdo de argumentos e hipdteses.

Uma ferramenta significativa, dentre a diversidade de recursos disponiveis, € o software
de geometria dinamica GeoGebra. Ele permite uma nova forma de se pensar o processo de
aprender, pois possibilita uma relagdo mais préxima entre o aluno e o objeto de estudo; ele
favorece a autonomia do aluno e coloca-o como um ativo aprendiz. Tal recurso pode tornar-se
um forte aliado na superacdo de dificuldades que se apresentam nos processos de ensino e
aprendizagem - objetos que antes eram tratados com auxilio apenas de um desenho estético,
podem agora ser manipulados na tela do computador, e isto ajuda na compreensdo de suas

propriedades:

Os desenhos de objetos geométricos sdo feitos a partir das propriedades que 0s
definem. Através de deslocamentos aplicados aos elementos que comp&em o desenho,
este se transforma, mantendo as relagdes geométricas que caracterizam a situago. [...]
O aluno age sobre os objetos matematicos num contexto abstrato, mas tem como
suporte a representacdo na tela do computador. (GRAVINA&SANTAROSA, 1998,
p. 14)

Nosso estudo pretende discutir os processos de aprendizagem no contexto da Geometria
Espacial no Ensino Médio e, também, investigar o potencial do uso do GeoGebra 3D no

desenvolvimento de habilidades espaciais. Assim, a questdo de pesquisa deste estudo é: de que

forma o software de geometria dindmica GeoGebra pode contribuir no desenvolvimento
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da habilidade de visualizagé@o espacial e na melhor compreensao de conceitos relativos a
Geometria Espacial?

O software de geometria dinamica escolhido permite construir objetos espaciais,
explorar as construcdes, verificar e testar propriedades. Suas ferramentas e recursos permitem,
por exemplo, criar pontos, retas, planos, prismas, piramides, cilindros, cones, esferas, etc. Estes
objetos podem ser utilizados para realizar constru¢es dindmicas, das mais simples as mais
complexas, e, fazendo-se a manipulacdo de elementos dos objetos, pode-se analisa-los sob
varios pontos de vista.

Esta dissertacdo é composta de cinco capitulos, incluindo a introducdo. Trataremos
sobre o embasamento tedrico do estudo no 2° capitulo; a metodologia utilizada e a sequéncia
didatica concebida (analises a priori) sdo apresentadas no 3° capitulo; discutiremos e
analisaremos os resultados obtidos (analises a posteriori e valida¢éo) no 4° capitulo; e, no 5°
capitulo, apresentamos nossas reflexdes finais.

Além disso, apos as referéncias bibliograficas, temos cinco Apéndices (A, B, C, D e E)
nos quais detalhamos, respectivamente: as principais ferramentas do GeoGebra; as Fichas de
Trabalho que comp&em essa sequéncia didatica; o questionario que também foi utilizado como
instrumento de pesquisa e do qual foram coletadas manifestacdes dos alunos que subsidiaram
as analises a posteriori; os procedimentos de construcéo de cada atividade e, por fim, o modelo
da ficha de consentimento informado preenchida pelos responséaveis dos alunos envolvidos
neste estudo.

O produto didatico desta dissertacdo, além da sequéncia didatica e dos procedimentos
de construgdo feitos no GeoGebra, inclui a disponibilizacdo de um GeoGebraBook
<http://www.geogebra.org/b/SVYH6Rc7> para livro uso de professores e alunos da Educagéo
Basica. O GeoGebraBook é um livro digital criado com a utilizacdo do software e que permite
incluir textos, videos, applets ou outros recursos digitais. No caso deste estudo, o livro traz a

sequéncia didatica que foi proposta no experimento feito com os alunos.


http://www.geogebra.org/b/SVYH6Rc7
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2 DISCUSSAO TEORICA

O estudo da Geometria tem extrema importancia para o desenvolvimento do raciocinio
espacial e é responsavel por desenvolver habilidades basicas para a leitura do mundo.
(FAINGUELERNT, 1999). Ja no estudo da Geometria Espacial, em especifico, o aluno é
convidado a ampliar sua capacidade de abstracéo e surge mais fortemente a necessidade de
mobilizar as habilidades de visualizacdo espacial, pois nem tudo que compde um objeto esta
visivel em primeiro plano.

Segundo Hershkowitz (1994 apud Fainguelernt, 1999), o ensino da Geometria envolve
a exploracdo e descricdo do espaco, devendo proporcionar atividades que desenvolvam a sua
visualizacdo, percepgédo e representacdo, permitindo ao aluno passar do espacgo real para o
espaco tedrico. Ou seja, a Geometria cumpre um papel fundamental, pois mobiliza estruturas
mentais que possibilitam ao aluno passar de dados concretos e experimentais para processos
mais rigorosos de abstragéo e generalizacdo. (FAINGUELERNT, 1995).

Além disso, ao estudar Geometria, tem-se um campo riquissimo para motivar o aluno a

pensar de forma argumentativa,

Né&o se pode negar que a geometria oferece um maior nimero de situacdes nas quais
o0 aluno pode exercitar sua criatividade ao interagir com as propriedades dos objetos,
ao manipular e construir figuras, ao observar suas caracteristicas, compara-las,
associa-las de diferentes modos, ao conceber maneiras de representa-la.
(PAVANELLO, 1993, p.14).
Também, segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM),
0 ensino da Geometria deve priorizar o desenvolvimento da leitura e da interpretacdo do espaco.

Destacam ainda que

[...] as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacéo l6gica e de aplicacdo na
busca de solucBes para problemas, podem ser desenvolvidas com um trabalho
adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades
geométricas na representacdo e visualizagdo de partes do mundo que o cerca.
(PCNEM, 1999, p.44)

Mas, apesar da Geometria Espacial estar muito ligada ao mundo do aluno, o que temos
observado é uma disposi¢do do professor em centrar sua pratica na valorizagao da aplicagédo de
formulas e ndo no estudo dos elementos e propriedades dos objetos tridimensionais. Desta
forma, os alunos passam a associar a Geometria a estas formulas, e, na maioria das vezes, ndo

conseguem relacionar conceitos, identificar elementos ou interpretar/construir representacoes

de um sélido.
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Neste capitulo, subdividido em duas se¢des, tratamos de aprofundar a discussao teorica
guanto aos processos de ensino e aprendizagem em Geometria Espacial. A primeira se¢éo traz
um breve apanhado do panorama do ensino da Geometria Espacial na Educacdo Basica e
discute estudos realizados dentro dessa linha de pesquisa.

A segunda secdo do capitulo trata das possibilidades de aprendizagem no ambiente de
geometria dindmica GeoGebra 5.0 3D, escolhido para este estudo. Para tanto, relacionam-se as
possibilidades de utilizacdo do software com aspectos destacados nos estudos sobre o
desenvolvimento do pensamento geométrico, feitos por Van Hiele (apud Crowley, 1994),
Gutiérrez (1992 - 1998) e Duval (2003 - 2012).

Cabe ressaltar que, apesar de alguns estudos de Gutiérrez terem sido publicados na
década de 1990, este é um dos poucos autores que se preocupou em analisar 0s processos de
ensino e aprendizagem em Geometria Espacial. Além disso, este autor da importante destaque
aos processos de visualizacdo e representacdo, analisando inclusive como sucede o
desenvolvimento do pensamento geométrico e das habilidades de visualizagdo em trés

dimensoes.

2.1 SOBRE O ENSINO DA GEOMETRIA ESPACIAL

Apesar da reconhecida importancia da Geometria, pode-se dizer que seu ensino foi
sendo omitido e muitas vezes suprimido dos curriculos escolares ao longo da historia. Tal
caracteristica pode ser percebida ao analisarmos pesquisas que abordam a problematica do
ensino da Geometria, principalmente até os anos 90 (Pavanello (1989 — 1993); Lorenzato (1995)
e Fainguelernt (1999)).

Pavanello (1989) aponta que é dificil precisar quando se comecou a desenvolver
conhecimentos em Geometria, 0 que se pode assinalar é que ela se desenvolveu de acordo com
as necessidades da sociedade (agricultura, astronomia, conhecimentos de guerra, etc.). No
Brasil, por muito tempo o Ensino de Geometria esteve voltado a uma abordagem
essencialmente axiomatica baseada no estudo da Geometria Euclidiana Classica. Como traz
Valente (1999), desde 1648, quando o ensino da Geometria foi exigido pela necessidade de
preparo militar, até 1930, quando acontece a Reforma Francisco Campos, o ensino da
Geometria esteve voltado ao formalismo cléassico, baseado no modelo euclidiano.

Na decada de 1960, a partir do Movimento da Matematica Moderna, comecam-se a
sinalizar mudangas significativas no ensino de Geometria. A partir deste movimento, destaca-

se 0 estudo da matematica através da linguagem da teoria dos conjuntos, e, de certa forma, abre-
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se méo do ensino da Geometria no Brasil, pois se da maior destaque ao estudo da Algebra nas
praticas educativas escolares.

Ou seja, pode-se dizer que a Geometria, quando trabalhada, passa a ser ensinada de
forma algebrizada, adquirindo carater abstrato, baseado no rigor e simbolismos matematicos,
préprios da teoria de conjuntos. O professor, assim como nas décadas anteriores, continua sendo
0 centro do processo de ensino, apresentando conteudos e formalismos que deveriam ser
reproduzidos pelos alunos.

A partir da década de 1980, percebem-se mudancas nas preocupacdes dos professores
de Matemética em relacéo ao ensino de Geometria. Nesta década, passa a existir o Movimento
da Educacdo Matematica e, além disso, tem-se dois fatos importantes: a fundacéo da Sociedade
Brasileira de Educacdo Matemaética (SBEM), em 1988 e, mais tarde, a elaboracéo e publicacéo
dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) em 1998. Evidencia-se a busca de um ensino
significativo relacionado ao contexto do aluno e percebe-se maior preocupagdo com 0s
processos de ensino e aprendizagem.

Especialmente na ultima década, o quadro de aparente abandono da Geometria vem se
modificando. Observando os livros didaticos, inclusive, percebemos que 0s mesmos ja
apresentam modificacdes, sendo que os contetidos de Geometria ja ndo sdo apresentados ao
final do livro (como antigamente) e sim diluidos entre os demais contetdos matematicos. Pais
(2006) analisou, em um de seus estudos, 24 livros didaticos, sendo 12 do atual 8° ano e 0s outros
12 do atual 9° ano do Ensino Fundamental, publicados no Brasil, entre 1997 e 2002, com 0
propdsito de avaliar as principais tendéncias no ensino da Geometria a partir do estudo dos
encaminhamentos propostos nessas obras. Como resultado deste trabalho, o autor sinaliza a
valorizacdo do enfoque experimental e o uso de situagbes problemas cotidianos como
caracteristicas significativamente presentes nos livros analisados quanto ao ensino de
Geometria.

Outro estudo que sinaliza o resgate do estudo da Geometria nos curriculos é a pesquisa
de Andrade e Nacarato (2004). Nela, os autores analisam os anais dos Encontros Nacionais de
Educacao Matematica (ENEM) no periodo de 1987 a 2001, procurando caracterizar os estudos
existentes na linha de pesquisa que trata do ensino da Geometria. Ao todo, foram analisados
363 trabalhos que foram categorizados de acordo com o assunto abordado. Deste total,
verificou-se que 71% dos trabalhos correspondiam as categorias Geometria Experimental
(48%) e Geometria em Ambientes Computacionais (23%). Nestas analises se entende que a
Geometria Experimental trata da compreensdo do papel desempenhado pelos materiais e

instrumentos nos processos de aprendizagem em Geometria.



18

Assim, percebe-se a intencéo de que o ensino de Geometria privilegie a manipulacéo de
materiais concretos/softwares e a aplicacdo de conhecimentos nas resolugfes de situacOes-
problemas. Ou seja, observamos uma tendéncia em relacionar o ensino de Geometria a
formacdo de um aluno capaz de construir seu conhecimento e de relacionar os saberes
construidos, inclusive com as demais areas de conhecimento.

Além disso, nas Gltimas décadas varias pesquisas em Educacdo Matemaética sinalizam
para a importancia de se estimular o desenvolvimento da habilidade de visualizar objetos do
mundo real. Kaleff (2003) afirma que a habilidade da visualizacdo é tdo ou mais importante do
que a de calcular numericamente e a de simbolizar algebricamente e que os educadores vém
tomando consciéncia desta importancia para a formacéo global do aluno. Pesquisas como as de
Kaleff (2003) e Montenegro (2004), indicam também algumas das dificuldades relacionadas ao
estudo da Geometria. Dentre elas, podemos destacar as atividades de representacdo,
visualizacdo e compreenséo de propriedades, bem como a incapacidade de relacionar situagoes

geométricas com situacdes reais:

Como resultado da deficiéncia do estudo de geometria, as formas tridimensionais e a
relacio da geometria com o mundo fisico deixam de ser conhecidas.
Consequentemente perde-se a nogdo de que o mundo real € que d& origem aos
conceitos basicos da geometria e ndo ao contrario como se poderia supor.
(MONTENEGRO, 2004, p. 10)

Temos observado que alunos que ingressam no Ensino Médio apresentam dificuldades
geométricas bésicas quanto a conceitos elementares da Geometria Plana. Montenegro (2004),
preocupado com a habilidade de visualizacdo tridimensional em alunos que ingressam na
universidade, analisou o conhecimento geométrico dos mesmos por meio de atividades
envolvendo diversos contetdos em diferentes sistemas de representacéo — ainda percebeu uma
grande deficiéncia.

Carvalho e Ferreira (2015) realizaram um levantamento de pesquisas brasileiras sobre
visualizacdo e pensamento geométrico junto as bibliotecas virtuais dos programas de Pés-
graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica ou Educacdo Matematica reconhecidos pela
CAPES?. A pesquisa foi realizada em 2015 utilizando sete conjuntos de palavras-chave:
geometria espacial; visualizagdo espacial; visualizacdo geométrica; raciocinio espacial;

raciocinio visual, percepcdo espacial e pensamento geométrico.

2 Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) é uma autarquia e agéncia pablica de
pesquisa do Brasil vinculada ao Ministério da Educacdo que atua na expansdo e consolidagdo da pos-
graduagdo stricto sensu (mestrado e doutorado) em todos os estados do pais.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Autarquia#Brasil
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93rg%C3%A3o_p%C3%BAblico
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93rg%C3%A3o_p%C3%BAblico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Minist%C3%A9rio_da_Educa%C3%A7%C3%A3o_(Brasil)
https://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%B3s-gradua%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%B3s-gradua%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Stricto_sensu
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mestrado
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Ao todo foram localizadas 29 pesquisas, todas dissertacdes de Mestrado (académicos e
profissionais). Dentre as dissertacfes analisadas destacamos algumas e descrevemos
brevemente o contexto relacionado a cada estudo e as contribui¢cdes de cada trabalho. Iniciamos
tratando de duas dissertaces de autores que fizeram parte do Mestrado Profissionalizante em
Ensino de Matematica da UFRGS.

Becker (2009), baseando-se nas ideias de Van Hiele, Gutiérrez e Piaget, elaborou uma
sequéncia didatica direcionada ao desenvolvimento da visualizacdo geométrica e da
representacdo bidimensional de objetos tridimensionais, dando destaque a atividade
denominada “Caixa de Becker”, que consiste na interagdo com sélidos atraves do tato -
desenvolvida pelo proprio pesquisador. Para tanto, analisou a producao de alunos do 3° ano do
Ensino Médio em atividades de representacdo de objetos 3D. Pode-se destacar como resultados
do estudo, a percepcdo do desenvolvimento da capacidade de representar os solidos, além da
melhor compreenséo de objetos e de suas representacoes.

Ritter (2011), a luz das teorias de Van Hiele, Gutiérrez e Duval, analisou o processo de
visualizacdo no ensino de Geometria Espacial através de uma sequéncia didatica envolvendo
atividades construidas no software Calques 3D. A proposta teve como objetivo o
desenvolvimento de habilidades para visualizar objetos 3D a partir de suas representaces no
plano. As conclusdes obtidas indicam o desenvolvimento de habilidades de visualizagéo
espacial e contribuicOes positivas do software nesse processo.

Cozzolino (2008), em seu estudo, promoveu articulacbes de diferentes pontos de vista
sobre um objeto tridimensional, bem como de suas representacdes, a fim de melhorar a
capacidade de visualizacdo e oportunizar aos alunos explorar as representacdes em perspectiva
de objetos tridimensionais através do Cabri 3D. Os resultados obtidos sinalizam diferencgas
significativas entre atividades promovidas com papel e lapis (estaticas) e no ambiente de
geometria dindmica, sendo que as tecnologias colaboraram para que os alunos mobilizassem
seus conhecimentos sobre o objeto e suas variadas representacdes.

Outro estudo, que da mesma forma que o supracitado, buscou investigar as
contribuicdes do uso de tecnologias no ensino da Geometria Espacial € o de Marin (2013). O
autor trabalhou com 29 alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola particular de Santa
Maria (RS), quanto a visualizagdo de secgdes planas no cubo. Para tanto, o autor elaborou dez
atividades onde os alunos trabalharam primeiramente com lapis e papel, e logo apos usando o
software Cabri 3D, a fim de comparar resultados. Mais uma vez, se evidenciam vantagens do

uso do software na visualizacdo das seccGes obtidas.
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Silva (2010) analisou em seu estudo as dificuldades manifestadas por alunos do Ensino
Médio de uma escola publica ao lidar com os contetidos da Geometria Espacial. A partir das
analises, via metodologia qualitativa, a autora destaca que as dificuldades dos alunos se
relacionam principalmente com a capacidade de abstracdo de conceitos e com a formacao
escolar que eles possuem (ndo privilegiando o ensino de Geometria). Assim, ainda segundo a
autora, se percebe um ensino de Geometria que ndo promove a investigacao e a construgcdo do
pensamento geometrico.

Vieira (2010), também baseada em Van Hiele e nos seus niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico, estudou as contribuicbes do GeoGebra e materiais concretos na
compreensdo das areas de objetos em 2D e 3D. A autora aponta em suas consideracfes que as
atividades promoveram o aprendizado bem como a ampliacéo da capacidade argumentativa e
dedutiva, o desenvolvimento da linguagem e 0 avan¢o nos niveis de pensamento geométrico.

Carvalho (2010) mostra em seu estudo a preocupacao com as dificuldades de alunos em
interpretar e elaborar desenhos que representam sélidos geométricos. Prop0s, em sua pesquisa,
identificar as contribuicdes que uma sequéncia de atividades com material concreto e recursos
informéaticos pode dar para a codificacdo e a decodificacdo de desenhos de objetos
tridimensionais. Para tal, elaborou e aplicou um conjunto de atividades, envolvendo materiais
manipulaveis e tecnologias. A autora conclui que as atividades contribuiram para a formacéo
de imagens mentais, fundamentais para os processos de codificagdo e de decodificacdo de
desenhos bidimensionais de figuras tridimensionais.

Ainda quanto ao levantamento realizado por Carvalho e Ferreira (2015), constata-se que
das 29 pesquisas analisadas, 16 estudos estiveram direcionados ao uso softwares educacionais,
principalmente de geometria dindmica, ou seja, atualmente este € um assunto recorrente nas
pesquisas em Educacdo Matematica.

Sena e Dorneles (2013) também procuraram mapear teses e verificar quais linhas de
pesquisa estdo produzindo conhecimentos sobre 0 ensino e a aprendizagem da Geometria no
Brasil. Para tanto, as autoras analisaram 101 resumos contidos no banco de dados da CAPES,
no periodo de 1991-2011. Os resultados também evidenciam uma tendéncia das produgfes em
concentrar-se nas linhas de tecnologias digitais.

Em comum, nestes estudos, percebe-se a inquietacdo de professores com 0s processos
de ensino e aprendizagem em Geometria e a busca de recursos que favorecam este processo. O
presente trabalho vem a contribuir nesta analise do ensino da Geometria Espacial e na

investigacao de tecnologias que possibilitem o desenvolvimento do conhecimento matematico.



21

Desta forma, tratamos na préxima secao das potencialidades do GeoGebra 3D e suas possiveis
contribuic6es no processo de desenvolvimento de habilidades e do pensamento geométrico.

2.2 O DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO GEOMETRICO ESPACIAL E O
GEOGEBRA 3D

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), a constru¢do do pensamento
geométrico e o desenvolvimento da habilidade de pensar geometricamente esta intimamente
relacionado a capacidade do aluno de perceber, interpretar, compreender, descrever e

representar, de forma organizada, 0 mundo em que vive. Afirmam ainda que

O pensamento geométrico desenvolve-se inicialmente pela visualizagdo: as criancas
conhecem o espago como algo que existe ao redor delas. As figuras geométricas sdo
reconhecidas por suas formas, por sua aparéncia fisica, em sua totalidade, e ndo por
suas partes ou propriedades. (BRASIL, 1998, p. 127).

De acordo com Fainguelernt (1999), a visualizacdo mobiliza o pensamento espacial e 0
raciocinio geométrico. Do mesmo modo, a Geometria exige que o aluno acione a intuicéo, a
percepcdo e a representacdo para interpretar o mundo e compreender a matematica. Ou seja, a
visualizagdo envolve processos mentais e cognitivos essenciais para a construcdo do
conhecimento matematico. (FAINGUELERNT, 1999).

Diretamente ligada a habilidade de visualizacéo, esta a capacidade de criar e interpretar
representacdes, bem como o reconhecimento das diversas representacfes de um objeto
geomeétrico, ja que sdo estas que permitem comunicar uma ideia matematica.

Acreditando no uso de tecnologias, pretende-se, nesta se¢do, explorar de que forma pode
ser desenvolvido o raciocinio geométrico — através dos processos de visualizacdo e

representacdo — quando se faz uso de um software de geometria dindmica.

2.2.1 As possibilidades do GeoGebra 3D

Conforme ja mencionado, o cenario da Educacdo Matematica vem sinalizando, nas
Ultimas décadas, um crescente interesse pelos processos de ensino e aprendizagem em
Geometria na Educacdo Bésica. Este interesse pode estar relacionado a disponibilidade de
novos softwares de geometria dindmica que, aliados aos materiais manipulaveis, oferecem
ambientes de aprendizagem mais interessantes, nos quais os alunos podem testar e

experimentar.
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Ambientes de geometria dindmica permitem ao aluno maior autonomia para fazer
construgdes e exercer a tomada de decisdo na escolha de ferramentas que possibilitam os
resultados desejados. Trata-se da experimentacao, exploracdo e analise das propriedades que
constituem um objeto geométrico, que estimulam a visualizacdo de novas relacGes entre
conceitos e favorecem a formulagéo de conjecturas.

Segundo Gravina (2015), esta manipulacdo de figuras dindmicas, oferecida pelo
GeoGebra, introduz um novo tratamento para o registro desenho, expressao do componente
figural, pois o conjunto de “desenhos em movimento™ substitui o desenho particular e estatico
presente em livros didaticos, descaracterizando peculiaridades ndo relevantes e que provocam
a formacdo de imagens mentais inadequadas. Esta mesma reflexdo pode ser aplicada a
manipulacdo de objetos 3D dindmicos; na Janela de Visualizacdo 3D, pode-se rotacionar a
construcdo realizada e assim obter visualizacdes sob todos pontos de vista do objeto, gerando
sequenciais “s6lidos em movimento” que enriquecem a imagem mental.

Para Duval (2011), mesmo que os softwares ndo ofere¢cam novos tipos de registro em
comparacdo com aqueles produzidos com lapis e papel, eles estabelecem outro modo de
producdo. Por exemplo, com softwares de geometria dinamica, as representacdes figurais
podem ser manipuladas como se fossem objetos reais e isto ajuda na exploracdo heuristica de
situagcBes matematicas.

Segundo Fischbein (1993 apud Gravina, 2015), os objetos geométricos se constituem
de duas componentes essenciais: a conceitual e a figural e a correlacdo entre estas duas é
indispensavel. A componente conceitual representa as propriedades que caracterizam um tipo
de objeto através de linguagem natural escrita, simbolica ou falada, com maior ou menor grau
de formalismo. Ja a componente figural é a imagem ou representacdo mental associada ao
conceito (visualizacdo), expressa através de um desenho, ou seja, é de natureza visual. Segundo
Gravina (2015), a adequada simbiose entre estas duas componentes determina a nogao correta
sobre 0 objeto geométrico, 0 que ndo é trivial.

Pode-se dizer que o desequilibrio entre as duas componentes, causado pela dificuldade
em manipular componentes figurais e conceituais, provocam interpretacfes equivocadas ou
inconsistentes por parte do aluno. Por exemplo, quando tratamos da altura de um prisma, ha
uma predisposicdo do aluno em identificad-la como sendo um segmento interior ao prisma,
unindo os centros de suas bases, 0 que ndo acontece em prismas obliquos. Isso indica que o
aluno ainda ndo consegue relacionar a componente conceitual (propriedades do

objeto/conceito) e a componente figural (representacdo visual).
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Ainda segundo Gravina (2001), existem principios e caracteristicas que definem a
Geometria Dinamica e que possibilitam que ela contribua nos processos de aprendizagem. O
principio fundamental dos softwares de geometria dinamica é a atualizacdo simultanea dos
objetos quando a figura é movimentada. Ou seja, 0 aluno tem a possibilidade de movimentar e
“arrastar” as constru¢des geométricas, mantendo as propriedades originais do objeto
matematico preservadas, 0 que permite ao aluno observar/analisar as propriedades que se
mantém invariantes e a existéncia de padrdes.

Além disso, no que diz respeito a exploracdo de diferentes registros de representacgéo,

condicdo necesséria para aprendizagem em matematica para Duval (2003), vale realgar que

Os ambientes de geometria dindmica ampliam as possibilidades do sistema de
representagdo, pois se tem no dinamismo das representacbes veiculadas na tela
computador, associado & possibilidade de manipulagdo direta, um recurso que
propicia a fluidez dos processos mentais, de forma incomparavel aquela que se
consegue com o texto e desenho estatico, quer impresso ou feito com giz no quadro
negro. (GRAVINA, 2010, p.4)

Assim, o uso de softwares permite uma mobilidade de explorac6es acerca de figuras e
objetos tridimensionais, bem como de suas respectivas representacfes. Também, ao interagir
com o software, além de perceber os conceitos matematicos envolvidos, o aluno terd a
oportunidade de realizar constru¢des que se tornariam impossiveis de serem executadas com
lapis e papel de forma tdo precisa, rapida e dinamica.

Dentro do universo dos softwares de Geometria Dindmica, alguns permitem a
exploracdo, construgdo e visualizacdo de objetos tridimensionais (3D). E o caso do software
GeoGebra 5.0, com sua janela de visualizagdo 3D. Desenvolvido por Markus Hohenwarter nos
anos de 2000 e 2001, o GeoGebra € um software ja significativamente conhecido e empregado
em Educacdo Matematica. Contudo, é apenas na versdo 5.0 que inclui funcionalidades 3D.
Talvez a particularidade mais importante desta versdo é que ela possibilita a conexdo de
diferentes representacdes de objetos geométricos tridimensionais, como por exemplo, a sua
exibicdo geométrica plana (planificacdo ou planos de corte), espacial e a sua descricdo
algébrica.

Estes ambientes permitem que o aluno observe um solido sob variados pontos de vista,
diferentemente daquilo que se tem nos livros escolares. O aluno pode interagir com o0 objeto
matematico e assim formar imagens mentais mais ricas e significativas. Ao manipular um
objeto 3D via software, determinada representacdo aparece como uma das posi¢des possiveis
que o objeto pode assumir, e isto da significado e movimento as imagens mentais que sao

criadas pelo aluno. Segundo Gravina (2012),
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temos na tecnologia digital a ampliacdo das possibilidades para “experimentos de
pensamento”, quando as comparamos com aquelas que se consegue com 0 suporte
dado pelo texto e desenho estatico. Esta tecnologia disponibiliza, cada vez mais,
ferramentas que suportam a exteriorizacdo, a diversificacdo e a ampliacdo de
pensamentos. (GRAVINA et al., 2012, p.13)

Segundo Gutiérrez (1996), quando o aluno faz uso de recursos manipulaveis, como
solidos geométricos, por exemplo, as movimentacdes do objeto com as méos sao tdo rapidas e
inconscientes, que dificilmente fazem com que o aluno reflita sobre tais a¢Ges. Ja no software,
o aluno é obrigado a elaborar estratégias e a antecipar o resultado de um determinado
movimento e isto € um ganho do ponto de vista cognitivo.

A interface do GeoGebra 3D € constituida de duas janelas principais. A primeira janela,
em 2D, é similar as versdes anteriores do software, na qual aparecem os campos “Entrada”,
“Janela de algebra” e “Jancla de Visualizagdo”. A outra janela representa o ambiente
tridimensional e traz uma nova gama de ferramentas adequadas as constru¢des no plano XYZ,
ilustradas na Figura 1. Quando exibimos as duas janelas, 2D e 3D, existem elementos que se

relacionam por meio do plano XQOY, comum as duas janelas, conforme exibe a Figura 2.

Figura 1 — Barra de Ferramentas do Menu 3D
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 2 — Interface do Software
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Fonte: Elaborada pela autora.
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Na Figura 3, temos a area de trabalho 3D do software, na qual podemos observar a
representacdo figural (desenho) de um cubo com veértices nos pontos A, B, C, D, E, F, G, e H,
formado pelos segmentos (arestas) AB, AD, AE, BC, BF, CD, CG, DH, EF, EH, FG e GH, e
com seis faces definidas pelos elementos ja citados. Todos estes elementos ou unidades figurais,
a serem retomados na secdo 2.2.3, podem ser observados na Janela de Algebra, & esquerda.

Este cubo é intersectado por um plano “c”, que também tem sua descri¢do algébrica na
Janela de Algebra; sua representacéo figural, ao centro; e, a representacdo bidimensional da
seccao dada por este plano de corte, obtida atraves da ferramenta “Criar vista 2D”, ao lado
direito. Como vemos, a diversidade de representacGes € muito rica e o didlogo entre as mesmas

¢ simultaneo.

Figura 3 — Area de Trabalho Janela 3D
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Fonte: Elaborada pela autora.

Assim, esse exemplo mostra que o software permite explorar e visualizar uma infinidade
de situacdes espaciais, que sdo fonte de dificuldades quando tratadas em um suporte estatico
como o livro impresso. Por exemplo, através de rotaces espaciais, pode-se explorar situaces
virtuais que acionam habilidades de visualizacdo muito similares aquelas decorrentes da
manipulacdo de objetos 3D no espaco real.

Além disso, neste ambiente dindmico, tem-se a estabilidade das construgdes
geométricas oportunizando o dialogo entre as componentes conceitual e figural da figura

dindmica, como ilustra a Figura 4.
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Figura 4 — Estabilidade da figura dindmica

Fonte: Elaborada pela autora.

Acima, temos a construcdo de uma esfera inscrita em um cone reto. Ao aplicarmos
movimento nos pontos que definem o circulo base do cone ou a altura do cone, 0 cone muda de
tamanho, mas a esfera permanecera inscrita, pois a construcdo da esfera baseia-se nas
bissetrizes do triangulo correspondente a sec¢cdo meridional deste cone. Ou seja, teremos uma
colecdo de imagens em movimento que permitem ao aluno perceber essa regularidade e
investiga-la.

Além disso, outra caracteristica que define a Geometria Dindmica € que as construgdes
feitas via software séo feitas por meio das propriedades que as definem. Por exemplo, construir
um retangulo, exige que o aluno conheca as propriedades de perpendicularismo entre seus lados
e que mobilize esse conhecimento na escolha das ferramentas e na sua construcao.

Na verséo 3D, em especial, temos algumas ferramentas que permitem gerar sélidos de
forma instantanea, funcionando como uma “caixa-preta” que guarda as propriedades do objeto
tridimensional, sendo capaz de gera-lo com a selecdo de poucos elementos. Para gerar um cubo,
por exemplo, basta selecionar dois de seus vértices, como ilustra a Figura 5. Estes dois veértices
(A e B) permitem mover o cubo neste plano e aumentar/diminuir o comprimento da aresta. Um
terceiro vértice (C), criado pelo software no mesmo plano dos dois Vértices iniciais, possibilita

a movimentacdo do cubo em torno da aresta definida por A e B.

Figura 5 — Ferramenta Cubo
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Fonte: Elaborada pela autora.

Em outros casos, diferentemente do caso anterior, 0os procedimentos de construcdo néo

sdo automatizados e devem ser levadas em consideracdo particularidades dos objetos 3D. Por
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exemplo, para gerar uma pirdmide reta de base quadrada, sera necessario mobilizar alguns
conhecimentos acerca do solido, para que a construcdo corresponda ao desejado.
Primeiramente, se esperamos que a base seja quadrada, serd necessario construir esta base a
partir das propriedades de um quadrado de forma que a figura ndo se deforme quando
movimentada. Em seguida, se pretendemos que a pirdmide seja reta, sera indispensavel
estabelecer as condicbes para que esta propriedade seja atendida, ou seja, 0 vértice desta
piramide devera ser construido sobre a reta perpendicular ao plano da base passando pelo centro
da base quadrada. Basta entdo selecionar a ferramenta “Piramide”, a base e o vértice oposto a
base, nesta ordem.

Analisando a Figura 6, visualmente podemos apontar que () e (b) atendem aos critérios
esperados para a construcdo. Mas, se observamos os critérios utilizados, temos que (b) pode
facilmente deformar-se, pois ndo foi construida com base nas propriedades do sélido desejado.
Assim, pela movimentagéo de alguns dos elementos de (b), temos a perda de propriedades da
figura esperada, originando (bl).

Figura 6 — Construcdes via Propriedades no GeoGebra 3D
(@) (b) (b1)
4

Fonte: Elaborada pela autora.

Por tras dessas construcdes, segundo Gravina (2015), estd uma caracteristica
interessante dos softwares dindmicos: a representacdo semidtica que informa a relacdo
funcional entre objetos geométricos. Essa relacdo funcional descortina-se por tras do
dinamismo das figuras, dando indicios da relacdo existente entre componentes.

Na Figura 6 temos pontos (vértices) indicados em azul e outros em preto. Os pontos
azuis indicam a possibilidade de movimento, ja os pretos sdo fixos. Em (a), temos apenas dois
pontos azuis na base quadrada, estes sugerem que o quadrado foi construido com base nestes
dois vértices. Assim, somente estes dois pontos permitem manipular o quadrado, de tal forma
que os pontos pretos acompanhem essa movimentagdo, sem permitir a deformacdo da base. O
vértice oposto a base também € movel, mas seu movimento € restrito a reta perpendicular. Ja
em (b) nenhum ponto tem restricdo de movimento, permitindo as deformagfes do objeto

geomeétrico.
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Esta relagdo funcional entre objetos carrega em si potencial para provocar a descoberta
de teoremas, conduz o aluno a perceber a necessidade de uma demonstracdo e a compreender
propriedades necessarias para argumentar determinada situacéo.

Ainda, segundo Gravina (1996), os softwares podem encaminhar dois tipos de situacao:
a construcdo de situacdes - quando se tem o objetivo de que o aluno perceba os conceitos
envolvidos nesta construcao; ou a exploracdo de situacdes ja elaboradas - quando se objetiva a
exploracdo de invariantes ou caracteristicas da situacdo. Ambos encaminhamentos serdo
utilizados na proposta didatica aqui detalhada.

No que segue, apresentam-se as ideias defendidas pelos tedricos que fundamentam
nosso estudo; vamos tratar de relacionar tais ideias com as potencialidades do software
GeoGebra 3D.

2.2.2 A Visualizacdo e o GeoGebra 3D

Quando tratamos da construcdo do pensamento geomeétrico, para alunos ndo portadores
de deficiéncias visuais, parece ser um consenso na literatura existente que ela tem base na
visualizacdo do espaco e de suas formas. Segundo a Teoria de Van Hiele descrita por Crowley
(1994), enguanto aprendem Geometria, os alunos progridem de acordo com uma sequéncia de
niveis de compreensdo de conceitos, sendo o primeiro dos niveis o da visualizacdo. Este modelo
nos ajuda a entender o amadurecimento dos alunos quanto ao conhecimento em geometria.

O modelo criado pelo casal VVan Hiele é organizado em cinco niveis de compreensao: a
visualizacdo, a analise, a deducédo informal, a deducdo formal e, por fim, o rigor. No nivel da
Visualizacdo, os alunos sdo capazes de identificar e comparar figuras geométricas observando
sua aparéncia. As figuras sdo compreendidas como globais, e ndo como figuras que tém
componentes e propriedades. Ja no nivel da Analise, além de identificar e comparar, os alunos
conseguem perceber as propriedades que constituem a figura geométrica e as figuras sao
reconhecidas também por suas propriedades.

No nivel da Deducdo informal, os alunos ja conseguem estabelecer relagdes entre
propriedades de figuras e entre figuras distintas. Enquanto no nivel da Deducdo formal,
conseguem compreender o conceito de deducéo, sendo capazes de realizar demonstragdes com
maior formalismo.

Por fim, o quinto e altimo nivel corresponde ao Rigor. Nesse nivel, espera-se que 0s
alunos sejam capazes de compreender e trabalhar com axiomas e demonstrar teoremas. Ou seja,

atinge-se um nivel mais abstrato, capaz de lidar inclusive com geometrias ndao-euclidianas.
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A partir de uma experiéncia na qual os alunos manipularam solidos e fizeram
comparacgdes, Gutiérrez (1992) identificou caracteristicas correspondentes aos niveis de
desenvolvimento dos alunos quanto ao pensamento geométrico espacial, tomando como ponto
de partida o modelo de Van Hiele. O autor destaca quatro niveis:

e Nivel 1 (Reconhecimento): A comparacdo de sélidos baseia-se na percepc¢éo global

das formas dos sélidos ou de alguns de seus elementos (faces, arestas, vértices) sem

prestar atencdo as propriedades tais como angulos, comprimentos, paralelismo, etc.

Quando alguma destas propriedades aparece nas respostas dos alunos tem apenas

aspecto visual. Os alunos ndo conseguem visualizar aquilo que ndo € visto de imediato;

na busca de respostas, movimentam os sélidos, mas sem que haja algum critério,

indicando ainda falta de coordenacéo entre os processos de enxergar e visualizar.

e Nivel 2 (Analise): A comparacdo de sélidos baseia-se na percepcao global dos solidos
e de seus elementos principais, agora a partir da observacdo de caracteristicas
particulares tais como tamanhos de angulos, comprimentos de arestas, paralelismo, etc.
A observacéo é a principal base para as explicacdes dos alunos. Os alunos movimentam

os sélidos, mas agora indicando intencionalidade nas suas escolhas.

e Nivel 3 (Deducdo Informal): A comparacdo de solidos baseia-se inicialmente na
analise matematica dos sélidos e dos seus elementos, sem que seja aplicado movimento.
As respostas dos alunos incluem justificativas informais com base em algumas
propriedades matematicas dos sélidos. Estas propriedades podem ser observadas nas
representacdes dos solidos ou conhecidas a partir de sua estrutura matematica. A escolha
de movimentos aplicados aos sélidos obedece uma estratégia, baseada em propriedades
matematicas e relagdes entre elementos geométricos; os alunos indicam a antecipagao

do efeito a ser obtido com 0 movimento, ou seja, eles visualizam o efeito resultante.

e Nivel 4 (Deduc@o Formal): Neste nivel os alunos analisam os solidos, sem maior
necessidade de manipulacdo. O raciocinio dos alunos é baseado na estrutura matematica
dos sélidos ou seus elementos, incluindo propriedades ndo vistas, mas formalmente
deduzidas a partir de definicdes ou outras propriedades. Os alunos deste nivel ttm uma
capacidade elevada de visualizacdo. Neste nivel os alunos fazem um econdmico e

acurado uso de movimentos dos sélidos.

Vé-se que o progresso nos diferentes niveis acontece na medida em que o aluno avanca

na capacidade de abstracdo dos conceitos geométricos. Situacdes desenvolvidas via GeoGebra
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3D, favorecem a exploragdo de situacdes nestes diferentes niveis de desenvolvimento. Uma
mesma situacdo pode ser interpretada, compreendida e analisada de diferentes formas por um
aluno, dependendo da sua maturidade quanto ao conhecimento geomeétrico.

Considerando-se, por exemplo, um cubo construido via GeoGebra 3D, pode-se elencar
diferentes tratamentos de suas propriedades, que se relacionam com o0s niveis de

desenvolvimento geométrico em que se encontra o aluno, conforme o detalhamento feito na

Figura 7.
Figura 7 — Niveis de Compreensdo em Geometria Espacial
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Fonte: Elaborada pela autora.

Gutiérrez (1996) traz em sua obra a valorizacdo do raciocinio visual. Ele salienta que
devemos desenvolver e dar absoluta importancia as atividades matematicas visuais.

(DREYFUS, 1991 apud Gutiérrez, 1996). Também, em seus estudos, 0 autor expressa uma
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constante preocupagdo com as dificuldades na visualizagdo e compreensao de representacoes
de objetos espaciais.

Em todos os niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico a representagédo tem
papel crucial. Conforme Gutiérrez (1996), ela € um importante instrumento para expressar
conhecimentos e ideias geométricas. A representacao, seja ela verbal ou grafica, ajuda a criar
ou transformar imagens mentais e produzir o raciocinio visual.

Ainda quanto as representacdes de um objeto matematico, nossa pratica em sala de aula
tem mostrado a dificuldade de compreensdo de representacBes bidimensionais de objetos
tridimensionais. Gutiérrez (1996) ressalta que toda representagdo plana implica a perda de
alguma informacdo, cabendo a pessoa que recebe a representacdo recuperar 0 maximo de
informacBes perdidas. Além disso, salienta que nenhuma representacdo plana de objetos
espaciais € perfeita, sendo assim necessario que se trabalhe com as mais variadas representacoes
a fim de que o aluno perceba as regras de representacao correspondentes a cada tipo de registro.

O que se percebe em nossas escolas € que os livros didaticos trazem representacdes
essencialmente planas. Assim, para que o aluno compreenda a Geometria Espacial, exige-se do
aluno que interprete a figura plana criando um modelo de objeto tridimensional, e que a partir
deste modelo, muitas vezes existente apenas como imagem mental, 0 modelo torne-se o objeto

geométrico de estudo. Gutiérrez (1998) salienta que no ensino da Geometria Espacial,

[...] o processo de compreensdo do conceito subjacente a uma representacdo plana é

complicado porque consiste em duas etapas: 1) interpretacdo da figura plana para
torné-la um objeto tridimensional; 2) interpretacdo do objeto tridimensional (que
muitas vezes sé existe nas mentes dos alunos) para torna-lo o conceito geométrico a
ser estudado. Portanto, sempre que trabalhamos com objetos espaciais e nos vemos
obrigados a representa-los, levantamos um problema que tem a ver com a capacidade
de visualizacdo espacial dos alunos e sua habilidade para desenhar representaces
planas de objetos tridimensionais ou interpretar corretamente as representaces feitas
por outras pessoas. (GUTIERREZ, 1998, p.194-195, tradugéo da autora)

Contudo, a percepcdo das caracteristicas, aparentemente ocultas nas representacoes
planas, vem do desenvolvimento da percepcdo espacial e das habilidades visuais que o
individuo possui. Para tanto, € essencial que o0s sujeitos envolvidos no processo de
desenvolvimento de habilidades espaciais possam experimentar as variadas representacoes de
objetos 3D. Ou seja, segundo Gutiérrez (1996, apud Becker, 2009), torna-se fundamental
desenvolver habilidades que lhes permitam criar, mover, transformar e analisar imagens
mentais dos objetos 3D geradas a partir das informaces trazidas por uma representacao plana,
e, este tipo de atividade torna-se natural ao trabalhar situa¢Ges via um software como o
GeoGebra.
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Para Gutiérrez (1998), a capacidade de visualizacdo é o elemento chave deste problema.
Zimmermann e Cunningham (1991) definem visualizagdo como sendo um processo de
formacéo de imagens, seja mentalmente, com papel e lapis ou com o auxilio das tecnologias, e
também o processo de utilizacdo dessas imagens de forma a descobrir e compreender
propriedades geométricas. Dizem os autores que “Em matematica, a visualizagdo ndo ¢ um fim
em si, mas um meio para um fim, que é a compreensio” (ZIMMERMMAN &
CUNNINGHAM, 2001, p.3).

Para Gutiérrez (1996), a visualizacdo pode ser caracterizada como uma atividade de
raciocinio que utiliza elementos visuais ou espaciais, sejam eles mentais ou fisicos, com o
proposito de resolver problemas ou provar propriedades. Este autor destaca diferentes aspectos
que se fazem presentes quando a visualizacdo entra em jogo. Vamos ilustrar de que modo o
GeoGebra pode contribuir no desenvolvimento de habilidades que estdo relacionadas com estes
aspectos:

« imagens mentais: entendida como qualquer tipo de representacdo cognitiva de um

conceito matematico ou propriedade por meio de elementos visuais ou espaciais.

Entendemos que o GeoGebra 3D favorece a elaboracdo de imagens mentais

significativas e muito mais proximas da imagem real, quando comparada as

representacOes planas com as quais nos deparamos em livros didaticos. Isto se deve a

variedade de pontos de vista proporcionada via software pela ferramenta “Girar Janela

de Visualizacdo 3D, além da ja mencionada colegdo de “desenhos em movimento” que

enriquecem a imagem mental relativa ao objeto geométrico.

« representacOes externas: sdo quaisquer tipos de representacdo gréfica de conceitos
ou propriedades, incluindo fotos, desenhos, diagramas, etc., que ajudam a criar ou
transformar imagens mentais e desenvolver o raciocinio visual. No que diz respeito ao
GeoGebra 3D, podemos dizer que nele tem-se representacGes externas com

simultaneidade de registros de representacao.

e processos de visualizacao: é a acdo fisica ou mental que envolve imagens mentais.
Compreende a "interpretacdo visual das informagOes” para criar imagens mentais e
"interpretacdo de imagens mentais" para gerar informac6es. Entendemos que estas duas
acOes estdo presentes nos encaminhamentos feitos na parte experimental de nosso
estudo. O primeiro encaminhamento refere-se as situacfes em que o aluno interpreta e
analisa situacdes prontas (interpretacdo das informagbes — imagens mentais),

enriquecendo as imagens mentais que ja possui. O segundo diz respeito a situagcdes em
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que o aluno, a partir de um enunciado, deve construir a situagéo via software; isto exige
que a partir do registro discursivo o aluno crie uma imagem mental, para entdo avancar
na construcdo solicitada (interpretacdo de imagens mentais — informac6es). Esta é uma

atividade que exige raciocinios mais elaborados.

« habilidades de visualizacao: habilidades especificas que devem ser desenvolvidas
para a resolucdo de problemas geométricos, tais como: percepcao da figura, rotacao
mental, percepc¢do de posicdo e relacdo espacial e comparagdo visual. Os menus do
GeoGebra 3D provocam estas habilidades, através do olhar para o sélido sob varios
pontos de vista e da utilizacdo de ferramentas de transformacgdes geométricas (rotagéo,

translacdo e reflex&o) no espaco.

A Figura 8 apresenta o diagrama que representa o processo de visualizacdo quando se

resolve determinada tarefa.

Figura 8 — A visualizacdo na resolucdo de uma tarefa matematica

Interpretacdo
das Imagens
Mentais +
Habilidades

TAREFA

Representacdo
Externa

RESPOSTA

Representagéo
Externa

Interpretacéo
Visual das
Informacgdes +
Habilidades

Fonte: Tradugdo de Gutiérrez (1996).

O diagrama também ajuda a entender o processo de visualizagdo quando se faz uso do
GeoGebra 3D: o aluno recebe uma determinada tarefa (Ficha de Trabalho) que € interpretada,
por ele, usando uma representacdo dinamica externa do objeto geométrico (um objeto 3D na
tela do GeoGebra), apropriada para gerar uma imagem mental. A partir dessa primeira imagem
mental, o aluno inicia um processo de raciocinio visual ativando os conhecimentos e habilidades

que ja possui, podendo direcionar-se diretamente a resposta da tarefa ou, se houver a
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necessidade, gerando outras imagens mentais e representacdes externas antes de chegar a
resposta.

Se o processo de visualizagao esta voltado para a “interpretacao visual das informacdes™
e a criacdo de imagens mentais, o aluno recorre a representacdo externa recebida para, a partir
das habilidades que j& possui, elaborar/aprimorar suas imagens mentais. Se 0 processo esta
voltado para a "interpretacéo de imagens mentais" que véo gerar informacdes, o aluno partindo
da representacdo externa, discursiva por exemplo, deve gerar inicialmente uma imagem mental,
para entdo avancar na construcdo do objeto 3D e entdo ou direcionar-se a resolucdo da tarefa,
ou reformular suas imagens mentais.

Em suma, podemos dizer que Gutiérrez preocupa-se, em sua teoria, com a construcao
das imagens mentais de objetos tridimensionais. Esta construcdo, segundo o autor, esta
relacionada ao uso e compreensdo da diversidade de representacdes de um objeto matematico.

Assim, pode-se dizer que, para Gutiérrez, a constru¢cdo do pensamento espacial se
desenvolve conforme o diagrama ilustrado na Figura 9. Diferentemente do diagrama anterior,
que apresenta o processo de visualizacdo ativado em uma determinada tarefa, abaixo, se
esquematiza as ideias de Gutiérrez quanto ao desenvolvimento do pensamento geomeétrico,

baseado na interacdo entre imagens mentais e representagdes.

Figura 9 — Construcdo do Pensamento Geométrico para Gutiérrez
i =
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Fonte: Elaborado pela autora.

Salientamos, novamente, que apesar de muitos de seus estudos terem sido desenvolvidos
na década de 90, Gutiérrez traz a tona uma tematica que ainda € atual no ensino da Geometria

Espacial.



35

2.2.3 As Representacdes Semioticas e 0 GeoGebra 3D

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval tem sido uma das
principais referéncias de pesquisa quando tratamos das representacdes matematicas e sua
relacdo com a aprendizagem de conceitos matematicos.

A matematica trabalha com conceitos abstratos, com objetos que ndo sdo diretamente
acessiveis, dai a necessidade de mobilizar representacdes para sua apreensdo. (DUVAL, 2011).
Assim, “[...] Nao existe conhecimento matematico que possa ser mobilizado por uma pessoa,
sem o auxilio de uma representacdo.”. (DAMM, 2010, p. 169). Ou seja, a comunicacdo de ideias
é feita atraves de registros de representacdo tais como gréaficos, diagramas, esquemas, figuras
geométricas, escrita de nUmeros, escritas algébricas, etc. Contudo, Duval ressalta que o papel
destas representacdes vai além da comunicacao de ideias, destacando-as como essenciais para

o funcionamento cognitivo do aluno:

[...] consideram-se, geralmente, as representagdes semidticas como um simples meio

de exteriorizagcdo de representacbes mentais para fins de comunicagéo, quer dizer,
para torna-las visiveis ou acessiveis a outrem. Ora, este ponto de vista é enganoso. As
representacdes (semidticas) ndo sdo somente necessarias para fins de comunicacao,
elas sdo igualmente essenciais para as atividades cognitivas do pensamento.
(DUVAL, 1993, traducio MORETTI, 2012, p.269)

O autor também aponta que ha uma grande variedade de representacdes em matematica
e gue estas podem ser agrupadas em quatro grupos de registros: a lingua natural; as escritas
numéricas, algébricas ou formais; as representacées graficas e as figuras geométricas. Também,
indica que a compreensdo da atividade matematica exige a mobilizagdo simultanea de ao menos
dois registros de representacfo. Nos diz ele: “E a articulagdo dos registros que constitui uma
condicdo de acesso a compreensdo em matematica, e ndo o inverso, qual seja, o
“enclausuramento” de cada registro”. (DUVAL, 2003, p. 22). Ou seja, a compreensdo
matematica implica no transito de diversos registros e na coordenacdo de registros de
representacdo que se referem a um mesmo objeto matematico.

Uma forma geométrica, por exemplo, pode ser representada por sua definicdo formal
expressa em linguagem simbdlica, ou escrita ou por meio de desenhos. Cada uma destas
representacdes corresponde a um tipo de registro de representacdo. Mas é importante destacar
que nenhuma delas constitui plenamente o objeto matematico.

Pode-se dizer que a mobilizagéo cognitiva exigida pela Geometria exige a interagdo de

representacfes. Especialmente na Geometria Espacial, trabalha-se com trés registros de



36

representacdo: o registro na linguagem natural, o registro figural e o registro simbdlico
(numérico ou algébrico), ilustrados na Figura 10.

Figura 10 — Registros de representagdo em Geometria Espacial

PLANOS DISTINTOS PARALELOS: Dois planos distintos séo
paralelos se, e somente se, eles ndo tém ponto em comum. —  Registro em Lingua Natural
«
— Registro Figural
B
a//BeanpP=Yd - Registro Simbolico

Fonte: Elaborada pela autora.

Além disso, conforme Duval (apud Almouloud, 2003) na aprendizagem da Geometria
tem-se a presenca de trés tipos de habilidades: a visualizacdo, a construgdo e o raciocinio. Com
a visualizacdo o aluno examina o espa¢o; com a construcdo (usando régua, compasso,
softwares) ele elabora suas imagens mentais; com o raciocinio, ele estende o conhecimento a
prova e a demonstracdo das situacdes. Podemos dizer que além de favorecer a percepcao da
diversidade de registros, o software GeoGebra 3D proporciona ao aluno desenvolver tais
habilidades.

Dentre a variedade de registros de representacdo disponiveis, em Geometria, da-se
especial importancia ao registro figural. Conforme Duval, as figuras geométricas diferem-se de
outros tipos de representacao pelo fato de que “existem sempre varias maneiras de reconhecer
as formas e as unidades figurais, mesmo que o fato de reconhecer uma exclua a possibilidade
de reconhecer outras”. (DUVAL, 2011, p.86). Por unidades figurais, caracteristicas a cada
dimensao, entendem-se: 0s pontos (elementos 0D); as retas e curvas (elementos 1D); poligonos
e circulos (elementos 2D); ou ainda os cubos, piramides, cilindros, etc. (elementos 3D);
salientando que toda passagem de dimensdo implica um salto cognitivo consideravel.

E na sua obra de 2011 que Duval avanca no detalhamento do registro figural. Para ele
as figuras constituem um sistema semidtico proprio. As situagdes geométricas espaciais exigem
um olhar especifico, pois, muitas vezes, é preciso ver além do que se impde a primeira vista.
Ou seja, muitas vezes é necessario desconstruir dimensionalmente os objetos geométricos que

reconhecemos a primeira vista em outras formas ndo vistas de imediato, conforme ilustra a
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Figura 11. Na primeira colecdo de imagens (a esquerda), de imediato, o aluno pode interpretar
a representacdo como sendo em 2D (superposicdo de figuras planas) ou como sendo uma
representacdo em perspectiva de objeto 3D. O mesmo acontece na representacao da caixa, onde

0 veértice B pode ser visto como a intersec¢do de trés retas (2D) ou em perspectiva.

Figura 11 — Mobilidade ou Fixacdo da focalizacdo dimensional do olhar

gl

Cc

Reconhecimento imediato de unidades 2D no plano ouem  Conforme a intersecgao dos segmentos no ponto B
perspectiva. A Ultima figura, a direita, é visualmente instavel, ¢ vista vazada ou em relevo, a orientagao no Ies;a;:
porque ela pode ser vista em 3D ou em 2D (superposigao de de unidade visual 3D muda. E quando vemos c2 uma
unidades 2D). maneira, nao ¢ facil ver a outra.

Fonte: Duval (2011, p.93).

Outro aspecto importante que € tratado na teoria dos registros de representacdo de
Duval (2009) € a questao das transformacdes de registros. Dois sdo 0s tipos de transformacdes
- 0s tratamentos e as conversdes - e a Figura 12 traz exemplos ilustrativos no contexto da
Geometria Espacial. Primeiramente traz-se o exemplo de um tratamento, na qual o registro
planificacdo é transformado em registro objeto tridimensional, contudo sem sair do sistema de
representacdo figura/desenho. E abaixo tem-se um exemplo de conversdo: transposicdo do
registro lingua escrita para o registro figural, aqui temos dois registros diferentes, um externo

ao outro.

Figura 12 — Transformac0es entre representacdes semidticas na Geometria Espacial

F

TRATAMENTO

Cone Reto: quando o eixo do
cone é perpendicular a base, ou CONVERSAO
seja, quando a projecdo de seu
veértice na base circular coincide
com o centro da mesma.

Fonte: Elaborada pela autora.
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O tratamento acontece quando a transformacdo permanece em um mesmo sistema de
representacdo (relacionar um solido a sua planificacdo, como no exemplo), ou seja, as
representacdes sdo transformadas dentro das regras de um mesmo sistema de representacao
ampliando o conhecimento acerca do objeto. No caso da Geometria e, em particular, no caso
da Geometria Espacial, o tratamento no registro figural € uma transformacéo de fundamental
importancia, e os softwares de geometria dinamica favorecem a versatilidade em tais
tratamentos. Quanto ao uso de softwares no ensino e aprendizagem de Geometria, Duval (2011)

diz que:

[...] as representacBes que eles exibem sdo as mesmas que aquelas produzidas
graficamente no papel para uma apreensdo visual. Ver uma figura geométrica no
monitor ou vé-la no papel exige que nosso olhar faga a mesma desconstrugdo
dimensional [...], no entanto eles constituem um modo fenomenoldgico de produgéo
radicalmente novo, fundamentado na aceleracéo de tratamentos]...]. (DUVAL, 2011,
p. 137).

Ainda segundo o autor, o trabalho com softwares de geometria dindmica, tais como o
GeoGebra 3D, favorece a exploracdo da variedade de tratamentos de forma mais rapida e
precisa, quando comparada ao tradicional lapis e papel. A manipulacdo dos objetos 3D com o
recurso “arrastar” proporciona, de forma imediata, inimeras reconfiguragdes do objeto. Duval

valoriza tal recurso da geometria dinamica:

[...] a novidade fenomenol6gica mais espetacular se deve ao fato de que as
representacdes semidticas ndo discursivas tornam-se manipuldveis como objetos
reais. Podemos desloca-las, fazé-las rodar, ou estendé-las a partir de um ponto. Este
aspecto “dinamico” é apenas uma consequéncia da poténcia ilimitada do tratamento.
(DUVAL, 2011, p. 137).

No que segue vamos elencar alguns tratamentos do registro figural que podem ser feitos

via 0 GeoGebra 3D e vamos tomar o cubo como objeto 3D inicial.
1° Tratamento: Manipular/Girar objetos geométricos

Pode ser observado na imediata manipulagéo de objetos via ferramentas do GeoGebra

3D. As ferramentas % “Mover”, . “Girar Janela de Visualizagdo 3D” e . “Mover Janela
de Visualizagdo” permitem ao aluno modificar instantaneamente a posicdo de objetos
geométricos 2D e 3D, o ponto de vista de observacdo do objeto (inclusive de forma continua),
bem como manipular o objeto, aumentando/diminuindo comprimentos “arrastando” vértices,

por exemplo.



39

Figura 13 — Manipular/Girar objetos geométricos
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Fonte: Elaborada pela autora.

2° Tratamento: Construcdo de novos elementos geométricos

Referem-se aos tratamentos que correspondem a inclusdo de novos elementos
geomeétricos na figura/objeto original. Podem ser elementos fixos ou moéveis. Exemplos:
(a) Estaticos: Inserir diagonais, colorir arestas, determinar pontos médios, construir retas que
fazem uso de elementos do cubo, etc.
(b) Com Movimento: Inserir segmento AM sendo M movel. (Vemos na Figura 14(b), através

da ferramenta “Habilitar rastro”, algumas possiveis posi¢fes do segmento dependendo do
movimento de M).

Figura 14 — Construcdo de figuras agregando novos elementos

(b)

Fonte: Elaborada pela autora.

3° Tratamento: Planificacdo de Objetos Tridimensionais

Os solidos geométricos sdo formados pela unido de figuras planas que podem ser
identificadas e visualizadas, mais facilmente, através da sua planificacdo. Dependendo do

objeto 3D, a tarefa de planifica-lo pode tornar-se exaustiva. O GeoGebra 3D, através da
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ferramenta B “Planificagdo” permite planificar poliedros de forma rapida, inclusive podendo

animar a movimentacao que transforma a representagdo 2D em 3D e vice-versa.

Figura 15 — Planificagcdo de Objetos Tridimensionais

Fonte: Elaborada pela autora.

4° Tratamento: Transformagdes geométricas no espaco

As transformacgdes geométricas produzem diferentes tipos de tratamentos no registro
figural. A Figura 16 ilustra 0 menu de transformacdes no espaco, disponibilizado no GeoGebra
3D.

Figura 16 — Menu de Transformacdes no Espaco
asc | <p

Reflexao por Um Plano —

Reflexdo em Relagéo a uma Reta
Reflexdao em Relagéo a um Ponto
Girar em torno de Uma Reta
Translagdo por um Vetor

.° Homotetia

Fonte: Elaborada pela autora.

Ja na Figura 17 estéo ilustrados dois possiveis tratamentos de transformacédo — a rotacéo
do cubo em torno de eixo perpendicular ao plano que contém uma das faces e a reflexdo do

cubo em relagdo a um ponto no espago.
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Figura 17 — Possibilidades de transformacdes geomeétricas via GeoGebra 3D

Rotacéo de um cubo em relacdo a uma reta Reflexao de um cubo em relacdo a um ponto

Fonte: Elaborada pela autora.

5° Tratamento: Rotacdo de figuras planas no espago

Neste tratamento vamos obter sélidos de revolucao: aplica-se a forma poligonal fechada
uma rotacgdo de 360 graus em torno de eixo contido no plano determinado pela forma poligonal.
Com o recurso “Habilitar Rastro” do GeoGebra 3D, a forma gira deixando sua marca e isto

produz uma superficie de revolucdo. A Figura 18 ilustra este tratamento.

Figura 18 — Rotacgéo de figuras 2D gerando objetos 3D

Fonte: Elaborada pela autora.

Ja quando se trata da conversdo, segundo Duval (2003) existe a passagem de um registro
de representacdo para outro, conservando o mesmo objeto matematico. Elencamos abaixo duas

das conversdes gque sdo bastante utilizadas em Geometria.

12 Conversdo: Lingua Natural — Objeto 3D

A conversdo se realiza da linguagem discursiva (enunciado do problema ou defini¢édo

do objeto geomeétrico) a representacédo figural no GeoGebra 3D, ou vice-versa.
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Cabe salientar, que Duval (2003) enfatiza que a passagem da lingua natural para outra
representacéo, seja qual for o registro, requer um conjunto de operagdes, por vezes complexas.
Além disso, aponta que mesmo que a passagem de um registro para outro pareca natural, na
verdade é um grande desafio cognitivo, uma vez que na conversdao, 0s contetdos das

representagcdes ndo s&o 0s mesmos, apesar de representarem o mesmo objeto.

Figura 19 — Conversdo Lingua Natural — Objeto 3D

A seccdo meridiana de um cone

reto é a intersec¢do dele com um —>

plano que contém o seu eixo.

Registro Lingua Natural Registro Figural

Fonte: Elaborada pela autora.

2% Conversdo: Objeto 3D — Registro algébrico — Grafico cartesiano

No exemplo, ilustrado na Figura 20, temos o registro figural dindmico de um cilindro
azul com altura variavel. O primeiro passo da conversdo é do registro figural para o registro
algébrico, de forma a obter-se a funcéo que expressa o volume do cilindro em funcéo da altura
(sendo que a base tem area constante). O segundo passo da conversdo é do registro algébrico
para o registro grafico, que resulta entdo na reta que é o grafico da funcdo e que informa a

variagdo do volume do cilindro azul.

Figura 20 — Converséo Objeto 3D — Registro algébrico — Grafico cartesiano
Dado um cilindro de raio 4, que tipo de fungéo esboca o volume deste cilindro em fung&o da sua altura?

700

600
//

500 /

400
volume P,

300

- AB'h - 200

100

0 altura
0 2 4 [ 8 10 12

Registro Figural Registro Algébrico Registro Gréfico
Fonte: Elaborada pela autora.




43

Os diferentes tratamentos e conversdes utilizados em Geometria dependem de processos

cognitivos que Duval (2003) nomeia de apreensdes e estas podem ser classificadas como

sequencial, perceptiva, operatdria e discursiva.

A apreensao sequencial diz respeito a construcdo de uma figura geométrica. Ou seja,

ela é exigida em atividades de constru¢cdes geométricas ou na reproducdo de figura. Um

exemplo de tal situacdo esta na Figura 21.

Figura 21 — Atividade de apreensdo sequencial

Construa uma pirédmide reta de base quadrangular na janela 3D do GeoGebra.

Fonte: Elaborada pela autora.

Para realizar esta construcdo, € necessario elencar uma estratégia do

passo”:
- Construir a base quadrada;
- Determinar o ponto médio M do quadrado da base;
- Construir a reta perpendicular ao plano da base, passando por M;
- Criar o vértice da piramide sobre a reta perpendicular;

tipo “passo a

- Construir o sélido utilizando a ferramenta Piramide, selecionando nesta ordem, base quadrada e o vértice

oposto a base.

Ja a apreensdo perceptiva diz respeito a interpretacdo das formas de uma figura

geométrica que permite identificar ou reconhecer elementos geométricos em um dado objeto

geométrico. Tomando-se, por exemplo, a situacdo ilustrada na Figura 22, é a apreensdo

perceptiva que vai dar conta da identificacdo do triangulo retangulo que € resultante da

interseccdo do cone com um de seus planos meridianos.

Figura 22 — Atividade de apreensdo perceptiva

Fonte: Elaborada pela autora.
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J& na apreensdo discursiva, acontece a explicitacao de outras propriedades matematicas
da figura, além das que séo caracterizadas por uma legenda ou enunciado, e a articulagdo entre
desenho e os elementos discursivos. E bastante exigida em atividades de demonstragio, por
exemplo. Na Figura 23, temos um exemplo de atividade via GeoGebra 3D que privilegia a

apreenséo discursiva.

Figura 23 — Atividade de apreensao discursiva

Considere no cubo um plano de corte que gira em torno da reta determinada pelos pontos D e C

(aresta DC). Descreva as seccBes formadas pela interseccéo entre plano e cubo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Por fim, a apreensdo operatoria diz respeito as modificacdes possiveis de um registro
figural inicial e sua reorganizacdo. No problema apresentado na Figura 23 o plano é mével e
com isso temos modificacdes na forma da sec¢do transversal que € resultante da interseccdo do
plano com o cubo, conforme ilustra a Figura 24. A apreensao operatdria esta ligada a capacidade
de reorganizar as secc¢Oes formadas de acordo com a movimentacdo do plano de corte e de

reestruturar a percepcdo desta figura, estabelecendo relacdes e percebendo propriedades.

Figura 24 — Modificagdes do registro figural inicial

Fonte: Elaborada pela autora.

Duval, em sua obra, assim como Gutiérrez, também da destaque ao desenvolvimento da
visualizagdo no processo de desenvolvimento do pensamento geométrico. De acordo com
Duval (2003-2012), pode-se dizer que a visualizacdo e a representagdo séo dois constituintes

essenciais e intrinsecos a formagéo do pensamento geométrico e a fundamentagdo do pensar e
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aprender matematica. Além disso, ele destaca que o modo de pensar, visualizar e comunicar
matematica estéa diretamente ligada a utilizacdo de representacgdes.

Para Duval (2009) a visualizacdo é uma atividade cognitiva essencialmente semiotica,
pois se caracteriza com uma atividade de representacdo e ndo apenas de percepc¢édo do objeto.
Salienta ainda que ha uma diferenciacdo entre visdo e visualizagdo. Enquanto a visdo
proporciona acesso imediato ao objeto de estudo, a visualiza¢do fundamenta-se na producao de
uma representacdo semidtica, ja que envolve a organizacdo de relacGes entre as unidades
figurais que compdem o objeto.

Neste capitulo tivemos a intencdo de discutir o desenvolvimento do pensamento
geométrico a luz das teorias de Gutiérrez e Duval. O que se percebe é que as duas teorias se
interseccionam, na medida em que colocam a visualizacdo e a representacdo no centro deste
processo. Em consonancia com estas teorias que tratamos de explicitar o potencial do GeoGebra
3D no desenvolvimento de habilidades que participam dos raciocinios geométricos espaciais.
E é, sobretudo, o dialogo entre representacdes e imagens mentais que tratamos de evidenciar
neste capitulo tedrico - um dos pilares da proposta de ensino que vamos detalhar no préximo

capitulo.
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA E CONCEPCAO DA PROPOSTA DIDATICA

Conforme j& mencionado, a escolha do tema desta sequéncia didatica baseou-se em
minha atividade docente e, principalmente, nas dificuldades observadas durante a realizacao de
trabalho com Geometria Espacial no Ensino Médio. Minha vivéncia permite observar que
dentre as dificuldades enfrentadas pelos alunos, destaca-se aquela que diz respeito a
visualizacdo de objetos geométricos e a interpretacdo de representacdes bidimensionais de
objetos tridimensionais.

Deste modo, esta sequéncia didatica foi elaborada com a preocupacdo de desenvolver
habilidades espaciais e permitir ao aluno explorar diferentes representacdes de um objeto
geométrico 3D. Acreditando no potencial da tecnologia, a questdo norteadora deste estudo é:
de que forma o software de geometria dindmica GeoGebra pode contribuir no
desenvolvimento da habilidade de visualizacdo espacial e na melhor compreensdo de
conceitos relativos & Geometria Espacial?

Este capitulo traz a metodologia utilizada neste estudo e o detalhamento da sequéncia

didatica concebida para o0 experimento, acompanhada de analises a priori.

3.1 AENGENHARIA DIDATICA

A construcdo da sequéncia didatica toma como referéncia a Engenharia Didética. Esta
é uma metodologia de pesquisa que tem como objetivo investigar situacbes de aprendizagem.
Segundo Artigue (1996), é uma metodologia que se diferencia por atuar como “[...] um esquema
experimental baseado sobre “realizagdes didaticas” em sala de aula, isto €, sobre a concepgao,
a realizacdo, a observagdo e a analise de sequéncias de ensino. ”. Assim, a Engenharia Didatica
compreende quatro fases: a 12 fase, das analises preliminares; a 22 fase, da concepcdo e da
andlise a priori; a 3? fase, da experimentacdo; e a 42 e Ultima fase, da anélise a posteriori e
validacao.

Na 12 fase trata-se do quadro tedrico/didatico e de conhecimentos especificos que dizem
respeito ao tema de pesquisa; neste trabalho, tratamos disso no Capitulo 2. Nesta analise
preliminar consideramos aspectos teoricos, dificuldades e obstaculos que se apresentam na
aprendizagem da Geometria Espacial.

Na segunda fase (concepgao e analises a priori), além da apresentacdo da proposta de

ensino, sao detalhadas as expectativas do professor quanto a aprendizagem dos alunos; procura-
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se prever comportamentos frente as situacfes propostas e € enunciada a hipdtese a ser validada.
Esta fase da metodologia sera detalhada neste capitulo.

Na 32 fase tem-se a experimentacdo. Nela deve-se caracterizar o ambiente de pesquisa,
0s sujeitos envolvidos e o desenrolar da experiéncia. Por fim, na 42 e tltima fase da metodologia,
0 pesquisador procede com uma andlise do processo de aprendizagem dos alunos — as analises
aposteriori - e faz o confronto entre anélises a priori e analises a posteriori, visando a validagdo

das suas hipdteses. Estes aspectos serdo tratados no Capitulo 4.

3.2 A CONCEPCAO DA PROPOSTA E ANALISES A PRIORI

Inicialmente, é necessario esclarecer que as atividades aqui propostas serdo aplicadas de
forma concomitante ao estudo dos conceitos da Geometria Espacial. Assim, 0s conceitos e
nomenclaturas especificas do conteldo serdo construidos no decorrer da proposta.

A sequéncia didatica é composta de 5 encontros, programados para 10 horas—aula. As
atividades envolvem diferentes competéncias quanto ao conhecimento em Geometria Espacial;
procura-se sempre desenvolver os conceitos através do dinamismo e do potencial de
visualizacdo espacial que se tem no software GeoGebra 5.0.

Para cada encontro esta prevista uma Ficha de Trabalho, com orientacGes basicas para
a realizacdo das atividades no Laboratorio de Informética. Ao final de cada encontro serdo
coletadas estas Fichas de Trabalho, bem como os arquivos das construcdes realizadas pelos
alunos.

Abaixo, no Quadro 1, se encontra o planejamento das atividades previstas para cada

encontro.
Quadro 1 — Planejamento das Atividades
(continua)
Duracdo | Atividades | Objetivos
Encontrol | 1h/aula 1 - Reconhecer as posicGes relativas entre retas e entre retas e

planos.

- Identificar arestas, vértices e faces contidos em um plano.

- Reconhecer interseccdes entre faces.

- Aplicar conceitos da Geometria de posicéo.

- Familiarizar-se com as ferramentas do software GeoGebra 3D;
Encontro2 | 2h/aula 2e3 - Compreender o conceito de seccéo.

- Visualizar e identificar sec¢des planas no cubo, dados 3 pontos
do plano de corte.

- Desenvolver a habilidade de visualizacdo das seccGes formadas
por um plano de corte mével.

Encontro3 | 2 h/aula 4e5 - Visualizar sélidos de revolugdo gerados por figuras planas
girando em torno de um dos seus lados.

- Compreender o conceito de rotacdo no plano e no espago.
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(concluséo)
Encontro4 | 2 h/aula 6,7e8 - Explorar e compreender o conceito de inscrigao de sélidos.

Encontro5 | 3h/aula 9e10 - Explorar o conceito de area e volume de forma dinamica e
investigativa.

- Compreender as variaveis dependentes e independentes nas
funcdes de area e volume de objetos espaciais.

Fonte: Elaborado pela autora.

No desenrolar da sequéncia didatica os alunos vao trabalhar em duplas, de modo a
favorecer atroca de ideias e o levantamento de conjecturas. O papel da professora/pesquisadora,
autora deste estudo, serd de mediadora; isto significa que a professora fard questionamentos,
mas concederd ao aluno um papel ativo no seu processo de aprendizagem.

Tendo como fundamentacdo a Teoria das Representacdes Semioticas de Duval,
procurou-se propor atividades envolvendo: construgdes geométricas, com conversdo do registro
discursivo ao figural e formulagéo de registros escritos; e, o0 entendimento de enunciados além
de resolucdo de problemas, nas quais ha necessidade de tratamentos e conversdes. Também
foram contempladas nas atividades situagOes para o desenvolvimento de imagens mentais
através da mobilizacdo de habilidades visuais e representacfes externas, condicdo essencial
para o desenvolvimento do pensamento geométrico segundo Gutiérrez (1996).

No que segue, traz-se a andlise a priori de cada encontro, bem como as intervengdes
previstas para o professor. Lembramos que é nesta etapa da metodologia da Engenharia
Didatica que se expde as expectativas do professor quanto ao processo de ensino e
aprendizagem.

O material se organiza da seguinte forma: inicialmente apresentamos a atividade
prevista para o encontro, tal qual serd apresentada aos alunos, e também a analise a priori; em
seguida, trazemos informac6es sobre a intervencdo do professor. Também é importante
esclarecer que nas atividades tem-se sempre, no final, alguns “Exercicios” que sao tipicos nos
livros escolares e nas questdes de vestibular. A parte inicial da atividade é provocativa quanto
ao desenvolvimento de habilidades para visualizacdo espacial; ja os exercicios servem,
sobretudo, para obtencdo de indicadores de desenvoltura do pensamento geométrico espacial.
Sempre que na atividade é feita referéncia ao uso de arquivo do GeoGebra tem-se, junto com a

Ficha de Trabalho, uma imagem da tela do GeoGebra, correspondente a atividade.



3.2.1 Encontro1

Figura 25 — Ficha de Trabalho 1 (1 h/a)
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EXPLORANDO O CUBO
ATIVIDADE 1:
A
* B
>
D
' C
*
E
. F
£
H
$ G

Rotacione o sélido e, utilizando as movimentacgdes necessarias, siga as orientacfes abaixo:

a) Pinte de verde as arestas paralelas a aresta CD.

b) Que faces contém o vértice B? Pinte-as de azul.

¢) Construa em laranja uma reta perpendicular a face ADHE passando pelo centro desta face.
d) Marque em vermelho, se houver, a intersec¢do entre BCGF e CDHG.

Construa um cubo na janela 3D do GeoGebra e nomeie os vértices do cubo de acordo com a figura acima.

e) Construa em amarelo uma reta paralela ao plano EFGH e que ndo contém nenhuma aresta do cubo.

Fonte: Elaborada pela autora.

- Analise a priori

A atividade 1 tem como finalidade a aplicacdo de conceitos da Geometria de posi¢éo,

tais como: posicdes relativas entre planos, posicdes relativas entre retas e também, entre retas

e planos. Para esta atividade, os alunos sdo exigidos a utilizar conceitos de paralelismo e

perpendicularismo entre os componentes do cubo. Ainda, devem compreender quais

componentes do cubo estdo contidas em um determinado plano e se existem intersec¢des entre

faces do solido. Ou seja, € uma atividade que exige a mobilizacao de habilidades de visualizacédo

acerca da representacdo do cubo.

O cubo foi escolhido pois € um objeto tridimensional basico e com caracteristicas

facilmente perceptiveis, com as quais os alunos tem maior familiaridade, além de explorar

posicdes relativas de facil visualizagdo. Esta atividade tem caracteristicas mais estaticas,

(proprias da apreensdo sequencial) com relacdo as outras atividades da sequéncia, pois consiste

em um momento de familiarizacdo com as ferramentas e com a linguagem do GeoGebra 3D
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- Intervengéo da professora

Para esta atividade a professora deve intervir no sentido de esclarecer os conceitos
fundamentais da geometria de posicdo. Assim, através de exploracdo de situacdes via
GeoGebra, serdo discutidos os conceitos de posicdes relativas (paralelismo, concorréncia e
perpendicularismo) entre retas, entre planos, e entre retas e planos.

Também é preciso garantir que o aluno conheca as caracteristicas basicas de cada
ferramenta disponivel no GeoGebra 3D. E preciso que a professora faca uma apresentacio dos
principais recursos, pois esta familiarizacdo da autonomia ao aluno na realizagéo das atividades
e na mobilizacdo de ferramentas que estejam de acordo com suas estratégias de resolugéo.

Assim sendo, serdo apresentadas as ferramentas disponiveis nas janelas 2D e 3D,
essenciais para as atividades propostas. Nesta atividade, damos destaque especial a ferramenta
“Girar Janela de Visualizagdo 3D”, pois ela proporciona diferentes pontos de vista dos objetos
geométricos envolvidos.

Ainda nesse momento inicial, a professora precisa acordar com os alunos que as figuras
construidas no software devem ter seus principios geométricos preservados. Por exemplo, ao
construir um retangulo, deve ser garantido que os lados sejam paralelos dois a dois e que todos
os angulos sejam retos. Pode-se explorar inicialmente a construgcdo de poligonos regulares,
retdngulos e triangulos retangulos, figuras que compdem a sequéncia didatica em atividades

posteriores.
3.2.2 Encontro 2

Figura 26 — Ficha de Trabalho 2 (2 h/a)
CORTANDO O CUBO

ATIVIDADE 2:

“Secgdo é a figura plana resultante da intersecgio entre um plano e o cubo. ”
Que seccéo é obtida quando cortamos um cubo pelo plano dado pelos pontos indicados:

a) pontos médios dos segmentos AD, EH e FG. 3 R
b) vértices D, F e H. * E
c) vértice D e pelos pontos médios dos segmentos EF e FG.

d) pontos médios dos segmentos EF, FG e BF.

e) pontos médios dos segmentos AE, FG e BF. D

f) pontos médios de EH, GH e AB. A

g) pontos médios das arestas AE e CG e pelo vértice B. '
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h) Construa um ponto | na aresta EF; construa o plano determinado pelos pontos A, D e I. Construa a
interseccdo deste plano com o cubo, observe e descreva a seccdo formada, movimentando o ponto I.

(Obs.: o recurso “Vista 2D do plano de corte ajuda na visualizag¢do da sec¢do)

Exercicio:
Calcule a area da seccdo dada pelo plano criado no exercicio (h), quando | é o ponto médio da aresta

EF. Considere que o segmento EF mede 2cm.

ATIVIDADE 3: Abra o arquivo seccdo cubo 1.ggb:

MOVIMENTE OS PONTOS VERMELHOS

Na animacéo, trés pontos determinam um plano que intersecta o
cubo. Movimente os pontos e analise os tipos de sec¢io que podemos
obter. Desenhe abaixo todas as sec¢Bes possiveis e nomeie-as,

descrevendo as caracteristicas de cada situagdo (quando cada uma

acontece).

Exercicio:

Descreva as propriedades da seccao de maior rea e calcule essa area se o cubo tem aresta 1cm?

Fonte: Elaborada pela autora.

- Analise a priori

A determinacéo de secc¢des planas de um cubo baseia-se em axiomas e propriedades da
Geometria Euclidiana Espacial. Alguns dos axiomas s&o: dois pontos determinam uma reta;
trés pontos ndo colineares determinam um plano. Algumas das propriedades sdo: uma reta com
dois pontos comuns em um plano esta contida nesse plano; um plano secante a dois planos
paralelos entre si, intersecta-os segundo retas paralelas.

Na Ficha de Trabalho 2, o aluno precisa mobilizar a habilidade de visualizar objetos
tridimensionais e de identificar as seccGes geradas a partir de planos de corte. O cubo é um
poliedro simples que permite explorar uma diversidade de secGes transversais. Mas mesmo
nesta situacdo simples, a construcdo de imagens mentais correspondentes a figuras planas
produzidas pela secgdo exige uma forte mobilizag&o da habilidade de visualizagéo espacial.

Para analisar este tipo de problema, envolvendo as sec¢des de um cubo, o aluno precisa
compreender as relacOes estabelecidas entre as figuras e suas representagfes, bem como
entender a perda de informacdo que se tem nas representacdes planas dos objetos 3D.
Apostamos que o software contribui para diminuir as dificuldades que se apresentam na
visualizacdo destas seccdes, pois a manipulagdo dindmica junto com movimentos de rotacdo

espacial, oferece diferentes pontos de vista para o objeto 3D.
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Tanto na Atividade 2 quanto na Atividade 3, que utilizam da apreensdo sequencial
(passo a passo a ser executado) e perceptiva (via percepcao e interpretacdo das secgdes), sdo
tratadas as intersec¢des geradas a partir de planos de corte. Em especifico, nas Atividade 2(h)
e 3 (Apéndice B), estas interseccOes sdo geradas pela movimentacdo de um plano de corte
movel e aqui tem-se exigéncias caracteristicas da apreensao operatoria, pois € necessario que o
aluno reorganize a figura inicial de acordo com as mudancas de posigédo deste plano.

Diferentes séo as figuras planas resultantes da intersec¢éo de um plano com o cubo. Se
o plano intersecciona exatamente trés faces do cubo, teremos seccdes triangulares, conforme

ilustra a Figura 27.

Figura 27 — Seccdes triangulares dado plano de corte que intersecta trés faces do cubo

. o .
hd B .

TRIANGULO EQUILATERO: Plano TRIANGULO TRIANGULO

perpendicular a diagonal do cubo. O plano
de corte é paralelo a duas diagonais faciais
do cubo, concorrentes no mesmo vértice.

ISOSCELES: O plano de
corte é paralelo a uma
diagonal facial.

ESCALENO: O plano néo é
paralelo a nenhuma
diagonal facial.

Fonte: Elaborada pela autora.

Se o plano de corte intersecciona quatro faces do cubo, teremos seccdes que sdo do tipo

quadrilatero, conforme ilustra a Figura 28.

Figura 28 — Secc¢des em forma de quadrilateros

,,

RETANGULO: O
plano de corte

QUADRADO:
O plano é

PARALELOGRAMO:

O plano de corte

TRAPEZIO: O
plano de corte

LOSANGO: O
plano de corte

paralelo a uma
face do cubo.

intersecta quatro
faces e é paralelo a
uma aresta do cubo.

intersecta quatro faces,
paralelas duas a duas.

intersecta (apenas)
duas faces
paralelas do cubo.

contém uma
diagonal
espacial.

Fonte: Elaborada pela autora.

E ainda temos 0s casos em gue o plano intersecta cinco ou seis arestas do cubo, gerando

pentagonos e hexagonos, como ilustra a Figura 29.
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Figura 29 — Secc¢des pentagonais e hexagonais

—

PENTAGONO O plano de HEXAGONO O plano de HEXAGONO REGULAR

corte intersecta cinco faces | corte intersecta seis faces do | O plano de corte passa nos

sendo duas faces paralelas cubo sendo duas faces pontos médios das arestas
(pelo menos). paralelas (pelo menos). do cubo.

Fonte: Elaborada pela autora.

A atividade explora uma diversidade de secg¢des, algumas de facil visualizacao, outras
nem tanto. Através da manipulacdo de pontos e planos, espera-se que o aluno visualize as
seccOes, de forma mais clara e dindmica. Esta atividade exige uma constante conversao entre
representacdes discursivas e figurais, bem como tratamentos do registro figural (inclusdo de
elementos e manipulacdo do cubo).

Além disso, as atividades propostas atuam nos dois encaminhamentos descritos por
Gravina (2001) ao agir em um ambiente de Geometria Dindmica - a construgao de situagoes e

a exploracgdo de situacoes.

- Intervengéo da professora

A Ficha de Trabalho proposta para a Atividade 2 indica uma abordagem inicial sobre o
conceito de seccdo gerada através de plano de corte. Além disso, alguns axiomas e propriedades
da Geometria devem estar claros para o aluno, conforme ja mencionado.

Também, é preciso considerar que os alunos ndo estdo acostumados a trabalhar com o
conceito de seccdo. Assim, talvez seja necessario esclarecer como o plano de corte, dado por
trés pontos contidos nas arestas do cubo, gera uma seccao plana, como ilustra a Figura 30.

Figura 30 — Pontos H, I e J que originam a sec¢éo

H
-
G
E L
I
F
| [ ]
:
!
D
s G
& | lq .
. B
-

Fonte: Elaborada pela autora.



54

A reta que passa por IJ estd contida no plano da base ABCD. Como a reta IJ ndo é
paralela ao plano CDGH temos a sua intersec¢do com a reta DC em K, como ilustra a figura
abaixo. Ja a reta HK € concorrente em CG no ponto L. De maneira andloga, demarcaremos as

linhas que determinam o ponto N.

Figura 31 — Retas que delimitam o poligono gerado na sec¢ao

G
E L ]
) - F
| e
[
[}
o | ---. G
- J’,,’_>OK<"' K
//0—— B
L

Fonte: Elaborada pela autora.

Teremos assim a interseccdo HLJIN que gera uma seccao pentagonal, como ilustrado
na Figura 32. O raciocinio utilizado para a determinacao desta seccdo pode nao ser trivial para
o aluno, ainda mais quando o conceito é pouco trabalhado dentro da Geometria Espacial.

Figura 32 — Secgéo formada a partirde H, 1 e J

Fonte: Elaborada pela autora.

Também é necessario que a professora analise em conjunto com os alunos as possiveis

seccOes formadas, retomando inclusive os calculos de areas das figuras planas geradas neste

processo.
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3.2.3 Encontro 3

Figura 33 — Ficha de Trabalho 3 (2 h/a)
SOLIDOS DE REVOLUCAO

“Solidos de revolugéo sdo gerados pela rotagdo de uma forma plana, chamada forma geratriz, ao redor

de um eixo. S&o formados pelo conjunto de posicdes sucessivas que a forma geratriz ocupa no espago.”

ATIVIDADE 4:
Que solido é gerado pela rotagéo das figuras abaixo ao redor de um dos eixos coordenados? (Construa
cada situacéo no plano XOZ ou XOY do GeoGebra 3D e movimente-a em torno do eixo sob o qual foi

construida).

B
a LC b)

ATIVIDADE 5:
5.1 A partir de figuras planas crie os solidos de revolugdo abaixo:

c) I d)

.,
e
8
[
&
B

1.

e)

5.2 Para cada s6lido identifique a figura geratriz e qual o eixo de rotacéo escolhido.

Exercicio:
f)  Usando revolugdo de figuras planas no espaco, construa um cilindro e um cone inscrito.
g) Sabendo que o retdngulo que origina o cilindro tem dimensdes 3 e 4 c¢cm., calcule a

geratriz e a area lateral do cone inscrito.

Fonte: Elaborada pela autora.

- Analise a priori

Em geral, os solidos de revolugdo sdo pouco explorados no Ensino Médio e assim o
aluno desconhece o significado do termo. Os livros didaticos de Ensino Médio exploram de
modo superficial este assunto; € um conceito que aparece brevemente na defini¢cdo de corpos
redondos (cone, cilindro e esfera). Para que os alunos compreendam a ideia do que é um solido
de revolucdo, inicialmente serd feita uma atividade de descoberta com a exploracdo do

movimento de rotagdo no plano e no espaco.
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Um solido de revolugédo é obtido pela rotacdo de uma regido plana em torno de uma
reta que estd no mesmo plano da regido. Acreditamos que o dinamismo do software pode
favorecer o entendimento deste tipo de sélido; os alunos podem manipular a regido plana
geradora e eixo de revolucdo, e também mudar de ponto de vista para observar o sélido. Tem-
se nesta atividade a necessidade de conversdes de registro figura para registro discursivo;
também, tem-se a necessidade de tratamentos do registro figura que fazem uso de
transformacdes geométricas. Além disso, prioriza-se 0s dois aspectos presentes no processo de
visualizacdo, descritos por Gutiérrez (1992) — a "interpretacdo visual das informacgdes"” para

criar imagens mentais e "interpretacéo de imagens mentais" para gerar informagdes.

- Intervencao da professora

Nesta atividade a professora deve mediar as construcfes via software, orientando o
aluno no sentido de analisar como as janelas 2D e 3D se relacionam. Além disso, a professora
precisa tratar do conceito de rotagéo (transformacgéo no espaco e no plano) e explicar como se
utiliza a correspondente ferramenta do GeoGebra 3D. Ainda serd necessario explorar o uso da
ferramenta “Controle Deslizante”, que possibilita animar o angulo de rotagdo da figura plana
em torno do eixo escolhido.

Também é necessario explorar a area de um setor circular, pois o exercicio final exige
que se calcule a éarea lateral de um cone inscrito em um cilindro; também devem ser tratados 0s

elementos basicos do cone e do cilindro, tais como raio da base, altura e geratriz.

3.2.4 Encontro 4

Figura 34 — Ficha de Trabalho 4 (2h/a)
SOLIDOS INSCRITOS

ATIVIDADE 6: ESFERA INSCRITA NO CILINDRO
- Construa um circulo na janela 2D;
- Na janela 3D, construa uma reta perpendicular ao plano da base passando pelo centro do circulo.
- Utilize esse circulo e esta reta como base para criar um cilindro reto;

- Em seguida, construa uma esfera inscrita neste cilindro.

Exercicio: Se a base do cilindro tem raio 2cm:
1) Qual seré o raio da esfera?
2) Qual sera a altura do cilindro?

3) Qualquer cilindro pode ser circunscrito a uma esfera? Por qué?




ATIVIDADE 7: CILINDRO E ESFERA COM PLANO DE CORTE MOVEL
- Em seguida, construa um plano mével paralelo & base do cilindro, conforme ilustra a figura abaixo.
- Interseccione o plano com a esfera e pinte o circulo de interseccédo de vermelho.
- Movimente o plano e analise a variacdo da area do circulo de interseccdo. Descreva esta variacao

com suas palavras.

Exercicio: Ainda considerando que o cilindro tem raio 2cm:
4) Qual sera a area do circulo maximo?
5) Qual a area do circulo quando a distancia entre a base do cilindro e o plano de corte é 1?

® Dica: Construa o tridngulo retédngulo que tem hipotenusa

igual ao raio da esfera.

ATIVIDADE 8: ESFERA INSCRITA NO CONE
1. Construa um circulo na janela 2D;
2. Da mesma forma que no exercicio anterior, utilize
esse circulo como base para criar um cone reto.
3. Construa um plano meridiano deste cone, / s
interseccione este plano com o cone e exiba sua vista 2d. w
4. Para inscrever uma esfera no cone, é interessante I
usar a Vista 2D do plano meridiano. Construa no plano meridiano um circulo inscrito no triangulo.
Dica: Para construir o centro do circulo utilize a ferramenta Bissetriz de um angulo.
5. Tendo o centro do circulo, construa a esfera inscrita neste cone reto.
6. Movimente a sua construgdo de forma a “enxergar” dois circulos concéntricos e desenhe essa
situacdo, identificando qual o ponto de vista utilizado.
7. Como fazer para que a distancia entre estes dois circulos diminua? Movimente o raio e a altura

e descreva o procedimento usado.

Exercicio:
a) Dado um cone de revolucao gerado por um triangulo retangulo de catetos 6 e 8cm, calcule o raio

da esfera inscrita neste cone. (Sugestao: o arquivo construido pode auxiliar na solu¢do)

-

b) Se os raios do cone e da esfera tém, respectivamente, 2 e 1cm, qual serd a altura do cone?

Fonte: Elaborada pela autora.
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- Analise a priori

Com frequéncia nos deparamos com exercicios de vestibulares ou mesmo do livro
didatico que envolvem a inscricdo de solidos. Contudo, as caracteristicas e propriedades
geométricas presentes nestas construcdes sdo geralmente pouco exploradas na escola. O que se
propde nesta atividade é a construcdo de uma esfera inscrita em dois s6lidos geométricos. Esta
construcdo permite simulacdes e analises das propriedades dos sélidos inscritos através do uso
de ferramentas do software. Novamente apostamos que os recursos do software podem facilitar
a compreensdo das situacfes espaciais, no que diz respeito a visualizacdo e a percepcao de
propriedades.

No caso da esfera inscrita no cilindro, objetivo da Atividade 6, é preciso considerar que
ela tangencia as duas bases circulares do cilindro e também a sua superficie lateral. Assim, as
medidas do raio e da altura do cilindro sdo iguais, respectivamente, a r e 2r, ou seja, o cilindro

deve ser do tipo equilatero.

Figura 35 — Esfera inscrita no cilindro

L

h=2r

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Atividade 7, complementar a atividade anterior, propde-se analisar a variacdo da
area de intersec¢do formada entre um plano movel paralelo a base do cilindro e a esfera.
Acreditamos que a manipulacdo via software favorecerd a visualizacdo desta situacdo,
permitindo ao aluno considera-la sob diferentes pontos de vista.

Jano caso da esfera inscrita em um cone, proposta da Atividade 8, é importante observar
que a esfera tangencia a base do cone no seu centro e é tangente as geratrizes do cone na sua
superficie lateral. Considerando-se uma esfera de raio r inscrita em um cone de raio R e altura
h, e sendo g a medida da geratriz do cone, podemos, por meio de uma semelhanca de triangulos,
estabelecer a igualdade de raz0es descrita em (1).

E 1)
)

r
R
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Figura 36 — Esfera inscrita no cone

Fonte: Elaborada pela autora.

Nossos alunos estdo pouco acostumados a pensar este tipo de situacdo e a analisar as
caracteristicas geométricas envolvidas quando se inscreve um solido em outro. As Atividades
6 e 7, mais simples, tem o objetivo de familiarizar o aluno com a ideia de inscri¢do de solidos
geométricos. Elas também preparam o aluno para a Atividade 8, que envolve conceitos
geométricos mais elaborados tais como a semelhancga de triangulos.

Novamente temos para este encontro exigéncias quanto as quatro apreensdes descritas
por Duval (sequencial, perceptiva, discursiva e operatoria). A apreensao sequencial € exigida
quando o aluno executa o “passo a passo” para que a constru¢io seja realizada; a apreensdo
perceptiva, no momento em que ele interpreta e analisa a situacdo geométrica; a apreensdo
discursiva, quando relaciona o registro discursivo e figural; e a operatédria, quando provoca
modificacdes na construcdo inicial reorganizando a percepcao inicial do objeto geométrico e
identificando propriedades.

Além disso, a atividade exige tratamentos diferenciados do registro figural, tais como o
uso do plano de corte 2D.

- Intervencao da professora

Para esta atividade a professora deve familiarizar o aluno com o conceito de inscri¢éo e
circunscricdo de sélidos geométricos. Este € um assunto pouco discutido na escola,
principalmente quando se trata das propriedades geométricas caracteristicas a cada tipo de
inscricdo. Para tanto, a professora deve mediar a discussdo das singularidades envolvidas,
provocando o aluno a perceber quais séo as principais particularidades matematicas em cada
situacao.

Faz-se necessario retomar os critérios de semelhanca de tridngulos e os elementos

basicos no estudo da esfera, do cilindro e do cone. Além disso, a professora deve explorar
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novamente a interacéo entre as janelas 2D e 3D disponibilizada no GeoGebra e discutir sobre
as estratégias para “fixar” o raio da esfera de modo que ela permanega inscrita, independente

de modificacBes/movimentacgdes.

3.2.5 Encontro5

Figura 37 — Ficha de Trabalho 5 (3h/a)

AREAS, VOLUMES E FUNCOES

ATIVIDADE 9

a) Construa um plano de corte com movimento que produza a seguinte sequéncia de sec¢Bes no cubo.

(Obs.: no inicio e no final do movimento a secg&o é um triangulo equilatero)

H
-

b) Como vocé realizou esta constru¢ao? Descreva 0s passos utilizados.
¢) Como séo as formas das seccdes formadas? Descreva-as.

d) Em algum momento a seccdo ndo é um poligono regular? Quando? llustre essa situagdo e

descreva em que momento isto acontece.
e) Como é a variacdo da area da seccdo, conforme a sec¢do se afasta do vértice F do cubo?
f) Exibaavista 2D do plano de corte e determine qual a sec¢ao de maior &rea e quando isto acontece.

g) Construa o gréfico que representa a variacdo da area das sec¢des. Apds, analise se a sua resposta

para o item f corresponde ao encontrado.

Exercicio:
Sabendo que o a aresta do cubo mede 1cm:
h) Calcule a area da sec¢do que corresponde ao maior triangulo equilatero formado.
i) Calcule a area da seccao quando ela é o hexagono regular formado por pontos médios das

arestas.
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ATIVIDADE 10
Abra o arquivo CAIXA DE VOLUME MAXIMO.qgb:

30

251 Movimente o controle 'a’:

20—
MOVER
15 *

10 ;

Om
1
[@)]

10 15 20 25 30 35 40

a) Modifique o tamanho do corte através do seletor “a”. Observe que o valor da medida do corte é 0

mesmo valor de “a”. O que ocorre com as dimensdes da base e da altura da caixa quando muda o

ITD

valor de “a”7
b) Como se comporta o volume da caixa conforme muda o tamanho do corte?

b.1) Se o corte for grande, como sera a forma da caixa resultante? O seu volume sera grande ou
pequeno?

b.2) Se o corte for pequeno, como sera a forma da caixa resultante? O seu volume sera grande ou
pequeno?

¢) Utilizando o mesmo procedimento usado na Parte 1, faca o gréfico que representa o volume da
caixa em fungdo da medida “a” de corte. Compare o gréafico obtido com a resposta dada no item
b). As informacGes dos itens b) estdo de acordo com o gréafico?

d) Vocé consegue determinar qual o tamanho do corte “a” quando a caixa tem volume maximo? Se

sim, qual?

Exercicio:

e) Sea=7 qual o volume da caixa?

f)  Escreva uma sentenca matematica que expresse o volume da caixa construida em funcdo do

tamanho “a” do corte efetuado.

g) Se o volume da caixa é 576cm?3 qual o tamanho do corte “a

Fonte: Elaborada pela autora.
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- Analise a priori

Em geral, os conceitos matematicos podem ser abordados na educagdo bésica de
diferentes formas. Existem abordagens que se baseiam em formulas e calculos, que pouco
contemplam a compreensdo do significado de determinado conceito. Se observarmos a
abordagem do conceito de &rea e volume em alguns livros didaticos do ensino médio,
perceberemos que o foco estd na apresentacdo de formulas para o célculo de areas e volumes
de sélidos e na proposta de uma série de exercicios que exigem uma simples aplicacdo destas
formulas. As propriedades geométricas sao apresentadas como “fatos dados”. Nao se percebe a
intencdo de explorar as relagcBes que existem entre 0s objetos geométricos e de buscar
argumentos que expliquem o porqué dessas relacoes.

As atividades aqui propostas pretendem explorar os conceitos de volume e area de forma
mais investigativa, buscando a compreensdo da relacdo de dependéncia que existe entre 0s
componentes de um sélido, sua area e seu volume.

Na Atividade 9 é retomado o conceito de sec¢do via plano de corte. E oferecida aos
alunos uma sequéncia de sec¢des geradas por um unico plano de corte mével e fica o desafio
para as duplas de reproduzir esta situacdo a fim de gerar as sec¢des apresentadas. Deste modo,
cabe ao aluno “interpretar as imagens para gerar informagdes”, conforme Gutiérrez (1996), de
modo a conseguir uma imagem mental adequada a reproducao da situacdo desejada.

Nesta situacdo a sec¢do é dada pelo plano perpendicular a diagonal do cubo e pode
assumir formas bastante diversas, conforme ja tratado. Além disso, o aluno deve ser capaz de
analisar as areas das sec¢Oes obtidas e representar a funcdo correspondente a area destas seccoes
com relacdo a posi¢cdo do ponto mover sobre a diagonal do cubo.

J& na Atividade 10, o raciocinio é similar ao utilizado na etapa anterior. O aluno precisa
identificar quais sdo as variaveis independente e dependente para estabelecer o volume de uma
caixa em forma de paralelepipedo em funcdo do corte da aba desta caixa. Além disso, deve
esbocar sua funcdo e analisar qualitativamente os resultados obtidos, percebendo méaximos e
minimos da funcao.

Temos assim um problema de volume méaximo que depende da medida “a” da aba da
caixa (sendo que “a” varia entre 0 e 10). O aluno precisa observar que a medida em que “a”
varia, o volume também varia, isto €, o volume da caixa depende da variavel “a” que, neste
problema, representa o tamanho do corte e que, consequentemente, determinard a altura da

caixa a ser “montada”. Ou seja, precisa perceber que o volume é uma funcéo de “a”.
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Neste caso, a expressdo algébrica que fornece o volume da caixa, para cada valor
particular de ”a”, é dada por: V(x) = (&rea da base) x (altura) = (lado)x(lado)x(altura)=
(20 — 2x).(20 — 2x).x = (20 — 2x)2x.

Normalmente o que observamos nas praticas escolares ao trabalhar este tipo de situacéo
é 0 encaminhamento de uma anélise numérica. Por exemplo, é comum determinar valores

de ”a”, fazendo uma tabela ou lista mostrando o valor do volume para estes varios valores.

Tabela 1 — Tabela de volumes para determinados valores de “a”
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

V)| O 324 512 588 576 500 384 252 128 36 0
Fonte: Elaborada pela autora.

No entanto, este ndo é o objetivo da atividade, sendo que tabelas muito grandes se
tornam trabalhosas e, até mesmo, dificeis de analisar, podendo inclusive induzir o aluno a uma
analise equivocada da situacdo. Além disso, este tipo de encaminhamento restringe o poder de
andlise do aluno frente a este tipo de situacao.

Deste modo, pode-se dizer que a analise gréafica, mesmo que aproximada, se torna muito
mais rica, e € esta que pretendemos analisar com maior rigor nesta atividade. Nela se explicita
visualmente a relacdo existente entre as duas variaveis envolvidas no problema: V (volume da

caixa) e “a” (tamanho do corte).

Figura 38 — Representacao grafica do volume maximo da caixa
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Fonte: Elaborada pela autora.

Temos, nesta situacdo, a exigéncia de processos cognitivos de apreensdo perceptiva,

discursiva e operatoria e ocorre o transito entre os dois encaminhamentos descritos por
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Gutiérrez, "interpretacdo visual das informagfes"” para criar imagens mentais e "interpretacdo
de imagens mentais" para gerar informagdes.

Tanto na Atividade 9 quanto na Atividade 10, o aluno precisa compreender que existe
uma relacdo de dependéncia entre variaveis da construcdo geomeétrica. Assim, precisa
identifica-la para que seja possivel estabelecer a funcdo que modela cada situacdo. Cabe ao
professor orientar o processo de construcao dos graficos que representam estas fungdes, aspecto
até agora ndo explorado, levantando questionamentos que orientem o aluno a pensar a relacao
de dependéncia envolvida. Ou seja, ha necessidade de se mobilizar uma transformacéo de

conversao figura — gréfico.

- Intervencéo da professora

Para este encontro a professora precisa retomar o conceito de area e volume e seu
significado. Além disso, cabe neste momento, discutir as caracteristicas das varidveis
dependentes e independentes de uma funcgéo, retomando conceitos do estudo de func¢éo tratados
geralmente no 1° ano do Ensino Médio.

Neste encontro a professora media as discussdes acerca dos problemas apresentados
motivando o aluno a pensar as caracteristicas geométricas envolvidas em cada situacdo, dentre
elas, a ideia intuitiva de volume méaximo e minimo e as consequéncias visuais destes extremos
na construcdo geomeétrica.

Na atividade 10, em especial, o aluno néo é exigido a construir a tarefa, mas é convidado
a interagir com a atividade analisando-a de forma mais investigativa e dindmica. Ou seja,
precisa mobilizar competéncias da apreensdo perceptiva (interpretando os diferentes registros
de representacdo), discursiva (produzindo registros escritos a partir da analise) e principalmente

operatdria (reorganizando a figura a partir das movimentacoes).



65

4 A IMPLEMENTACAO E A VALIDACAO DA PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo pretende-se relatar e analisar a aplicacdo da sequéncia didatica, bem
como apresentar as analises a posteriori das atividades desenvolvidas. Traz-se observacdes
quanto as producOes realizadas pelos alunos no que diz respeito as dificuldades, atitudes e
motivacdo frente as atividades propostas e, na medida do possivel, busca-se uma
fundamentacdo nas consideracGes tedricas feitas no Capitulo 2, que tem como referéncia
trabalhos de Duval (2003 - 2012), Gutiérrez (1992 - 1998) e Van Hiele (apud Crowley, 1994).

Como ja apontado anteriormente, para o professor que trabalha com Geometria
Espacial, sdo claras as dificuldades dos alunos para raciocinios que exigem tratamentos em
registros figurais de objetos tridimensionais. E com tal informagdo que foi elaborada a
sequéncia didatica que faz uso do software GeoGebra 3D, detalhada no Capitulo 3; tem-se nela
a intencdo de provocacdo de habilidades e competéncias que podem dar conta de raciocinios
geomeétricos espaciais.

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos e é através do confronto entre
analises a priori e a posteriori que tratamos de validar a sequéncia didatica implementada. A
partir desta discussdo, também sdo feitas reflexdes sobre as situacdes de aprendizagem
observadas, com o propdsito de trazer eventuais reformulac@es de atividades, visando melhorias

do produto didatico a ser disponibilizado como uma das contribui¢es desta dissertagéo.

4.1 O AMBIENTE DE PESQUISA E SUJEITOS ENVOLVIDOS

A sequéncia didatica foi realizada em uma turma de 3° Ano de Ensino Médio, do turno
tarde, de uma escola da rede publica estadual de Farroupilha, RS. Leciono Matemaética nesta
escola desde 2011. A turma escolhida para esta pratica € composta por 24 alunos, 23 com
frequéncia efetiva e 1 aluna gestante amparada legalmente, todos com idades entre 16 e 18 anos.
E importante comentar que ao inicio do ano letivo de 2015, a turma tinha 31 alunos
matriculados, tendo, portanto, 6 transferéncias de turno e 1 desisténcia no primeiro semestre,
caracteristica comum ao turno da tarde desta escola.

As aulas de Matematica desta turma aconteceram nas tercas-feiras (17h20min as
18h10min - dltimo periodo) e quartas-feiras (14h as 16h40min, segundo ao quarto periodo).
Devo salientar que as aulas do ultimo periodo rendem pouco, pois alguns alunos precisam sair
antes devido a questfes de transporte. Como o Ensino Medio Politécnico exigiu uma maior

carga-horaria dos alunos, o turno de aula é composto de 6 periodos e muitos alunos nédo
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conseguem transporte apo6s as 17h30min.. Além disso, a troca de horérios, devido ao grande
namero de professores, € muito comum.

A escola atende atualmente o Ensino Médio e EJA. E uma das maiores do Municipio e
por sua localizacdo atende alunos do centro da cidade, de diferentes bairros e oriundos de todo
o interior do municipio. Assim, pode-se dizer que ha uma grande heterogeneidade nesta
comunidade escolar.

Novamente, lembramos que a professora/pesquisadora € a prépria autora deste estudo.

4.2 OS ENCONTROS E AS ANALISES A POSTERIORI

Como j& mencionado na concep¢do da proposta, durante as atividades realizadas no
Laboratdrio de Informatica, a turma realizou as atividades sempre em duplas, a fim de favorecer
a troca de ideias e a elaboracdo de hipoteses quanto as situacfes em estudo. As duplas sdo
identificadas pelas iniciais de seus nomes; dois alunos preferiram trabalhar de forma individual
e uma dupla recebeu, no decorrer do trabalho, mais um participante que ndo havia estado nas
atividades iniciais, gerando um trio. Ao todo, participaram deste estudo 23 alunos, o que
corresponde a 12 Fichas de Trabalho, para cada atividade da sequéncia didatica, conforme

detalhamento feito no Quadro 2.

Quadro 2 — Identificacdo dos participantes do estudo
1 DUPLA LL
DUPLA NA
TRIO CKM
DUPLA AJ

DUPLA N

DUPLA AT
DUPLA CM
DUPLA TW
DUPLA NA
DUPLA GL
ALUNA L

12 ALUNO D

Fonte: Elaborado pela autora.
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A disposigdo dos computadores na sala de informatica ¢ em forma de “U” e o laboratorio
é equipado com projetor multimidia, equipamento que foi utilizado nos momentos de

discussdes coletivas. Cabe ressaltar que, apesar do GeoGebra 5.0 ser um software livre
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disponivel para todos sistemas operacionais, ndo foi possivel utiliza-lo no Linux 3.0 e Linux
Ubuntu (sistemas operacionais disponiveis nos equipamentos da rede estadual do RS) devido a
alguma incompatibilidade que ndo conseguimos identificar entre o software GeoGebra 5.0 3D
e o sistema. Para tanto, fez-se necessario formatar e consertar algumas maquinas fora de
operacdo na escola, instalando o sistema operacional Windows.

No inicio de cada atividade os alunos receberam a correspondente Ficha de Trabalho;
também receberam orientacfes sobre como deveriam proceder para salvar 0s arquivos do
GeoGebra com as construcdes realizadas, mesmo que ainda ndo estivessem concluidas. Ao final
de cada atividade, a professora/pesquisadora salvou a producdo dos alunos em um pen drive,
anexando as fotos e videos correspondentes aquela atividade. Além dos arquivos, também
foram entregues as Fichas de Trabalho. Antes da implementacdo da proposta teve-se o cuidado
de ter-se a autorizacdo dos pais e/ou responsaveis para que os alunos participassem do trabalho
de pesquisa e a respectiva Ficha de Consentimento encontra-se no Apéndice E.

Procurou-se proporcionar, sempre que possivel, o tempo necessario para que os alunos
iniciassem uma nova atividade apenas ap6s o término da atividade anterior. Em todas as etapas
da sequéncia didatica, a professora/pesquisadora teve papel de fazer a mediacdo aluno x
software e aluno x conceito matematico; foram esclarecidas as duvidas quanto ao uso do
software, quanto aos procedimentos necessarios, quanto ao conhecimento matematico em
questdo; os alunos foram questionados e provocados tanto a pensar geometricamente quanto a
escolher recursos do software que ajudassem na resolucdo da atividade proposta.

Na analise a posteriori serdo analisados os arquivos construidos pelos alunos, as
atividades escritas, as filmagens e fotografias feitas durante a realizacdo das atividades. Além
disso, ao final da sequéncia didatica foi aplicado um questionario (Apéndice C) com a
finalidade de também diagnosticar interesses, progressos e dificuldades dos alunos, no decorrer
das atividades propostas. Os comentarios de alunos, citados nas analises a posteriori, foram
obtidos atraves deste instrumento e de declaragdes extraidas das filmagens.

Iniciaremos relatando uma atividade que teve como objetivo a