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BENVEGNU, L. B. Desenvolvimento de um algoritmo para medi¢cdo Optica de vibragdo em
péndulos duplos. Monografia. 2016. 15f. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em
Engenharia Mecanica) — Departamento de Engenharia Mecanica, Universidade Federal do Rio
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RESUMO

Sistemas Opticos tém sido cada vez mais utilizados para medi¢cdes de grandezas
mecanicas, onde é requerida a caracteristica da discricdo do sistema de medicdo. Neste
contexto, acelerbmetros e extensémetros elétricos para a medicao de frequéncia de oscilacdo
em componentes tém sido muito utilizados, entretanto seu uso se restringe a medida que os
componentes analisados sejam pequenos ou de dificil acesso a instrumentacdo, além de
interferirem diretamente na massa do sistema e, consequentemente, como este ir4 oscilar. Este
trabalho consiste em utilizar um sistema de medi¢do de grandezas relacionadas ao movimento
do péndulo duplo, sendo proposto a construcao e projeto de um sistema 6ptico simples de
avaliacdo de deslocamentos cujas amplitudes sdo da ordem das medidas, com sistemas
tradicionais a laser. A solucédo das equacdes do movimento dos péndulos pode tornar-se ndo
trivial, no caso de péndulos duplos com consideracdes de nao linearidade, sendo possivel por
solucdo numérica. Comparacoes entre resultados experimentais com o sistema éptico e tedricos
em péndulos cadticos sao feitas como forma de validacdo do sistema e do equacionamento
proposto. Observou-se que o sistema numérico desenvolvido descreve bem os diferentes tipos
de padrBes oscilatérios possiveis em um péndulo duplo, inclusive com a inclusdo de
amortecimento, e que para situacdes de vibracao periddica e quase-periédica as previsdes para
as medigbes experimentais com o sistema 6ptico desenvolvido sdo muito boas. No caso do
comportamento de vibracdo cadtica, incertezas presentes nos parametros do sistema levam a
comportamentos um pouco diferentes para os medidos com o sistema Optico.

PALAVRAS-CHAVE: medicBes Opticas, péndulo duplo, vibragces mecéanicas, sistemas
caagticos.
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Engenharia Mecanica) — Departamento de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio
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ABSTRACT

Optical measurement systems have increasingly been used in mechanical
measurements where a suitable description of the system is required. In this sense,
accelerometers and electric strain gauges have been used for vibration measurement in
components, however its usage are restricted to components with considerable size and easy
access for instrumentation. In addition, they may interfere directly in the mass or stiffness of the
system and consequently change measurements. This work consists in designing and building of
a measurement system associated with the movement of a double pendulum, based on optical
acquisitions in amplitudes that are in the magnitude of those in traditional laser systems. However,
depending on system parameters this solution becomes non-trivial, especially in case of double
pendulums with considerations of non-linearity, being only possible by numerical integration.
Comparisons with theoretical and experimental results in chaotic pendulums are performed as a
way to validate the developed system and proposed equations. It was noted that the developed
numerical code describes the various possible types of oscillatory patterns in a double pendulum,
including the damping behavior. For periodic and quasi-periodic vibration situations the system
forecasts the experimental measurements (performed by the developed optical system) quite
well. In the case of chaotic vibration behavior, uncertainties in the system parameters lead to
slightly different behavior obtained by measured optical system.

KEYWORDS: optical measurements, double pendulum, mechanical vibrations, chaotic systems.
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1 INTRODUCAO

Muitos sistemas na natureza assim como no cotidiano possuem comportamentos que néo
podem ser preditos com precisdo, ou seja, conhecendo-se as condi¢des iniciais, saber como
esse sistema ir4 se desenvolver ao longo do tempo. Muitos destes comportamentos tém sua
origem na aleatoriedade inerente a fenébmenos fisicos cotidianos, incertezas presentes no dia-a-
dia além de limitagbGes presentes nos modelos matematicos que expliguem estes fendmenos. Na
meteorologia, na tribologia, eletrénica e muitos outros ramos da ciéncia estes comportamentos
sdo muitas vezes indesejados e, portanto, pesquisados para o seu melhor entendimento.
Especificamente um dos comportamentos aleatérios com propriedades bem especificas € o
comportamento caotico.

O uso de péndulos na engenharia mecénica remonta primeiras aplicacbes em reldgios
mecanicos, maquinas a vapor como controladores de pressédo, funcionando como osciladores.
Atualmente seu uso é bastante difundido sendo utilizado como amortecedores de vibragdo em
prédios sujeitos a terremotos, sistemas de transporte Segway (péndulo invertido), sistemas de
equilibrio em navios e sistemas de navegacdo em aeronaves a sistemas de bombeamento de
petroleo em terra.

Para medicdes em sistemas oscilatorios, existem dispositivos como acelerbmetros e
extensbmetros elétricos, porém ha uma necessidade de se utilizar equipamentos que nao
interfiram na medicdo. No caso de um mecanismo leve como o péndulo duplo, a massa adicional
devido a utilizacéo deste tipo de equipamento pode interferir em como o sistema oscila, fato esse
gue ainda tem motivado o desenvolvimento de novos sistemas medidores.

No presente trabalho avalia-se o0 uso de um sistema de medicdo Optico para aplicagdo em
andlise de péndulos duplos. Serdo apresentados o0s conceitos basicos, revisdo do que ja existe
e aplicacdes praticas do sistema desenvolvido.

1.1 Motivacao e objetivos

O estudo de sistemas Opticos para medicdes de vibracdes mecanicas € um tema de bastante
interesse havendo inimeros trabalhos e equipamentos comerciais que o fazem, apresentando
como maior vantagem a discricdo obtida com o sistema pois ndo possui contato com o objeto a
ser medido. Entretanto, certas condicbes sdo necessarias para que estes sistemas se tornem
vantajosos em relacdo aos tradicionais: pecas pequenas, vibracdes com baixa frequéncia,
condicbes de iluminacgdo, etc. Atualmente os sistemas de captura de movimento sdo caros e
escassos no mercado Brasileiro. Este trabalho tem como objetivo estender trabalhos anteriores
em medi¢cdes Opticas, aplicada no rastreamento de marcadores, contribuindo com o
entendimento da dindmica de péndulos duplos em movimento, para os diferentes tipos de
comportamento que esse sistema possa apresentar. Ressalta-se a maior dificuldade de previsao
do movimento de um péndulo duplo cadtico, o que justifica a necessidade de um sistema de
medicdo para descricdo deste tipo de sistema. Este trabalho, portanto, fard as medi¢cbes com
sistema optico e comparagbes com modelos numéricos existentes e desenvolvidos ao longo do
trabalho, para efeito de validacdo do sistema de medigé&o.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 Sistemas cadticos

Uma definicdo para sistemas mecéanicos € a de que "num sistema dindmico, caos é uma
solucdo de estado estavel de um sistema, mas ndo uma solucdo de equilibrio, ou uma solugdo
periédica ou quase-periddica” (Yao e Freeman, 1990). De fato, pode-se supor que estas
definicbes convergem para algo entre 0 comportamento totalmente previsivel e periddico e algo
completamente aleatério e imprevisivel. Assim, por exemplo no caso de sistemas dindmicos,
guando estes sdo altamente sensiveis a condi¢cdes iniciais, eles podem apresentar
comportamentos completamente divergentes, mesmo quando as condi¢des iniciais s&o
levemente diferentes. Em outras palavras, apesar dos parametros que definem o problema
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serem completamente mensuraveis e deterministicos, o seu comportamento futuro torna-se nédo
previsivel em certas condi¢cdes. O teste para diferenciar um sistema cadtico de um sistema
deterministico é o fato do sistema deterministico sempre evoluir da mesma maneira, para uma
dada condicdo inicial, fato ndo possivel com sistemas caéticos.

O comportamento de péndulos duplos tem sido extensivamente estudado, principalmente
devido sua possivel natureza cadtica em certas condi¢des. Esse tipo de sistema fisico comecou
a receber atencao na década 60, com as primeiras publicacdes a respeito de estudos realizados
por Edward Lorenz. Seu trabalho buscava a previsibilidade atmosférica, e observou-se que a
partir de um determinado periodo, as diferentes previsdes de tempo com estados iniciais
praticamente iguais divergiam significativamente. Essa sensibilidade as condic¢des iniciais veio a
ser posteriormente denominada efeito borboleta. Diversos sistemas fisicos como o péndulo duplo
apresentam tal caracteristica, e ainda tem chamado bastante a atencéo de pesquisadores. A
analise do caos em um péndulo ndo-linear experimental ja foi relatada em alguns estudos (de
Paula et al., 2006).

Levien e Tan, 1993, inspirados pela observacdo de diversos fendbmenos que
apresentavam respostas distintas para condi¢fes iniciais sensivelmente pouco diferentes (teoria
do caos), realizaram um estudo sobre o péndulo duplo cadtico, buscando descrever o movimento
de algo que parecia ser imprevisivel.

O modelamento do péndulo triplo amortecido foi feito por Eyre e Holzgrafe, 2008, através
da extensdo da solucdo do péndulo duplo amortecido, ambos sistemas caéticos, utilizando
métodos energéticos para encontrar um conjunto de equacdes diferenciais que descrevem o
movimento do péndulo, e solucionando por integracao através do software Matlab, 2012.

Akerlof, 2012 apresenta um elaborado sistema para medir e avaliar propriedades de
péndulos duplos com ajuda de cameras com flash, telas fosforescentes, medidores de nivel, e
solenoides, para que a medi¢céo do angulo inicial assim como a soltura dos bracos dos péndulos
seja feita de forma automatica. Boas correlacdes para os primeiros 2 s a 3 s de simulagéo e
medicado experimental sdo reportados, entretanto mudancas substanciais séo verificadas a partir
de entéo.

Davidson, 2011, apresenta também um interessante estudo das solu¢cées numéricas do
problema do péndulo duplo com valida¢des experimentais feitas em sistema de péndulo onde os
angulos sdo medidos com encoders. Graficos de 6rbitas (Angulos versus derivada do angulo)
sdo apresentados, mostrando o comportamento periédico em certas condicdes com a presenca
dos atratores e o comportamento cadtico, onde nao ha a presenca destes atratores.

2.2 Sistema de medicdo Optica por marcadores

O uso de sistemas de medicbes O6pticos é recorrente em diversas areas devido
principalmente a sua discricdo. Normalmente as imagens sao capturadas com cameras de video
digitais para posteriormente serem processadas por um software comercial, que deve ser
programado de forma a reconhecer certo objeto e monitorar seu movimento ao longo do tempo.

O guanto de informacgéo pode ser adquirida, e sua precisdo, sao limitadas pelo nimero
de frames, ou quadros, que a cdmera consegue registrar por segundo, sua resolugéo, dada em
pixels, bem como a metodologia de pds processamento da imagem.

Neste tipo de sistema, o0 rastreamento dos pontos de interesse pode ser realizado com ou
sem o0 uso de marcadores (Queiroz, 2011). Sundaresan e Chellappa, 2005, descrevem um
sistema de captura de movimento sem marcadores. JA em sistemas com uso de marcadores,
esses podem ser ativos ou passivos (apenas refletem a luz). Marcadores ativos apresentam
vantagens na obtencao de resultados diretos, com alto contraste dos marcadores em relacéo ao
fundo, porém ha limitagbes quanto a aplicacdo deste tipo de sistema devido as restricdes
mecanicas e a necessidade de um ambiente controlado. Sistemas baseados no reconhecimento
de marcadores reflexivos sdo considerados o melhor padréo para a reconstru¢do da cinematica,
devido a sua elevada preciséo e estabilidade (Ceseracciu, et al., 2014), evitando as limitacdes
existentes em sistemas ativos.
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Ha diversos trabalhos desenvolvidos ou em desenvolvimento na area académica,
relacionados com a captura de movimento que descrevem os algoritmos de rastreamento
empregados. No seu trabalho de conclusdo, Goularte, 2014, descreve um sistema de medi¢oes
Opticas para avaliacdo de parametros na caminhada humana. Ele indica que quanto ao nimero
de perspectivas, pode-se rastrear o movimento humano com uma Unica camera de video, usando
uma perspectiva (single-camera), ou entdo com multiplas cameras, adequadas para
rastreamento de pontos que se movem nas trés dimensdes do espaco.

Este sistema é a base para o desenvolvimento deste trabalho e |a h4 uma descri¢cao de
como avaliar e analisar a incerteza presente nestes sistemas baseando-se na avaliacdo das
distor¢des presentes nas cameras utilizadas (por meio de um modelo de distor¢éo circular para
a camera, aplicativo cameraCalibrator) assim como no numero de pixels utilizado para as
filmagens. Os dados obtidos pelo sistema de medicdo sdo processados por um algoritmo em
Matlab, que isola os marcadores do resto do ambiente, os reconhecendo pela cor e realizando o
rastreamento ponto a ponto.

Ukoba et al.,2011, revisa diversos metodos de rastreamento, buscando encontrar a
melhor solucdo para rastreamento de um objeto em movimento, no caso um péndulo duplo. Em
seu artigo é descrito a dificuldade inerente a medi¢cdo de um sistema que pode mudar seu padrao
de movimento, como acontece em péndulos duplos oscilando com relativamente alta energia.

Para a captura de imagem e reconhecimento de marcadores, (Goularte, 2014) descreve
um modelo matematico conhecido como “pinhole camera”. Este modelo serve de base para o
entendimento de como é feita a formacdo de imagens em dispositivos e como é possivel corrigir
defeitos gerados na sua captacdo. As imagens devem ser processadas posteriormente em
algoritmos da plataforma Matlab, 2012, que permitiriam identificar multiplos objetos, através do
uso de filtros (RGB, grayscale, etc.). Para realizar o rastreamento de objetos por video é preciso
identificar os objetos de interesse quadro a quadro, e isola-los dos demais objetos da cena. A
maioria dos trabalhos séo feitos para propdsitos especificos e sdo compostos apenas por um
software combinado a um hardware de propdsito geral (Queiroz, 2011). Normalmente esses
marcadores sdo distinguidos pela cor.

3 REFERENCIAL TEORICO
3.1 Equacionamento do movimento dindmico do péndulo duplo

Primeiramente deve ser modelado o comportamento dindmico do péndulo duplo,
chegando em um sistema de equacdes diferenciais que determinam todos os seus estados a
partir das variaveis envolvidas, servindo de base para comparar acdo entre 0 movimento teorico
do péndulo e como ele realmente se desenvolve ao longo do tempo. A partir dai, deve ser obtida
uma solugdo numérica para este sistema de forma que simulacdes ja possam ser feitas no
software Matlab, 2012. O equacionamento te6rico para péndulo duplo sem amortecimento esta
descrito em McCrummen, 2009 e é representado a seguir.

Na figura abaixo é apresentado um esquema de um péndulo duplo com duas massas m;
e m; e hastes (supostas de massa desprezivel) |; e l.. O equacionamento para 0 movimento do
péndulo se inicia pelas equacdes de posicdo nos eixos cartesianos x e y de cada uma das
massas:

NY X

Figura 3.1 — Esquema do péndulo duplo.
(Fonte: Autor)



x; = lysen(8,), y; = —lycos(6,), (3.2)
x, = lysen(6;) + l,sen(8,), y, = —lycos(6;)—1,cos(0,) (3.2)

Os angulos 6, e 6, sdo medidos em relacdo a vertical e o eixo y é assumido positivo para
cima. Partindo das equagdes de energia cinética E.e potencial £, para as massas, tem-se:

E.= %mlvf + %mzvg (3.3)

E, =migy: + mygy; (3.4)

Lembrando que, no caos de movimento circular, v = rw, onde r=l e w = 0, as equacdes
anteriores para a posi¢cao das massas ficam:

vi=xi{+yi, vp=x5+y3 (3.5)
X, = 1,0 cos(0;), %, = 1,6, cos(8,) + 1,6, cos(65) (3.6)
y; = 1,0, sen(6,), ¥, = 1,6, sen(8;) + 1,0,sen(65) (3.7)
Assim, chega-se a:
v2=(L0)? e 2= (1,6)% + (1,6,)2 + 21,1,6,6,c05(6; — 6) (3.8)

E a equacgédo da energia cinética, fica

Ec =2 (my +mp)(1161)? +5m,[(1262)? + 2L 1,6, 6,c05(6, — 6,)]  (3.9)

E a correspondente equacao para energia potencial fica:
E, = —m;gl; cos(8,) —m,g(l;cos(0;)+I,cos(6;)) (3.10)
A diferenca entre a energia cinética e a energia potencial vem dada pela equacéo de

Lagrange:

L = EC - Ep = %(ml + mz)(llél)z +%m2[(1292)2 + lelzéléz COS(Q]_ - 92)]+(m1 +
my)gly cos(6,) + mygl,ycos(6,) (3.11)

Pelo teorema da minima Energia potencial total, para se ter um minimo do Lagrangeano
a condicao de estacionariedade vem dada por:

d oL  aL _
296, o0, =~ 0 (3.12)
d oL  aL _

236, o0, 0 (3.13)

De forma que tem-se a seguinte equagao para a primeira variavel 6;:

(m, + mz)llzél + myly 1, cos(8; — 6,) 8, +my,li 1, sen(6; — 6,) 922 + (my + my)lygsen(6;) =0
(3.14)

Para a segunda variavel 6, tem-se:

myl, %0, + mylyl, cos(0; — 6,) 6; — mylyl, sen(8; — 65,) 912 + m,l,gsen(6,) =0 (3.15)

As duas equacdes anteriores representam um sistema de duas equacgdes diferenciais de

22 ordem. Para resolugdo numérica por integracdo (quadratura), sera rebaixada a ordem do
. . ~ . . a oL oL
sistema de equagdes para equagdes diferenciais de 12. ordem. Chamando p; = o € P2 =50

1 2
chega-se a:

pP1 = (ml + mz)llzél + mzlllz COS(Ol - 92) 9.2 (316)
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P2 = mzlzzéz + mzlllz COS(91 - 92) 91 (317)

Sabendo-se 6, 6,,6; e 6, os valores de p; e p, ficam definidos. Estas duas equacdes
podem ser resolvidas para 8, e para 65, ficando as mesmas em funcéo de p; e p,.

Desta forma, agora para se obter as quatro condi¢des iniciais do problema (8, 85, 64, 65),
pode-se montar a equacao Hamiltoniana H = 6,p; + 6,p, — L , que resulta:

H = % (my +my)L %6, + %mzlzzézz +m, 11, cos(8; — 6,) 6; 0, — (my +m,) gly cos(6;) —mygl, cos(6;) (3.18)
Substituindo nesta equacéo os valores de 6; e 6,, chega-se a:

= myl,2p3+(my+my)l2ps—2myli 1, p1p; cos(61—6;)
2m, 11212 (my+mysen?(0,—65))

— (mq + my)lygcos(6;) —m,l,gcos(6,) (3.19)

A qual contém as quatro condi¢des iniciais e pode ser separada em quatro equacdes
diferenciais de 12. ordem. Desta forma, lembrando que:

LI TH o7 _ b,

3. at =0, ’527:92 (3.20)
oK _ dpy _ . 93 _dpy _ .
T =P T T TP (3.21)

Fazendo-se as derivadas indicadas anteriormente, chega-se ao conjunto de 4 equacdes
diferenciais de 12. ordem que facilmente podem ser integradas, por exemplo, com Runge-Kutta
(neste trabalho se utiliza a sub-rotina ode45.m do Matlab, 2012):

9‘ — l2p1—l1pacos(61—6,) 9 — li(m1+my)p—lymypicos(61—63) (3 22)
1 l%lz[m1+m2$enz(91—92)] ! 2 l%llmz[m1+mzsen2(91—92)] ’
L _ p1p2sen(6,-6,) 12m, p2 +12(my+my)p2 —1,l;mypy pycos(6,—-0;) _
pr = —(my +my)glysen(6,) 1, 1,[m, +mysen(6,-6,)]? 21,21, [m +m,sen?(8,-6,)]2 sen[2(6, — 6,)] (323)
. (6,-6>) my pf+13(my +my)p3 =1y LM, p1 P2 €05 (6, =65)
= —mygl,sen(0,) + — L2257 —z2ht 2 sen[2(8, — 6 3.24
1t2lMy+m; 1=02)]? 1tz Mmytmysen(0,—0;
P2 29% 27T L1y lmy+mysen(8;,-6,)] 21,217 [my + 2(6,-6,)]2 [2(6: = 62)] ( )

3.2 Incluséo da dissipacdo de energia

Para a inclusdo da dissipacdo de energia nas juntas do péndulo, deve-se agregar a
equacdo 3.11 a energia referente aos termos dissipativos, e resolver para 6; e 6, seguindo o
mesmo procedimento da se¢ao 3.1. Diversos trabalhos na area dedicam-se ao estudo de como
€ dissipada a energia em um rolamento como o que foi usado na montagem do prot6tipo descrito
na proxima sec¢ao. Firmo, 2007 descreve um péndulo duplo com as ligacdes entre as partes feitas
com o uso de rolamentos, com amortecimento viscoso e devido atrito de Coulomb. Sabe-se que
ha uma parcela de energia dissipada devido atrito de rolamento nas esferas, diretamente
proporcional a carga exercida, e que aqui neste trabalho assume-se ser muito baixa, pois 0 peso
do péndulo é pequeno para o tipo de rolamento utilizado. Despreza-se também a energia
dissipada por outras fontes, tais como atrito com ar. Assumindo uma parcela dissipativa do tipo
viscosa nos rolamentos utilizados no protétipo, e supondo a parcela de atrito de rolamento entre
as partes mecanicas do sistema suficientemente pequenas, a energia dissipativa, controlada por
parametros de “amortecimento” a velocidade de rotacao c; e c; (Nms/rad), torna-se:

1 s 2 1 . .
Ed = EC191 +EC2(92 - 91)2 (325)

A ideia desse tipo de consideracdo, onde assumiu-se apenas a parte viscosa do
amortecimento, é estimar o atrito através da analise do movimento real de um protétipo, e usar
o valor estimado na simulacdo tedrica em Matlab, 2012, verificando o erro gerado pelas
consideragdes citadas. Ao final, as equagfes diferenciais de 22 ordem receberdo termos
referentes a estas dissipagdes, de forma que se transformardo em:

(m, + my)1, 26, + mylil, cos(6; — 6,) 6, + myli 1, sen(8; — 6,)8, + (my + my)l,gsen(8;) — c,6,60, + c,6, — ¢, 6, = 0 (326)

myly 28, + myly Ly cos(6; — 6,) 8, — myly1, sen(8y — 8,) 6, + mylygsen(8y) + .0, — 6, =0 (3.27)
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Este sistema pode ser resolvido entdo pelo mesmo procedimento descrito anteriormente
por integracdo de um conjunto de 4 equacdes diferenciais de 12. ordem.

4 MEDICOES EXPERIMENTAIS
4.1 Descricdo do prototipo de péndulo duplo

Para validacdo do modelo teérico que descreve o movimento de duas massas
concentradas em um péndulo duplo, construiu-se um protétipo de péndulo através de duas
réguas ligadas por um parafuso, duas porcas e um rolamento. No ponto de fixacdo do protétipo
no painel foi também adicionado um rolamento, a fim de facilitar o movimento do protétipo e
adequé-lo ao modelo proposto na secéo 3, com dissipacao de energia somente nos rolamentos.
Na extremidade da régua menor, concentrou-se a carga através da colocacéao de outro parafuso
com duas porcas associadas, conforme figura abaixo.

(a) v (b)
Figura 4.1 — (a) Protétipo do péndulo duplo e (b) Montagem experimental.
(Fonte: Autor)

A fim de se reduzir o maximo possivel o atrito entre as partes, os rolamentos foram
devidamente lubrificados. Observa-se também na figura a presenca de trés marcadores: Dois
azuis, colocados nas extremidades das massas concentradas, para rastreamento da posi¢ao
desses pontos ao longo do tempo por parte do programa em Matlab, (2012), além de um
marcador verde, colocado no eixo fixo onde o sistema ira oscilar, que servird como referencial
inercial para a obtencdo dos angulos instantaneos dos péndulos. Todos os marcadores sédo
circulares com 0,02 m de didmetro. As massas concentradas foram medidas com balanca de
precisdo, com calibracdo INMETRO, e indicaram m;=0,03 kg e m»=0,0191 kg. Os comprimentos
medidos para cada um dos péndulos, com uso de paquimetro com resolu¢do 0,02mm, indicam
11=0,270 m e 1,=0,127 m. As filmagens foram feitas num aparelho Iphone 6 com resolucédo de
HDTV de 720 (1280 x 720 pixels) e taxa de aquisicdo de 120 frames/s, valores adequados para
um processamento dentro de um tempo razoavel e incerteza dentro de limites compativeis com
as incertezas utilizadas pelos outros instrumentos de medicgao.

4.2 Descricdo do programa em Matlab

Para rastreamento dos marcadores posicionados nos pontos em estudo no péndulo,
desenvolveu-se um algoritmo em Matlab, 2012, capaz de reconhece-los através de sua cor, e
plotar em dois gréficos a posi¢cdo X e Y e o angulo 6 de cada marcador em relagdo ao tempo. O
marcador verde foi posicionado no Unico ponto imével do sistema, ou seja, seu eixo, objetivando
o reconhecimento do referencial por parte do programa ainda na etapa de calibracdo e que
servird para definir o referencial inercial e medir angulos dos dois péndulos assim como
distor¢des de lentes. Posteriormente, inicia-se o0 rastreamento dos marcadores azuis, onde se
grava o video com o péndulo em movimento. A sequéncia de imagens é tratada com filtros em
nivel de cinza (grayscale) que é subtraida da imagem sem a cor do marcador e posteriormente
aplicando um filtro preto e branco para obter o marcador em branco apenas, e todo o resto da
imagem em preto. O principal objetivo desse tipo de transformagéo é gerar uma imagem mais
adequada para processamento e rastreamento do marcador do que a imagem inicial, reduzindo
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ruido e distor¢Bes e isolando os pontos de interesse do restante do ambiente. Ressalta-se que
apesar da utilizacdo de filtros buscando um melhor processamento, ndo existem técnicas
capazes de eliminar todos os problemas que podem ser gerados em uma imagem digital como
a perda de qualidade por insuficiéncia de Pixels ou mesmo aliasing por insuficiéncia de taxa de
amostragem da imagem. Portanto estes dois itens, qualidade e taxa de amostragem devem ser
definidos, a priori, de forma a atender aos requisitos da medicgéo.

4.3 Estimagéo da constante de amortecimento viscoso

Para estimagdo da constante de amortecimento no sistema, parte-se do modelo de
amortecimento proporcional, onde pressupde-se que a hatureza do amortecimento € viscosa. A
dissipacdo de energia se opde ao movimento e é proporcional a velocidade de rotacao relativa
(6, e (6, — 6,)). Ressalta-se que ha diversos métodos de determinacio da constante de
amortecimento, e a escolha depende principalmente da faixa de amortecimento e da frequéncia
de vibracdo. Os métodos mais utilizados na pratica, para estimacdo da constante de
amortecimento viscoso, sao o do decremento logaritmico e o da largura de banda de meia
poténcia (Meirovitch, 1986). O processo de estimacao neste trabalho é baseado no método do
decremento logaritmico, que consiste em estimar a constante de amortecimento através da razao
entre duas ou mais, amplitudes sucessivas. O decremento logaritmico esta relacionado com a
reducdo do movimento com o passar do tempo, pois parte da energia é dissipada por atrito e/ou
pela parcela viscosa, transferida para outras partes do sistema ou absorvida pelo proprio
elemento. Apés uma excitacdo inicial em um sistema oscilatério com amortecimento viscoso,
este apresenta, para a sua amplitude de movimento, um comportamento similar ao representado
na Figura 4.2.

Decaimento

(1)
N 7

Amplitude [y]

Tempo

Figura 4.2 — Comportamento de sistema em vibrag&o livre subamortecido.
(Fonte: Autor)

Este tipo de sistema oscilatorio amortecido, pode ser descrito por uma funcdo senoidal
onde as amplitudes sucessivas decaem exponencialmente, conforme equagéo

y(t) = yo e $@otsin(wgy. t) 4.1)

onde w; = w1 —{? é afrequéncia natural amortecida do sistema e { é a chamada razéo de
amortecimento do sistema { = c/c. = ¢/(2Vkm) .
2nn

Sendo a resposta no tempo t = t, denotada por y, e a resposta no tempo t = t, + —
d
denotada por y,, temos que:



L = exp(¢{=2 27n), n=1,2,.. (4.2)
Yn wq

Supondo que y corresponde a um ponto no pico de decaimento da funcdo, com
magnitude igual a A, e que y,, corresponde ao pico no decaimento, n ciclos mais tarde, com
magnitude A4,,, temos que:

A ¢

L Yo =
yil exp( (wd 2nn) = exp( e 2mn) (4.3)
Assim sendo, o decremento logaritmico, 6§ € obtido por (Rao, 2008):
= 1y (A = 2
6= nln (An) - m (4.4)
E em termos da razdo de amortecimento {:
(= — (4.5)

/1+(%")2
Portanto, avaliando-se experimentalmente §, pode-se avaliar a razdo de amortecimento
{, e posteriormente, avaliar o amortecimento do sistema c.

4.4 Resultados obtidos para constante de amortecimento

A seguir, na Tabela 4.1 e Tabela 4.2, indicam-se os valores obtidos de constantes de
amortecimento nos experimentos realizados no laboratério do GMAp para o péndulo duplo
protétipo apresentado anteriormente para 3 medi¢cdes. Observa-se certa dispersao.

Tabela 4.1 — Valores obtidos da constante de amortecimento do péndulo duplo para o
marcador 1, neste estudo.

Experimento | w, 1) { ]

Marcador 1 | [rad/s]| [adm] [adm] |[Nms/rad]
1 5,4660 | 2,20E-02 | 3,51E-03 | 1,15E-03
2 5,4761|2,18E-02 | 3,47E-03 | 1,14E-03
3 5,4793 | 3,10E-02 | 4,94E-03 | 1,62E-03

marcador 2, neste estudo.

Tabela 4.2 — Valores obtidos da constante de amortecimento do péndulo duplo para o

Experimento | w, & { C2

Marcador 2 | [rad/s]| [adm] [adm] [[Nms/rad]
1 5,4865| 2,28E-02 | 3,63E-03 |7,61E-04
2 5,4969 | 1,12E-02 | 1,78E-03 |3,74E-04
3 5,3548 | 1,35E-01 | 2,14E-02 |4,38E-03

4.5 Resultados obtidos para frequéncias fundamentais amortecidas para comportamento
perioddico e quase-periddico.

Na tabela 4.3 a seguir sédo indicadas as frequéncias fundamentais amortecidas obtidas
numericamente e experimentalmente com o sistema 6ptico de medigdo proposto. As frequéncias
fundamentais amortecidas numéricas séo obtidas através da transformada de Fourier do sinal
de deslocamento angular ao longo do tempo, calculadas através da funcgéo fft.m do Matlab, e
plotadas em graficos tal como representado na figura 4.3.
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Tabela 4.3 — Valores de frequéncias fundamentais amortecidas obtidas experimentalmente e

numericamente.
Experimento | Experimental [Numérico | Diferenga | Experimental |[Numérico | Diferenca
fi fi Percentual f £ Percentual
[Hz] [Hz]] (%6} [Hz] [Hz] [%]
1 0,87007 0,86 -1,170 0,873235 0,86 -1,539
2 0,871586 0,86 -1,347 0,874891 0,86 -1,731
3 0,872093 0,86 -1,406 0,852273 0,86 0,899

As frequéncias fundamentais amortecidas numéricas foram obtidas através da
transformada de Fourier do sinal de deslocamento angular ao longo do tempo. A figura 4.3 ilustra
um exemplo de gréfico da transformada da posicao angular das massas, gerado nas simulacées
teoricas.

fft(x,) e fft(x,)

0.2 _
fit(x,) mi] |
fit(x,) [m]| |

sk |

E

% 0.1}

=

0.05]
0 -
3 4

Frequéncia [Hz]
Figura 4.3 —Graficos das FFT da posi¢do angular das massas nas simula¢des numéricas para
o caso de péndulo com comportamento periddico( 8, = —31° e 8, = —38,6° e velocidades
iniciais nulas e amortecimento medido).

Utilizou-se os amortecimentos calculados na secéo 4.4 e aplicou-se na solucéo tedrica
em Matlab, 2012. O resultado fornecido e plotado em grafico comparando amplitudes de
oscilacdo em X, Y e 6, todos em funcdo do tempo, mostra que o sistema tedrico previsto ficou
muito amortecido em relacéo ao experimental, ou seja, as constantes de amortecimento viscoso

C1 € C2 sdo muito elevadas. A figura 4.3 ilustra o decaimento em 6 na simulacdo tedrica com

angulosiniciaisde 8, = —31° e 8, = —38,6%e velocidades iniciais nulas, considerando c;= 1,14E-
03 Nms/rad e ¢, = 3,74E-04 Nms/rad, referentes ao experimento 2.
0. eo 0, eo,
1 2 1 2
1 1
Marcador 1 | = Marcador 1

0.8 : Marcador 2 T 0.8 | === Marcador 2

0.6 | R 0.67 A

0.4 ’ ‘ ’ ‘ A ‘ ’ ‘ 0.4 ry
= 0.2 [ i 1 1 I = 0.2 o
2 I\ | ! g o
< RARR (ANLES AN = \

-0.2 1 W i -0.2 y

-0.4 I T -0.4 N \

0.6 :j vl / ! 0.6

-0.8 -0.8

-1 -1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s] Tempo [s]
a) Experimental b) Tedrico

Figura 4.4 — Angulos dos péndulos obtidos experimentalmente e numericamente para
condicdes iniciais de 8; = —31°% e 8, = —38,6° e velocidades iniciais nulas.
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Supdbe-se que esse amortecimento elevado decorre do fato de se ter desprezado os atritos
de rolamento e de Coulomb, considerando um modelo viscoso, onde as amplitudes decaem
exponencialmente. Na pratica, € muito dificil prever como a energia vai ser dissipada no
rolamento com modelos tedricos, devido ao fato das parcelas dos diferentes tipos de atrito
variarem conforme se mudam as cargas no sistema, a velocidade de rotagdo no mecanismo e a
lubrificacdo nas juncdes. Percebe-se que utilizando o método do decremento logaritmico,
trabalha-se somente na regido onde o decaimento € exponencial, o que fornece uma queda muito
elevada nas amplitudes sucessivas em curto intervalo de tempo, como é o caso do prototipo,
onde foi analisado periodos de 9 a 10 segundos de movimento. Firmo, 2007, utilizou os valores
de c1 e c; para os rolamentos usados em seu trabalho como sendo de 1,5x10~* Nms/rad. Os
dados foram fornecidos pelo proprio fabricante como uma estimativa. Outros trabalhos ja
realizados na area apontam para coeficientes de amortecimento viscoso da mesma ordem de
grandeza, de 10~°, para rolamentos em operac&o. Para validacdo do modelo, utilizou-se ent&o
o valor fornecido pelo préprio fabricante de 1,5x10~° Nms/rad nos dois rolamentos utilizados, e
realizou-se o teste no algoritmo em Matlab, 2012, para solucédo do sistema de equacles da
secao 3.

Os resultados obtidos nas simulagdes tedrica e experimental de 3 experimentos realizados
com comportamento perioddico estao ilustrados nas figuras 4.5, 4.6 e 4.7. O primeiro grafico de
cada figura representa o resultado do experimento pratico, enquanto o segundo grafico
representa a simulacao tedrica, onde considerou-se coeficiente de atrito viscoso igual a 1,5x107°
Nms/rad nos dois rolamentos os angulos iniciais obtidos com o sistema 6ptico no proprio
experimento.

0,0, 0,e0,
1 Marcador 1 ' Marcador 1
08 } Marcador 2 08 Marcador 2
AY 0.6 Vs N
0.6 A A A A
o] \ | \ 0.4 \ in
| ]
= I I T T = ! f { |
B o] ) B IR AR g of I\ f o
= > { | ]
® 02 " l\ | \ { 0.2 | i
-0.4 , T -0.4’ ! J ‘ ,‘
-0.6 ; \I ll 0.6 X
. J v Y . A”,
-0.8 -0.8
1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s] tempo [s]
a) Experimental b) Tedrico
Figura 4.5 — Simulag6es para angulos iniciais 8; = —32% e 8, = —35° e velocidades iniciais
nulas.
0,eo0
1 2
0, eo0
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P | [ | S
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1] \ \ \
04 ! 04 \ \ f \ \Y)
oV / 06 EERRY v
-0.8 -0.8
1 -1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s] tempo [s]
a) Experimental b) Tedrico
Figura 4.6 — SimulacGes para angulos iniciais 8; = —31° e 8, = —38,6° e velocidades iniciais

nulas.
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Figura 4.7 — Simulagdes para angulos iniciais 8, = —34° e 8, = —79° e velocidades iniciais
nulas.

Observa-se um comportamento muito similar nos dois primeiros casos, com um padréao
oscilatério dos marcadores 1 e 2 praticamente igual no experimento e na simulacdo teorica,
havendo uma variacdo pequena de amplitude de um ciclo para o outro, como esperado. Ja o
terceiro caso apresenta um padrdo aleat6rio nos 4 primeiros ciclos na pratica, o que nao se vé
no tedrico. Isso se deve ao fato de se ter um maior angulo inicial para a massa 2, 0 que comega
a colocar o sistema mais proximo da condi¢do de movimento cadtico, onde o seu comportamento
€ de dificil previsdo, pois é altamente sensivel as condi¢cfes iniciais do problema. Apés um
periodo de tempo de aproximadamente 4 segundos, a energia dissipada pelo sistema foi
suficiente para que o sistema deixe de oscilar aleatoriamente e volte a apresentar um
comportamento periodico, de acordo com o que se prevé na simulagéo tedrica.

4.6 Comportamento Cadtico

Foram realizados 2 experimentos aumentando o angulo inicial dos marcadores, e seus
resultados ilustrados nas Figuras 4.8 e 4.9 para as coordenadas x e y das massas mi; € ma.
Observa-se que uma vez que o marcador inferior gira tanto no sentido horario como no anti-
horério, é dificil definir um sistema de coordenadas que ilustre 0 angulo dos marcadores sem que
haja algum tipo de confus&o. Para efeito de comparacéo, foram entdo tracadas as trajetérias dos
marcadores diretamente, bem como suas posi¢cdes em x e y ao longo do tempo. O primeiro
gréfico de cada figura representa o resultado do experimento pratico, enquanto o segundo gréfico
representa a simulacédo tedrica, considerando o valor do angulo inicial de cada marcador obtido
diretamente da simulacéo pratica.

Coordenaday das massas Coordenaday das mass
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0.4 I ,l 0.4
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Figura 4.8 — Medic¢6es e simula¢des da coordenada y das duas massas para angulos iniciais
01 = _620 e 02 = _2140
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0.4 A 0 00 0 4 0 A
. i Marc;dorl Marcador 1
03 Marcador2 1 0.3 Marcador 2 ]
SRR WY i ': " 1T (R A
| IR _ M NN
E . | [ i / | E [ ! Il LWl
= W ARR\ AR T ) / AW
o ATV TR Y ARnL i IRELAY/ANL VLAY
0.2 - f 02ff !l
03] 0.3
045 1 2 3 4 5 6 7 8 04y 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s] tempo [s]
a) Experimental b) Tedrico

Figura 4.9 - MedicGes e simula¢gBes da coordenada x das duas massas para angulos iniciais
0, = —62%e 6, = —214°

A figura 4.10 ilustra uma comparacéao entre as medi¢cdes e as simulacdes para o caso do
péndulo duplo com angulos iniciais de partida de 8, = —62° e §, = —214°. Claramente percebe-
se 0 comportamento caético para o péndulo 2, a qual da varias voltas em torno de seu eixo de
giro enquanto que o péndulo 1 permanece com um comportamento periddico. As trajetdrias séo
diferentes, apesar de utilizarem-se os mesmos dados iniciais e parametros para as simulacoes.

Trajetéria Marcadores [ Trajetoria dos marcadores [m]

0 T 3
0 FTTTTFITTT ‘{ Marcador 1 -
Marcador 1 -0.05 | Marcador 2 -
-0.05 Marcador 2
0.1 \\ \ 0.1 ~
L~ S } el Ny
o5 (\ S ~ S 0.15 Eg ; ‘ |
XU N / 02 /XSH“\
0.2 ( N | i — {4 N \_/ | \‘
E AN DN E. 025 ‘
<025 = N T - [ e WA
I AN N
0.3 l /vr’\ / ‘\\ = 03 ’h A "\ : ') E
-0.35 ; 035 i \ b y
04 W N~ 04 N |
0.45 -0.45
0.5 0.5
04 03 02 01 0 0.1 02 03 0.4 0.4 03 02 01 0 01 02 03 04
X [m] x [m]
a) Experimental b) Tedrico

Figura 4.10 — Medicdes e Simulac¢des da posicao espacial das duas massas para angulos
iniciais 8; = —62%e 6, = —214°

Em geral, percebe-se um padréo similar de oscilagdo para o marcador 1 e nem tanto para
o marcador 2, aos mesmos valores de coordenadas (x e y) esperadas com a simulagdo numérica:
apesar da tentativa de manter as mesmas condi¢fes iniciais, mesmos parametros do prototipo
experimental usado no teérico e soltando as partes do péndulo dos mesmos angulos e com
velocidades iniciais nulas.

Um segundo experimento foi realizado também na condicdo de movimento cadtico
correspondendo a angulos iniciais de partida de 8, = —66° e, = —216°. A Figura 4.11 e a
Figura 4.12 ilustram as coordenadas y e x de posi¢do para as massas 1 e 2 na condi¢do de
movimento caoético. A Figura 4.13 ilustra um comparativo entre a trajetéria tedrica e pratica
partindo das mesmas condig¢es iniciais. O primeiro grafico de cada figura representa o resultado
do experimento pratico, enquanto o segundo grafico representa a simulacdo teorica,
considerando o valor do angulo inicial de cada marcador obtido diretamente da simulagéo pratica.
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Coordenada y das massas

Coordenada y das massas
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a) Experimental b) Tedrico
Figura 4.11 — Medicdes e simulacdes para a coordenada y para angulos iniciais 6, =
—66° e 9, = —216° (péndulo cadtico).
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a) Experimental b) Tedrico
Figura 4.12 — Medicdes e simulac¢des para a coordenada x para angulos iniciais 6, =
—66% e 8, = —216° (péndulo cadtico).
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a) Experimental b) Tedrico
Figura 4.13 - Simulacgdes para angulos iniciais 8; = —66° e 8, = —216°

Observa-se que apesar da simulagéo tedrica considerar o mesmo angulo inicial dos
marcadores, bem como suas massas e distancia entre marcadores, os comportamentos das
trajetorias resultantes, no caso caético, diferem entre os modelos experimental e tedrico obtidos.
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Ressalta-se aqui que nas simulacdes do péndulo solto com pequenos éangulos iniciais, a
diferenca entre os comportamentos foi praticamente nula, ou seja, apesar de terem sido
desprezados fatores como atrito de Coulomb, atrito de rolamento, inércia das barras, entre outras
possiveis variaveis que poderiam interferir no sistema, o resultado quando o péndulo esti
oscilando em um estado de baixa energia apresenta um erro pequeno em relacdo ao que ocorre
na pratica com ele oscilando com alta energia. Porém, ao soltar os marcadores a partir de
angulos maiores, o sistema torna-se caoético e desenvolve um movimento completamente
diferente do previsto na formulacao tedrica. Percebe-se também que, ndo so entre as simulacdes
tedrica e experimental, mas também entre os dois experimentos, apesar das condi¢des iniciais
serem parecidas, o padréo de oscilacdo do péndulo também é muito diferente. Esta diferenca
entre comportamentos se deve a natureza cadtica de um péndulo duplo, ou seja, o sistema fica
muito sensivel as condi¢des iniciais quando funcionando em um estado alto de energia. Torna-
se muito complicado prever o comportamento de um sistema caético a medida que cada variavel
desprezada provoca um efeito imprevisivel na resposta.

Vale ressaltar que apds certo nimero de ciclos, o comportamento de movimento dos
péndulos que estdo na condicdo de cadtica, volta a ser periddico e, novamente, 0 seu movimento
passa a ser previsivel. Portanto, na condicdo de movimento caético, com a existéncia de certo
amortecimento, apenas 0s primeiros ciclos sao de dificil previsdo, voltando a apresentar
comportamento periddico apos a dissipacao da energia excedente.

5 CONCLUSOES

Este trabalho propds o projeto e construcdo de um sistema 6ptico automatico para
medi¢cdes de deslocamentos e grandezas relacionadas ao movimento do péndulo duplo.
Particularmente foi construido um péndulo duplo para testar as capacidades do sistema e
incertezas relacionadas ao seu comportamento. O principio do péndulo é empregado em
diversos ramos da engenharia e dispositivos sendo, portanto, o objeto da pesquisa de seu
comportamento dindmico. Foi proposto um modelo numérico para a predicdo do comportamento
dindmico do sistema que prevé a presenca de amortecimento viscoso entre as juntas das hastes
gue unem as massas assim como da rétula de apoio do conjunto. O péndulo duplo construido,
dependendo de suas caracteristicas e condi¢cdes iniciais, pode apresentar distintos
comportamentos oscilatérios (periddico, quase-periddico ou cadtico) os quais sdo também objeto
de estudo das medicBes experimentais efetuadas com o sistema oOptico. Desenvolveram-se as
equacles diferenciais de movimento para péndulos duplos a partir das equacdes de energia
(cinética e potencial) e do Hamiltoniano para posterior solucdo através de rotinas de integracéo
presentes no Matlab (ode45.m). O sistema de duas equacdes diferenciais de 22. ordem resultante
€ ndo-linear (h4 a presenca do produto de variaveis incognitas assim como funcbes
trigonométricas destas variaveis), sendo de dificil solucdo analitica e mesmo com solucéo
numerica trabalhosa. Assim, o sistema de 2 equacdes diferenciais de 22. ordem foi rebaixado a
um sistema de 4 equacg0es diferenciais de 12. ordem para posterior integracéo e utilizagcdo com
a rotina no Matlab, 2012. Toda a formulacdo desenvolvida nesse trabalho foi entdo estendida
para a consideracdo de amortecimento do tipo viscoso nos dois pontos de giro do péndulo e toda
a formulagéo readequada para esta nova condicao.

Observou-se na comparacgao entre as simulagdes tedrica e experimental uma diferenca
nao desprezivel entre 0 amortecimento real e o esperado considerando apenas o amortecimento
viscoso, 0 que demonstrou a importancia da parcela dissipativa referente a atrito de Coulomb.
Através das simulagbes em Matlab, 2012, considerando o valor da constante de amortecimento
fornecida pelo préprio fabricante do rolamento, foi entdo observada uma boa correspondéncia
entre 0 movimento real do péndulo duplo e o previsto no modelo teérico quando o péndulo
oscilava periodicamente. Porém, os resultados para o protétipo ao partir angulos maiores
geraram valores um pouco diferentes do que se previu no modelo teédrico. A natureza cadtica de
um péndulo duplo implica em um sistema altamente sensivel as condigdes iniciais, o que explica
o fato de pequenas diferencas nas parcelas de energia dissipada, desprezadas sem muito
prejuizo quando solta-se um péndulo de um estado inicial de baixa energia, gerarem
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comportamentos tao distintos, o que torna esse tipo de sistema dificil de ser previsto através de
um modelo tedrico vidvel de se modelar e com baixo custo computacional. A importancia de um
sistema de medicdo adequado fica evidente quando se deseja analisar um sistema com natureza
caotica como o péndulo estudado, uma vez que muitas vezes necessita-se prever condi¢gdes de
operacdo de um mecanismo com maior precisdo, o que € extremamente dificil de se obter em
modelos tedricos, devido a necessidade de se conhecer com mais precisdo as condi¢des iniciais.
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APENDICE

da/dt X ¢ Trajectories(Oribit) on phase-space

dé/dt [rad/s]
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Figura A.1. —Grafico de 6rbitas ou espaco-fase mostrando claramente os dois atratores para
cada uma das massas dos péndulos, caracteristico de sistemas periddicos( 8, = —31%e 6, =
—38,6° e velocidades iniciais nulas e amortecimento medido).
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Figura A.2 - Quadro (Frame) para t=0,85 s do sistema 6ptico mostrando o posicionamento e
reconhecimento dos marcadores( 8; = —31° e 8, = —38,6°, velocidades iniciais nulas).



