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Resumo

Este trabalho foca no estudo de duas redes complexas. A primeira é um modelo de
Ising com campo aleatério. Este modelo segue uma distribuicao de campo gaussiana e
bimodal. Uma técnica de conectividade finita foi utilizada para resolvé-lo. Assim como
um método de Monte Carlo foi aplicado para verificar os resultados. H4 uma indicagao
em nossos resultados que para a distribuicao gaussiana a transicdao de fase é sempre de
segunda ordem. Para as distribuigoes bimodais ha um ponto tricritico, dependente do
valor da conectividade c¢. Abaixo de um certo minimo de ¢, s6 existe transicao de segunda
ordem.

A segunda é uma rede neural atratora métrica. Mais precisamente, estudamos a capa-
cidade deste modelo para armazenar os padroes estruturados. Em particular, os padroes
escolhidos foram retirados de impressoes digitais, que apresentam algumas caracteristicas
locais. Os resultados mostram que quanto menor a atividade de padroes de impressoes
digitais, maior a relagao de carga e a qualidade de recuperagao. Uma teoria, também foi
desenvolvido como uma fungao de cinco parametros: a relacao de carga, a conectividade,

o grau de densidade da rede, a relacao de aleatoriedade e a correlagao do padrao espacial.

Palavras-chave: Redes complexas; Sistemas desordenados; Modelo de Ising com
campo aleatorio; Conectividade finita; Rede neural atratora métrica; Reconhecimento de

padroes; Impressoes digitais.



Abstract

This work focus on the study of two complex networks. The first one is a random field
Ising model. This model follows a gaussian and bimodal distribution, for the random
field. A finite connectivity technique was utilized to solve it. As well as a Monte Carlo
method was applied to verify our results. There is an indication in our results that for
a gaussian distribution the phase transition is always second-order. For the bimodal
distribution there is a tricritical point, tha depends on the value of the connectivity c.
Below a certain minimum ¢, there is only a second-order transition.

The second one is a metric attractor neural network. More precisely we study the
ability of this model to learn structured patterns. In particular, the chosen patterns
were taken from fingerprints, which present some local features. Our results show that
the higher the load ratio and retrieval quality are the lower is the fingerprint patterns
activity. A theoretical framework was also developed as a function of five parameters:
the load ratio, the connectivity, the density degree of the network, the randomness ratio

and the spatial pattern correlation.

Keywords:Complex networks; Disordered systems; Random field Ising model; Finite

connectivity; Metric attractor neural network; Pattern recognition; Fingerprints.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de redes complexas permeia diversos campos da ciéncia, indo da Neurobio-
logia até a Fisica Estatistica [1, 2, 3, 4]. Um desafio da atualidade é descrever sistemas
complexos de forma completa e precisa. Para isso, foram propostos modelos matemaéticos
que capturam suas caracteristicas essenciais [5]. Contudo a arquitetura dessas redes pode
variar indo de redes regulares a redes completamente aleatoérias.

E possivel fazer uma analogia ao imaginar n >> 1 botdes espalhados no chio [6]. Se
todos os botoes fossem conectados por um fio em sequéncia, ou conectassemos todos os
n botoes entre si terifamos exemplos de redes regulares reais. De outro modo, ao pegar
dois botoes aleatoriamente e os conectar com um fio, ao repetir este procedimento c vezes
(para um ¢ grande, eventualmente serao selecionados botoes ja conectados), resultaria
em um exemplo fisico de um grafo aleatorio com n vértices (sitios) e ¢ arestas (conexoes).

A forma que a topologia dos grafos aleatorios muda em funcdo das conexoes ¢ foi
estudada por Erdos e Rényi |7], sendo que para ¢ pequeno o grafo tende a ser fragmentado
e apresenta diversas aglomeracoes de sitios. A medida que c¢ cresce, as aglomeragoes
aumentam ligando-se com sitios isolados e outras aglomeragoes.

Assumindo que redes reais em geral seriam uma mistura entre esses dois extremos de



ordem de aleatoriedade, Watts e Strogatz [8, 9] propuseram um modelo simples chamado
de “rede de pequenos mundos” que pode ser considerado um meio termo entre uma rede
regular e um grafo aleatorio. O modelo trata de uma rede regular cujas ligagoes locais
possuem uma probabilidade w(0 < w < 1) de serem trocadas por uma conexao aleatoria.
Esse parametro de aleatoriedade de uma rede de pequenos mundos proporciona duas
propriedades: caminhos curtos entre sitios, que aumenta a velocidade de comunicacao
entre esses sitios e uma alta aglomeragao (maior do que a de um grafo aleatoério).

O Magnetismo utiliza o formalismo de redes complexas, para modelar sistemas mag-
néticos, como ferromagnetos [10], vidros de spin [11], entre outros [12, 13, 14]. Um dos
modelos mais conhecidos e empregados para tal ¢ o Modelo de Ising [15, 16]. Em geral o
modelo é resolvido por meio da teoria de campo médio, que considera uma arquitetura
de um grafo totalmente conectado, neste caso o ¢ — oco. Porém, sistemas fisicos reais
possuem um c finito e a teoria de campo médio tem muitas dificuldades na resolugao
desses modelos. Para soluciona-los é aplicada a teoria das réplicas. Adicionando-se um
campo local aleatorio temos o modelo de Ising com campo aleatério, que é amplamente
estudado no contexto da matéria condensada [12|. No capitulo 2 trataremos do modelo
de Ising com conectividade finita com duas distribui¢coes de campo aleatério em um grafo
aleatorio.

De forma semelhante, o modelo de Hopfield [17] estudado pela Neurociéncia compu-
tacional é isomorfico em relagao ao modelo de Ising a uma temperatura 7' = 0 [18|. Este
modelo estuda neurénios que podem disparar ou nao como os Spins—% encontrados no
modelo de Ising. A fungao de troca entre os neurdnios J;; é escrita com pesos hebbianos,
os neur6nios que disparam juntos fortalecem suas conexdes e neurdnios que disparam
fora de sincronia enfraquecem suas conexdes [19]. Os pesos hebbianos geram atratores
no espago configuracional da energia e as entradas da rede convergem em direcdo a um
padrao. A sobreposicao desses padroes aprendidos e dos estados neuronais é equivalente

a magnetizacao no modelo de Ising [20].
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Recentemente arquiteturas de redes neurais atratoras mais estruturadas denominadas
redes métricas foram estudadas, especialmente topologias de pequeno mundo [21, 22, 23|.
Tais grafos sao modelados por dois pardmetros, a conectividade e a aleatoriedade, e eles
podem capturar a maior parte das caracteristicas de uma grande gama de redes [8, 24].
A habilidade de recuperacgao dessas redes sdo comumente medidas pela sobreposicao en-
tre estados de neurdnios e padroes armazenados, e o parametro de carga expresso como
a razao entre os padroes armazenados e as ligagdes por nodo [25]. Padroes estrutura-
dos localmente seriam a evolugao natural para uma rede neural atratora com topologia
estruturada. No capitulo 3 estudamos Redes neurais atratoras métricas com padroes
estruturados.

O objetivo desta tese é estudar duas arquiteturas de sistemas complexos. A primeira
trata de um grafo aleatdrio. Neste caso vamos investigar um modelo de Ising com co-
nectividade finita e duas distribuigdes de campo aleatorio (bimodal e gaussiana), obter
as curvas de transicdo de fase e o impacto que a conectividade finita tem nesta rede. A
segunda trata de uma rede de pequeno mundo, na qual estudaremos uma rede neural
atratora cujos padroes apresentam caracteristicas globais e locais, onde fizemos experi-
mentos e verificamos a habilidade de aprendizado da rede e adicionamos um parametro de
aleatoriedade dos padroes. No capitulo 4 sdo expostas as conclusoes e possiveis extensoes

do trabalho.
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Capitulo 2

Modelo de Ising com campo

aleatério em um grafo aleatoério

2.1 Introducao

O modelo de Ising com campo aleatério (RFIM na sigla em inglés) atraiu interesse
de pesquisadores desde sua introduc¢ao por Larkin [12] mais de quatro décadas atras.
Apesar de sua aparente simplicidade [13| este modelo apresenta uma riqueza em termos
de comportamentos estatico e dindmico. Do ponto de vista experimental, o interesse
surge do fato de que um fenémeno como um campo aleatério pode ser encontrado em
uma variedade de cenéarios distintos, tais quais vortices e supercondutores [14], sistemas
desordenados de cério [26] e sistemas ferroelétricos [27].

Certamente, muito do interesse em RFIM de forma teérica e de forma experimental
pode ser tracado para a proposicao de Fishman e Aharony de que este modelo poderia
ser gerado em sistemas fisicos reais antiferromagnetos diluidos de Ising ao aplicarmos um
campo magnético [28]. Na verdade, a realizagdo dessa proposigao pode ser observada

em sistemas reais, tais quais CoyzZn1_zFs [29], FeyzZni_,F» [30] e FeyMg1—,Cly [31],
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2.1. Introducao 11

0 que permitiu a confirmagao das previsoes tebricas, como por exemplo, de que a fase
ferromagnética (F') é suprimida pelo campo aleatério (RF) para uma dimensao d. < 2
[32]. Entretanto, ainda existem duvidas em relacao a ordem da transigao de fase a baixas
temperaturas e sobre a existéncia de um ponto tricritico [33].

Resultados prévios relativos & ordem da transicao de fase sao bastante controversos.
Para muitos pesquisadores, a teoria de campo médio convencional para RFIM indica
que a ordem da transicao de fase é bastante dependente do tipo de funcao de distri-
buigao escolhida para o campo aleatorio [34]. Por exemplo, utilizando uma distribuigao
gaussiana e o procedimento de réplica para tratar a desordem, Schneider e Pytte [35]
perceberam que a transi¢ao entre a fase paramagnética (P) para uma fase ferromagné-
tica (F) é sempre de segunda ordem. Se uma distribuigdo bimodal for utilizada para o
campo aleatoério, em baixas temperaturas, a transigao de fase torna-se de primeira ordem
com o aparecimento de um ponto tricritico [34]. Na verdade, foi mostrado que, para a
aproximacao de campo médio convencional e campo zero, a transicao de primeira ordem
ocorreria quando a funcao de distribuicdo do campo aleatério fosse simétrica, com um
minimo, e a transi¢cao de segunda ordem ocorreria quando a fun¢ao de distribuigao fosse
simétrica, com um méximo [34|. Trabalhos subsequentes indicaram que condi¢oes adi-
cionais da distribuicao de campo aleatério sao necessarias para se obter uma transicao
de primeira ou segunda ordem [36, 37]. Por outro lado, um trabalho recente de Fytas
e Martin-Mayor [38] nos mostra que uma transi¢ao ferro-para em um modelo com trés
dimensoes do RFIM com interacoes de primeiros vizinhos é continua para diferentes tipos
de distribuicao de campo aleatério.

Ainda assim, alguns dos resultados descritos acima |34, 36, 37, 38] foram obtidos
utilizando uma aproximacao de campo médio convencional, ou seja, para interagoes de
longo alcance e conectividade infinita entre os spins. Poderiamos nos perguntar o que
ocorreria em uma situacao mais realista, isto é, para spins conectados com um ndmero

finito de outros spins. Em outras palavras, qual é o papel da conectividade em relacao
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2.1. Introducao 12

& ordem da transicdo de fase? Resultados recentes em uma rede de Bethe com conec-
tividade fixa e interagoes de curto alcance [39] mostraram que transi¢oes ferro-para sao
sempre continuas para ¢ < 3,0 enquanto que para ¢ > 4,0 o ponto tricritico aparece para
baixas temperaturas, abaixo do qual a transicao se torna descontinua. Alternativamente,
podemos checar a robustez do resultado acima ao tratar de uma rede aleatéria com uma
conectividade finita (mas nao fixa) e interagoes de longo alcance. Portanto, podemos
esperar que alguns aspectos do sistema modelado pelo RFIM podem ser melhor descritos
pela teoria de conectividade finita [40, 41|, j& que ela se aproxima mais da realidade.

Investigamos o RFIM usando a abordagem de conectividade finita [42, 43, 44, 45].
Nesse caso, uma rede aleatéria é construida de tal forma que a conectividade entre dois
sitios, ¢ e j, segue uma distribuicao bimodal com probabilidades & de estar presente e
1 — & de estar ausente. Assim, podemos controlar a média da conectividade da rede
ao ajustar o pardmetro real c. Para conexoes existentes entre sitios, ¢ e j, dois spins
interagem por meio de uma ligacao uniforme J;;. Nessa rede controlada pela conectivi-
dade, um campo aleatério é aplicado e acoplado localmente aos spin. Recentemente, o
método da cavidade foi utilizado para investigar a fase de vidro de spin em um RFIM
[46]. Seguindo uma abordagem similar e usando o método das réplicas [11], obtivemos
uma equacao de ponto de sela para a distribuicao do campo local efetivo. Isso permite
calcular o parametro de ordem e a energia-livre. O foco do trabalho é verificar a ordem
da transicao de fase e a existéncia de um ponto tricritico como funcao da conectividade.
Para esse proposito, usamos distribuicoes de probabilidade gaussiana e bimodal para o
campo aleatorio.

Deve ser salientado que resultados experimentais para Fe,Mg;_,Cly [31] apresen-
tam um comportamento tipicamente de vidro de spin se x < 0,55. Entretanto, para
valores maiores de x, este sistema se comportou como um RFIM com pontos tricritico
no diagrama de fase. Surpreendentemente, para x > 0,6, o ponto tricritico desaparece

e a transicao de fase ferro-para torna-se de segunda ordem. Trabalhos tedéricos mostra-
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2.2. Modelo 13

ram que o ponto tricritico pode ser suprimido ao variarmos alguns pardmetros de uma
distribuigao de campo aleatorio bimodal [47, 48]. Contudo, esses estudos ainda utilizam

aproximacao de campo médio convencional.

2.2 Modelo

O Hamiltoniano do modelo de Ising com campo aleatério pode ser escrito desta forma

H = _Zjijo'io'j —Z@igi, (21)

i<j i
sendo J;; o termo de troca, 0; o campo aleatorio que atua na rede e o; os estados da rede.
Ao escrevermos o termo de troca como funcao de uma constante e uma quantidade
referente & conectividade de um sitio J;; = ¢;;.J, podemos reescrever o Hamiltoniano de

Ising em um campo aleatério,

H = —JZcijain — Zeiai, (2.2)

1<j )

onde o; = %1 e ¢;; € a conectividade que segue a distribuicao de probabilidade

C &

De;; = *5&‘;‘,1 +(1— N

N )5cij,0' (23)

O campo aleatoério 0; pode seguir uma distribuicao bimodal,

po; = (1 = p)3(0; — 0o) + p3(0; + o), (2:4)

ou uma distribuicao gaussiana,

1 —(6; — 6p)*
Do, = Wexp [ SA2 . (2.5)
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2.2. Modelo 14

As propriedades do sistema, quando em equilibrio com um banho térmico de tempe-

ratura 7 = 37! sdo derivadas da energia livre,

1
f(ﬁ) - = Z\}gnoo B7N<ZOQZ>{0—L,C¢J'}7 (26)

onde (- - -) correspondem & média sobre a desordem, Z = )" e PH ¢ a funcao de particio
e o vetor de N coordenadas o representa o estado do sistema. Para obter a média
congelada (quenched), temos que (log Z) # log (Z).

Tomando em conta que o calculo da média de log Z pode levar a dificuldades mate-

maticas, para contornar esse problema é utilizada a identidade de réplicas,

flog (2)) = lim, _ log (7). (2.7)

Podemos escrever a fungao de particgao,

Z = Z exp gz cijJoio; + Z O;0; » . (2.8)

i<j i

Replicando a equagao, obtemos

Zr= Y PTialiol e iy i Taoto], (2.9)

ol..on
Aqui, 0% é um vetor N dimensional referente ao estado de NN sitios na réplica a.

Fazemos entao a média sobre as varidveis aleatorias c;;, 0; e ficamos com

(zmy =3 <e52i7a9i“f‘>{g_}H<e50ij‘]2a"f“’?> (2.10)

L Cj
ol..on 1<J J

Ao realizarmos a média sobre a variavel ¢;;, temos

(zm =% <652i,a9i0?>{&} [T+~ (e%’Za o —1)]. (2.11)

=2
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2.2. Modelo 15

Tomando o limite para § — 0, usamos a aproximacao e® ~ 1+ x + --- e a identidade

dici = 3 2 _ix; Dara escrever a equagao (2.11) desta maneira,

(zm =3 <eXp /8120;91‘0'?4-2;[ (egj”z‘"’j—1> > : (2.12)

glean i#d {6:}
¢ importante salientar que utilizamos ) oj'0} = 007}, sendo o; um vetor n dimensional
referente ao estado de n réplicas no sitio i.
Como a conectividade c ¢é finita, nao é possivel expandir a exponencial interna. Para

extrair as varidveis do somatorio, introduzimos a identidade

1= b0, =) ﬂ Sgecer, (2.13)

o a=1

onde doo; = 1 para 0 = 0; e doo; = 0 para o # o;.

Entao, a Eq.(2.12) torna-se

7= Y <exp DITEESCE 3 S > e

0’1---0'" 7/7£j g, T {91}

Como o ¢ é finito, ndo é possivel truncar a expansao da exponencial interna o que
conduz a uma quantidade infinita de pardmetros de ordem. Para contornar esse pro-
blema introduzimos uma fungao de ordem que apresenta a fragdo P(o) de sitios onde a

configuracao o acontece,

/H {dP (o) (P (o) — ;IZ&G,@) } =1. (2.15)

Introduzindo um parametro adicional ]5(0) a representacdo integral para a funcéo §,
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2.2. Modelo 16

/H [dP (o) dP (0')] exp { Z P (o)

P (o) — JbZ&,m] } =1. (2.16)

Utilizando as Eqgs.(2.15 €2.16) na Eq.(2.14), temos

zm = Y < / H[dp(a)dﬁ(a)} exp [ﬂzeiaf‘—&—zp(a’)P(a)

ol..ogn

- }V;ma);aﬁ,aﬁ?;momﬂ (efJ"'*—l)D . (217)

0;

O traco sobre as varidveis de spins replicadas e a média sobre as variaveis de campo

aleatorio 6; atuam apenas no primeiro e terceiro termo da exponencial externa, entao,

Passamos o somatorio sobre os sitios i para fora da exponencial, obtemos um produto de

N exponenciais,

(zry = /E[[dP(a)dP(a)} <;<exp [ﬂG;U“DeeXP[— 115(")DN

N
X exp { N P(o)P(o) + % Y P(o)P(r) (e%f” - 1) } (2.19)

aplicando x = exp|log(z)| obtemos
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2.2. Modelo 17

(z"y = / [dP (o) dP (0')} exp {Nlogz <exp [56200‘ — %P (0')] >
o o a 0
+ Y P(o)P(o)+ % Y P(o)P(r) (e%’” . 1) } (2.20)

Fazemos entao a transformacio P (o) — NP (o), chegamos em

(Z") = /1;[ [dP (o) dP (0')} exp {Nlog; <exp [,Baza:aa _p (a)} >

+ N> P(o)P(o)+ % > P(o)P(r) <e§J”'T — 1) } (2.21)

0

Para N — oo podemos integrar esta equagao por meio de ponto de sela e chegamos na

energia livre ao calcular o extremo sobre P(o) e P(o),

fB) = - TlLl_r% nlBEXtrP(a'),P(a'){ logz <exp [59206“ _p (0')] > + Z P (o) P (o)

7] o

+ S P P(r) (eF7T —1) } (2.22)

As equagdes de ponto de sela podem ser obtidas ao derivar a equagao Eq.(2.22) em relagao
as densidades P(o) e P(o) e igualar a zero,

of _ _Of _,, (2.23)

dOP(a) 0P(o)

0 que nos leva a
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2.2. Modelo 18

=0, (2.24)
e também a

P(o)+ ¢y P(r) (JJM - 1) = 0. (2.25)

Substituindo Eq.(2.24) na Eq.(2.25) podemos eliminar P (o),

<exp [59 Yoo +ce> P(T) <€§JU.T - 1) >9]
. <eXp [ﬁe 2T+ 2, P(p) (e‘jer - 1>]> |

0

P(o) = (2.26)

Negligenciando o fator de normalizagdo pois este ¢ o mesmo para todos os P(o), temos

P(o) = <exp [59%};& —I—CZF:P(T) <ei’-h‘f - 1) >6] (2.27)

ao calcular o extremo sobre o P(o), a energia-livre é reescrita assim,

n—0 ONn

+ logza: <eXp [59;& + C;P(T) (eﬁj"'f - 1)] >9} (2.28)

f(B) = —lim ;Extrp(a){ — ;; P(o)P(T) <e,3Jcr~-r B 1)
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2.3. “Ansatz” de simetria de réplicas e a obtengdo dos observaveis 19

2.3 “Ansatz” de simetria de réplicas e a obtencao dos obser-
vaveis

Podemos assumir que a densidade P (o) adquire uma certa forma. Uma forma na qual as
permutagoes dos spins entre diferentes réplicas deixam P(o) invariante. Estas condigoes

sao satisfeitas pelo “ansatz” de simetria de réplicas,

Bh T, o®

[2 cosh(Bh)]™ (229)

Hﬂ:/MW@

Antes de introduzirmos o “ansatz” da Eq.(2.29) na equagao de ponto de sela, Eq.(2.27),

vamos expandir a exponencial da equacao Eq.(2.27),

k

P(o) = <exp [ﬁeza:aab k' Z P(rY) - P(r%) x He%‘]”a (2.30)

Fl.rk /=1

aplicando o “ansatz” de simetria de réplicas, Eq.(2.29), na equagao expandida, Eq.(2.30),

temos

o1 =(eo [wro]) S5 & [T i)
X ﬁ <exp [ﬁja T+ ﬁthTﬁD, (2.31)

/=1 a

entdo, ao calcular o trago > . € replicar a expressao, ficamos com

lor
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o0

pior=(om 0]} S5 [ T i
X ﬁ [ ﬁ > exp (aan + Bhy Z ﬂ (2.32)

=1 ~a=1 13

Utilizando 2" = "1°8() ~ 1 + nlog(z) escrevemos

ror=(ew [0 e]), S5 [T { st
XH{exp[Zlog(Zexp[ T +5hgzr;‘]>”, (2.33)

a

como possuimos apenas dois estados de spins, 7;* = %1, expandimos o somatoério ng e

obtemos

P(o) :<exp [ﬁHZU“D e /H{ ziffih (Bhe)]" }

0 k=0

X H { exp [Zlog (e Tothe | o= 0" W)] } (2.34)

(=1

por meio da funcao hiperbélica e® + e~ = 2 cosh(x), chegamos na equagao,

rior={en 3] S5 [T sy
X }i { exp [za: log <2 cosh (ﬁc‘]aa + 5h5>>} } (2.35)
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utilizando a Eq.(2.13) e a identidade

(1+00%), (2.36)

50,00‘ =

N

ficamos com

P(o) = <eXP [BHZQU“] >922io€;§ckfﬂif:1 {%}
xng_l{exp[z . < (1+ 00 ))log (2005h< o +m>)]}. (2.37)

Realizando o trago em o = £1,

P(o) = <exp [BH%IU“DQie;Ck / H{ 22”;:3 5%] }

0

> aa> log [2 cosh <Bcjaa + Bhe)] (2.38)

= «

+ <Z % oa> log (200sh<—ﬂcjaa+6hg>>}}.

X
e b
—
(@}
o]
ko]
| — |
7N
|3
+
N |

Plo) - <exp[ﬁ9§a30a]> wﬁ/ﬁ{m}

£ 1 o [cosh(22 5 4 Bhy)]
X H exp {(2 Z o) log [[COSh(—BCJUO‘ ol | [ (2.39)

Utilizando relagoes conhecidas entre fungoes hiperbdlicas, chegamos em
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o) = (oo o)) 525 [T e
X exp { (Z ) Z arctanh [tanh (ﬁm) tanh <5C€>] } (2.40)

«

Agora igualando o “ansatz”’, Eq.(2.29) na Eq.(2.40),

BhY oo

e]n<exp [5920;0a]> Zpk/H{ 2622:1?/522] }

/ e [2 cosh(5h)

X exp { <Z oa> éarctanh [tanh <Bh4) tanh <BC‘]>} } (2.41)

«

onde P, = &+ que representa 0s pesos poissonianos com média c.

Agora, tomando o limite com n — 0, ficamos com,

/th(h)eﬂhZaU“ = /dm<§Pk/ﬁdth(hg)eﬁmza”a (2.42)

(=1

k
X (5(3: —0— 1 Z arctanh [tanh <Bhg> tanh <5J>} >> .
B =1 ¢ 0

A partir deste ponto, comparando ambos os lados da Eq.2.42 e obtemos uma expressao

para a distribui¢ao de campos W (h) caso x = h, escrevemos

(Sr [ TLanawius(s-o 23)
=1

;i arctanh [tanh <Bh4> tanh (Wﬂ ) >9.
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A Eq.(2.43) pode ser avaliada por meio de um algoritimo de “dinamica de populagao”
que seréa explicitado na Secao 2.6.
Depois de obter a distribuigdo de campos W (h) podemos por meio dela derivar a

magnetizacao m,

m= Y Plo)o' = / dhW (h) tanh(Bh). (2.44)

ol..on
Com a magnetizacao e a distribuicao de campos locais, podemos tirar varias conclusoes,
mas para termos uma analise mais completa é necessaria uma expressao mais detalhada

para a energia livre.

2.4 Calculo da energia livre

Retornemos agora a equagao Eq.(2.28), podemos dividir a energia livre em dois termos,

f=h+r, (2.45)

sendo f1 o termo de energia e fo o termo de entropia,

fi= 2,8% > P(o)P(7) <eﬁJ“'T — 1>, (2.46)

oT

fo = —Bln logza: <exp [59%300‘ + cz; P(T) <eﬂJ'” — 1)] > : (2.47)

0

Para simplificar, vamos tratar primeiramente do termo f;. Podemos escrever f; da

seguinte maneira

Instituto de Fisica - UFRGS



2.4. Calculo da energia livre 24

fi= 2;n<f11 - 1), (2.48)

sendo que

fi1 = ;p(a)p(f) (WN). (2.49)

Utilizando o “ansatz” Eq.(2.29) na Eq.(2.49), obtemos

/ / eﬂh Za UQ+BhI Za T&+ﬁ‘] Za o1
=3 / dhdl' W ()W () T (2.50)
oT 4 cosh(h) cosh(Bh')

Pelo fato das réplicas serem nao-interagentes, o numerador da equacao pode ser escrito

como o produto de n exponenciais,

n
I: ZUT eﬁho+ﬁh/T+BJa'T:|
(2.51)

= / v [4 cosh(Bh) cosh(ﬁh’)]n.

A partir dai, é possivel expandir os somatorios em o e em 7, sendo que o0s sitios possuem

apenas dois estados, 0 = +1 e 7 = +1,

B T) 4 B —T) | B(—hth —J) | B(—h—H+J)]n
4 cosh(Bh) cosh(Bh') ’

fi1 = / dhdh' W (h)W (i)

(2.52)

Instituto de Fisica - UFRGS



2.4. Calculo da energia livre 25

Podemos reescrever a equagao da seguinte forma

2e87 cosh(Bh + BR') + 2787 cosh(Bh — BR)
4 cosh(Bh) cosh(Bh')

fir = / dhdh’W(h)W(h’)[ r (2.53)

utilizando z" = e"1°8% ~ 1 + nlog(x), obtemos para n — 0 a expressao

2e87 cosh(Bh + Bh') + 2e~P7 cosh(Bh — Bh’))

fu=1+ n/dhdh’W(h)W(h') log ( T oosh(9h] cosh(B)

(2.54)

Inserindo a Eq.(2.54) na Eq.(2.48),

o« , , 2e87 cosh(Bh + Bh') 4 2eB7 cosh(Bh — BH)
=3 [/ Ahak W ()W (k') log ( Tcosh(3h) cosh(BH) >]

(2.55)

reescrevendo a equagao por meio de relacoes conhecidas entre fungoes hiperbodlicas che-

gamos na equagao

no= % [log (cosh(ﬁJ))] + % [ / dhdh'W (R)W (h) (2.56)

log <1 + tanh(Bh) tanh(Bh) tanh(ﬁJ))} :

X

Vamos escrever novamente o termo fo,

fo = —Bln log < Za:exp [59;# + c; P(T) (eﬁJ“'T - 1)] >9, (2.57)
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expandindo a segunda exponencial e introduzindo o “ansatz” Eq.(2.29),

[e.e]

fa = —Blnlog<Zexp [,392 }Zﬁ/ﬁ dheW (he) (2.58)

k=0 £=1 [2 cosh(ﬁhg)] Tacosh(sn)]

< B,

Flopk =1

realizamos o trago sobre a variavel 77* = &1,

o k
. Blnlog<zexp [ﬁezga}zpk/nwl (2.59)
p a k=0 =1 [2 cosh(,@hg)]
N Hﬁ<€,3hg+5]aa+ —Bhy—LL 5o >>
a (=1 o

Fazendo o traco sobre a variavel o,

1 N i P11, [2 cosh (5/12 + ﬁj)]
R N S

At [2 cosh <th - 5;])] }"> . (2.60)
0

2 cosh(Bhy)

+

Mais uma vez, por meio das relagoes entre funcgoes hiperbolicas,

0o k
P = —ﬁlnlog<zpk / Hth(hw{eﬁ"sth(ﬂJ)(l +tanh<ﬁhe>tanh<w>)
k=0 ¢

(=1

+ e_BQHcosh(BJ)<1—tanh(ﬁh@tanh(ﬁj))} > : (2.61)
¢ 0
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A partir dai, por meio das aproximacoes 2" = €™1°8(%) para n — 0,

00 k
fo = _5171 log <1 +n) P / [ dhew (o) 10g {659 1;[ cosh(BJ) <1 + tanh(Bhy) tanh(BJ))

k=0 (=1

+ e Hcosh(ﬁj) <1 — tanh(Bhe) tanh(ﬁJ)) }> ’
¢

0

0 que nos leva & equagao

(2.63)

o= _;1og<ZPk/HdhfW hw{log[cosh(w]kﬂog[691_[(
¢

+ tanh(Bhy) tanh(ﬁJ)) +e H <1 — tanh(/Shy) tanh ,BJ

O termo da interacao das liga¢oes cosh(3.J), ndo depende da média sobre os termos de

campos locais. Portanto, podemos tira-lo da média e ao realizar os pesos poissonianos,

fa = —Elog [cosh(ﬁJ)] _ 1 iPk/ﬁdth(hg) log 6601_[ (1
B A\ = =1 ¢

+  tanh(Bhye) tanh(ﬁJ)) +e ] <1 — tanh(Bhy) tanh(ﬁj)) }> . (2.64)
y4

0

E finalmente, ao substituirmos as equagoes Eq.(2.48) e Eq.(2.64) na Eq.(2.45), obtemos

a energia livre,
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C

(B = log[cosh(ﬂJ)]—i-c dhdh' W (R)W (h') log [1 + tanh(Bh) tanh(BR") tanh(3.J)

28 28

- ; > b / 11 dth(hg)< log {659 11 <1 + tanh(Bhy) tanh(BJ))
k l ¢
+ 1] <1 — tanh(3hy) tanh(ﬁJ)) }> .
¢

0

Uma vez que temos a magnetizacao m, distribuigdo de campos W (h) e energia livre f,

podemos tracar as curvas dos nossos resultados e observar o comportamento do modelo.

2.5 Resultados teodricos

Um resultado relevante deste trabalho é a observagao de um ponto tricritico na tran-
sigao entre as fases ferromagnética (F) e paramagnética (P), e sua dependéncia com
a conectividade c¢. Os observéiveis que guiardo a discussdo sao a magnetizagdo m e a
energia-livre f. Para simplificar a discussao a seguir, foi fixado J = %, p = 0,5 para
uma distribuicao de campo aleatério bimodal e #y = 0 para uma distribui¢do de campo
aleatorio gaussiana. A equagao de ponto-de-sela, Eq.(2.43) ¢é resolvida por um método
iterativo descrito em [49, 50|.

Inicialmente definimos uma populagao de campos locais reais. Tipicamente o tama-
nho da populacio (ntimero de sitios) é de 10%. Um valor positivo é atribuido para cada
campo como condicao inicial. Isto ocorre para que uma magnetizagao positiva seja fa-
vorecida, mas poderia ter sido escolhida uma magnetizagdo negativa. Entao, em cada
passo um nimero natural k é sorteado de acordo com uma distribui¢cao de Poisson com
média ¢, e k campos sao aleatoriamente escolhidos da populagao de campos. Dado os

k campos sorteados, o somatorio que aparece no argumento da funcao ¢ do lado direito

Instituto de Fisica - UFRGS

(2.65)



2.5. Resultados teodricos 29

da Eq. (2.43) é calculado juntamente com o campo aleatério. Com a aplicacao deste
algoritimo a populagao de campo converge para para a distribuicao de campos locais
W (h). Tipicamente, cada campo local é atualizado 100 vezes. Depois de alguns testes,
foi verificado que é suficiente para alcangar a convergéncia. Como o principal resultado
desse método numérico, é interessante checar como W (h) aparece para determinadas
condigoes. Para ilustrar como a distribuicao de campos se comporta de acordo com a
variacao de temperatura, foram escolhidos os parametros ¢ = 4,0 e = 0,1, além disso

um valor positivo é atribuido a todos os campos.

30,0 T T T T

20,0 .

W(h)

10,0 =

0,91,0 - (|)|.(|)|I .|| IHll‘,|O
h

Figura 2.1: Distribuicao para campo local com ¢ =4,0, 8 =0,1 e T = 0,1.

IIIII;'I Ll
2,0 3,0

Primeiramente a Fig.2.1 mostra que para o limite de temperaturas baixas, T = 0,1,
o estado de equilibrio é de fato ferromagnético uma vez que W (h) possui uma tendéncia
positiva. Isto significa que a maior parte dos spins estao apontando para a mesma diregao,
pois para baixas temperaturas poucos spins trocam de diregdo. A distribuicao de campos
locais é discreta, o que reflete a conectividade de sitios (uma distribuigao de Poisson) e
a distribuicao de campos aleatorios.

Em temperaturas intermediarias temos a Fig.2.2, onde T' = 0,5. Podemos observar

que o estado de equilibrio permanece ferromagnético, mas devido a temperaturas maiores
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3,0 . . . .
2,5 -
2,0 -
W(h) 1,51 -
1,0~ -

0,5+ -

0,0 1 HJ I | I L

-1,0 0,0 1,0 2,0 3,0
h

Figura 2.2: Distribuigao para campo local com ¢ =4,0, 8 =0,1 e T = 0,5.

a distribuicao de campos torna-se continua.

6’0 T T T T

50F .
401 .
W(h)3,0F .
2,0F .

1,0 =

1 I 1 I 1 I 1
0’91 ,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Figura 2.3: Distribuicao para campo local com ¢ =4,0, 0 =0,1 e T = 1,0.

Para altas temperaturas, como T = 1,0, a Fig.2.3 mostra que o estado de equilibrio é
paramagnético. Neste caso, W(h) é simetricamente distribuido em torno de h = 0, com

deltas em h = +0,1 que sao os dois possiveis valores do campo aleatorio.
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Foram tragados alguns graficos da magnetizagao em fungao da amplitude 6y do campo

aleatorio. Neste caso é utilizada uma distribuicao de campo bimodal onde foi fixado

p=0,5.
1,0 T T T T T T
: -
0,8 —
0,6 p —
m -
0.4 —
0,2+ —

N B
O’(S),35 040 045 050 0,55

Figura 2.4: Magnetizacao m em fungao de 6y para p =0,5, c=4,0e T = 0,1.

Podemos notar na Fig.2.4 que para conectividade ¢ = 4,0 com temperatura baixa,
T = 0,1, a transicao de fase F'— P é continua. Isso nos mostra que mesmo ao aumentar a
temperatura, se ¢ for muito pequeno, sempre teremos uma transicao de fase de segunda-
ordem.

Fazendo ¢ = 8 e mantendo a temperatura baixa, T' = 0,1 na Fig.2.5 podemos perceber
uma regido de coexisténcia entre F e P, que caracteriza uma transicado descontinua. A
linha continua (preta) é referente a o caso em que o sistema evolui ao aumetar o 6y, o
ponto critico para a espinodal neste caso ocorre na regiao aproximada de 6y ~ 0,50. A
linha tracejada (vermelha) mostra o caso em que o sistema evolui ao diminuir o 6y o
ponto critico para a espinodal neste caso ocorre na regiao aproximada de 6y ~ 0,46.

Ao manter a conectividade ¢ = 8,0 e aumentar a temperatura para 17" = 0,6 é obser-
vado na Fig.2.6 que a transicao descontinua torna-se continua. Este resultado indica a

existéncia de um ponto tricritico entre as temperaturas T'= 0,1 e T'= 0,6 para c = §,0.
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1’0 T T T T T
— ¢=8;T=0,1()
——= ¢=8T=0,1(v)H
0,8 | —
i | P
i
0,61 EP -
|
m - F ‘: 4
l
0,4+ ! -
|
|
|
0,2+ | -
|
- | _
1
)

O’ I | ! | \"}\‘/L\. sl
8,35 040 045 0,50 0,55

Figura 2.5: Magnetizagao m em fungao de 6y para p = 0,5, ¢ = 8,0 e T' = 0,1; Linha sélida
(preta) corresponde a evolugao do sistema ao aumentar y; Linha tracejada (vermelha)
corresponde & evolucao do sistema ao diminuir 6y.

1,0 T T T T T T
: |
0,8+ -
0,6 P ]
m .
0.4 .
0,2 -

1 I 1
0’8,35 040 045 050 0,55

%

Figura 2.6: Magnetizacao m em fungao de 6y para p = 0,5, c=8,0e T = 0,6.

Na Fig.2.7 temos as curvas de energia-livre em funcao da amplitude 6y do campo
aleatorio. Observa-se que para ¢ = 4.0 e T'= 0,1 (linha pontilhada azul) e para ¢ = 8,0

T = 0,6 (linha solida verde), a transicao de fase é continua. As curvas da energia-livre
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-0,50 - ' '
-0,55F"
f-0,60F ]
-0,65 [— c=sr=010) n
--- ¢=8T=0,1(v)
| c=8T=0,6 1
..... c=4T=0,1

| . | .
0,40 0,45 0,50 0,55

%

Figura 2.7: Energia livre f em fungao de 6y para p = 0,5. Linha sélida (preta) e linha
tracejada (vermelha) correspondem a ¢ = 8,0 e T = 0,1 aumentando e diminuindo o
6o respectivamente; Linha pontilhada (azul) a ¢ = 4,0 e T' = 0,1; Linha solida (verde)
corresponde a ¢ = 8,0 e T' = 0,6.

sao iguais ao aumentarmos ou diminuirmos o 3. O mesmo nao ocorre para ¢ = 8,0 e
T = 0,1, onde o cruzamento entre a energia-livre para um sistema que evolui ao aumentar
0 Oy e a energia-livre para um sistema que evolui ao diminuir o 6y nos fornece o 6y critico
90 ~ 0,47

O comportamento geral de uma rede de conectividade finita sobre o efeito de um
campo aleatorio bimodal pode ser resumido pelos diagramas de fases de T contra 6
mostrados na Fig. 2.8 (esquerda). Como discutido, para ¢ = 4,0, a transi¢ao de fase
é sempre continua. Quando a conectividade aumenta para ¢ = 8,0, a transicdo F-P
permanece continua para altas temperaturas, mas torna-se descontinua em um regime
de baixas temperaturas. Existe um ponto tricritico em T3.; ~ 0,45 e 0y 4 ~ 4,7. Em
ambos os casos, continuo e descontinuo, a linha de transicao termodindmica incide per-
pendicularmente no eixo horizontal 7' = 0. Isto é, nao foi observada uma reentrancia.
Além disso é interessante salientar que o tamanho da fase F é fracamente afetada pela

conectividade. Isto é justificado pelo fato de que, no modelo atual, os acoplamentos s&o
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1,0 \ \

1,0 ‘ ‘
0,8 = 0.8 |
0,6 7 0,6 _|
T Y 1 T i
0.4 I ] 0,41 \ .
I v | i F \ 1
0.2}~ 1 02f =

|
|
\
! \
'I ‘.
! 1
0% \ L b \ !
’ 0’ I | I | I | I [ !
2 03 04 05 06 82 03 04 05 06
0 A
Figura 2.8: Esquerda: Diagramas de fases T vs. 6y para uma distribui¢do bimodal do
campo aleatorio. Linha fina (vermelha), sélida, transi¢do F-P continua para ¢ = 4,0.
Linhas grossas (pretas) corresponde a ¢ = 8,0: linha solida, transicdo F-P continua;
linha tracejada, transicao F-P descontinua; linha pontilhada, espinodais da transicao
descontinua. Direita: Diagrama de fase T' vs. A para distribuicdo gaussiana do campo
aleatorio. Linha tracejada (vermelha) e linha solida (preta): Transicao continua F-P
para ¢ = 4,0 e ¢ = 8,0 respectivamente.

\
0,7

normalizados com c. Para completar, o diagrama de fases para uma distribui¢ao gaussi-
ana com ¢ = 4,0 e ¢ = 8,0 é mostrado na Fig.2.8 (direita). Ao contrario da distribuigao
bimodal, a transi¢gao é sempre continua. Os resultados apresentados demonstram que a
natureza da transi¢ao F-P em um ferromagneto com campo aleatério nao depende apenas
do tipo de distribui¢ao do campo aleatério, mas também da conectividade.

Mais detalhes na dependéncia da conectividade sao dados na Fig. 2.9, onde a tem-
peratura do ponto tricritico € mostrada como funcao de ¢, para a distribuicdo bimodal
do campo aleatério. Isto indica que a temperatura tricritica decai com ¢, e é suprimida
para ¢ < cpmin = 5,0. Para este leque de conectividade, a transigao F-P é sempre conti-
nua mesmo para uma distribuicao bimodal, ou seja, usando uma distribuigao de campo

aleatorio simétrica com um minimo.

Instituto de Fisica - UFRGS



2.6. Simulacao Numérica 35

0,6

041 .

| |
0’05 10 15
c

Figura 2.9: Ponto tricritico como fungdo da conectividade ¢, para uma distribuigdo bi-
modal do campo aleatério.

2.6 Simulacao Numérica

Foram realizadas simulagbes numéricas para verificar a validade dos resultados teori-

COS.

2.6.1 Meétodo de Monte Carlo

O objetivo da simulagao de Monte Carlo de um sistema térmico é o calculo do valor
esperado (Q) de uma quantidade observavel @), tal como a energia interna de um gas, ou
a magnetizacdo em um modelo magnético [51].

Idealmente, calcula-se a média da quantidade sobre todos os estados p do sistema,

pesando-os com sua propria probabilidade de Boltzmann

EM Que*ﬁEu
X

onde E,, corresponde a energia no estado . No entanto, para grandes sistemas nao é

(@) (2.66)

possivel fazer a média sobre todos os estados. Por isso é feita a média sobre um subgrupo
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deles, apesar de introduzir imprecisdes aos célculos. O método seleciona um subgrupo
aleatoriamente por meio de uma distribuigao de probabilidade p,,. Ao escolher M estados

{p1---par}, a melhor estimativa para a quantidade @ é dada por

M 1 _—BE,
_ > ic1 Quibp, € BB

M __1_—BE,,
> j—1Du; € !

QM (2.67)

Qs é conhecido como o estimador de @, para M — oo, obtém-se Q@ = (Q). Para obter
um estimador preciso de (@) é necessario optar por uma distribui¢ado de probabilidade
de forma cuidadosa, caso contrario a soma sobre u; pode ser dominada por uma pequena
parcela de estados, com a contribuicao da maioria sendo praticamente negligenciavel.
Por outro lado, se for possivel descobrir quais estados contribuem mais para a soma da
média e selecionar apenas esses estados, seria obtido um bom estimador.

Para fazer uma amostragem de importéancia, escolhe-se uma amostra de acordo com

a distribui¢do de Boltzmann. Com p,, = e PFu/ D e PEu. O estimador torna-se

1 M
Qu =47 ;QM. (2.68)

Para que o conjunto de estados seja gerado com uma distribuicao de Boltzmann, é uti-
lizado um processo de Markov, que é um mecanismo que dado um estado inicial u, gera
um novo estado v de maneira aleatéria de forma que o estado gerado é diferente, mesmo
se for selecionado p como estado inicial novamente.

A probabilidade de gerar um estado v dado p é chamada de probabilidade de transicao
P(pu — v) e esta nao pode variar no tempo e deve depender apenas das propriedades dos

estados e v. Além de satisfazer ao vinculo

> Plu—v)=1. (2.69)

Na simulagao de Monte Carlo, é utilizado o processo de Markov repetidamente para gerar
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uma cadeia de Markov de estados. Quando o processo é repetido por vezes o suficiente
o sistema chega ao equilibrio e os estados que aparecem possuem probabilidades dadas
pela distribuicao de Boltzmann. Para que isso seja possivel sao adicionadas mais duas
condigoes para o processo de Markov, a ergodicidade e o balango detalhado.

A ergodicidade é o requerimento de que deve ser possivel para o processo de Mar-
kov alcancar qualquer estado do sistema de qualquer outro estado, se realizarmos esse
processo por tempo o suficiente.

O balango detalhado garante que a distribuicao apds o sistema entrar em equilibrio
seja a distribuicdo de Boltzmann. Ao considerar que a taxa em que o sistema faz a

transicao de qualquer e para qualquer estado u deve ser igual a

D ouPp—v) =2 pPv— p), (2.70)

tiramos a soma em v de ambos os lados da equagao e chegamos na equagao de balango

detalhado.

puP(p = v) =p,Plv — p). (2.71)

Dado que o objetivo é que no equilibrio o sistema possua uma distribuicao de Boltzmann,

a equacao de balanco detalhado diz que a probabilidade de transi¢cao deve obedecer

Plp=v) _pv_ o5, (2.72)

Plv—=p)  pu

a Eq.(2.69) e a Eq.(2.72) sao vinculos escolhidos para que no equilibrio o processo de
Markov seja uma distribuicao de Boltzmann.

Contudo, ¢é dificil saber qual processo de Markov possui a transi¢gao de probabilidade

apropriada e encontrar isto pode ser um procedimento longo de tentativa e erro. Para

evitar este método empirico é entdo escolhida uma probabilidade de transi¢ao P(u — p)

Instituto de Fisica - UFRGS



2.6. Simulacao Numérica 38

diferente de zero. Ao fazer v = pna Eq.(2.72) obtém-se 1 = 1, o que mostra que o balango
detalhado sempre ¢é satisfeito para P(u — p). Isto significa que ¢é possivel ajustar o valor
de qualquer P(u — v) e manter a Eq.(2.69) satisfeita ao compensar com um ajuste igual
e contrario de P(u — p), contanto que P(y — p) mantenha-se entre 0 e 1. Para que
a Eq.(2.72) também mantenha-se satisfeita, simultaneamente ¢é feita uma mudanga em
P(v — p), para que a razao entre as duas probabilidades permanega constante. Entao

separa-se a probabilidade de transicao em dois termos

P(p—v)=g(p—v)Ap—v), (2.73)

a quantidade g(u — v) é a probabilidade selecionada que dado um estado inicial p gera
um estado v, e A(u — v) é a razao de aceitagao, que tem a liberdade de variar entre 0 e
1 e representa a aceitacao da mudanca do estado p para v em uma fragao de vezes. Isso
permite que g(u — v) tenha qualquer valor, ja que o vinculo da Eq.(2.72) apenas fixa a
razao

P(p—v)  glp—=v)Ap—v)

Pl p) 9w = mAW > ) (274)

Existem muitos algoritimos de Monte Carlo e cada um utiliza uma forma diferente na
obten¢ao do g(u — v) e do A(up — v). Para a resolugdo do modelo de Ising, um dos
métodos mais utilizado é o algoritmo de Metropolis [51]. Neste caso, a probabilidade
selecionada g(pu — v) dos possiveis estados de v é escolhida como igual. Todos os outros
estados possuem a probabilidade selecionada nula. Se o sistema simulado tem N spins,
entao existem N estados possiveis de v que podem ser alcangados do estado u. Portanto

existem N probabilidades selecionadas que toma o valor de

glp—v) = % (2.75)
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Ao aplicar a Eq.(2.75) na Eq.(2.74) chegamos em

Plu—=v) Alp—=v) _ _pm,-E) (2.76)
A ’ '

onde o termo e PE~Eu) & um peso de Boltzmann e a energia E, é maior do que a
energia F),.
Como as razoes de aceitacao estao entre os valores 0 e 1, fazemos a maior delas igual a

1 e a outra toma qualquer valor necessario para que a Eq.(2.76) seja respeitada, portanto

e BB —Ey) g E,—FE,>0;
Alp — v) = (2.77)

1 para outros casos.

O que significa que a transi¢do sempre é aceita para estados com energia menor ou igual
ao estado atual. Caso o estado possua energia maior, ¢ utilizado um peso de Boltzmann

para decidir se a transicao é aceita ou nao.

2.6.2 Resultados numeéricos

Esta secao utiliza um algoritimo de Metropolis para redes de tamanho N = 256 até
N = 4096 adaptado de [52].

Além do procedimento padrao do método de Metropolis para atualizar o estado do
sistema, foram criadas L réplicas nao interagentes, cada uma com diferentes temperaturas
T;. Para os resultados tebricos obtidos nesse trabalho, as curvas de coexisténcia a baixas
temperaturas sao sensiveis a amplitude do campo aleatério. Por consequéncia, para que
cada uma das L copias evoluam em paralelo, foram atribuidos diferentes valores de campo
aleatorio 6; a uma temperatura fixa.

Essas L copias existem para evitar minimos locais do espago de configuragoes da
energia, ou seja, cada sistema possui diferentes temperaturas fixas. Ao evoluir essas

cOpias paralelamente, variando os valores dos campos aleatérios 6;, é possivel que uma
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das copias entre em um minimo local, mas outra com um campo aleatério ligeiramente
diferente nao fique presa por este minimo. Eventualmente, os estados entre duas réplicas
sao trocados seguindo uma distribuicao de Boltzmann. O sistema com 6; maior atravessa
o minimo local e ao fazé-lo devolve o estado para a réplica de menor campo aleatorio.
A figura 2.10 (a) (topo) mostra o resultado da razao de m vs. 6y com ¢ = 4,0
para redes de tamanho N = 256 e N = 512. Apesar de uma pequena discrepéncia, os
resultados numéricos concordam com a natureza continua da transicao. Na figura 2.10
(a) (baixo) temos ¢ = 8,0 e N = 256, N = 512 e N = 1024, temos uma curva compativel
com a transi¢cdo descontinua, temos um 6y, ~ 0,48. Na figura 2.10 (b), temos uma
distribuicao gaussiana para ¢ = 8,0, N = 256 e N = 512 e como esperado a transicao de

fase é continua.

1.0 ;

m 0.5

0.0

m 0.5
0.0F » .
0.3 0.4 0.5 0.6 04 05 06 07 08
e0 A

Figura 2.10: (a) Topo: Magnetizagao m em fungao de 6y, para T = 0,1 constante, com
distribui¢ao bimodal do campo aleatorio, ¢ = 4,0; tamanhos das redes sao N = 256 (linha
tracejada) e N = 512 (linha solida).(a)Baixo: ¢ = 8,0; tamanho da rede ¢ N = 256 (linha
pontilhada), N = 512 (linha tracejada) e N = 1024 (linha solida). (b) Magnetizacao m
em funcao de A, a T' = 0,1 constante, com distribuicao gaussiana do campo aleatério,
para ¢ = 8,0; tamanhos das redes sdo N = 256 (linha tracejada) e N = 512 (linha sélida).

A figura 2.11 (a) mostra mais evidéncias da descontinuidade da transi¢ao de fases

F — P para baixas temperaturas provendo as curvas de histerese para a razao de m por
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0p. Podemos comparar esses resultados com o da Fig.2.5. A figura 2.11(b) mostra as
curvas espinodais superiores e inferiores em funcao de 1" e podemos comparar com o0s
resultados da figura 2.8.

As simulagoes estao de acordo com os resultados tedricos. Para conectividade pequena
¢ < 5,0, independe se a distribuicao de campos seja bimodal ou gaussiana, a transicao de
fase F'— P é sempre continua, mesmo em temperaturas baixas, como podemos comparar
a linha de ¢ = 4,0 na Fig.2.8 (esquerda) e a Fig.2.10 (a) topo. Para ¢ > 5,0 em uma
distribuicdo gaussiana, a transicao F' — P ainda é continua como podemos comparar
por meio da curva de ¢ = 8,0 na Fig.2.8 (direita) e a Fig.2.10 (b). Para ¢ > 5,0 em
uma distribui¢ao bimodal, encontramos na teoria e no experimento uma transi¢ao F' — P
descontinua como podemos comparar para a curva de ¢ = 8,0 na Fig.2.8 (esquerda) e
a Fig.2.10 (a) (baixo). As espinodais teoricas e experimentais também estao de acordo
com valores tedricos ambas com 6y aproximadamente entre 0,46 e 0,51, como pode ser

comparado para as curvas pontilhadas na Fig.2.11 (direita) e na Fig.2.8 (esquerda).

1.0 0.52
8 (a) |
0.8F —
| f 0.50F
0.6 7 |
m L — 90
0.4 | 0.48
02+ .
i \ | 0.46-
D
0.0 \ \
0.45 0.5 0.55 0.0 0.1 0.2 0.3
90 T

Figura 2.11: Resultados da simulagao para redes com N = 4096, ¢ = 8,0, bimodal, com
p =0,5. (a) Magnetizacao m em fun¢ao da amplitude do campo aleatorio 6y. Os dados
mostrados corresponde a 5 realizagdes de desordem, para 6y crescente e decrescente. (b)
fp-espinodals em func¢do da temperatura 1. Cada ponto corresponde a uma média sobre
10 realizagoes de desordem.
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Capitulo 3

Recuperacao de padroes
estruturados utilizando uma rede
métrica atratora: aplicacao no
reconhecimento de impressoes

digitais

3.1 Introducgao

Investigar a recuperagao de padroes por meio de uma Rede Neural Atratora (ANN
como sua sigla em inglés) tem sido um dos objetivos da comunidade cientifica ja ha
algum tempo. Principalmente ao tratar de conectividade uniforme, como por exemplo
redes completamente conectadas [53] e redes aleatorias [25].

Entretanto, ao trabalharmos com sistemas neuronais biolégicos reais e suas contra-
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partes artificiais, sabemos que esses sistemas sdo redes métricas e, portanto, a distancia
entre os sitios nao é uniforme.

Além disso, apesar de demonstrar resultados relativamente satisfatoérios na recupe-
racao de padroes aleatorios uniformes, a recuperagao de padroes que possuem estados
distribuidos de forma nao uniforme no espaco, nao é boa para redes atratoras.

Para lidar com problemas que levam em conta padroes estruturados, como classifica-
¢ao biométrica, sao introduzidas as Redes Neurais Atratoras Métricas (MANN como sua
sigla em inglés) [54]. Essas redes possuem conexdes organizadas localmente com algumas
ligagoes "atalho"de longo alcance.

Um problema tipico de classificagao biométrica é o do reconhecimento de impressoes
digitais. Levando em consideracao a deteccao e a medicao de caracteristicas, tais como
pontos singulares, dire¢oes ou bifurcagoes de cumes, é possivel identificar o dono de uma
impressao digital (ID).

Algumas Redes neurais sao aplicadas em tarefas como classificagdo, reconhecimento
e verificagao dessas impressoes digitais [55, 56, 57]. Inclusive, essas redes também sao
utilizadas na identificagdo de impressoes digitais [58, 59].

Os contornos da superficie que definem um objeto fisico sao conhecidos como regiao de
interesse (ROI). Idealmente, todo o contorno de uma ID seria sua ROI. Porém, por causa
de recursos computacionais, essas redes atratoras, consideram uma regiao de interesse
(ROI) menor do que deveriam. E possivel aumentar a ROI para seu tamanho ideal se
utilizarmos uma rede métrica diluida, que permite cobrir praticamente toda a ID.

Trabalhos recentes demonstraram um sucesso razoavel na recuperacao de padroes
de impressoes digitais por meio de uma MANN [60]. Neste modelo, um parametro
equivalente ao da probabilidade de reconexao de uma rede de pequeno mundo, é conhecido
como aleatoriedade topoldgica w. E é obtido por meio da razao entre as conexoes de
longo alcance sobre toda a conectividade. Este pardmetro possui um papel importante

na recuperacao de padroes.
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Em geral, ao considerarmos uma estrutura local de padroes, tentamos responder a
uma pergunta: "o papel da conectividade da rede é sempre relevante?".

Apesar de termos algumas respostas [61, 62, 63, 64, 65, 66, 67|, elas sdo baseadas
em situagoes especificas. Para respondermos de uma maneira mais geral utilizamos uma
MANN e introduzimos um parametro que mede a localidade dos padroes .

Ao resolvermos o modelo, obtemos a sobreposicao entre os padroes m e os estados
neuronais, como func¢ao da capacidade de carga ao variarmos w e .

E importante salientar que trabalhos anteriores consideravam a atividade média dos
padroes como a = 0,23, por tratar de um valor semelhante a estruturas reais das IDs.

Entretanto, cada ID possui sua atividade tipica. Por isso, foram realizados no-
vos experimentos com IDs, mas variando a atividade média dos padroes, indo de a ~
0,05(codigo esparso) até a ~ 0,48.

Além disso, foi desenvolvida uma teoria levando em conta uma média na topologia

(portanto os detalhes da métrica nao serao capturados).

3.2 O modelo

O estado da rede em um dado tempo ¢ é definido por um conjunto de N varidveis
de neurdnios binarios e independentes 7! = {7} € 0,1;4 = 1,--- N}, onde 1 e —1 repre-
sentam, respectivamente, estados ativos e inativos. A rede tem o objetivo de recuperar
P padrdes independentes {n*,u = 1,--- P} que foram armazenados por um processo de
aprendizado. Isto significa que um estado recuperado estavel satisfaz 7¢ = n#, para um
tempo t grande o suficiente.

Cada padrao, n* = {n!' € £1;i = 1,--- N} & caracterizado pela atividade média
at = (nt) =", % e pela correlacao espacial 1.

Os acoplamentos sinapticos entre os neurénios ¢ e j sdo dados por uma matriz de
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interagao fatorada em uma matriz de topologia ¢;; e nos pesos de aprendizagem W;;,

Jij = CijWij- (31)

A topologia, definida pela matriz, ¢;; € {0,1}, com ¢; = 0, divide as conexdes entre
locais e aleatérias. As ligagbes locais conectam cada neurdnio com seus ¢y vizinhos
mais proximos. As ligagbes aleatorias, ¢, sdo distribuida ao longo da rede. Portanto a

conectividade total da rede é
c=ci+cp. (3.2)

Desta forma, a topologia da rede é caracterizada por dois parametros: a razao de conec-

tividade

c
= — 3.3
=N (3.3)
e a razao de aleatoriedade,

Cr
W= (3.4)

Por conveniéncia, a seguir utilizaremos variaveis normalizadas, o = T—\/_@q e = %,

sendo que ¢ = (1) é a atividade média dos neurénios, a = (n) a atividade média dos
padroes, Q = Var(7) a variancia dos neurdnios e A = Var(n) a variancia dos padroes.

Por meio dessas varidveis normalizadas, a recuperagao de padroes é alcancada por
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meio de uma dindmica deterministica,

ottt = g(hl — 0!, qb),

P

(3.5)

onde hf corresponde ao campo local no neurénio ¢ no tempo ¢, e 6; é o limiar de disparo.

A funcédo ganho é definida da seguinte forma

g(zy) = —F——, (3.6)

sendo O(z) uma fungao degrau.

A matriz peso é atualizada de acordo com a regra de Hebb,
-1
WE = WET g (3.7)

0S pesos comegam em Wi(;- = 0 e apdés P passos de aprendizado eles alcancam o valor
Wij =32, €€}
o w oSt 55
Para recuperarmos padroes com baixa atividade, a < 0,5, é necessario utilizar uma
estratégia de limiar adaptativo, caso contrario, a atividade pode ser maior (menor) do
que a atividade do padrao sempre que o limiar for pequeno (grande). Na literatura de

codigo esparso 68| foi desenvolvido o limiar

1—2a £
se q; < 0,5;
gl = ¢ 2vA ' (3.8)
_1-2a ¢
sva S q > 0,5.

Também definimos um pardmetro ¢, com um valor empirico de { = 0,7 e trocamos 6

por (00(%90) para os primeiros (iltimos) passos de tempo, digamos ¢t < 20 (¢t > 20), para
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que a rede evite ser presa em minimos espirios.

Para avaliarmos a habilidade de recuperagao da rede utilizamos dois paradmetros ob-
tidos por meio das equagoes de dindmica, a sobreposicao de padroes sobre os estados da
rede que a partir de agora chamaremos apenas de “sobreposicao” e a atividade neural

média definida pelas expressoes

1 N
mt = sz:fzoi

N
t t
(]
Quando o padrao é recuperado, temos que m ~ 1 e ¢ ~ a. Além da sobreposi¢do dos

estados pelos padroes e da atividade neural, também nos interessamos pela relagao de

carga, o = %, que é a razao entre os padroes armazenados e o tamanho da rede.

3.3 Experimentos de impressoes digitais

Os experimentos utilizaram IDs coletadas da Competicao Internacional de Verificacao
de Impressoes Digitais, F'VC2000, FV (2002 e FVC2004 [69].

Esses padroes de ID foram pré-processados usando o M AT LAB |70] e por meio dos
seguintes passos: Realce, binarizacao, operagdes morfoldgicas e recorte de imagens.

Por meio da Short Time Fourier Transform (STFT) é realizado o realce da ima-
gem. Em seguida é utilizada a funcao im2bw para se obter uma imagem binarizada.
Depois, por meio da fungao bwmorph, sao feitas operagdes morfologicas, tais como T hin,
que remove pixeis de objetos e os afina em linhas ou anéis, Close, que realiza um fecho
morfolégico, Clean e Spur, que removem respectivamente pixeis isolados e espurios. Fi-

nalmente a imagem é cortada de uma resolucao original de 388 x 374 pixeis mantendo a
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maior parte da informagao da ID para uma resolucao final de 263 x 340 pixeis. Podemos

ver exemplos na Fig.3.1.

Figura 3.1: (Da esquerda para direita) ID em tons de cinza. ID realgada e binarizada
(a ~0,23). ID dilatada (a ~ 0,48). ID esqueletizada (a ~ 0,08).

3.3.1 Configuracgoes topologicas e performance de recuperacao

Utilizando uma rede de pequeno-mundo, foram realizados varios testes na configu-
ragao das topologias. Cada topologia representa como os sitios estao conectados. Os
pardmetros que as definem sao a conectividade c e a razao de aleatoriedade w. Ao aumen-
tarmos c¢, teremos mais conexoes entre os sitios, sempre respeitando a forma topolédgica
escolhida. Para w = 0,0 as ligagdes sdo sempre locais. Ao aumentar o w existirdo cone-
xo0es aleatorias de longo alcance entre os sitios. Foi considerada uma condicao periédica
de contorno.

As topologias utilizadas neste trabalho, sdo representadas esquematicamente na Fig.3.2.
Da esquerda para a direita sao: Anel, Cruz e X. Sendo ¢ = 4 w = 0,0 para todos os pai-
néis.

A diluicao da rede é um fator importante que determina o nimero de padroes que a
rede é capaz de armazenar (P = ac), sem contar que, computacionalmente o tempo de
aprendizado /recuperagao é da ordem de O(N X ¢ x P).

Os estados estacionarios m* alcangados pela rede foram estudados como fungao da

relacao de carga «, para diferentes valores do parametro topologico w.
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Figura 3.2: Topologias (preto = sitio de referéncia, cinza = sitios vizinhos): Anel (Es-
querda), Cruz (meio), X (direita). ¢ =4,w = 0.0.

Os resultados das simulagoes sdo tragados para uma rede com N = 340 x 263 = 89420
(que corresponde a resolugao espacial de uma imagem de uma ID), e ¢ = 200. A rede

0 = 1,0 e evolui para o valor de

comega com uma condi¢ao inicial sem ruido com m
t = 100 passos no tempo, que foi encontrado empiricamente como sendo um tempo
longo o suficiente. Um exemplo da recuperagao estacionaria das sobreposi¢coes m* é

mostrado na Fig.3.3. Nesta figura, m* é representada com simbolos e as linhas sélidas

sao correspondentes a uma média para os diferentes valores de w.
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Figura 3.3: Capacidade de recuperagao de impressoes digitais sem ruido para diferentes
valores do parametro de aleatoriedade w, com N = 89420, ¢ = 200, condic¢ao inicial
m® = 1,0 e atividade a = 0,23. Anel(esquerda), Cruz(meio), X(direita). Sendo m*
representada com simbolos e as linhas sélidas sdo correspondentes a uma média suave
para os diferentes valores de w.

E possivel definir o valor critico a. tal que a sobreposicao cai abaixo de m, ~ 0,5.

No painel da direita para a topologia X com w = 1,0, é possivel observar que a rede
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possui uma relagao de carga critica de a, = % ~ 0,13. A rede diminui sua performance
para pequenos valores de w, alcancando a. ~ 0,09 para w = 0,0. Entretanto, para
w = 0,4 a performance de recuperagao da rede é equivalente a de uma rede com w = 1,0,
com excecao do custo das conexbes. A topologia Cruz no painel central mostra um
comportamento similar. A topologia de Anel, mostra uma piora na recuperacido para

w < 1,0, como ilustrado no painel da esquerda.

3.3.2 1IDs esqueletizadas

No aprendizado de IDs esqueletizadas (com baixa atividade a ~ 0,085, 0y = 1,49) a
rede armazena mais padroes devido & escassez de atividade, e por isso ocorre a ativacao
intensa de um conjunto relativamente pequeno de neurénios [71].

Os estados estacionarios m* alcangados pela rede foram estudados em fungao da
relagao de carga «, para valores diferentes do parametro topologico w.

Os resultados de simulacao sao tragados para uma rede com N = 89420 e ¢ = 200.
A rede possui uma condicdo inicial sem ruido de m® = 1,0, e é atualizada para t = 100
passos no tempo.

Na Fig.3.4, m* é representada com simbolos e as linhas sélidas representam a média
suavizada das curvas para os diferentes w. No painel da direita, para a topologia X com
w = 1,0, pode ser verificado que a relacao de carga critica é de a, = % ~ 0,29. A rede
diminui sua performance para baixos valores de w, alcangando o, ~ 0,125 para w = 0,0.
Entretanto, para w = 0,6 a performance de recuperacao da rede é equivalente a rede
aleatéria com w = 1,0, economizando o custo de ligagoes.

A topologia Cruz no painel do meio piora sua performance para valores w < 1,0
comparando com a topologia X. A topologia de Anel tem uma performance similar &

topologia de Cruz.
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Figura 3.4: Capacidade de recuperacao de impressoes digitais sem ruido esqueletizadas
para diferentes valores do pardmetro de aleatoriedade w, com N = 89420, ¢ = 200,
condigao inicial m" = 1,0 e atividade a = 0,08. Anel(esquerda), Cruz(meio), X(direita).
Sendo m* representada com simbolos e as linhas sélidas sao correspondentes a uma média
suave para os diferentes valores de w.

3.3.3 IDs com atividade uniforme

A Fig.3.5 mostra a performance de recuperacdo da rede para padrées de atividade
uniforme, ou seja, padroes com a ~ 0,5. Mais precisamente, no experimento utilizamos
a = 0,48.

Neste caso, nao existe uma tendéncia na atividade, em contraste aos padroes estuda-
dos anteriormente. Nao é necessaria estratégia para o limiar na recuperacao de padroes
de atividade uniforme, portanto 6y = 0,0 [53].

Novamente as trés topologias sao estudadas. Como esperado, a performance de recu-
peragao é menor quando comparada com padroes de atividade tendenciosas (a = 0,23)
e padroes mais escassos (a = 0,08). A relagdo de carga critica a, ~ 0,07 ¢ menor do que
o a, obtido nos casos anteriores. E importante salientar que para baixos valores de w, a

rede recupera melhor padrées de atividade uniforme.
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Figura 3.5: Capacidade de recuperacao de impressoes digitais dilatadas ruidosas unifor-
mes para diferentes valores do parametro de aleatoriedade w, com N = 89420, ¢ = 200,
a = 0,48, 6y = 0,0 e condicdo inicial m® = 1,0. Anel(esquerda), Cruz(meio), X(direita).
Sendo m* representada com simbolos e as linhas sélidas sao correspondentes a uma média,
suave para os diferentes valores de w.

3.3.4 Capacidade de Informacao

Dos resultados das sessdes anteriores, é possivel supor que armazenar padroes com
baixa atividade possui uma grande vantagem em relacao a padroes uniformes. Entre-
tanto, a informagao de um tnico padrao com baixa atividade é menor do que a informacao
de um padrao uniforme, portanto é necessario calcular a capacidade de informacao, que
leva em conta tanto a capacidade e a recuperacdo em uma tnica funcao escalar. Assim,
é possivel estudar como a capacidade de informagao i se comporta com a atividade a.

A informagao foi calculada em uma topologia de Anel usando i = agM (m,ap), onde
ap ¢ a relagdo de carga otima, e M(m,p) é a informagdo mutua entre o neurénio e o
padrao recuperado com valor méximo de .

A informagao mutua M (m,ap) ¢ uma ferramenta util na teoria da informacdo e
corresponde a quantidade de informagado que uma variavel contém em relagdo a outra e
que é recuperada |72]. Em geral, calcula-se, M por meio de M ((m,ap) = S(o) — S(c|€),
onde S ¢é a entropia de Shanonn. Porém, como queremos a informagao mutua com o valor

méaximo de 7, a entropia S(m|ag) torna-se zero, e ficamos apenas com S(m). Utilizamos

Instituto de Fisica - UFRGS



3.3. Experimentos de impressoes digitais 53
Atividade | Carga | Entropia | Informagcao
0,08 0,34 0,402 0,1367
0,23 0,11 0,778 0,0856
0,48 0,045 0,999 0,0449
Tabela 3.1: Atividade de padroes vs. Capacidade de informagéo.
0 S(m) obtido em [73]
S(m) = —aln(a) — (1 —a)In(l — a). (3.10)

Como a transigao ¢ abrupta, ¢ estimado que a entropia S de um padrao recuperado (onde
m ~ 1), possui erros de 5%, isto é, m(a.) = 0,95, para o qual definimos uma relac¢ao de
carga critica a.. Entdo, i = a.S(m).

Na Tabela 3.1, mostramos o valor da carga critica «., a entropia S e a capacidade de
informacao ¢ para cada valor da atividade a.

Apesar do aumento da capacidade de informacao com a diminui¢ao da atividade nao
é isso o que ocorre para a capacidade de carga, mesmo assim é observada uma melhoria

moderada em ¢ para baixas atividades. O prego a pagar é a resolucao de cada padrao.

3.3.5 Meétrica de Boltzmann

Fizemos mais um experimento, para ver se o comportamento observado nas Figs.3.3,
3.4, 3.5 estao de acordo. Foi utilizada uma distribuigao de probabilidade de conexoes
representada pela Fig.3.6, que nomeamos de Topologia de Boltzmann, uma vez que essa
distribuicao pode ser escrita da seguinte forma:

1 D
Dey; = ZGXP <_ jij) ) (3.11)

onde o pardmetro de temperatura T' estd intimamente conectado ao pardmetro w dos
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Figura 3.6: Grafo de Boltzmann. Esquerda: Histograma da distancia das conexdes.
Direita: Um grafo tipico para N =81, c=4,T =10

outros experimentos e representa o nivel de ruido na vizinhanca. Para T pequeno, a
maioria das conexoes ligam neurdnios locais, enquanto que para T' grande, conexoes de
longo alcance dominam. A distancia em um Anel fechado é D;; = (i — j) mod %, ea

normalizacao constante é de Z =

1.0
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Figura 3.7: Capacidade de recuperagao de IDs para uma topologia de Boltzmann e
diferentes valores do ruido 7', com N = 89420 ¢ = 200, m°® = 1,0. Esquerda: a = 0,08.
Meio: a = 0,23, Direita: a = 0,48. Sendo m* representada com simbolos e as linhas
solidas sdo correspondentes a uma média suave para os diferentes valores de T

Calculamos a sobreposi¢ao como fungao da relagao de carga, para a métrica de Boltz-

mann, e a representamos na Fig.3.7, com os mesmos valores da atividade de padroes
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das Figs.3.3, 3.4, 3.5. Podemos comparar as curvas e verificar que a forma da topologia
de Boltzmann é similar as topologias estudadas anteriormente ao trocarmos a razao de

aleatoriedade w pelo ruido T.

3.4 Teoria

Na secao anterior fizemos um tratamento experimental de uma MANN para armaze-
nar e recuperar padroes de IDs. Varios tipos de atividade foram consideradas, indo de
codigo esparso até padroes uniformes.

Os experimentos demonstraram que em uma MANN para uma dada atividade tipica,
quanto maior o w, melhor é a performance da rede. Contudo, é dificil de assegurar que
isto seja verdade para w ~ 1, pois na Fig.3.4 existe um comportamento nao monotono,
isto é, existe um valor 6timo de wy ~ 0,8 no qual a capacidade de carga é maxima. Tal wy
parece depender da atividade média e dos detalhes particulares da topologia considerada.
Ao aumentar a atividade tipica de padroes de IDs, a capacidade de carga . diminui.
Além disso, o espalhamento entre as curvas da sobreposicao contra a relagdo de carga,
m X «, aumenta da dire¢ao de w = 0 para w = 1, quando a atividade aumenta. Também
é observada uma remanéncia depois do valor critico do ruido.

Tentaremos explicar esses comportamentos e suas principais caracteristicas na abor-
dagem teorica. Sendo capaz de explicar um sistema de IDs utilizando a média de uma
topologia métrica (dependente apenas de w [72]), a média da atividade de padroes, e um
novo parametro que foi introduzido para medir o carater local de cada ID.

Este ultimo, chamamos de 1, ele quantifica a correlacdo espacial dos pixeis da ID.

Para um dado padrao, {& = ¢!}, ¢ & estatisticamente definido de acordo com

& =& + (1—¥)gf, (3.12)
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onde & corresponde a natureza aleatéria dos padroes, e §f representa a distribuicao local
dos pixeis nos padroes.

E interessante notar que a Eq.(3.12) define os padrdes de ID como a soma global
de uma parte aleatéria e uma parte local, no sentido de distribuicao de probabilidade.
Mais precisamente, os padroes aleatorios, {&] }fv sao um conjunto de variaveis aleatorias
identicamente distribuidas e independentes (iidrv), (£} 5;) = dj;. Os padroes localis, {4V
sao correlacionados localmente, <§f§f) =1, se {j € n;}, onde n; é a vizinhanga do iésimo
pixel, caso contrario <§f§§> = 0. No caso de pixeis independentes, 1) = 1. Para pixeis
completamente localizados, ¥ = 0. Para correlagoes intermediarias temos 0 < ¢ < 1. O
valor de 1 de uma ID nao é medido diretamente. Ele serd determinado por um ajuste
entre teoria e experimentos.

O experimento real que estamos tentando modelar nao possui tamanho infinito, mas
utiliza valores grandes e finitos de uma rede de tamanho, N ~ 89420, e uma conectivi-
dade, ¢ = 200, assim como % ~ 447. Portanto a teoria é parametrizada pelos seguintes
pardmetros: o = %, Be = %, 7 = «. Temos uma boa aproximacao para o limite de
pequenos «, B¢, v, o que pode ser facilmente generalizado para outros grupos de padroes

estruturados com caracteristicas similares.

3.4.1 Divisao do campo em sinal e ruido

A performance da recuperagao de padroes em uma MANN pode ser medida por meio
de duas relagoes: a sobreposi¢ao m, dada pela Eq.(3.2), que corresponde a sobreposigao
dos padroes armazenados em relacao aos estados estacionarios da dindmica neural, e a
capacidade .

Para recuperar padroes, é necessaria uma relacao de recorréncia para a sobreposicao,
m!Tt = f(m?!). Relacdo esta que deve conter a regra de atualizagdao dos neurénios, obtida

na Eq.(3.5). Porém, para obter esta dependéncia é necessario levar em consideragao o
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carater local da matriz topologica e dos padroes.
Ao fazer g(hl — 0!,q!) = sign(h!), facilita a operacao dos padrdes binarios &' € +1.

Podemos escrever a dindmica para a sobreposi¢ao usando a Eq.(3.2) e obtemos

m!* = (sign(h))),
(3.13)

Vamos considerar o campo pos-sinaptico, Eq.(3.5), atuando no neurénio i em um dado
tempo ¢, digamos o; = o!. Substituindo a matriz de adjacéncia, Eq.(3.1), e os pesos de

aprendizagem, Eq.(3.7) podemos reescrever o campo local como

o

J
Caso a rede esteja recuperando um dado padrio, digamos & = §;, entdo é possivel

reescrever o campo em termos de um sinal m; e do ruido de interferéncia §2;,

hi =m; + €, (3.15)

sendo a parte de sinal

1
m; = E Z Cijfj(fj, (3.16)
J
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e a parte da interferéncia

Q=&Y &ml,

p>1
(3.17)

o
my

= Z Cl'jf;l()'j.

J

Q-

O termo de sinal tem o papel de uma sobreposi¢dao local, dependendo da matriz de
conectividade. Esta por sua vez pode ser escrita como a soma de temos locais e aleatdrios

[72]:
Cij = wcfj +(1- w)cf‘j, (3.18)

onde cfj sdo as conexoes aleatérias, uniformemente distribuidas entre os acoplamentos

dos neurénios 1,5, e cg\j sao as conexoes locais, que representam qualquer das métricas

descritas na Fig.3.2. O alcance da rede é medido por meio de w.
A sobreposigao dos sitios, Eq.(3.16) se torna
mi = wm? + (1 —w)m?, (3.19)
onde a sobreposi¢ado com topologia aleatoria é escrito desta forma,
p_ 1 P 3.20
m- = Ezcijfj()'j, ( . )
J
e a sobreposicao com topologia local é,

1
m* = p Z 5605 (3.21)
J

Uma vez que os padrdes também se dividem em termos locais e aleatorios, Eq.(3.12),
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cada termo nas Eqs.(3.20 e 3.21) tornam-se dois
m; = Ylwml? + (1 — w)ymi + (1 — ) [wm? + (1 — w)m, (3.22)

onde para os padroes aleatérios temos

1
m'f = - Z cl’-ojﬁ;-o'j, (3.23)
J
1
A \er
m™ = - Z &5 aj, (3.24)
J
e para os padroes locais,
1
Lp __ p el
m =~ EJ: c&oj, (3.25)
1
o _ Aol
m = - Z c&ho;. (3.26)
J

3.4.2 Distribuicao do campo

Foi considerada uma aproximagao gaussiana para todos os termos nos campos locais:

hi = R[(h), V3] = (i) + Z; 1/ V3, (3.27)
sendo V; = Var(h;) a variancia de h; e Z; =N(0,1) uma varidvel gaussiana normalizada.
Com a Eq.(3.27) e de acordo com a Eq.(3.15) podemos calcular a média do campo local
ao calcularmos a média do termo de sinal, Eq.(3.22). Esta média converge, para o limite

de ¢ grande, para uma Unica variével,

(hi) = m, (3.28)
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sendo m a sobreposigao global, como definida na Eq.(3.13).
O campo local, izi, possui duas partes, como podemos ver na Eq.(3.15) e, portanto,

sua varidncia também possui duas partes:
Vi = Vi, + Va. (3.29)

O primeiro termo é a varidncia da sobreposi¢ao de sitio m;, o segundo termo é a variancia

do ruido de interferéncia, 2. O termo de ruido possui uma forma proposta por Amit [53]
VQ = ar, (330)

onde « é a relagao de carga e r é o termo de retroalimentacao, que também é dividido
em termos de retroalimentagao para padroes aleatoérios 7, e termos de retroalimentacao

para padroes locais 7:
r=1Yr, + (1 —)ry. (3.31)
Cada um desses termos pode ser dividido em topologia aleatéria e topologia métrica:
r=lwry, + (1 —w)rm] + (1 =) wre, + (1 —w)re. (3.32)
Os valores de retroalimentacao sao avaliados da seguinte maneira:

Trp = 17
rea = 14+b-m?, (3.33)
rep =1+ d,

7’@)\=1+b-m2.
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Os verdadeiros valores de cada r sdo fungoes complexas, as quais sdo recursivas em m e
todos os tipos de retroalimentacao r.

Vamos dar uma olhada no que cada r quer dizer. Comecamos com 7., = 1, pois a
matriz topologica cipj é extremamente diluida e os padroes aleatérios £" sao distribuidos
independentemente. Portanto nao existe realimentacao presente neste caso [74]. A seguir,
rgp = 1 + d, precisa ser maior do que r,, devido a dependéncia do sitio dos padroes. O
fator 7,5 = gy = 1+ b-m?, por causa da conectividade local. Mesmo em casos bastante
diluidos, a retroalimentacao é intensa, de forma similar a uma rede com todos os seus
elementos conectados.

O que implica que existe uma dependéncia no valor absoluto de m que é simplificado
do valor conhecido de topologias métricas [72]. Temos que 77, deve ser maior do que
r¢p devido a alta correlagao da topologia métrica, exceto para pequenas sobreposigoes
quando alguma memoria estéd presente na dindmica neuronal, semelhante ao efeito de
remanéncia no ferromagnetismo.

Neste trabalho, os fatores b e d sao ajustados com os experimentos e demonstram uma
dependéncia no grau de densidade . Porém, para termos o menor grau de liberdade no
parametro ajustavel, utilizamos uma fun¢ao simples d(a,b), que satisfaz o vinculo d < b,
para todos os valores trabalhados da atividade. Ademais, procuramos por um valor

empirico b(7y) para o v = 200/89420 fixo utilizado nos experimentos.

Encontramos que as fungoes:

d = 2ab,
(3.34)

b= 10,

se encaixam nos resultados experimentais da segao 3.3.

Agora, consideremos a varidncia da sobreposi¢ao de sitios. Uma vez que todos os

Instituto de Fisica - UFRGS



3.4. Teoria 62

quatro tipos de sobreposicao de sitio sao independentes, podemos escrever a variancia

Vim, como uma soma
Vi, = $loVip + (1= @)Vl + (1 = ) Vi + (1 — w)Virl, (3.35)

onde cada uma das quatro variancias sao calculadas das Eqgs.(3.23,3.24,3.25,3.26) e

obtemos

V;“p = ‘/;")\ = 567
(3.36)

Vip = Vir = Be + 0 —m?,

até a primeira ordem em O(B. = 1).

O termo o = oy que aparece na equacao anterior corresponde a funcao de correlacao
neuronal o = (0;0)¢ para os padroes locais, isto é, ¢ = 0. Esta ¢ uma fungao da atividade
a e da sobreposicao m, que deve estar proxima de o = 1 para uma atividade de a = 1/2

e por volta de o = m? para codigo esparso, a — 0. Escolhemos uma interpolacdo linear

capaz de capturar este comportamento:
0 = (0i0;)0 = 2a(1 — m?) +m?. (3.37)

O vinculo 0 < o < 1 ¢é satisfeito. Para padroes aleatorios a fungéo correlagdo entre
estados neuronais é o, = 0 = (00;), = 0.

Obtemos entao

Vi = 9B+ (1 — ) (Be + 0 — m?) + ar, (3.38)
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e também
r=lw+ (1 —w)(l+bm?)] + (1 —)[wd +2ab) + (1 — w)(1 + bm?)]. (3.39)

Na Eq.(3.13), temos uma média discreta sobre os estados (N1 Y",), como considera-
mos uma aproximagao gaussiana para todos os termos do campo local, também podemos

utilizar uma distribuicao gaussiana e a média passa a ser continua, temos:

o0 R
m = / sign(h)dgf)(zﬁ), (3.40)

z2

sendo d(ﬁzﬁ = \/%767711 Zj, aplicando a Eq.(3.27) obtemos:

+oo .
m= / sign <(h> + Zﬁ\/@) db(z. ). (3.41)

Podemos resolver esta integral por partes fazendo:

dv = oz,

(3.42)

u = sign (ﬂ—i— Z;L\/Vh),

deste modo, escrevemos:

m = ¢z, sign <<ﬁ> + Z;;\/‘Z)

isto leva a:

: - / Pz;)dsign <<h> +Zj, \/?h) (3.43)

“+o00
m=1-— 2/ ) (b(Zﬁ)d(Zfth)(S(ﬁ)—i-Zﬁ\/Vih’ (3.44)

V.

>
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usando a identidade §(zy) = 16(y), a equagdo fica assim:

m=1-2¢ (—f}%) : (3.45)

podemos escrever isso como:

mzerf( () ) (3.46)

e usando a Eq.(3.28) chegamos em:

m = erf (\/%) . (3.47)

Obtendo assim a relagao de recorréncia da sobreposicao, dependendo apenas da média e

da varidncia do campo local.

3.4.3 Resultados teodricos

Resolvendo as equagoes recursivas Eqs.(3.37, 3.38, 3.39, 3.47) podemos entao compa-
rar as previsoes tedricas com os experimentos de IDs. O tnico pardmetro ajustével é o
1, que estima a localidade espacial dos padroes nas amostras aprendidas. As amostras
consideradas possuem padroes de tamanho N = 89420, e a rede utiliza a conectividade
média ¢ = 200 por neurénio. De acordo com o pré-processamento, treinamos a rede com
diferentes valores de atividade de padrdo: a = 0,08;0,23; 0,48, que vai de c6digo esparso
(a — 0), até padrdes uniformes (a ~ 1).

Considerando inicialmente uma atividade média a = 0,23, procuramos por um valor
de ¥ que represente de forma 6tima as curvas da sobreposi¢do m pela relagdo de carga

a na Fig.3.3, para os diversos valores de w.

Alguns valores de v sao retratados na Fig. 3.8. Quando a relacao de carga, «, é baixa
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Figura 3.8: Sobreposigao em fungdo da razao de carga para diferentes valores do parame-
tro de aleatoriedade topolégica w, com ¢ = 200, variando o parametro de aleatoriedade
dos padroes . Topo: ¥ = 0,0; Centro: ¢ = 0,6; Inferior: ¥ = 1.0.

as curvas possuem uma sobreposi¢gdo maior para conexdes de longo alcance (w ~ 1) do

que para curto alcance (w ~ 0), caso « seja alto, verificamos o comportamento contrario.
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Percebe-se que ¥ = 0,6 é o que melhor descreve os experimentos na Fig.3.3. As transigoes
sao sempre continuas, mas seu declive é mais acentuado para longo alcance do que para
curto alcance. O cruzamento entre as curvas de longo e curto alcance acontece em cerca
de m ~ 0,45 e a ~ 0,15.

Podemos compreender estes comportamentos por meio das equagoes recursivas. O
termo de sinal na Eq.(3.47) ndo depende nem de w nem de . O ruido do campo local
na Eq.(3.38) possui um termo proporcional a (1 — ) que decresce com m, e um termo
de retroalimentacao que depende tanto do 1 quanto do w.

Como podemos ver na Eq.(3.39), r possui um ruido maior quando w ~ 1 do que para
w ~ 0 se m for pequeno, o inverso ocorre para m grande. Portanto existe um cruzamento

de m na direcao oposta de r.

mx Q mx Q mx Q
a=0.08;b=10;d=1.6; y =0.6 a=0.23;b=10.0;d=4.6; y =0.6 a=0.48b=10;d=9.6;y =06

T T T T

T
—_— — w=00
—_— — w=02
— —_— w=04
—_— — w=06

w=08
—_— w=10

0
900

Figura 3.9: Sobreposigao em fungao da razao de carga para diferentes valores do parame-
tro de aleatoriedade topologica w e diferentes atividade: a = 0,08 (esquerda), a = 0,23
(centro) e a = 0,48 (direita). Painéis superiores sao os resultados tedricos com ¢ = 200,
¥ = 0,6. Painéis inferiores, padrdes de recuperacao de impressoes digitais sem ruido
m® = 1,0. Topologia de anel com N = 89420, ¢ = 200, §p = 1,49 (esquerda), 6y = 0,66
(meio), 6y = 0,0 (direita).
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Mantivemos constante o valor do pardmetro de localidade ¢ = 0,6 para todos os
valores de atividade de padroes a, e calculamos as curvas m x a. O grafico de m(a) ao
variar o alcance das ligagoes w é desenhado na Fig.3.9, para trés valores de atividade a.

No painel esquerdo é apresentado o resultado tedrico para a = 0,08, que concorda
com os experimentos da Fig.3.4. A sobreposi¢do para as topologias w ~ 1 é maior do
que para w ~ 0, para quase todos os intervalos de atividade, exceto quando a > 0,35.
Neste caso, a sobreposi¢do para w < 1 possui um efeito de remanéncia. O cruzamento
entre essas curvas acontece por volta de m ~ 0,25. Também temos uma comparacao
quantitativa para todos os valores da relagao de carga. Por exemplo o = 0,15, quando
m(w =1) ~ 0,95 e m(w = 0) ~ 0,5, mostrando um espalhamento "gordo"entre as curvas.
Para w = 1,0 a relacao de carga critica é o = 0,64, que corresponde com os resultados
esperados na literatura [25]

No painel central, apresentamos as curvas tebricas para a = 0,23, que sao comparadas
com os experimentos da Fig.3.3. E interessante notar que o espalhamento entre as curvas
para w = 1,0 e w = 0 decresce enquanto a atividade a aumenta.

No painel da direita, temos os resultados tedricos que correspondem & Fig.3.5. O
espalhamento praticamente desaparece para a = 0,48. A tnica diferenga entre os experi-
mentos e a teoria ¢ uma cauda em m(«a) para w ~ 1, ou seja, neste caso nao foi prevista a
remanéncia verificada nos experimentos. Essas caudas sdo devido aos efeitos de tamanho
finito ou aos ruidos reais que nao sao capturados pela teoria.

Estimamos que a diferencga entre a teoria para ¢,IN — 0o e 0s experimentos para c e
N finitos por meio do desvio padrao do ruido, de acordo com os termos negligenciados na
Eq.3.35: 6 = O (ﬁ) Para ¢ = 200, temos §(m) =~ 0,07 nas regides onde a sobreposigao
é pequena.

Finalmente, calculamos a correlagao espacial para o conjunto de dados de IDs. Essas
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Atividade | 0,0844 | 0,1605 | 0,2257 | 0,3012 | 0,4817
Correlacao | 0,2012 | 0,5401 | 0,6400 | 0,7034 | 0,74034
Tabela 3.2: Atividade de padroes vs. Correlacao espacial.
IDs foram estimadas ao representarmos Eq.3.12 assim
(3.48)

1
Y= <§z‘§j>r = PN Zfﬁfﬂ-
(7

Os valores sao dados pela Tabela 3.2 e por meio dela é possivel notar que para esse

conjunto especifico de estruturas de padroes quanto mais esparso o codigo é, menor é a

correlacao.

E interessante observar que o valor obtido por um ajuste simples de 9 para a = 0,23

da Fig.3.8, para os experimentos, temos que ¥ =~ 0,6, que é bem proximo do valor

experimental de ) = 0,64. Ao invés de usarmos um valor fixo, recalculamos as curvas

tedricas com os 9 experimentais. Tanto o caso de a = 0,23 quanto o caso de a = 0,48

possuem 1) semelhante ao valor ajustado, mas o caso em que a = 0,08 possui um @ = 0,20

que é bastante diferente do fixado, mas ajusta a curva de forma mais satisfatéria. A

Fig.3.10 ilustra essa situacao.
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mXxo
a=0.08;b=10;d=1.6; y=0.20

mx o
a=0.23;b=10.0;d=4.6; y=0.64

mXx o
a=048;b=10;d=9.6; y=0.75

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 3.10: Curvas tedricas da sobreposi¢ao em fungao da razao de carga para diferentes
valores do pardmetro de aleatoriedade topologica w e diferentes atividade: a = 0,08
(topo), a = 0,23 (centro) e a = 0,48 (inferior), com suas respectivas correlagdes espaciais:

¥ = 0,20, 1 = 0,64, ¢ = 0,75.
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Capitulo 4

Conclusoes e perspectivas

4.1 Conclusoes

Nesta tese investigamos duas redes complexas. Uma rede complexa de conectividade
finita, sem estrutura. Onde foi estudada a transicao F' — P. E uma rede complexa
estruturada. Onde estudamos o armazenamento e recuperagao de padroes complexos.

No primeiro caso, o objetivo principal foi investigar a natureza da transicao F — P
para um Modelo de Ising com um campo aleatério em fungéo da conectividade finita ¢
que segue uma distribui¢ao de probabilidade de um grafo aleatério com uma distribuicao
de campo aleatério tanto bimodal quanto gaussiana.

Os resultados mostram que a natureza da transicdo de fase depende da distribuicao
de campos aleatérios. Para uma distribuicao gaussiana a transicao é sempre de segunda
ordem. Para uma distribuicdo bimodal, um ponto tricritico aparece. Neste caso, sua
localizagao é fortemente dependente do ¢. Na realidade, a temperatura do ponto tricritico
diminui quando ¢ diminui até alcancar um valor minimo da conectividade c¢y,;,. Em
suma, os resultados afirmam que acima de um certo valor da conectividade ¢, existe

o surgimento de um ponto tricritico para uma distribuicdo bimodal. Isto confirma as
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conclusoes de Aharony [34] utilizando conectividade infinita. Ainda mais importante,
temos que para pequenos valores de conectividade (¢ < ¢pin) a transicdo F' — P é sempre
continua, independentemente do tipo de distribuicao de campo. Assim, os resultados
para ¢ grande com uma distribui¢ao bimodal do campo aleatério confirmam a existéncia
de um ponto tricritico, que foi relatado anteriormente por uma rede de Bethe [39, 75].
As diferencas no valor do ¢, podem ser creditadas a diferengas nas arquiteturas de
curto e longo alcance. Como mencionado anteriormente, Fytas e Martin-Mayor |[38],
apoiados por simula¢bes numeéricas, encontraram que a transicao F' — P para um RFIM
com interagoes de primeiros vizinhos é de segunda ordem. O que entra em desacordo com
os resultados obtidos, ja que a transi¢ao de segunda ordem foi encontrada apenas para
¢ < 5,0. Possivelmente, o nimero de coordenacao efetivo em uma rede aleatéria sera
diferente do de uma rede 3D de primeiros vizinhos. A concordancia entre os resultados
analiticos e simulados pelo método de Monte Carlo validam os resultados obtidos. Os
resultados deste trabalho foram publicados na revista internacional Physica A [76]

Para o segundo caso procuramos recuperar padroes em uma rede neural atratora
com métrica de pequeno mundo. Neste caso foi utilizada a ideia de que padrdes neurais
no cérebro, assim como padrdes no mundo real sdo estruturados (espacial e/ou tempo-
ralmente). Portanto foi estudado o processamento de informagao por meio de padroes
estruturados, de uma perspectiva neurobioldgica. As habilidades da rede métrica atra-
tora e sua performance foi testada por padroes estruturados com diferentes niveis de
atividade.

Impressoes digitais foram os padroes escolhidos, em razao de apresentarem estruturas
espaciais tinicas. Uma teoria foi desenvolvida como fungao de cinco parametros: a relagao
de carga, a conectividade finita, o grau de densidade da rede, a razao de aleatoriedade, e a
correlacao do padrao espacial. Este ultimo sendo conectado com uma nova variavel neural
dinamica, a correlagio espacial neural. As simulagoes concordaram com a teoria para o

parametro de localidade ¥ = 0,6, que estima a estrutura espacial local dos padroes nas
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impressoes digitais armazenadas. Quer seja para atividades de padroes esparsa (a <<
1) ou para atividades de padroes uniformes (a ~ 1/2), a teoria estd de acordo com
os resultados experimentais. Os resultados deste trabalho foram publicados na revista

internacional Physica A [77].

4.2 Perspectivas

O proximo passo natural para o modelo de Ising com campo aleatério em um grafo
aleatorio é a adicdo de desordem nas interagoes. Neste caso o fungao de troca J deixa
de ser constante e serd necessario realizar uma média configuracional sobre esta variavel
também. Outra modificacdo é uma distribuicao hibrida bimodal e gaussiana entre os
campos aleatorios.

Para a rede neural atratora métrica com padroes estruturados sera obtida de forma
mais rigorosa uma fung¢ao de correlacao entre os neurdnios locais. Sera adicionada a
métrica na teoria. Este modelo pode ser utilizado para identificacao de padroes em redes

sociais.
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