
MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
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Área de Concentração: Fenômenos de Transporte
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A minha avó e meus tios pela ajuda e companhia, neste peŕıodo de minha vida;
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RESUMO

Tendo em vista o aumento considerável da poluição do ar provocado em grande parte pela

industrialização e o aumento da emissão de poluentes resultantes da queima de combust́ıveis

fósseis por véıculos automotores, o presente trabalho tem como objetivo melhorar a previsão e

o entendimento da dispersão turbulenta atmosférica. Para tanto, apresenta-se, pela primeira

vez, uma representação anaĺıtica para a equação de advecção-difusão-reação tridimensional

transiente, com perfil de vento e coeficientes de difusão turbulenta dependentes da altura,

que modelam a dispersão de poluentes na atmosfera. A solução da equação é obtida pela

combinação do método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) com o

método da Decomposição de Adomian modificado. Consideram-se dois casos para a aplicação

do modelo: no primeiro modela-se a dispersão de um poluente secundário formado por uma

reação fotoqúımica e no segundo caso, utiliza-se o modelo para determinar o campo de

concentração de um poluente que sofre perdas e ganhos devido a influência da radiação

solar. Para poder realizar essas análises propôs-se uma parametrização para o termo de

reação fotoqúımica. São apresentados os resultados numéricos e estat́ısticos, comparando-

se com os dados da campanha experimental da Usina Termelétrica de Candiota e com os

dados de medições realizadas pela Fundação Estadual de Proteção Ambiental Henrique Luiz

Roessler (FEPAM).

Palavras–chave: Reação fotoqúımica; equação advecção-difusão; método da Decomposição;

método GILTT; representação anaĺıtica.
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ABSTRACT

In view of the considerable increase of air pollution caused largely by industrialization and

the increase of emission pollutants resulting from burning of fossil fuels by motor vehicles,

the present work aims to improve the prediction and understanding of atmospheric turbu-

lent dispersion. Therefore, is presented, for the first time, an analytical representation to

the transient three-dimensional advection-diffusion-reaction equation, with wind profile and

turbulent diffusion coefficients dependent of height, modeling the dispersion of pollutants

in the atmosphere. The solution of the equation is obtained by combining of the GILTT

method (Generalized Integral Laplace Transform Technique) with the modified Adomian

Decomposition method. It is considered two cases for the application of the model: in the

first is modeled the dispersion of a secondary pollutant formed by a photochemical reaction,

and in the second case the model is used to determine the concentration field of a pollutant

that suffers losses and gains due to the influence of solar radiation. To realise these analisis a

parameterization for the photochemical reaction term is proposed. Numerical and statistical

results are presented, comparing with the experimental campaign data of the thermoelectric

plant of Candiota and with data from measurements performed by the “Fundação Estadual

de Proteção Ambiental Henrique Luiz Roessler” (FEPAM).

Keywords: Photochemical reaction; advection-diffusion equation; Decomposition method;

GILTT method; analytical representation.

v
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mensional (X∗ = xu∗/uh) da fonte (Hs = 0, 1h) para cinco cenários me-
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reação fotoqúımica(Cp,2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

ix



LISTA DE TABELAS
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Tabela 2.3 Rendimento quântico para fotólise de NO2 [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000]. 29

Tabela 4.1 Valores do expoente do perfil de potência do vento (α) e o comprimento

de Monin-Obukhov inverso (1/L) para diferentes cenários meteorológicos. 54
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SO2 Dióxido de enxofre
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2/molécula]

σe Seção de choque de espalhamento , [cm2/molécula]
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xvii



1

1 INTRODUÇÃO

Sempre que há interesse em trabalhar e estudar modelos de poluição do ar e dispersão

de poluentes, precisa-se antes de tudo levar em conta a atmosfera em que o transporte e

difusão de poluentes ocorrem, bem como seus processos de remoção e transformação qúımica.

Inicialmente é necessário entender um pouco de meteorologia, que pode ser entendida como

o estudo da termodinâmica e dinâmica da atmosfera, particularmente na baixa atmosfera

em que a maioria dos fenômenos e processos meteorológicos ocorrem. Como a dispersão de

poluentes na atmosfera está intimamente ligada à meteorologia, deve-se sempre ter em mente

alguns conceitos fundamentais de meteorologia, tais como: estrutura e composição qúımica

da atmosfera, termodinâmica básica e variáveis de estado, conceito de estabilidade estática,

equações fundamentais de conservação de energia, massa e momentum. Assim sendo, sem

esses conceitos o entendimento da modelagem da dispersão de poluentes se torna mais dif́ıcil.

Tradicionalmente, os movimentos atmosféricos e fenômenos relacionados foram clas-

sificados de acordo com suas dimensões horizontais em três amplas categorias: macroescala

(escala da ordem de 1000 km), mesoescala (escala da ordem de 100 km) e microescala (escala

da ordem de 10 km ou menos) [Arya, 1999]. O transporte e difusão atmosférica são gover-

nados pelos movimentos atmosféricos, cobrindo todo o intervalo de escalas. Os poluentes

liberados da exaustão de carros ou de chaminés de fábricas são primeiro dispersados pelos

movimentos de microescala na camada limite atmosférica e subsequentemente, seus trans-

porte e difusão são influenciados pela circulação de mesoescala associado com ilhas de calor

urbano, tempestades e outros sistemas de mesoescala. A micrometeorologia, que é o estudo

de fenômenos de pequena escala como já mencionado, é a escala em que este trabalho está

focado.

A dispersão de poluentes emitidos por fontes próximas da superf́ıcie é essencial-

mente determinada pelos movimentos e processos de pequena escala que ocorre nas camadas

mais baixas da atmosfera, chamada camada limite planetária (CLP) ou camada limite at-

mosférica (CLA). As propriedades f́ısicas e térmicas da superf́ıcie subjacente, juntamente

com a dinâmica e termodinâmica da baixa atmosfera, determinam a estrutura da CLP, ou

seja, a profundidade, distribuições de vento e temperatura, transporte, mistura, propriedades
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de difusão e dissipação de energia [Stull, 1988]. Variações na profundidade e estrutura da

camada limite frequentemente ocorrem como resultado da evolução e passagem de sistemas

de mesoescala e sistemas de escala sinótica. Geralmente, a camada limite torna-se mais

fina sobre a influência da subsidência em grande escala e divergência horizontal em baixos

ńıveis associados com a passagem de um sistema de alta pressão (anticiclone). Por outro

lado, a CLP pode crescer para grandes profundidades e fundir-se com nuvens profundas em

condições perturbadas do tempo que estão associadas com sistemas de baixa pressão.

Existem duas abordagens para representar o fluxo e difusão em um fluido (am-

biente atmosférico, por exemplo): euleriana e lagrangiana. Medidas de instrumentos ou

amostradores localizados em locais fixos no solo, mastros ou torres são alguns dos exemplos

de medidas eulerianas (referencial fixo), enquanto que aquelas de véıculos são exemplos de

medidas lagrangianas (referêncial móvel) [Afonssi, 2005]. Utiliza-se a abordagem euleriana

para descrever o campo de concentração, pois a metodologia apresentada neste trabalho é

para essa tipo de abordagem.

Historicamente, a poluição do ar veio a ser tratada como um sério problema para

grandes cidades e centros industriais. Com o advento da revolução industrial e depois com

a chegada dos automóveis, a qualidade do ar da maioria das grandes áreas urbanas e in-

dustriais cáıram expressivamente. Os esforços iniciais no controle da poluição do ar foram

principalmente direcionados para a melhoria da qualidade do ar nas grandes áreas urbanas

e industriais.

A poluição atmosférica é ocasionada por efeitos naturais (por exemplo, emissão de

SO2 por um vulcão) ou antropogênicos (por exemplo, emissões industriais e automotivas).

Enquanto os ńıveis de poluição natural não se tem controle, os ńıveis de poluição ocasionada

pelo homem pode ser controlada. São muitos os problemas que a poluição do ar, produzida

por atividades antropogênicas, ocasiona para o equiĺıbrio ecológico. Os gases e poeiras aban-

donados na atmosfera provocam efeitos negativos nas proximidades das fontes (deteriorando

a qualidade do ar em regiões urbanas, agŕıcolas e industriais), a média ou longa distância

(chuva ácida, transporte transfronteiriço) e em escala global (buraco na camada de ozônio)

[Carvalho et al., 2000]. Se as fontes poluidoras são numerosas ou de longo tempo de emissão,

ou ainda, se os poluentes são suficientemente tóxicos, os prejúızos ocasionados ao equiĺıbrio

ecológico serão certamente consideráveis. Devido aos problemas ocasionados pela poluição
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do ar, é necessário estudar e entender o processo de dispersão de poluentes para prever as

posśıveis consequências do impacto ambiental sobre os diversos ecossistemas.

Os modelos matemáticos são um instrumento particularmente úteis no entendimento

dos fenômenos que controlam o transporte, a dispersão e a transformação f́ısico-qúımica dos

poluentes imersos na atmosfera. Estes modelos, que permitem uma validação do ńıvel obser-

vado de poluentes e a relação de causa efeito das emissões, podem ser utilizados para evitar

eventos cŕıticos de poluição, discriminar os efeitos de várias fontes e de vários poluentes,

estimar o impacto de novas fontes e da mesma forma validar o estado da qualidade do ar em

um determinado lugar.

Na estimativa do campo de concentração de poluentes na baixa atmosfera, emprega-

se normalmente a equação de advecção-difusão, que é obtida a partir da parametrização

dos fluxos turbulentos na equação da continuidade. Sob certas condições, pode-se obter

expressões para o campo de concentração que sejam funções da emissão de poluentes, de

variáveis meteorológicas e de parâmetros de dispersão da pluma [Pasquill e Smith, 1983].

1.1 Revisão Bibliográfica

Na década de cinquenta, foram realizadas as primeiras medidas simultâneas de con-

centração, parâmetros de dispersão da pluma e meteorológicos na tentativa de encontrar

relações emṕıricas para as parametrizações, onde destaca-se os descritos em [Barad, 1958a],

[Barad, 1958b] e [Gryning, 1981]. Ambos os experimentos determinaram o campo de concen-

tração na superf́ıcie terrestre a uma distância de cinquenta a seis mil metros a partir da fonte.

Atualmente, os estudos se expandiram e muitos estão relacionados a dispersão de poluentes

baseados em experimentos de campo (Copenhagen [Gryning et al., 1987], Kinkaid [Hanna

e Paine, 1989], Prairie-Grass [Barad, 1958a][Barad, 1958b], Hanford [Doran e Horst, 1985],

IIT Delhi [Sharan et al., 1996a][Sharan et al., 1996b][Sharan et al., 2002], INEL [Sagendorf

e Dickson, 1974], Lilleström [Siversten e Böhler, 1985], entre outros), mesmo assim os expe-

rimentos do fenômeno de dispersão de poluentes é uma área que ainda precisa ser bastante

estudada, para que se consiga simular cenários mais reaĺısticos de poluição do ar. As ob-

servações de campo são muitas vezes dificultadas por problemas operacionais e pelos altos

custos.

Na literatura, é encontrada uma grande variedade de soluções numéricas da equação
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de advecção-difusão [Nieuwstadt e Van Ulden, 1978], [Lamb, 1978], [Carvalho, 1996], [Fer-

nando, 2004], [Dang e Ehrhardt, 2006], [Ahmed, 2012], [Savović e Djordjevich, 2012] e [Lak-

shminarayanachari et al., 2013]. O trabalho [Thongmoon e McKibbin, 2006] apresenta uma

comparação de alguns métodos numéricos existentes na literatura. Por outro lado, é crescente

nos últimos anos o interesse pela solução desta equação de maneira anaĺıtica. As soluções

anaĺıticas levam em conta explicitamente todos os parâmetros de um problema, de modo

que suas influências podem ser confiavelmente investigadas e é posśıvel facilmente obter-se

o comportamento assintótico da solução.

De fato, a primeira solução da equação de advecção-difusão é conhecida como a

solução gaussiana. Neste tipo de solução, o coeficiente de difusão e a velocidade do vento

são considerados constantes com a altura, e são utilizadas as condições de contorno de fluxo

nulo de poluentes na parte inferior e superior da CLP:

Kz
∂c

∂z
= 0 em z = 0, e z → ∞. (1.1)

A partir da solução gaussiana, surgiram na literatura os modelos não gaussianos, ou

seja, o campo de vento e o coeficiente de difusão são variáveis com altura.

Em 1923, [Roberts, 1923] apresentou uma solução bidimensional para fontes super-

ficiais, nos casos em que a velocidade do vento e o coeficiente de difusão vertical Kz (m2/s)

seguem leis de potência como uma função da altura. Isto é:

u = u1

(
z

z1

)m

; Kz = K1

(
z

z1

)n

, (1.2)

sendo z1 a altura na qual u1 e K1 são analisados, m é um expoente que está relacionado

com a instabilidade atmosférica e n está relacionado com a rugosidade da superf́ıcie, os

expoentes variam entre 0 e 1 [Irwin, 1979]. É importante salientar que o coeficiente de

difusão turbulenta dado pela equação (1.2) tem turbulência nula no solo e máxima no topo,

e por essa razão não será utilizado neste trabalho.

Em 1955, uma solução bidimensional válida para fontes elevadas, com o mesmo

perfil de vento, mas somente com perfis lineares de Kz, foi obtida por [Rounds, 1955]. A

equação bidimensional de transporte e difusão, sendo u e Kz funções de potência da altura,
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com os expoentes destas funções seguindo a lei conjugada de Schmidt (expoente do vento

= 1 − Kz) que foi resolvida por [Smith, 1957b]. [Smith, 1957a] também apresentou uma

solução para o caso de u constante, mas com o seguinte Kz:

Kz = K0z
α(h− z)β, (1.3)

em que K0 é uma constante, α e β valem 0 ou 1 de acordo com a altura da camada limite h.

Em [Scriven e Fisher, 1975] é apresentada a solução com u constante e Kz como:

Kz ≡ z para 0 ≤ z ≤ zt e Kz = Kz(zt) para zt ≤ z ≤ h, (1.4)

na qual zt (m) é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada superficial).

Esta solução permite (como condições de contorno) um fluxo ĺıquido de material para o solo:

Kz
∂c

∂z
= Vgc, (1.5)

em que Vg é a velocidade de deposição (m/s). A solução de Scriven e Fisher tem sido

amplamente usada no Reino Unido para o transporte de longa escala de poluentes. Em

[Fisher, 1975], a deposição de enxofre sobre Reino Unido, Suécia e o resto da Europa foi

comparada e verificou-se que a contribuição Britânica na deposição sobre a parte rural da

Suécia foi aproximadamente metade da contribuição sueca.

[Yeh e Huang, 1975] e [Berlyand, 1975] apresentaram soluções para um problema

bidimensional de fontes elevadas com u e Kz seguindo perfis de potência, mas para uma

atmosfera sem contorno superior (Kz
∂c
∂z

= 0 em z = ∞). As soluções encontradas foram

obtidas em termos de funções de Green. Já em 1978, Demuth apresentou uma solução, dada

em termos de funções de Bessel, para uma camada verticalmente limitada (Kz
∂c
∂z

= 0 em

z = h). A solução de Berlyand tem sido usada na Rússia. Na Itália, quatro modelos baseados

nas soluções de [Yeh e Huang, 1975], [Berlyand, 1975] e [Demuth, 1978] têm sido adotados:

KAPPAG [Tirabassi et al., 1986], KAPPAG-LT [Tirabassi et al., 1989], CISP [Tirabassi e

Rizza, 1992] e MAOC [Tirabassi e Rizza, 1993].

Van Ulden [Van Ulden, 1978], utilizou a teoria da similaridade de Monin-Obukhov
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à difusão, [Van Ulden, 1978] derivou uma solução para a difusão vertical a partir de fontes

cont́ınuas próximas ao solo, supondo que u e Kz seguem os perfis de similaridade. Seus

resultados são similares aos de Roberts [Roberts, 1923], mas ele obteve um modelo para

fontes não superficiais, mas aplicável para fontes dentro da camada superficial. Um modelo

que utiliza esta solução é o SPM [Tirabassi e Rizza, 1995].

Nieuwstadt, em 1980, apresentou uma solução para um problema unidimensional

dependente do tempo, utilizou os polinômios de Legendre e coeficiente de difusão dado por:

Kz = Gcu∗z

(
1− z

zi

)
, (1.6)

onde Gc é uma constante e u∗ é a velocidade de fricção. Essa solução [Nieuwstadt, 1980]

foi um caso particular da solução de [Smith, 1957a]. Um ano depois, [Nieuwstadt e Haan,

1981] estendeu essa solução, utilizando os polinômios de Jacobi, para o caso de crescimento

da altura da camada limite. Catalano [Catalano, 1982], por sua vez, estendeu a solução para

o caso de perfis de vento vertical não-zero.

Em 1996, foram desenvolvidos por [Sharan et al., 1996a] e [Sharan et al., 1996b] mo-

delos matemáticos para a dispersão tridimensional atmosférica. Foram utilizados coeficientes

de difusão constantes e parametrizações em termos da distância da fonte, respectivamente.

As soluções são apresentadas em termos de funções de Bessel e combinações lineares da

função de Green.

Lin e Hildeman [1997] estenderam as soluções de Demuth para o caso de deposição

seca no solo. Essas soluções foram apresentadas em termos de funções modificadas de Bessel.

Recentemente, [Brown et al., 1997] derivou, a partir da solução de Yeh e Huang, equações

para liberações de fontes pontuais para os primeiros quatro momentos da distribuição de

concentração vertical e para a magnitude e localização da concentração máxima no solo.

Pode-se observar que diversos métodos são aplicados para encontrar soluções anaĺı-

ticas da equação de advecção-difusão. Neste trabalho, são de interesse particular as soluções

anaĺıticas obtidas através da aplicação da técnica da transformada de Laplace e da técnica da

transformada integral generalizada. O teorema de Cauchy-Kowalewsky garante a existência

e unicidade de uma solução anaĺıtica para a equação de advecção-difusão [Courant e Hilbert,

1989]. Sabe-se que as soluções anaĺıticas podem ser expressas na forma integral ou como
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uma formulação em série. Essas soluções são matematicamente equivalentes [Moreira et al.,

2010b] e assim, a seguir, será dado enfoque aos modelos que utilizam essas técnicas para

obter a solução anaĺıtica da equação de advecção-difusão.

Em 1998, [Vilhena et al., 1998] introduziram a técnica ADMM (Advection Diffusion

Multilayer Method), e vem sendo amplamente utilizada na resolução da equação de advecção-

difusão para simular a dispersão de poluentes na atmosfera [Degrazia et al., 2001], [Moreira

et al., 2004], [Moreira et al., 2005a], [Moreira et al., 2005b], [Moreira et al., 2005d], [Moreira

et al., 2006b], [Buligon et al., 2006] e [Venzke et al., 2013]. A ideia básica do método ADMM

é baseada na discretização da CLP em N subcamadas. Em cada subcamada, a equação

de advecção-difusão é resolvida pela técnica da transformada de Laplace considerando-se

valores médios para o coeficiente de difusão e perfil de vento. Assim, o problema com coe-

ficiente variável foi substitúıdo por um conjunto de problemas com coeficientes constantes

(coeficientes médios) acoplados por condições de continuidade de concentração e fluxo de

contaminante nas interfaces. A solução em cada subcamada é obtida pelo uso da trans-

formada de Laplace com inversão numérica. Esta solução semi-anaĺıtica é dada em forma

integral e uma revisão do método ADMM pode ser encontrada em [Moreira et al., 2006b].

Em 2006, surgiu o método GIADMT (Generalized Integral Advection-Diffusion Mul-

tilayer Technique) [Costa et al., 2006], resolvendo a equação tridimensional de advecção-

difusão de forma semi-anaĺıtica. Para tanto, foi utilizada a técnica da transformada integral

generalizada (GITT) na variável y do problema e o problema bidimensional resultante foi

resolvido pelo método ADMM, discretizando a CLP. A aplicação do método GIADMT pode

ser encontrada nos trabalhos [Costa et al., 2006], [Vilhena et al., 2008], [Costa et al., 2010]

e [Costa et al., 2012].

A GITT é um método h́ıbrido anaĺıtico-numérico [Cotta, 1993], [Cotta e Mikhaylov,

1997] derivado da transformação integral clássica [Mikhaylov e Özisik, 1984] para problemas

lineares de difusão, o qual vem sendo utilizado com grande êxito na solução de diferentes

classes de problemas lineares e não-lineares de difusão e advecção-difusão [Cheroto et al.,

1999], [Liu et al., 2000], [Cataldi et al., 2000], [Ribeiro et al., 2000], [Ribeiro et al., 2002a],

[Magno et al., 2002], [Pereira et al., 2002], [Alves et al., 2002], [Velloso et al., 2003], [Storch

e Pimentel, 2003], [Velloso et al., 2004], [Storch e Pimentel, 2005], [Cotta e Barros, 2007] e

[Guerrero et al., 2012].



8

A aplicação da técnica GITT em problemas de poluição atmosférica, de forma to-

talmente anaĺıtica, é ainda recente e tal procedimento recebe o nome de GILTT (Generalized

Integral Laplace Transform Technique). Para a solução de problemas diferenciais parciais,

esta técnica de transformação integral combina uma expansão em série com uma integração.

Na expansão, é usada uma base trigonométrica determinada com o aux́ılio de um problema

auxiliar. A integração é feita em todo o intervalo da variável transformada, fazendo proveito

da propriedade de ortogonalidade da base usada na expansão. Este procedimento resulta

em um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO), que, uma vez solucionado, é

facilmente invertido para a obtenção do resultado da equação original. O problema transfor-

mado é resolvido analiticamente pela técnica da transformada de Laplace e diagonalização.

A técnica GILTT é anaĺıtica no sentido de que nenhuma aproximação é feita ao longo da

derivação da solução, com as exceções do erro de truncamento da solução em série e da

inversão numérica da transformada de Laplace.

Muitos avanços foram obtidos no estudo da dispersão de poluentes utilizando o

método GILTT para a solução da equação de advecção-difusão bidimensional. Por outro

lado, a generalização da solução bidimensional citada, inicialmente foi realizada assumindo

como solução a função gaussiana na direção y (este método recebe o nome de GILTTG).

Como ilustração, cita-se: [Wortmann et al., 2005], [Moreira et al., 2006a], [Buske et al.,

2007a], [Buske et al., 2007b], [Tirabassi et al., 2008], [Buske et al., 2008b], [Tirabassi et al.,

2009], [Moreira et al., 2009a], [Moreira et al., 2009b], [Buske et al., 2010] e [Schuch et al.,

2011]. [Gonçalves et al., 2013] utilizaram a GILTT usando como problema auxiliar uma

solução dada pela função de Bessel.

Em 2009, surgiu o método GILTT tridimensional (3D-GILTT) que foi aplicado

a uma classe abrangente de problemas de dispersão de poluentes na atmosfera, incluindo

problemas que consideram o coeficiente de dispersão dependente do tempo. Maiores detalhes

podem ser encontrados nos trabalhos: [Buske et al., 2009a], [Buske et al., 2009b], [Buske

et al., 2011b], [Buske et al., 2011c], [Buske et al., 2012a], [Buske et al., 2012b], [Vilhena et al.,

2012b] e [Buske et al., 2014].

A técnica GILTT tem sido utilizada em diversas aplicações. Os trabalhos [Weymar

et al., 2010] e [Oliveira, 2015] simularam a dispersão de contaminantes em rios e canais. A

GILTT foi aplicada na simulação de poluentes radioativos na atmosfera, e pode-se citar os
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trabalhos [Petersen et al., 2005], [Moreira et al., 2005d], [Buske et al., 2006], [Moreira et al.,

2007], [Buske et al., 2008a], [Moreira et al., 2010a], [Buske et al., 2011a], [Rizza et al., 2011],

[Vilhena et al., 2012a] e [Weymar, 2012]. A primeira tentativa de representar os processos

de transformação qúımica em um modelo anaĺıtico utilizando a GILTT foi apresentada por

[Schuch, 2011].

O problema da determinação das concentrações de determinados poluentes atmosfé-

ricos primários (emitidos diretamente na atmosfera) e, principalmente, os secundários (que

se formam por reação qúımica a partir dos poluentes primários e compostos naturais da

atmosfera) é complexo devido à multidisciplinaridade do problema, diversidade de escalas

envolvidas, não linearidade das equações que governam os fluidos, presença de turbulência,

complexidade do terreno, falta de dados de qualidade e, sobretudo, pela variedade de reações

e processos de adição e remoção presentes na atmosfera, que em geral não podem ser medidos

diretamente.

Uma grande variedade de soluções numéricas para as equações de advecção-difusão-

reação pode ser encontrada na literatura como em [Ponalagusamy e Gopalan, 1993], [Giavati

et al., 1996], [Lohmann et al., 1999], [Zhang, 2004] e [Bencovitz et al., 2006], que apresentam

modelos eulerianos para a reação e transporte de SO2 (dióxido de Enxofre) e SO
−2
4 (Sulfato);

[Codina, 1998], [Hundsdorfer, 2000], [Hauke e Olivares, 2001], [Hauke, 2002], [Houston et al.,

2002], [Kennedy e Carpenter, 2003] e [Caliari et al., 2007] que discutem métodos e esquemas

numéricos para a resolução de uma forma mais geral das equações de advecção-difusão-

reação. Alguns modelos meteorológicos operacionais de qualidade do ar para a CLA, como

o ADMS-3 (Inglaterra), AUSPUFF (Austrália), AUSTAL2000 (Alemanha), CAR-FMI e

UDM-FMI (Finlândia), LOTOS-EURO (Holanda), MUSE (Grécia), OZIPR e PLUVUEII

(Estados Unidos), REMSAD (Internacional) e SAFE AIR II (Itália) levam em sua for-

mulação esquemas de reações qúımicas, algumas vezes simplificadas, e incluem processos

como deposição seca e úmida, ascensão da pluma e terreno complexo. Outros modelos como

o RADM (França) ou o CATT-BRAMS (Brasil) modelam de forma parametrizada a de-

posição e o empobrecimento do poluente por meio de eventuais reações. Uma revisão desses

modelos, pode ser encontrada em [Web, 2015].

Soluções anaĺıticas ou semi-anaĺıticas para as equações de advecção-difusão-reação

são escassas. [Yoo e Raichura, 1997] modelaram a dispersão e deposição de radioisótopos,
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considerando um termo de decaimento radioativo constante como termo fonte na equação de

advecção-difusão-reação. [Ribeiro et al., 2002b] obteve soluções para um problema de enge-

nharia qúımica envolvendo em reatores tubulares e de placas paralelas utilizando a técnica

GITT com reações de primeira ordem. [Baraldi et al., 2009] apresenta uma solução para

a equação de advecção-difusão unidimensional transiente onde a reação qúımica é inclusa

como um termo fonte, a resolução do problema homogêneo foi feita com o uso da GILTT

e a solução final é obtida pela soma da solução homogênea com a solução caracteŕıstica.

[Baraldi et al., 2009] e [Schuch, 2011] consideraram a equação de advecção-difusão-reação

com um termo fonte onde o processo de transformação qúımica é representado pela soma

de taxas de primeira ordem ou pseudo-primeira (para reações de ordem superior a primeira)

ordem e um termo não homogêneo. Em 2015, [Weymar et al., 2015] apresentaram uma

solução anaĺıtica representando a reação fotoqúımica como um termo fonte na equação de

advecção-difusão-reação.

Como pode-se perceber, a variedade e quantidade de modelos e soluções anaĺıticas e

semi-anaĺıticas para o problema advectivo-difusivo dispońıveis na literatura é muito pequena

quando comparada com as soluções numéricas. Até o momento, são escassos os modelos

anaĺıticos e semi-anaĺıticos que levam em conta reações qúımicas para problemas de poluentes

atmosféricos.

1.2 Objetivos

Continuando na busca das soluções semi-anaĺıticas, essa tese tem o objetivo de

resolver em forma semi-anaĺıtica a equação de advecção-difusão-reação multidimensional,

combinando o método GILTT com uma ideia modificada do método Clássico da Decom-

posição de Adomian [Adomian, 1988], [Adomian, 1994], [Adomian, 1996] e [Eugene, 1993].

Apresenta-se o problema, considerando que o poluente sofra reações fotoqúımicas.

A ideia principal dessa abordagem compreende os seguintes passos: expandir a con-

centração em uma série truncada, substituir essa expansão na equação de advecção-difusão-

reação e construir um conjunto de sistemas recursivos de equações advectivas-difusivas-

reativas. A solução desse sistema recursivo é prontamente obtida utilizando-se a técnica

3D-GILTT.

Neste trabalho, apresenta-se a nova solução proposta que inclui o processo de reações
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fotoqúımicas. De modo a inserir as reações fotoqúımicas no modelo, propôs-se uma para-

metrização para estes termos. Mostram-se os resultados numéricos e comparam-se com os

obtidos experimentalmente. Aplica-se o método em dois casos: no primeiro caso, utiliza-se

o modelo para prever as concentrações do ozônio (poluente secundário). Para isso, usa-se os

dados de razão de mistura medidos em 2009, pela FEPAM (Fundação Estadual de Proteção

Ambiental Henrique Luiz Roessler). Já no segundo caso, o modelo descreve o campo de

concentração do dióxido de enxofre, considerando a produção e remoção desse poluente por

reações fotoqúımicas e utilizando os dados da campanha experimental realizada na Usina

Termelétrica de Candiota em 1999. Utilizou-se a lei de potência para o campo de vento

e, para a parametrização da turbulência, empregou-se um coeficiente de difusão instável,

obtido por [Degrazia et al., 1997].

Para atingir o objetivo proposto, o trabalho encontra-se organizado da seguinte

maneira: no Caṕıtulo 2, apresentam-se uma descrição da camada limite atmosférica e as

reações fotoqúımicas que os poluentes analisados sofrem na camada limite planetária, in-

cluindo o cálculo da fotólise necessária para inserir no modelo as reações fotoqúımicas que

poluente sofre ao interagir com a radiação solar. No Caṕıtulo 3, mostram-se o modelo

matemático de poluição atmosférica e o método de solução da equação de advecção-difusão

tridimensional transiente. Já no Caṕıtulo 4, descrevem-se as campanhas experimentais e

as parametrizações da turbulência. Neste mesmo caṕıtulo, mostra-se uma análise do com-

portamento da solução para diferentes cenários e apresentam-se os resultados numéricos e

estat́ısticos obtidos com o modelo. Encontram-se no Caṕıtulo 5, as conclusões e as perspecti-

vas para trabalhos futuros. Nos Anexos de A à F encontram-se os principais resultados desta

tese que foram publicados em congressos e revistas nacionais e internacionais. No Apêndice

A, mostra-se o método clássico da Decomposição desenvolvido por Adomian.



12

2 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

No presente caṕıtulo, apresentam-se as caracteŕısticas da atmosfera, bem como as

classificações que existem das suas regiões. Além disso, analisam-se as reações fotoqúımicas

que os poluentes sofrem na camada limite atmosférica.

2.1 Camada Limite Planetária

O planeta Terra é envolvido por uma camada composta por gases, denominada

atmosfera terrestre. A atmosfera é muito importante na vida terrestre, pois na ausência de

atmosfera, o local de incidência de radiação solar teria uma temperatura maior do que é

registrada com a atmosfera. Por outro lado, onde não há radiação direta, a temperatura

do planeta ficaria muito menor: os pólos seriam mais frios. Uma parte da região equatorial

iria super-aquecer (exposição ao Sol) e outra parte do planeta (onde se registra a noite)

iria congelar. Deste modo, num ciclo de 24 horas, teŕıamos congelamento e temperatura

extremamente altas num mesmo dia. A vida nestas condições seria provavelmente anaeróbica

e se desenvolveria abaixo da superf́ıcie.

A atmosfera divide-se em cinco camadas: troposfera, estratosfera, mesosfera, termos-

fera e exosfera conforme a Figura 2.1. Juntas, essas cinco camadas compõem uma extensão

de aproximadamente 1000 km. Este trabalho tem interesse na modelagem da dispersão de

poluentes na troposfera, por esse motivo descreve-se apenas as caracteŕısticas dessa camada.

A troposfera é a camada que está em contato direto com a superf́ıcie da terra e é

nela que os fenômenos de interesse da meteorologia acontecem. A sua espessura em média

varia de 9 à 16 km, nesta camada a temperatura diminui com o aumento da altitude [Arya,

1999]. Apenas a camada inferior da troposfera é diretamente modificada pela superf́ıcie,

esta camada possui caracteŕısticas únicas que a diferenciam do resto da troposfera (a at-

mosfera livre), como por exemplo, respostas ao aquecimento diurno pelo sol ou resfriamento

noturno e estrutura de escoamento dominantemente turbulenta. A troposfera é limitada

pela tropopausa, uma região de temperatura estável, que se estende por cerca de 10 km

na estratosfera, após esta camada de temperatura constante na estratosfera, a temperatura
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começa a subir. Na camada onde o gradiente de temperatura é nulo, não se estabelece trans-

ferência de calor por condução fazendo com que a maioria dos fenômenos meteorológicos

aconteçam na troposfera.

Figura 2.1: Diagrama esquemático da atmosfera.

A troposfera está dividida em duas partes: a região que não se pode desprezar a

turbulência e/ou viscosidade é chamada de camada limite planetária (CLP) ou camada limite

atmosférica (CLA), e o restante da troposfera, denominada como atmosfera livre. A CLP é

diretamente influenciada pela superf́ıcie, pois o aquecimento diurno pelo sol ou resfriamento

noturno provocam escoamentos altamente turbulentos. Logo, nessa camada o transporte

na horizontal é dominado pela advecção (vento médio) e na vertical pela turbulência. Na

Figura 2.2 apresentam-se as divisões dessa camada conforme a intensidade da turbulência

mecânica e/ou convectiva presente. Segundo [Stull, 1988], pode-se explicar o ciclo diário da

CLA da seguinte maneira, depois do nascer do sol a atmosfera é aquecida pelo fluxo de calor

turbulento da superf́ıcie do solo, a nova camada que se forma é muito turbulenta e chamada

de camada de mistura ou camada limite convectiva (CLC), a qual é limitada por uma zona

de entranhamento. Instantes antes do pôr do sol, inicia-se o processo de resfriamento da

superf́ıcie terrestre provocando um fluxo de calor negativo, no qual a superf́ıcie extrai a
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energia cinética dos grandes turbilhões das camadas, ficando apenas os pequenos turbilhões.

Logo, a camada que se forma é menos turbulenta que a CLC e é chamada de camada limite

estável (CLE). A camada acima da CLE é chamada de camada limite residual (CLR), e

suas caracteŕısticas permanecem as mesmas do decaimento recente da camada convectiva.

Pretende-se, neste trabalho, apresentar um modelo de dispersão de poluentes na CLC.

Figura 2.2: Ciclo diário da CLA [Stull, 1988].

2.2 Reações Qúımicas dos Poluentes na Atmosfera

A atmosfera terrestre compõe-se de uma grande quantidade de gases, o que faz com

que ocorram muitas transformações (reações). Contudo, essas reações não são represen-

tadas nas equações elementares de dinâmica dos fluidos que descrevem a conservação de

massa. Para incluir esse tipo de processo na equação governante do problema de dispersão

de poluentes, necessita-se identificar as reações que o poluente sofre no meio. Uma maneira

de representar essas reações de um ponto de vista macroscópico é descrevendo a taxa para

determinada reação como função da concentração das espécies que participam da reação.

Conforme [Schwarzenbach et al., 2003], a velocidade com que acontecem as reações

qúımicas de um poluente depende de uma variedade de fatores, como a concentração dos

reagentes, natureza do solvente (ar para reações na CLA), temperatura e pressão que ocorre
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a reação e a presença de catalisadores. Dessa forma, não existe uma velocidade geral que re-

presente todas as reações qúımicas, e sim uma velocidade espećıfica para cada reação definida

experimentalmente que apresenta forte dependência das concentrações dos reagentes.

Incialmente, considera-se a reação qúımica entre os compostos A e B, que resulta

nos produtos C e D, como representado a seguir:

αA+ βB → γC + δD,

e a velocidade da reação segue a lei de Guldberg-Waage:

(
∂CAB

∂t

)
R

= −cte1(CA)
α(CB)

β,

onde cte1 é uma constante e CA e CB são, respectivamente, as concentrações dos compostos

A e B.

Para determinar a ordem de uma reação utilizando a equação anterior, calcula-se a

soma de (α + β), porém esta mesma reação terá ordem α ou β em relação aos respectivos

reagentes. Desta maneira, a ordem de uma reação pode assumir valores fracionários ou

mesmo zero, no caso em que a taxa não depende da concentração [Schwarzenbach et al.,

2003].

Uma importante reação qúımica que deve-se levar em conta nos modelos matématicos

de dispersão de poluentes é a reação provocada pela radiação solar, pois essa influencia os

processos qúımicos na atmosfera quando interage com espécies qúımicas fotorreceptoras. Os

resultados destas interações denominam-se reações fotoqúımicas e esse tipo de reação, além

de tornar o problema mais realista, é imprescind́ıvel para o caso de poluentes que se formam

através dessa reação (chamados de poluentes secundários). Segundo [Schwarzenbach et al.,

2003], a reação fotoqúımica divide-se em fotólise direta e indireta. A fotólise direta acon-

tece quando ocorre a transformação de um composto devido à absorção de luz, já a fotólise

indireta é a transformação de um composto devido a influência de uma molécula excitada

(absorção da radiação solar). Seja o ińıcio da reação:

A+ hν → A∗,
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a fotólise indireta pode ser classificada da seguinte maneira:

• Fragmentação: A∗ → B1 +B2 + . . .;

• Rearranjo intramolecular: A∗ +B → C1 + C2 + . . .;

• Fluorescência: A∗ → A+ hν;

• Desativação por Cessão: A∗ +M → A+M .

Nesse estudo, considera-se que o poluente sofra alguma dessas reações de fotólises. A

seguir, apresentam-se as caracteŕısticas e as reações fotoqúımicas das substâncias de interesse

neste trabalho:

Óxidos de nitrogênio - NOx

O termo NOx representa a combinação de monóxido e dióxido de nitrogênio (NO

e NO2, respectivamente). Os óxidos de nitrogênio participam de importantes processos tro-

posféricos que envolvem inúmeras reações qúımicas [Pfister et al., 2000]. Nas áreas urbanas

há um alto ńıvel de concentração dos NOx devido a queima de combust́ıveis fósseis, pro-

duzindo gases que constituem-se basicamente de NO, que representa grande parte do total

de NOx, devido as limitações cinéticas na oxidação de NO2. As emissões de NO são oxi-

dadas na atmosfera e formam NO2, e portanto, a concentração de NO2 em qualquer hora ou

local é determinada pela emissão de NOx (NO +NO2), pelas reações de produção e perda,

bem como transporte meteorológico e diluição. Cabe ressaltar, que os óxidos de nitrogênio

são considerados poluentes primários.

Ozônio - O3

O ozônio O3 desempenha um papel fundamental na qúımica estratosférica, reagindo

com a radiação ultravioleta e comportando-se como um escudo protetor contra os efeitos

nocivos dessa radiação. Porém, o ozônio é uma espécie altamente reativa e tóxica, e quando

presente na troposfera, tem efeitos prejudiciais para vários seres vivos.
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[Finlayson-Pitts e Pitts, 1997] afirma que a reação mais importante na produção do

ozônio na atmosfera é entre o oxigênio atômico e o molecular:

O +O2 +M → O3 +M, (2.1)

ondeM é um catalisador que atua para diminuir a energia de ativação e estabilizar o O3. Em

altas altitudes, acima de 20 km, os átomos de oxigênio são produzidos pela fotodissociação

do oxigênio molecular por absorção da radiação ultravioleta profunda. Em altitudes mais

baixas, onde há apenas radiação com comprimentos de onda maiores que 290nm, a única

fonte de oxigênio atômico é a fotodissociação do dióxido de nitrogênio:

NO2 + hν → NO +O, (2.2)

onde o fóton tem comprimento de onda entre 290 e 430nm. Um processo de remoção do

ozônio é a sua reação com o óxido ńıtrico:

NO +O3 → NO2 +O2. (2.3)

As três reações (2.2), (2.1) e (2.3) ocorrem rapidamente, estabelecendo uma concen-

tração estável do ozônio. Entretanto, apenas estas reações não justificam o ńıvel de ozônio

encontrado em atmosferas urbanas polúıdas. Nessa última reação, uma molécula de ozônio

é necessária para a geração de NO2, consumindo uma molécula de NO.

Uma reação que converta o NO para o NO2 sem consumir a molécula de O3 pode

fazer com que o ozônio se acumule. Tal reação acontece na presença de hidrocarbonetos.

Em particular, radicais peróxi (RO∗
2 , onde R é um grupo alquil) produzidos na oxidação de

moléculas de hidrocarbonetos reagem com o NO para formar o NO2, permitindo uma maior

produção do ozônio:

RO∗
2 +NO → NO2 +RO∗. (2.4)
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Assim, o processo ĺıquido das reações (2.2), (2.1) e (2.4) é:

RO∗
2 +O2 + hν → RO∗ +O3.

Óxidos de enxofre - SOx

Entre as principais espécies sulfuradas presentes na atmosfera, pode-se citar COS,

CS2, SO2, SO
−2
4 , (CH3)2S e H2S. Essas espécies sulfuradas podem ser originadas de fontes

naturais ou antropogênicas, sendo que uma variedade de compostos de enxofre são emitidos

na atmosfera na forma de óxidos de enxofre (SOx) e gás sulf́ıdrico (H2S).

Entre os compostos de espécies sulfuradas, o dióxido de enxofre (SO2) é o composto

mais abundante na atmosfera [Schirmer e Lisboa, 2008], e é reconhecido como o principal

poluente atmosférico primário da famı́lia dos óxidos de enxofre. Grande parte do SO2 é

produzido pela queima de combust́ıveis fósseis (carvão) e atividades industriais.

O dióxido de enxofre pode ser oxidado a ácido sulfúrico e sais de sulfato. A conversão

de SO2 a SO3 (óxido sulfúrico) ou anidro sulfúrico (SO3+H2O −→ H2SO4) acontece através

de uma oxidação fotoqúımica. Neste trabalho, analisa-se a influência da radiação solar no

poluente SO2. Sendo assim, considera-se as reações fotoqúımicas de produção e perda do

dióxido de enxofre, dadas respectivamente por:

SO2 +O2 + hν −→ SO3 +O, hν de 340nm a 400nm (2.5)

SO3 + hν −→ SO2 +O, hν de 195nm a 330nm (2.6)

As reações fotoqúımicas acontecem devido a interação da radiação solar com espécies

qúımicas fotorreceptoras. Portanto, apresentam-se alguns conceitos importantes e mostra-se

um maneira de calcular a radiação que atinge a CLP sem precisar resolver a equação de

transferência radiativa.
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Radiação Solar

O Sol é composto por plasma, na qual contém aproximadamente 71% de hidrogênio

(H) e 26% de hélio (He). A temperatura média na superf́ıcie do Sol é de aproximadamente

5700K, sendo que no seu núcleo pode chegar a 15 milhões Kelvin. Em razão das altas

temperaturas atingidas no núcleo do Sol acarretam o desencadeamento de reações nucleares,

transformando o H em He, por meio da fusão de núcleos de H em núcleos de He com perda

de massa, que é compensada por emissão de energia. A radiação é um produto da reação

nuclear: H + H −→ He + 2e+ + 2ν + energia (ν: neutrino) [Moreira, 2003]. A estrutura

f́ısica do Sol é complexa, e para o propósito de considerar suas caracteŕısticas como fonte de

luz, pode-se dividi-lo em quatro regiões: núcleo, fotosfera, cromosfera e coroa [McEwan e

Phillips, 1975].

Basicamente toda a energia que atinge a superf́ıcie e a atmosfera da Terra vem do

Sol [Baird, 2002]. A energia radiante, disposta em ordem de seus comprimentos de onda,

é chamada de espectro de radiação. De acordo com [Iqbal, 1983], classifica-se os tipos de

radiação de acordo com o comprimento de onda (λ) em: raio-X (λ < 0, 01), ultravioleta

(0, 01 < λ < 0, 4µm), viśıvel (0, 4µm < λ < 0, 7µm), infravermelha ( 0, 7µ < λ < 100µm) e

micro-ondas (1mm < λ < 1m). Apenas as radiações no espectro viśıvel são detectadas pelo

olho humano. Segundo [Baird, 2002], a quantidade máxima de energia proveniente do Sol

situa-se na região da luz viśıvel.

O fluxo total de energia solar no topo da atmosfera é de aproximadamente 1365W/m2.

Medições feitas em grandes altitudes por aeronaves (apresentadas na Tabela 2.1) [Thekaekara,

1973] resultaram no estabelecimento de valores-padrão de energia solar constante, energia

solar terrestre e irradiância espectral. Essas medições tem sido adotadas como padrão pela

Associação Americana de Testes e Materiais (ASTM) e como valores de design para o critério

de projetos de véıculos espaciais - NASA. Na Tabela 2.1, λ representa o comprimento de

onda (µm) e Eλ é a média de irradiância espectral solar na largura de banda mais estreita

centrada em λ (W/m2µm).
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Tabela 2.1: Irradiância espectral solar [Thekaekara, 1973].

λ Eλ λ Eλ λ Eλ λ Eλ λ Eλ

(µm) (W/m2µm) (µm) (W/m2µm) (µm) (W/m2µm) (µm) (W/m2µm) (µm) (W/m2µm)
0,115 0,007 0,370 1181,000 0,580 1715,000 0,970 803,000 3,9 10,3
0,120 0,900 0,375 1157,000 0,585 1712,000 0,980 785,000 4 9,5
0,125 0,007 0,380 1120,000 0,590 1700,000 0,990 767,000 4,1 8,7
0,130 0,007 0,385 1098,000 0,595 1682,000 1,000 748,000 4,2 7,8
0,140 0,030 0,390 1098,000 0,600 1666,000 1,050 668,000 4,3 7,1
0,150 0,070 0,395 1189,000 0,605 1647,000 1,100 593,000 4,4 6,5
0,160 0,230 0,400 1429,000 0,610 1635,000 1,150 535,000 4,5 5,92
0,170 0,630 0,405 1644,000 0,620 1602,000 1,200 485,000 4,6 5,35
0,180 1,250 0,410 1751,000 0,630 1570,000 1,250 438,000 4,7 4,86
0,190 2,710 0,415 1774,000 0,640 1544,000 1,300 397,000 4,8 4,47
0,200 10,700 0,420 1747,000 0,650 1511,000 1,350 358,000 4,9 4,11
0,210 22,900 0,425 1693,000 0,660 1486,000 1,400 337,000 5 3,79
0,220 57,500 0,430 1639,000 0,670 1456,000 1,450 312,000 6 1,82
0,225 64,900 0,435 1663,000 0,680 1427,000 1,500 288,000 7 0,99
0,230 66,700 0,440 1810,000 0,690 1402,000 1,550 267,000 8 0,585
0,235 59,300 0,445 1922,000 0,700 1369,000 1,600 245,000 9 0,367
0,240 63,000 0,450 2006,000 0,710 1344,000 1,650 223,000 10 0,241
0,245 72,300 0,455 2057,000 0,720 1314,000 1,700 202,000 11 0,165
0,250 70,400 0,460 2066,000 0,730 1290,000 1,750 180,000 12 0,117
0,255 104,000 0,465 2048,000 0,740 1260,000 1,800 159,000 13 0,0851
0,260 130,000 0,470 2033,000 0,750 1235,000 1,850 142,000 14 0,0634
0,265 185,000 0,475 2044,000 0,760 1211,000 1,900 126,000 15 0,0481
0,270 232,000 0,480 2074,000 0,770 1185,000 1,950 114,000 16 0,0371
0,275 204,000 0,485 1976,000 0,780 1159,000 2,000 103,000 17 0,0291
0,280 222,000 0,490 1950,000 0,790 1134,000 2,100 90,000 18 0,0231
0,285 315,000 0,495 1960,000 0,800 1109,000 2,200 79,000 19 0,0186
0,290 482,000 0,500 1942,000 0,810 1085,000 2,300 69,000 20 0,0152
0,295 584,000 0,505 1920,000 0,820 1060,000 2,400 62,000 25 0,00617
0,300 514,000 0,510 1882,000 0,830 1036,000 2,500 55,000 30 0,00297
0,305 603,000 0,515 1833,000 0,840 1013,000 2,600 48,000 35 0,0016
0,310 689,000 0,520 1833,000 0,850 990,000 2,700 43,000 40 0,000942
0,315 764,000 0,525 1852,000 0,860 968,000 2,800 39,000 50 0,000391
0,320 830,000 0,530 1842,000 0,870 947,000 2,900 35,000 60 0,00019
0,325 975,000 0,535 1818,000 0,880 926,000 3 31,000 80 0,0000616
0,330 1059,000 0,540 1783,000 0,890 908,000 3,1 26,000 100 0,0000257
0,335 1081,000 0,545 1754,000 0,900 891,000 3,2 22,600 120 0,0000126
0,340 1074,000 0,550 1725,000 0,910 880,000 3,3 19,200 150 0,00000523
0,345 1069,000 0,555 1720,000 0,920 869,000 3,4 16,600 200 0,00000169
0,350 1093,000 0,560 1695,000 0,930 858,000 3,5 14,600 250 0,0000007
0,355 1083,000 0,565 1705,000 0,940 847,000 3,6 13,500 300 0,00000034
0,360 1068,000 0,570 1712,000 0,950 837,000 3,7 12,300 400 0,00000011
0,365 1132,000 0,575 1719,000 0,960 820,000 3,8 11,100 1000 0

Para determinar uma função que represente a irradiância espectral solar dependendo

do comprimento de onda, utiliza-se a equação de distribuição espectral estabelecida por

Planck:

Eλ =
2πc2vhλ

−5

e
hcv

λkBT − 1
, (2.7)

onde cv = 3, 00 × 108m/s é velocidade da luz, h = 6, 62 × 10−34Js é constante de Planck,

kB = 1, 381× 10−23J/K é constante de Boltzmann e T = 5700K. A partir da equação (2.7),
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realiza-se um ajuste de curva pelo método dos mı́nimos quadrados, obtendo-se a curva:

Eλ =
9703, 4909

(e
2,5884

λ − 1)λ5
, (2.8)

apresentada na Figura 2.3:
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Figura 2.3: Função de irradiância espectral solar a partir dos dados [Thekaekara, 1973].

Observa-se na Figura 2.3 que há pontos onde a curva ajustada está acima dos dados

observados (Eλ), o que não deve acontecer, pois assim tem-se uma geração de energia. Para

corrigir esse erro, utiliza-se uma aproximação de Padè 4− 5. Na Figura 2.4, apresenta-se o

gráfico da função ajustada de irradiância espectral solar:
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Figura 2.4: Função ajustada de irradiância espectral solar.

Por definição, a irradiância espectral é a componente vertical da radiância espectral

Iλ (unidades W/m2µmsr), e para uma emissão isotrópica tem-se:

Eλ = πIλ. (2.9)

Segundo [Jacobson, 2005], o fluxo act́ınio espectral (Fλ) é a integral da radiância

espectral (Iλ) sobre todos os ângulos sólidos de uma esfera. Utiliza-se Fλ para calcular as

taxas de fotólises dos gases na atmosfera. O incremento do fluxo act́ınio é definido por:

dFλ = IλdΩa, (2.10)

onde Fλ tem unidades (W/m2µm) e é fácilmente convertido para 1/cm2sµm para os cálculos

de fotólises.
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Integra-se a equação (2.10) sobre uma esfera:

Fλ =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

Iλ sin(θ)dθdϕ. (2.11)

Considerando que a radiação se propaga com intensidade igual em todas as direções

(Iλ independente da direção), obtém-se:

Fλ = 4πIλ. (2.12)

Pelas equações (2.9) e (2.12) segue que:

Fλ = 4Eλ. (2.13)

A radiação que passa através da atmosfera sofre perdas, ou seja, a radiância espectral

é reduzida pela presença dos gases e aerossóis presentes na atmosfera, devido a absorção e

espalhamento desses. A radiação ao longo da atmosfera pode ser expressa pela lei de Beer-

Lambert [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000], dada por:

dIλ = −kλIλds, (2.14)

no qual Iλ é a radiância espectral ao longo de um caminho na direção s e kλ é chamado de

coeficiente de extinção. O coeficiente de extinção é representado como:

kλ = σext(λ)ρ(s), (2.15)

onde ρ(s) é a densidade dos gases radiativamente ativos (que podem variar ao longo do

caminho s) e σext é a seção de choque de extinção no comprimento de onda λ. A extinção é

o somatório das seções de choque de absorção e espalhamento (σext = σa(λ) + σe(λ)). Neste

estudo, considera-se apenas a absorção dos gases, logo σext(λ) = σa(λ)e, portanto:

kλ =
N∑
i=1

σa,i(λ)ρi(s), (2.16)
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nos quais σa,i e ρi(s) são a seção de choque de absorção e a densidade na altura s do gás i,

respectivamente (N representa o número de gases que compõem a atmosfera).

A atmosfera é composta na sua maior parte pelos gases nitrogênio (78%) e oxigênio

(21%). Também encontram-se em pequenas proporções argônio, dióxido de carbono, água e

ozônio. Outros gases estão presentes na composição da atmosfera, porém em pequeńıssimas

proporções.

Pode-se observar na Figura 2.5, que na região de espectro de 0, 2µm a 0, 7µm, a

maior parte da radiação solar é absorvida pelos gases O2 e O3.

Figura 2.5: Absorção da radiação solar de alguns gases da atmosfera [Mélières e Maréchal,
2010].

Portanto, para o cálculo da radiação solar que atinge a CLP, consideram-se apenas

as absorções do oxigênio e ozônio:

kλ ≈ σa,O2(λ)ρO2(s) + σa,O3(λ)ρO3(s).

Nas Figuras 2.6 e 2.7, são apresentadas as seções de choque de absorção do oxigênio

e ozônio, utilizando-se os dados de [Rudek et al., 2013] e [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000] e

um ajuste de curvas com o método dos mı́nimos quadrados para obter a seção de choque

de absorção dessas moléculas dependendo apenas do comprimento de onda. Para a seção

de choque de absorção do oxigênio, utilizou-se para o ajuste de curva uma equação de

primeiro grau σa,O2(λ) = c1λ + c2 e uma aproximação de Padè 4 − 6, já para a seção de

choque de absorção do ozônio, utilizou-se uma equação de distribuição gaussiana: σa,O3(λ) =

c1e
−((λ−c2)2)/(2c23) e uma aproximação Padè 4− 6.
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Figura 2.6: Seção de choque de absorção do oxigênio.
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Figura 2.7: Seção de choque de absorção do ozônio.
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Utiliza-se os dados dispońıveis em [Schlatter, 2009] para determinar função den-

sidade de gases na atmosfera em função da altitude, que é representada na Figura 2.8.

Fez-se um ajuste de curvas através do método dos mı́nimos quadrados, usou-se a equação

ρgases(z) = c1e
−c2z para este ajuste.
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Figura 2.8: Função densidade de gases presentes na atmosfera.

Supõe-se uma distribuição uniforme desses gases ao longo da atmosfera. Assim, a

solução para a equação de Beer-Lambert (2.14) é:

Iλ = I0(λ)e
−
´ z
0 [σa,O2

(λ)ρO2
(s)+σa,O3

(λ)ρO3
(s)]ds. (2.17)

Utilizando a curva em vermelha apresentada na Figura 2.4 como a radiação que

atinge o topo da atmosfera, determina-se a radiação solar que atinge a camada limite at-

mosférica, representada na Figura 2.9.

A atmosfera, embora possa parecer transparente para radiação, desempenha um

papel de extrema importância no balanço energético da Terra, pois ela controla a quantidade

de radiação solar que realmente atinge a superf́ıcie terrestre, e também controla a quantidade
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Figura 2.9: Radiação solar que atinge a CLA.

de radiação terrestre que escapa para o espaço. Além disso, influência nos processos qúımicos.

Segundo [Shetter, 2003], as taxas (ou frequência) de fotólise atmosférica (Jsubst)

são de fundamental interesse no estudo de processos qúımicos atmosféricos. Os estudos de

qúımica atmosférica atuais necessitam de determinações precisas das taxas de fotólise, a fim

de que compreenda-se os ciclos de NOx e SOx.

A fotodissociação de uma substância fotorreceptora, descreve-se como um processo

de primeira ordem [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000], representado por:

d[Csubst]

dt
= −Jsubst[Csubst], (2.18)

onde o fóton tem comprimento de onda no intervalo em que sofre reação fotoqúımica, a

frequência de fotólise da substância (subst) é representada pelo coeficiente Jsubst e calcula-se

da seguinte maneira [Jacobson, 2005]:

Jsubst =

ˆ
Fλ(λ)σa,subst(λ, T, P )Φsubst(λ, T, P )dλ, (2.19)
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onde Fλ (foton/cm
2sµm) representa o fluxo act́ınio do local, ou seja, é a quantidade de

luz dispońıvel na atmosfera, σa,subst (cm
2/molecula) é a seção de choque de absorção da

molécula, ou melhor, é a intensidade de luz dispońıvel num dado comprimento de onda que

a molécula pode absorver e Φsubst (molecula/foton) é o rendimento quântico, que representa

a probabilidade com que um composto absorve luz de um determinado comprimento de onda.

Caso 1 - Formação do ozônio por reação fotoqúımica

Pelas reações (2.2), (2.3) e (2.4), segue que a formação do ozônio na baixa atmosfera

acontece devido a fotólise do NO2. De acordo com a equação (2.18), a fotodissociação do

dióxido de nitrogênio (reação (2.2)) é:

dCNO2

dt
= −JNO2CNO2 , (2.20)

onde o fóton deve ter comprimento entre 290nm < λ < 430nm, e a frequência de fotólise

de NO2 representada pelo coeficiente JNO2 pode ser calculada [Jacobson, 2005] da seguinte

maneira:

JNO2 ≈
ˆ
Fλσa,NO2(λ)ΦNO2(λ)dλ, (2.21)

onde F (foton/cm2sµm) representa o fluxo act́ınio do local, σa,NO2 (cm
2/molecula) é a seção

de choque de absorção de NO2 e ΦNO2 (molecula/foton) é o rendimento quântico de NO2.

Considera-se que a seção de choque de absorção e o rendimento quântico de NO2

depende apenas do comprimento de onda (λ), e com os dados das Tabelas 2.2 e 2.3 pode-se

obter σa,NO2 e ΦNO2 .
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Tabela 2.2: Seção de choque de absorção média de NO2 [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000].

λ 1020σa,NO2 λ 1020σa,NO2

(nm) (cm2molecula−1) (nm) (cm2molecula−1)
273,97-277,78 5,03 347,5-352,5 43,13
277,78-281,69 5,88 352,5-357,5 47,17
281,69-285,71 7 357,5-362,5 48,33
285,71-289,85 8,15 362,5-367,5 51,66
289,85-294,12 9,72 367,5-372,5 53,15
294,12-298,51 11,54 372,5-377,5 55,08
298,51-303,03 13,44 377,5-382,5 56,44
303,03-307,69 15,89 382,5-387,5 57,57
307,69-312,50 18,67 387,5-392,5 59,27
312,5-317,5 21,53 392,5-397,5 58,45
317,5-322,5 24,77 397,5-402,5 60,21
322,5-327,5 28,07 402,5-407,5 57,81
327,5-332,5 31,33 407,5-412,5 59,99
332,5-337,5 34,25 412,5-417,5 56,51
337,5-342,5 37,98 417,5-422,5 58,12
342,5-347,5 40,65 - -

Tabela 2.3: Rendimento quântico para fotólise de NO2 [Finlayson-Pitts e Pitts, 2000].

λ ΦNO2
λ ΦNO2

λ ΦNO2
λ ΦNO2

(nm) (molecula/foton) (nm) (molecula/foton) (nm) (molecula/foton) (nm) (molecula/foton)
285 1 370 0,981 394 0,95 410 0,13
290 0,999 375 0,979 395 0,942 411 0,11
295 0,998 380 0,975 396 0,922 412 0,094
300 0,997 381 0,974 397 0,87 413 0,083
305 0,996 382 0,973 398 0,82 414 0,07
310 0,995 383 0,972 399 0,76 415 0,059
315 0,994 384 0,971 400 0,695 416 0,048
320 0,993 385 0,969 401 0,635 417 0,039
325 0,992 386 0,967 402 0,56 418 0,3
330 0,991 387 0,966 403 0,485 419 0,023
335 0,99 388 0,964 404 0,425 420 0,018
340 0,989 389 0,962 405 0,35 421 0,012
345 0,988 390 0,96 406 0,29 422 0,008
350 0,987 391 0,959 407 0,225 423 0,004
355 0,986 392 0,957 408 0,185 424 0
360 0,984 393 0,953 409 0,153 - -

Nas Figuras 2.10 e 2.11 mostram-se, respectivamente, a seção de choque de absorção

média e o rendimento quântico para o NO2 em função do comprimento de onda. Utiliza-se

a aproximação de Padè 5− 7 e o método dos mı́nimos quadrados para encontrar as funções.
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Figura 2.10: Função seção de choque de absorção NO2.
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Figura 2.11: Função rendimento quântico NO2.
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Assim, para o cálculo da taxa de fotólise do dióxido de nitrogênio, realiza-se a

integração dentro do intervalo de espectro em que acontece a reação fotoqúımica, ou seja:

JNO2 ≈
ˆ 430nm

290nm

F (λ)σa,NO2(λ)ΦNO2(λ)dλ. (2.22)

Caso 2 - Produção e perda por reações fotoqúımicas do dióxido de enxofre

Pretende-se, no segundo caso, investigar a importância da produção e perda do po-

luente SO2 através de reações fotoqúımicas ocorridas na CLP. Sendo assim, consideram-se as

seguintes reações fotoqúımicas que produzem e removem o dióxido de enxofre na atmosfera,

respectivamente:

SO2 +O2 + hν −→ SO3 +O, hν de 340nm a 400nm, (2.23)

SO3 + hν −→ SO2 +O, hν de 195nm a 330nm. (2.24)

Representam-se as fotodissociações do dióxido e trióxido de enxofre, reações (2.23)

e (2.24), por:

dcSO2

dt
= −JSO2cSO2 ,

dcSO3

dt
= JSO3cSO3 , (2.25)

sendo cSO2 cSO3 as concentrações médias do dióxido e trióxido de enxofre, respectivamente,

JSO2 e JSO3 são as frequências de fotólises de SO2 e SO3 nesta ordem. Segundo [Jacobson,

2005], pode-se calcular essas taxas da seguinte maneira:

JSO2 ≈
ˆ ∞

0

Fλσa,SO2(λ)ΦSO2(λ)dλ, (2.26)

JSO3 ≈
ˆ ∞

0

Fλσa,SO3(λ)ΦSO3(λ)dλ, (2.27)
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onde Fλ é o fluxo act́ınio integrado esfericamente, σa,SO2 e σa,SO3 são as seções de choque de

absorção e ΦSO2 e ΦSO3 são os rendimentos quânticos dos gases dióxido e trióxido de enxofre,

respectivamente.

Utiliza-se o mesmo procedimento realizado nas seções de choque de absorção do

oxigênio e ozônio para obter as seções de choque de absorção de SO2 e SO3 [Rudek et al.,

2013]. Nas Figuras 2.12 e 2.13 mostram-se, respectivamente, as seções de choque de absorção

média de SO2 e SO3 em função do comprimento de onda. Para encontrar a seção de choque

de absorção do dióxido de enxofre (SO2), utiliza-se o método dos mı́nimos quadrados na

função σa,SO2(λ) = c0e
c1(λ+c2). E a seção de choque do trióxido de enxofre (SO3), usa-se uma

aproximação de Padè 5− 7.
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Figura 2.12: Função seção de choque de absorção SO2.
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Figura 2.13: Função seção de choque de absorção SO3.

Para os rendimentos quânticos desses elementos, utiliza-se os valores presentes em

[Sethi, 1971]. Realizando o cálculo de integração das equações (2.26) e (2.27), tem-se os

valores de JSO2 e JSO3 .
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3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ADVECÇÃO-DIFUSÃO

Esta seção trata da formulação matemática de um modelo de dispersão para polu-

entes e a sua solução, estuda o equacionamento matemático clássico dado pela equação de

advecção-difusão [Pasquill e Smith, 1983].

3.1 Modelo F́ısico-Matemático

O equacionamento da difusão atmosférica pode ser obtido pela aplicação da equação

de conservação de massa (equação da continuidade). Considerando uma espécie genérica c

que se conserve na atmosfera, tem-se:

∂c

∂t
+
∂(uc)

∂x
+
∂(vc)

∂y
+
∂(wc)

∂z
+

(
∂c

∂t

)
RQ

= 0, (3.1)

considerando
(
∂c
∂t

)
RQ

o termo associado as reações qúımicas do poluente e u, v e w as com-

ponentes das velocidades instantâneas do vento (m/s) nas direções x, y e z respectivamente.

Assume-se que na equação (3.1) o campo da velocidade apresenta a componente u depen-

dendo unicamente da altura (z) e as componentes v e w são nulas, o que permite escrever:

u
∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
=
∂(cu)

∂x
+
∂(cv)

∂y
+
∂(cw)

∂z
.

Sabendo que fluxos turbulentos são altamente irregulares, aleatórios e impreviśıveis

de detalhes. Assim, a turbulência é manifestada de forma irregular, aleatória como as flu-

tuações na velocidade, temperatura e concentrações escalares em torno de seus valores prin-

cipais.

Nos modelos matemáticos de difusão e turbulência, todas as variáveis de interesse

são geralmente expressadas como a soma das suas médias (denotado aqui por uma barra

superior) e flutuações (denotadas pelas linhas) com o objetivo de definir equações para a
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evolução média das variáveis:

u = u+ u′, (3.1a)

v = v + v′, (3.1b)

w = w + w′, (3.1c)

c = c+ c′. (3.1d)

As equações (3.1a), (3.1b), (3.1c) e (3.1d) expressam a regra de decomposição de Reynolds

[Stull, 1988].

Substituindo as equações (3.1a), (3.1b), (3.1c) e (3.1d) na equação (3.1) e utilizando

as condições de médias de Reynolds [Arya, 2003], a equação de advecção-difusão transiente,

que descreve as concentrações a partir de uma fonte cont́ınua, pode ser escrita como [Stull,

1988]:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
+
∂u′c′

∂x
+
∂v′c′

∂y
+
∂w′c′

∂z
+

(
∂c

∂t

)
RQ

= 0, (3.2)

assim, c denota a concentração média do contaminante passivo (g/m3) e u, v e w são res-

pectivamente as componentes cartesianas do vento médio (m/s) orientado nas direções x

(−∞ < x < ∞), y (−∞ < y < ∞) e z (0 < z < h), em que h é a altura da CLP. Os

termos u′c′, v′c′ e w′c′ representam, na mesma ordem, o fluxo turbulento do contaminante

(g/sm2) nas direções longitudinal, latitudinal e vertical. Não é considerado o termo referente

à difusão molecular na equação (3.2), pois este pode ser negligenciado devido a turbulência

dominar os processos de transporte e dispersão.

Observa-se que a equação (3.2) apresenta quatro variáveis desconhecidas (os fluxos

turbulentos u′c′, v′c′ e w′c′ e a concentração média c). Desta maneira, não pode ser resolvida
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diretamente levando ao chamado problema de fechamento da turbulência [Stull, 1988].

Uma das maneiras mais utilizadas para solucionar o problema de fechamento da

equação de advecção-difusão (3.2) é baseada na hipótese de transporte por gradiente (ou

teoria K) que, em analogia com a lei de Fick da difusão molecular, assume que o fluxo

turbulento de concentração é proporcional à magnitude do gradiente de concentração média

[Seinfeld e Pandis, 1997]. Considera-se também nessa hipótese, que o tensor de difusividade

turbulenta é descrito na forma ortotrópica. Assim:

u′c′ = −Kx
∂c

∂x
, (3.3)

v′c′ = −Ky
∂c

∂y
, (3.4)

w′c′ = −Kz
∂c

∂z
, (3.5)

em que Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão turbulenta (m2/s) nas direções x, y e z

respectivamente. No fechamento de primeira ordem, toda a informação da complexidade da

turbulência está contida nesses coeficientes de difusão.

As equações (3.3), (3.4) e (3.5), combinadas com a equação da continuidade de

massa (3.2), levam à equação de advecção-difusão. Assim, para um sistema de coordenadas

cartesianas a equação pode ser escrita [Blackadar, 1997]:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
+

(
∂c

∂t

)
RQ

. (3.6)

Do lado esquerdo da equação (3.6), o primeiro é o termo dependente do tempo con-

tabilizando situações não estacionárias e os três termos restantes descrevem o transporte

devido à advecção. Já no lado direito, os três primeiros termos representam a difusão turbu-

lenta e o termo
(
∂c
∂t

)
RQ

representa uma reação fotoqúımica que o poluente sofre. A equação

de advecção-difusão (3.6) forma a base da maioria dos modelos de dispersão de poluentes

na atmosfera e permite coordenadas temporal e espacial para a difusão anisotrópica e para
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a variação dos coeficientes de difusão como uma função da concentração. A justificativa da

equação (3.6) para concentrações médias é dada em [Seinfeld e Pandis, 1997] e [Arya, 1999].

Embora a simplicidade do fechamento K de difusão turbulenta tenha conduzido ao

uso difundido desta teoria como base matemática para simular a dispersão de poluentes,

esta tem seus próprios limites [Arya, 1999]. A teoria K funciona bem quando a difusão do

material dispersado é muito maior do que o tamanho dos turbilhões envolvidos no processo

difusivo, ou seja, para grandes tempos de viagem [Mangia et al., 2002].

3.1.1 Solução da equação de advecção-difusão

Consideremos um experimento de dispersão de poluentes na atmosfera, no qual uma

fonte aérea libera material mais leve do que o ar. Esse é abandonado sem empuxo a partir de

uma torre com altura Hs, que emite poluente primário (cp) com intensidade Q a uma taxa

constante, considerando o fechamento Fickiano para a turbulência. Supondo que o poluente

primário sofra uma reação fotoqúımica, transformando-se em um poluente secundário aqui

cs representa a concentração média do contaminante secundário (em unidades de g/m3),

v⃗ = (u, v, w) é a velocidade média do vento (em m/s), e o domı́nio de interesse é um cubo

com 0⃗ ≤ r⃗ ≤ L⃗, em que a notação significa 0⃗ = (0, 0, 0), r⃗ = (x, y, z) e L⃗ = (Lx, Ly, h),

na qual h (unidade m) é altura da CLP. A fonte de emissão é aproximada por uma fonte

pontual com taxa de emissão constante Q (em g/s) na posição r⃗s = (0, y0, Hs).

As equações de advecção-difusão escritas de uma forma geral para os poluentes

primário e secundário, são dadas a seguir:

∂cp
∂t

+ v⃗.∇cp = ∇.(K.∇)cp + S1(cp, cs), (3.7)

∂cs
∂t

+ v⃗.∇cs = ∇.(K.∇)cs + S2(cp, cs), (3.8)

sendo K a matriz dos coeficientes de difusão, K = diag(Kx, Ky, Kz). Em que S1(cp, cs) e

S2(cp, cs) representam os processos de reações fotoqúımicas.



38

Figura 3.1: Esquema ilustrativo representando a dispersão de contaminantes para o caso
bidimensional (X-Z).

As equações (3.7) e (3.8) estão sujeitas às condições de contorno de Von Neumann

de fluxo zero nas faces do cubo:

K.∇ci = 0, i = p, s. (3.9)

a condição inicial de concentração é nula:

ci = 0 em t = 0, ∀r⃗ = (x, y, z) ̸= r⃗s, i = p, s. (3.10)

Já para a fonte, impõe-se as seguintes condições:

• Poluente primário (cp)

ucp(0, y, z, t) = Qδ(y − y0)δ(z −Hs), (3.11)

onde δ é função Delta de Dirac.
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• Poluente secundário (cs)

cs = 0. (3.12)

Reescrevendo as equações (3.7) e (3.8), tem-se as equações de advecção-difusão tridi-

mensional transiente que determinam as concentrações de um poluente primário e secundário,

dadas por:

∂cp(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cp(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cp(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cp(x, y, z, t)

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂cp(x, y, z, t)

∂x

)
+

+
∂

∂y

(
Ky

∂cp(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cp(x, y, z, t)

∂z

)
+ S1(cp, cs), (3.13)

∂cs(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cs(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cs(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cs(x, y, z, t)

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂cs(x, y, z, t)

∂x

)
+

+
∂

∂y

(
Ky

∂cs(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cs(x, y, z, t)

∂z

)
+ S2(cp, cs). (3.14)

As equações (3.13) e (3.14) são resolvidas combinando os métodos da GILTT e da

Decomposição de Adomian. Aplica-se inicialmente o método da Decomposição de Adomian,

expande-se a concentração média dos poluentes primário e secundário em séries como:

cp =
∞∑

r1=0

cp,r1 , (3.15)

cs =
∞∑

r2=0

cs,r2 . (3.16)

Em seguida, substitui-se as expansões (3.15) e (3.16) nas equações (3.13) e (3.14)
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e trunca-se as séries (3.15) e (3.16) nos valores R1 e R2 de forma que as expansões (3.15)

e (3.16) convirjam. Dessa forma constrói-se um sistema recursivo para cp e cs, a fim de

determinar os primeiros termos das expansões em séries e sujeitas as condições de contorno

e inicial do problema (equações (3.9), (3.11), (3.12) e (3.10), respectivamente), resolve-se as

seguintes equações:

∂cp,0(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cp,0(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cp,0(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cp,0(x, y, z, t)

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂cp,0(x, y, z, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂cp,0(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cp,0(x, y, z, t)

∂z

)
, (3.17)

∂cs,0(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cs,0(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cs,0(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cs,0(x, y, z, t)

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂cs,0(x, y, z, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂cs,0(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cs,0(x, y, z, t)

∂z

)
. (3.18)

Para os termos genéricos das expansões das soluções em séries com r1 = 1 : R1 e

r2 = 1 : R2 tem-se:

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cp,r1(x, y, z, t)

∂z

)
+

+S1(cp,r1−1, cs,r2−1), (3.19)

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂x
+ v

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂y
+ w

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂z
=
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∂

∂x

(
Kx

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂cs,r2(x, y, z, t)

∂z

)
+

+S2(cp,r1−1, cs,r2−1), (3.20)

sendo que as condições de contorno e iniciais são nulas.

Assim, para resolver a equação (3.17) aplica-se o método 3D-GILTT, para isso

primeiramente utiliza-se o método espectral na variável y. Para tanto, é feita a escolha

de um problema auxiliar de Sturm-Liouville, representado por:

Y ′′
m(y) + β2

mYm(y) = 0, em 0 ≤ y ≤ Ly,

Y ′
m(y) = 0, em y = 0 e y = Ly.

A solução deste problema de Sturm-Liouville são autofunções ortogonais, dadas por

Ym(y) = cos(βmy) e βm = mπ
Ly

(com m = 0, 1, 2, 3, ...), que são os autovalores associados

[Özisik, 1974].

Expandindo a concentração de poluente em série em termos das autofunções, tem-se:

cp,0(x, y, z, t) =
∞∑

m=0

cp,0,m(x, z, t)Ym(y). (3.21)

Substituindo a expansão (3.21) na equação (3.17) e aplicando o operador integral,´ Ly

0
( )Yn(y)dy, obtém-se:

∞∑
m=0

[
∂cp,0,m(x, z, t)

∂t

ˆ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy + u

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x

ˆ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy+

+v cp,0,m(x, z, t)

ˆ Ly

0
Y ′
m(y)Yn(y)dy + w

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z

ˆ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy+

− ∂

∂x

(
Kx

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x

) ˆ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy − cp,0,m(x, z, t)

ˆ Ly

0
K ′

yY
′
m(y)Yn(y)dy+
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+β2
mcp,0,m(x, z, t)

ˆ Ly

0
KyYm(y)Yn(y)dy −

∂

∂z

(
Kz

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z

) ˆ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy

]
= 0.

(3.22)

Reescreve-se as integrais que aparecem na equação anterior da seguinte forma:

ˆ Ly

0

Ym(y)Yn(y)dy = ζn,n,

ˆ Ly

0

Y ′
m(y)Yn(y)dy = θn,n,

ˆ Ly

0

KyYm(y)Yn(y)dy = γm,n,

ˆ Ly

0

K ′
yY

′
m(y)Yn(y)dy = ηm,n.

Assim obtém-se:

∞∑
m=0

[
ζn,n

∂cp,0,m(x, z, t)

∂t
+ ζn,nu

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x
+ θn,nv cp,0,m(x, z, t) + ζn,nw

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z
+

−ζn,n
∂

∂x

(
Kx

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x

)
− ηm,ncp, 0,m(x, z, t) + γm,nβ

2
mcp,0,m(x, z, t)+

−ζn,n
∂

∂z

(
Kz

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z

)]
= 0. (3.23)

Cabe destacar as seguinte hipóteses simplificadoras que posteriormente são impostas:

• A advecção é dominante na direção do eixo-x, portanto o termo difusivo na mesma

variável é negligenciado

[
u ∂c
∂x
>> ∂

∂x

(
Kx

∂c
∂x

)]
;

• A direção do vento é orientada no eixo-x, portanto as demais componentes são nulas
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[v⃗ = (u, 0, 0)];

• O coeficiente de difusividade turbulenta lateral, Ky, é função somente da variável z.

Dividindo a equação (3.23) por
´ Ly

0
Y 2
m(y)dy [Özisik, 1974] e aplicando as hipóteses

simplificativas (que resultam em: ηm,n = 0 e γm,n = Kyζn,n), tem-se:

∞∑
m=0

[
ζn,n

∂cp,0,m(x, z, t)

∂t
+ ζn,nu

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x
+ ζn,nKyβ

2
mcp,0,m(x, z, t)+

−ζn,n
∂

∂z

(
Kz

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z

)]
= 0, (3.24)

Truncando a série (3.24) em um valor conveniente M, obtém-se cp,0,m = (cp,0,0, cp,0,1,

. . . , cp,0,M), ou seja, representando matricialmente:

I



∂cp,0,0
∂t

∂cp,0,1
∂t
...

∂cp,0,M
∂t

+ uI



∂cp,0,0
∂x

∂cp,0,1
∂x
...

∂cp,0,M
∂x

−KzI



∂2cp,0,0
∂z2

∂2cp,0,1
∂z2

...

∂2cp,0,M
∂z2

−K ′
zI



∂cp,0,0
∂z

∂cp,0,1
∂z
...

∂cp,0,M
∂z

+ (β2
mKy)I


cp,0,0

cp,0,1
...

cp,0,M

 = 0.

onde I é a matriz identidade de ordem M .

Portanto, chega-se a um conjunto de M + 1 equações advectiva-difusivas bidimen-

sionais:

∂cp,0,m(x, z, t)

∂t
+u

∂cp,0,m(x, z, t)

∂x
= Kz

∂2cp,0,m(x, z, t)

∂z2
+K ′

z

∂cp,0,m(x, z, t)

∂z
−β2

mKycp,0,m(x, z, t).

(3.25)

com m = 0, 1, . . . ,M .

A solução da equação bidimensional transiente de advecção-difusão é resolvida uti-

lizando a GILTT. Para resolver a equação (3.25), primeiramente é aplicada a transformada

de Laplace na variável temporal, t, e usando a condição inicial (3.10), tem-se:

u
∂Cp,0,m(x, z, r)

∂x
= Kz

∂2Cp,0,m(x, z, r)

∂z2
+K ′

z

∂Cp,0,m(x, z, r)

∂z
− λ∗mCp,0,m(x, z, r), (3.26)
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onde λ∗m = β2
mKy+r, e Cp,0,m denota a transformada de Laplace na variável t (Cp,0,m(x, z, r) =

L{cp,0,m(x, z, t); t→ r}), e r é complexo.

O problema estacionário (3.26) tem solução bem conhecida utilizando o método

GILTT [Wortmann et al., 2005], [Buske, 2008] e [Moreira et al., 2009b]. Seguindo o pro-

cedimento adotado nas referências [Wortmann et al., 2005], [Buske, 2008] e [Moreira et al.,

2009b], expande-se a concentração em termos das autofunções de um problema de Sturm-

Liouville:

cp,0,m(x, z, r) =
L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)ψl(z), (3.27)

cuja solução é ψl(z) = cos(αlz), onde αl =
lπ
h
(com l = 0, 1, 2, 3, ...) [Özisik, 1974] representa

as autofunções e os respectivos autovalores do problema de Sturm-Liouville associado:

ψ′′
l (z) + α2

lψl(z) = 0, em 0 < z < h,

ψ′
l(z) = 0, z = 0 e z = h.

Substituindo a equação (3.27) na (3.26), e recordando que do problema de Sturm-

Liouville obtemos ψ′′
l (z) + α2

lψl(z) = 0, ou seja, ψ′′
l (z) = −α2

lψl(z), tem-se:

u
L∑
l=0

∂cp,0,m,l(x, r)

∂x
ψl(z) +Kz

L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)α
2
lψl(z)−K ′

z

L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)ψ
′
l(z)+

+λ∗m

L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)ψl(z) = 0.

Aplicando o operador integral
´ h

0
( )ψj(z)dz na equação acima, obtém-se:

L∑
l=0

∂cp,0,m,l(x, r)

∂x

ˆ h

0

uψl(z)ψj(z)dz +
L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)α
2
l

ˆ h

0

Kzψl(z)ψj(z)dz+
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−
L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)

ˆ h

0

K ′
zψ

′
l(z)ψj(z)dz + λ∗m

L∑
l=0

cp,0,m,l(x, r)

ˆ h

0

ψl(z)ψj(z)dz = 0. (3.28)

Escrevendo a equação (3.28) em forma matricial, tem-se:

BZ ′(x, r) + EmZ(x, r) = 0. (3.29)

Onde Z(x, r) é o vetor das componentes cp,0,m,l(x, r), e B = (bl,j) e Em = (el,j) as matrizes

cujas entradas, respectivamente, são:

bl,j =

ˆ h

0

uψl(z)ψj(z)dz,

el,j = α2
l

ˆ h

0

Kzψl(z)ψj(z)dz −
ˆ h

0

K ′
zψ

′
l(z)ψj(z)dz + λ∗m

ˆ h

0

ψl(z)ψj(z)dz.

Cabe ressaltar que a equação (3.29) forma um conjunto de M +1 (m = 0, 1, . . . ,M)

equações diferenciais ordinárias (EDO’s) homogêneas. Para resolver a EDO (3.29) de uma

maneira semi-espectral, utiliza-se uma troca de variável em conjunto com o método da De-

composição de Adomian modificado. Inicialmente, reescreve-se a equação (3.29) da seguinte

maneira:

d[BZ(x, r)]

dx
+ EmZ(x, r) +BZ(x, r)−BZ(x, r) = 0, (3.30)

e organizando os termos da equação (3.30), tem-se:

d[BZ(x, r)]

dx
+BZ(x, r) + (Em −B)Z(x, r) = 0. (3.31)

Realiza-se a seguinte troca de variável W (x, r) = BZ(x, r) na equação (3.30), resul-

tando em:

dW

dx
+W = (B − Em)Z. (3.32)
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Para resolver a EDO (3.32), utiliza-se o método da Decomposição de Adomian

modificado, expandindo a variável W (x, r) em uma série truncada:

W (x, r) =
P∑

p=0

Wp(x, r). (3.33)

Substitui-se a série (3.33) na equação (3.32) resultando num sistema recursivo de

equações diferenciais de primeira ordem com coeficientes constantes, da seguinte forma:

dW0

dx
+W0 = 0, (3.34)

para o primeiro termo da expansão em série e:

dWp

dx
+Wp = (B − Em)Zp−1, (3.35)

para o termo genérico da expansão (3.33), com p = 1 : P . A solução para o primeiro

termo é facilmente obtida por separação de variáveis, utilizando-se a condição de fonte para

a condição inicial da EDO (3.34). Realiza-se o mesmo procedimento anterior (método 3D-

GILLT) na equação (3.11) obtendo Z(0, r):

Z(0, r) = Cp,0,m,l(0, r) = B−1Q

r
ψj(Hs)Zm(y0),

e pela troca de variável, segue que W0(0, r) = BZ(0, r). Portanto, a solução para a equação

(3.34) é:

W0(x, r) = W0(0, r)exp(−Ix), (3.36)

onde I é a matriz identidade de ordem L.

Para obter a solução das equações matriciais (3.35) com p = 1 : P , utiliza-se fator
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integrante e a condição inicial nula, determinando Wp(x, r):

W (x, r) =
P∑

p=0

Wp(x, r). (3.37)

Assim W (x, r) é conhecido e para determinar Z(x, r), utiliza-se decomposição LU

na troca de variável:

W (x, r) = BZ(x, r). (3.38)

Visto que o vetor Z(x, r) é obtido, a solução para a concentração do poluente dada

pela equação (3.38) está bem determinada. Nenhuma aproximação numérica é feita durante a

derivação da solução e, assim, a equação (3.27) é exata exceto pelo erro de truncamento. Cabe

lembrar que esta solução é válida para qualquer perfil de u, w, Kx e Kz sejam eles constantes

ou funções dependentes da altura [Buske, 2004], [Moreira et al., 2005c], [Wortmann et al.,

2005].

Uma vez que os coeficientes da solução em série (3.27) estão determinados, há

condições de inverter a solução pela transformada de Laplace. Esse procedimento resulta:

cp,0,m(x, z, t) =
1

2πi

L∑
l=0

ˆ h

0

Cp,0,m,l(x, r)ψl(z)e
rtdr. (3.39)

Devido à impossibilidade de determinar as singularidades do integrando que aparece

no lado direito da equação acima, não se pode aplicar o Teorema dos Reśıduos para avaliar

analiticamente a integral. Assim, na sequência será apresentada uma solução aproximada

da integral presente na Equação (3.39) usando inversão numérica.

Uma solução aproximada da integral, que aparece na Equação (3.39), pode ser

obtida invertendo numericamente a concentração transformada CP,0,m(x, z, r) pelo método

da quadratura de Gauss-Legendre [Stroud e Secrest, 1966], descrita por:

cp,0,m(x, z, t) =
K∑
k=0

pk
t
ak

L∑
l=0

Cp,0,m,l(x,
pk
t
)ψl(z), (3.40)
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onde ak e pk são os pesos e as ráızes da quadratura gaussiana (tabulados em [Stroud e Secrest,

1966]) e K é o número considerado de pontos da quadratura gaussiana.

Uma vez que cp,0,m(x, z, t) é conhecida, pode-se escrever a solução (cp,0(x, y, z, t))

dada pela equação (3.13):

cp,0(x, y, z, t) =
M∑

m=0

cp,0,m(x, z, t)Ym(y). (3.41)

As equações (3.18), (3.19) e (3.20) são resolvidas de forma análoga a equação (3.17),

para as equações (3.19) e (3.20) há uma pequena alteração na EDO (3.29), pois quando

utiliza-se o método 3D-GILTT nessas equações, obtém-se EDO’s não homogêneas e com

condições de fonte nula. A resolução dessas EDO’s são obtidas utilizando a mesma técnica

empregada na equação (3.29), portanto, estão bem determinadas as soluções finais para as

equações (3.18), (3.19) e (3.20). Logo, os campos de concentrações médias dos poluentes

primário e secundário estão bem determinados, uma vez que foram obtidos cp(x, y, z, t) e

cs(x, y, z, t).



49

4 DADOS PARA A APLICAÇÃO E VALIDAÇÃO DO MO-

DELO

Para uma utilização correta dos modelos de transporte e difusão na atmosfera, não

se pode prescindir de um estudo sobre suas capacidades de representarem corretamente

situações reais. Quando posśıvel, recomenda-se verificar a confiabilidade do modelo utilizado

com os dados e os cenários topográficos e meteorológicos t́ıpicos da área a ser analisada

[Tirabassi, 2005].

Assim, neste caṕıtulo, apresentam-se as parametrizações f́ısicas da camada limite

atmosférica encontradas na literatura, ı́ndices estat́ısticos, os dados observados utilizados

neste trabalho e os resultados numéricos obtidos com o modelo. Encontra-se neste mesmo

caṕıtulo uma análise do comportamento da solução de um modelo tridimensional para dife-

rentes cenários, justificando as escolhas das parametrizações utilizadas para a simulação dos

resultados numéricos.

4.1 Parametrizações F́ısicas da Camada Limite Atmosférica

Para o modelo proposto na seção (3.1), a escolha de uma parametrização da tur-

bulência representa uma decisão fundamental para a modelagem de dispersão de poluentes.

Fisicamente, uma parametrização da turbulência é uma aproximação da natureza, no sen-

tido que os modelos matemáticos recebem uma relação aproximada que substitui um termo

desconhecido. A confiabilidade dos modelos dependem fortemente da maneira com que esses

parâmetros são calculados e relacionados com o entendimento da CLP [Mangia et al., 2002].

Na literatura, encontram-se diversas e variadas formulações para o coeficiente de

difusão turbulento vertical [Seinfeld e Pandis, 1997]. A seguir são apresentados oa coeficientes

de difusão utilizados nas simulações.

• Para a simulação dos resultados numéricos obtidos com o modelo proposto, utilizaram-

se as seguintes parametrizações para os coeficientes de difusão turbulentos:

[Degrazia et al., 1997] propuseram as seguintes parametrizações de difusão turbulentas,
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derivadas de [Batchelor, 1949], para condições convectivas:

Kz = 0, 22w∗h
(z
h

) 1
3
(
1− z

h

) 1
3
[
1− e

−4z
h − 0, 0003e

8z
h

]
, (4.1)

Ky =

√
πσv

16(fm)vqv
, (4.2)

em que σv é o desvio padrão euleriano da velocidade turbulenta longitudinal dado por,

σ2
v =

0, 98cv

(fm)
2
3
v

(
ψϵ

qv

) 2
3
(
z

h

) 2
3

w2
∗, (4.3)

onde cv = αvαu(2πκ)
−2/3 com αu = 0, 5 ± 0, 05 e αv = 4/3, (fm)v = 0, 16 é a componente

vertical da frequência normalizada do pico espectral, qv = 4, 16 z
h
é a função estabilidade, ψϵ

é a função taxa de dissipação molecular expressa por [Hojstrup, 1982] [Caughey, 1982]:

ψ1/3
ϵ =

[(
1− z

h

)2
(

z

−L

)−2/3

+ 0, 75

]1/2

. (4.4)

• E, para a análise do comportamento da solução de um modelo tridimensional, usou-se

as seguintes parametrizações para a simulação dos resultados numéricos:

[Pleim e Chang, 1992] apresentaram os seguintes perfis para o coeficiente de difusão vertical:

Condições convectivas (h/L ≤ −10), a relação utilizada é:

Kz = κw∗z

(
1− z

h

)
. (4.5)

Em condições estáveis e neutras (h/L ≥ −10), a parametrização é dada pela

equação:

Kz =
κu∗z

(
1− z

h

)2
ϕh

, (4.6)

onde ϕh = 1 + 5(z/L) para condições estáveis e ϕh = 1 para condições neutras.
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Para a difusividade turbulenta na direção y numa camada limite estável, utilizou-se

a seguinte expressão [Degrazia et al., 1996]:

Ky =
0, 4u∗z

ϕ(z/L)
, (4.7)

onde ϕ(z/L) = 0, 74(1− 9z
L
)−1/2, sendo L o comprimento de Monin-Obukhov e u∗ a velocidade

de fricção.

E o campo de vento utilizado para todas as simulações, é descrito por uma lei de

potência expressa pela seguinte equação [Panofsky e Dutton, 1984]:

u

u1
=

(
z

z1

)α

, (4.8)

no qual u e u1 são as velocidades médias horizontais do vento nas alturas z e z1, respecti-

vamente e α é um expoente que está relacionado com a intensidade da turbulência [Irwin,

1979].

4.2 Índices Estat́ısticos

Para a comparação entre os dados de concentração simulados nos modelos com os

dados observados nos dois casos foram utilizados ı́ndices estat́ısticos da literatura. Para

a elaboração desta análise estat́ıstica, emprega-se um programa desenvolvido por Hanna

em 1989 [Hanna, 1989]. Estes ı́ndices estat́ısticos são recomendados para validação e com-

paração de modelos pela Agência de Proteção Ambiental Americana (USEPA), pela Força

Aérea Americana (US Air Force), pelo Instituto Americano do Petróleo (API), bem como

pela comunidade cient́ıfica da área de dispersão de poluentes na atmosfera após o Work-

shop “Operational Short-Range Atmospheric Dispersion Models for Environmental Impact

Assesments in Europe” realizado na Bélgica em 1994.

As notações utilizadas para os ı́ndices o e p indicam, respectivamente, as quantidades

observadas e preditas, C é a concentração de poluentes e σ é o desvio padrão.

Os ı́ndices estat́ısticos aplicados são definidos do seguinte modo:

1. Erro quadrático médio normalizado: NMSE = (Co−Cp)2

CoCp

informa sobre todos os desvios entre as concentrações dos modelos e as concentrações
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observadas. É uma estat́ıstica adimensional e seu valor deve ser o menor posśıvel para

um bom modelo.

2. Coeficiente de correlação: COR = (Co−Co)(Cp−Cp)

σoσp

descreve o grau de associação ou concordância entre as variáveis. Para um boa perfor-

mance o seu valor deve ser 1.

3. Fração de Inclinação: FB = Co−Cp

0,5(Co+Cp)

informa a tendência do modelo de superestimar ou subestimar as concentrações obser-

vadas. O valor ótimo é zero.

4. Desvio fracional padrão: FS = 2σ0−σp

σ0+σp

O valor ótimo é zero.

4.3 Análise do Comportamento da Solução para Diferentes Cenários

Nesta seção, devido a complexidade da solução, ilustra-se o comportamento da

solução discutida para a dispersão em diferentes cenários da CLP. Foram utilizados para

estas simulações iniciais os coeficientes de difusão desenvolvidos por [Pleim e Chang, 1992]

apresentados na seção (4.1) e para o perfil de vento a equação (4.8). Considera-se para tanto

a equação de advecção-difusão:

u
∂c

∂x
=

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
. (4.9)

A solução para a equação (4.9) é obtida através da técnica 3D-GILTT, como pro-

posta no trabalho [Buske et al., 2011d]. A fim de ilustrar o comportamento da solução

apresentada em [Buske et al., 2011d], simula-se a dispersão de um poluente na CLA para

diferentes cenários e, também, apresentam-se gráficos das concentrações geradas pelo modelo

ao ńıvel do solo. Utilizam-se dados do experimento de Copenhagen para a descrição (a saber,

h = 810m, w∗ = 2, 2m/s, u∗ = 0, 7m/s, u10 = 4, 2m/s e z0 = 0, 6m), bem como dados para

representar as diferentes condições de estabilidade conforme disposto na Tabela 4.1

Na Figura 4.1, são apresentados os gráficos das concentrações preditas ao ńıvel do

solo para diferentes alturas de fontes e simulou-se as concentrações sob uma condição de es-
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tabilidade convectiva (1/L = −0, 01m−1). Pode-se observar através dos gráficos que, quanto

menor for a altura da fonte mais próximo da fonte se encontrará o pico de concentração

ao ńıvel do solo, por exemplo, para uma fonte de altura Hs = 0, 1h o poluente atinge sua

máxima concentração ao ńıvel do solo na distância de X∗ ≈ 0, 1, já para uma fonte com al-

tura de Hs = 0, 25h a concentração máxima é atingida a uma distância (X∗) de 0, 25 aproxi-

madamente. Além disso, percebe-se que em locais mais afastados da fonte a concentração

tende a se homogeneizar em toda a camada limite planetária.

Figura 4.1: Concentração predita ao ńıvel do solo pela solução tridimensional para diferentes
alturas de fontes em condições convectivas (1/L = −0, 01m−1).

Já na Figura 4.2, apresenta-se a influência da turbulência atmosférica nas concen-

trações geradas pelo modelo. Os gráficos da Figura 4.2 representam a concentração adimen-

sional em função da distância adimensional para uma fonte com altura Hs = 0, 1h, para cinco

cenários meteorológicos diferentes (os valores do expoente do perfil de potência do vento α e

o comprimento de Monin-Obukhov inverso (1/L) para os diferentes cenários meteorológicos

são expostos na Tabela 4.1). Os graficos mostram que para cenários instáveis os picos de

concentrações são atingidos próximos a fonte e a medida que afasta-se a concentração do

poluente diminui devido a presença de turbilhões (condição instável) que fazem com que o

poluente se disperse mais rapidamente. Já para cenários estáveis os picos de concentrações
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são atingidos a distâncias mais afastadas da fonte e percebe-se uma demora na dispersão do

poluente na CLA.

Figura 4.2: Concentração adimensional (C∗ = cuh2/Q) em função da distância adimensional
(X∗ = xu∗/uh) da fonte (Hs = 0, 1h) para cinco cenários meteorológicos diferentes.

Tabela 4.1: Valores do expoente do perfil de potência do vento (α) e o comprimento de
Monin-Obukhov inverso (1/L) para diferentes cenários meteorológicos.

Cenário alpha 1/L(m−1)
Instável 0,07 -0,10
Instável 0,1 -0,02
Neutro 0,15 0
Estável 0,35 0,01
Estável 0,55 0,03

A seguir, na Figura 4.3, verifica-se o comportamento da concentração adimen-

sional em função da altura adimensional para as seguintes distâncias da fonte X∗ = 0, 07,

X∗ = 0, 15 e X∗ = 0, 25, esta análise foi feita para quatro alturas de fontes (Hs =

0, 05h; 0, 1h; 0, 25h e 0, 5h). Os resultados foram gerados sob condição de estabilidade con-

vectiva (1/L = −0, 01m−1). Observa-se através dos gráficos na Figura 4.3 que as dis-

tribuições das concentrações na camada limite planetária seguem uma distribuição seme-

lhante à distribuição gaussiana e que os picos dessas distribuições encontram-se nas alturas

das fontes.
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Figura 4.3: Altura adimensional (Z∗ = z/h) versus Concentração adimensional tridimen-
sional (C∗ = cuh2/Q) em condições convectivas (1/L = −0, 01m−1) para três distâncias
adimensionais (X∗ = xw∗/uh) e quatro alturas de fontes (Hs = 0, 05h; 0, 1h; 0, 25h e 0, 5h).

Nas Figuras 4.4a e 4.5, mostram-se os ńıveis de concentração do poluente no plano

XY ao ńıvel do solo, percebe-se que o valor máximo de concentração fica próximo de

X∗ = 0, 2 e Y ∗ = 0. E pela Figura 4.4b observa-se que para o experimento considerado

a turbulência em y é homogênea, pois os resultados aqui obtidos são similares aos obtidos

via GILTTG [Buske et al., 2011a].
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Figura 4.4: a) Concentração no plano horizontal XY ao ńıvel solo no formato 3D. b) Con-
centração (C∗) em função da distância Y ∗.

Figura 4.5: Concentração predita no plano horizontal XY ao ńıvel solo (ng/m3).
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Pelos resultados apresentados nessa seção, pode-se observar que o modelo apresenta

os resultados esperados para descrever a dispersão de poluentes na atmosfera.

Nas próximas seções, apresentam-se as descrições dos dados observados e os resulta-

dos numéricos e estat́ısticos obtidos com o modelo utilizando a abordagem anaĺıtica proposta

neste trabalho, para dois casos. O código computacional para obtenção dos resultados foi

desenvolvido em linguagem de programação Fortran 90.

4.4 Dados Observados Caso 1: Ozônio na Região Metropolitana de Porto

Alegre (RMPA)

A Fundação Estadual de Proteção Ambiental Henrique Luiz Roessler (FEPAM)

é uma instituição em que uma das principais funções é avaliar, monitorar e divulgar in-

formações sobre a qualidade ambiental e ela possui uma Estação na RMPA. Em janeiro do

ano de 2009, realizou-se um monitoramento da qualidade do ar na RMPA, e essas medições

resultaram nas médias das concentrações do Ozônio e Dióxido de Nitrogênio. A localização

da Estação de monitoramento de Esteio é representada pelo ponto vermelho na Figura 4.6.

Figura 4.6: Localização da estação de monitoramento em Esteio (FEPAM).

As condições meteorológicas no peŕıodo de 05 a 09 de janeiro de 2009 esteve sob

condições de céu claro e ventos fracos na superf́ıcie. A Tabela 4.2 mostra os dados me-

teorológicos dos dias 05, 06 e 07 de janeiro utilizados no modelo, para obter os resultados
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numéricos. Na Tabela 4.2, ur é a velocidade de referência (m/s), u∗ representa a velocidade

de fricção (m/s), L é o comprimento de Monin-Obukhov (m), w∗ é a escala de velocidade

convectiva vertical (m/s) e h é a altura da CLP (m).

Tabela 4.2: Parâmetros meteorológicos dos dias 05, 06 e 07 de janeiro de 2009 - Estação
Esteio [Cuchiara, 2011].

Dia Hora ur u∗ w∗ L h
(h) (ms−1) (ms−1) (ms−1) (m) (m)
10 2,00 0,27 0,50 -305 801
11 2,60 0,35 0,65 -397 1041
12 1,60 0,21 0,40 -244 641
13 2,30 0,31 0,58 -351 921
14 3,20 0,43 0,80 -488 1282

5 de janeiro 15 3,40 0,45 0,85 -519 1362
16 4,20 0,56 1,05 -641 1682
17 4,60 0,61 1,15 -702 1843
18 5,70 0,76 1,43 -870 2283
19 6,00 0,80 1,50 915 2403
20 4,50 0,60 1,13 687 1803
21 4,50 0,60 1,13 687 1803
22 2,80 0,37 0,70 427 1122
23 2,30 0,31 0,58 351 921
0 1,60 0,21 0,40 244 641
1 0,40 0,05 0,10 61 160
2 0,30 0,04 0,08 46 120
3 1,60 0,21 0,40 244 641
4 1,70 0,23 0,43 259 681
5 0,30 0,04 0,08 46 120
6 0,90 0,12 0,23 137 361
7 0,90 0,12 0,23 137 361
8 0,20 0,03 0,05 -31 80
9 2,20 0,29 0,55 -336 881
10 1,90 0,25 0,48 -290 761

6 de janeiro 11 1,50 0,20 0,38 -229 601
12 2,20 0,29 0,55 -336 881
13 2,70 0,36 0,68 -412 1082
14 1,90 0,25 0,48 -290 761
15 1,10 0,15 0,28 -168 441
16 1,10 0,15 0,28 -168 441
17 2,50 0,33 0,63 -381 1001
18 4,70 0,63 1,18 -717 1883
19 5,70 0,76 1,43 870 2283
20 3,10 0,41 0,78 473 1242
21 3,10 0,41 0,78 473 1242
22 2,00 0,27 0,50 305 801
23 2,20 0,29 0,55 336 881
0 1,40 0,19 0,35 214 561
1 0,40 0,05 0,10 61 160
2 1,50 0,20 0,38 229 601

7 de janeiro 3 0,10 0,01 0,03 15 40
4 0,70 0,09 0,18 107 280
5 0,40 0,05 0,10 61 160
6 0,50 0,07 0,13 76 200
7 0,40 0,05 0,10 61 160

Os dados meteorológicos apresentados na Tabela 4.2 são calculados por equações

obtidas na literatura. O comprimento de Monin-Obukhov pode ser escrito como [Zannetti,
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1990]:

L = −h
κ

(
u∗
w∗

)3

, (4.10)

onde κ é a constante de Von-Kármán (κ ≈ 0, 4) e w∗ ≈ 0, 25u [Briggs, 1992]. A velocidade

de fricção u∗ é obtida pela expressão u∗ = ku
ln( zr

z0
)
, onde zr = 10m (altura de referência) e u

é a velocidade do vento. A altura da CLP h é obtida da relação h = 0, 3u∗
fc

[Zilitinkevich,

1972] [Zilitinkevich et al., 1999], na qual fc = 10−4 (força de Coriólis).

4.4.1 Resultados Numéricos

Para a obtenção das concentrações do poluente, utilizou-se os coeficientes de di-

fusão vertical e lateral (para condições convectivas) descritos pelas equações (4.1) e (4.2),

respectivamente. Para o perfil de vento, usou-se o perfil de potência descrito pela equação

(4.8). Para as simulações considerou-se uma fonte pontual com uma taxa de emissão de

q = 27979 ton/ano (o cálculo da taxa de emissão é apresentado no trabalho [Cuchiara,

2011]).

Na Tabela 4.3 são apresentados as concentrações simuladas num peŕıodo de 46 horas.

Pode-se observar na Tabela 4.3 e na Figura 4.7, que o modelo conseguiu representar o pico

de concentração de ozônio nas primeiras horas de simulação do dia 05 de janeiro, porém o

modelo não reproduz tão bem a destruição do ozônio no restante do dia. O modelo mostra

que há uma destruição de ozônio, contudo não representa de forma satisfatória. No dia 06

de janeiro, pode-se observar na Figura 4.8 que o modelo consegue representar a evolução da

concentração nas primeiras horas do dia, no entanto a partir das 8 horas o modelo não expõe

tão bem a evolução da concentração do poluente. E no dia 07 de janeiro, observa-se pelo

gráfico de espalhamento da Figura 4.9 uma boa concordância dos resultados obtidos com o

modelo apresentado nessa tese e os observados pela FEPAM.
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Tabela 4.3: Concentração gerada pelo modelo (cp), concentração observada na estação de
Esteio (co) nos dias 05, 06 e 07 janeiro de 2009.

Dia Hora co cp
(h) (µg/m3) (µg/m3)
10 45,19 46,17
11 55,34 56,00
12 62,24 63,17
13 67,71 66,10
14 70,92 67,47

5 de janeiro 15 69,88 68,37
16 59,32 68,91
17 55,28 69,29
18 40,56 67,15
19 33,38 65,51
20 30,39 63,58
21 31,98 61,95
22 28,84 59,69
23 23,75 57,30
0 21,79 54,28
1 18,11 43,76
2 12,81 31,44
3 5,254 29,34
4 5,375 27,57
5 1,976 18,53
6 0,98 15,75
7 4,325 16,04
8 16,31 17,08
9 25,59 17,17
10 62,02 17,27

6 de janeiro 11 51,07 17,38
12 78,09 17,45
13 88,09 17,51
14 82,54 17,58
15 73,8 17,69
16 63,67 17,80
17 59,6 17,85
18 53,57 17,65
19 35,41 17,50
20 33,51 17,21
21 29,29 16,95
22 30,34 16,55
23 25,59 16,20
0 17,48 15,68
1 17,09 13,91
2 12,7 13,47

7 de janeiro 3 6,586 7,25
4 4,19 6,38
5 0,98 4,91
6 0,98 3,79
7 0,98 2,45
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Figura 4.7: Comparação entre as médias das concentrações horárias simuladas e observadas
na estação de Esteio (FEPAM), durante o dia 05 do mês de janeiro de 2009.
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Figura 4.8: Comparação entre as médias das concentrações horárias simuladas e observadas
na estação de Esteio (FEPAM), durante o dia 06 do mês de janeiro de 2009.
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Figura 4.9: Comparação entre as médias das concentrações horárias simuladas e observadas
na estação de Esteio (FEPAM), durante o dia 07 do mês de janeiro de 2009.

É importante ressaltar que os resultados encontrados podem ser considerados razoá-

veis levando em consideração as aproximações feitas para o campo de vento e para a produção

e perda do ozônio. O campo de vento utilizado não é uma aproximação satisfatória para

a topografia da RMPA. Para um trabalho futuro, pretende-se melhorar estes resultados

considerando os valores encontrados para o perfil de vento por códigos de mesoescala, os

quais se espera que incorpore as informações da topografia do terreno. Também, pretende-se

melhorar a forma de representar a produção e perda do poluente ozônio, visto que a sua

formação não se dá apenas por fotólise do NO2.

4.5 Dados Observados Caso 2: Dióxido de Enxofre na Região da Usina Ter-

melétrica Presidente Médici

A Usina Termelétrica Presidente Médici é uma importante fonte de energia elétrica

da região e utiliza a queima do carvão mineral para geração de energia elétrica. Sua cons-

trução aconteceu em duas etapas: na primeira fase da usina construiu-se duas unidades de

63MW cada e foi inaugurada em 1964 e a segunda etapa começou a ser constrúıda em

1986 com duas unidades de 160MW cada, totalizando 446MW . A Figura 4.10 apresenta a

imagem da Usina e pode-se observar a torre que emite dióxido de enxofre (SO2), que resulta
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da queima do carvão mineral.

Figura 4.10: Imagem da Usina Termelétrica Presidente Médici [Jalowitzki, 2012].

Esta usina é uma importante fonte de liberação de SO2 no local. A fonte é cont́ınua

e emite poluentes a uma taxa de aproximadamente 0.7 kg/s. O poluente é emitido de uma

chaminé de altura 150m. Os dados meteorológicos foram coletados durante um experimento

de campo realizado no inverno de 23 de agosto à 01 de setembro de 1999, em um ponto locali-

zado a 5 km na direção leste da fonte. Os dados obtidos são médias horárias de temperatura,

velocidade e direção do vento, valor ĺıquido do fluxo de radiação e umidade relativa. Esses

dados podem ser encontrados em [Arbage et al., 2006]. Para a simulação utilizou-se os dados

meteorológicos e micrometeorológicos dias 28, 29 e 30 de agosto, presentes na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Médias horárias das variáveis micrometeorológicas dos dias 28, 29 e 30 de agosto
de 1999.

Dia Hora (h) u (m/s) v (m/s) u∗ (m/s) w∗ (m/s) h (m) L (m/s)
28 8 -0,03 3,11 3,11 0,33 200 -34,86

9 -0,21 3,81 3,81 0,40 300 -34,83
29 8 -0,02 3,12 3,12 0,43 200 -23,21

9 1,64 0,69 1,77 0,50 300 -26,05
30 8 1,45 1,34 1,97 0,48 200 -23,96

4.5.1 Resultados Numéricos

Utilizou-se as mesmas parametrizações f́ısicas da camada limite atmosférica do caso

1. Apresentam-se inicialmente, os resultados numéricos que mostram o número de termos
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adequados da solução em série (3.15), para alcançar os resultados com uma precisão de 10−4.

Para isso, é apresentado a Tabela 4.5 considerando-se, sucessivamente, um, dois, três, quatro

e cinco termos na solução em série. Observa-se que a precisão desejada, para o problema

resolvido, é atingida com 3 termos da solução em série, para as concentrações geradas com

o experimento de Candiota.

Tabela 4.5: Convergência numérica do modelo apresentado nessa tese.

Observação Número de termos do Método da Decomposição (série (3.15)) c(x, y, z, t)[µg/m3]
µ1 56,56927

µ1 + µ2 56,48536
1 µ1 + µ2 + µ3 56,48529

µ1 + µ2 + µ3 + µ4 56,48529
µ1 + µ2 + µ3 + µ4 + µ5 56,48529

µ1 7,12038
µ1 + µ2 7,12890

2 µ1 + µ2 + µ3 7,12890
µ1 + µ2 + µ3 + µ4 7,12890

µ1 + µ2 + µ3 + µ4 + µ5 7,12890
µ1 107,56257

µ1 + µ2 107,43300
3 µ1 + µ2 + µ3 107,43290

µ1 + µ2 + µ3 + µ4 107,43290
µ1 + µ2 + µ3 + µ4 + µ5 107,43290

µ1 7,85755
µ1 + µ2 7,85756

4 µ1 + µ2 + µ3 7,85756
µ1 + µ2 + µ3 + µ4 7,85756

µ1 + µ2 + µ3 + µ4 + µ5 7,85756
µ1 112,09137

µ1 + µ2 111,93925
5 µ1 + µ2 + µ3 111,93911

µ1 + µ2 + µ3 + µ4 111,93911
µ1 + µ2 + µ3 + µ4 + µ5 111,93911

Na Figura 4.11, Cp,1 e Cp,2 representam as concentrações médias geradas pelo modelo

com e sem reação fotoqúımica do poluente, respectivamente e (Co) é a concentração obser-

vada. Na análise do gráfico de espalhamento Figura 4.11, quanto mais próximos estiverem os

pontos da reta central, melhores os resultados. Percebe-se uma melhora, embora pequena,

nos resultados do modelo com reação fotoqúımica em relação aos encontrados na literatura

[Arbage et al., 2006].
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Figura 4.11: Gráfico de espalhamento dos modelos com reação fotoqúımica (Cp,1) e sem
reação fotoqúımica(Cp,2).

A Tabela 4.6 apresenta os resultados dos ı́ndices estat́ısticos, pode-se observar que as

concentrações preditas pelo modelo que considera a reação fotoqúımica do poluente tiveram

uma pequena melhora nos ı́ndices estat́ısticos, pois se aproximaram um pouco mais dos

valores ideais.

Tabela 4.6: Avaliação estat́ıstica dos modelos.

Modelo NMSE COR FB FS
Com reação fotoqúımica 0,47 0,572 0,421 -0,254
Sem reação fotoqúımica 0,52 0,563 0,472 -0,199

Em ambas as aplicações, deve-se salientar que os resultados encontrados podem

ser considerados aceitáveis, levando em consideração a aproximação feita para o cálculo da

taxa de fotólise das reações fotoqúımicas. Pretende-se, para trabalhos futuros, melhorar os

cálculos das frequências de fotólises e a intensidade de radiação que atinge a CLP através da

equação de transferência radiativa. Também, deseja-se buscar experimentos mais adequados,

para melhor validar este modelo.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O modelo apresentado neste trabalho utilizou a abordagem euleriana para deter-

minar os campos de concentração do poluente fotoqúımico na CLP. Para o problema de

fechamento da equação de advecção-difusão utilizou-se a teoria de que o fluxo turbulento de

concentração seja proporcional à magnitude do gradiente de concentração média (teoria K).

Ainda que a teoria K tenha seus limites intŕınsecos, comparações de dados experimentais

com previsões obtidas por esta abordagem têm demonstrado que existem cenários nos quais

esses limites não se manifestam significativamente. Utiliza-se essa argumentação, juntamente

com a sua simplicidade computacional, para realizar as simulações com base nessa teoria.

Visto que a teoria K depende fortemente da parametrização do coeficiente de difusão,

considerando a estrutura turbulenta da CLP nos seus respectivos regimes, foram escolhidas

parametrizações para o coeficiente de difusão com base na análise do comportamento da

solução apresentada na seção (4.3) e nos parâmetros micrometeorológicos que foram extráıdos

dos dados experimentais. A aproximação proposta aqui para a determinação do coeficiente

de difusão é baseada na teoria de difusão estat́ıstica de Taylor e em propriedades espectrais

da turbulência. A hipótese de um espectro de turbulência cont́ınuo e variâncias permite que

a parametrização seja cont́ınua em todas as elevações.

Neste trabalho, é apresentada uma representação anaĺıtica para a equação de ad-

vecção-difusão-reação utilizando uma ideia modificada do método clássico da Decomposição

desenvolvido por Adomian e o método 3D-GILTT. O caráter da solução fornece uma de-

pendência expĺıcita dos parâmetros f́ısicos do problema e permite fazer uma melhor avaliação

da validade do modelo f́ısico. A solução apresentada é anaĺıtica exceto pelo truncamento

dos somatórios, a inversa de Laplace no tempo e a discretização dos coeficientes turbulen-

tos. Para o conhecimento dos autores esta é a primeira vez que uma solução deste tipo é

apresentada na literatura.

No modelo proposto, consideraram-se reações fotoqúımicas de poluentes na atmos-

fera com o objetivo de melhorar a previsão e o entendimento da dispersão destes na camada

limite planetária. Os resultados obtidos mostraram-se satisfatórios, reforçando a necessi-

dade dos modelos de dispersão incluirem informações das interações dos poluentes com o
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meio onde se difunde, uma vez que os modelos anaĺıticos da literatura não consideram as

reações sofridas ao serem lançados na atmosfera.

A presente tese também mostra que o modelo apresentado é capaz de simular não so-

mente o transporte e dispersão de poluentes, mas também a função de compostos secundários

por reações fotoqúımicas. A aplicação do modelo em poluentes que se formam na atmosfera

por meio de reações fotoqúımicas, mostrou uma boa concordância entre as concentrações

observadas e aquelas calculadas pelo método proposto.

Para trabalhos futuros, sugere-se melhorias do modelo procurando outras condições

de estabilidade e parametrizações da turbulência. Em relação aos valores das frequências

de fotólises e da intensidade de radiação que atinge a CLP, propõe-se utilizar a equação de

transferência radiativa com a finalidade de obter uma maior precisão desses cálculos. Deve-se

seguir com este trabalho inserindo a análise para outros poluentes.
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Baird, C. Qúımica ambiental. Bookman, Porto Alegre, 2 edition, 2002.

Barad, M. Project Prairie Grass, A Field Program In Diffusion, Geophysical
Research, vol. I (59), pp. 299, 1958a.

Barad, M. Project Prairie Grass, A Field Program In Diffusion, Geophysical
Research, vol. II (59), pp. 218, 1958b.

Baraldi, A., Campos, H., Quadros, R. S., e Buske, D. Simulação da dispersão de
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Carvalho, D. L. Um estudo numérico da dispersão de poluentes na camada
limite convectiva, Dissertação de mestrado, Mestrado em Meteorologia, USP, 1996.

Carvalho, J. C., Degrazia, G., Anfossi, D., e Castelli, S. T. Simulação da dispersão de
poluentes na camada limite planetaria utilizando um sistema de modelos, Revista Ciência
e Natura, vol. 1, pp. 9–43, 2000.

Catalano, G. D. An analytical solution to the turbulent diffusion equation with
mean vertical wind, Southeastern Sem. Thermal, pages 143–151, 1982.

Cataldi, M., Margalho, M., Velloso, M., e Pimentel, L. Estudo do transporte de polu-
entes na região da camada de superf́ıcie sob diversas condições de estabilidade atmosférica,
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Özisik, M. Heat Conduction. John Wiley & Sons, New York, 2 edition, 1974.

Panofsky, H. A. e Dutton, J. A. Atmospheric Turbulence. John Wiley & Sons,
New York, 1984.

Pasquill, F. e Smith, F. B. Atmospheric Diffusion. Halsted Press, New York, 3
edition, 1983.

Pereira, L. M., Guerrero, J. S., Brazão, N., e Cotta, R. M. Compressible flow
and heat transfer in ultracentrifuges hybrid analysis via integral transforms, International
Journal of Heat and Mass Transfer, vol. 45, pp. 99–112, 2002.

Petersen, C., Vilhena, M., Moreira, D., e Carvalho, J. C. Simulação da dipersão
de tritium em Angra I utilizando o modelo ADMM e o MM5, International Nuclear
Atlantic Conference, 2005.

Pfister, G., Baumgartner, D., Maderbacher, R., e Putz, E. Aircraft measurements
of photolysis rate coefficients for ozone and nitrogen dioxide under cloudy conditions, At-
mospheric Environment, vol. 34, pp. 4019–4029, 2000.

Pleim, J. E. e Chang, J. S. A Non–Local Closure Model for Vertical Mixing in the
Convective Boundary Layer, Atmospheric Environment, vol. 26A, pp. 965–981, 1992.

Ponalagusamy, R. e Gopalan, N. P. Numerical study on steady state thee–
dimencional atmospheric diffusion of sulfur dioxide and sulfate dispercion with non–linear
kinetics, International Journal of Computational Fluid Dynamics, vol. 1, pp. 339–
349, 1993.

Ribeiro, M., Cataldi, M., Guerrero, J., e Pimentel, L. Estudo da dispersão de polu-
entes na atmosfera via transformação integral, Proceedings do XI Congresso Brasileiro
de Meteorologia, vol. 1, pp. 2969–2975, 2000.

Ribeiro, M., Ferreira, M., Guerrero, J., e Pimentel, L. Efeito do meca– nismo de
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Tirabassi, T. e Rizza, U. A practical model for the dispersion of skewed puffs,
Journal of Applied Meteorology, vol. 34, pp. 989–993, 1995.

Tirabassi, T., Tagliazucca, M., e Paggi, P. A climatological model of dispersion in an
inhomogeneous boundary layer, Atmospheric Environment, vol. 23, pp. 857–862, 1989.

Tirabassi, T., Tagliazucca, M., e Zannetti, P. A non–Gaussian plume dispersion
model: description and evaluation against tracer measurements, JAPCA, vol. 36, pp. 592–
596, 1986.

Tirabassi, T., Tiesi, A., Buske, D., Vilhena, M. T., e Moreira, D. M. Some charac-
teristics of a plume from a point source based on analytical solution of the two–dimensional
advection–diffusion equation, Atmospheric Environment, vol. 43, pp. 2221–2227, 2009.

Van Ulden, A. P. Simple estimates for vertical diffusion from sources near ground,
Atmospheric Environment, vol. 12, pp. 2125–2129, 1978.

Velloso, M., Barbarioli, A., Guerrero, J., e Pimentel, L. Desenvolvimento de um
modelo computacional para estudo do efeito do mecanismo de deposição sobre a dispersão
de poluentes atmosféricos, Revista Ciência e Natura, pages 25–28, 2003.

Velloso, M. F., Storch, R. B., Perez Guerrero, J. S., e Pimentel, L. C. Estudo do
transporte de poluentes na camada limite atmosférica a partir de dois modelos algébricos
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APÊNDICE A

MÉTODO CLÁSSICO DA DECOMPOSIÇÃO DE ADOMIAN

Ométodo da Decomposição de Adomian é de grande interesse, pois tem sido aplicado

em diferentes tipos de problemas para obter soluções. O método pode ser aplicado, por

exemplo, a problemas de valor de contorno, a equações algébricas e equações diferenciais

parciais. Tem-se interesse nesse método, pois fornece a solução numa série que converge

rapidamente e com componentes que são facilmente calculadas.

A grande vantagem do método é que ele pode ser aplicado em todos tipos de equações

diferenciais e integrais, lineares ou não-lineares, homogêneas ou não-homogêneas e com co-

eficientes constantes ou variáveis. Outra grande utilidade do método é sua capacidade de

reduzir significativamente a dificuldade dos cálculos, mantendo a alta precisão da solução

numérica.

A seguir, apresenta-se uma aplicação do método da Decomposição de Adomian num

sistema de equações diferenciais:

Considerando o sistema de equações diferenciais ordinárias:

y′1 = f1(y1, y2, . . . , ym) + g1

y′2 = f2(y1, y2, . . . , ym) + g2,
...

y′m = fm(y1, y2, . . . , ym) + gm

(A.1)

que pode ser escrito na forma compacta:

y′k = fk(y1, y2, . . . , ym) + gk (A.2)

para k = 1 : m, onde fk são funções não-lineares e gk são funções conhecidas. Procuram-se

soluções y1, y2, . . . , ym que satisfaçam o sistema de equações (A.2).

Assumindo que para qualquer gk o sistema (A.2) possua somente uma solução,

aplica-se o método da Decomposição de Adomian Adomian [1994], Adomian [1988] no sis-
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tema (A.2), ficando com:

Lyk = Nk(y1, y2, . . . , ym) + gk (A.3)

para k = 1 : m, onde L = d
dt

é um operador linear e Nk(y1, y2, . . . , ym) = fk(y1, y2, . . . , ym)

são operadores não lineares. Aplicando em ambos os lados de (A.3) o operador inverso de

L, que nesse caso é dado por L−1[.] =
´ t

0
[.]dt, tem-se:

yk = yk(0) + L−1Nk(y1, y2, . . . , ym) + L−1gk (A.4)

para k = 1 : m, na qual yk(0) é a condição inicial da equação (A.1). O método clássico da

decomposição de Adomian consiste em aproximar a solução (A.4) por uma série infinita da

forma:

yk =
∞∑
j=0

yk,j (A.5)

para k = 1 : m, decompor o operador não linear Nk como:

Nk(y1, y2, . . . , ym) =
∞∑
j=0

Ak,j (A.6)

para k = 1 : m, na qual Ak,j são polinômios de y1, y2, . . . , ym (A.7), chamados de Polinômios

de Adomian Adomian [1988].

Ak,j =
1

j!

[
dj

dλj
Nk

( j∑
k=0

ykλ
k

)]∣∣∣∣
λ=0

(A.7)

Substituindo (A.5) e (A.6) em (A.4) obtém-se:

∞∑
j=0

yk,j = yk(0) + L−1

∞∑
j=0

Ak,j + L−1gk (A.8)

para k = 1 : m. Então, escolhendo o primeiro sistema, conforme Adomian Adomian [1994]
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como:

yk0 = yk(0) + L−1gk (A.9)

para k = 1 : m e para os demais sistemas recursivos até uma ordem de truncamento como:

yk(j+1) = L−1Akj (A.10)

para k = 1 : m. Tem-se assim definido um procedimento iterativo, conhecido como método

clássico da Decomposição de Adomian.
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ANEXO A

Validating a Closed Form Advection-Diffusion Solution by Experiments: Tritium

Dispersion after Emission from the Brazilian Angra Dos Reis Nuclear Power

Plant
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Chapter 26
Validating a Closed Form Advection–Diffusion
Solution by Experiments: Tritium Dispersion
after Emission from the Brazilian Angra Dos
Reis Nuclear Power Plant

G.J. Weymar, D. Buske, M.T. Vilhena, and B.E.J. Bodmann

26.1 Introduction

As one of the consequences of the last two nuclear accidents (Chernobyl in 1986 and
Fukushima in 2011), nuclear safety regulations have progressively improved. One
crucial issue for safety control, emergency plans and related actions is the knowl-
edge of dispersion of radioactive substances in the planetary boundary layer. While
monitoring procedures are a standard routine by the controlled release of Tritium,
predicting dispersion of this substance is still a challenge, especially if a rugged
orography is present, such as the environment around the Brazilian nuclear power
plant Angra dos Reis. Although, there are available programplatforms, that allow
to simulate dispersion processes, their underlying modelsare frequently too sim-
ple, frequently based on simple Gaussian models, so that distributions for specific
scenarios may only be attained by tuning the simulations according to certain ex-
perimental findings instead of predicting them.

The present work is one contribution in a larger program, that has the inten-
tion to determine general closed form solutions that allow to match a variety of
meteorological conditions based on phenomenological approaches for turbulence.
A generally accepted deterministic model makes use of Fickian closure and leads
thus to an advection-diffusion model for dispersion processes. A well established
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method that solves the equation in closed form is based on spectral theory and
integral transform, also known as GILTT (see [BuEtAl11, BuEtAl12, MoEtAl09,
MoViBu09, ViEtAl12]). The equation has to be complemented by a known wind
profile, which is usually determined using experimental meteorological data and
the micro-meteorological parameters are calculated from empirical equations estab-
lished in the literature.

The closed form solution is then applied to the complete set of experiments of the
Angra campaign using the associated meteorological conditions. From the compari-
son of expectation values and measured values the solution is validated and checked
for adequacy. Also some comparisons to other approaches arepresented.

26.2 The Advection–Diffusion Approach

Upon developing a mathematical dispersion model one typically faces various prob-
lems. First one has to identify a differential equation thatshall represent the model
or the underlying physical law. Once the law/model is accepted as the fundamental
equation one challenges the task of solving the equation in many cases approx-
imately and analyze the error of approximation and numerical errors in order to
validate its prediction against experimental data. Experimental data of a stochas-
tic process typically spread around average values, i.e. are distributed according to
probability distributions. Hence, the model shall within certain limits reproduce the
experimental findings. However, the fundamental equation is already a simplifica-
tion so that deviations may occur which in general have theirorigin in a model error
superimposed by numerical or approximation based errors. In case of a genuine
convergence criterion one may pin down the error analysis essentially to a model
validation. Since in general convergence is handled by heuristic convergence crite-
ria, a model validation is not obvious.

For a time dependent regime considered in the present work, we assume that
the associated advection–diffusion equation adequately describes such a dispersion
process, which we test by comparison to other methods in order to pin down com-
putational errors and finally analyze for model adequacy. Inthis line we show with
the present discussion, that our analytical approach does not only yield a solution
for the three-dimensional advection–diffusion equation but predicts tracer concen-
trations closer to observed values compared to other approaches from the literature,
which is also manifest in better statistical coefficients.

Approaches to the advection–diffusion problem are not new in the literature; they
are either based on numerical schemes, stochastic simulations or (semi-)analytical
methods, as shown in a selection of articles (see [ScFi75], [De78], [NiDe81], [Ti89],
[ShSiYa96], [LiHi97]). Note that in these works all solutions are valid for scenarios
with strong restrictions with respect to their specific windand vertical eddy diffu-
sivity profiles. A more general approach, the ADMM (Advection Diffusion Multi-
layer Method) approach solves the two-dimensional advection–diffusion equation
with variable wind profile and eddy diffusivity coefficient [MoEtAl06]. The main
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idea here relies on the discretization of the atmospheric boundary layer in a multi-
layer domain, assuming in each layer that the eddy diffusivity and wind profile take
averaged values. The resulting advection–diffusion equation in each layer is then
solved by the Laplace Transform technique. The GIADMT method (Generalized
Integral Advection–Diffusion Multilayer Technique) [CoEtAl06] is a dimensional
extension to the previous work, but again assuming the stepwise approximation for
the eddy diffusivity coefficient and wind profile. In this work we improve the solu-
tions of the afore mentioned articles and report on a generalanalytical solution for
the advection–diffusion problem, assuming that eddy diffusivity and wind profiles
are arbitrary functions having a continuous dependence on the vertical and longitu-
dinal spatial variables.

Our starting equation is the advection-diffusion equationfor the simulation of
contaminant or tracer release in the atmospheric boundary layer assuming a Fickian
closure for the turbulence. Here, ¯c represents the mean concentration of a contami-
nant (in units ofg/m3) andV̄ = (ū, v̄, w̄) is the mean wind velocity (inm/s) and the
domain of interest is a cuboid with 000≤ r ≤ L . Here, the shorthand notation signifies
000 = (0,0,0) andL = (Lx,Ly,h), with h is the height of the atmospheric boundary
layer in units ofm. The emission source is approximated by a point source (hot spot)
with constant emission rateQ (in g/s) at positionr s = (0,y0,Hs).

∂ c̄
∂ t

+ V̄ ·∇c̄= ∇ · (K ·∇) c̄+S (26.1)

In the most general case the diffusion term contains a local and anisotropic (3×3)
diffusion coefficient matrixK, which in the present case we assume to be diagonal
K = diag(Kx,Ky,Kz). The problem is subject to zero flux Neumann-type boundary
conditions on the cuboid bounding surfaceΓ

K ·∇c̄|r∈Γ = 0
and initial condition (att = 0)

c̄= 0 ∀r = (x,y,z) 6= r s.

Instead of including an explicit source term into the advection–diffusion equation, a
further constant source flux (∀t) constraint is added to the boundary conditions,

(
V̄ · x̂

)
c̄
∣∣
r=r0

x̂ = Qδ (y− y0)δ (z−Hs)x̂,

with the unit vector̂x = (1,0,0) andr0 = (0,y,z).

26.3 A Closed Form Solution

In this section we first introduce the general formalism to solve a general problem
and subsequently reduce the problem to a more specific one, that is solved and
compared to experimental findings.
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26.3.1 General Procedure

In order to solve the problem (26.1) we reduce the dimensionality by one and thus
cast the problem into a form already solved in reference [MoEtAl09]. To this end
we apply the integral transform technique in they variable, and expand the pollutant
concentration as

c̄(x,y,z, t) = RT(x,z, t)Y(y), (26.2)

whereR = (R1,R2, . . .)
T andY = (Y1,Y2, . . .)

T is a vector in the space of orthog-
onal eigenfunctions, given byYm(y) = cos(λmy) with eigenvaluesλm = m π

Ly
for

m = 0,1,2, . . .. For convenience we introduce some shorthand notations,∇2 =
(∂x,0,∂y)

T and∂̂y = (0,∂y,0)T , so that equation (26.1) now reads

(∂tRT)Y + Ū
(

∇2RTY +RT ∂̂yY
)

=
(
∇TK +(K∇)T)(∇2RTY +RT ∂̂yY

)

=
(
∇T

2 K +(K∇2)
T)(∇2RTY)+

(
∂̂ T

y K +(K ∂̂y)
T
)
(RT ∂̂yY).

Applying the integral operator

∫ Ly

0
dyY[F] =

∫ Ly

0
FT ∧Y dy, (26.3)

whereF is an arbitrary function and∧ signifies the dyadic product, and making use
of orthogonality, we rewrite (26.1) as a matrix equation in which the integral terms
are

B0 =

∫ Ly

0
dyY[Y] =

∫ Ly

0
YT ∧Y dy,

Z =

∫ Ly

0
dyY[∂̂yY] =

∫ Ly

0
∂̂yYT ∧Y dy,

W1 =
∫ Ly

0
dyY[(∇T

2 K)(∇2RTY)] =
∫ Ly

0

(
(∇T

2 K)(∇2RTY)
)T ∧Y dy,

W2 =

∫ Ly

0
dyY[(K∇2)

T(∇2RTY)] =

∫ Ly

0

(
(K∇2)

T(∇2RTY)
)
∧Y dy,

T1 =

∫ Ly

0
dyY[((∂̂ T

y K)(∂̂yY)] =

∫ Ly

0

(
((∂̂ T

y K)(∂̂yY)
)T
∧Y dy,

T2 =
∫ Ly

0
dyY[(K ∂̂y)

T(∂̂yY)] =
∫ Ly

0

(
(K ∂̂y)

T(∂̂yY)
)T
∧Y dy.

Here,B0 =
Ly
2 I , whereI is the identity, the elements(Z)mn=

2
1−n2/m2 δ1, j with δi, j

the Kronecker symbol andj = (m+n)mod2 is the remainder of an integer division
(i.e. is one form+n odd and zero else). Note that the integralsW i andT i depend
on the specific form of the eddy diffusivityK . The above integrals are general, but
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for practical purposes and for application to a case study wetruncate the eigenfunc-
tion space and considerM components inR andY only, though continue using the
general nomenclature that remains valid. The obtained matrix equation determines
now together with initial and boundary condition uniquely the componentsRi for
i = 1, . . . ,M following the procedure introduced in reference [MoEtAl09]:

(∂tRT)B+ Ū
(
∇2RTB+RTZ

)
= W1(R)+W2(R)+RT(T1+T2).

26.3.2 A Specific Case for Application

In order to discuss a specific case we introduce a convention and consider the
average wind velocityŪ = (ū,0,0)T aligned with thex-axis. We superimpose
the solution after rotation in thex− y-plane in order to transform every instanta-
neous solution into the same coordinate frame, i.e. the coordinate frame fort = 0.
By comparison of physically meaningful cases, one finds for the operator norm
||∂xKx∂x|| << |ū|, which can be understood intuitively because eddy diffusion is
observable predominantly perpendicular to the mean wind propagation. As a conse-
quence we neglect the terms withKx and∂xKx.

The principal aspect of interest in pollution dispersion isthe vertical concen-
tration profile, that responds strongly to the atmospheric boundary layer stratifica-
tion, so that the simplified eddy diffusivity depends in leading order approximation
K → K1 = diag(0,Ky,Kz), only on the vertical coordinateK1 = K1(z). For this
specific case the integralsW i reduce to

W1→ (∂zKz)(∂zRT)B,

W2→ Kz(∂ 2
z RT)B,

T1→ 0,

T2→−KyΛB,

whereΛ = diag(λ 2
1 ,λ

2
2 , . . .). Then the simplified equation system to be solved is

∂tRTB+ ū∂xRTB = (∂zKz)∂zRTB+Kz∂ 2
z RTB−KyRTΛB,

which is equivalent to the problem

∂tR+ ū∂xR = (∂zKz)∂zR+Kz∂ 2
z R−KyΛR, (26.4)

by virtue ofB being a diagonal matrix.
Once the problem (26.4) is solved by the GILTT method, the solution of problem

(26.1) is well determined. In reference [MoEtAl09] a two dimensional problem with
advection in thex direction in stationary regime was solved which has the same
formal structure than (26.4) except for the time dependence. We apply the Laplace
Transform in thet variable, (t → r) obtaining the following pseudo-steady-state
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problem:
rR̃0+u∂xR̃0 = ∂z

(
Kz∂zR̃0

)
−Λ KyR̃0. (26.5)

The x and z dependence may be separated using the same reasoning as already
introduced in (26.2). To this end we pose the solution of problem (26.5) in the form

R̃0 = PC,

where C = (ζ1(z),ζ2(z), . . .)T are a set of orthogonal eigenfunctions, given by
ζi(z) = cos(γl z), andγi = iπ/h (for i = 0,1,2, . . .) are the set of eigenvalues.

Replacing this in (26.5) and using (26.3) with respect to thezdependent degrees
of freedom, that is, ∫ h

0
dzC[F] =

∫ h

0
FT ∧C dz,

we arrive at the first-order differential equation system

∂xP+HP = 0, (26.6)

whereP= P(x, r) andH = B−1
1 B2. The entries of matricesB1 andB2 are

(B1)i, j = −
∫ h

0
uζi(z)ζ j (z)dz

(B2)i, j =
∫ h

0
∂zKz∂zζi(z)ζ j (z)dz− γ2

i

∫ h

0
Kzζi(z)ζ j (z)dz

−r
∫ h

0
ζi(z)ζ j (z) dz−λ 2

i Ky

∫ h

0
ζi(z)ζ j (z)dz.

Following the reasoning in [MoEtAl09], we solve (26.6) applying Laplace trans-
form and diagonalization of the matrixH = XDX−1, which results in

P̃(s, r) = X(sI +D)−1X−1P(0, r), (26.7)

whereP̃(s, r) denotes the Laplace Transform ofP(x, r). HereX(−1) is the (inverse)
matrix of the eigenvectors of matrixB−1

1 B2 with diagonal eigenvalue matrixD and
the entries of matrix(sI +D)ii = s+ di . After performing the Laplace transform
inversion of equation (26.7), we get

P(x, r) = XG(x, r)X−1ξ ,

whereG(x, r) is the diagonal matrix with components(G)ii = e−dix. In addition, the
still unknown arbitrary constant matrix is given byξ = X−1P(0, r).

The time dependence is obtained upon applying the inverse Laplace transform
definition

R0(x,z, t) =
1

2π i

∫ γ+i∞

γ−i∞
P(x, r)C(z)ert dr .

To overcome the drawback of evaluating a line integral, we perform the calculation
of this integral by the Gaussian quadrature scheme, which isexact if the integrand
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is a polynomial of degree 2M−1 in the 1
r variable

R0(x,z, t) =
1
t
aT
(

pR0(x,z,
p
t
)
)
, (26.8)

wherea andp are respectively vectors with the weights and roots of the Gaussian
quadrature scheme ([StSe66]).

26.4 Experimental Data and Turbulent Parametrization

For model validation we chose a controlled release of radioactive material per-
formed in 1985 at the Itaorna Beach, close to the nuclear reactor site Angra dos
Reis in the Rio de Janeiro state, Brazil. Details of the dispersion experiment is de-
scribed elsewhere ([BiEtAl85]). The experiment consistedin the controlled releases
of radioactive tritium loaded water vapor from the meteorological tower at 100 m
height during five days (November 28 to December 4, 1984). During the whole
experiment, four meteorological towers collected the relevant meteorological data.
Wind speed and direction were measured at three levels (10 m,60 m, and 100 m)
together with the temperature gradients between 10 m and 100m. Some additional
data of relative humidity were available in some of the sampling sites, and were
used to calculate the concentration of radioactive tritiumloaded water in the air
(after measuring the radioactivity of the collected samples). All relevant details, as
well as the synoptic meteorological conditions during the dispersion campaign are
described in [BiEtAl85]. The data from the 5 experiments were used to obtain the
numerical results and are presented in Table 26.1.

Table 26.1 Micro-meteorological parameters and emission rate for theAngra dos Reis experi-
ments.

u(10) u∗ w∗ L h Q
Experiment Period (m s−1) (m s−1) (m s−1) (m) (m) (MBq s−1)

1 1 1,83 0,32 0,46 -809,51 965,09 20,46
2 2,43 0,42 0,60 -1056,86 1259,98 20,46
3 2,76 0,48 0,69 -1214,26 1447,64 20,46

2 1 2,59 0,44 0,63 -1108,58 1321,64 25,34
2 2,21 0,38 0,55 -966,91 1152,75 25,34
3 2,18 0,38 0,54 -951,17 1133,98 25,34

3 1 2,21 0,38 0,55 -966,91 1152,75 20,46
2 1,97 0,34 0,49 -861,23 1026,75 20,46
3 2,61 0,46 0,66 -1146,81 1367,21 20,46

4 1 1,23 0,21 0,31 -539,67 643,40 24,34
2 1,01 0,18 0,25 -440,73 525,44 24,34
3 1,05 0,18 0,26 -456,47 544,21 24,34

5 1 1,95 0,34 0,49 -854,48 1018,71 31,32
2 1,54 0,27 0,39 -674,59 804,24 31,32
3 2,61 0,45 0,65 -1137,81 1356,49 31,32
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The micro-meteorological parameters shown in Table 26.1 are calculated from
equations obtained in the literature. The roughness lengthutilized was 1m and the
Monin–Obukhov length for convective conditions can be written as [Za90]

L =−h/k(u∗/w∗)
3 ,

wherek is the von Karman constant (k = 0.4), w∗ is the convective velocity scale
with wind speedU , u∗ = kU/ln(zr/z0) is the friction velocity, whereU is the wind
velocity at the reference heightzr = 10 m, andh = 0.3u∗/ fc is the height of the
boundary layer with the Coriolis coefficientfc = 10−4.

In the atmospheric diffusion problems the choice of a turbulent parametrization
represents a fundamental aspect for contaminant dispersion modeling. From the
physical point of view a turbulence parametrization is an approximation for the nat-
ural phenomenon, where details are hidden in the parametersthat are being used
and have to be adjusted in order to reproduce experimental findings. The reliability
of each model strongly depends on the way the turbulent parameters are calculated
and related to the current understanding of the planetary boundary layer. In terms
of the convective scaling parameters the vertical and lateral eddy diffusivity can be
formulated as in ([DeCVCa97]), namely

Kz = 0.22w∗h
( z

h

) 1
3
(

1− z
h

) 1
3
(

1−e
4z
h −0.0003e

8z
h

)
, (26.9)

Ky =

√
πσv

16( fm)vqv
, (26.10)

where

σ2
v =

0.98cv

( fm)
2
3
v

(
ψε
qv

) 2
3 ( z

h

) 2
3

w2
∗,

qv = 4.16
z
h
, ψ

1
3

ε =

((
1− z

h

)2(
− z

L

)− 2
3
+0.75

)1
2

, ( fm)v = 0.16,

σv is the standard deviation of the longitudinal turbulent velocity component,qv is
the stability function,ψε is the dimensionless molecular dissipation rate, and( fm)v

is the transverse wave peak.
The wind speed profile can be described by a power lawuz/u1 = (z/z1)

n

([PaDu88]), whereuz andu1 are the horizontal mean wind speeds at heightsz and
z1, andn is an exponent related to the intensity of turbulence ([Ir79]).

26.5 Numerical Results

In this study we introduce the vertical and lateral eddy diffusivities (eq. (26.9) and
eq. (26.10)) and the power law wind profile in the 3D-GILTT model to calculate
the ground-level concentration of emissions released froman elevated continuous
source point in an unstable/neutral atmospheric boundary layer.
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The validation of the 3D-GILTT model predictions against experimental data
from the Angra site together with a two dimensional model (GILTTG) are shown
in Figure 26.1. While the present approach (3D-GILTT) is based on a genuine three
dimensional description an earlier analytical approach (GILTTG) uses a Gaussian
assumption for the horizontal transverse direction ([MoEtAl09]). The 3D-GILTT
approach reproduces acceptably the observed concentrations, although this simula-
tion did not make use of the terrain’s realistic complexity.

Fig. 26.1 Scatter diagram of the observed versus predicted maximum ground level concentrations.
Data between lines correspond to a factor of two and five.

In the further we use the standard statistical indices in order to compare the
quality of the two approaches. Note, that we present the two analytical model ap-
proaches, since the earlier one was found to be acceptable incomparison to other
approaches found in the literature and both give a solution in closed form. The
standard statistical indices are NMSE, the normalized meansquare error; COR, the
correlation coefficient; FA2 and FA5, the fraction of data (in %) in the cones deter-
mined by a factor of two and five, respectively; FB, the fractional bias and FS, the
fractional standard deviation. The subscriptso andp refer to observed and predicted
quantities, respectively, and̄C indicates the averaged values. Table 26.2 presents the
results of the statistical indices used to evaluate the model performance ([Ha89])
and further compare our model to the GILTTG approach. The statistical index FB
indicates whether the predicted quantities (Cp) under- or overestimates the observed
ones (Co). The statistical index NMSE represents the quadratic error of the predicted
quantities in relation to the observed ones. Best results are indicated by values com-
patible with zero for NMSE, FB and FS, and compatible with unity for COR, FA2
and FA5. The statistical indices point out that a reasonableagreement is obtained
between experimental data and the 3D-GILTT model.
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Table 26.2 Statistical comparisons between GILTTG and 3D-GILTT results.

Statistical Indices GILTTG 3D-GILTT

NMSE =(Co−Cp)2/CpCo 2.82 1.44

COR =(Co−Co)(Cp−Cp)/σoσp 0.46 0.59

FA2 = 0.5≤ (Cp/Co)≤ 2 0.32 0.38

FA5 = 0.2≤ (Cp/Co)≤ 5 0.67 0.80

FB =Co−Cp/0.5(Co+Cp) −0.62 −0.59

FS =(σo−σp)/0.5(σo+σp) −0.69 −0.37

In order to validate the two models we fit the predicted versusobserved values
by a linear regression, where the closer their intersect to the origin and the closer
the slope is to unity the better is the approach. The GILTTG approach results in
C̄p = 0.95C̄o+26.53 with R2 = 0.46 andκ = 0.95, whereas the 3D-GILTT obeys
the resultC̄p = 0.86C̄o+27.61 with R2 = 0.59 andκ = 0.99. In order to perform a
model validation we introduced an index

κ =

√
(a−1)2+

(
b/C̄o

)2
,

where
C̄o =

1
n

n

∑
i=1

Coi,

which if identical zero indicates a perfect match between the model and the experi-
mental findings. Herea is the slope,b the intersection,Coi of the experimental data
andC̄o its arithmetic mean. Since the experiment is of stochastic character whereas
the stochastic properties are hidden in the model parameters, considerable fluctua-
tions are present. Nevertheless, by comparison (see Figure26.2) one observes that
the present approach yields the better description of the data.
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Fig. 26.2 Linear regression for the GILTTG and 3D-GILTT. The bisectorwas added as an eye
guide.

26.6 Conclusions

The present work was based on an Eulerian approach to determine dispersion of
radioactive contaminants in the planetary boundary layer.To this end the diffusion
equation for the cross-wind integrated concentrations wasclosed by the relation of
the turbulent fluxes to the gradient of the mean concentration by means of eddy
diffusivity (K-theory). We are completely aware of the factthat K-closure has its
intrinsic limits so that one would like to remove these inconsistencies. However,
comparisons of predictions by this approach to experimental data have shown that
there are scenarios where this lack is not significantly manifest, which we use as a
justification together with its computational simplicity to perform our simulations
based on this approach. Moreover, the present work may be understood as one tile in
a larger program development that simulates radioactive material dispersion using
analytical resources. In a longer term we intend to build a library that allows to
predict radioactive material transport in the planetary boundary layer that extends
from the micro- to the meso-scale. In this sense this contribution is a step into this
direction.

In the present discussion we restricted our comparison to the two dimensional
and GILTT approach only, since its usefulness was already proven [BuEtAl10] and
the specification of diffusion and wind profile are identical. Other approaches like
ADMM among others make use of step-wise approximations forK andV or deter-
mine the velocity field from large eddy simulations, in otherwords they are not self-
contained. Although the measurements were at ground level one could think that a
two dimensional approach would suffice, the present comparison clearly shows the
influence of the additional dimension. While in the two dimensional approach the
tendency of the predicted concentrations is to overestimate the observed values in
the experiments 2 and 3, this is not the case for the results ofthe three dimensional
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description, mainly because it does not assume turbulence to be homogeneous. In
the remainder of the runs (1, 4 and 5) considerably larger variations of the mean
wind velocity as well as lower wind velocities among others are not compatible
with some of the simplifications that were made in order to obtain the solution for
the studied case (compare the model validation in Figure 26.2, left and right). How-
ever, the solution method of the advection diffusion equation discussed here is more
general than shown in the present context, so that in principle a wider range of ap-
plications is possible. Especially, other assumptions forthe velocity field and the
diffusion matrix are possible and also necessary. In a future work we will focus on a
variety of applications and introduce a rigorous proof of convergence of the method
from a mathematical point of view.
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ABSTRACT

Simulations of emission of radioactive substances in the atmosphere from the Brazilian nuclear power
plant Angra I are a necessary tool for control and elaboration of emergency plans as a preventive action
for possible accidents. In the present work we present an analytical solution for radioactive pollutant
dispersion in the atmosphere, solving the time-dependent three-dimensional advection-diffusion equation.
The experiment here used as a reference in the simulations consisted of the controlled releases of radioac-
tive tritiated water vapor from the meteorological tower close to the power plant at Itaorna Beach. The
wind profile was determined using experimental meteorological data and the micrometeorological param-
eters were calculated from empirical equations obtained in the literature.
We report on a novel analytical formulation for the concentration of products of a radioactive chain
released in the atmospheric boundary layer and solve the set of coupled equations for each chain ra-
dionuclide by the GILTT solution, assuming the decay of all progenitors radionuclide for each equation
as source term. Further we report on numerical simulations, as an explicit but ficticious example and
consider three radionuclides in the radioactive chain of Uranium 235.

1. INTRODUCTION

As one of the consequences of the last two nuclear accidents (Chernobyl in 1986 and
Fukushima in 2011), nuclear safety regulations have progressively improved. One crucial
issue for safety control, emergency plans and related actions is the knowledge of dispersion
of radioactive substances in the Planetary Boundary Layer (PBL). While monitoring pro-
cedures are a standard routine by the controlled release of Tritium, predicting dispersion
of this substance is still a challenge, especially if a rugged orography is present, such as
the environment around the Brazilian Nuclear Power Plant, Angra dos Reis. Although,
there are available program platforms, that allow to simulate dispersion processes, their
underlying models are frequently to simple, while based on Gaussian models so that dis-
tributions for specific scenarios may only be attained by tuning the simulations according
to certain experimental findings instead of predicting them.



The present work is one contribution in a larger program, of determining general closed
form solutions that allow to match a variety of meteorological conditions based on phe-
nomenological approaches for turbulence. A generally accepted deterministic model makes
use of Fickian closure and leads thus to an advection-diffusion model for the dispersion
processes. A well established method that solves the equation in closed form is based on
spectral theory and integral transform, known as GILTT (see [1], [2], [3], [4], [5]). The
equation has to be complemented by a known wind profile, which is usually determined
using experimental meteorological data and the micrometeorological parameters were cal-
culated from empirical equations established in the literature. The closed form solution is
then applied to the complete set of experiments of the Angra campaign using the associ-
ated meteorological conditions. From the comparison of expectation values and measured
values the solution is validated and checked for consistency. Also some comparisons to
other approaches are presented.

2. THE ADVECTION-DIFFUSION APPROACH

For a time dependent regime considered in the present work, we assume that the as-
sociated advection-diffusion equation adequately describes the dispersion process, which
we test by comparison to other methods in order to pin down computational errors and
finally analyze for model adequacy. In this line we show with the present discussion,
that our analytical approach does not only yield a solution for the three dimensional
advection-diffusion equation but predicts concentrations of radioactive substances closer
to observed values compared to other approaches from the literature, which is also man-
ifest in better stochastic validation in comparison to observed data. Furthermore, we
validate our solution by an example with extreme conditions, i.e. large half lives and
therefore extremely small concentrations and show that the present procedure supplies
with consistent numerical results, where other approaches indicate values compatible with
zero.

Our starting equation is the advection-diffusion equation for the simulation of contaminant
or tracer release in the atmospheric boundary layer assuming a Fickian closure for the
turbulence. Here, c̄ represents the mean concentration of a contaminant (in units of
g/m3) and V̄ = (ū, v̄, w̄) is the mean wind velocity (in m/s) and the domain of interest
is a cuboid with 0 ≤ r ≤ L. Here, the shorthand notation signifies 0 = (0, 0, 0) and
L = (Lx, Ly, h), with h is the height of the atmospheric boundary layer in units of m.
The emission source is approximated by a point source (hot spot) with constant emission
rate Q (in g/s) at position rs = (0, y0, Hs).

∂c̄

∂t
+ V̄ · ∇c̄ = ∇ · (K · ∇) c̄+ S with S = −λc̄ (1)

In the most general case the diffusion term contains a local and anisotropic (3 × 3) dif-
fusion coefficient matrix K, which in the present case we assume to be diagonal K =
diag(Kx, Ky, Kz). The problem is subject to zero flux von Neumann boundary conditions
with Γ the cuboid bounding surface,

K · ∇c̄|r∈Γ = 0 (2)
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and initial condition (t = 0) c̄ = 0, ∀ r = (x, y, z) ̸= rs. Instead of including an explicit
source term into the advection-diffusion equation, a further constant source flux (∀t)
constraint is added to the boundary conditions,

(
V̄ · x̂

)
c̄
∣∣
r=r0

x̂ = Qδ(y − y0)δ(z −Hs)x̂ , (3)

with the unit vector x̂ = (1, 0, 0) and r0 = (0, y, z).

3. A CLOSED FORM SOLUTION

In this section we first introduce the general formalism to solve a general problem and
subsequently reduce the problem to a more specific one, that is solved and compared to
experimental findings.

3.1. The general procedure

In order to solve the problem (1) we reduce the dimensionality by one and thus cast the
problem into a form already solved in reference [6].

To this end we apply the integral transform technique in the y variable, and expand the
pollutant concentration as

c̄(x, y, z, t) = RT (x, z, t)Y(y), (4)

where R = (R1, R2, . . .)
T and Y = (Y1, Y2, . . .)

T is a vector in the space of orthogonal
eigenfunctions, given by Ym(y) = cos(λmy) with eigenvalues λm = m π

Ly
form = 0, 1, 2, . . ..

For convenience we introduce some shorthand notations, ∇2 = (∂x, 0, ∂y)
T and ∂̂y =

(0, ∂y, 0)
T , so that equation (1) reads now,

(∂tR
T )Y + Ū

(
∇2R

TY +RT ∂̂yY
)
=

(
∇TK+ (K∇)T

) (
∇2R

TY +RT ∂̂yY
)

=
(
∇T

2K+ (K∇2)
T
)
(∇2R

TY) +
(
∂̂Ty K+ (K∂̂y)

T
)
(RT ∂̂yY)− λRTY(5)

Upon application of the integral operator

∫ Ly

0

dyY[F] =

∫ Ly

0

FT ∧Y dy (6)

here F is an arbitrary function and ∧ signifies the dyadic product operator, and making
use of orthogonality renders equation (1) a matrix equation. The appearing integral terms
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are

B0 =

∫ Ly

0

dyY[Y] =

∫ Ly

0

YT ∧Y dy ,

Z =

∫ Ly

0

dyY[∂̂yY] =

∫ Ly

0

∂̂yY
T ∧Y dy ,

Ω1 =

∫ Ly

0

dyY[(∇T
2K)(∇2R

TY)] =

∫ Ly

0

(
(∇T

2K)(∇2R
TY)

)T ∧Y dy , (7)

Ω2 =

∫ Ly

0

dyY[(K∇2)
T (∇2R

TY)] =

∫ Ly

0

(
(K∇2)

T (∇2R
TY)

)
∧Y dy ,

T1 =

∫ Ly

0

dyY[((∂̂Ty K)(∂̂yY)] =

∫ Ly

0

(
((∂̂Ty K)(∂̂yY)

)T

∧Y dy ,

T2 =

∫ Ly

0

dyY[(K∂̂y)
T (∂̂yY)] =

∫ Ly

0

(
(K∂̂y)

T (∂̂yY)
)T

∧Y dy .

Here, B0 = Ly

2
I, where I is the identity, the elements (Z)mn = 2

1−n2/m2 δ1,j with δi,j the

Kronecker symbol and j = (m+n)mod2 is the remainder of an integer division (i.e. is one
for m + n odd and zero else). Note, that the integrals Ωi and Ti depend on the specific
form of the eddy diffusivity K. The integrals (7) are general, but for practical purposes
and for application to a case study we truncate the eigenfunction space and consider
M components in R and Y only, though continue using the general nomenclature that
remains valid. The obtained matrix equation determines now together with initial and
boundary condition uniquely the components Ri for i = 1, . . . ,M following the procedure
introduced in reference [6]:

(∂tR
T )B+ Ū

(
∇2R

TB+RTZ
)
= Ω1(R) +Ω2(R) +RT (T1 +T2)− λRTB (8)

3.2. Extension for radioactive contaminants of the decay chain

Let C be a vector with as much components as there are substances (isotopes and ionizing
particles such as leptons, gammas, neutrons and others). The governing equation for
dispersion of the material is the coupled equation system.

dC

dt
= LDiff [C] + S[C] (9)

Here LDiff [C] = ∇TK∇ whereK is a matrix where the diagonal elements are the diffusion
coefficients, that may or not depend on the concentrations, represented as components in
C.

If we ignore S then the resulting equation is the usual advection diffusion equation

dC

dt
= LDiff [C] (10)

If we ignore diffusion the we get the usual equation for decay chains.

dC

dt
= SDecay[C] (11)
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The source term may contain various contributions, production by decay of a preceding
isotope S(+), loss by decay S(−) and increase by release SRel.. The linear production term
contains the matrix 

0 · · · · · · 0
λ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
0 · · · λn−1 0

 (12)

the linear decay term contains the matrix
λ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

 (13)

In the present case n = 3 according to the decay chain shown in Figure 1.

235U −→
t1/2=2.2485×1016

231Th −→
t1/2=88560

231Pa −→
t1/2=1.0092×1012

Figure 1: Actinium natural radioactive series

4. EXPERIMENTAL DATA AND TURBULENT PARAMETERISATION

For model validation we chose a controlled release of radioactive material performed in
1985 at the Itaorna Beach, close to the nuclear reactor site Angra dos Reis in the Rio
de Janeiro state, Brazil. Details of the dispersion experiment is described elsewhere
[7]. The experiment consisted in the controlled releases of radioactive tritiated water
vapour from the meteorological tower at 100m height during five days (28 November to 4
December 1984). During the whole experiment, four meteorological towers collected the
relevant meteorological data. Wind speed and direction were measured at three levels
(10m, 60m and 100m) together with the temperature gradients between 10m and 100m.
Some additional data of relative humidity were available in some of the sampling sites,
and were used to calculate the concentration of radioactive tritiated water in the air (after
measuring the radioactivity of the collected samples). All relevant details, as well as the
synoptic meteorological conditions during the dispersion campaign are described in ref.
[7]. The data from the 5 experiments were used to obtain the numerical results and are
presented in table 1.
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Table 1: Micrometeorological parameters and emission rate for the Angra
dos Reis experiments.

u(10) u∗ w∗ L h Q
Experiment Period (ms−1) (ms−1) (ms−1) (m) (m) (MBqs−1)

1 1 1,83 0,32 0,46 -809,51 965,09 20,46
2 2,43 0,42 0,60 -1056,86 1259,98 20,46
3 2,76 0,48 0,69 -1214,26 1447,64 20,46

2 1 2,59 0,44 0,63 -1108,58 1321,64 25,34
2 2,21 0,38 0,55 -966,91 1152,75 25,34
3 2,18 0,38 0,54 -951,17 1133,98 25,34

3 1 2,21 0,38 0,55 -966,91 1152,75 20,46
2 1,97 0,34 0,49 -861,23 1026,75 20,46
3 2,61 0,46 0,66 -1146,81 1367,21 20,46

4 1 1,23 0,21 0,31 -539,67 643,40 24,34
2 1,01 0,18 0,25 -440,73 525,44 24,34
3 1,05 0,18 0,26 -456,47 544,21 24,34

5 1 1,95 0,34 0,49 -854,48 1018,71 31,32
2 1,54 0,27 0,39 -674,59 804,24 31,32
3 2,61 0,45 0,65 -1137,81 1356,49 31,32

The micrometeorological parameters shown in table 1 are calculated from equations ob-
tained in the literature. The roughness length utilized was 1m and the Monin-Obukhov
length for convective conditions can be written as L = −h/k (u∗/w∗)

3 [8], where k is the
von Karman constant (k = 0.4), w∗ is the convective velocity scale with wind speed U ,
u∗ = kU/ln(zr/z0) is the friction velocity, where U is the wind velocity at the reference
height zr = 10m, and h = 0.3u∗/fc is the height of the boundary layer with the Coriolis
coefficient fc = 10−4.

In the atmospheric diffusion problems the choice of a turbulent parameterisation repre-
sents a fundamental aspect for contaminant dispersion modelling. From the physical point
of view a turbulence parameterisation is an approximation for the natural phenomenon,
where details are hidden in the parameters used, that have to be adjusted in order to
reproduce experimental findings. The reliability of each model strongly depends on the
way the turbulent parameters are calculated and related to the current understanding of
the planetary boundary layer. In terms of the convective scaling parameters the vertical
and lateral eddy diffusivities can be formulated as follows [9]:

Kz = 0.22w∗h
(z
h

) 1
3
(
1− z

h

) 1
3
(
1− e

4z
h − 0.0003e

8z
h

)
(14)

Ky =

√
πσv

16(fm)vqv
with σ2

v =
0.98cv

(fm)
2
3
v

(
ψϵ

qv

) 2
3 (z

h

) 2
3
w2

∗ ,

qv = 4.16
z

h
, ψ

1
3
ϵ =

((
1− z

h

)2 (
− z

L

)− 2
3
+ 0.75

) 1
2

, (fm)v = 0.16 (15)

where σv is the standard deviation of the longitudinal turbulent velocity component, qv
is the stability function, ψϵ is the dimensionless molecular dissipation rate and (fm)v is
the transverse wave peak.

The vertical wind speed profile can be described by a power law uz/u1 = (z/z1)
n [10],

INAC 2013, Recife, PE, Brazil.



where uz and u1 are the horizontal mean wind speeds at heights z and z1 and n is an
exponent that is related to the intensity of turbulence [11].

5. NUMERICAL RESULTS

In this study we introduce the vertical and lateral eddy diffusivities (eq. (14) and eq.
(15)) and the power law wind profile in the 3D-GILTT model to calculate the ground-
level concentration of emissions released from an elevated continuous source point in an
unstable/neutral atmospheric boundary layer.

The validation of the 3D-GILTT model predictions against experimental data from the
Angra site together with a two dimensional model (GILTTG) are shown in Figure 2.
While the present approach (3D-GILTT) is based on a genuine three dimensional de-
scription an earlier analytical approach (GILTTG) uses a Gaussian assumption for the
horizontal transverse direction [6]. The 3D-GILTT approach reproduces acceptably the
observed concentrations, although this simulation did not make use of the terrain’s real-
istic complexity.

Figure 2: Scatter diagram of the observed vs predicted maximum ground
level concentrations. Data between lines correspond to a factor of two and

five.

In the further we use the standard statistical indices in order to compare the quality of
the two approaches. Note, that we present the two analytical model approaches, since
the earlier one was found to be acceptable in comparison to other approaches found in
the literature and both give a solution in closed form. The standard statistical indices are
NMSE, the normalized mean square error; COR, the correlation coefficient; FA2 and FA5,
the fraction of data (in %) in the cones determined by a factor of two and five, respectively;
FB, the fractional bias and FS, the fractional standard deviation. The subscripts o and
p refer to observed and predicted quantities, respectively, and C̄ indicates the averaged
values. Table 2 presents the results of the statistical indices used to evaluate the model
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performance [12] and further compare our model to the GILTTG approach. The statistical
index FB indicates weather the predicted quantities (Cp) under- or overestimates the
observed ones (Co). The statistical index NMSE represents the quadratic error of the
predicted quantities in relation to the observed ones. Best results are indicated by values
compatible with zero for NMSE, FB and FS, and compatible with unity for COR, FA2 and
FA5. The statistical indices point out that a reasonable agreement is obtained between
experimental data and the 3D-GILTT model.

Table 2: Statistical comparisons between GILTTG and 3D-GILTT results.

Statistical Indices GILTTG 3D-GILTT

NMSE = (Co − Cp)2/CpCo 2.82 1.44

COR = (Co − Co)(Cp − Cp)/σoσp 0.46 0.59

FA2 = 0.5 ≤ (Cp/Co) ≤ 2 0.32 0.38

FA5 = 0.2 ≤ (Cp/Co) ≤ 5 0.67 0.80

FB = Co − Cp/0.5(Co + Cp) −0.62 −0.59

FS = (σo − σp)/0.5(σo + σp) −0.69 −0.37

6. RESULTS FOR THE FIRST THREE NUCLIDES OF THE ACTINIUM
DECAY CHAIN

The previous section proved consistencies of the implemented formalism and validated the
chosen meteorological conditions against experimental data. In the further we simulate
a ficticious scenario, where instead of tritium the U − 235 nuclide is emitted from a
point source. We are completely aware of the fact that other examples are more relevant
for evaluating accident scenarios, but the present example was chosen to show that the
present approach works even with extreme values for half lifes. As the following example
shows even for extreme half lifes the presented method is capable to determine the almost
vanishing activities with non-zero numerical values. It is noteworthy, that numerical
schemes are likely to produce values compatible with zero.

Experiments that measure isotopes typical for nuclear accidents are scarce and only avail-
able for the latest accidents and for the planetary scale. Further, here we are interested
in testing the efficiency of the presented method so that we choose the first three nu-
clides from the actinium chain. The numerical values of the decay constants of the three
first members of the actinium chain (Uranium-235, Thorium-231, Protactinium-231)are
λU = 3, 0827∗10−17s−1, λTh = 7, 8269∗10−6s−1 and λPa = 6, 8686∗10−13s−1 respectively.
For the simulations we used the micrometeorological parameters of experiments 2 and 3,
period 3 of the Angra dos Reis experiment (see Table 1). In table (3), we present the
numerical findings for the concentration of the nuclides U − 235, Th− 231 and Pa− 231
as obtained by the 3D-GILTT method.
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Table 3: Predicted concentration generated by the 3D-GILTT model.

Experiment Period Distance (m) CU−235 (Bq/m3) CTh−231 (Bq/m3) CPa−231 (Bq/m3)
2 3 610 0,429 0, 234 ∗ 10−46 0, 209 ∗ 10−58

2 3 600 0,435 0, 232 ∗ 10−46 0, 203 ∗ 10−58

2 3 700 0,381 0, 247 ∗ 10−46 0, 263 ∗ 10−58

2 3 815 0,332 0, 261 ∗ 10−46 0, 336 ∗ 10−58

2 3 970 0,282 0, 274 ∗ 10−46 0, 437 ∗ 10−58

2 3 1070 0,256 0, 280 ∗ 10−46 0, 502 ∗ 10−58

2 3 750 0,358 0, 254 ∗ 10−46 0, 295 ∗ 10−58

2 3 935 0,292 0, 272 ∗ 10−46 0, 414 ∗ 10−58

3 3 705 25,581 0, 776 ∗ 10−42 0, 386 ∗ 10−51

3 3 700 25,748 0, 773 ∗ 10−42 0, 380 ∗ 10−51

3 3 815 22,312 0, 839 ∗ 10−42 0, 518 ∗ 10−51

3 3 970 18,814 0, 908 ∗ 10−42 0, 719 ∗ 10−51

3 3 1070 17,023 0, 941 ∗ 10−42 0, 854 ∗ 10−51

3 3 500 34,634 0, 614 ∗ 10−42 0, 178 ∗ 10−51

3 3 375 43,420 0, 475 ∗ 10−42 0, 852 ∗ 10−51

3 3 960 19,010 0, 904 ∗ 10−42 0, 705 ∗ 10−51

3 3 915 19,939 0, 886 ∗ 10−42 0, 646 ∗ 10−51

7. CONCLUSIONS

In the present contribution we developed a solution, that is capable to predict mean
concentrations of dispersed radioactive substances and their subsequent decay products,
released from a point source. Evidently the phenomenon to be described is of stochastic
nature, so that measurements and prediction coincide according to the distributions that
are characteristic for the dispersion process. A more complete model would need beside the
average concentrations also constitutive equations for higher moments and their respective
solutions.

Concerning the test case that we have chosen, e.g. the decay chain from U-235 to Pa-231,
we are completely aware of the fact that this example is of no relevance for practical
purposes, but from the computational point of view and thus for efficiency validation,
the associated large values for the half lives are a challenge. Our numerical findings are
considerably small values, that in purely numerical approaches would signify zero values,
but the smooth variation of those values in space indicate that the method works even
in this extreme case, so that it may be employed to simulate other decay chains that are
significant for the evaluation of nuclear accidents, where typically the half lives of the
dispersed radioactive isotopes are smaller by several orders in magnitude.

ACKNOWLEDGMENTS

The authors thank CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico)
for the partial financial support of this work.

REFERENCES

1. D. Buske, M. T. Vilhena, C. F. Segatto, R. S. Quadros, “A General Analytical So-
lution of the Advection-Diffusion Equation for Fickian Closure”, Integral Methods in
Science and Engineering: Computational and Analytical Aspects, pp. 25–34, (2011).

INAC 2013, Recife, PE, Brazil.



2. D. Buske, M. T. Vilhena, B. Bodmann, T. Tirabassi, “Analytical Model for Air
Pollution in the Atmospheric Boundary Layer”, Air Pollution, pp. 39–58, (2012).

3. D. M. Moreira, M. T. Vilhena, D. Buske and T. Tirabassi, “The state-of-art of
the GILTT method to simulate pollutant dispersion in the atmosphere”, Atmos.
Research, vol. 92, pp. 1–17, (2009a).

4. D. M. Moreira, M. T. Vilhena, D. Buske, “On the GILTT Formulation for Pollu-
tant Dispersion Simulation in the Atmospheric Boundary Layer”, Air Pollution and
Turbulence: Modeling and Applications, pp. 179–202, (2009b).

5. M. T. Vilhena, D. Buske, G. A. Degrazia, R. S. Quadros, “An analytical model
with temporal variable eddy diffusivity applied to contaminant dispersion in the
atmospheric boundary layer”, Physica. A, vol. 391, 2576–2584, (2012).

6. D. M. Moreira, M. T. Vilhena, D. Buske and T. Tirabassi, “The state-of-art of the
GILTT method to simulate pollutant dispersion in the atmosphere”, Atmospheric
Research, vol. 92, pp. 1–17, (2009).

7. R. Biagio, G. Godoy, I. Nicoli, D. Nicolli and P. Thomas. First atmospheric diffusion
experiment campaign at the Angra site, KfK 3936, Karlsruhe, and CNEN 1201, Rio
de Janeiro & Brazil (1985).

8. P. Zanetti. Air Pollution Modeling, Comp. Mech. Publications, Southampton & UK
(1990).

9. G. A. Degrazia, H. F. Campos Velho and J. C. Carvalho, “Nonlocal exchange coef-
ficients for the convective boundary layer derived from spectral properties”, Contri-
butions to Atmospheric Physics, pp. 57–64, (1997).

10. H. A. Panofsky and J. A. Dutton. Atmospheric Turbulence, John Wiley & Sons, New
York & USA (1984).

11. J. S. Irwin, “A theorical variation of the wind profile power-low exponent as a function
of surface roughness and stability”, Atmospheric Environment, vol. 13, pp. 191–194,
(1979).

12. S. R. Hanna, “Confidence limit for air quality models as estimated by bootstrap and
jacknife resampling methods”, Atmos. Environ., vol. 23, pp. 1385–1395, (1989).

INAC 2013, Recife, PE, Brazil.



109

ANEXO C
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de 19 a 22 de novembro de 2013.



 

http://dx.doi.org/10.5902/2179-460X11596 

Revista do Centro de Ciências Naturais e Exatas - UFSM 

Revista Ciência e Natura, Santa Maria,  

ISSN: 2179-460X Edição Esp. Dez. 2013. p. 184 - 186 

 

184 
Ciência e Natura Edição Especial 

VIII Workshop Brasileiro de Micrometeorologia 

AVALIAÇÃO ESTOCÁSTICA DO MODELO DE ADVECÇÃO-DIFUSÃO DE 

SUBSTÂNCIAS RADIOATIVAS LIBERADAS NA ATMOSFERA POR USINAS 

NUCLEARES 

Guilherme J. Weymar
1
, Bardo E. J. Bodmann

1
, Marco T. M. B. Vilhena

1
, Daniela Buske

2 

RESUMO 

Este artigo apresenta uma avaliação estocástica do modelo de advecção-difusão para a 

liberação de substâncias radioativas do experimento de Angra dos Reis. A função densidade 

probabilidade mostra a incompatibilidade da parametrização dos coeficientes turbulentos no 

problema. 

ABSTRACT 

In this article we present a stochastic evaluation of the advection-diffusion model for release 

of radioactive substances in the Angra dos Reis experiment. The probability density function 

indicates the incompatibility of the parameterization of turbulent coefficients in the problem. 

 

1. INTRODUÇÃO 

 O uso apropriado dos modelos determinísticos de transporte e difusão na baixa 

atmosfera para simulação da concentração de poluentes deve ser baseado no estudo de sua 

capacidade de representar situações reais adequadamente, mesmo que a dispersão de 

poluentes seja um processo estocástico. Logo, este trabalho apresenta uma avaliação 

estocástica do modelo de dispersão de substâncias radioativas liberadas na atmosfera por 

usinas nucleares. Esta análise é conduzida com o modelo determinístico [1], para mostrar se 

está representando a essência do fenômeno da dispersão de substâncias radioativas que é de 

natureza estocástica. É apresentada a função densidade probabilidade com a finalidade de 

validar o modelo. 

2. METODOLOGIA 

 Consideremos a equação de advecção-difusão tridimensional transiente que 

determina a concentração de um poluente radioativo: 
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onde  ̅ é a concentração média do contaminante passivo (g/m
3
),  ̅,  ̅ e  ̅  são os termos 

advectivos os ventos médios nas direções x, y e z. Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão 

turbulento (m
2
/s). A Eq. (1) está sujeita a condição inicial nula e as condições de contorno de 

fluxo zero nas fronteiras do domínio do problema, e a fonte é caracterizada por 

 ̅ (       )    (    )  (    )        . Q é a taxa de emissão do poluente, Hs é a 

altura da fonte, δ é a função delta de Dirac. Os detalhes da solução do modelo podem ser 

encontrado em [1]. 

 O diagrama de espalhamento dos dados observados e preditos das concentrações ao 

nível do solo é mostrado na Fig. (1a). As concentrações preditas foram geradas pelo modelo 

3D-GILTT [2] para os cinco experimentos de Angra dos Reis. 



 É criada uma distribuição, a partir das distâncias dos pontos do diagrama de 

espalhamento Fig. (1a) à reta bissetriz, decorrente da natureza estocástica. Com a 

distribuição de probabilidade, deduziu-se a função densidade probabilidade. 

3. RESULTADOS E CONCLUSÕES 

 A Fig. (1b) mostra o gráfico da função densidade probabilidade, que apresenta uma 

distribuição estreita em torno das distâncias próximas de zero, superimposto por uma 

distribuição larga cujo máximo é deslocado.  Observa-se que o modelo é compatível com 

uma parte do fenômeno, em torno de 30%, na qual representa o pico que está centrado no 

eixo vertical, o outro pico deslocado é onde o modelo diverge das concentrações observadas.  

 Esta incompatibilidade é provavelmente devido à parametrização dos coeficientes 

turbulentos não adequados para as condições meteorológicas do problema, que não levam 

em conta a rugosidade complexa e a peculiaridade do terreno, isto é, proximidade de terra-

mar, visto que a orografia da região Angra dos Reis é altamente complexo e próximo ao mar. 

 

Figura 1: a) Diagrama de espalhamento dos dados preditos pela GILTT em 

comparação com os dados observados. b) Função Densidade Probabilidade. 

 Notou-se que em outros trabalhos o mesmo modelo determinístico se mostrou 

eficiente com a situação meteorológica adequadamente  caracterizado pela parametrização, o 

que indica para o presente estudo que alterações nas parametrizações são necessárias para 

melhorar a acuidade do modelo. A Fig. (2) que mostra o nível em função do intervalo de 

confiança afirma este fato. Cumpre mencionar que o método exposto é eficiente para validar 

modelos. 

 

Figura 2: Nível de confiança versus intervalo de confiança. 
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RESUMO

A simulação de emissões de substâncias radioativas na atmosfera é um assunto de grande importância
para a prevenção de impactos ambientais, em caso de um acidente. A formulação de planos de emergência
é baseada nos possı́veis cenários de concentração no ar, e portanto, requer modelos matemáticos de dis-
persão de contaminantes na atmosfera capazes de relacionar as causas (fontes) com os relativos efeitos
(concentração de poluente). O equacionamento matemático clássico para este tipo de problema é dado
pela equação de advecção-difusão [5].

Poucas soluções analı́ticas da equação de advecção-difusão são encontradas na literatura, porém
muitos avanços foram obtidos utilizando o método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Te-
chnique) [4]. Para a solução de problemas diferenciais parciais, esta técnica de transformação integral
combina uma expansão em série com uma integração. Na expansão é usada uma base trigonométrica
determinada com o auxı́lio de um problema auxiliar. A integração é feita em todo o intervalo da variável
transformada, fazendo proveito da propriedade de ortogonalidade da base usada na expansão. Este pro-
cedimento resulta num sistema de equações diferenciais ordinárias, que, uma vez solucionado, é facil-
mente invertido para a obtenção do resultado da equação original. O problema transformado é resolvido
analiticamente pela técnica da transformada de Laplace e diagonalização. A generalização da solução
bidimensional, inicialmente foi realizada assumindo que a pluma do poluente possui uma distribuição
Gaussiana na direção y (chamado GILTTG) [4]. Em 2009 surgiu o método GILTT tridimensional conhe-
cido como 3D-GILTT [3]. Neste trabalho, com o objetivo de se obter uma solução sem a necessidade do
cálculo de autovalores e autovetores, apresenta-se uma nova solução para a equação de advecção-difusão
tridimensional transiente combinando os métodos da GILTT e da Decomposição de Adomian [1]. Para
tanto considera-se o problema na forma geral:

∂c

∂t
+ v⃗.∇c = ∇.(K.∇)c− λc (1)

sendo c a concentração média do contaminante, v⃗ = (u, v, w) a velocidade média do vento, K a matriz
dos coeficientes de difusão K = diag(Kx,Ky,Kz) e λ a constante de decaimento radioativo. O domı́nio
de interesse é um cubo com dimensões Lx, Ly e h, na qual h é a altura da camada limite planetária e
a fonte de emissão é aproximada por uma fonte pontual com taxa de emissão constante Q na posição
r⃗s = (0, y0,Hs). A equação (1) está sujeita as condições de contorno de fluxo nulo nas faces do cubo,
concentração inicial nula (em t = 0) e condição de fonte u c(0, y, z, t) = Qδ(y − y0)δ(z −Hs).

∗bolsista de doutorado CAPES



Para resolver o problema proposto, aplica-se o método espectral na variável y, transformando a
equação (1) em um sistema de equações advectivas-difusivas bidimensionais transientes, que são resol-
vidas pela técnica GILTT. Para tanto, aplica-se a transformada de Laplace na variável temporal resultando
num problema estacionário bidimensional. Aplicando novamente o método espectral, agora na variável
z, obtém-se uma equação diferencial ordinária de primeira ordem, dada por Y ′(x, r) + FY (x, r) = 0.
Utiliza-se a ideia do método da Decomposição para expandir a concentração transformada em uma série
truncada, Y (x, r) =

∑P
p=0 Yp(x, r), que substituı́da na equação de advecção-difusão transformada re-

sulta num sistema recursivo de equações diferenciais de primeira ordem com coeficientes constantes

Y ′
0(x, r) +DY0(x, r) = 0 e Y ′

p(x, r) +DYp(x, r) = −RYp−1(x, r) (2)

onde Y0 e Yp são respectivamente o primeiro e o termo genérico (p = 1 : P ) da expansão da solução em
série, D é a matriz diagonal de F e R é a matriz dos termos restantes (F = D + R). A solução deste
sistema recursivo é prontamente obtida utilizando-se soluções conhecidas para equações diferenciais
matriciais de primeira ordem linear com entradas constantes.

Como um exemplo de aplicação, a solução proposta foi aplicada ao conjunto de dados do experi-
mento de Angra dos Reis [2]. A Figura (1) apresenta o diagrama de espalhamento dos dados observados
e preditos, das concentrações ao nı́vel do solo, utilizando os modelos GILTTG e 3D-GILTT respectiva-
mente, e a ideia aqui proposta. Um modelo ideal seria aquele cuja concentração gerada seja a mesma que
a medida experimentalmente. Assim, os pontos desse gráfico estariam sobre a reta identidade. O gráfico
confirma que o modelo 3D-GILTT reproduz melhor que o GILTTG as concentrações observadas.

Figura 1: Gráfico de espalhamento dos dados observados experimentalmente de concentração (Co) em
comparação com os resultados de concentração do modelo (Cp) para o experimento de Angra dos Reis;
linhas sólidas indicam um FA2, linhas pontilhadas um FA5.

Palavras-chave: equação advecção-difusão, solução analı́tica, transformada de Laplace, método da
Decomposição de Adomian

Referências

[1] G. Adomian, “Solving frontier problem of physics: the decomposition method”, Kluwer, 1994.

[2] R. Biagio, G. Godoy, I. Nicoli, P. Thomas “First atmospheric diffusion experiment campaign at the
Angra site”, Tech. Report KfK 3936, Karlsruhe and CNEM 1201, Rio de Janeiro, 1985.

[3] D. Buske, M. T. Vilhena, T. Tirabassi, B. Bodmann, Air pollution steady-state advection-diffusion
equation: the general three-dimensional solution, Journal of Envir. Protec.,4 (2012) 1-10.

[4] D. Moreira, M. T. Vilhena, D. Buske, T. Tirabassi, The state-of-art of the GILTT method to simulate
pollutant dispersion in the atmosphere, Atmospheric Research,92 (2009) 1-17.

[5] J. H. Seinfeld, S. N. Pandis “Atmospheric chemistry and physics of air pollution”, John Wiley &
Sons, New York 1997.



116

ANEXO E

Analytical solution for a pollutant dispersion model with photochemical reaction

in the atmospheric boundary layer

Artigo apresentado e publicado na Revista Ciência e Natura do VIII Workshop

Brasileiro de Micrometeorologia que se realizou na cidade de Santa Maria - RS no peŕıodo
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Resumo

Este trabalho apresenta uma solução analítica para a equação de advecção-difusão tridimensional aplicada à dispersão de poluen-
tes reativos lançados na Camada Limite Atmosférica (CLA). Algumas substâncias quando emitidas na CLA sofrem reações
fotoquímicas, sendo assim um termo fonte é incluído na equação de advecção-difusão para representar esta reação. Os campos
de concentração do poluente obtidos pela solução proposta são comparados com dados de razão de mistura obtidos pelo moni-
toramento da qualidade do ar na Região Metropolitana de Porto Alegre. Com a análise dos resultados pode-se verificar que a
inserção do termo proposto para representar uma reação fotoquímica de um poluente reativo consiste numa nova proposta para
a previsão de concentração desse tipo de poluente na CLA.

Palavras-chave: equação advecção-difusão, reação fotoquímica, solução analítica, método GILTT.

Abstract

This paper presents an analytical solution for three-dimensional advection-diffusion equation applied to the dispersion of reactive
pollutants emitted into the Atmospheric Boundary Layer (PBL). Some substances when emitted in PBL suffer photochemical
reactions, so a source term is included in the advection-diffusion equation to represent this reaction, turning the model more
realistic. The pollutant concentration fields obtained by the proposed solution are compared with the mixing ratio data obtained
by monitoring the air quality in the metropolitan region of Porto Alegre. With the analysis of the results can be seen that the
inclusion of the term proposed to represent a photochemical reaction of a reactive pollutant, a is a new proposal for the prediction
of pollutant concentration in PBL.

Keywords: advection-diffusion equation, photochemical reaction, analytical solution, GILTT method.
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1 Introdução

O interesse em preservar a qualidade do ar vem cres-
cendo consideravelmente nos últimos anos, devido ao
aumento da emissão de poluentes na atmosfera provo-
cado pelo crescimento do desenvolvimento industrial
e a queima de combustíveis fósseis por veículos auto-
motores. Assim, para o controle da qualidade do ar
necessita-se de um instrumento interpretativo, como um
modelo matemático capaz de ligar a causa (fonte de po-
luição) ao efeito (concentração do poluente). A utiliza-
ção de determinados modelos matemáticos em adição
às medidas produz um salto de qualidade na gestão da
poluição atmosférica, pois os modelos permitem uma
descrição mais completa do desenvolvimento do fenô-
meno de transporte, de sua distribuição espacial em
pontos onde não há medidas e da previsão do campo
de concentração (Moreira e Tirabassi, 2004).

Nos dias de hoje, pode-se dizer que um dos maiores
problemas causados pela poluição atmosférica em áreas
urbanas são provocados pelos oxidantes fotoquímicos,
esses são formados na atmosfera através da reação en-
tre compostos orgânicos voláteis (COV’s) e óxidos de
nitrogênio (NOx) em presença de luz solar, sendo o
principal deles o ozônio (O3). Portanto, o poluente em
interesse neste trabalho é o ozônio, considerado um po-
luente secundário, é um gás azulado, reativo e cerca de
1,6 vezes mais pesado que o oxigênio. O caráter oxi-
dante deste gás pode ocasionar diversos danos à fauna
e a flora. Além disso, o O3 contribui para o efeito es-
tufa uma vez que o composto apresenta uma banda de
absorção em 9,6µm, na qual absorve radiação terrestre
(Colbeck e Mackenzie, 1994).

Segundo (Athinson-Palombo et al., 2006) os automó-
veis são as principais fontes de emissão dos percurso-
res de ozônio. Mesmo sabendo da complexidade da
química atmosférica, quando a atmosfera tem predomi-
nância de compostos nitrogenados a formação do ozô-
nio troposférico é bem conhecida. Contudo, quando há
presença de radicais hidroxila (OH) e hidrocarbonetos
estes causam um desequilíbrio atmosférico, resultando
no aumento da formação de ozônio.

(Finlayson-Pitts e Pitts, 1997) afirma que a principal
reação na produção do ozônio na atmosfera é entre o
oxigênio atômico e o molecular:

O + O2 + M −→ O3 + M (1)

onde M é um terceiro elemento, tal como N2 ou O2,
que remove a energia da reação e estabiliza o O3. A
altitudes mais baixas (troposfera) onde há apenas radia-
ção com comprimentos de onda maiores que 280nm, a
única fonte de oxigênio atômico é a fotodissociação do
dióxido de nitrogênio:

NO2 + hυ −→ NO + O (2)

Onde o fóton hυ tem comprimento de onda entre 290 e
430nm. Considerando a presença de radicais hidroxila
(OH) e hidrocarbonetos, em particular, radicais peróxi
(RO2∗, onde R é um grupo alquil) produzidos na oxi-
dação de moléculas de hidrocarbonetos e que reagem
com o NO para formar o NO2, resultando no aumento
da formação de ozônio, como a reação a seguir:

RO2 ∗+NO −→ NO2 + RO∗ (3)

estabelecendo assim um ciclo onde o processo líquido
das reações (2), (1) e (3) é:

RO2 ∗+O2 + hυ −→ RO ∗+O3 (4)

Neste trabalho apresentamos uma solução analítica
para a equação de advecção-difusão tridimensional apli-
cada à dispersão de poluentes formados a partir de
uma reação fotoquímica na Camada Limite Atmosférica
(CLA), a resolução do problema é feita com o uso das
técnicas da Transformada de Laplace e GILTT (Generali-
zed Integral Laplace Transform Technique) (Buske et al.,
2012), para isso considera-se que o poluente seja volátil
e que sua formação se dê através das reações (2), (3) e
(1) respectivamente.

2 Metodologia

Inicialmente analisamos a produção de ozônio na tro-
posfera através das reações (2), (3) e (1). A fotodissoci-
ação do dióxido de nitrogênio (reação 2), pode ser des-
crita (Finlayson-Pitts e Pitts, 2000) como um processo
de primeira ordem, representado por:

d[CNO2 ]

dt
= −JNO2 [CNO2 ] (5)

onde o fóton deve ter comprimento entre 290nm < λ <
430nm, a frequência de fotólise de NO2 representada
pelo coeficiente JNO2 pode ser calculada (Jacobson, 2005)
da seguinte maneira:

JNO2 =
∫ ∞

0
ϕ(λ)σ(λ)F(λ)dλ (6)

onde F(λ) é o fluxo actínio integrado esfericamente,
σ(λ) seção de choque de absorção e ϕ(λ) rendimento
quântico para a fotodissociação. Neste trabalho como
um primeiro estudo, o coeficiente JNO2 é considerado
constante.

Para modelar o campo de concentração de ozônio
será utilizada a equação de advecção-difusão tridimen-
sional transiente acrescentada de um termo de reação
fotoquímica (processo de primeira ordem), este termo
representa a fotodissociação do elemento NO2 em O3:

∂c
∂t

+ v⃗.∇c = ∇.(K.∇)c + JNO2 CNO2 (7)



3 Um modelo de dispersão de poluentes com reação fotoquímica na CLA

sendo c a concentração média do poluente (ozônio), v⃗ =
(u,v,w) a velocidade média do vento, K a matriz dos
coeficientes de difusão K = diag(Kx,Ky,Kz). O domínio
de interesse é um cubo com dimensões Lx, Ly e h, na
qual h é a altura da camada limite planetária. A equa-
ção (7) está sujeita as condições de contorno de fluxo
nulo nas faces do cubo, concentração inicial nula (em
t = 0) e condição de fonte c(0,y,z,t) = 0 observa-se que
a produção do ozônio acontece apenas pela reação fo-
toquímica.

Para resolver o problema proposto, aplica-se o mé-
todo espectral na variável y, ou seja, expande-se a con-
centração de poluente em uma série em termos das au-
tofunções do problema de Sturm-Liouville associado e
aplica-se o operador integral,

∫ Ly
0 ( · )Yn(y)dy transfor-

mando assim a equação (7) em um sistema de equações
advectivas-difusivas bidimensionais transientes, e com
as seguintes hipóteses simplificativas: A advecção é do-

minante na direção do eixo-x
[

u ∂c
∂x >> ∂

∂x

(
Kx

∂c
∂x

)]
; a

direção do vento é orientada no eixo-x [⃗v = (u,0,0)] e
o coeficiente de difusividade turbulenta lateral, Ky =
Ky(z), obtém-se a seguinte equação:

∂cm(x,z,t)
∂t

+ u
∂cm(x,z,t)

∂x
= Kz

∂2cm(x,z,t)
∂z2 + K′

z
∂cm(x,z,t)

∂z

− β2
mKycm(x,z,t) + JNO2 CNO2

∫ Ly

0
Yn(y)dy (8)

a equação (8) é resolvida pela técnica GILTT. Para tanto,
aplica-se a transformada de Laplace na variável tempo-
ral resultando num problema estacionário bidimensio-
nal (Wortmann et al., 2005):

u
∂Cm(x,z,r)

∂x
= Kz

∂2Cm(x,z,r)
∂z2 + K′

z
∂Cm(x,z,r)

∂z

− (Kyβ2
m + r)Cm(x,z,r) + JNO2 CNO2

∫ Ly

0
Yn(y)dy (9)

Aplicando novamente o método espectral, agora na va-
riável z, obtém-se uma equação diferencial ordinária de
primeira ordem:

BY′(x,r) + EY(x,r) = H(r) (10)

onde Y(x,r) é o vetor das componentes Cm,l(x,r), e B =
(bl,j), E = (el,j) e H = (hl) as matrizes cujas entradas,
respectivamente, são:

bl,j =
∫ h

0
uψl(z)ψj(z)dz

el,j = α2
l

∫ h

0
Kzψl(z)ψj(z)dz −

∫ h

0
K′

zψ′
l(z)ψj(z)dz+

∫ h

0
(Kyβ2

m + r)ψl(z)ψj(z)dz

hl = JNO2 CNO2

∫ Ly

0
Yn(y)dy

∫ h

0
ψl(z)dz

Cabe salientar que quando aplicado os operadores in-
tegrais estes foram normalizados, deste modo a equa-
ção diferencial ordinária (10) é resolvida analiticamente
pela técnica da transformada de Laplace e diagonali-
zação, obtendo-se Y(x,r) = Cm,l(x,r) e que portanto
Cm(x,z,r) está bem determinada. Para obter cm(x,z,t)
aplica-se a transformada inversa de Laplace em Cm(x,z,r),
a inversão é feita numericamente. Uma vez que cm(x,z,t)
é conhecida, a solução final da equação de advecção-
difusão (7) é dada pela equação:

c(x,y,z,t) =
M

∑
m=0

cm(x,z,t)Ym(y) (11)

3 Resultados e parametrizações

Para uma utilização correta dos modelos de transporte
e difusão na atmosfera não pode prescindir de um es-
tudo sobre suas capacidades de representarem correta-
mente situações reais. Quando posível, recomenda-se
verificar a confiabilidade do modelo utilizado com os
dados, com os cenários topográficos e meteorológicos
típicos da área a ser analisada (Moreira et al., 2007).

Com o objetivo de investigar o comportamento das
concentrações do ozônio (O3), o modelo foi comparado
com as médias das concentrações observadas durante
os dias no mês de janeiro do ano de 2006 na estação de
Esteio, os dados utilizados foram fornecidos pela esta-
ção da Fundação Estadual de Proteção Ambiental Hen-
rique Luiz Roessler (FEPAM). A localização da Estação
de monitoramento em Esteio é apresentada na Figura
(1).

Figura 1: Localização da estação de monitoramento em
Esteio (FEPAM)

Neste trabalho foram escolhidas as seguintes para-
metrizações de turbulência, para calcular as concentra-
ções no sistema tridimensional:
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3.1 Parametrizações turbulentas e Perfil do
Vento

Como um exemplo de aplicação para a solução pro-
posta utilizou-se os seguintes coeficientes de difusão
vertical e lateral sugeridos por Degrazia et al. (1997), de-
rivados de Batchelor (1949), para condições convectivas:

Kz = 0,22w∗h
( z

h

) 1
3
(

1 − z
h

) 1
3
[
1 − e

−4z
h − 0,0003e

8z
h

]
(12)

Ky =

√
πσv

16( fm)vqv
(13)

em que σv é o desvio padrão Euleriano da velocidade
turbulenta longitudinal dado por:

σ2
v =

0,98cv

( fm)
2
3
v

(
ψϵ

qv

) 2
3
(

z
h

) 2
3

w2
∗ (14)

onde ( fm)v = 0,16 é a componente vertical da frequên-
cia normalizada do pico espectral, qv = 4,16 z

h é a função
estabilidade, ψϵ é a função taxa de dissipação molecular
expressada como (Hojstrup, 1982) (Caughey, 1982):

ψ1/3
ϵ =

[(
1 − z

h

)2
(

z
−L

)−2/3
+ 0,75

]1/2

(15)

Para descrever o campo de vento para a simulação da
dispersão de poluentes, a equação utilizada para a pa-
rametrização do vento é descrita por uma lei de potên-
cia expressa pela seguinte equação (Panofsky e Dutton,
1984):

u
u1

=

(
z
z1

)α

(16)

na qual u e u1 são as velocidades médias horizontais
do vento nas alturas z e z1, e α é um expoente que está
relacionado com a intensidade da turbulência (Irwin,
1979).

3.2 Resultados Numéricos

Pode-se observar na Figura (2) que as comparações en-
tre as concentrações do O3 simulado (Cp) e observado
(Co) revelaram que o modelo simulou bem a evolução
dos valores observados no período das 11hs às 19hs
para os dias do mês de janeiro de 2006, mesmo con-
siderando o coeficiente JNO2 como uma constante, não
dependendo assim do fluxo actínio integrado esferica-
mente (F(λ)), da seção de choque de absorção (σ(λ)) e
do rendimento quântico da fotodissociação (ϕ(λ)).
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Figura 2: Comparação entre as médias das concentra-
ções horárias durante os dias do mês de janeiro simula-
das e observadas para estação de Esteio (FEPAM)

4 Conclusão

Neste trabalho apresentamos uma nova representação
analítica para a solução da equação de advecção-difusão
(com um pequeno erro na inversão numérica da trans-
formada inversa de Laplace) para o problema de dis-
persão de um poluente, e que o modelo em questão
considera a reação fotoquímica de um poluente primá-
rio lançado na atmosfera. As soluções analíticas são
de fundamental importância para entender e descrever
fenômenos físicos, pois elas levam em conta explicita-
mente todos os parâmetros envolvidos no problema, de
modo que suas influências podem ser confiavelmente
investigadas. Mesmo com as aproximações apresenta-
das neste trabalho, o modelo conseguiu reproduzir de
modo aceitável o comportamento da concentração de
ozônio durante o período das 11hs às 19hs.
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ANEXO F

Simulação anaĺıtica da dispersão de poluentes reativos na camada limite at-

mosférica

Artigo será apresentado e publicado nos anais XXXV Congresso Nacional de Mate-

mática Aplicada e Computacional, que se realizará na cidade de Gramado - RS no peŕıodo

de 05 a 09 de setembro de 2016.
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Resumo. Este estudo apresenta um modelo de dispersão de poluente que sofre reações
fotoqúımicas, o modelo utiliza a equação de advecção-difusão tridimensional para represen-
tar a dispersão desses poluentes na Camada Limite Atmosférica (CLA), e para denotar as
reações fotoqúımicas que o poluente sofre é inclúıdo um termo fonte na equação de advecção-
difusão. O modelo foi aplicado para simular a dispersão e transporte do dióxido de enxofre
(SO2) emitido pela usina termelétrica Presidente Médici, localizada em Candiota/RS. Com
a análise dos resultados pode-se verificar uma melhora nas concentrações geradas no modelo
que inclui a reação fotoqúımica mostrando a importância de se considerar a interação da
radiação solar com o poluente reativo. Essa abordagem consiste numa nova proposta para
a previsão de concentração desse tipo de poluente na CLA.

Palavras-chave. Reação Fotoqúımica, Equação Advecção-Difusão, SO2, Solução Anaĺıtica,
Método GILTT

1 Introdução

A poluição do ar gerada nas cidades de hoje são consequências da industrialização e
do aumento da emissão de poluentes resultantes da queima de combust́ıveis fósseis por
véıculos automotores, com a elevação da poluição atmosférica os estudos sobre controle da
qualidade do ar tornaram-se um assunto de grande interesse.

E uma ótima ferramenta para interpretar a qualidade do ar são os modelos ma-
temáticos, pois são capazes de relacionar a causa (fonte de poluição) ao efeito (concentração
do poluente) [1]. A representação matemática para dispersão de poluentes é dada pela
equação de advecção-difusão.

1guilhermejahnecke@gmail.com
2bejbodmann@gmail.com
3mtmbvilhena@gmail.com
4danielabuske@gmail.com
5jonas.carvalho@ufpel.edu.br
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As solução anaĺıticas para os modelos de dispersão são escassas na literatura, porém
são muito importantes porque elas levam em conta explicitamente todos os parâmetros do
problema, de modo que suas influências podem ser confiavelmente investigadas.

Assim, neste trabalho apresenta-se uma solução anaĺıtica para a equação de advecção-
difusão tridimensional aplicada à dispersão de poluentes que sofrem reações fotoqúımicas
na CLA, para resolver este problema utilizou-se as técnicas da Transformada de Laplace
e GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) [2].

2 Descrição e Solução do Problema

A atmosfera é bombardeada por uma intensa radiação ultravioleta, que fornece a ener-
gia necessária para as reações qúımicas que acontecem na atmosfera, de acordo com [3] as

principais espécies sulfuradas que sofrem reações qúımicas são: COS, CS2, SO2 SO
(−2)
4

(CH3)2 S, H2S. Muitos desses compostos entram na atmosfera como resultado da ativi-
dade humana, sendo SO2 o mais abundante, decorrente da queima de combust́ıveis fósseis
(carvão) e atividades industriais. O interesse neste trabalho é analisar a importância
da colocação de um termo fonte que caracterize as reações fotoqúımicas que o poluente
(SO2) sofre na troposfera. Sendo assim, considera-se as seguintes reações fotoqúımicas
que produzem e destroem dióxido de enxofre.

Produção e Remoção de SO2, respectivamente:

SO2 +O2 + hν −→ SO3 +O, hν de 340nm a 400nm,
SO3 + hν −→ SO2 +O, hν de 195nm a 330nm.

(1)

A fotodissociação do dióxido e trióxido de enxofre equação (1), podem ser descritas
como processos de primeira ordem [4], representadas por:

dcSO2

dt
= −JSO2cSO2 ,

dcSO3

dt
= JSO3cSO3 , (2)

sendo cSO2 cSO3 as concentrações médias do dióxido e trióxido de enxofre respectivamente,
JSO2 e JSO3 são as frequências de fotólises de SO2 e SO3 nesta ordem, segundo [5] pode-se
calcular essas taxas da seguinte maneira:

JSO2 =

∫ ∞

0
ΦSO2(λ)σSO2(λ)F (λ)dλ, JSO3 =

∫ ∞

0
ΦSO3(λ)σSO3(λ)F (λ)dλ, (3)

onde F é o fluxo act́ınio integrado esfericamente, σSO2 e σSO3 são as seções de choque
de absorção e ΦSO2 e ΦSO3 são os rendimentos quânticos dos gases dióxido e trióxido de
enxofre, respectivamente.

A radiação que passa através da atmosfera sofre perdas, ou seja, o fluxo act́ınio es-
pectral é reduzido pela presença dos gases e aerossóis presentes na atmosfera, devido a
absorção e espalhamento desses. Esta lei pode ser expressa pela lei de Beer-Lambert [6]:
dFλ = −kλFλds, no qual Fλ é a radiância espectral ao longo de um caminho na direção s e
kλ é chamado de coeficiente de extinção. O coeficiente de extinção pode ser expresso como:
kλ = σ(λ)ρ(s), onde ρ(s) é a densidade dos gases radiativamente ativos (que podem variar
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ao longo do caminho s) e σ é a seção de choque de extinção no comprimento de onda λ. A
extinção é o somatório das seções de choque de absorção e espalhamento σ = σa(λ)+σe(λ).
Considera-se apenas a absorção dos gases, logo σ(λ) = σa(λ), e, portanto:

kλ =

N∑
i=1

σa,i(λ)ρi(s), (4)

nos quais σa,i e ρi(s) são a seção de choque de absorção e a densidade na altura s do gás
i, respectivamente (N representa o número de gases que compõem a atmosfera limpa).

A atmosfera é composta na sua maior parte pelos gases de nitrogênio (78%) e oxigênio
(21%), também se encontram em pequenas proporções argônio, dióxido de carbono, água e
ozônio, outros gases estão presentes na composição da atmosfera, porém em pequeńıssimas
proporções.

Na região de espectro de 0.2µm a 0.7µm, segundo [7] a maior parte da radiação solar
nessa região é absorvida pelos gases O2 e O3. Então, para o cálculo de radiação solar que
atinge a CLA, considera-se apenas a absorção do oxigênio e ozônio: kλ ≈ σa,O2(λ)nO2(s)+
σa,O3(λ)nO3(s).

Na Figura 1 são apresentadas as seções de choque de absorção do oxigênio e ozônio,
utilizou-se os dados [8] e [4] e um ajuste de curvas com o método dos mı́nimos quadrados
para obter-se as seções de choque de absorção dessas moléculas.

Figura 1: Seções de choque de absorção a) e b) oxigênio e c) ozônio.

Para determinar a densidade do oxigênio e ozônio usou-se os dados dispońıveis em [9]
e construiu-se a função densidade de gases na atmosfera em função da altitude. Assim, a
solução para a equação de Beer-Lambert é:

Fλ = F0(λ)e
−

∫ z
0 [σa,O2

(λ)ρO2
(s)+σa,O3

(λ)ρO3
(s)]ds. (5)

Uma vez determinado o fluxo act́ınio que atinge a CLA, deve-se determinar as seções
de choque de absorção e os rendimentos quânticos de SO2 e SO3 para o cálculo da taxa
de fotólise desses gases. De maneira análoga são obtidas as seções de choque de absorção
de SO2 e SO3 [8]. E para os rendimentos quânticos desses elementos utilizou-se os valores
em [10].

A Figura 2 representa a radiação solar que atinge a CLA, utilizou-se os dados [11] para
obter a radiação que atinge o topo da atmosfera (F0(λ)).
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Figura 2: Radiação solar que atinge a CLA.

Para modelar o campo de concentração do dióxido de enxofre será utilizada a equação
de advecção-difusão tridimensional transiente acrescentada de um termo de reação fo-
toqúımica (processo de primeira ordem), este termo representará as fotodissociações dos
elementos SO2 e SO3:

∂c

∂t
+ v⃗.∇c = ∇.(K.∇)c− JSO2c+ JSO3cSO3 , (6)

sendo c e cSO3 as concentrações médias dos poluentes dióxido e trióxido de enxofre res-
pectivamente, v⃗ = (u, v, w) a velocidade média do vento, K a matriz dos coeficientes de
difusão K = diag(Kx,Ky,Kz). O domı́nio de interesse é um cubo com dimensões Lx, Ly e
h, na qual h é a altura da camada limite planetária. A equação (6) está sujeita as condições
de contorno de fluxo nulo nas faces do cubo, concentração inicial nula (em t = 0) e a fonte
de emissão é aproximada por uma fonte pontual u c(0, y, z, t) = Qδ(y−y0)δ(z−Hs) sendo
Q e (0, y0,Hs) a taxa de emissão e a posição da fonte, nessa ordem.

Para resolver o problema proposto, aplica-se o método espectral na variável y, ou
seja, expande-se a concentração de poluente em uma série em termos das autofunções
do problema de Sturm-Liouville associado e aplica-se o operador integral,

∫ Ly

0 ( · )Yn(y)dy
transformando assim a equação (6) em um sistema de equações advectivas-difusivas bidi-
mensionais transientes, e com as seguintes hipóteses simplificativas: A advecção é domi-

nante na direção do eixo-x

[
u ∂c
∂x >>

∂
∂x

(
Kx

∂c
∂x

)]
; a direção do vento é orientada no eixo-x

[v⃗ = (u, 0, 0)] e o coeficiente de difusividade turbulenta lateral, Ky = Ky(z), obtém-se a
seguinte equação:

∂cm(x, z, t)

∂t
+ u

∂cm(x, z, t)

∂x
= Kz

∂2cm(x, z, t)

∂z2
+K ′

z

∂cm(x, z, t)

∂z
+

−β2mKycm(x, z, t)− JSO2cm(x, z, t)

∫ Ly

0
Ym(y)Yn(y)dy + JSO3CSO3

∫ Ly

0
Yn(y)dy, (7)

a equação (7) é resolvida pela técnica GILTT. Para tanto, aplica-se a transformada de
Laplace na variável temporal resultando num problema estacionário bidimensional [12]:

u
∂Cm(x, z, r)

∂x
= Kz

∂2Cm(x, z, r)

∂z2
+K ′

z

∂Cm(x, z, r)

∂z
+
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−(Kyβ
2
m + r + JSO2)Cm(x, z, r) + JSO3cSO3

∫ Ly

0
Yn(y)dy. (8)

Aplicando novamente o método espectral, agora na variável z, obtém-se uma equação
diferencial ordinária de primeira ordem:

BY ′(x, r) + EY (x, r) = H(r), (9)

onde Y (x, r) é o vetor das componentes Cm,l(x, r), B = (bl,j), H = (hl) e E = (el,j) as
matrizes cujas entradas, respectivamente, são:

bl,j =

∫ h

0
uψl(z)ψj(z)dz, hl = JSO3cSO3

∫ Ly

0
Yn(y)dy

∫ h

0
ψl(z)dz,

el,j = α2
l

∫ h

0
Kzψl(z)ψj(z)dz−

∫ h

0
K ′

zψ
′
l(z)ψj(z)dz+

∫ h

0
(Kyβ

2
m + r+ JSO2)ψl(z)ψj(z)dz.

(10)
Cabe salientar que quando aplicado os operadores integrais estes foram normalizados,

deste modo a equação diferencial ordinária (9) é resolvida analiticamente pela técnica da
transformada de Laplace e diagonalização, obtendo-se Y (x, r) = Cm,l(x, r) e que portanto
Cm(x, z, r) está bem determinada. Para obter cm(x, z, t) aplica-se a transformada inversa
de Laplace em Cm(x, z, r), a inversão é feita numericamente pelo método da quadratura
de Gauss-Legendre. Uma vez que cm(x, z, t) é conhecida, a solução final da equação de
advecção-difusão (6) é: c(x, y, z, t) =

∑M
m=0 cm(x, z, t)Ym(y).

3 Resultados Numéricos e Parametrizações

O uso apropriado dos modelos de transporte e difusão na atmosfera, deve-se funda-
mentar num estudo sobre suas capacidades de representarem corretamente situações reais.
Quando pośıvel, recomenda-se verificar a confiabilidade do modelo utilizado com os dados,
com os cenários topográficos e meteorológicos t́ıpicos da área a ser analisada [1].

Com o objetivo de investigar o comportamento das concentrações do d́ıoxido de enxofre,
aplicou-se o modelo para simular as concentrações superficiais de SO2 devido à emissão
da usina termelétrica Presidente Médici. A usina é uma importante fonte de liberação de
SO2 na região. Esta é uma fonte pontual e cont́ınua, emitindo poluentes a uma taxa de
aproximadamente 0, 7kgs−1.

Os dados meteorológicos de entrada do modelo foram coletados durante um experi-
mento de campo realizado no inverno de 1999, em um ponto localizado a 5 km na direção
leste da fonte. Esses dados são médias horárias de temperatura, velocidade e direção do
vento, valor ĺıquido do fluxo de radiação e umidade relativa [13].

Neste trabalho, simulou-se os dias, 28, 29 e 30 de agosto de 1999 e utilizou-se os mesmos
coeficientes de difusão vertical, lateral e campo de vento descritos em [2] para calcular as
concentrações.

3.1 Resultados Numéricos

Na Figura 3, Cp,1 e Cp,2 representam as concentrações médias geradas pelo modelo com
e sem reação fotoqúımica do poluente, respectivamente e (Co) é a concentração observada.



6

Para a análise do gráfico de espalhamento Figura 3, quanto mais próximos estiverem os
pontos da reta central, melhores os resultados. Percebe-se uma melhora, embora pequena,
nos resultados do modelo com reação fotoqúımica em relação aos encontrados na literatura
[13].
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Figura 3: Gráfico de espalhamento dos modelos com reação fotoqúımica (Cp,1) e sem reação

fotoqúımica (Cp,2).

Para realizar as comparações estat́ısticas entre o modelo apresentado e os dados ob-
servados, considera-se o conjunto de ı́ndices estat́ısticos descritos por [14], em que os me-
lhores resultados são esperados ter valores próximos de zero para os ı́ndices NMSE (erro
quadrático médio normalizado), FB (fração de inclinação) e FS (desvio fracional padrão),
e próximo de 1 para o ı́ndice COR (coeficiente de correlação).

A Tabela 1 apresenta os resultados dos ı́ndices estat́ısticos. Percebe-se uma melhora
dos ı́ndices para o modelo que considera a reação fotoqúımica do poluente, mostrando
a importância do modelo incorporar as reações fotoqúımicas que o poluente sofre ao ser
inserido na atmosfera.

Tabela 1: Avaliação estat́ıstica dos modelos.

Modelo NMSE COR FB FS

Com reação fotoqúımica 0.47 0.572 0.421 -0.254

Sem reação fotoqúımica 0.52 0.563 0.472 -0.199

4 Conclusões

Neste trabalho apresentou-se uma nova representação anaĺıtica para a solução da
equação de advecção-difusão para o problema de dispersão de um poluente reativo, e
também a importância de considerar as reações fotoqúımicas que produzem e destroem um
poluente lançado na atmosfera. Os ı́ndices estat́ısticos apontam que o modelo conseguiu
resultados melhores da concentração do dióxido de enxofre quando a reação fotoqúımica
é inserida. O modelo subestimou os dados experimentalmente observados, espera-se me-
lhorar esses resultados incluindo mais dados de concentrações observadas do local.
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