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RESUMO

O presente trabalho consiste em um estudo dos processos fracionérios generalizados via sis-
tema de espaco de estados. Essa representacao permitira utilizar um procedimento recursivo
para a estimacao dos parametros desses processos chamado filtro de Kalman. Além disso, apre-
senta um estudo detalhado sobre o filtro de Kalman, investigando sua utilizagao na estimacao
de um processo k-Factor GARMA(p, u, A, q). Este trabalho verifica que é possivel representar
um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) causal por um sistema de espago de estados, o que
possibilita calcular recursivamente a funcao de verossimilhanca exata do processo, por meio do
uso do filtro de Kalman, mesmo que a sua representacao em espaco de estados tenha dimensao
infinita.



ABSTRACT

This paper presents a study of the generalized fractional processes by using the state space.
This representation will allow to use a recursive procedure for the estimation of the parameters
of these processes called Kalman filter. In addition, it presents a study with details about the
Kalman filter, investigating their use in the estimation of a process k-Factor GARMA (p, u, A, q).
This work find that is possible to represent a process k-Factor GARMA (p,u, A, q) causal in
a state space system, which enable to compute recursively the exact likelihood function of the
process through the use of the Kalman filter, even though their representation in state space
has infinite dimension.
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Capitulo 1

Introducao

Frequentemente, ouve-se falar nos meios de comunicacao sobre valores diarios de poluicao
nas praias gatchas, em indices didrios da bolsa de valores de Sao Paulo, na precipitacao at-
mosférica mensal de Porto Alegre, na temperatura média diaria das cidades. Todos esses sao
exemplos de séries temporais, que sao conjuntos de observacgoes ordenadas no tempo. O estudo
de séries temporais tem contribuido para o desenvolvimento de diversas areas como agricultura,
economia, geofisica, metereologia, controle de qualidade, ciéncias sociais, dentre outras. Por
esse motivo, estudar tais séries podera trazer muitos beneficios para nossa sociedade. Existem
intimeros objetivos que permeiam o estudo de séries temporais, dentre os quais a compreensao e
descrigao do mecanismo gerador da série, a identificacao de periodicidades relevantes nos dados
e a construcao de previsoes sobre valores futuros das séries. A fim de estudar séries temporais,
procura-se um modelo matemético que melhor se adeque aos dados e que a partir dele seja
possivel analisar suas caracteristicas, seu comportamento. Entre os primeiros modelos estuda-
dos para representar uma série temporal destacam-se os modelos paramétricos de ordem finita
ARMA, autoregessivos e de média moével, pois conseguem parcimoniosamente descrever uma
grande variedade de séries temporais com um nimero finito de parametros.

No entanto, esses modelos nao consideravam uma propriedade de certas séries temporais
em que observacoes mesmo bastante distantes no tempo estao correlacionadas, isto é, sao
dependentes. Esse fenémeno é chamado de longa dependéncia. Inicialmente, essa propriedade
foi identificada por Hurst (1951, 1957) ao estudar a série temporal do nivel mensal do Rio Nilo.
Mandelbrot e Wallis (1968) e McLeod e Hipel (1978) também verificaram essa propriedade em
problemas de Hidrologia. A caracteristica em questao é encontrada em diversas séries temporais
como: vazao de rios, trafego de dados em redes de computadores, sequéncias de DNA, séries
econdmicas, entre outras. A partir de entao, intimeros processos foram propostos para modelar
a longa dependéncia como Granger e Joyeux (1980), e Hosking (1981, 1984), que introduziram
o modelo fracionario autoregressivo integrado de média movel, denotado por ARFIMA (p, d, q).
Este modelo descreve o comportamento de longa memoéria associado a um crescimento ilimitado
da funcao densidade espectral quando a freqiiéncia tende a zero. Recentemente, os processos
de memoria longa tém recebido consideravel atencao entre os pesquisadores, principalmente
em econometria com Cheung and Diebold (1994), e em metereologia com Bloomfield (1992).
A monografia de Beran (1994) e a revisao do artigo de Robinson (1994) fornecem dois atuais
estudos de recentes desenvolvimentos de processos de longa dependéncia em estatistica e em
economia, respectivamente.



Os processos de longa dependéncia foram intensivamente investigados a partir da década
de 80 pela qual se detectou a existéncia de dados reais que apresentavam comportamento
periodicamente persistente, o qual nao era bem modelado pelo processo ARFIMA. Baseado
nisso, Gray, Zhang e Woodward (1989) propos modelos cuja fungao densidade espectral nao era
necessariamente ilimitada na origem, permitindo apresentar ilimitagao em qualquer frequéncia
no intervalo [0, 7]. Esses modelos foram denominados processos GARMA, autorregressivo de
média movel Gegenbauer, e sao uma generalizacao dos modelos ARFIMA. Alguns anos depois,
Giraitis e Leipus (1995) e Woodward, Cheng e Gray (1998) introduziram os processos k-Factor
GARMA, uma generalizacao dos modelos GARMA, que permite a ocorréncia de k ilimitagoes
na func¢ao densidade espectral, para um ntmero finito k& de frequéncias no intervalo [0, 7], as
quais sao chamadas de frequéncias de Gegenbauer.

Outra classe de modelos bastante importante na analise de séries temporais muito estudada
nas ultimas décadas sao os modelos de espaco de estados, que foram apresentados inicialmente
por Kalman (1960), e Kalman e Bucy (1961), com trabalhos relacionados a controle de sistemas
lineares. Akaike (1974a) foi um precursor em escrever um modelo ARMA(p, ¢) na representagao
de espaco de estados. Esses modelos, nas tltimas décadas, tém sido largamente usados para
modelar dados em Economia, na area médica e nas ciéncias dos solos, entre outras areas da
ciéncia. Para maiores detalhes ver Harrison e Stevens (1976); Shumway e Stoffer (1982); Harvey
e Pierse (1984); Kitagawa e Gersch (1984) (area da economia), Jones (1984) (area médica),
Shumway (1985) (ciéncias do solo). A proposta da anélise de espago de estados ¢é inferir re-
levantes propriedades de séries de dados nao observados (estados) a partir do conhecimento
de séries de dados observados (observagoes). Essa representacdo tem uma estrutura simples
que permite uma analise da série temporal, e, sob certas hipoteses, ela ganha uma importante
propriedade que aparece em muitas aplicagoes no campo da Fisica, ¢ a chamada propriedade
de Markov, na qual, dado o estado presente, o futuro do sistema independe do passado. E
¢ devido a ela que os calculos necessarios para implementar os modelos de espaco de estados
podem ser colocados de forma recursiva.

O artigo Kalman (1960) descreve uma solucao recursiva para a estimagao dos parametros
do modelo de espago de estados. Em outras palavras, o chamado filtro de Kalman fornece
uma solugao recursiva para o problema de filtragem linear de dados discretos, e esta entre as
mais importantes contribui¢oes na teoria moderna de controle e tem sido objeto de estudo de
extensivas pesquisas. O avanco da era digital dos computadores nas tltimas décadas contribuiu
para a disseminagao do filtro de Kalman devido & possibilidade da implementacao de solucoes
recursivas para diversas aplicagoes em tempo real. A navegagao aeroespacial, a robotica e o
controle de sistemas lineares sao exemplos de importantes areas em que esse filtro é muito
utilizado. O filtro de Kalman é um algoritmo de estimagao recursiva que tem por objetivo
estimar um estado nao observado de um sistema linear de espago de estados, baseados em
observacoes do passado e do presente do sistema.

Neste trabalho, sera utilizado o filtro de Kalman para estimar os parametros dos modelos
k-Factor GARMA. Para essa finalidade, é necessario que esses modelos sejam representados
por um sistema de espago de estados. Deste modo, o objetivo consiste em estudar a estimacao
dos processos fracionarios generalizados, via sistema de espago de estados, com a utilizacao do
filtro de Kalman. A énfase, neste trabalho, serda dada aos processos k-Factor GARMA.

Para alcancar essa meta, sera estudado o que é um sistema de espaco de estados, e como
representar os processos fracionarios generalizados nesse sistema. Além disso, seréd investigado



o que é o filtro de Kalman, qual seu funcionamento, e que dados ele fornece, com o intuito de
utilizar a ferramenta de estimacao recursiva do filtro de Kalman nos parametros dos processos
fracionarios generalizados. Para isso, serd investigado sob quais condi¢oes pode-se utlizar o
filtro de Kalman em processos k-Factor GARMA, e por ultimo, como estimar os parametros
desse processo usando este procedimento recursivo.

No Capitulo 2, estabelecemos os conceitos iniciais sobre processos estocésticos. Maiores de-
talhes podem ser encontrados em Brockwell e Davis (2006), Rohatgi (1976), Magalhaes (2006),
Wei (2006), Morettin e Toloi (2004), Hamilton (1994) e Olive (2008).

No Capitulo 3, abordamos os modelos precursores ARMA, ARIMA e ARFIMA, com algu-
mas de suas propriedades. Ao final deste capitulo, apresentamos uma tabela comparativa sobre
o comportamento das fungoes de autocorrelacao e das fungoes densidade espectral dos modelos
AR, MA, ARMA, e ARFIMA.

No Capitulo 4, tratamos os processos fracionarios generalizados GARMA e k-Factor GARMA
e suas propriedades. O final da Secao 4.3 apresenta uma tabela comparativa sobre o comporta-
mento das fungoes de autocorrelagao e das fungoes densidade espectral dos modelos ARFIMA,
Gegenbauer, GARMA e k-Factor GARMA. Na Secao 4.4, indicamos alguns estimadores para
os parametros do processo k-Factor GARMA.

No Capitulo 5, abordamos os modelos de espaco de estados com suas representacoes para os
modelos ARMA, ARIMA, ARFIMA, GARMA e k-Factor GARMA. Além disso, estudamos o
filtro de Kalman a partir da obtengao de suas equagoes recursivas. A Subsegao 5.3.1 apresenta
um resumo dessas equacoes e um esquema dos ciclos da recursao de Kalman. Na Subsecao
5.3.2, analisamos a fun¢ao de verossimilhanca para um modelo gaussiano de espacgo de estados.



Capitulo 2

Conceitos e Propriedades

Neste capitulo, enunciamos diversos conceitos fundamentais necessarios a compreensao de
modelos em séries temporais discutidos neste trabalho. Descrevemos resultados bésicos de
probabilidade, tais como esperanca, varidncia, funcao massa de probabilidade, funcao densi-
dade de probabilidade, fun¢ao de distribuicao, assim como apresentamos idéias fundamentais
de processos estocésticos, como fungoes de autocovariancia, fungao de autocorrelacao, funcao
densidade espectral. Além disso, sao citadas as defini¢goes de estacionariedade, processo ruido
branco, processo linear e processo Gaussiano. Maiores detalhes sobre estes assuntos podem
ser encontrados em Brockwell e Davis (2006), Hohatgi (1976), Magalhaes (2006), e Hamilton
(1994).

2.1 Probabilidade

Descrevemos, a seguir, certos aspectos iniciais do ponto de vista probabilistico ou estatistico.

Fixado o conjunto K denotamos P(K), o conjunto de todos os subconjuntos de K, isto é,
o conjunto das partes de K.

Um conjunto K diz-se enumeravel quando é finito ou quando existe uma bijecao f : N — K.

A seguir, definimos uma o- algebra para posteriormente definirmos uma medida de proba-
bilidade.

Definicao 2.1. Uma familia A de subconjuntos de um conjunto €2 é chamado de o- dlgebra
sobre (2 se:

a) O conjunto ) pertence A;

b) Se o conjunto A pertence A, entdao o complemento 2 — A também pertence a A;

c) Se {A, }nen € uma cole¢ao enumerével de conjuntos em A, entdo a uniao U A,, também

neN
estd em A.

Segue da Definigao 2.1 acima que A C P(Q) e que ) C A, em que () é denotado o conjunto
vazio. Os conjuntos A pertencentes a o- algebra A sao denominados conjuntos .4 -mensuraveis,
ou simplesmente mensuraveis. Observa-se que se {2 for um conjunto finito ou enumeravel, entao
a Unica o- algebra que se considera sobre 2 é A = P(Q).

D



As Definicoes 2.2 e 2.6 tratam de medida de probabilidade e de variavel aleatoria, respecti-
vamente. Sao importantes conceitos que sao utilizados para definir um processo estocéstico na
Definigao 2.30.

A seguir, definimos a medida de probabilidade.

Definicao 2.2. Uma probabilidade P sobre uma o- algebra A de subconjuntos de 2 é uma
fungao P : A — [0, 1] que associa a cada A em A um namero real P(A) € [0, 1] tal que:

a) P(Q) =1,
b) P(A) > 0, para todo subconjunto A € A;

¢) Se A,, n € N, é uma colegdo enumeréavel de subconjuntos de A tal que A, NA,, = ), para

m # n, entao IP’(U A,) = ZIP’(AH).

neN neN

Como QU = Q, entao P(f)) = 0. O par (©2,.A) é chamado de espa¢o mensuravel. Uma vez
fixada a medida probabilidade P sobre a o- dlgebra A, a tripla (£2,.4,P) é chamada de espago
de probabilidade. Os subconjuntos que estao em A sdo denominados eventos, e sdo apenas a
eles que se atribuem probabilidade.

A seguir, é definida a probabilidade condicional entre dois eventos para, posteriormente,
ser enunciado o Teorema de Bayes que serd utilizado para obtencao do filtro de Kalman no
Capitulo 4.

Definigao 2.3. Sejam A e B dois eventos em (2, 4,P). Sendo P(B) > 0, a probabilidade
condicional de A dado que ocorreu B, é definida por:

P(AN B)
P(A|B) = ———=;
(415) = T
Caso P(B) = 0, defini-se P(A| B) = P(A).
Definigao 2.4. Sejam C4,Cy, -+ ,C, eventos que estao em (€2, A, P), os quais formam uma

parti¢ao de 2 e todos tem probabilidade positiva. Seja A um evento qualquer com P(A) > 0.
Entao, para todo j =1,2,--- ,n, temos que:

_ P(AICHP(Cy)
P(C)A) = S P(A[CP(Cy)

Observagao 2.1.

a) Cy,Cy, -+, C, formam uma parti¢ao de € se:

i=1

ii) C; N C; =0, para todo @ # j, em que 4,5 = 1,2,--- ,n.

b) O Teorema de Bayes mostra uma forma de recalcular as probabilidades a priori P(C}),
j =1,2,--- n. As probabilidades P(C;| A), j = 1,2,--- ,n s@o ditas probabilidades a
posteriori, pois sao resultantes a partir da utilizacao das probabilidades a priori.



Definimos, em seguida, uma funcao mensurével para, posteriormente, ser definida uma
variavel aleatoaria.

Definicao 2.5. Considere () e a o- algebra sobre €2 denotada por A, e seja ¢ outro conjunto
e a o- algebra sobre ® denotada por G. Uma funcao ¢ : Q — & é chamada de mensurdvel se

Y~ YG) € A para todo G € G.

Note que, se A for igual a P(£2), entdo qualquer fungao ¢ : Q@ — & ¢ mensuréavel.
A seguir, é definida uma variavel aleatoria.

Definigao 2.6. Seja (€2, A,P) um espago de probabilidade e (®,G) um espago mensuravel.
Uma funcao X : 2 — & definida naquele espago de probabilidade e tomando valores neste
espaco mensuravel é dita uma varidvel aleatoria.

Geralmente se utiliza uma variavel aleatoria X tomando valores reais, isto ¢, ® = R e sua
o- algebra G como subconjuntos da reta real. Assim, tem-se que uma varidvel aleatoria real X
¢ uma fungao X : Q@ — R tal que X '(/) = {w € Q: X(w € I)} € A. Em outras palavras,
uma variavel aleatoria é uma fungao do espago amostral {2 nos Reais em que a imagem inversa
de um subconjunto qualquer dos reais I é um evento, isto ¢, ¢ um subconjunto pertencente
a o-Algebra A. E devido a esse fato a garantia de que se pode calcular probabilidades com
variaveis aleatorias.

Daqui em diante, toda variavel aleatéria é considerada variavel aleatoria real, salvo mencgao
contraria.

2.2 Fungoes de uma Variavel Aleatoéria

A seguir, definimos a funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria e apre-
sentamos algumas de suas propriedades, (ver Definigao 2.7). Ela é uma importante fun¢ao que
descreve o comportamento probabilistico de uma variével aleatoéria.

Definigao 2.7. A func¢ao distribui¢ao acumulada de qualquer variavel aleatoria X em (9, A, P)
é definida por:
Fx(z) =P(X € (—o0,z]) =P(X < x),

para todo = € R.

A seguir, sao apresentadas as propriedades da funcao distribuicao acumulada.

Proposicao 2.1. Se Fx(x) é a fungao distribui¢do acumulada de uma variavel aleatoéria X no
espago de probabilidade (€2, .4, P), entdo:

a) lim Fx(z)=0;

T—r—00

b) lim Fy(x)=1,

Tr——+00

¢) Fx(-) € uma funcdo nao decrescente, isto é, Fx(r) < Fx(y) sempre que x < y para todo
z,y € R;



d) Fx(:) é uma funcdo continua a direita.

Dependendo de quais valores uma variavel aleatoria possa assumir, ela podera ser dita dis-
creta ou continua. A seguir, definimos variavel aleatoria discreta, ver Definicao 2.8, e variavel
aleatoria continua, ver Definicao 2.9. Além disso, definimos a fun¢ao massa de probabilidade,
ver Definicao 2.8, assim como a func¢ao densidade de probabilidade, ver Definicao 2.9, junta-
mente suas propriedades mais importantes para nosso estudo.

Definicao 2.8. Uma varidvel aleatoria é dita ser discreta se assumir apenas um ntumero finito
ou um namero infinito enumeravel de distintos valores.

A fungao massa de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta X definida em (€2, .4, P)
que assume valores reais x1, To, -+ € definida por:

fx(z) =P(X =2;) =P{w € Q: X(w) = z;}),
para todo i =1,2,---.
Enunciamos, a seguir, as propriedades da fun¢ao massa de probabilidade.

Proposigao 2.2. Se fx(x) é a fungao massa de probabilidade de uma variavel aleatéria X em
(Q, A, P) assumindo valores xy, x5, -+ , entao:

a) 0 < fx(xz;) <1, paratodoi=1,2,--;
b) Z fx(z;) =1, em que Z = {1,2,---} ¢ um conjunto de indices.
i€T
Em outras palavras, a soma percorre todos os valores possiveis para a variavel aleatoria

X.

A seguir, é definida uma variavel aleatéria continua. Definimos também, a fun¢do densidade
de probabilidade, que é uma funcao que descreve o comportamento probabilistico de uma
variavel aleatoéria continua.

Definigao 2.9. Uma variavel aleatéria X em (€2, A, P), com fungao distribuigdo acumulada
Fx(-) é dita continua, se existir uma fun¢do ndo negativa f(-) tal que:
Fx(x) = / f(t)dt, para todo xz € R;
A funcéo f(-) é denominada func¢dao densidade de probabilidade da varidvel aleatoria continua
X, e é denotada por fx(-).
Em seguida, citamos as principais propriedades da funcao densidade de probabilidade.

Proposicao 2.3. A funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatoria X definida em
(Q, A, P) satisfaz as seguintes propriedades:

a) fx(z) >0, para todo x € R;

“+00

b) fx(z)dx = 1.



Os proximos resultados, Teorema 2.1 e Teorema 2.2, sao importantes propriedades a respeito
das funcoes massa de probabilidade, das funcoes densidade de probabilidade e das funcoes de
distribuicao. Estas fungoes sao usadas para obtencao de informacgoes sobre a variavel aleatoria,
como por exemplo a atribuicao de probabilidades a eventos.

O teorema abaixo mostra como obter a fungao densidade de probabilidade de uma variavel
aleatoria a partir de sua funcao de distribuicao.

Teorema 2.1. Se X tem funcdo densidade de probabilidade fx(-), entdo fx(z) = 4L Fx(x)
F%(x) para valores de x € R, em que a derivada existe.

O Teorema a seguir fornece um modo de calcularmos probabilidades em intervalos.

Teorema 2.2. Seja X uma variavel aleatoria, definida no espago de probabilidade (€2, 4, P), e
sejam a e b nimeros reais tais que a < b , entao vale:

a) Pla < X <b) =P(X <b) - P(X < a)
i) Se X ¢ continua: Fx(z) =P(X <z) e P(X <a) =P(X <a)= Fx(a)
ii) Se X é discreta: P(X <a) =P(X <a) —P(X =a)
1) Se P(X =a) # 0, entdo P(X < a) #P(X <
2) Se P(X =a) =0, entdo P(X <a) =P(X <
b) Se X apresenta fun¢ao densidade de probabilidade fx(z), entao:

Pla < X <) :]P’(aéX<b):IP’(a<X<b):/be(:B)d:E:FX(b)—FX(a);

¢) Se X apresenta fun¢ao massa de probabilidade fx(z), entao:
]P(Cl <X K< b) = Fx(b) — Fx(a),
mas P(a < X <b) # Fx(b) — Fx(a) se fx(a) > 0.

A seguir, definimos a funcao de distribuicao condicional de uma variavel aleatéria, para
mais adiante definirmos a densidade condicional de um vetor aleatorio, que é um conceito
muito importante que se aplica na teoria de espaco de estados como veremos no Capitulo 4.

Definigao 2.10. Seja X uma variavel aleatoria definida em (€2, .4, P) e considere um evento
A € A, com P(A) > 0, a funcao de distribuicao condicional de X, dado que ocorreu A, é
definida por:

P([X < 2] N A)
P(A)

Fx(z| A) = P(X < z]4) =



Podemos generalizar esse conceito, tomando-se a o-Algebra de Borel. Deste modo, para
P(A) > 0 e qualquer B € B(R), podemos definir a funcao de distribuicio condicional de X,
dado que ocorreu A pela expressao:

P(X € B]N[A])
P(A)

P(X € B| A) =

Em seguida, definimos um vetor aleatério com a finalidade de definir a densidade conjunta,
e a distribuicao conjunta de um conjunto de varidveis aleatorias, os quais sao conceitos muito
usados no Estudo de Séries Temporais, como veremos no Capitulo 3.

Definigao 2.11. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Definimos como vetor aleatério a
uma funcao X de 2 em R™ que seja A-mensurdavel. Em outras palavras, a funcao representada
por X(w) = (Xj(w), Xo(w), -, X;n(w)) é tal que para todo i = 1,2,---m e todo I; C R,
temos X, '(I;) € A.

Note que na definigao de vetor aleatorio X, Xy, -+, X,, sdo varidveis aleatorias no mesmo
espago de probabilidade (€2, 4, P).
A seguir, definimos a funcao de distribui¢ao conjunta de um vetor aleatorio.

Definicao 2.12. A funcao de distribuicao conjunta do vetor aleatorio X é definida por:
Fx(x) = Fx(z1, 20, ,xm) =P(X; <21, Xo < 29, , Xon < T),
para qualquer © = (21,22, -+ ,Zy), em que x; € R, para todoi =1,2,--- m.
Abaixo, apresentamos as propriedades da Fungao de distribuicao Conjunta.

Proposicgao 2.4. Seja X um vetor aleatorio definido em (€2, A, P) entao, para qualquer x € R™,
Fx(x) satisfaz as seguintes propriedades:

a) Fx(x) é nao decrescente em cada uma de suas coordenadas;

b) Fx(x) é continua a direita em cada uma de suas coordenadas;
c¢) Se para algum j, z; — oo , entdao Fx(x) — 1;

d) Fx(x) é tal que, para todos a;, b; € R, a; < b;, 1 < i < m, temos:

Pla; < X1 <bi,a0 < Xy <boyo o0 < Xop < b)) > 0.

A seguir, definimos a funcao densidade conjunta de um vetor aleatorio discreto.

Definicao 2.13. Um vetor aletério é dito discreto se suas componentes sao variaveis aleatorias
discretas. Sua funcdo massa de probabilidade conjunta é definida por:

fx(iL‘) = fX($1,$2, T 7Im> = P(Xl =11, Xo =T, , X = xm);
A fung¢ao marginal de Xy, k=1,2,--- ,m é dada por:

ka(ZEk):]P)Xk—J?k fo Z (Xlzl‘l,XQZQTQ,"' ,Xm:l'm).
Vi#k Vi#k
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Na proposicao, a seguir, enunciamos as propriedades da funcao massa de probabilidade
conjunta.

Proposigao 2.5. Seja X um vetor aleatorio discreto em (€2, .4, P). Entéo sua fungdo massa de
probabilidade conjunta satisfaz as propriedades:

a) fx(x) > 0, para todo © € R™;

b) > fx(m) =

A seguir, definimos a fungao densidade conjunta de um vetor aleatério continuo.

Definicao 2.14. Um vetor aleatorio é dito continuo se suas componentes sao variaveis aleatorias
continuas. Em outras palavras, um vetor aleatério é continuo se, dada a funcao de distribuicao
F, existe uma funcao f : R,, — R*, denominada fun¢do densidade conjunta, denotada (f.d.c.),
e definida por:

Fx(w):/_l"'/_me(y)dyldy2"'dym

A fungao densidade marginal é definida pela expressao:

prte) = [ o [ sttt du,

N (i)
(ik)

Note que, se desejamos a marginal conjunta de [ variaveis, integramos em todas as variaveis
exceto as de interesse.
Abaixo, apresentamos algumas propriedades da fun¢ao densidade conjunta.

Proposigao 2.6. Seja X um vetor aleatdrio definido em (2, A, P) entao, para qualquer x € R™,
fx(x) satisfaz as sequintes propriedades:

a) fx(x) >0, para todo x € R™;
+oo +o0
b) / fx(x)dzxdzs - - - dxy, = 1.

Em seguida, definimos a funcao de distribuicao condicional entre variaveis aleatorias.

Definigao 2.15. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias em (Q, A, P) e By, By € B(R) com
P(Y € B,) > 0. Definimos a fun¢ao de distribui¢ao condicional de X dado Y € Bsy, pela
expressao:

P([X € Bi]N[Y € By))
P(Y € By) ‘

Se P(Y € By) = 0, definimos P(X € Bi|Y € By) =P(X € B,).

P(X € B1|Y € By) =
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Observagao 2.2. Se Y ¢é variavel aleatoria discreta e y € R tal que P(Y = y) > 0. Seja X
uma variavel aleatoria qualquer e B € B(R), entao:

P(X e BIn[Y =y])

P(X € BlY =y) = P =)

Temos como consequéncia:
P(X € B)=» P(Y =y)P(X € BlY =y).
y

Agora tomando B = (—o0, x|, x € R, obtemos a func¢ao de distribui¢ao condicional de X,
dado Y = y:

Fxiy(@|Y =y) =

Temos como consequéncia:
Fx(z) =Y P(Y =y)Fxy(z[Y =y).
y
Podemos escrever a funcao distribuicao conjunta a partir da condicional:
Fxy(z,y)= Y P =k)Fxy(z]Y = k).
k:k<y

Enunciamos, em seguida, uma definicao para a funcao densidade condicional entre variaveis
aleatorias.

Definicao 2.16. Sejam X e Y variaveis aleatorias continuas, podemos definir a funcao densi-
dade condicional de X dado Y, no mesmo espago de probabilidade (€2, A, P), por:

fxy(z,y)
fxy(zly) = —=———,
| fr(y)
note que a densidade condicional é o quociente da densidade conjunta pela densidade marginal.
A seguir, definimos a funcao de distribuicao condicional entre varidveis aleatorias.

Definicao 2.17. Sejam X e Y varidveis aleatorias continuas, podemos definir a func¢do de
distribuicao condicional de X dado Y por:

Fxpy(zly) = /x Ixpy (z|y)dz.

Observagao 2.3. Como consequéncia das Definicoes 2.16 e 2.17 obtemos as seguintes ex-
pressoes:

Fav() = [ frio)Payalz)d
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Fe@)= [ fo()Fap (ely)dy.

De maneira geral, a funcao distribuicao condicional de X dado Y pode ser caracterizada
pelas seguintes equagoes:

a) Fxy(xz,y) = Z P(Y = k)Fxyy(z|Y = k), se Y é discreta;

k:k<y
y
b) Fxy(z,y) = / fy(2)Fxpy(x|2)dz, se Y & continua.

Nos resultados a seguir, definimos a Esperanca matemaética (valor esperado) e a variancia
de uma variavel aleatéria que representam uma medida de valor central e uma medida de
dispersao da distribuicao da variavel, respectivamente. Posteriormente, definimos Esperanca
Condicional de uma variavel aleatéria, ver Definicao 2.22, que é um conceito importante para o
estudo de Sistemas de espago de estados localizado no Capitulo 4 deste trabalho. Além disso,
apresentamos a fungao geradora de momentos e a fungao caracteristica, as quais sao importantes
fungoes para o calculo de probabilidades e de outras quantidades relacionadas a uma variavel
aleatoria.

Definicao 2.18. Seja X uma variavel aleatoria discreta, com fun¢ao massa de probabilidade
fx(+), e que assume valores reais 1, g, - -. Entao o valor esperado, ou esperan¢a matemdtica,
ou média de X, denotado por E(X), é definido por:

E(X)=pux = infx(:z:i), em que Z é um conjunto de indices.
€T
Teremos o valor esperado finito desde que Z | z;| fx (z;) seja finito.
i€T
Seja ¢(-) uma fungao real qualquer e X uma variavel aleatéria. Entao g(X) é uma fungao
de variavel aleatoria. E portanto, a esperanga de g(X), denotada por E(g(X)), é definida por:

Elg(X)] = Zg(mi)fx(aci), em que Z é um conjunto de indices.
ieT
Teremos o valor esperado finito desde que Z | g(x;)| fx (x;) seja finito.
€T

Se a soma nao for absolutamente convergente, entao E(X) e E[g(X)] ndo existem.

Definicao 2.19. Seja X uma variavel aleatéria continua, com funcao densidade de probabili-
dade fx(x). Entao o valor esperado, ou esperanga matemdtica, ou média de X, denotado por
E(X), é dado por:

B = [ afxaie

[e.9]

desde que a integral esteja bem definida.
+o0o

| z| fx (x)dx existir.

O valor esperado sera finito se /

13



Seja g(+) uma fungao real qualquer e X uma variavel aleatoria. Entao a esperanga de g(X),
denotada por E(g(X)), é definida por:

“+o00

E[g(X)] = / o) fx (),

o0

desde que a integral esteja bem definida.
+oo

O valor esperado sera finito se / | g(x)| fx(x)dx existir.

Em seguida, apresentamos algumas propriedades do valor esperado de uma variavel aleatoria
X bastante utilizadas para a obtengao do filtro de Kalman no Capitulo 4.

Proposicao 2.7. Sejam X e Y variaveis aleatorias quaisquer, definidas no mesmo espagco
de probabilidade (£2,.4,P), cujo valor esperado existe e a e b nimeros reais. Entao E(X) e
apresenta as seguintes propriedades:

a) E(a) = q;

b) E(aX +0b) = aE(X) + b;

c) Se E(X +Y) existir, entao E(X +Y) =E(X) + E(Y);
d) Se X <Y, entao E(X) <E(Y).

A seguir, definimos o momento de ordem k, e 0 momento central de ordem k de uma variavel
aleatoria para, posteriormente, definirmos a variacia de uma variavel aleatoéria.

Definigao 2.20. O momento de ordem k da variavel aleatéria X é definido por E(X*), para
k =1,2,---, desde que essa quantidade exista. Se E(X) = p < oo, definimos o momento
central de ordem k por E[(X — u)*], sempre que essa quantidade exista.

Definigao 2.21. Se E(X?) for finita, entao a varidncia da varidvel aleatoria X, é definida como
o momento central de ordem 2, isto é:

Var(X) = o :=E[(X — E(X)),
o desvio padrao de X ¢é definido por DP(X) = 0 := /Var(X).
Se E(X?) nao existe, entao Var(X) nio existe.

Na proposicao a seguir, apresentamos uma expressao alternativa para a variancia, e outras
expressoes bastante tteis para céalculo das variancias, em que assumimos a existéncia do valor
esperado e da variancia.

Proposicao 2.8. Uma consequéncia da definicao de variacia de uma variavel aleatoéria é a
seguinte formula:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]*.

Para fins de calculo, é importante observar que se X é uma variavel aleatoria discreta com
espago amostral Qx = {x1,x9, ..., 1}, entdo:
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k
E(X) = Zszx(I‘Z) = l’lfx(l'l) + .I'Qfx<l’2) + ...+ l’kfx<Ik)

=1

E[g(X)] = Zg(ﬂ3z)fx(%’z) = g(x1) fx (1) + g(@2) fx (22) + ... + g(xr) fx (@)

Em particular:

k
E(X?) =Y ] fx (i) = 2] fx(x1) + 23 fx (22) + .. + 23 fx ().

i=1

E também:

Var(X) = ) [z )2 fx (1)

=1

= [z1 —E(X)]fx(21) + [22 — E(X)]* fx (22) + .. + [ — B(X)]? fx ().

Se X ¢é variavel aleatoria continua com funcao densidade de probabilidade fx(z), entao:

+o0
Var(X) = / [z — E(X))*fx(z)dx
—00
A variacia é uma importante medida de variabilidade que tem propriedades bastante uti-
lizadas, como veremos nos célculos para obtencao do filtro de Kalman no Capitulo 4. A seguir,
enunciamos algumas propriedades da variancia, em que assumimos a existéncia do valor esper-
ado e da variancia.

Proposicao 2.9. Sejam X e Y varidveis aleatérias quaisquer, definidas no mesmo espaco de
probabilidade (£2,.A4,P), e a e b numeros reais. Entdao Var(X) apresenta as seguintes pro-
priedades, dadas pela expressao:

Var(aX +b) = a*Var(X).

Pela proposicao, podemos observar que somar constantes nao interfere na dispersao dos
valores da variavel aleatoria, porém multiplicar por constantes multiplicaré a variancia original
pelo quadrado da referida constante.

A seguir, definimos a esperanca condicional de uma variavel aleatoria.

Definicao 2.22. Sejam X e Y variaveis aleatorias definidas no mesmo espaco de probabilidade
(€2, A,P). E supomos que fx|y(:|-) é a funcao massa de probabilidade condicional de X dado
que Y = y. Entao a esperanca condicional de X dado que Y = y é dada por:
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EX|Y =y) = infX|Y(xi‘ y), em que Z é um conjunto de indices.
et
A soma acima sera finita desde que Z | 2i| fx|v (x| y) seja finito.
i€l
Analogamente, supomos que fx|y(-|) ¢ a fungao densidade de probabilidade condicional
de X dado que Y = y. Entao a esperanca condicional de X dado que Y =y é dada por:

+oo
BX|Y =9) = [ afqy(aly)de,
+o0o
Essa integral sera finita desde que / | x| fx|v (x| y)dz exista.

Observagao 2.4. A esperanga condicional de X dado que Y = y, denotada por E(X|Y = y),
corresponde a média de valores de X, restrita aos valores de Y iguais a y.
Se nao particularizarmos o valor de Y, escrevemos E(X|Y) que é denominada esperanc¢a

condicional de X dado Y.
Em seguida, definimos a variancia condicional de uma variavel aleatoéria.

Definicao 2.23. Sejam X e Y variaveis aleatorias definidas no mesmo espaco de probabilidade
(Q, A, P). A varidncia condicional de X, dado que Y =y é dada por:

Var(X|Y =y) = E{[X - E(X|Y = y)]’} = E(X°|Y =y) - (E(X|Y =y))*,
desde que existam as esperangas em questao.

Em seguida, apresentamos a func¢ao geradora de momentos de uma variavel aleatéria a qual
¢ uma funcao que facilita o calculo de probabilidades e de outras quantidades relacionadas.

Definicao 2.24. A funcao geradora de momentos de uma variavel aleatoria X é definida por:

MX (t) = E(GtX)

desde que a esperanca seja finita para t em algum intervalo —ty < t < tp; com ty > 0, isto é,
para t em alguma vizinhanca do zero.

Caso contrario, a funcao geradora de momentos nao existe.

Se X ¢é uma variavel aleatoria discreta, entao Mx(t) = Z e fx (xy);
€T
+oo
E se X é uma variavel aleatoria continua, entao My (t) = / e fx (z)dw.
—0oQ

A seguir, definimos a fun¢ao caracteristica de uma variavel aleatoria. Ela é uma funcao que
facilita o calculo de probabilidades e de outras quantidades relacionadas, assim como a funcao
geradora de momentos. No entanto, a funcao caracteristica de uma variavel aleatoria apresenta
a vantagem de sempre existir e o incoveniente de trabalharmos com uma fungao de valores

complexos.
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Definicao 2.25. A func¢ao caracteristica de uma variavel aleatoria X é definida por:

bx(t) = E(e"™X) = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)],
para t € R, e o nimero complexo ¢ = v/—1.

Em diversas ocasioes, estamos interessados em estudar variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas devido a suas iniimeras aplicagoes e a simplicidade do seu uso.
Definimos, a seguir, a independéncia entre variaveis aleatorias.

Definigao 2.26. Duas variaveis aleatorias X e Y definidas em (€2, .4, P), sdo independentes se
a informacao sobre uma delas nao modifica a probabilidade de ocorréncia da outra. Isto é, para
qualquer By, By € B(R),

P(X € B||Y € By) =P(X € B))

Observagao 2.5. A defini¢ao acima, de Independéncia das variaveis aleatérias X e Y é equi-
valente a seguinte definicao:
X, Y independentes se, e somente se,

P(X € B, Y € By) =P(X € B))P(X € By), para todoBy, By € B(R).

Essa definicao é bastante 1til e mais pratica de ser usada que a primeira. Em termos da
funcao distribuicao acumulada, podemos reescrevé-la do seguinte modo:

X, Yindependentes < Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y), para todo (z,y) € R*

Para as variaveis aleatorias discretas, podemos escrever uma definigao equivalente utilizando
as fungoes massa de probabilidade, enquanto que para as variaveis aleatoérias continuas, pode-
mos escrever uma definicao equivalente utilizando as fungoes densidade de probabilidade do
modo seguinte:

X, Yindependentes < fyy(x,y) = fx(z)fy(y), para todo (r,y) € R?,

em que fx(-) e fy(-) sdo fungdes massa de probabilidade caso X e Y sejam discretas, ou fx ()
e fy(-) sdo fungoes densidade de probabilidade caso X e Y sejam continuas.

A seguir, definimos o conceito de variaveis aleatorias identicamente distribuidas.

Definicao 2.27. Sejam duas variaveis aleatorias X e Y definidas em (2,4, P), se Fy(z) =
Fx(x) para todo € R, entdo dizemos que X e Y sao identicamente distribuidas.

Uma variavel aleatoria independente e identicamente distribuida é denotada por variavel
aleatoéria i.i.d..

A seguir, apresentamos uma proposicao que mostra condi¢oes equivalentes a definicao de
variaveis aleatorias identicamente distribuidas.

Proposicao 2.10. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias em m (2, A, P). Entdo X e Y sdo
identicamente distribuidas, se qualquer das seguintes condicoes for satisfeita:

a) Fy(x) = Fx(z), para todo = € R;
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b) fy(z) = fx(z), para todo = € R;
c) ¢y (t) = ¢x(t), para todo z € R;
d) My(t) = Mx(t), para todo t em algum intervalo —t, < t < to; com ty > 0.

A seguir, definimos a funcao de verossimilhanca para variaveis aleatérias quaisquer.

Definigao 2.28. Seja (Xi, Xo, -+, X,,) uma amostra de variaveis aleatorias quaisquer cujas
componentes apresentam func¢ao massa de probabilidade ou funcao densidade de probabili-
dade fx(z,0), parat = 1,--- ,n, em que @ = (61, ,0;). Definimos a fun¢ao de Verossi-

milhan¢a como sendo a fungao densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatorias
(Xl,XQ, s >Xn)- Isto é:

L(O,z) = fx(x,0)

Note que a func¢ao de verossimilhan¢a é uma fungao do vetor de parametros 6 supondo
x = (1, ,x,) conhecido. O Estimador de mdzima verossimilhanca seré o valor é(a:) que
maximiza a fungao L(0,x).

O Estimador de mdzima verossimilhanga para @ é definido como @(x) = mng(B, x).

Em seguida, definimos a funcao de verossimilhancga para varidveis aleatérias independentes.

Definicao 2.29. Seja (X;);, uma amostra aleatoria, isto é, variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas com funcao massa de probabilidade ou funcao densidade de pro-
babilidade fy,(z;,0), para t = 1,--- ,n, em que @ = (0, --,0;). Definimos a func¢dao de
Verossimilhan¢a L(6,x) como:

n

L(e?w) = fX(wa 0) = Hth($t70)'

t=1

Para mais detalhes sobre conceitos de probabilidade, de variaveis aleatorias, de fungoes de
variaveis aleatorias ver Rohatgi (1976) e Magalhaes (2006).

2.3 Processos Estocasticos

Notacgao: Antes de definirmos um processo estocastico, é conveniente introduzirmos uma
notacao para o conjunto dos ntmeros inteiros nao-negativos e para o conjunto dos nimeros
inteiros nao-positivos, respectivamente, dadas por:

j€ Zx={j€Lj=>0},

j€ Ze={jeZj<0}.

Definigao 2.30. Um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatorias { X}, em
que todas as variaveis aleatorias estdo definidas no mesmo espago de probabilidade (€2, .4, P),
sendo T # () um conjunto de indices, e P : A — [0, 1] a medida de probabilidade.
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Em geral consideramos T = Z, porém T também pode ser N, [0, +00), ou R. Utilizaremos
no presente trabalho T = Z , exceto quando mencionado o contrario.

As defini¢oes das fungoes de autocovariancia e de autocorrelacao, a seguir, permitem definir
o grau de dependéncia entre as variaveis aleatorias, fornecendo, assim, informagoes a respeito
da estrutura de dependéncia de um processo estocastico.

Definigao 2.31. Seja {X;}cT um processo estocéstico tal que Var(X;) < oo para todo t € T.
A funcao de autocovaridincia, € dada por:

vx(r,s) = Cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(X))], para todo r,s € T.

Definicao 2.32. Seja {X;}+c1 um processo estocastico tal que Var(X;) < oo para todo t € T.
A funcao de autocorrelacao do processo, é dada por:

_ ’Y)((r, 3)
\/Var(Xr).\/Var(XS)

px(r,s) , para todo r,s € T, em que Var(X;) = vx(t,1);

No uso de modelos que descrevem processos fisicos é necesséaria a utilizacao de certas hipote-
ses para conseguirmos desejaveis propriedades probabilisticas e estatisticas. Em processos
estocasticos, em geral, utiliza-se a a hipotese de estacionariedade. Os conceitos abaixo sao
referidos a estacionariedade de processos estocasticos.

Definigao 2.33. Um processo estocastico {X;}iez € dito ser fortemente estaciondrio se as
fungoes de distribuigdo conjunta de (X, ..., X;,) e (Xyy1n, ..., X4, +n) 880 as iguais para todo
neN, heZ, t,t;+heZ, parai =1,2,...,n. Isto é:

Fti---,th (xl’ T vmn) = FXt1+h7---»th+h (:131, Lo, 7In)
Defini¢ao 2.34. Um processo estocastico { X, }ez € dito ser fracamente estaciondrio ou esta-
clondario se:
a) E(] X¢|?) < oo, para todo t € Z;
b) E(X;) = u, uma constante independente de t;
c) vx(r,s) = vx(r +t,s +t), para quaisquer r, s,t € Z.
Intuitivamente, um processo ¢ estacionério se, ao longo do tempo, permacer proximo a sua
média e se a escolha de uma origem nao influenciar em seu comportamento.
Como a fungao de autocovariancia de um processo estocastico estacionério, para quaisquer

r,s € 7, satisfaz vx(r,s) = yx(r — s,0), podemos redefinir a fun¢do de autocovariancia de
ordem k£ de um processo estacionério como:

vx (k) = vx(k,0) = Cov(X; + k, Xy),
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para quaisquer k,t € Z.

Em seguida, citamos algumas propriedades da funcao de autocovariancia de um processo
estocatico estacionario.

Proposicao 2.11. Seja {X;};c7z um processo estocético estacionario. A func¢ao de autocova-
ridncia do processo { X, }ic7z apresenta as seguintes propriedades:

a) [7x(k)| < yx(0), para todo k € N;
b) vx(k) = vx(—k), para todo k € N.

A seguir, enunciamos algumas propriedades da funcao de autocorrelagdo de um processo
estocatico estacionario.

Proposigao 2.12. Seja {X,}icz um processo estocético estacionario. A fungao de autocorre-
lagao do processo {X;}cz apresenta as seguintes propriedades:

a) px(0) = 1;
b) | px(k)| <1, para todo k € N;
c) px(k) = px(—k), para todo k € N.
Definicao 2.35. Sejam {X;}icz e {Y:i}ez dois processos estocésticos estacionarios. A fungao

de covaridncia cruzada entre X, e Ys; depende somente do indice de tempo (s — ) e é definida
pela expressao:

Txy (1, 8) = Cou(Xy, Yy) = E[(X, — E(X,))(Y; — E(Y}))]

Definigao 2.36. Seja {X;}iez um processo estocéstico estacionario com fungao de autocova-
riancia absolutamente convergente, isto ¢, > * | vx (k)| < co paratodo k € Z. A fung¢do densidade
espectral de {X;}ie7 € definida por:

fx(w) = o va ek %[VX(O)+2ZVX(I§)COS(U}/€)], (2.1)

para todo w € [—m, 7].

Teorema 2.3. Seja {X;}iez um processo estocéstico estacionario com fungao de autocova-
ridncia absolutamente convergente. A funcdo densidade espectral, dada pela expressao (2.1),
apresenta as seguintes propriedades:

a) fx(w) é uma fungdo real continua, para todo w € [—m, 7;

b) fx(w) > 0, para todo w € [—m, 7] (Func¢do ndo negativa);
¢) fx(w)= fx(—w), para todo w € [—m, 7] (Funcdo par);
d) fx(w) = fx(w+ 2m), para todo w € [—m, 7] (Fungao periddica de periodo 27).

Observagao 2.6. Devido a simetria da fun¢ao densidade espectral, dada pelo item c) acima,
de modo geral, consideramos ao longo do texto que as frequéncias w € (0, 7).

20



Mais detalhes sobre funcao densidade espectral e suas propriedades podem ser encontrados
em Brockwell e Davis (1991) e Wei (1990). Neste altimo contém a demostracdo do Teorema
anterior.

A seguir, apresentamos a defini¢do de um processo ruido branco.

Definigao 2.37. O processo {&;}icz ¢ dito ruido branco com média zero e variancia o2, deno-
tado por ¢, ~ RB(0, af), se, e somente se:

a) E(e;) = 0, para todo t € Z;
b) Var(e;) = E(e?) = 02, para todo t € Z;

2 — -
oz, se k=0;

°) %(k):{ 0, se k#0.
Em seguida, definimos o operador de retardo ou defazagem de um processo estocastico.

Defini¢ao 2.38. Seja {X;}icT um processo estocastico. B é dito um operador de retardo ou
defasagem se B/ X, = X;_;, em que j € Z.

Definimos, em seguida, a causalidade e invertibilidade de um processo estocéstico.

Definigao 2.39. Um processo estocastico {X;}ez € dito causal se existe uma sequéncia
{¢n}ne L tal que:

Z |¢n| <oo, € Xt = Z Qﬂn&“tfn, t €.

ne Z> ne Z;

Definigao 2.40. Um processo estocastico {X;}iez € dito invertivel se existe uma sequéncia
{7n}tnez. tal que:

E || < 00, e etzg TnXi—n, tEZZL.
NEZ> HEZ>

A seguir, definimos um processo linear.

Defini¢ao 2.41. Um processo {X,}icz € um processo linear se puder ser escrito na forma:

Xy =p+ Z Vi€ = p+ &+ P11+ Yagio + - = p+Y(B)ey, (2.2)

JE€EL>
em que Y(B) = 1+ 1B+ vsB%+ ... ; {&}tez € um processo ruido branco (ver Definigao 2.37),

e p é a média do processo {X;}iez.

Observagao 2.7. Um modelo de filtro linear é representado por um processo linear. Assim, a
funcao ¢ (B) é denominada funcao de transferéncia do filtro. Ainda, caso a sequéncia {1;};>1
seja finita ou infinita convergente, o filtro é dito estavel e o processo { X}z € estacionario.
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Teorema 2.4. (Decomposicao de Wold). Qualquer processo {X;}iez fracamente estacionério
com média u = 0 pode ser representado, de maneira tnica, pela soma de um componente
deterministico com um componente nao deterministico, do seguinte modo:

Xt = Z ¢j€t—j + kt; (23)

j€Z>

em que Yy =1e Z wjz < 00, {&4}1ez € um processo ruido branco, e k; é nao correlacionado
JEL>
com &;_; para qualquer j € Z.
O termo k; ¢ chamado componente deterministico do processo { X }+¢ z, enquanto Z Vigr—;
JEL>
¢ denominado componente nao deterministico. Se k; = 0, entao o processo é chamado pura-
mente nao deterministico e podemos escrever:

Xy = Z ?/fjéTt—j-

JEL>

A demostragao do Teorema da Decomposi¢ao de Wold pode ser encontrada em Wold (1938).

Observagao 2.8.

a) Note que todo processo linear {X;}ic7z (ver Definigdo 2.41) pode ser colocado na repre-
sentagao Wold quando tomados k; = pu.

b) A expressao E(Xt\ X1, X4_o,--+) representa a Esperanca estimada do processo no tempo
t condicionada ao processo nos tempos passados t — 1,t — 2,---.

Para mais detalhes sobre processos lineares, ver Brockwell e Davis (1991), Hamilton (1994),
Wei (1990), Palma (2007).

A seguir, definimos um processo estocastico Gaussiano, importante processo frequentemente
utilizado na literatura, em particular para o estudo de espago de estados como veremos no
Capitulo 4.

Definigao 2.42. O processo {X;}ez € um processo estocastico Gaussiano, se, e somente se,
para qualquer subconjunto {t1,ts, - ,t,} de Z , isto é, para todo n € N e todo t; € Z, para
1 <7 < n, as variaveis aleatorias Xy, Xy, , ..., X3, tem distribuicao conjunta normal.

Observagao 2.9. Se &; é um processo ruido branco gaussiano, entao um processo do tipo
Xy = E Yje,—; € um processo gaussiano, em que 1; ¢ uma constante real para cada j € Z-.
JELs

2.4 Ordens de Aproximacao O e o

Nesta secao, apresentamos as defini¢des das ordens de aproximagao O e o e também algumas
propriedades das mesmas. Estes conceitos serao utilizados nas Secao 4.4 do Capitulo 4.
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Defini¢ao 2.43. Sejam f, g : R — R duas fungoes reais quaisquer. Entao, dizemos que f(-) é

de ordem menor ou igual a g(-), denotada por f(x) = O(g(z)), quando x — oo, se e somente

se, existem A > 0 e zo € R, tais que |f(z)| < Alg(z)|, para todo x > xy. Em outras palavras,
x)

f(z) = O(g(x)), quando = — oo, significa que ‘(—)‘ ¢ limitada para z suficientemente grande.

Definigao 2.44. Sejam f,g : R — R duas fungdes reais quaisquer. Entao, dizemos que f(-)
¢ de ordem (estritamente) menor a g(-), denotada por f(z) = o(g(x)), quando x — oo, se e
somente se, para todo A > 0, existe o € R, tal que |f(z)| < Alg(z)|, para todo x > zy. Em

outras palavras, f(z) = o(g(z)), quando = — oo, significa que lim, g(i) = 0.

‘2

Definigao 2.45. Sejam f, ¢ : R — R duas fungdes reais quaisquer. Entdo, dizemos que f(-) €

assintoticamente igual a cg(-) e denotamos por f(z) ~ cg(z), quando = — 1z, se e somente se,

lim, 4, % = ¢, em que ¢ é uma constante finita.

A seguir, apresentamos algumas propriedades, operagoes elementares e relagoes dos simbolos
apresentados nas Defini¢oes 2.43-2.45.
Propriedades:

i) A relagdo da Defini¢ao 2.45 é uma relagao de equivaléncia, isto ¢, ela é reflexiva, simétrica
e transitiva.

ii) Multiplica¢do por uma constante: O(kf(z)) = kO(f(z)) = O(f(x)), para todo k # 0.
iii) Adigao de uma constante: O(k + f(z)) = k+ O(f(x)) = O(f(z)).
iv) Composicio: O(O(f(x)) = O(f(z).
v) O(f(z)) + O(f(z)) = O(f(z)).
As propriedades acima citadas, também sao validas para o simbolo o.
vi) Se f(z) ~ g(x), entdo f(x) = g(z)(1+ o(1)).
vii) f(z) = o(1), quando = — oo, significa que lim, , f(z) = 0.

viii) f(x) = O(1), quando & — oo, significa que |f(z)| ¢ limitada, quando x tende ao co.
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Capitulo 3

Modelos Precursores para Séries
Temporais

3.1 Processos ARMA(p,q)

Segundo Brockwell and Davis (2006), uma série temporal é um conjunto de observagoes
registradas ao longo do tempo. Em nosso cotidiano sao encontrados intimeros exemplos de
séries temporais, como a quantidade de chuvas mensais no Rio Grande do Sul durante o ano de
2011, os indices diarios da Bolsa de Sao Paulo ao longo de 2012, os niveis da temperatura média
diaria de Sao José dos Ausentes durante os anos de 2000 a 2011, entre outros. Com a analise de
séries temporais ¢ possivel estudar e descrever o comportamento de tais sequéncias de dados,
bem como fazer previsoes de valores futuros dessas séries. A seguir, descrevemos alguns dos
principais modelos matematicos para séries temporais pertinentes ao presente trabalho.

Com o objetivo de introduzir os processos fracionérios generalizados, primeiramente abor-
damos os principais processos precursores que oS originaram.

Os processos fracionérios generalizados sao uma extensao dos processos estocésticos intro-
duzidos por G.E.P. Box e G.M. Jenkins na década de 70. Estes sao definidos em termos de
equagoes de diferencas lineares com coeficientes constantes, os quais sao chamados de proces-
sos autorregressivos de médias moveis (ARMA). Os modelos ARMA foram um dos primeiros
processos a modelar séries temporais e incluem, como casos particulares, os precursores proces-
sos AR e MA. Esses processos modelavam intimeras séries temporais com um numero finito e
enxuto de parametros, o que foi uma revolugao para a época.

Definigao 3.1. O processo estocastico { X}z € dito ser um processo autorregressivo média
mdvel de ordem (p,q), com média u igual zero, denotado por ARMA(p, ¢), se é um processo
estacionario tal que:

Xt - leXt—l — . ¢pXt—p =&+ 6)1815_1 + ...+ qut—qa (31)

para qualquer ¢ € Z, em que {e;}1ez ¢ um processo ruido branco, ¢;, 1 < i < p, e 6;,
1 < j < g, sao constantes reais.
Podemos reescrever a expressao (3.1) como:

¢B)(X — ) =0(Bey, t€Z,
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(3.2)
em que ¢(B) e §(B) sao polindmios de ordem p e g, respectivamente, dados por:

p

62) = 1—¢iz' — .. —¢2" =Y (=)', parap €N, (3.3)
i=0
e
q .
0(z) = 1+91zl+...—|—9qzq220jz], paraq € N, (3.4)
§=0
com 6y = 1; 0, , para 1 < m < ¢, sao constantes reais, e com ¢g = —1; ¢y , para 1 < £ < p,

sao constantes reais.

Temos que B é o operador de defasagem, isto é, BX; = X; ;.

Observagao 3.1. Se §(B) = 1, entdo o processo ¢(B)X; = & ¢ dito ser um processo autor-
regressivo de ordem p, denotado por AR(p). Da mesma forma se ¢(B) = 1, entdao o processo
X = 0(B)e; ¢ dito ser um processo média movel de ordem g, denotado por MA(q).

Assumindo que as equagoes ¢(z) = 0 e #(z) = 0 nao tem raizes em comum temos que um
processo ARMA(p, q) é causal (ver Definigao 2.39) se as raizes de ¢(z) = 0 estao fora do circulo
unitario, e é invertivel (ver Definigao 2.40) se as raizes de (z) = 0 est@o fora do circulo unitario.

O Teorema a seguir nos fornece a funcao densidade espectral de um processo ARMA(p, q)
cuja demonstragao pode ser encontrada em Brockwell e Davis (2006).

Teorema 3.1. Sejam {X;}icz um processo estocastico estacionario ARMA(p,q) e {et}icz 0
processo ruido branco com média zero e variancia o2. A funcio densidade espectral de {X;}iez
¢ dada por:

2

O , para todo w € (0, 7], (3.6)

" or

fx(w)

: ‘

Q(G—iw)
¢le=™)
em que ¢(.) e 6(.) s@o os polinomios do processo ARMA(p, q).

Observagao 3.2. A fungao de autocorrelagao dos processos ARMA (p, ¢) tem decaimento ex-
ponencial (decresce rapidamente para zero), isto é, pode ser demonstrado que:

| py (k) |< Cr®, quando k — +oo,

onde C >0ere(0,1).
A expressao acima assegura que a funcao de autocorrelacao é geometricamente limitada.
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3.2 Processos ARIMA p,d,q)

Definimos a seguir o processo ARIMA(p,d, q), generalizagdo dos processos ARMA(p, q),
cujos os parametros p e ¢ sao, respectivamente, o niumero de termos autorregressivos e médias
moveis dos polindmios, e d é o numero de diferencas inteiras necessarias para tornar a série
estacionaria.

Defini¢ao 3.2. Um processo estocastico {X;}ez é dito ser um processo autorregressivo inte-
grado média movel se a diferenciacio (1 — B)?X; resultar em um processo ARMA(p, q) em que
d e N.

O modelo ARIMA(p,d,q) tem a seguinte expressao:

o(B)(1 — B)?X, = 0(B)e;, para todot € Z,

em que ¢(-) e 6(-) sdo os polindmios dados na Definigao 3.1 e {&;}+cz um processo ruido branco
com média zero e variancia 2. O parametro d € N é chamado de parametro de diferenciagao.
O processo pode ser reescrito chamando Y; = (1 — B)?X; da seguinte maneira:

o(B)Y; = 0(B)e;, paratodot € Z,
tal que Y; é um processo estacionario ARMA(p, q).

Note que, se tomarmos o parametro de diferenciagao d como zero num processo ARIMA(p, d, q),
obteremos um processo ARMA(p, q).

3.3 Processos ARFIMA(p,d,q)

Existem séries temporais cujas observagoes, mesmo bastante distantes no tempo, apresentam
grande dependéncia entre elas. Esse fenomeno foi identificado, primeiramente, pelo hidrologista
Harold E.Hurst em 1951, enquanto investigava a série temporal dos niveis do rio Nilo, e por este
motivo ficou conhecido como "Efeito Hurst". Hoje, denominamos essa caracteistica de longa
dependéncia.

Para explicar o efeito Hurst, Mandelbrot (1965) e Mandelbrot e van Ness (1968) utilizaram
os conceitos de integracao e de diferenciacao fracionéria e definiram o Movimento Browniano
Fraciondrio. Este é um processo estocéstico estacionario a tempo continuo, cuja funcao de
autocorrelacao decai hiperbolicamente, isto €, apresenta longa dependéncia. Em seguida, Man-
delbrot e Wallis (1969) define o ruido gaussiano fraciondrio, que é uma versao do Movimento
Browniano Fracionario a tempo discreto, mostrando que este processo também exibe o efeito
de Hurst.

Posteriormente, inimeros processos foram propostos para modelar a longa dependéncia.
Granger e Joyeux (1980), e Hosking (1981, 1984), independentemente, introduziram o modelo
fracionéario autorregressivo integrado de média movel, denotado por ARFIMA(p,d, q), o qual
descreve o comportamento de longa memoria associado a um crescimento ilimitado da funcao
densidade espectral quando a frequéncia tende a zero. Estes modelos generalizam os modelos
ARMA e ARIMA |, propostos em Box e Jenkins (1970), e na atualizagao Box et al. (1994).

Em recentes estudos sobre séries temporais, tém-se focado nos processos estocasticos com
a caracteristica de longa dependéncia. A propriedade de longa dependéncia para um processo
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estocastico { X; ez pode ser definida de diferentes maneiras, ou no dominio do tempo, ou no
dominio da frequéncia. Antes de definirmos os processos ARFIMA(p, d, ¢), introduziremos uma
defini¢cao para a propriedade de longa dependéncia, caracteristica principal desses modelos.

Defini¢ao 3.3. Seja {X;}icz um processo estocastico estacionario. No dominio do tempo, se
existe um namero real u € (0, 1) tal que:

py (k) ~ Cik™", quando k — oo,

em que C; # 0 e p () é a fungdo de autocorrelagdo do processo, entao {X;}ez possui longa
dependéncia. Equivalentemente, no dominio da frequéncia, se existe um nimero real b € (0, 1)
tal que:

[ (W) ~ Colw| ™, quando w — 0,

em que Cy > 0 e f,(-) ¢ a fungdo densidade espectral do processo, entdo {X;}cz possui longa
dependéncia (ver Bary, 1964).

Notagao: Na Definigao 3.3, a notagao f(w) ~ g(w), quando w — 0, significa

Jw) _
S glw)

Para detalhes sobre ordens de aproximacao, ver Secao 2.4, e para maiores detalhes sobre
processos de longa dependéncia, ver Brockwell e Davis (2006), Palma (2007) e Morettin e Toloi
(2004).

Observacgao 3.3. Em relagao a definigao 3.3 observamos:
i) A relagdo b =1 — u é verdadeira;
ii) No dominio do tempo, quando u € (0, 1), p, (k) tende a zero tao lentamente que Z lpy (k)]

ke Z>
diverge, em que p, (+) é a fun¢do de autocorrela¢ao do processo;

iii) O caso em que u = 1 é referido como curta dependéncia por alguns autores.
A seguir, apresentamos a propriedade de dependéncia intermediaria.

Definig¢ao 3.4. Na Definigao 3.3, se u € (1, 2) dizemos que {X;}4c7z € um processo estocastico
estacionario com dependéncia intermedidria.

Observagao 3.4. A Definigao 3.3 para a propriedade de longa dependéncia nao é a tunica
possivel. Definigoes alternativas podem ser encontradas na literatura e elas nao sao equivalentes.
No contexto de processos estocasticos estacionarios { X}z, com variancia finita, os itens a
seguir sao definicoes comuns de longa dependéncia:

i) Z Y« (k) ~n*Li(n), quandon - 0o e 0 < a < 1;

k=—n

i) v, (k) ~ k7 PLy(k), quando k — cc e 0 < B < 1;
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i) f,(w) ~w™Ls(jw|), quando w — 0e 0 < § < 1.

As fungbes Ly(+), Ly(-) sdo fungdes de variagdo suave no infinito (ver Observagao 3.5, ou Ob-
servagao A.1 em Bisognin (2007)) enquanto que a funcdo Ls3(-) é de variagdo suave em zero.
Para maiores detalhes, ver Doukhan et al. (2003).

Observagao 3.5. Uma fungao é de variagao suave em zero (respectivamente, infinito) se ela
¢ limitada em um intervalo finito e se, para todo = > 0, g(tx)/g(t) — 1, quando t — 0
(respectivamente, infinito). As fungbes constante e logaritmica sdo exemplos de fungoes de
variagao suave.

Utilizando a definigao de longa dependéncia, Granger e Joyeux (1980), Hosking (1981, 1984)
e Geweke e Porter-Hudak (1983) apresentam os processos autorregressivos fracionariamente
integrados de média mdvel (denotados por ARFIMA(p,d,q)) como um exemplo de processos
com a caracteristica de longa dependéncia. A seguir, definimos os processos ARFIMA(p, d, q),
que sdo uma generalizagao dos processos ARIMA(p, d,q) em que o parametro d pode assumir
qualquer valor real.

Definigao 3.5. Seja { X}z um processo estocastico satisfazendo a equagao:
O(B)(1 — BY (X, — u) = O(B)ey, 1 € Z, (3.7

em que p ¢ a média do processo, {€;}cz ¢ um processo ruido branco (ver defini¢do 2.37), B
¢ o operador de defasagem ou de retardo (ver definigao 2.38), ¢(-) e 0(-) sdo os polinémios de
ordem p e ¢, respectivamente, definidos por:

p q
$z2) =D (=02 e 0(z) =) 02", (3.8)
£=0 m=0
em que ¢p, 1 <L < p,eb,, 1 <m<q, sao constantes reais tais que ¢g = —1, e 6y = 1.

Entao, { X }iez € um processo autorregressivo fracionariamente integrado de média mdvel de
ordem (p,d, q), com média p, denotado por ARFIMA(p, d, q), em que d é o grau de diferenciagao.

Observacao 3.6. Na Defini¢ao 3.5, temos que um ARFIMA(p, d, ¢), com d = 0, é um processo
ARMA (p, q), chamado processo autorregressivo de média mdvel de ordem (p,q). A funcao
de autocorrelagao dos processos ARMA(p, q) possui decaimento exponencial, isto ¢, decresce
ligeiramente para zero. Esse fato implica que observagoes afastadas tém uma insignificante
correlacao entre elas, por isso esse modelo é dito de "curta memoéria"ou de curta dependéncia.

Teorema 3.2. Seja {X,}icz um processo ARFIMA(p, d, q) dado pela expressao (3.7). Entao:

a) {Xi}iez ¢ estacionario se d < 3 e todas as raizes da equagao ¢(z) = 0 estao fora do circulo
unitario;

b) {Xi}iez ¢ invertivel se d > —1 e todas as raizes da equagdo 6(z) = 0 estao fora do circulo
unitério.

Teorema 3.3. Seja {X;}icz um processo ARFIMA(p,d, q) definido pela expressao (3.7) tal

11

que d € (—35,5 ). Suponhamos que as equagoes ¢(z) = 0 e §(z) = 0 ndo tém raizes em comum

e que as suas raizes estao fora do circulo unitario. Entao:
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a) {Xi}ez € estacionario e invertivel, com representagoes autorregressiva e média movel
dadas respectivamente por:

& = Z Xy € Xy = Z i€tk

k€Zy k€Zy

em que {7y }rez. € {Ur}rez. sdo os coeficientes de B na expansdo de:

"B)= G- B e wiB) =SB,

respectivamente.

b) Considerando {X;}z estacionario e invertivel e tomando Y; = (1 — B)?X;, temos que
o processo {Y;}iez, dado por ¢(B)Y; = 0(B)e;, é um processo ARMA(p, q) com fungao
densidade espectral f, (-).

Tomando U; = %Xt, obtemos que {U; }ez € um processo ARFIMA(p,d, q), com p =

0 = ¢, e com funcao densidade espectral f(-).

Dadas essas consideragoes temos, entao:

i) A funcao densidade espectral do processo {X;}iez , denotada por f,(-), ¢ dada pelo
produto das fungoes densidade espectral dos correspondentes processo ARMA(p, q) e
processo ARFIMA (p, d, q), com p =0 = gq, isto é:

fw) = £, () () =

‘ B(e—)

e [2sen(%) > (3.9)

para todo w € (0, ).
Note que o lin% w? f. (w) existe e é finito.
w—r
ii) Seja p, (-) a fungado de autocorrelagao do processo {X;}icz. Entao:

klim k'72p (k) existe e é finito.
——+00

iii) Seja 7, (-) a fungdo de autocovariancia do processo {X;}iez. Entao:

Y () ~ ¢, B[, quando ] — oo,

o? |01
™ p(1)[?

Como consequéncia dos Teoremas 3.2 e 3.3, e também das Definigoes de longa e intermediéria
dependéncia 3.3 e 3.4, enunciamos o seguinte resultado:

['(1 — 2d)sen(wd).

em que ¢, =
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Corolario 3.1. Sejam {X;};ez um processo ARFIMA(p,d,q) definido pela expressao (3.7).
Suponhamos que ¢(z) = 0 e 6(z) = 0 ndo tém raizes em comum e que as suas raizes estao fora
do circulo unitario. Entao:

a) Se d e (0,3 ), Entao {X;}ez ¢ processo estaciondrio e invertivel de longa dependéncia.
b) Se d € (—3,0), Entdo {X;}ez ¢ processo estaciondrio e invertivel de intermedidria de-

pendéncia.

c) Se d =0, Entao {X;}icz é processo estaciondrio e invertivel de curta dependéncia.

Note que um processo ARFIMA(p,d,q), com d = 0, é um processo ARMA(p, q) cuja
funcao de autocorrelacao tem decaimento exponencial.

O proximo Teorema examina a existéncia e unicidade da solugao estacionaria do processo
ARFIMA(p, d, q) dado pela equacdo (3.7), juntamente com a causalidade e invertibilidade. Sua
demostragao ¢ encontrada em Palma (2007), pag.44.

Teorema 3.4. Considere o processo ARFIMA(p, d, q) definido pela equacdo (3.7). Assumimos
que os polinomios ¢(-) e O(-) nao tém raizes em comum e que d € (—1, 5 ). Entéo:

a) Se as raizes de ¢(-) est@o fora do circulo unitario {z : |z| = 1}, entdo existe e ¢ tnica a
solugdo estacionaria de (3.7) dada por:

0(2)
(2

b) Se as raizes de ¢(-) estao fora do disco unitario fechado {z : |z| < 1}, ent@o a solugao
{Xi ez € causal.

+o0o
X, = Z VYie—j, emque YP(z) = (1— z)™¢

j=—o0

~—

c) Se as raizes de 6(-) estao fora do disco unitario fechado {z : |z| < 1}, entdo a solugdo
{Xi}iez € invertivel.

A seguir, apresentamos um quadro com os principais modelos para séries temporais per-
tinentes a este trabalho. O quadro menciona os mais importantes comportamentos desses
processos no dominio do tempo ( caracterizados pela funcao de autocorrelagdo, p,(-)) e no
dominio da frequéncia ( caracterizados pela fun¢ao densidade espectral, f, (-)).
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Modelos

Dominio do Tempo

Dominio da Frequéncia

Py () decai exponecialmente

fx (+) é limitada

apos o "lag"g — p
e € infinita em extensao;

AR(p) (rapidamente) e/ou , e periodica;
senoidalmente amortecida,
e € infinita em extensao;
py (+) € finita, fy () ¢ limitada
MA(q) no sentido de e periodica;
apresentar um corte
apos o "lag"q;
Py (+) decai exponencialmente e/ou | f, (-) possui decaimento
ARMA(p, q) senoidalmente amortecida exponencial, e

¢ geometricamente
limitada;

ARFIMA (p, d, q)

Py (+) decai hiperbolicamente
(suavemente) para zero,
quando d € (0,1);

fy (+) é ilimitada (tende
ao infinito) quando
as frequéncias se
aproximam de zero.

Maiores detalhes sobre os processos ARFIMA(p, d, ¢) podem ser encontrados em Fox e Taqqu
(1986), Brockwell e Davis (2006), Sowell (1992), Beran (1994), Robinson (1995a), Baillie (1996),
Peiris e Singh (1996), Reisen e Lopes (1999), Lopes et al. (2004), Lopes (2007) entre outros.
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Capitulo 4

Processos Fracionarios Generalizados

Os processos ARFIMA(p, d, q) sdo utilizados por um grande numero de trabalhos, porém
estes processos nao sao suficientes para resolver todos os problemas sobre longa dependéncia.
Deste modo, é necesséria alguma generalizagao que possa resolver uma quantidade maior desses
casos.

Um exemplo de generaliza¢ao sugerido por Hosking (1981), é o modelo:

#(B)(1 — 2uB + BHMN X, — p) = 0(B)e;, para todo t € Z, (4.1)

no qual estao incluidos os processos ARFIMA(p, d, q), pois, quando u = 1, temos que d = 2.

Este modelo somente foi estudado recentemente, devido a complexidade na inversao do fator
(1 —2uB + B?)*.

Inicialmente, ele foi investigado por Gray et al. (1989) que utilizou as fungoes geradoras
dos polindmios Gegenbauer para sua definicdo (Ver Definigao 4.1). Os processos indicados
por Hosking, dados pela expressao (4.1), como dito anteriormente, sdo uma generaliza¢ao dos
processos ARFIMA(p, d, q), em que a funcao densidade espectral é ilimitada para alguma fre-
quéncia do intervalo [0, 7], enquanto que no modelo ARFIMA(p, d, q) ela ¢ ilimitada somente
na origem.

A seguir, definimos os polindmios Gegenbauer os quais sao de grande importancia para a
definicao dos processos GARMA e k-Factor GARMA, modelos de interesse para este trabalho.

4.1 Polindmios Gegenbauer

Os polindémios de Gegenbauer sao muito aplicados na Matemética, tanto por sua ortogona-
lidade, quanto por suas propriedades recursivas. A seguir, definimos os polinémios Gegenbauer
os quais sao de grande importancia para a definigao dos processos GARMA e k-Factor GARMA,
modelos de interesse para este trabalho.

Definicao 4.1. Os polinomios Gegenbauer, denotados por C’J(-)‘) (u), sdo definidos como os coe-
ficientes na expansao em série de poténcia da seguinte funcao:

(1-2uz+25)=>" Mz, (4.2)

JEL>
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para A # 0, |u| < 1e |Z] <1, em que:

l3/2] . .
N (=N =k + j)(2u)? 2"
€ (w) = ZM TNk + 1T() — 2 + 1) (4:3)

para todo j > 0, com |[z] sendo a parte inteira de z, em que I'(-) é a funcao Gama definida
por:

i) T'(z)= t"te7tdt, x> 0;
0
i) I'(z) =00, z=0;
iii) T(x)=2"'"T(zx+1), z<O0;
7r
iv) D)1 —2) = ——.
iv)  T(a)l(1 - ) sen(m)

Os polinémios Gegenbauer podem ser aproximados por:

O](-A)(U) ~ COS[(‘?Z\;\)SGGH;(S)WM)] (g) 7 , quando j — oo,

J
em que a constante G ¢ dada por G = cos™!(u).
Assim, quando A < 1, C’JQ)(') decresce numa taxa hiperbdlica, quando j — oc.

Computacionalmente, podemos calcular CJ(-)‘)(-) usando a seguinte féormula recursiva:
A—1 A—1
A A A

para todo j > 2, com C(()’\)(u) =1, C’f/\)(u) = 2\u, C’Q(A)(u) =2M(A + 1)u? — A\
Tendo definido os polinémios Gegenbauer, podemos definir os processos Gegenbauer e, con-
sequentemente, os processos GARMA.

4.2 Processos GARMA

Seja { X }+ez um processo estocastico dado pela expressao:
(1—2uB+B)NX, —pu) =&, t €7, (4.4)

em que |u| < 1, p é a média do processo, B é o operador de defasagem ou de retardo, isto é,
B/(X;) = X;_;, para todo j € N e {;};cz ¢ um processo ruido branco.
Se o fator (1 — 2uBB + B*)* ¢ invertivel, entdo podemos escrever formalmente:

X, = pu+ (1 —2uB + B*) ¢, paratodo t € Z.

Utilizando-se a equagao (4.2), o processo {X;}icz pode ser escrito na sua representacao
média maével infinita:

Xe=p+ Y CPu)e, (4.5)

JE T
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em que (C]W()) je 7 580 os polinomios Gegenbauer definidos na equagao (4.3). Assim, temos a
seguinte defini¢ao.

Definigao 4.2. O processo {X;}icz, dado pela equagao (4.5), é chamado de processo Gegen-
bauer com pardmetros u e A e pode ser escrito pela expressao dada em (4.4).

Observagao 4.1. Podemos notar que se u = 1, em (4.4), temos:

(1—B)*MX, — p) = &, (4.6)

Neste caso, { X }1c 7 € justamente o processo fracionariamente integrado de grau ou parametro
de diferenciagao 2\, isto ¢, um processo ARFIMA(p,d, q), com p =0, d =2\ e ¢ = 0, e suas
propriedades podem ser encontradas em Hosking (1981).

Quando u = —1, a equagao (4.4) torna-se:

(1+ B (X, — p) = .

A seguir, citamos algumas propriedades dos processos Gegenbauer cujas demonstracoes
podem ser encontradas em Gray et al. (1989) e Chung (1996).

Observagao 4.2. As Definigoes 3.3 e 3.4 de longa dependéncia e intermediaria dependéncia,
respectivamente, podem ser estendidas para um processo estacionédrio qualquer da seguinte
maneira:

i) Seja {X;}iez um processo estacionario para o qual existe um ntimero real b € (0, 1), uma
constante Cy > 0 e uma frequéncia G € [0, 7] (ou um ntmero finito de frequéncias) tal
que:

fy(w) ~Ctlw—G|™, quando w — G.
Entao, {X;}icz € chamado processo estacionario com longa dependéncia.
ii) Quando b € (—1, 0), dizemos que o processo possui dependéncia intermedidria.

iii) No item i), quando {X;}tcz é um processo ARFIMA(p,d, q), com p = 0 = ¢, temos que
b=2deG =0. Assim, os processos ARFIMA(p,d, q), com p = 0 = ¢, possuem longa
dependéncia quando d € (0,0.5).

Teorema 4.1. Seja { X, };cz um processo Gegenbauer dado pela Definigao 4.2. Entao:

a) O processo {X,}iez € estaciondrio se:
i) [ul<leX<3, ou
i) Jul=1eX< 1,

b) O processo {X; ez € invertivel se:
i) [ul<leX>—3 ou
i) Jul=1eX>-1

¢) Um processo Gegenbauer estacionério possui a propriedade de longa dependéncia se:

i) lu<le0<A<1i ou
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i) [ul=1e0< X<
d) A funcdo densidade espectral do processo {X;}icz ¢ dada por:

2

O¢ iw w | —
folw) = T 2ue g o)
2
= ;—a[Q(COS(w)—U)]_2>\, para todo w € (0, 7], (4.7)
T

em que G = cos !(u) é chamada frequéncia de Gegenbauer ou frequéncia G, isto ¢, a
funcao densidade espectral torna-se ilimitada em G.
Quando w — G,

fe(w) ~ Cylw —G|7*, (4.8)

2
em que Cf = &[2|sen(G)|]_2’\ > 0.
27
e) A funcdo de autocovariancia do processo {X;}iez, quando |u| < 1 e k € Z, é dada por:

2

23?”1 — 2\)[2sen (G2 PP (u) + (—1)F PP (),

em que PP(-) sao fungoes de Legendre (ver Observagao 4.4) e pode ser aproximada por:

Vi (k) =

91-2) ;2
(k) = T—75 sen ?G) sen(Am) T'(1 — 2)) cos(kG)

™

T'(k + 2))

X NG [1+O(k™h).

f) Seja {X;}icz um processo Gegenbauer estacionario com longa dependéncia. Entao:

i) Quandou=1e0 <\ < i, a fungao de autocorrelagao do processo { X}z € dada
por:

T(1 — 20)T(k + 2))
kel
TENDk—2n11) &%

em que p, (k) ~ k**~1 quando k — oo.

px (k) =

i) Quandou =—-1e0 <A < Z—i, a funcdo de autocorrelagao do processo {X;}iez ¢ dada
por:
['(1— 2Nk +2))
k) = (=1)* keZ
xb) = s T— o M EP

em que p, (k) ~ (=1)kk**~1 quando k — oo.

35



iii) Quando |u| <le0 <\ <1,
py (k) ~ E* Lsen(m\ — kG), quando k — oo, (4.9)
em que G = cos™*(u).

Observacao 4.3. A expressao (4.9), acima, explica o comportamento senoidal da funcao de
autocorrelagao dos processos Gegenbauer.

Observacao 4.4. As funcgoes de Legendre, associadas a expressao exata da funcao de auto-
covariancia do processo { X}z dada no item e) da Proposigao (4.1), podem ser calculadas
utilizando a férmula recursiva abaixo:

_2a—1
a—b

A formula recursiva (4.10) requer os seguintes termos iniciais:

_ 14\ Y4 1 113 1—u
P20y b gLl
S W=y T (2—2)) 2'2'9 o )0

_ 1 A1/ 1 133 1—
P2 () = (—1fz> NEEVid (—5,5;5 -2 “)
2

em que F (-, +;+;+) € a fung¢ao hipergeométrica definida por:

o LT+ H)T0+5) 1
F(a,bic;w) =) [r(a)r(b)r(cﬂ)F(j + 1)} o

a+b—1
wPy_y(w) — ﬁpj_Q(x). (4.10)

P, (x)

j>1

Observagao 4.5. Woodward et al. (1998), baseado na equagao (4.5), apresenta a funcao de
autocovaridncia dada por:

7, (k) = o2 Z C;A)(U)C;j\r)k(u), para todo |u| < 1, (4.11)
JELy
em que k € Z e C](”\)(-) ¢ dado pela expressao(4.3).

Da mesma forma que podemos incluir componentes autorregressivas e médias moéveis aos
processos fracionariamente integrados puros, obtendo entao os processos ARFIMA(p,d, q),
podemos estender os processos Gegenbauer combinando-os com os processos ARMA(p, ¢). Isto
nos conduz a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.3. Seja { X}z um processo estocastico que satisfaz a equagao:

d(B)(1 — 2uB + BHNX, — 1) = 0(B)ey, (4.12)

em que p ¢ a média do processo, {; }+cz € um processo ruido branco, ¢(-) e 6(+) s@o os polinémios
de graus p e ¢, respectivamente, definidos por:
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=

B(z) =Y (—¢)z" e 0(z) =) 0,2, (4.13)

(=0
em que ¢y, 1 <L < p,eb,, 1 <m < g, sao constantes reais tais que ¢y = —1, e 6y = 1.

Entao, {X;}iez € dito um processo autorregressivo de média mdvel Gegenbauer de ordem

(p,u, A, q), denotado por GARMA((p, u, A, q).

As propriedades dos processos GARMA (p, u, A, ¢), a seguir apresentadas, sdo demonstradas
em Gray et al. (1989).

Proposicao 4.1. Seja {X;}ez um processo GARMA(p,u, A, q), (A # 0), dado na Defini¢ao
4.3, com todas as raizes das equagdes ¢(z) = 0 e 6(z) = 0 fora do circulo unitario. Entao,
valem as seguintes afirmacoes:
a) O processo {X;}iez € estaciondrio se:
i) lul<leX<i, ou
i) Jul=1eX<1.
b) O processo {X; ez ¢ invertivel se:
i) lul<leX>—1 ou
i) Jul=1eX>—1
¢) {Xi}iez € um processo com longa dependéncia se:
i) Jul<le0<A<3i ou
i) [ul=1e0< X<
d) A funcao densidade espectral do processo {X;}iez, denotada por f, (+), é dada por:
fy(w) = O—SM[Z(COS(w) —u)]"*, para todo w € (0, ], (4.14)
m|pe=)[?
em que G = cos™!(u) ¢é a frequéncia de Gegenbauer.
Podemos notar que:
i) Se |u| <1, lim,_c(w — G)*f, (w) existe e ¢ finito.
ii) Se |u| =1, lim,_,q¢(w — G)* f, (w) existe e é finito.
e) Quando k — oo,
i) pe(k)~ k" quandou=1e0< A< 3;
i) pe(k) ~ (1) quando u=-1e0 < A< 1;
iii) p, (k) ~ k* 'sen(mA — kG), quando |u| <1e 0 <A < 3.

Observacao 4.6.

i) A fungao densidade espectral dos processos GARMA (p, u, A, ¢) ndo é necessariamente ili-
mitada na origem, como nos processos ARFIMA(p, d, ¢), mas para alguma frequéncia G
do intervalo [0, 7].
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ii) Estamos interessados em encontrar a expressao assintotica da fungao densidade espectral
dos processos GARMA (p, u, A, q). Para isso, escrevemos a expressao (4.14) como:

(el
o)

em que f,.(-) é a fungao densidade espectral de um processo GARMA (p,u, A, q), com
p = 0 = ¢, dada pela expressao (4.7), com G = cos™*(u).

fr(w) = £y (w) (4.15)

Vamos supor que o processo GARMA (p, u, A, q) seja causal e invertivel. Sabemos que
liH(l) cos(z) = 1, ou seja, cos(z) ~ 1, quando z — 0 (ver Bisognin (2007), definigdo A.5).
z—

Pelas expressoes (4.15) e pela equagao de Sowell (ver Bisognin (2007), equagao (B.5), ou
Sowell (1992)), quando z — 0, temos que:

‘9( —i( z+G))|2
W(”WW
I 1(1 2p,. cos(z+G)—|—pfn’1)

- (1—2pe’2 cos(z + G)+p372)
~ QW%M@WWﬁ%

1 (1220, cos(G)+42 )

fx(z+G) = [,(z+G)

= fY(Z+G)

>lmw

X (4.16)

P (120, cos(G)+2,)

: B

- Zben@) PP
= ol (4.17)

em que G = cos™!(u), e além disso:

A expressao (4.16) ¢ validada pela equagao (4.8).

Fazendo a mudanga de variavel w = z + G, na equagao (4.17), temos que:

fy(w) ~ Cylw = G|, (4.19)

quando w — G, onde C é dada pela expressao (4.18).

Para maiores detalhes sobre os processos GARMA (p, u, A, q), ver Chung (1996) e Ferrara e
Guégan (1999).
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4.3 Processos k-Factor GARMA

Os processos ARFIMA(p, d, q), em que d € (—0.5,0.5), podem ser tratados como uma gene-
ralizagao dos processos ARIMA(p, d, ¢), em que d € N, para modelar dados com a propriedade
de longa dependéncia, isto é, quando a funcao densidade espectral é ilimitada na frequén-
cia zero. Similarmente, os processos GARMA(p, u, A, ¢) sdo tratados como uma generalizacao
dos processos ARFIMA(p,d, q) cuja funcao densidade espectral torna-se ilimitada em alguma
frequéncia G do intervalo [0, 7], ndo necessariamente a frequéncia zero. Entretanto, uma limi-
tagao dos processos ARFIMA(p, d, q) e do processo mais geral GARMA (p, u, A, ¢) é que as suas
fungoes densidade espectral tornam-se ilimitadas em apenas uma frequéncia do intervalo [0, 7].
Por esse motivo, Gray et al. (1989) sugere a inclusao de mais de um fator Gegenbauer nos
modelos GARMA.

Giraitis e Leipus (1995) e, depois, Woodward et al. (1998) estendem os modelos Gegenbauer
e GARMA, respectivamente, aos modelos k-Factor Gegenbauer e k-Factor GARMA, para os
quais a funcao densidade espectral é ilimitada para um ntmero finito k de frequéncias, chamadas
de frequéncias de Gegenbauer (ou frequéncias G), do intervalo [0, 7].

Definigao 4.4. Seja { X}z 0 processo estocastico que satisfaz a equagao:

k
[1 =208+ BN (X, — p) ==, (4.20)
j=1
em que k é um inteiro finito, |u;| < 1 e A\; é um numero fracionario, para j = 1,--- .k, p é a

meédia do processo e {&; }1e 7 € um processo ruido branco. Entao, {X;}iez € um processo k-Factor
Gegenbauer de ordem (p,u, A, q), com p = 0 = ¢, denotado por k-Factor Gegenbauer(p, u, A, q),
comp=0=gq, emquew=(u, - ,u)l e X= Ay, \)T.

Observacao 4.7. As Definicoes 2.39 e 2.40 de causalidade e invertibilidade, respectivamente,
também sao validas para os processos k-Factor GARMA(p,u, A, ¢), os quais veremos mais
adiante.

A seguir, apresentamos algumas propriedades dos processos k-Factor Gegenbauer(p, u, A, q),
com p = 0 = q. As demonstragoes dessas propriedades podem ser encontradas em Giraitis e
Leipus (1995), e em Woodward et al. (1998).

Teorema 4.2. Seja { X}z um processo k-Factor Gegenbauer(p,u, A, q), com p =0 = ¢ (ver
Definigao 4.4). Entao:

i) O processo {X;}iez € estaciondrio se u; sao distintos e, ainda:
%, quando |u,;| < 1;

A < (4.21)
, quando |u;| =1,

P

paraj:17"' 7k7

ii) O processo {X;}iez € estaciondrio e tem longa dependéncia se u; sao distintos, e ainda:
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iii)

0<\<1i 5> quando |u;| < 1;

(4.22)
0< A\ < }1, quando |u;| =1,
paraj: ]-7 7k7
Seja
3, se fuj| < 1;
i, se |u;j| =1,
com \; # 0, paraj=1,--- k. Entao, existe uma tnica solugao estacionaria, X; de (4.20)

a qual é causal e invertivel e tem representacao média movel:

k

= Z VnEtn = H(l — 2ujB+B )Ny

nely 7=1

Os coeficientes de {t, }ncz. sdo dados por:

=3y Z CN () O (us) -+ O ().

J1=0j2=0 Jk=0

emque jy+Jjo+ - -+ jp=mn

Equivalentemente podemos escrever:

Z C (wr)...C0" (ug), (4.24)

em que A:={0< ji, -,k <niji+ -+ Jp =nk
Os coeficientes {, }nez. apresentam a expansao assintética:

U, =2 Z D(K)P(E(Z—%cos(nGg + vp)

0:0<Gy<m

I'(n+2X\) —24+magA} -, AL
+£.Gzo: D(é)l"(n—l— 1)1“(2)\@)008(”(;() +O0(n k),
:Gy=0oum

quando n — oo, em que £ : 1,....k, G; = cos ! (u;), para j =1, |k,
e, 0<Gy<my
A = (4.25)

2X¢, Gy=0o0u G, =m;
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k /—1
s
Vg:GgE )\j—’/TE )\j—>\g§
1 1

( k

|2sen(Gy)| ™ H[2| cos(Gy) — cos(G;)|] ™, para 0 < Gy < m;

.

=0
J#L

D(¢) = (4.26)

k
H[2| cos(Gy) — cos(G;)|]™Y, para G, =0 ou Gy = 7.

em que f,(-) é ilimitada nas frequéncias G; = cos™'(u;), j = 1,--- ,k (frequéncias de
Gegenbauer).

v) A funcdo de autocovariancia p,(n) = E(X,X) no caso em que o 'mlekAj > 0 tem
j=1,...

expressao assintotica: p, (n) = Z ae|n|* " cos(nGy) + o(1)],
0=1, ..., k:dp>0
quando n — o0,

20, , 0<Gy<m;

Ay = (427)
a,, G¢=0ouG,=m,

2
em que a, = 7 [(1 —2)\})sen(mA;)D?*(£), e \i dada pela expressdo (4.25).
m

A expressao assintotica da funcao densidade espectral é dada por:

fro(w) ~ M()|w— Gy~ quando w — Gy,

para { =1,---  k, em que:

com D(?) dado pela expressao (4.26).
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A seguir definimos os modelos k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Definigao 4.5. Seja {X;}icz um processo estocastico que satisfaz a equagao:

k
¢(B) [ [(1 = 2u;B + B*)M (X, — p) = 6(B)e, (4.28)
j=1
em que k é um inteiro finito, |u;| < 1 e A; é um numero fracionario, para j = 1,--- .k, pu é a

média do processo, {&; ez € um processo ruido branco e ¢(-) e 6(+) sao os polinémios de graus p
e q, respectivamente, definidos em (3.8). Entao, { X, }1e 7z € um processo autorregressivo de média
movel k-Factor Gegenbauer de ordem (p,u, A, q), denotado por k-Factor GARMA (p, u, A, q),
em que u = (uy, - ,up)l e X=(Ar, -+, W)L,

Na proposigao a seguir, apresentamos alguns resultados sobre os processos k-Factor GAR-
MA (p, u, A, q) estabelecidos e provados em Giraitis e Leipus (1995) e Woodward et al. (1998).

Teorema 4.3. Seja {X;}cz um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) conforme a Defini¢ao
4.5. Entao:

i) O processo {X; ez ¢ estaciondrio se todas as raizes da equagao ¢(z) = 0 estao fora do
circulo unitario, e além disso, wu; e \;, para 1 < j < k, satisfazem a condicao do item i)
do Teorema 4.2;

ii) O processo {X;}iez € estaciondrio e tem longa dependéncia se todas as raizes da equagao
¢(z) = 0 estao fora do circulo unitario, e além disso, u; e A;, para 1 < j < k, satisfazem
a condigao do item ii) do Teorema 4.2;

iii) O processo estacionario {X;}icz € causal, se e somente se, ¢(z) # 0, para |z| < 1. Sua
representagao média moével é dada por:

0(B) 1
X, = Z PnEt—n = Q H(l — 2u;B + Bz)_AjEt.

nely 7=1

Podemos escrever:

Assim:

Logo temos a seguinte relagao:
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~—

v

vi)

em que 0(z), ¢(z), sdo polinomios dados pelas expressoes (3.4), (3.3), e:
Y(z) =142 412’ + = Y 2",
ne Z2

em que os coeficientes {¢, }ncz. sao dados pela expressao (4.24).

Resolvendo as equagoes polinomiais para {¢n }nez., obtemos os coeficientes {¢n, }nez. da
representa¢ao média mével de um processo k-Factor GARMA causal:

o =to = 1;

o1 =11 + b1 + P

2 = thy + 101 + Or + P11 + Pa;

3 = b3 + Yab + 102 + O3 + 0201 + P12 + P3;

On = Vn + Vp16h + Vp202 + -+ Y101 + 0 + Op101 + P22 + -+ + Q101 + Op.

Em que ¢, =0 para ¢ > p, e 8, = 0 para £ > q.

Observagao 4.8. Note que os coeficientes {9 }nez, 580 os coeficientes da representacao
média movel de um processo k-Factor Gegenbauer causal (k-Factor GARMA (p, u, A, q),
com p=0=q).

O processo estacionario { X;}icz € invertivel se e somente se 6(z) # 0, para |z| < 1;

A fungao densidade espectral do processo k-Factor GARMA, definido pela expressao (4.28),
¢ dada por:

— U_M : cos(w) — w.)] 2N
fx(w> - T |(b(€_iw)|2 H[Z( ( ) ])] ) (429)

LN )

=1
em que w € (0,7] e G; = cos ' (u;) sdo as chamadas frequéncias de Gegenbauer.

A fungao de autocovariancia no caso em que o méax \; > 0 tem ezpressao assintotica:
j=1,..k

o= Y @ it as(nGy) + 0(1),

0=1, ... k:dy>0 |p(e=")|

quando n — oo, em que ay é dado pela expressao (4.27), ) é dado pela expressao (4.25), e
o(1) é uma funcdo de ordem estritamente menor a funcao constante 1 (ver Definigao 2.44).
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Lema 4.1. Seja {X;}tcz um processo k—Factor GARMA(p,u, X, q) dado pela Definigao 4.5,
causal e invertivel cuja fun¢ao densidade espectral f, (-) é dada pela equagao (4.29). Entao:

/ I [f, (w)] dw = 27 1In (;’—2) | (4.30)

o T

em que 02/27 ¢ a fungao densidade espectral do processo ruido branco, denotado por {&;}sc 7.

Demonstracao: Seja {X;}icz um processo k—Factor GARMA (p, u, A, ¢) dado pela expressao
(4.28), cuja fungao densidade espectral é dada pela expressao (4.29).
Entao, podemos reescrever a fungao densidade espectral f, (-) da seguinte forma:

felw)= 3 Te ‘2H|1 Quje” " 4 eI TR (4.31)

De forma semelhante,

27 O(e=w)[2 L& , . _
_fx (w) _ ’¢(elw) H |1 _ 2uj€—zw + €—z2w|—2>\J
j=1

2

r k
— :| H 1 _ 27,1,] —zw G—ZQIU)—)\j

Jj=1

2

_ 0(2) - Qw4 22) N
- _¢<z>]JHl<1 R

, para w € (0, 7).

Sejn g(w) = 5 £ (w) ¢

Y

em que z = e "V

h(z) = [iﬂ H(l — 2ujz 4 25N, (4.32)
Entao,

g(w) = [h(e™™)[* = [A(2)]?, (4.33)

, para w € (0, 7).

Temos que h(0) = 1 e como o processo é causal e invertivel, a fun¢ao h(z) # 0, para todo
|z| < 1. Logo, as fungdes g(-) e h(-) satisfazem as afirmagoes do Teorema de Fejér para fungoes
polinomiais trigonométricas (ver Bisognin (2007), expressao (A.13) do Teorema 5), assim temos
que:

em que z =¢e ¥

—/ log (g(w)) dw = 21log(h(0)) = 2log(1) = 0.
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Por outro lado,

LM g (g(w)) dw =

1 /7r 1
-— O
2m J_. 2 ) _, &

Desta forma, temos que:

log (ii) o [Chog (e dw =0,

3 -

ou seja,

[ o)) du

—T

2
27 log (;—8) )
™

[]

A seguir, apresentamos um quadro dos modelos fracionarios generalizados e fracionario
estudados até aqui. O quadro indica os mais importantes comportamentos desses processos
no dominio do tempo ( caracterizado pela fun¢do de autocorrelagao, p, (-)) e no dominio da
frequéncia ( caracterizado pela fungao densidade espectral, f, (+)).
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Modelos Dominio do Tempo Dominio da Frequéncia
Py () decai hiperbolicamente fy (+) é ilimitada(tende ao infinito)
ARFIMA (suavemente) para zero, quando as frequéncias se
(p,d,q) quando d € (0, %), aproximam de zero;
Py () decai hiperbolicamente f, () ¢ ilimitada(tende ao infinito)
Gegenbauer e/ou senoidalmente(ou oscilante) em alguma frequéncia
(u, \) para zero, com A € (0,1) e [u| < 1, do intervalo [0, 7];
ou€(0,1)elul=1;
py (+) decai hiperbolicamente [+ () € ilimitada(tende ao infinito)
GARMA e/ou senoidalmente(ou oscilante) em alguma frequéncia
(p,u, A, q) para zero, com \ € (0, %) elul <1, do intervalo [0, 7];
ou e (0,1) e lul =1;
k-Factor py (+) decresce variando fy (+) é ilimitada(tende ao infinito)
Gegenbauer lentamente em k frequéncias
(p,u, A, q) (hiperbolicamente) para zero, do intervalo [0, 7];
comp=0=gq quando max\; > 0;
k-Factor py (+) decresce variando [+ () é ilimitada(tende ao infinito)
GARMA lentamente em k frequéncias
(p,u, A, q) (hiperbolicamente) para zero, do intervalo [0, 7].
quando max\; > 0;

Podem ser encontrados em Giraitis e Leipus (1995), Woodward et al. (1998) e Ferrara e
Guégan (2001), maiores detalhes sobre os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Na secao a seguir, apresentamos um estimador para as frequéncias de Gegenbauer e o
estimador de Fox e Taqqu (1986) para os parametros dos processos k-Factor GARMA (p, u, A, q).

4.4 Estimacao

Nesta secao, apresentamos diversos métodos de estimagao para o parametro dos processos
k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Na classe paramétrica, a estimacao de todos os parametros do processo ocorre conjuntamente
através do estimador de maxima verossimilhanca. Dentre os estimadores paramétricos, citamos
o estimador proposto por Fox e Taqqu (1986) no qual é utilizado uma aproximagao proposta
por Whittle (1951) para a matriz de autocovaridncia do processo.

No caso dos estimadores semiparamétricos e, consequentemente, nos estimadores robustos,
apenas o parametro de longa dependéncia é estimado. Ou seja, estes estimadores necessitam
da localizagao das frequéncias de Gegenbauer para estimar o parametro de longa dependéncia.

Para os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q), teriamos que expandir em série de poténcias
o termo In[2(cos(w) — u;)]?, para cada j = 1,--- ,k, que aparece na expressao (4.34) que é
mostrada a seguir. Além disso, deverfamos truncar cada série em um certo valor m;, para
j=1,--- k. Em seguida, terfamos que aplicar a técnica dos minimos quadrados para estimar
os parametros desse modelo, o que seria extremamente complicado e invidvel.

46



Tendo em vista esta dificuldade, Yajima (1996) propoe um estimador grafico para as frequén-
cias de Gegenbauer. As frequéncias de Gegenbauer sao aquelas em que a fungao periodograma
tem um maximo local.

A seguir, apresentamos um estimador para as frequéncias de Gegenbauer de um processo
k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Seja { X }iez um processo k-Factor GARMA(p, u, A, q) dado pela expressao (4.28) cuja
fungdo densidade espectral tem k singularidades, nas frequéncias G; = cos™!(u;), para j =
1,--+,k, as quais sao chamadas de frequéncias de Gegenbauer. A funcao densidade espectral
tem a seguinte expressao:

k
fo(w) = f (w) [ [2(cos(w) —u;)] >, (4.34)
j=1
em que
0_2 ‘e(e—iw)‘Q
== tod e (0, ).
[ (w) 27 ol para todo w € (0, 7]
Os parametros u; e A;, para todo j =1,--- , k, satisfazem as condi¢oes do Teorema (4.3).

Seja {V, }*_, uma sequéncia de intervalos definidos como segue: para todo € > 0 fixado e
paratodov =1, -, k,

V, =(Gy, —a,,G, —e)U (G, +¢,G, +b,),
em que {a,}*_, e {b,}*_, sdo sequéncias reais, tais que {V, }*_, é uma cobertura do intervalo

(0, 7] quando & — 0, isto &,

k

UVV: (077T]\{G17"' 7Gk}

v=1
Defini¢ao 4.6. Seja {X;},cz um processo k-Factor GARMA(p, u, A, ¢) dado pela expressao
(4.28). Seja { X}, uma série temporal obtida a partir do processo {X;}cz e seja:

n
2 :Xtefitw
t=1

a funcao periodograma. O estimador para as frequéncias de Gegenbauer G;, denotado por @j,
para j = 1,--- , k é definido por:

2

I(w) :

) i— ﬁ | (4.35)

~ 27
G, = ?argglea‘;jd(w). (4.36)
Suposicao 4.1. As fungoes f,(-) e f,(-) satisfazem as seguintes afirmagoes:

i) fi(-) é uma fungao par;

ii) f,(-) ¢ uma funcdo positiva no intervalo [0, 7];

iii) Para todov =1,--- ,kew €V, f,(-) satisfaz:
f{,(w)’ -
=0 (|lw-G, ,
7w (I )
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para todo w € (0,7]. A defini¢ao de f(x) = O(g(x)) é encontrada na Defini¢ao 2.43.
O seguinte Teorema foi estabelecido por Yajima (1996).

Teorema 4.4. Seja { X, }cz um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) com média p = 0, cuja
funcao densidade espectral satisfaz a equagao (4.34). Sob a Suposicao 4.1, para todo o € (0, 1),
quando n — 0o, temos que:

na(éj - Gj) L0, paracada j=1,---, k.

A seguir, apresentamos os estimadores para o parametro, A = (Aq,---, ), de longa de-
pendéncia para um processo k-Factor GARMA(p, u, A, q).

Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA(p, u, A, ¢) com média u = 0, cuja funcao
densidade espectral é dada pela expressao (4.34).

Os parametros u; = cos(G;), para j = 1,---  k, sdo previamente estimados por u; =
cos(@j), em que @j, j=1,--- k,sao dados através da expressao (4.36). Pela expressao (4.34),
uma vez estimados os parametros u;, a funcao densidade espectral para este processo é dada

por:

fi(w) = fy(w) [ [[2(cos(w) — ;)] (4.37)

Jj=1

Aplicando a fun¢ao logaritmica a ambos os lados da equagdo (4.37) temos:

In(f, (w)) = In(f, (w)) — Z A; In[2(cos(w) — @) (4.38)

Adicionando In(f,(0)) e In(I(w)), a ambos os lados da equacao (4.38), em que I(-) é a
fungao periodograma dada pela expressao (4.35), obtemos:

In(I(w)) = In(f,(0)) — Z Aj In[2(cos(w) — aj>]2 +In [fu (w)}

f:(0)
I(w)
+1n { 7 (w)] . (4.39)
Seja B ={0,1,--- ,g9(n)|v # v; = argmeag;;[(w),j = 1,---,k}, em que g(n) é tal que

J

gn) — oo e g 0, quando n — oo. Substituindo a frequéncia w pelas frequéncias de
2y

Fourier w, = =¥, v € B, obtemos uma forma aproximada para a equacao (4.39), dada por:

k
In(I(w,)) ~ In(f,(0)) — Z AjIn[2(cos(w,) — @;)]* + In [;(Zgj)] . (4.40)

O termo In [J;U ((15)) } , que aparece na equacao (4.39), é desprezivel se comparado com os outros
U
termos daquela equagao, sendo entao desconsiderado. Desta forma, podemos observar que a

equacao (4.40) é uma forma aproximada de uma equagao de regressao linear multipla dada por:
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k
Y, ~ Bo + Zﬂjx,,j +¢,, paratodo veEDB, (4.41)
j=1
em que
y, = In(I(w,)), ,; =In[2(cos(w,) —;)]?

com ¢, variaveis aleatorias nao correlacionadas com média zero e variadncia constante.

Geweke e Porter-Hudak (1983) propde o estimador semiparamétrico dos minimos quadrados
para o vetor de parametros 8 = (8o, 81, - , Bx) € R¥*1 dado por B = (BO, By, ,Bk) € RFt!
0s quais minimizam a fung¢ao perda abaixo:

Si(gn) = S 2, (4.42)
veB
k
em que 7, =Y, — Bo — Z ,/B\jxyj é 0 v-ésimo residuo.
j=1
Denotaremos os estimadores das componentes do parametro A = (Ay,---, \g), respectiva-
mente, por:

)\JéPHfMQ, para j=1,--- k,

para indicar os estimadores de \;, obtidos através do método de estimagao proposto por Geweke
¢ Porter-Hudak (1983).

Para estimar os parametros dos processos ARFIMA (p, d, q), Lopes et al. (2004), Lopes et al.
(2006) e Lopes e Mendes (2006) consideram o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak
(1983), Robinson (1995a), Hurvich e Ray (1995) e o estimador baseado na fung¢ao periodograma
suavizado de covariancias (ver Bisognin (2007), Se¢ao A.6), utilizando as janelas de Parzen e
Bartlett. Além dos estimadores semi-paramétricos, Lopes e Mendes (2006) utiliza as respectivas
versoes robustas MM e M@ P destes estimadores.

Da mesma forma que estendemos o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983)
para os processos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢), podemos estender os outros estimadores utiliza-
dos para a estimagao nos processos ARFIMA(p, d, q). Maiores detalhes sobre os procedimentos
de estimagao podem ser encontrados em Bisognin (2007).

Na estimagao das frequéncias de Gegenbauer e do parametro de longa dependéncia, Collet
et al. (2003) analisa dois casos particulares.

Assumindo que existam dois picos no gréafico da func¢ao periodograma de uma série temporal
{X:}7,, denotam, respectivamente, por G; e Gy as frequéncias nas quais estes picos ocorrem.
Collet et al. (2003) considera um primeiro caso quando os picos estao distantes um do outro,

isto é, |G; — G| > 0 e um segundo caso quando os picos estao proximos um do outro, isto é,
|G1 — G| ~ 0.
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Observacao 4.9. Para a situagdo quando |G; — G| ~ 0, Collet et al. (2003) analisa o vicio
do estimador proposto por Fox e Taqqu (1986), como pode ser visto nos itens a seguir.

i) Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA(p,u, A, q) definido através da expressao
(4.28). Considere a situagao do Caso II e seja { X}, uma série temporal gerada a partir
do processo {X;}iez. Ajustamos um processo (k — 1)-Factor GARMA(p, u, A, q) & série
temporal por hipotese. Seja Xj o estimador de méxima verossimilhanga para o parametro
Aj,paraj=1,--- ,p,p+2,--- k. Entao, o estimador de maxima verossimilhanca para o

~

parametro de longa dependéncia A, é tal que E()\,) > A,.

ii) Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA(p, u, A, ¢), com frequéncias de Gegenbauer
Aj, j =1,--- k. Assumimos que este processo é um (k+1)-Factor GARMA(p, u, A, q),
com Aj, j = 1,--- ke A4 frequéncias de Gegenbauer, tais que A\yy1 7# Aj, para todo
J = 1,---,k. Entao, o estimador de méxima verossimilhanga do pardmetro de longa
dependéncia )\;, denotado por A;, para j = 1,--- ,k + 1, é tal que E()\;) = \;, para
=1, ke E(\py1) = 0.

Observagao 4.10. Collet et al. (2003) propoe um procedimento para detectar o ntmero k
de picos na fungao densidade espectral de um processo k-Factor GARMA(p,u, A, q). Neste
mesmo artigo, os autores definem um critério de parada para o procedimento de estimacao de
k, fornecem o teste de Kolmogorov e Smirnov (ver Brockwell e Davis (2006)) e um teste para
decidir se a estimacao do parametro de longa dependéncia A é significativamente diferente de
zero ou nao (teste de t-Student).

A seguir, apresentamos os coeficientes das representagoes média moével infinita e autorre-
gressiva infinita as quais sao de grande importancia na demonstragao do Lema 4.2 abaixo.

Um processo k-Factor GARMA(p, u, A, q) é dito causal, ver Proposigao 4.3, item iii), se
existe uma sequéncia {pr}rez, tal que 32,7 | @i < oo e

0(2)
¢(2)

Um processo k-Factor GARMA (p, u, A, q) ¢é dito invertivel, ver Proposigao 4.3, item iv), se
existe uma sequéncia {m }icz. tal que ., |m| < oo e:

(1 —2u,; B+ B*) ™. (4.43)

=

p(z) = Z pr 2t =

Le L j=1

k
m(z) =) mz = z((z) [T - 2uB+ BN (4.44)

leZs 2) i

O Lema 4.2 a seguir, apresenta um resultado sobre a soma finita do produto entre os coefi-
cientes das representacoes média movel infinita e autorregressiva infinita, respectivamente, para
os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q) causal e invertivel. Este resultado é muito importante
na previsao de séries temporais utilizando estes processos.

Lema 4.2. Seja {X;}icz um processo k-Factor GARMA(p, u, A, ¢), causal e invertivel, dado
pela expressao (4.28). Entao:

¢
Z peme—y =0, (4.45)
1=0
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em que ¢, e m, sao, respectivamente, os coeficientes da representacao média moével infinita e
autorregressiva infinita dados nas expressoes (4.44) e (4.43), respectivamente.

Demonstracao: Por hipotese, o processo {X;}icz é causal e invertivel. Como consequéncia,
temos que:

£>01=0

S - (5] (5]
(

Portanto,

Ou seja,

Z(,O@ m—; =0, paratodo? > 1.
1=0
[
O Lema 4.2 acima, nos fornece o comportamento dos coeficientes da série numérica obtida
pelo produto das representacoes média mével e autorregressiva infinitas dos processos k-Factor
GARMA(p,u, A, q) causal e invertivel. Este resultado sera extremamente importante na pre-
visao utilizando estes processos. Maiores detalhes sobre previsao, utilizando os processos k-
Factor GARMA (p, u, A, ¢), podem ser encontrados em Ferrara e Guégan (2001).

Na Secao a seguir, apresentamos o estimador de méaxima verossimilhanca, proposto por Fox
e Taqqu (1986) para modelos ARFIMA(p, d, q).
Utilizamos, durante este trabalho, a seguinte notacao para a algebra maricial:

Notacao: A matriz BT ¢ a matriz transposta da matriz B.

4.4.1 ESTIMADOR F'T

Para modelos ARFIMA(p,d, q), Fox e Taqqu (1986), utilizando a aproximacao sugerida
por Whittle (1951), apresenta condi¢oes que permitem que este estimador seja consistente e
tenha distribui¢do normal assintotica para sequéncias com forte dependéncia. Sowell (1992),
por sua vez, apresenta resultados para o estimador de maxima verossimilhanga exata. Ooms
(1995) mostra alguns resultados para modelos com longa dependéncia sazonais fazendo uma
comparagao entre trés estimadores: o estimador de maxima verossimilhanca exata proposto por
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Sowell (1992), o estimador de méxima verossimilhanca aproximada proposto por Fox e Taqqu
(1986) e o estimador baseado na regressao da fungao periodograma proposto por Geweke e
Porter-Hudak (1983).

A seguir, descrevemos o procedimento para encontrar o estimador de maxima verossimi-
lhanca aproximada.

Seja {X;}ez um processo gaussiano com média p > 0 e fungao densidade espectral dada
por:

Ix(w,n,0%) = f(w,n), w € (0, 7],

em que o? > 0 (nao precisa ser a variancia do processo X;) e f(-,n) ¢ uma fungao da forma:

flw,n) =~ |w|*PG, (w), quando w — 0,

com 0< a(n) < 1 e G,(w) uma fungao que varia suavemente quando w— 0 ( ver Observagao
3.5, ou Observagao A.1 em Bisognin (2007)) e i é o vetor de parametros desconhecidos os quais
desejamos estimar.

A estimacao dos parametros do vetor 1) e 02 é obtida através da série temporal X;, Xs, - -+ , X,
cuja funcao de distribuicao conjunta, ou fungao de verossimilhanca, é dada por:

T-1
blan0?) = (2m)F | Qunl eop { - =2 1021, (1.46)
emquex = (T, Ty, -+ ,2,)" € R"eQ,(n) éamatriz de Toeplitz contendo os valores da fungao

de autocovariancia do processo { X, }ez cujos elementos sao dados por {Q,(n)}i; = vx (| i —j|),
1 <i,j <n.
Aplicando a fun¢ao logaritmica na equacao (4.46) obtemos a seguinte expressao:

£, ,0%) = 2 (2m) — ] Qul)| — 577 @; ()= (4.47)

O estimador de mdzima verossimilhanca de n e de o é obtido maximizando-se a funcao
L(x,n,c?) com respeito ao vetor de parametros n e 2.

Computacionalmente, é complicado obter a inversa da matriz de autocovariancias @, (n).
Whittle (1951) estabelece a forma aproximada para Q,,'(n). Fox e Taqqu (1986), fazendo uso
desta aproximacao, aplica o método da maxima verossimilhanca aproximada para estimar 7 e

0% maximizando a funcao:

h(z,n,0%) = (\/21_7”;)” exp{—%}, (4.48)

— — — — 1
emque Z = (X; — X, Xo — X, -+, X,, — X) comX:—g X; e A,(n) é uma matriz de
n
i=1

ordem n X n, proposta por Whittle, para aproximar @, '(n), em que o (i, j)—ésimo elemento ¢
dado por:

1 " w -1
(Al = oims(0) = e () = s [ ]



Os estimadores de maxima verossimilhanca aproximada de 1 e 02 que maximizam a equacao
~ ~ /\2
(4.48), sao denotados por 7, e 7.
Maximizar a fungao h(z,n, 0?) é equivalente a encontrar 7, que minimize:

320y = A2

Computacionalmente, o estimador de maxima verossimilhanca é obtido minimizando a
fungao, na forma discreta:

n

)= 3o 2 (o) + 7025, (449

em que 7) denota o vetor de parametros desconhecidos, w; = %, j€{0,1, - Kl|j # %}, sa0

as frequéncias de Fourier e K = |251]| (| ] significa a parte inteira de z).

Denotado por F'T', o estimador de maxima verossimilhanca aproximada proposto por Fox e
Taqqu (1986), sob certas condigdes de regularidade, é consistente e tem distribuigao assintética
normal. Um estudo completo desse estimador pode ser encontrado em Fox e Taqqu (1986) e
Beran (1994).
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Capitulo 5

Modelos de Espaco de Estados

Neste capitulo, apresentamos os modelos de espago de estados e o algoritmo recursivo de esti-
macao chamado filtro de Kalman na estimacao dos parametros dos modelos k-Factor GARMA.
Os modelos de espago de estados sao uma classe de modelos que vem obtendo grande espago na
analise de séries temporais a partir do final da década de 80. Essa classe tem sido muito estu-
dada nas ultimas décadas, a qual foi apresentada inicialmente por Kalman (1960), e Kalman e
Bucy (1961) com trabalhos relacionados a controle de sistemas lineares. Akaike (1974a) foi um
precursor a aplicar os modelos de espago de estados em modelos ARMA. Esses modelos tém
sido largamente usados para modelar dados em Economia (Harrison e Stevens, 1976; Shumway
e Stoffer, 1982; Harvey e Pierse, 1984; Kitagawa e Gersch, 1984), dados da area médica com
Jones (1984), e também das ciéncias do solo com Shumway (1985), dentre outras areas. A pro-
posta da analise de espaco de estados é inferir relevantes propriedades de séries de dados nao
observados (estados), a partir do conhecimento de séries de dados observados (observagoes).

Os processos lineares (ver Definigao 2.41) podem ser expressos em termos de um sistema
linear de espaco de estados, assim como podem ser descritos por uma decomposicao de Wold.
Essas representagoes de um processo, segundo Palma (2007), sdo equivalentes e estdo rela-
cionadas.

Com o intuito de representar os processos GARMA e k-Factor GARMA em um sistema de
espaco de estados, necessitamos saber sob quais condigoes podemos encontrar tais represen-
tacoes. Na observacao abaixo, comentamos duas importantes condi¢oes para a representacao
em espaco de estados que sao utilizadas neste trabalho.

Observacao 5.1.

i) Se {X;}icz € um processo estacionério puramente nao deterministico, entao, pelo Teorema
da Decomposi¢ao de Wold (ver Teorema 2.4) o processo pode ser expresso por:

X = E Vigr—j, em que Py = 1, E %2' < 00, € {€;}tez € um processo ruido branco de
JEL> JEL>

variancia o? .

Note que o processo { X}z estacionario puramente nao deterministico é escrito como

um processo linear, logo pode ser representado por um sistema de espago de estados.

ii) Se {X;}ez € um processo Causal, entdo existe uma sequéncia {1, },ez. tal que:
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X, = Z UVnEtm, t €L € Z | 1 | < 00.

nGZ; TLEZ}

Percebemos que o processo {X;}iecz causal é escrito como um processo linear (represen-
tagao média movel), logo pode ser representado por um sistema linear de espago de estados.
Dessa maneira, podemos representar os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q) causal por
um sistema de espago de estados.

Muitas séries temporais sao representadas por um sistema linear de espaco de estados. Um
modelo geral de espago de estados que representa uma série {Y; };cz. € da forma:

Vi =GX; + Wy, t€Z- (equagao de observagao), (5.1)

X1 = EFEXi+Vy, t€Zs (equagao de estado), (5.2)

A equagao de estado (5.2) pode ser interpretada como a descri¢ao da evolugao do vetor de
estado X; do sistema (vetor v x 1), no tempo t, em termos de uma conhecida sequéncia de
matrizes v X v, Fy, F1, F5,---, e uma sequéncia de vetores aleatorios Xg, Vo, Vi, Vs, - -+, em que
os vetores Vy, Vi, Vo, -+ tém ordem v x 1, para v € N.

A equagao de observacao (5.1) define a sequéncia de observagoes, Y, t € Z, as quais sdo
obtidas pela aplicagao de uma transformacao linear ao vetor X;, adicionada a um vetor ruido
W;, de ordem w x 1, para cada tempo ¢t € Z-, em que w € N. Deste modo, o comportamento
de {Y;}iez. € determinado a partir do vetor de estado X; usando a equagao de observagao.

Em seguida, listamos as hipoteses que sao usadas na analise da equagao de estado (5.2), e
na analise da equagao de observagao (5.1):

Suposicao 5.1.
a) Fo, Fy, Fy, -+ é uma sequéncia de matrizes v X v conhecidas;
b) Gy, Gy, G, -+ é uma sequéncia de matrizes w X v conhecidas;

c) {Xo, VI, WHT:t € Z-} ¢ uma sequéncia ortogonal de vetores aleatérios com momentos
de segunda ordem finitos (ver Observacao 5.2 item iii) );

d) E(V;) =0eE(W;) =0, para todo t € Zs;

e) EVV,") = Qi, EWW/) = Ry, E(V,W/) = S, em que {Qt}t€Z>7 {Rt}t€Z> € {St}tez>
sao sequéncias de matrizes conhecidas de ordens v X v, w X w e v X w, respectivamente,
para v,w € N.

Observacgao 5.2.

i) Sistema de equagoes da forma (5.1) e (5.2) é conhecido como um sistema de espago de
estados o qual é denominado modelo de espago de estados.

ii) A equacdo de estado (5.2) é generalizada na teoria de controle pela inclusao de um termo
adicional H,u; na direita da equacao, representando o efeito de aplicar um controle u;, no
tempo t, para o proposito de influenciar o estado Xy .

95



iii) Os vetores aleatorios X e Y sdo ditos ortogonais, denotamos X 1Y, se E(XY™T) for igual
a zero.

iv) Se a sequéncia {Xg, Vp, V1, Vs, -} for independente, entdo o processo X; tem a pro-
priedade de Markov (a distribuigdo de X;;; dado Xg, Xy, -+, X; é igual a distribuigao
de Xy dado X;), presente em muitas aplicagdes na area da Fisica. Em outras palavras,
dado o estado presente, o futuro do sistema independe do passado. E é devido a essa
propriedade que os célculos necessarios para implementar os modelos de espaco de esta-
dos podem ser colocados de forma recursiva. Por esse motivo, a representacao de espago
de estados apresenta uma estrutura simples a qual permite uma simples anélise da série
temporal.

v) Em diversos casos especiais, como veremos a seguir, as matrizes Fy, Gy, Qy, Ry e Sy séo
independentes do tempo %, isto é, sao matrizes constantes invariantes no tempo. Em tais
casos, suprimimos o subscrito t, assim as matrizes sao denotadas por F,G,Q, R e S.

vi) Temos as seguintes relagoes de ortogonalidade:

ViAX,, V1Y, 0<s<t e

WilX,, 0<s<t, WLlY,, 0<s<t.

Para mais detalhes, ver Brockwell e Davis (2006), capitulo 12.

vii) A equagao de estado (5.2) também é chamada, na literatura, de equagao de transicao,
enquanto a equagao de observacao (5.1) é denominada de equagao de medida.

Um modelo de espaco de estados estaciondrio de dimensao finita é dado pelas seguintes
equagoes:
Y, =GXy+ W, te€Z (equagdo de observagao), (5.3)

Xip1=FX;+V;,, te€Z (equagao de estado), (5.4)

em que F' e (G sao matrizes de ordens finitas v X v e w X v respectivamente, em que v, w € N.
Além disso, temos que V; ~ RB(0,Q), em que @) é a matriz de covariancia do ruido V;, de
ordem v X v, W; ~ RB(0, R), em que R é a matriz de covariancia do ruido W;, de ordem w x w,
E(V;WTI) = S para todo t € Z, a matriz S ¢ de ordem v x w, e V; é ortogonal a W; para todo
s #tcom s,t € 7.

A seguir, definimos a causalidade da equagao de estados (5.4). Essa propriedade permite

que as observagoes {Y; hez possam ser escritas em uma decomposicdo de Wold.

Definicao 5.1. A equagao (5.4) é dita estdvel ou causal se a matriz F tem todos os seus
autovalores no interior do circulo unitario, ou equivalentemente, se det(I — F'z) # 0, para todo
z € C tal que |z| < 1. Assim, a matriz F' é dita estavel.

No caso estavel, a equagao de estado (5.4) tem tunica solucdo estacionaria dada por:

X;=> FV,;,, tek (5.5)

JEZL>
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Logo, obtemos a correspondente sequéncia de observagoes também estacionaria:

=W+ Y GFV,;,, tel

JEL>

A seguir, apresentamos algumas representacoes, via espaco de estados, de modelos para
séries temporais. Salientamos que essas representagoes nao sao tnicas para cada modelo (ver
Brockwell e Davis (2006)). Desta maneira, ¢ interessante procurarmos aquela que apresenta a
menor representacao, isto é, o vetor de estados com ntimero minimo de elementos. Isto diminui
o nuimero de célculos, o que computacionalmente é muito vantajoso. Por isso, mais tarde, sera
definido os conceitos de controlabilidade e observabilidade os quais nos fornecem critérios para
tal escolha.

Para a discussao desses conceitos, apresentamos uma subclasse de modelos de espaco de
estados estacionarios de dimensao finita para o processo {Y; };cz definido pelas equagoes:

Y; = GX;+¢e, teZ (equagdo de observagao);
(5.6)
Xi1 = FXy;+ He, te€Z (equagao de estado),

{e:} ~ RB(0,%), vetor de dimensao v x 1, em que ¥ é a matriz de covariancia de ¢, e H é
uma matriz de dimensao v X w e F' uma matriz estavel de dimensao v X v, em que v,w € N .

Caso o processo {Y;}icz seja invertivel, o modelo (5.6) ¢ dito representacao de inovagoes.
Podemos observar que, se {Y;},cz tem representacao de inovagoes, entdo {Y;};c7z tem uma
representagao da forma descrita pelas equagoes (5.4) e (5.3).

Em seguida, apresentamos a reciproca da afirmagao anterior a qual é bastante utilizada
para o estudo da controlabilidade e observabilidade de um sistema de espaco de estados.

Proposicao 5.1. O modelo de espago de estados dado pelas equagoes (5.4) e (5.3) tem repre-
sentacao de inovagoes da forma (5.6) se a equagao (5.4) for estavel.

A demonstragdo desta proposigdo pode ser encontrada em Brockwell e Davis (2006) no
Capitulo 12.

5.1 Representacao em Espaco de Estados

A seguir, apresentamos a representagao em espago de estados de um processo ARMA(p, q).
Podemos escrever um processo ARMA(p, ¢) causal da seguinte forma:

Yi=¢Yia+ ... +0Y e +0ie1 + .+ 045, (5.7)

em que g, ~ RB(0,0?).
Assumimos que o processo {Y; }ez ¢ causal, e definimos:

a) m =max(p,q) e ¢; =0 para j > p;
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b) Vs =E(Y;]Y}, 5 <s)=E(Y|Ys, Yoo, Yoo, -+ );
¢) Xyjm1 = (Yyeo1, Yeprje—1, - ,Y2+m_1|t_1)T é o vetor de estados (vetor coluna).

Assim, da hipdtese de causalidade temos:

o0 o0
Yigje = E Y Egjk = E Yy Eipjr + V6, J=0,--+,m;
P

k=j+1

= Yijji—1 + e

Trocando t por t + m na equagao (5.7), tomando a Esperanga condicionada até o tempo
t em ambos os lados dessa equagao (E(Y;1m:)), e utilizando os coeficientes da representacao

j
média movel, 1); = Z Orj_ +0;, para j = 1,2,--- ,m obtemos as relagoes:
k=1

]E(}/;er|}/;j,}/;71,"‘> = E(¢1K€+m—1‘Y;€;Y;€—17'”) +E<¢2n+m72’}€7}/}717".)

+ o E(0n Y Y, Y, )
Yiemit = 01Yermo1t + 02Yepmoe + -+ oYyt

m

Z o Y;H-m—k|t €,

k=1

0o 00
Y;‘/+m|t = Z ¢k Ettm—k = Z 77ij Et4m—k + 77Dm€t;

k=m k=m-+1

= Yiimjt-1 + Umes;

= Z Ok Yeim—k|t—1 + Ymer. (5.8)
k=1

Observagao 5.3.

i) Da equagao (5.8), obtemos a seguinte expressao:

Yiemit = 01Yeqm-1t—1 + G2Yermoie—1 + - + 0mYyt—1 + Ymée. (5.9)

A expressao (5.9) juntamente com a equagao a seguir:
Yt+j|t = Yt+j|t4 + lbjst, para,j = 1’ ceem — 1’

originam a equacao de estados.
Para j = 0, temos que Yy, = Y;;—1 + &. Essa equacao origina a equagao de observacao,
notando que Yy, =Y.
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ii) Note que Yjim(¢ ¢ funcao de Yy4—1, Yip1)e—1, -, € Yigm—1:—1. Entao, o vetor de estados é
_ T
Xejt—1 = Ye—1, Yer =15 5 Yigm—1]t-1) " -

O vetor de estados descrito no item ii) da observagao (5.3) satisfaz X1t = FXyp-1+ Hey.
Assim, obtemos a equagao de estados em que {X;};c7 € sua unica solugao estacionaria:

Yir)s 0 1 0 0 -+ 0 Yije-1 C
Yot 0 0 1 0O --- 0 Yire (5
: = : : : - : : + : &t €7,
Y;‘,+m71\t 0 0 0 o 1 Y;‘/+mf2\t71 wm—l
Y;H-m|t i L ¢m ¢m71 ¢m72 to ¢1 1L Y;L—&—m—l\t—l i | wm
X111 F X, "
(5.10)
e também a equagao de observagao ( no tempo presente t):
[ Yy |
Yir1ea
,=[10 - 0 0] : +e ,t € Z. (5.11)
Pl Yitm—2t-1
i Yivm—1)t-1 ]
X,
Note que essa representacao satisfaz as equagoes:
Y, = GX;+ey
(5.12)

Xip1 = FX;+ Hey,

em que tomamos X; = Xy;—1 €, X1 = Xypq)s
Portanto, a representacao esta de acordo com as equagoes que definem o sistema de espaco
de estados dado na expressao (5.6).

Teorema 5.1. Se {X;}cz ¢ a tnica solugao de (5.10) e se {Y;}1ez ¢ dado por (5.11), entdo
{Y; }ie 7z € a tnica solugao da equacao do modelo ARMA(p, q).
Demonstragao:

Seja F' e G as matrizes coeficientes do vetor de estados X; nas equagdes (5.10) e (5.11)
respectivamente, e seja H = (¢, s, ..., )T . Entdo, a partir do modelo de espaco de estados,
definidos pelo sistema de equagoes (5.6), podemos notar que:
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Y, = GX;+ey;
Yii = GXppi+ e =GFXy + He) + 6441 = GFXy + GHey + €441

Yo = GF?X, +GFHe, +GHepq + €440

Yigmo1 = GF™ X, + GF™" 2?He; + -+ GHepimo + Etom-1;

Yiom = GF™X,+GF™ 'He, + -+ GHeyym—1 + Egm.

Assim, temos que:

—onY: = —0nGXi — Pmer;
~Om1Yiy1 = =0 1 GFXy — ¢ 1GHep — ¢ry16441 5
—Om—2Yir2 = —¢m—2GF2Xt — Om—2GFHey — o 2GHE 1 — G—2Ei12;
—01Yirm1 : —01GF" ' X, — | GF™" PHey — -+ — 1GHepym—s — Gr814m—1;

}/;H»m = GFth + GFmilH&“t + -t GH€t+m,1 + Ettm-

Somando as equagoes anteriores, e reagrupando os termos temos que:

Y;H—m _gblyt—i—m—l - ¢m—2Yt+2 - Qsm—lY;H-l - ¢th
= G(Fm_¢1Fm—l __¢m—1F_¢m)Xt
HGEF™ = g F" 2 = = o F = G 1) H — O] &

+[G(Fm_2 - ¢1Fm_3 - ¢m—3F - ¢m—2)H - ¢m—1] Et+1
+[G(F - ¢1)H - ¢2] Et4+m—2
+GH — ¢1] €4m—1

+Et4m.-
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A primeira parcela da soma é zero, visto que o polindémio caracteristico de F é dado por
det(zI—F) = 2" —¢12™ 1 —- - -—¢,,. Logo pelo Teorema de Cayley-Hamilton (ver a observagao
5.4) temos que (F™ — ¢ F™ 1 — ... — ¢, = 0).

Tomando ©; = GF"'H, para i = 1,...m temos que:

Yi+m _(blY:‘,erfl - ¢m72n+2 - (bmfly;‘%l - (ﬁmY;&
- €t+m

+ [ — &1] Erpma
9

+ [t2 — P1¢1 — @2 Etpm—2

N

-~

02

+ [Ym-1 — O1¥m—2 — -+ — G201 — Pp1] Er1

Vv
am—l

+ [V — P1¥m—1 — - — P22 — 1y — ¢ml Et.

Om

Como os coeficientes da representacao média mével deste modelo sao dados por: 9; =

Z@‘%_k +0;, para j = 1,2,--- ,m, podemos definir 6; = v; — Z(bkwj—k + Om, com

k=1 k=1
j=1,2,-,m.
Portanto,
Yiem—01Yerm1— = 0m2Yiro—Om 1Yiy1 = 0nYs = ctym+018m1+ -+ 0m 1611 +0m8; -

Logo, {Y} }+ez satisfaz as equagoes do modelo ARMA (p, q), isto &, {Y; ez definido em (5.11),
satisfaz a equagao ¢(B)Y; = 0(B)e;, para t € Z, coincidindo com a tnica solugao estacionéria
destas equacoes. O

Observagao 5.4. O Teorema de Cayley-Hamilton tem o seguinte enunciado:
Seja A uma matriz n X n sobre o corpo K e seja p o polindémio caracteristico de A. Entéao,

p(A) = 0.
Em geral, tomamos K = R neste trabalho.

A demonstracao deste Teorema encontra-se em Hoffman e Kunze (1970).
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A seguir, apresentamos alguns exemplos de representacoes em espago de estados para pro-
cesso ARMA(p, q):

Exemplo 5.1. Seja {Y;}icz um processo ARMA(p, q), com p =2 = ¢. Entao:

Yi =Y, 1+ Yo+ 0181 + 02645 + &, com m = max(p, q) = 2.

Assim:

Xip1 = { 52 qbll } X; + { z; } e (equagao de estado),

Y, = [ 10 ] X; +¢e; (equagao de observacao),
em que ¢ = @1 + 01 e Yo = P11 + P2 + s,

Analogamente, podemos escrever:

Yiga)e 0 1 Yijt-1 ] [ s ] i
N + de estado),
{ Yiyolt } { G2 1 } [ Yit1i—1 o e; (equacdo de estado)

Yy

Vi=[1 0] [ } +e: (equagao de observagao).
Yii1i-1

Exemplo 5.2. Seja {Y;}icz um processo ARMA(p, q), com p =1, e com g = 3. Entao:

Y, = $1Yio1 4 ey + Ooei—o + 03643 + €4, com m = max(p,q) = 3.

Assim:
01 O Uy
Xpp1=100 1 | Xy+ | ¢ | & (equagao de estado),
0 0 ¢ 3

Y, = [ 1 00 ] X; + e (equagao de observagao)
em que ¢y = ¢1 + b1, Yo = P11 + 02 € Y3 = P10y + O3.

Analogamente, podemos escrever:

§/t+1|t 01 0 Y;|t—1 ¢1
Yiggo | =10 0 1 Yitri-1 | + | Y2 | e (equacdo de estado),
Yiiap 0 0 ¢ Yiioi1 V3
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Yii-1
Y, = [ 1 00 ] Yis1j4—1 | + & (equagao de observagao).
Yitoi1

Exemplo 5.3. Seja {Y;}icz um processo ARMA(p, q), com p = 3, e com g = 1. Entao:

Yi=¢1Yio1 + 02Yio + ¢3Yi 3+ bher1 + £, com m = méax(p, q) = 3.

Assim:
0 1 0 (0
Xipr=1] 0 0 1 | X4+ | ¥ | & (equagao de estado),
b3 P2 1 V3

Y, = [ 1 00 ] X; + ¢ (equagao de observacao)
em que ¥ = @1 + 01, Yo = G191 + @2 € Y3 = P12 + P21 + P3.

Analogamente, podemos escrever:

Yirae 0 1 0 Yiji—1 (00
Yieoy | =1 0 0 1 Yijiji-1 | + | Y2 | & (equacdo de estado),
Yiise O3 Q2 1 Yito1i—1 3
e
Yy

Y, = [ 1 00 ] Yis1j-1 | + & (equagao de observagao).
Yirope1

Para um modelo nao estacionario ARIMA(p, d, ¢)(ver Definigao 3.2) é possivel encontrar
uma representagao de espaco de estados de dimenséo finita. Segundo Brockwell e Davis (2006),
o processo ARIMA(p, d, q) pode ser representado da seguinte maneira:

Seja {Y; }sez um processo ARIMA(p, d, q) com (1—B)?Y; satisfazendo um modelo ARMA (p, q)
(ver Definicao 3.2), entdo o processo (1 — B)%Y; tem a representacio de espaco de estados:

(1-B)Y, =GX;+¢, tez, (5.13)
em que {X;}ez é a tnica soluc¢do estacionaria da equagao:

X1 = FX; + Hey,

e sejam G, F' e H as matrizes coeficientes da representacao de espaco de estados dados pelas
equagoes (5.11) e (5.10), em que A e B sao matrizes de dimensao d x 1 e d x d respectivamente,
definidas por:
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o [0 1 0 0]
0 0 0 1 0
0 0
A=B=1,sed=1,e A=|  |,B= :
0
1 0 0 0 1
- | (DD DY) (FDTH %) d |

sed>1.

Entao, obtemos a expressao:

Yi=(1-B)% -3 () (-1,

Jj=1

com o vetor Yy 1 := (Yi_g4,-++,Y;_1)7 satisfazendo a equacao:
Y, = A(1 - B)Y, + BY,., = AGX, + BY,_; + A¢,.

Assim, definimos um novo vetor de estado T; pela concatenacao dos vetores X; e Y;_1, e a
partir disso, obtemos a equacao de estado, dada por:

X F 0 H
Tt+1 = |: t+1 :| — |: AC B :| Tt+ |: A :| Et, t e N, (514)

Deste modo, obtemos a nova equagao de observagao a partir das equagoes e (5.13) e (5.14),
dada por:

V=[G P (D) (D) e d) [ e ten

Com a condigao inicial Ty = [ ' } , € a condicao de ortogonalidade

Yo le parat € Z.

A seguir, mostramos um exemplo de representacgao em espaco de estados de um processo

ARIMA(p, d, q).

Exemplo 5.4. Seja {Y;}iez um processo ARIMA(p,d, q), com p =2, d=1 e com q=1. Entao:

(1 — ¢1B — ¢282)(1 — B))/t = (1 + 91)&}

Desta maneira, temos:
(1-=B)Y,=¢:1(1 = B)Yi_1 + ¢o(1 = B)Y, o + b, + &
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Assim:

{ X } + { ]A_I } €4 (equagéo de estado),

Y, = [ 1 01 } [ ;ftl ] + & (equagao de observagao).

Analogamente, podemos escrever:

Yiie 0 1 0 Yie (G0
Yigorr | = | &2 ¢1 O Yijipe-1 | + | ¥2 | & (equagao de estado),
Y, 1 0 1 Y1 1
e
Yy
Y, = [ 1 01 ] Yis1j1-1 | + & (equagao de observagao),
Yia

em que ¢ = @1 + 01, Yo = O191 + ¢2.

Na proxima secao, apresentamos as propriedades de controlabilidade e observabilidade de
um sistema de espaco de estados.

5.2 Controlabilidade e Observabilidade

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade permitem encontrar condigoes para a
obtencao da representacao minima em espaco de estados, isto é, aquela que tem o menor
numero de elementos para o vetor de estado. Encontrar essa representacao significa um ganho
computacional grande, & medida que ela reduz a quantidade de célculos.

Em seguida, apresentamos a matriz de Hankel cujo posto esta relacionado com a dimensao
da representagao de um processo estocastico em sistema de espaco de estados.

Seja o modelo de espago de estados dado pelo sistema de equagoes (5.6), com as suposi¢oes
[o.¢]

de que Y9 = 1 e ¢p; = GFV"'H € R, para todo j > 0, tal que Z@/JJQ < 00, entao o processo

=0
{Y, }iez pode ser escrito na expansao de Wold:
Y= ey (5.15)
=0

Assim, o processo {Y,; },c 7z pode ser caracterizado pela Matriz de Hankel H*, a qual é formada
pelos coeficientes {1;}; >0 da representacao média movel infinita do processo (dada pela equagao
(5.15)). Dessa forma, a matriz de Hankel do processo {Y;}:cz é dada por:
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U1 Y Y3
. Yy Y3 by -
H = Uy by by e | (5.16)

Note que a matriz de Hankel determina a expansao de Wold e vice-versa.
A seguir, apresentamos o conceito de controlabilidade para um sistema de espaco de estados,
com a seguinte defini¢ao:

Definigao 5.2. (Controlabilidade). Seja C' = (H, FH, F*H,---) o operador controlabilidade.
O sistema dado pelas equagoes (5.6) é dito controldvel se, e somente se, C' tem posto completo
ou, equivalentemente, CTC' ¢ invertivel.

Observagao 5.5. Uma matriz A, de dimensao m X n, é dita ter posto completo se posto(A) =
min{m,n}, isto ¢, seu posto tem o maior valor possivel. Em outras palavras, A tem posto
completo se apresentar niimero méaximo possivel de linhas (colunas) linearmente independentes.

A idéia principal do conceito de controlabilidade é: dado a historia, ou passado do processo
ruido no tempo ¢, &_1 = (- ,&,_9,&,_1), queremos escolher uma sequéncia adequada de ruidos
passados &_1 para chegar a um particular valor de X;. Para responder essa questao, podemos
escrever o estado no tempo ¢t como:

X, = He+FHe o+ F?’Hep g+ ---,

- Cgtfl.

Entdo, se o sistema ¢ controlavel, CTC tem posto completo e podemos escrever:
&= (CTO)*CTX,.

Em seguida, apresentamos o conceito de observabilidade para um sistema de espaco de
estados, com a seguinte definicao:

Definigao 5.3. (Observabilidade). Seja O = (GT, FTGT, (FT)*GT,---)T o operador observa-
bilidade. O sistema dado pelas equagdes (5.6) é dito observdvel se, e somente se, O tem posto
completo ou, equivalentemente, OTO é invertivel.

A defini¢ao de observabilidade esta relacionada com o problema de determinar os valores do
estado inicial nao observado X, da trajetoria do processo observado {Yp, Y, -} na auséncia
de ruidos de estado e de ruidos observacionais. Vamos considerar o sistema deterministico de
espago de estados:

Xt+1 - FXt 5 t € Z,
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em que Y; = (Yy, Yy, - )T é a trajetoria do processo. Caso tenhamos:

Yo = GXq
Yi — GFXO
}/2 == GF2X0

(5.17)

podemos escrever Y = OX,. Assim, se OTO tem posto completo podemos determinar, ex-
plicitamente, o valor do estado inicial como Xy = (OTO)'OTOX,, ou equivalentemente,
X, = (0TO)~10TY.

Observagao 5.6. Para um sistema de dimensao finita, o Teorema de Cayley- Hamilton esta-
belece que os operadores de observabilidade e de controlabilidade podem ser escritos, respecti-
vamente, do seguinte modo:

O — (GT, FTGT, (FT)2GT, oo (FT)nflGT)T,

C=(H FH FH,---  F"'H),
em que n = posto(O) = posto(C).

A seguir, definimos sistema de espago de estados minimal.

Definicao 5.4. Um sistema de espaco de estados é dito Minimal se, e somente se, F tem
dimensao minima entre todas as representagoes do processo linear ( ver equagao (5.15)).

Observacao 5.7. Muitas vezes, dizemos que o sistema de espaco de estados de dimensao
minima é aquele que possui o vetor de estados de menor dimensao. Isto estda de acordo com a
Definigao 5.4, pois, quanto menor a dimensao da matriz F menor sera a dimensao do vetor de
estado X; no modelo de espago de estados, dado pelo sistema de equagoes (5.6).

Para um sistema finito-dimensional, o problema de encontrar a representacao minimal é
bastante importante. Isso ocorre, visto que, quanto menor a dimensao, mais facil é sua inter-
pretacao, ou ainda, mais simples de trabalhar numericamente. No entanto, para um sistema
de dimensao infinita, encontrar a menor representacao é um problema irrelevante.

O Teorema abaixo, encontrado em Palma (2007), estabelece uma condigdo para que um
sistema de espaco de estados seja minimal.

Teorema 5.2. Um sistema de espago de estados é dito minimal se, e somente se, ele é observavel
e controlavel (ver Hannan e Deistler (1988)).

Para mais detalhes, ver Brocwell e Davis (2006), Capitulo 12; Wei (2006), Capitulo 18; e
Palma (2007), Capitulo 2.

Em geral, considerando o sistema de espago de estados :
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}/;5 = GXt+5t, tGZ,
Xt+1 = FXt“‘H(‘:t, tEZ,

em que supomos ¢y = 1 e ¢p; = GFV"'H € R, para todo j > 0, tal que wa < 00. Temos
5=0

que o processo {Y; }ez pode ser escrito em decomposi¢ao de Wold, isto ¢, Y; = Z Vigr—j.
§=0

Desta maneira, podemos representar o processo {Y;}icz em espago de estados como:

Yyt
Yii1)i—1
Xi = Yijopim1 |7 Yt+i|j:E[Y;+i|Yj,Yj_1,---],
0100 O
00100 o .
=000 1 0 CH=[t s --]" e G=[100 ---].

A seguir, veremos resultados bastantes importantes para nosso trabalho. Eles permitem afir-
mar que existe somente representacao de espaco de estados de dimensao infinita para processos
de longa dependéncia.

Vamos considerar um sistema de espaco de estados de dimensao finita dado pelas equagoes:

}/t = GXt + U2 le Za
(5.18)
Xt+1 = FXt+€t s tGZ,

em que Y; € Re X; € R”, e m é a dimensao da representagao de espago de estados.
O proximo resultado caracteriza a dimensao da representacao de espaco de estados para
qualquer processo estocastico causal {Y;};c7z dado.

Lema 5.1. Considere o sistema de espaco de estados finito dimensional dado pelo sistema de
equagoes (5.18). Se esse sistema é observavel e {Y;}ic7z € estaciondario, entao a sequéncia de
estados, {X;}icz, € também estacionéria.

O teorema a seguir relaciona a dimensao da representagao em espagos de estados de um
processo estocéstico com a relagao de dependéncia entre as observagoes do processo.

Teorema 5.3. Qualquer processo estocastico causal com representagao de espaco de estados
finito-dimensional ¢ um processo de memoéria curta, isto é, v, ~ a®, |a| < 1, em que 7, é a
funcao de autocovariancia do processo.
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As demonstracoes do Lema 5.1 e do Teorema 5.3 podem ser encontradas em Chan e Palma
(1998).

Deste modo, como consequéncia do Terorema 5.3 temos o seguinte corolério:

Corolario 5.1. Nao existe representacao em espaco de estados de dimensao finita de um
processo ARFIMA(p, d, q) com parametro de longa dependéncia d # 0.

Consideremos {Y, };c 7z um processo causal ARFIMA(p, d, ¢) com representagao média movel
infinita dada por:

0(B) i N
1= (1 =B) e = i€t=3 »
Y, o )(1 )% ;vﬁ €
em que {9;}; >0 satisfazem ¢ (z) = iwjzj = Z((i)) (1—2)"%
=0

Uma representacao de espaco de estados de dimensao infinita para este processo pode ser
expressa do seguinte modo:

}/;5 = GXt+€t, tGZ,

Xt+1 = FXt+H€t, tGZ,

em que
Yy
Yit1)e-1
X = Yivore—1 | Yivij = E[Yin| Y5, Y0, -],
010 0
F = 0 0 1 0 , H:[wl ¢2 wg }Ter[loo }

Em seguida, enunciamos trés corolarios que sao consequéncias diretas do Teorema (5.3) que
indicam como é a representacao, em espaco de estados, dos processos fracionarios generalizados
com a propriedade de longa dependéncia.

Corolario 5.2. Nao existe representacao em espago de estados de dimensao finita do processo
GARMA (p,u, A, q) (causal) estacionario de longa dependéncia, isto ¢, quando |u| < 1 e 0 <
A< i ouquando jul=1e0< A< 1.

Corolario 5.3. Nao existe representacao em espaco de estados de dimensao finita do processo
k-Factor Gegenbauer(p,u, A, q) (causal) estacionario de longa dependéncia, com p=0-=q, isto
é, quando |uj| <le0 <\ < %, ou quando |u;] =1e 0 < \; < % para j =1,2,--- , k, em que
w=(up, -, up)T e X= (A, -, )L,
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Corolario 5.4. Nao existe representacao em espaco de estados de dimensao finita do processo
k-Factor GARMA(p,u, A, q) (causal) estacionario de longa memoria, isto é, quando |u;| <
led< )< %,ouquando lu;l =1e0 <) <%paraj: 1,2,---  k,em queu = (uy, - ,ug)’
ed= (A, , )T

Pelo Teorema 5.4 abaixo, a dimensionalidade da matriz de Hankel H*, dada pela equagao
(5.16), esta relacionada com a racionalidade da fungao densidade espectral do processo {Y; ez
causal dado pela equagao (5.15). Assim, podemos perceber que a dimensionalidade do sistema
de espaco de estados esta relacionada com a dimensionalidade da matriz de Hankel.

A seguir, apresentamos a definicao de fun¢ao racional.

Definig¢ao 5.5. Uma fungao f(-) é dita racional se ela é escrita como razao de dois polindmios.

O seguinte Teorema, encontrado em Palma (2007), determina a relagdo entre o posto da
Matriz de Hankel H* e a racionalidade do processo.

Teorema 5.4. O posto de H* é finito se, e somente se, a densidade espectral do processo
{Y; }iez, dado pela expressao (5.15), é racional.

Os processos ARMA(p, q) apresentam fungao densidade espectral racional (ver equagao
(3.6)), portanto, pelo Teorema 5.4, o posto de H* ¢ finito para esses modelos. Isto significa que
todo processo ARMA (p, q) pode ser representado por um sistema de espago de estados de dimen-
sao finita. Por outro lado, a classe de processos de longa-memoria (modelos ARFIMA (p, d, q)),
nao tem func¢ao densidade espectral racional (ver equagao (3.9)), portanto toda representagao
em sistema de espaco de estados para esses modelos tem dimensao infinita, como visto no
Corolério 5.1.

Queremos representar os processos fracionarios generalizados em espacgo de estados, com
o objetivo posterior de estudarmos o filtro de Kalman para que tenhamos a possibilidade de
estimarmos os parametros desses processos via espago de estados. Indicamos como representar
tais processos, baseados em Palma (2007), a partir dos exemplos abaixo:

Exemplo 5.5. Seja {Y;},cz um processo causal GARMA (p, u, A, ¢) com representacao média
movel infinita dada por:

Y, = ——2(1—2uB + B> ijgt i

em que {1;}; >0 satisfazem ¢(z Z P2 = 1 —2uz + 257

Uma representacao de espago de estados de dlmensao infinita para este processo pode ser
expressa como:

}/;5 = GXt+€t, tEZ,

Xt+1 = FXt+H€t, tEZ,

em que

70



Vi1t
X = Yisojea | Yiij = EYiq] Y5, Yiq, -],
010 O
F = 0 01 0 , H:[¢l ,¢2 1/13 :|T e G [100 :|

Exemplo 5.6. Seja {Y;}icz um processo causal k-Factor GARMA(p,u, A, q), em que u =

(ug, -+ ,up)T e A= (Ag,-+, A\)T. Esse processo tem uma representagao média moével infinita
dada por:
0(B) +
Y, = >(B) H1—2u38—|—32 Mgy = Zgonetn,
j:l
k
em que {@n }n>o satisfazem ¢(z Z P2 = ) H(l . 22N,
j=1

Uma representacao de espaco de estados de dimensao infinita para este processo pode ser
expressa como:

Y, = GXt“‘Et, tEZ,

Xt+1 = FXt+H€t, tGZ,

em que
Yy
Yia|e-1
X = Yitopee1 | Yigipj = B[V Y5, Y1, -],
010 O
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Chan e Palma (1998) mostra que, embora um processo de longa dependéncia tem repre-
sentacao infinita em espaco de estados, a funcao de maxima verossimilhanca exata pode ser
computada recursivamente em um nimero finito de passos pelo uso do filtro de Kalman.

A seguir, introduzimos o conceito de filtro de Kalman para, posteriormente, vermos os
resultados que nos permitem computar, recursivamente, a funcao de verossimilhanca em um
numero finito de passos.

Vimos que em um sistema de espaco de estados, como por exemplo, o sistema definido
pelas equagoes (5.6), o vetor de estados nao é diretamente observado. Ele, por sua vez, pode
representar uma variavel fisica, uma dindmica econdémica, uma variavel instrumental, entre
outras. Por outro lado, temos que o processo {Y;};cz é observado. Deste modo, um problema
importante é estimar o estado ndo observado X; a partir do processo observado {Y;}cz.

Para a estimacao do estado X;, dependendo de qual informagao avaliamos, temos os seguintes
casos:

i) Predigcao: Passado do processo avaliado (---,Y;_2,Y;1);
ii) Filtragem: Passado e presente do processo avaliados (--- ,Y; 2,Y; 1,Y});
iii) Suavizagao: Passado, presente e futuro do processo avaliados (---,Y;_1, Y, Yig1, -+ ).

As equagoes recursivas de Kalman permitem encontrar os estados preditores, filtros e
suavizadores. FEssas equacoes tem por objetivo simplificar os calculos numéricos dos esti-
madores.

Neste trabalho, damos énfase ao estudo do filtro de Kalman o qual sera utilizado para
fazermos estimagoes dos parametros dos modelos fracionarios generalizados.

5.3 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um algoritmo de estimagao recursiva, introduzido por Rudolph E.
Kalman em 1960 (com Kalman, 1960 e Kalman e Bucy, 1961), o qual, inicialmente, foi rela-
cionado com controle de sistemas lineares. Esse procedimento permite descrever o comporta-
mento de um sistema dindmico (sistema que pode ser descrito por um sistema de espago de
estados). Ele calcula uma estimativa para o estado nao-observavel X; em um dado instante de
um sistema linear que evolui no tempo, perturbado por um ruido (erro). E essa estimativa,
por sua vez, é baseada em observagoes (Y;) linearmente relacionadas com esse estado, porém
também corrompidas por um ruido.

No filtro de Kalman, avaliamos o passado e o presente do processo para encontrar um
estimador para o estado nao observado X, (Filtragem).

Podemos dizer que Filtragem ¢é a estimagao do estado corrente de um sistema . O motivo
da expressao esta no fato de que é um processo para obter a melhor estimagao (que minimiza
o erro quadratico médio) a partir de dados ruidosos. Entdo, esse termo filtragem é usado no
sentido da tentativa de eliminar um sinal indesejado: o ruido do sistema.

O filtro de Kalman é, essencialmente, um conjunto de equacoes matematicas que, para um
modelo gaussiano de espaco de estados, implementa um estimador de minimos quadrados do
tipo preditor-corretor .

A simplicidade de implementacao e robustez do filtro, juntamente com o avanco da era
digital, proporcionaram sua ampla divulgacao, visto que ele possibilitou a implementagao de
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solugoes recursivas para diversas aplicagoes em tempo real. Assim, ganhou espaco em impor-
tantes areas da engenharia de controle, da fisica e de outras ciéncias. Como exemplo de apli-
cagoes, temos: processamento de sinais, navegagao acroespacial, sonares subaquéaticos, controle
estatistico de qualidade, previsao de séries temporais, computagao grafica, robotica (predi¢ao
de movimento), actstica inercial (sensores).

A seguir, descrevemos as equacoes recursivas do filtro de Kalman e seu funcionamento para
um sistema de espaco de estados linear gaussiano.

Considere o modelo de espaco de estados linear gaussiano geral que pode ser descrito na
seguinte forma:

YV, = GX;+¢e, teZ (equagado de observacao); (5.19)
Xiy1 = EBEXy+ Ry, t € Z (equagao de estado), (5.20)

em que g, ~ N(0, H;) e g, ~ N(0,Q;) para t € Z.

A equagao do estado (5.20) descreve a dinamica do vetor de estado X; que é dirigido pela
entrada estocastica {m;}icz, 0 qual é chamado de erro ou ruido do sistema. A equacao de
observagao (5.19) relaciona linearmente a resposta observada Y; com o vetor de estado nao
observado X;, e com o ruido de observagao {&;}icz.

Assumimos que as matrizes Gy, Fy, Ry, H; e (Q; sao conhecidas e podem depender de um
vetor de parametros sendo variantes no tempo, ou apenas serem constantes no tempo.

Os erros {n:}icz € {et}ez s@o assumidos serialmente independentes e independentes entre
si para todo tempo ¢ € Z. Isso implica que E[n,eT] = 0, para todo t,s € Z.

Para especificarmos a distribuicao dos vetores de estado, X; para t = 1,2,---, 0s quais
sao dados pela equagao (5.20), assumimos que o vetor inicial do estado nao-observavel Xq
tem média }A(AO e matriz de autocovariancia P, conhecidas e sua distribuicao é normal, isto
¢, Xog ~ N(Xyp, ). Além disso, supomos que X, independe de {e;}icz e de {m}icz para
todo t € Z. Assim, com essas hipoteses, segundo Brockwell e Davis (2006), o sistema tem
a propriedade de Markov, isto ¢, a distribuicao de X;;; dado X, Xy, Xs, .-+, X; € igual a
distribuicao de X;,; dado X;. Em outras palavras, a propriedade de Markov significa que dado
o presente do sistema, o futuro do sistema independe do passado, como podemos observar na
equagao de estado (5.20).

Assim, temos que {1 }iez € {€:}iez sdo assumidos ter distribuigdo conjunta normal multi-
variada com média 0 e matriz de autocovariancia bloco diagonal, denotado por:

(912 8 ]) e

i) Temos que Y7, Y5, -+ Y, 1,Y; denotam os valores observados do processo (ou variavel) de
interesse nos tempos 1,2,--- .t —1,¢.

Observacgao 5.8.

ii) Como o vetor das observagoes Y; depende de uma quantidade nao observéavel X, o vetor
de estado, temos por objetivo fazer inferéncias sobre X; a partir do conhecimento das
observagoes Y;.
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iii) A equagao de observacao (5.19) tem estrutura de um modelo de Regressao Linear Multipla
em que o vetor de coeficientes X; varia no tempo.

iv) A equagao de estado (5.20) representa um modelo autoregressivo de primeira ordem, com
natureza Markoviana da qual decorrem muitas propriedades do Modelo de espaco de esta-
dos.

A seguir, obtemos o filtro de Kalman para o modelo de espago de estados dado pelas equagoes
(5.19) e (5.20) em que Xg ~ N(Xy, Fp), e com Xq e Py conhecidos.

Para isso, queremos obter a distribuicao condicional de Xy, para t € Z, dado as obser-
vagoes Y7, Ys, -+ | Y,. Denotaremos por Y; = {Y},Ys,--- | Y;}.

Construido o modelo de espago de estados podemos calcular as previsoes f-passos a frente,
da seguinte maneira:

Xy = B(Xpo|V1, Yo, -+, Yy) = B(Xy | Y7);

Em particular, X; = E(X,[Y}) e )A(t+1|t = E(X;11]Y;). Também temos que ?Hflt =
E(Yi4e|Y7).

As estimativas }/it do vetor de estados X; resumem a informacao do passado necessaria para
prever o futuro. Quando avaliadas, novas informagoes sao utilizadas para atualizar o vetor de
estado assim como, as previsoes.

A distribuicao dos vetores de estado, denotada por P(X;), parat = 1,2,---, é determinada
pela hipotese de que, no tempo zero, Xg ~ N (XO, Py), e pela equacao de estado (5.20). Essas
distribuicoes sao referidas como distribuigoes a priori. Depois de observar os dados, atualizamos
nossa distribuicao a priori obtendo uma distribuicao a posteriori do vetor de estado. Essa
distribui¢ao a posteriori ¢ uma distribuigao condicional denotada por P(X;|Y7).

Como anteriormente citado, o filtro de Kalman é um procedimento recursivo que faz infe-
réncias sobre um estado X;. A nogao fundamental é que dadas as observagoes {Y},Ys, -+ | Y;},
a inferéncia sobre X; pode ser obtida pela aplicacao direta do Teorema de Bayes.

Informalmente, temos pelo Teorema de Bayes que a probabilidade do estado dadas as obser-
vagoes é proporcional a probabilidade das observagoes dado o estado. Assim podemos escrever:

P(Xes1| Y1) o< P(Yia [ Xogr, YE)P(Xpia|Y). (5.21)

Portanto, uma distribuigdo a posteriori P(X;11|Y;), um passo a frente, torna-se uma dis-
tribui¢ao @ priori para calcular uma nova distribui¢ao a posteriori P(X;11]Y},,), quando uma
nova observacao Y;,; torna-se avaliada.

Observacao 5.9. Na expressao (5.21), P(X¢;1|Y;, ;) denota a distribuigdo @ posteriori do
processo { X, }ez., no tempo t + 1, equanto que, P(Y;41[X;41, Y;) denota a fungao de verossi-
milhanga, e P(X,11|Y}) ¢ a distribuicao a priori para {X;}ez. .

Agora, supomos que a distribuigao a posteriori P(X;|Y;), do vetor de estados X, no tempo
t, ¢ uma distribuicao Normal com média X; e matriz de covariancia P;, temos que:

(Xe|Y7) ~ N(X,, P,). (5.22)
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Observamos que a recursao de Kalman inicia a partir da escolha, no tempo zero, de X e
P, para serem as estimativas sobre a média e a variancia de X, respectivamente.

Em seguida, temos duas etapas da recursao, tendo em vista o tempo t + 1.
1) Antes de observar Y, :

A escolha de X;;1 ¢ governada pela equagao (5.20) e como a distribuigdo a posteriori
P(X¢|Y;), é uma Normal com média X, e matriz de covaridncia P, temos que a estimativa do
estado nao observado, no tempo t + 1, dado as observagoes até o tempo ¢, é dada por:

Xt+1|t = E(Xi1]Y7) = E(FX + R | Y7)
FEX|Y]) + R E(nea|YS)
— FAE(XJY:) — FtXt-

Portanto, obtemos:
X1 = B X (5.23)

E também, a matriz de covariancia do estado nao observado, no tempo ¢t + 1, dado as
observagoes até o tempo t, é dada por:

P = Var(XeaY]) = (X7 [Y7) — EX(X4]YS)

= E([FX, + RepnenP[Y7) — [FEX|Y;))?

= E([FX; + Ry [FiXe + Repanen]T|Y7) — [FEX Y )FEX Y]

= E([FX; + R [(FX)" + (Repameen) ' ][Y]) — BEX|Y)E" (XY FS

= E([FX: + Repnen ][ X7 F + 0l REGYS) — FEX(X Y F

= E(FtXtXtTFtT + Etht—i—lRt—f—l + Rt+1nt+1X?FtT + Rt+1nt+1n£-1R?+1|YZ)
—FEX(X,|Y;)F)

= FREXX/|Y)F + REXm/ 0| YR + R B X[ Y7 F
+ R Bt [ YD R, — RE (XY, F)

= FEXIY)FE — FEXX|Y)F + R E(nean/a Y7 R,

= REXIY;) - E*(XJ|Y)IE + R B(nf | YR,

= F[Var(X|Y;)F! + R Qe Ry

= FtPtFtT + Rt+1Qt+1R;+1'

Logo temos que:
Pyt = FPF + Ri1Qua R, (5.24)

Observacao 5.10. No calculo da matriz de covariancia acima, utilizamos os seguintes argu-
mentos: os ruidos {n; }ez e {€:}iez s80 ndo-correlacionados entre si e ndo-correlacionados com
o vetor de estado inicial Xy, juntamente com o fato de que os estados X; e as observagoes
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Y; dependem linearmente, respectivamente, dos vetores (Xo, 71, M2, ---s M) € (Xo, 1, M2, oy Mty €1)
para t € Z, entao podemos concluir baseados em Brockwell e Davis (2006), que E(nX%) = 0,
E(nY') =0, para 0 < s < t, e E(&,XT) =0, E(g,Y]) =0 parat € Z.

E por este motivo que, por exemplo, obtemos: E(X;nX,|Y;) =0 e E(n1 XT|Y;) = 0.

Portanto, no tempo ¢ + 1, tendo observado Y3, Ys,--- | Y;, porém antes de observar Y1,
temos pela equagao de estado (5.20) a distribui¢ao a priori:
(Xes1|Y3) ~ N(E Xy, Prije)- (5.25)
2) Depois de observar Y;,;:

A partir do conhecimento da observagao Y; .1, queremos computar a distribui¢ao a posteriori
de X1, isto ¢, a distribuicao de (X;11|Y/,,), usando o Teorema de Bayes na expressao (5.21).
No entanto, precisamos, previamente, conhecer a fungao de verossimilhanga de (Y;41|X¢11, Y7).

A obtencao dessa distribuicao a posteriori é dada pelos argumentos a seguir:

Seja ey 1 0 erro de previsao da observacao Y;,; dadas as medidas até o tempo ¢. Entao:

€1 = Yip1— ?t—&—l\t
= Yi1— Gt+1§(t+1|t =Y — Gt+1Ft)A(t
= G X1+ 41 — Gt+1§(t+1|t
= Gi1(Xer1 — Xegaje) + €
= G(Xig1 — Ftit) + €tt1-

Assim, conhecidos Gy, F; e X; podemos dizer que observar Y. é equivalente a observar
e+1. Portanto obtemos a seguinte relagao:

P(Xe1] Yig) = P(Xeqa| Yirr, Y5) = P(Xpa| €41, Y7).

Com essa expressao, podemos reescrever a expressao (5.21) como:

P(Xet1] e, Y7) o< Plera| Xevr, Y)P(Xepa] Y7), (5.26)
em que P(e; 1| X411, Y;) € a fungao de verossimilhanga.

Observagao 5.11.
i) Pela expressao (5.26), computar a distribui¢ao @ posteriori P(X,11] Y}, ;) é equivalente a
computar a distribuicdo P(X;41|err1, Y7).
ii) Para obter a distribui¢ao P(Xy11] €141, Y;) percebemos, pela expressao (5.26), que necessi-
tamos conhecer as distribui¢oes P(esy1| Xyi1, Y7) e P(Xy11]| Y7). Esta tltima distribuigao
¢ dada pela expressao (5.25).

Agora, vamos encontrar a distribuigdo P(e;q 1| X;11, Y;). Calculando a esperanca de e;,4
dado X;,; e dadas as observacoes até o tempo ¢, temos que:
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Eers1|Xi1, Y7) = E[Gi(Xipr — X)) + 21| Xisr, Y]
E[G1 X1 — Gt B Xy + 41| Xogr, Y]]
CrE(Xpia| X1, Y7) = Gt FE(X| Xoi1, Y7) + E(erp] X, Y7)
= G1Xpp1 — GtJr/l\Ftﬁt
= G1(Xe — FXy).
Portanto, temos que E(ey 1| Xos1, Y7) = Go1 (Xes1 — FXy).
Calculando a variancia de e;; dado X;1; e dadas as observagoes até o tempo ¢, temos que:

Var(ei1]| Xes1, Y7)
= E(ef1| Xot1, Y7) = B (eri| X1, YY)
= Elerriefir]| Xerr, Y] = [Gea (X — FtXt)]
= E{[Go1(Xer1 — FX0) + e001)[Grpr (Kot — FiX) + o] Xoir, Y7}
—[Grir (Xip1 = FX)))[Grar (Xign — F X))
= E{[G1+1(Xt11 — th(t) + et {[Gr1 (X1 — th(t)]T + e H Xy, Y7}
~[Gea1(Xig1 — FX)|[(Xig1 — FX)TGT)
= E{[Gr1(Xis1 — FX)) + e01][(Xer — FX)TGT + e8] Xiga, Y}
—[Gr1 (X1 — FX))[(Xer — FX,)TGL
= B{[Gr1(Xeer — FX) + o] [(XEy — (FX)DGL + e X, Y
~[Grr (X — EX)][(XT, — (FX))GE]
= E{[Gi1(Xe1 — FX)) + eoa) (X1 GLy — (FX)TGE + e8] Xign, Y7}
—[Gi1(Xps1 — BX)[XE,GEy — (FX)TGL
= E{[G41 X411 — Gt+1Ft)A(t + 5t+1][Xt+1GtT+1 XTFTGt+1 + €t+1]| Xit1, Y/}
~[Gei1Xpp1 = G FXXE, Gy - XTFIGE ]
= E{G1 X1 XF, Gl — G X XTFIGY, + G Xl — G FXXT, G
+G FXXTEIGT | — G FX el + 600 X7 GT = 6o o XTFFGT 4+ &gl | X, Yo
— G 1 X1 X GL = Gy X XTFPGE | — Gy FXXE G + G FXXTFEGT, ]
= B{G1 X2, Gl — G Xepn XTFFGLL + G Xoel, — G FX X, G
+Gn FXIFIGL — G FXeel ) + eon XE Gl — eon XTFFGL + 22| X, YT}
— G X2 G — G Xy XTFTGT = G FX XD GL + Gy FX2FIGT
= G E(X2 | Xoar, Y7)GT — G E(Xop| X, Y)XTFIGT,
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G FXEXE | X1, Y)GTy + G EXZFFGE + G E(Xipiel | Xosr, Y7)
~Gr FXE(el | Xogr, Vi) + E(era XE | Xegr, Y7)GL — B(era| Xopr, Y)XTFLGE,
+E(e7 ] Xig1, YY)
G X2, Gy — G X XTFTGY,, — G FX XTG4 Gt FX2FTGT ]
= G X2, 6Ly — G Xy XTFIGE — G FX X7, Gl + G FXIFTGE + He
[Ger X2, GL ) = G X XTFIGE | — Gon FX XL, GE 4+ G FXZFLGT ]
= H;y.

Portanto, temos que Var(e; 1| Xi11, Y;) = Heyq.

Observagao 5.12. A peniltima igualdade é obtida devido aos seguintes fatos:
D) E(er] Xor1, Y7) =0, Bl Xerr, Y7) =0, e (2| Xog1, Y) = Hiy;
i) E(Xpi1]| Xeg1, Y;) = Xip1 0 que implica que E(X7, | X1, Y;) = X2,

iii) Utilizamos também os mesmos argumentos dados na observacao (5.10).

Desta maneira, a distribuigao P(e;y1| X411, Y;) é dada por:

(erg1] Xig1, Yi) ~ N(Giya(Xig1 — FX,), Hiy1.) (5.27)

Assim, no tempo t + 1, quando uma nova observagao Y;,; torna-se avaliada, podemos
atualizar o vetor de estado obtendo a nova distribuicao a posteriori P(Xyi1| Y[ ) a qual é
equivalente a distribuigdo P(X¢y1| €41, Y;). E essa tltima distribuigdo é obtida a partir do
Teorema de Bayes, utilizando-se as distribui¢oes de (X;11]|Y7), e de (e;41| Xiv1, Y)), as quais
sao dadas, respectivamente, pelas expressoes (5.25) e (5.27). Usamos o Teorema de Bayes da
seguinte forma:

Plerr1| X1, Yi) X P(Xepq| Y7)

P(Xt+1’ Yi1, YD =
/ Py, Xepr| Y7)dXipa
X1

(5.28)

Essa equagao descreve a distribuicao a posteriori quando avaliada a observacao Y; 1. Quando
computada a distribuicao a posteriori P(X,41| Y/, ;), retornamos ao passo inicial de recursao,
dado na expressao (5.22), considerando-a como uma distribui¢ao @ posteriori inicial para o
tempo ¢t + 1. Iniciando, assim, um novo ciclo para o célculo de outra nova distribuicao a
posteriori P(X¢12| Y, o) utilizando para seu célculo a distribuicao a priori P(Xei2| Y/ ).

No entanto, calcular a distribuicdo P(Xy41|Yy,,) a partir da equacdo (5.28) é bastante
complicado. Para driblar essa dificuldade, utilizamos um resultado conhecido da estatistica
multivariada, o qual é enunciado pela proposi¢ao abaixo.

Proposicao 5.2. Sejam X; e X, vetores aleatorios com distribuicao Normal multivariada
conjunta, entao:
X, i Y Yo
~ N , 5.29
[ Xs ] <{ H2 ] [ 31 X ( )
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{ Xg ~ N(,U27 222)
XXy ~ N(py + 2122521(}(2 — f2), X117 — 2122521221) ;

em que X;; sdo as matrizes da covariancia entre os vetores X; e X, isto é, ;; = Cov(X;, X;).

(5.30)

E o vetor { Zl } é o vetor das médias de X; e X,.
2

Agora, com o intuito de usar as distribuigoes de (X¢11]Y]), e de (ep41| Xit1, Y;), para
obter a distribui¢ao de (Xyi1|e4+1, Y;) aplicaremos a Proposigao 5.2, tomando X; igual a

e;+1 condicionado as observagoes Yi, Yo, -+ Y, e tomando X igual a X;,; condicionado as
observagoes Y7, Ys, - -+ | Y;. Deste modo, juntamente com a distribui¢ao de (X;;1|Y;) dada pela
expressao (5.25) e com a primeira equacao do sistema (5.30) temos que:
Mo = Eit 531
{ Yoo = Pryaje ( )
Com a distribuicao de (esy1]| X¢41, Y;), dada pela expressao (5.27), em conjunto com a

segunda equagao da expressao (5.30) e com a expressao (5.31) obtemos:

H1+ z31222_21(}(2 — o) = p1 + 212Pt+1|t(Xt+1 - th(t) = G (X — th(t)-

Assim, concluimos que:

=10
5.32
{ Yo =GPy, ( )

pois 1o P, t+1|t =Gy

Também, pela distribuicao de (e;41| Xy11, Y;), dada pela expressdo (5.27), em conjunto
com a segunda equagao do sistema (5.30) e com a expressao (5.31) obtemos:

S - 253 = Ht+1
& Xy —GBa P t+1‘t (Gt+1pt+1|t) =Hipy

SN Gt+1Pt+1|t pPL., PE

t+1]t * 1t Gt+1 Hipa

—1
< X — Gt+1Pt+1|t Pt+1‘t Py Gt+1 = Hiq
& Y — G B GtTH = Hiy.
LOgO, 211 = Ht+1 + Gt+1Pt+1|t G?—i—l'

Observacao 5.13. Para obtencao de 11, nos calculos acima, utilizamos o fato de que a matriz
o L e . p _ pT
de covariancia Py, € simétrica, isto &, Py, = PtH”.

Deste modo, aplicando a Proposi¢ao 5.2, em que tomamos X; igual a e;, 1, Xg igual a X, 1,
e condicionando as observagoes Y; = (Y7,Ys, -+ | Y;) obtemos:
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€t4+1 * 0 Hipy+ G Pryage Gy Gir1 Py ])
Y | ~N = |, + , 5.33
({ Xtt+1 ” t) <[ FX, } { P GEy Py, (533)

ou equivalentemente:

()~ F [ e ]) o
Ct+1 0 Gir1Prrye Hipr + Gea Py Gy
Aplicando a ida da Proposicao 5.2, na expressao 5.34 acima, obtemos a distribuicao de
(X¢4+1| €41, Y;) dada por:
(X1l errr, Yyi) ~ N(Xtﬂa Pa),

em que,

X1 = EX,+ Priape Gl (Her + G Py Gz;l)ii(eﬂrl —0)

~~

Kita
= Ft)A(t + Kip1(e441) = Ft)/it + K1 (Y — S\(t+1|1t)
= X+ K1 (Y — G Xega)e)-

Podemos reescrever essa expressao da seguinte maneira:
Xip1 = X1t + K1 (Yigr — G Xoqape) (5.35)
_ T T \—1
em que Ky = Py Gy (Hepr + Gea P Gy )™

Também, temos que:

P = P = Py Gl (Heor + Gy P Gy ) ™ G Py

v~

K1
= (] — Kt+1Gt+1)Pt+1\t-

Deste modo, obtemos seguinte equacao:
Py = — Ki1Gia) Py (5.36)
Substituindo a equagao (5.24) na equagao(5.36), temos que:
Py1 = (I = Ki1 G )(FPE + Ry Qi R (5.37)

Como a distribuicao de (Xyy1| €1, Y;) € equivalente a distribuicao de (X;41|Y7,;), pode-
mos obter a desejada distribuicao a posteriori, a qual é dada por:

(X1 Yiy) ~ N(wa Pii1),
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em que )/itﬂ e P11 s@o expressos, respectivamente, pelas equagoes (5.35) e (5.37).

As equagoes (5.35) e (5.37) sdo usadas para atualizar a média e a matriz de covariancia do
vetor de estado X;i1 quandoAuma nova observacao Y;,; torna-se avaliada.

A estimativa atualizada X;,; do vetor de estado é a soma de uma estimativa projetada,
usando observagoes até o tempo t, com o erro de previsao um passo a frente ponderado por
uma matriz K;,,, denominada Ganho de Kalman.

Podemos concluir que o filtro de Kalman é um procedimento recursivo que consiste em gerar
uma estimativa do vetor estado, a qual serd corrigida com base em uma nova observagao para
a obtengao de uma nova estimativa um passo a frente. O tamanho da correcao é determinada
pelo quao bem a estimativa preliminar prevé a nova observagao.

Observacgao 5.14.

i) O Ganho de Kalman, matriz K;.;, pode ser vista como o coeficiente da Regressdo de
Minimos Quadrados de X;;; sobre o erro de previsao e;;;, condicionado as observagoes
Y;.

ii) Assim, a média da distribuigdo a posteriori de (Xyy1| €1, Y7), Xtﬂ, ¢ a funcao de re-
gressao de Xy, 1 sobre ez, 1.

5.3.1 Resumo das recursoes do Filtro de Kalman
Dado o sistema de espaco de estados:
Y, = G Xy +ey, e ~ N(0, Hy)

7t € Z7
X1 = FXi+ R, e~ N(0,Qy)

em que E[n.el] =0, Vi, s € Z.
Definimos:
X, = E[X/|V1,Ys, Y] =X, =E[X/]Y;];
P = Var(X,|Y}) =E[(X, — X,)(X, — X,)"].

A recursao inicia a partir da escolha, no tempo zero, das estimativas da média e da variancia
do vetor de estado inicial Xy, respectivamente, denotados por X, e Fp.

As estimativas do vetor de estado e da matriz de covariancia, no tempo t+1, com observacoes
avaliadas até o tempo ¢, X, 11|, e P4q)¢, sao dadas pelas equagoes de atualizagao temporal, que
sao citadas a seguir.

Equacgoes de Atualizagao Temporal
)A(t+1|t = Ftit;
P = FtPtFtT+Rt+1Qt+1RtT+1~
Deste modo, temos que P(X;1|Y;) ~ N()A(H”t, Piia)e)
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Seja Kyv1 = Pyt Gy (Hip1 + Gy P G y) ™' a matriz ganho de Kalman. Caso uma

nova observagao seja avaliada no tempo ¢ + 1, entao obtemos X;,; e P, a partir da corregao,
respectivamente, de X, |, e de P44, pelas equagoes de atualizagao das medidas, as quais sao
citadas abaixo.

Equacoes de Atualizagao das Medidas

X1 = Xpgape + K1 (Yigr — Gen Xqan);
Pir = Py — KeaiGep1 Poagee

Assim, temos que P(Xyy1] Yiiy) ~ N(Xip, Post),

As recursoes do filtro de Kalman seguem o esquema abaixo:

Escolhidos }ACO e Py;
+

Atualizagao das Medidas(corregao)
(1) Computar o ganho de Kalman;

Atualizagao Temporal(predigao)

1) Projetar o estado a frente _
( ) ! Kip1 = Pt+1|t GtT+1(Ht+1 + Gt+1Pt+1lt GtT+1) !

do tempo (estimar);

3 PR (2) Atualizar a estimativa do estado
1t = St O com a medida Y 1;
(2) Projetar a matriz de covariancia

a frente do tempo;

Xip1 = Xyt + Kip1 (Vg1 — G Xoqaye)

(3) Atualizar a matriz de covariancia;

Pyt = F,PF' + R Qua R

Piy1 =Py — Kip1Goa Py

Observacao 5.15. Em resumo, escolhidos )/io e [y, a média e a matriz de covariancia do estado
inicial Xy, o filtro de Kalman, para cada ¢ € Z, fornece uma estimativa X, do vetor de
estado X;41 com base nas observagoes até o tempo t. Em seguida, essa estimativa ¢ corrigida
a partir da atual observagao Yi;1, fornecendo uma a corregao X1 que serd utilizada para a
atualizacao temporal da estimativa X, ), isto &, iniciando um novo ciclo com o célculo da
estimativa )A(t+2|t+1 do vetor de estado X;,5 com base nas observagoes até o tempo t+1.

Com a estimativa X;;; do vetor de estado X;,;, podemos obter uma estimativa para a
observagao Y;.1, com base nas observagoes até o tempo ¢, da seguinte maneira:

Pela equagao de observagao (5.19), uma observagao avaliada no tempo t+1, Y;11, é descrita
pela seguinte equacao:
Yit1 = G X1 + €041 (5.38)

Agora, tomando a esperanca em ambos os lados da equagao (5.38) e condicionando a Y7,
isto ¢, condicionando as observagoes até o tempo t, temos que:
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Yirie = G Xyt

em que Y;;q; ¢ uma estimativa para a observagao Y;;1, com base nas observagoes até o tempo
t.

Dispondo das n estimativas (?”0, }/}QH, e v?nlnfl) de uma amostra de observacoes, geradas
pelas recursoes do filtro de Kalman, (Y3, Ys, -+ ,Y,,), podemos calcular a fun¢do de verossimi-

lhanga do processo considerado (ver Subsegao 5.3.2).
Dessa maneira, poderemos estimar os parametros dos processos a partir da maximizagao
da fungao de Verossimilhanca, como exemplo na literatura temos o estimador de Fox e Taqqu

(1986) que utiliza uma aproximagao para a fun¢ao de autocovariancia do processo, proposta
por Whittle (1951).

Para o caso de um processo representado por um modelo de espaco de estados gaussiano,
dado pelas equagoes (5.19) e (5.20), queremos obter a fun¢ao de Maxima Verossimilhanga dado
um vetor de parametros ® que pode conter como elementos a serem estimados, por exemplo, os
parametros do processo gerador das observagoes (Y7, Ya, - - - ). Neste trabalho, estamos interessa-
dos em estudar a estimagao dos parametros de um processo k-Factor-GARMA (p, u, A, q), assim
terfamos que © = {¢1, -+ , ¢, u, X, 01, ,0,}, em que w = (uy, - ,up)’, A= (A, -, )7,
o(+) e 6(-) sao os polindmios de graus p e g, respectivamente, definidos pelas equagoes dadas

m (3.8).

Em seguida, encotramos uma expressao para a funcao de verossimilhanga para um processo

linear gaussiano representado em espago de estados.

5.3.2 Funcao de Verossimilhanca

Dada uma série temporal (Y, Y7, - ,Y,) de um processo linear gaussiano, assumimos que
os ruidos {n; } e z e {€t }1e z so vetores normais independentes e que o vetor de estado inicial tem

distribuigao N( XO,PO ) em que XO, e P, sao conhecidos. Entao, a funcao de verossimilhanga é
dada por:

t=1

Na préatica utilizamos o logaritmo da funcao de verossimilhanca:

log L(©; Y5, Y1, -+, Y,) = Y P(Y[Y} )

em que P(Y5|Y™*;) = P(Yp).

Assim, para o modelo gaussiano de espago de estados , dado pelas equagoes (5.19) e (5.20),
temos que a distribui¢ao de (Y;|Y;_ ;) é normal com média dada por:

E(Y Y7 ) = E(GX;+ee|Y[ )
= E(G:X4|Y7 ) +E(ee| Y ) = GEX] Y} )
= G Xy
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Também, temos que a matriz de covariancias de (Y;|Y;_;) é dada por:

Var(Y,[Y;,) = EY?Y.,) -E (YY)

= E(GX, + ) (G X + )T Y7 ] — (GXyjir)?
E[(GXi(GX) Y]+ E(G Xeer YT y)
+E[e (G X) Y]] + E(e2[Y] ) — (GiXye-1)(Gi Xy p1)”

= GtE(XﬂY:—ﬂG? + GtE(XtEtT|Y:—1)
+E(eXTY; )GT + H, — G X%, _,GT

= GEX]|Y; )G + H, — GE*(X|Y;_1)G/

= GIEXIY; ) — B> (X|Y{ )G = GVar(Xy|Y; )G} + H,

= GiPy G + H,.

Logo, P(Y;|Y7 ) ~ N(GXyji-1, G Py 1GT + Hy).

Portanto, a fungao densidade de probabilidade de (Y;|Y ;) ¢ dada por:

POGIYEL) = (@) PdeVar(VIYE ) exp { -3 - QUYL )T
X (Var(VIYiy) Y — BV (539)

Substituindo as respectivas média e variancia de (Y;|Y;_,), na equagao (5.39), obtemos:

1 .
POIYEL) = (20) eGPy G + B exp {31 - (6ol

X (th)t|t71G? + Hy) 'Y, — (Gt}zt\tfl)h
parat € Z.

Com isso, temos que a fungao de verossimilhaca do modelo gaussiano de espago de estados
para uma série temporal (Y, Y3, -+ ,Y,) é dada por:

n —1/2
L(©: Yy, Y1, - ,Y,) = (2m) 5" (H det[Gy Py GT + Ht]>

t=0
] — - -~
X exXp {—5 Z[Y{e — (GtXt|t71)]T(GtPt|t71G$ + Ht)_l[Y;t — (GtXt|t1)]}
t=0

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca é dada por:

log L(®; Yy, Yy, -+ ,Y,) = w log(27) — %Z log(det[GtPﬂt,thT + Hy))
t=0
1 . 7 T T -1 7
5 Z[YZ - (GtXt|t71)} (tht|t71Gt + Ht) [Y;t — (GtXt|t—1)]>
t=0

parat € Z.
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Observagao 5.16. Na literatura, ¢ bastante comum reescrevermos a funcao de verossimilhanca
em fungao do Erro de previsao e;. Desta maneira, podemos reescrever a equagao (5.39) por:

POGIY; ) = (2m) etV ar(iIY )] eap {=Glel” x (Var(6IYE) el }.

Isso se deve ao fato de que V; — E(Y;|Y; ;) =Y, — 1//\;“_1 = e;.
Calculando a variancia de e;, obtemos:
Var(e;) = Var(Y; — fft‘t_l)
= E[Y; - Vi1 — E(Yi — Yy io1)P?
= E[Y, ¥y = BY; - E(Y|Y] )P
= Var(Y|Y; ).

Deste modo, se denotarmos ¥; = Var(e;), podemos reescrever o logaritmo da fungao de
verossimilhan¢a de um modelo gaussiano da seguinte maneira:

n

10g(27‘(‘) — %Z [log(det Zt) + ez(gt)_let] s

t=0

—(n+ 1w

10gL(®7YE)7)/17 aYn): 9

parat € Z.
Essa representagao foi dada, primeiramente, por Schweppe (1965) e referida como a decom-
posic¢ao do erro de previsao por Harvey (1989).

Podemos notar que ; e e; sao calculados recursivamente pelas equacgoes do filtro de Kalman,
assim, podemos computar o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca a partir das saidas desse
filtro.

Da mesma forma, a partir das recursoes do filtro de Kalman é possivel calcular a fungao
de verossimilhanga e, a partir delas, implementar um algoritmo otimizador para o vetor de
parametros desconhecidos ® do processo. No entanto, implementar esse algoritmo para ma-
ximizar a fungao de verossimilhanga para os modelos ARFIMA, GARMA e k-factor-GARMA,
com parametros de longa dependéncia, parece ser inviavel computacionalmente, visto que suas
representagoes em espago de estados tém dimensao infinita. No paper de Chan e Palma (1998),
¢ mostrado que apesar de processos de longa dependéncia terem representagoes em espago de
estados de dimensao infinita, a fungao de méxima verossimilhanca exata, pelo uso do filtro de
Kalman, pode ser computada, recursivamente, em um nimero finito de passos.

A seguir, enunciamos um Teorema cuja demonstracao ¢ encontrada no paper de Chan e
Palma (1998) (Teorema 2.2) referente a computacdo da fun¢do de maxima verossimilhanga
exata de uma amostra finita de um modelo ARFIMA(p, d, q).

Teorema 5.5. Seja {Yq, Y1, -+, Y,_1} uma série temporal de n elementos do processo ARFIMA
(p,d,q). Se Py é a variancia do vetor de estado inicial X para uma representagao de dimensao
infinita, entao a computagao da funcao de verossimilhanga depende apenas dos primeiros n
componentes das equacoes de Kalman.
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Como consequéncia dos resultados obtidos por Chan e Palma (1998), podemos concluir que,
para os processos (causais) GARMA e k-Factor GARMA com parametros de longa dependéncia,
é possivel computar, recursivamente em um numero finito de passos, a funcao de maxima
verossimilhanca exata utilizando o filtro de Kalman. Isto significa que, para a avaliacao da
funcao de maxima verossimilhanca exata, necessitamos somente dos primeiros n componentes
do vetor de estado. Assim, os infinitos componentes restantes desse vetor podem ser omitidos
para as computagoes.

A seguir, estendemos os resultados do Teorema 2.2 de Chan e Palma (1998), para os pro-
cessos GARMA e k-Factor GARMA.

Proposicao 5.3. Seja {Yy, Y1, -+ ,Y,1} uma série temporal de n elementos do processo
GARMA(p,u, A, q)(causal). Se Py é a variancia do vetor de estado inicial X, para uma re-
presentacao de dimensao infinita, entao a computagao da funcao de verossimilhanca depende
apenas dos primeiros n componentes das equacoes de Kalman.

Da mesma forma, é obtido o seguinte resultado para os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q):

Proposicao 5.4. Seja {Yp, Y1, -+ ,Y,_1} uma série temporal de n elementos do processo k-
Factor GARMA((p, u, A, ¢)(causal). Se Py é a variancia do vetor de estado inicial Xy para uma
representacao de dimensao infinita, entao a computacao da fungao de verossimilhanca depende
apenas dos primeiros n componentes das equacoes de Kalman.

As demonstragoes das Proposigoes 5.3 e 5.4 sao equivalentes a demonstracao do Teorema
2.2 de Chan e Palma (1998) e por esse motivo serao omitidas.

Para mais detalhes sobre a funcao de maxima verossimilhanga de um processo gaussiano,
ver Brockwell e Davis (2006), Morettin e Toloi (2004), Chan e Palma (1998) e Palma (2007).
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Em suma, verificamos com este trabalho que os processos fracionérios generalizados sao
uma generalizagdo dos processos ARFIMA(p, d, q). Os processos k-Factor GARMA (p, u, A, q),
em particular, sao processos que apresentam k singularidades na funcao densidade espectral
no intervalo [0, 7], as quais ocorrem nao necessariamente na origem. Em contraste, o processo
precursor ARFIMA (p, d, q) apresenta apenas uma ilimitagao nesse intervalo, a qual ocorre na
origem. Deste modo, os processos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) podem modelar uma quantidade
maior de séries temporais comparado com os modelos antecessores.

Por outro lado, observamos que filtro de Kalman é um procedimento recursivo formado por
um conjunto de equagoes que, a cada iteragao, fornece uma estimativa do vetor de estados nao
observado de um sistema de espaco de estados. Além disso, temos que um processo k-Factor
GARMA(p,u, A, q) causal pode ser representado por um sistema de espaco de estados. Deste
modo, podemos utilizar as estimativas do vetor de estados produzidas pelo filtro de Kalman
para gerar as estimativas das observagoes de uma série temporal do processo, possilibilitando o
calculo da funcao de verossimilhanca dessa série. No Capitulo 4, apresentamos como representar
os processos fracionarios generalizados causais em sistema de espago de estados.

Podemos notar que um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) causal, quando apresenta a
propriedade de longa dependéncia, tem representacao em sistema de espaco de estados de
dimensao infinita. Esse fato, do ponto de vista computacional, acarreta na criacao de um algo-
ritmo para a computacao da fungao de verossimilhanca que necessita de uma imensa quantidade
de calculos, o que é bastante inviavel. Por esse motivo, estendemos o Teorema 2.2 de Chan e
Palma (1998) para os processos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢), que nos permite, com um numero
finito de passos, computar, recursivamente, a fungao de verossimilhanca exata desse processo
com uso do filtro de Kalman.

Portanto, podemos concluir que a partir da representacao em espaco de estados de um pro-
cesso k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) causal podemos obter, recursivamente, a fungao de verossi-
milhanca desse processo através do filtro de Kalman em um namero finito de passos, inclusive
quando a representacao do processo tiver dimensao infinita. Com isso, podemos maximizar
a funcao de verossimilhanca como fun¢ao do vetor de parametros desconhecidos do processo
O ={¢1,---,0p,u, N, 0,---,0,}, em que ¢(-) e (-) s@o os polinémios de graus p e ¢, respec-
tivamente, definidos pelas equagoes dadas em (3.8), com a finalidade de encontrar estimadores
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para estes parametros.

6.2 Trabalhos Futuros

Devido a constatagao de que é possivel obtermos a funcao de verossimilhanca dos processos
k-Factor GARMA(p, u, A, q) causal via modelo de espaco de estados, é de grande interesse
a implementagao de um algoritmo otimizador dessa fungao para um trabalho futuro, com a
finalidade de calcular os estimadores para os parametros do modelo. A seguir, citamos algumas
idéias para novos trabalhos:

i) Estender o estimador de Fox e Taqqu (1986) e Beran (1994) para os processos k-Factor
GARMA(p,u, A, q).

ii) Comparar nosso estimador (via espago de estados e filtro de Kalman) com o estimador de
méxima verossimilhanga proposto por Fox e Taqqu (1986).

iii) Através de Simulagdes de Monte Carlo, comparar os vérios estimadores utilizando o vicio,
o erro quadratico médio e a variancia.

~—

iv) Fazer previsao dos futuros valores de uma série temporal.

vi) Aplicagdo da teoria a séries de dados reais.
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