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RESUMO 

O obje t ivo deste trabalho e desenvolver um modelo 

computacional, baseado no m4todo dos elementos finitos, para o 
estudo de peças de concreto armado e protendido submetidas a es- 

tados planos de tensão. 

O estudo abrange situações de carga de curta e longa 
duração, onde consideram-se fluência e retração do concreto 8 

relaxação do aço. 
São utilizados modelos constitutivos elasto-visco- 

plásticos para descrever o comportamento dos materiais. 

Implementou-se um modelo de camadas superpostas para melhor 
representar o comportamento do concreto, onde o material é 

composto de diversas camadas que sofrem a mesma deformação. 

Cada camada possui diferentes características materiais e a 

tensão total é obtida pela soma das diferentes contribuições de 

cada camada. 

Para a fissuração da concreto, utilizou-se um modelo 
de fissuras distribuídas, que leva em conta a contribuição do 

concreto entre fissuras. 

Tanto a amadura passiva como a de pratensão são 

introduzidas no modelo como uma linha de material mais rígido 

dentro do elemento de concreto. Os deslocamentos ao longo da 

armadura são referenciados aos deslocamentos nodais do elemento 

de concreto. Deste modo, obt8m-se uma matriz de rigidez para a 
armadura com as mesmas dimensões que a matriz de rig idez  do 

elemento de concreto, A matriz de rigidez do elemento concreto- 

aço é a soma das duas matrizes. 

Considera-se aderhcia  perfeita entre o concreto e o 

aço. 

Os resultados ohtidos c o m  esse programa computacionai 

são comparados com valores experimentais disponiveis. 

xii 



The purpose of this work is to develop a computational 

model, based on the Einite element method, for the study of 

reinforced and prestessed concrete structures under plane 

stress states. 

The study comprehends short m d  long-tem loading 
situations, where creep and shrinkage in concrete and steel 

relaxation are considered. 
~lasto-viscoplastic constitutive models are used to 

describe t h e  behavior of the materiais. 

An averlay model is included to better represent the 

concrete behavior, where the material is composed by severa1 

layers which have the sane deformation. Each layer has d i f ferent  

material properties and the total stress is obtained by the sum 

of the dif ferent  contributions of each one. 
A smeared crack model is used f o r  the cracking a£ 

concrete, which considers the contribution of concrete between 

cracks , 

The passive reinforcement as well as the prestressing 

one are inserted in the model as a sti£fer material line inside 

the concrete element. The displacements along the  reinforcement 

are referred to the nodal displacements af the concrete element. 
So, a stiffness matrix for the reinforcement w i t h  the sane 
dimensions of the stiffness matrix o£ the concrete element is 

obtained. The stiffness matrix o£ the reinforcement element is 

t h e  sum of both above mentioned matrices. 

The bond between concrete and steel is assumed to be 
perf ect.  

The results obtained through this computational 

program are compared with available experimental values. 

x i i i  



1.1 - Objetivo 

O comportamento do material concreto armado e proten- 

dido 4 muito complexo e, em virtude de sua importância dentro da 

engenharia estrutural, 8 um objeto permanente de estudo. 

A diferença entre as resisthcias h tração e 

compressão do concreto; a não linearidade da relação 

tensão-deformação; a aderência imperfeita entre o aço e o 

concreto adjacente; os fenômenos da fluOncia e retração; a 

fissuração do concreto e a transmissão de esforços entre 

fissuras, entre outros, são fatores que di£icultam a análise 

deste tipo de estrutura. 

O método dos elementos finitos, que é uma poderosa 

t8cnica para solução num4rica de uma variedade de problemas 

encontrados na engenharia, pode ser empregado na analise do 

funcionamento das estruturas de concreto. 

O trabalho desenvolvido nesta dissertação apresenta 

um modelo que permite simular o comportamento de peças de 

concreto estrutural (armado e pretendido), sob estados planos de 

tensão e submetidas a cargas de curta e longa duração. São 

utilizados modelos constitutivos elasto-viscopldsticos para 
descrever o comportamento dos materiais. 

Para aplicaçao da formulação te6rica do modelo, 

utilizaram-se soluções numéricas, desenvolvidas pelo método dos 
elementos f i n i t o s ,  que foram implementadas num programa computa- 
cional em FORTRAN para rnicro-computadores compatíveis com 

IBM-PC . 

1.2 - Modelo raologico 

Reologia e a ciência que estuda o comportamento dos 



materiais, atrav6s de suas equações constitutivas, relacionando 

tensões-deformações-tempo, 

Os três tipos básicos de comportam@ntoa reofógfcos 

sbo: e18stic0, pl6stico e viscoso. A combinaçbo desses modelos 

básicos origf nam modelos conjugados , que podem representar o 

comportamento complexo de muitos materiais reais. 

~lasticidade é o TenBmeno do aparecimento de 

deformações instantâneas e reversíveis. As deformações aparecem 

simultaneamente com as tensões correspondentes e permanecem 

constantes no tempo se as tensões também permanecerem. As 

deforma~ões se anulam ao se anularem as tens6ss correspondentes. 

Para um caso de estado uniaxial de tensões, a 

comportamento elást ico pode ser representado por uma mola, 

conforme ilustrado na Fig. 1.1. Um material el8stico linear 

segue a lei de Haoke o = E e,  onde v & a tensão, E e o m6dulo 

de elasticidade longitudinal e E 4 a deformação especifica 

longitudinal. 

Plasticidade e a propriedade de um material apresentar 

deformações imediatas e não-reversíveis. Ou seja, as deformações 

não desaparecem ao serem removidas as forças que lhe deram 

origem, 

A tensão de plastificação uniaxial $ 6 o limite entre 
os domínios e ldst ico  e plástico.  A partir dela, surgem de- 

formações permanentes. 

Um corpo rígido-pl8stfco perfeito não se deforma para 

tensões menores que a tensão de plastificação. E s t e  comporta- 

mento pode ser representado por um bloco sobre uma superfície 
c o m  atrito (plslidermr), conforme a F i g ,  1.2. 

Viscosidade é o fenbraeno do aparecimento de 

deformações nSo-imediatas . O material, c o m  este comportamento, 
se deforma ao longo do tempo quando submetido a uma força. Pode 
ser representado por um amortecedor, como ilustrado na F i g .  

1 . 3 ,  No instante que 8 aplicado uma tensão rr aparece uma 
velocidade de deformação 6 ,  que segue a lei de Newton de 

viscosidade w = q e ,  onde q 6 o coeficiente de viscosidade. 
Por combinações dos modelos elástico e plástico,  

obtgm-se o modelo elastopl8stico. Este apresenta um 

comportamento elástico para tensões menores que a tensão de 



plastificação e um comportamento plds t i co  após atingida esta 

tensão. 

Figura 1.1 - Modelo elástico 

Figura 1.2 - Modelo plástico 

Figura 1.3 - Modelo viscoso 

Figura 1.4 - Modelos elastopl8sticos 

a) perfeito 

b) com endurecimento linear 



Figura 1.5 - Modelo de Maxwell 

Neste modelo, chama-se endurecimento por deformação 

plãstica ao aumento da tensão de plastificação com a defarmagão 
pldstica E sendo caracterizado por sua taxa H'(€ ) = dn / d~ . 

P B P 
Caso H f  = 0 ,  tem-se um material com endurecimento linear. Ambos 

materiais são representados pelos modelos mecânicos da F i g .  1.4. 
Combinando-se elementos elãsticos e viscosos, obt6m-se 

o comportamento viscoelástico, que caracteriza-se por apresentar 
t a n t o  deformações imediatas, como não imediatas. Em particular, 
interessa neste trabalho, o modelo viscoelástico de Maxwell, 

representado por uma mola em série com um amortecedor, como na 
F i g .  1.5. 

Um conjunto deste modelo em paralelo possibilita a 

representação do comportamento do concreto sob cargas de 

serviço. 

O comportamento de um material elasto-viscopl8stico 

pode ser representado pelo modelo realógico unidimensional da 
F i g .  1.6. 

Figura 1.6 - Modelo elasto-viscoplástico 



A resposta elgstica instantânea 4 proporcionada pela 
mola linear. O elemento de atrito toma-se ativo somente se a 

tensáo corrente G f o r  maior que a tensão de plastificaçáo wo. 
Este excesso de tensão (c - cr ) 4 absorvido pelo amortecedor, 

O 

permitindo desta maneira, que o nível de tensão exceda instanta- 
neamente o valor previsto pela teoria da plasticidade. A solugão 

tenderá para este nível de equilíbrio quando as condições de 

estado estável forem atingidas pelo sistema. 

1.3 - Conteúdo do trabalho 

Este trabalho estuda o comportamento do concreto 

estrutural submetido a estados planos de tensão. Para 

representar este comportamento, utilizou-se um modelo 

elasto-viscopl~stico que tem como casos particulares, o 

viscoelástico e o e lastopl8st ico .  

Os fenârnenos de retração, fluência, não-linearidade 

f í s ica  e fissuração são levados em conta na elaboração da 

formulação teórica. 

No programa computacional desenvolvido nesta 

dissertação, h6 um procedimento incremental no tempo, para 

solução do problema viscoelástico, e um algoritmo incremental de 

cargas para solução do problema elastoplástico. 

O trabalho foi dividido em capítulos, dos quais esta 
introdução e o primeiro. 

No segundo capitulo, faz-se o desenvolvimento do 

modelo de elementos finitos para análise de um material elasto- 
viscoplástico, segundo proposto por Owen e Hinton [ 4 6 ] .  Mostra- 

se o funcionamento do algoritmo de salução incremental para 

problemas não-lineares e explica-se o modelo de camadas adotado. 

No terceiro capitulo, são apresentados os modelos 

de elementos finitos empregados para a concreto e para a 

armadura, bem como a montagem da matriz de rig idez  global do 
sistema. . . 

No quarto capítulo, são apresentadas os modelos 

constitutivos dos materiais, destacando-se o comportamento do 

concreto tracionado e comprimido e as propriedade da armadura 

passiva e ativa.  



No quinto capítulo, descreve-se as propriedades do 

concreto e do aço ao longo tempo, nas quais destacam-se a 

relaxação do aço e a fluência e retração do concreto. 

No sexto capitulo, descreve-se a desenvolvimento 

matemático de um modelo elasto-viscoplástico para o aço, os 

t ip os  de pretensão e a implementação das etapas de solução do 
programa. 

No sétimo capitulo, são apresentados alguns exemplos 

que possuem as propriedades abordadas neste estudo. E s t e s  são 

comparados com resultados experimentais. 

No oitava capitulo, são apresentadas as conclusões do 
trabalho. 

No anexo A, faz-se a descrição do programa de entrada 
de dados desenvolvido com a finalidade de facilitar a utilização 

do programa computacional. 

No anexo B, são mostradas expressões que complementani 
as f6mulas desenvolvidas no capítulo quatro. 



2 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE DE UM MATERIAL COM 

COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO 

2.1 - Introdução 

AtravBs da teoria da elasto-viscoplasticidade, pode-se 

obter a resposta de uma estrutura para cargas de curta e longa 

duração. O modelo elasto-viscaplástico encontra soluções de 

problemas elastoplAsticos, quando a resposta atinge o estado 

estacionária. Reduzindo-se a tensão de plastificação do material 

a zero, resolvem-se problemas viscoelásticos. 

Desta forma, o programa computacional desenvolvido 

permite encontrar a solução de dois  tipos de problemas. Na 

primeira situação, busca-se determinar a resposta da estrutura 
para um carregamento i n s t an theo .  Neste caso, procura-se o 

estado de deformações da estrutura quando o tempo tende ao 

infinito. Este estado estável, corresponde a resposta de uma 

estrutura de comportamento elastoplástico,  submetida a uma carga 
instantânea. O segundo tipo de problema é a determinação da 

resposta de uma estrutura ao longo do tempo. Ou seja, busca-se 
calcular o estado de deformação da estrutura, decorrido um 

determinado tempo da aplicação do carregamento. Esta resposta 

corresponde ao compartamento viscoelástico. 

Utiliza-se o modelo de camadas superpostas para 

representar de forma mais precisa o comportamento real do 

concreto. Neste modelo, a material B composto de diversas 

camadas que sofrem a mesma deformação. Atribuindo-se diferentes 
propriedades ã cada camada, obtém-se um comportamento composto, 

que pode exibir as características da resposta 
elasto-viscoplástica do material real. 



2.2 - Comportamento elasto-viscoplbstico 

Neste item, ser8 vista a formulação matemática para 

andlise estrutural não-linear, através do método dos elementos 

finitos, de um material isotrapo homogêneo de comportamento 

elasto-viscopl6stic0, conforme o modelo reológica da F i g .  1.6. 

O programa para solução deste problema encontra-se 

apresentado em Owen e Hinton [ a s ] .  A partir deste programa, 

foram irnplementados os diversos modelos utilizados para repre- 
sentação dos materiais deste estudo e que serão mostrados nos 
capitulas seguintes. 

2.2.1 - Expressões básicas 

De uma maneira geral, para problemas contínuos 
não-lineares, admite-se que a deformação total E possa ser 

separada em uma componente elástica c*, e outra viscoplástica 
E de forma que a taxa de deformação total pode ser expressa 
VP ' 
Por 

A tensão total é calculada a partir da deformação e lást ica  de 

acordo com 

onde [D] e a matriz constitutiva do material. O começo do 

comportamento viscoplástico B governado por uma superfície de 

plast i f  icação dada por 

onde Fo 6 a tensão de plastificação uniaxial, que pode ser uma 

funçáo do parâmetro de endurecimento k. Se F < Fo, tem-se um 
comportamento elást ico,  se F = Fo plbstico, e se F > Fo 
viscoplAstico . 

necess6rio estabelecer urna lei especifica para 



determinar ais deformações viscopl8sticas a partir do estado de 

tensões. Uma forma explícita para esta lei, conforme [ 5 7 )  B 

-. a Q 
(ivp} = 7 @(F) , para F > F 

a {Q) 
o 

para F 5 Fo 

na qual 

r = I/q é o pardmetro de f lu idez;  
Q = Q({u}) e a função potencial plástico; 

@(F) e uma função definida no capítulo 4 .  

Restringindo-se ao caso de plastfcidade associada, na 

qual F = Q, a equação ( 2 . 4 )  fica 

onde { a )  é o vetor de fluxo plástico.  

2.2.2 - Incremento de deformação viscoplástica 

Com a lei para taxa de deformação viscopl8stica, 

expressa em (2 .51 ,  pode-se def in ir  um incremento de deformação 
{ (A&-) .), correspondente a um intervalo de tempo 

At = t 
n n+ 1 

- tn, usando um esquema de integração no tempo 
irnplicito, como 

Para 8 = 0 ,  obtém-se um esquema de integraçdo no tempo 
de Euler, que d t a m b é m  conhecido coma flcompletamente explícitow, 
uma vez que o incremento de deformação fica completamente 

determinado pelas condiçóes existentes no tempo tn. 

Para 8 = 1, tem-se um esquema Ncompletamante implíci- 
to", com o incremento de deformação sendo determinado pela 



taxa de deformação correspondente ao fim do intervalo de tempo. 
Para 8 = 0 , 5 ,  o esquema de integração no tempo 4 

dito implícito trapezoidal, sendo tambdm conhecido como regra de 

Crank-Nicolson. 

Para def in ir  ( (Cvp)n+l) na equação ( 2 . 6 ) ,  pode-se usar 
um desenvolvimento limitado em sBrie de Taylor, de forma que 

onde 

e { A o n )  e a variação de  tensão no tempo no intervalo A t n .  
Sendo assim, (2.6) pode ser reescrita como 

onde 

A matriz [H ] depende da nível de tensão e ser8 determinada no 
n 

capítulo 4 ,  em função dos crit4rios de plastificaçáo adotados 

para os materiais. 

2.2.3 - Incrementos de tensão 

Usando a forma incremental em ( 2 . 2 ) ,  obtkm-se 

Expressando o incremento de deformação total em termos de 

incremento de deslocamentos. t e m - s e  



onde [B] 4 a matriz de relações deformações-deslocamentos e 

{Au ) 6 o vetor de incrementos de deslocamentos nas direções dos 
n 

eixos globais cartesianos x e y.  U s a n d o  a equação ( 2 .91 ,  a ex- 

pressão (2.11) resulta em 

onde 

2 . 2 . 4  - Equações de equilíbrio 

As equações de equilíbrio a serem satisfeitas, a cada 
instante de tempo tn, sao 

1, [ B ] ~  (q} dV - {Pn) = o 

ande (P } e o vetor de cargas nodais e nodais equivalentes 
n 

devido as forças de superfície e de volume. Durante um 

incremento de tempo, as equações de equilíbrio que devem ser 

satisfeitas são dadas pela forma incremental de (2.151, como 

segue 

na qual {AP) representa a variação nas cargas durante o 
n 

intervalo de tempo At . Na maioria dos casos, os incrementos de 
n 

cargas são aplicados como passos discretos, considerando (AP } = 
n 

O para todos os passos de tempo, exceto para o primeiro dentro 
de um incremento de carga. 



Usando ( 2.9 ) e ( 2.11) , o incremento de deslocamento, 
ocorrido durante cada passo de tempo A t n ,  pode ser calculado 

como 

onde [K 1 e a matriz de rigidez tangente global,  dada por 
n 

{Au ) é o vetor que contém os incrementos dos deslocamentos 
n 

noda.is ; 

{AVn} é o vetor de incrementos de cargas nodais equivalentes de 

toda a estrutura, no passo n, chamado de vetor de "pseudo- 

cargas l1 . 
Aplicando a condição inicial, os incrementos de deslacamen- 

t o s  {Au ) podem ser calculados para qualquer instante de tempo 
n 

, que são substituídos em (2.13) dão os incrementos de tensões 

{ A r n )  . Assim, 

{un+l) = (uni + CAtr,) 

Usando (2.11) e (2.12) resulta 

{ ( A &  VP 1 n 1 = P I T  (AuJ - [DI-.  {y,) 

e então 

O estado estaciondrio pode ser numericamente obtido 



examinando a variação dos deslocamentos nodais, A condição de 

convergência é atingida quando esta quantidade torna-se adequa- 

damente pequena. 

2.2.5 - Correção do equilíbrio 

O cálculo  do incremento de tensão est8 baseado numa 

forma linearizada das equações incrementais de equilibrio 

(2.16). Portanto, as tensões totais {%+i I obtidas pela 

acumulação de todos incrementos de tensões, nao são estritamente 
corretas e não satisfazem exatamente as equações de equilíbrio 

(2.15). H& vários procedimentos de solução disponíveis para 

efetuar as correções necessárias [53]. A aproximação mais 

simples 4 avaliar { o ~ + ~  } , conforme apresentado no item anterior 
e, então,  calcular as forças residuais (ou fora  de 

equilíbrio), como 

Esta força residual e então  adicionada ao incremento de força 

aplicada AV no próximo passo de tempo, Tal tkcnica evita um 
processo de i teração e ao mesmo tempo alcança uma redução do 

erro. 

2,3 - Modelos de camadas 

O modelo reaIogico, correspondente ao comportamento 

elaçto-viscoplástico, descrito no item 1.2, apresenta urna 

resposta material de acordo com observações experimentais. 

PorBm, a história de deformação com o tempo (curvas de fluência) 

de muitos materiais reais, como o concreto, não pode ser 
precisamente representada por um modelo elasto-viscoplástico 

tão simples.  
Uma resposta de um material mais elaborado, pode ser 

obtida pelo método das camadas superpostas (overlay models), 

segundo Pande e Owen [ 48  3 , na qual o s6lido analisado e suposto 
como sendo composto de várias camadas, cada uma das quais 



sofrendo a mesma deformação. O campo de tensões totais & obtido 

pela soma das contribuições de cada camada. 

Introduzindo um número conveniente de camadas e 

atribuindo diferentes características materiais a cada uma, 

Figura 2.1 - Modelo de camadas superpostas 

pode-se reproduzir o comportamento experimental de materiais 

complexos como o concreto. 
No caso mais geral, o modelo reológico e formado por 

um conjunto de elementos tipo Maxwell em paralelo. Têm-se como 
parâmetros as espessuras das camadas ei, os rnddulos de 

elasticidade das molas Ei, as constantes dos amortecedores r i e 
as tensões de escoamento Foi, nas quais começam a atuar os 

elementos de atrito. A maior dificuldade está na determinação 

dos parâmetros para ajustar o modelo ao comportamento 

experimental do material, 

Para o concreta, aplicar-se-& o modelo de camadas 

superpostas para representar o comportamento viscoelastico com 
envelhecimento. 

Na F i g .  2.1, ilustra-se esquematicamente a situação de 
um modelo de oamadas superpostas em duas dimensões. Cada camada 

pode ter espessura diferente e um comportamento material também 
diferente. Como os nos, em todas camadas com as mesmas coordena- 
das globais x y ,  têm n mesma deformação, resulta em um campo de 

tensões ( ir i )  diferente em cada camada, devido as diferentes 

propriedades f í s i c a s  das camadas, A contribuição de cada camada 



para o campo de tensões totais , conforme sua espessura 

relat iva el, 4 dada por 

onde k é o número de camadas do modelo e 

A equação de equilíbrio em (2.15) f i c a  

E a matriz de r igidez de cada elemento será a soma das 

contribuições de cada camada, ou seja 

onde [Dnli 4 a matriz [h ] calculada para cada camada. Esta 
n 

matriz será diferente para cada camada, em função de suas 

propriedades. O processo de solução é idêntico ao descrito nas 
seções anteriores, com os termos de deformação e tensão sendo 

calculados para cada camada separadamente. É importante observar 
que, embora as deformações viscoplásticas, em cada camada, 
possam ser diferentes, devido aos diferentes valores das 

tensões de plastificação, a deformagão t o t a l  deve ser a m e s m a -  



3 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS FMPREGADOS PARA O CONCRETO E A 

ARMADURA 

3.1 - Elementos f in i tos  para o concreto 

Para modelar o concreto foram utilizados tres elemen- 
tos finitos isopararn8tricos quadrangulares: um linear e dois 

quadraticos, da família Serendipity e da família de Lagrange, 

Estes possuem 4 ,  8 e 9 nós, respectivamente, com dois  graus de 
liberdade em cada nó, correspondentes hs translações na direção 

dos eixos xy do sistema global de coordenadas. 

Para o elemento linear, o campo de deslocamentos 

possui variação linear e o de de£ormações & constante ao longo 

dos lados do elemento. Para os outros elementos ( 8  e 9 nós ) ,  o 

campo de deslocamento possui variaçiio quadratica e o de 

deformações, variações lineares. 

As funções de interpolação (ou de forma), que têm como 
variáveis independentes as coordenadas normalizadas ( E , p )  e 

numeração dos nas conforme indicado na Fig. 3.1 são: 

a) Elemento linear 

onde E = E E, , q0 = v v, e (C,,q,) são as coordenadas naturais o 

do nó em consideração, 

b) Elemento quadratico da família Serendipity 
- para os nós de canto: 



- para os nós de m e i o  de lado: 

c) Elemento quadr8tica de Lagrange 

- para os n6s de canto: 

- para os n6s de meio de lado: 

Ni = 1/2 Tl:(v2 - q0)(1 - e2) + 1/2 <:(c2 - E , ) ( l  - v 2 )  r 

i = 2,4 ,6 ,8  

- para o nó central: 

Trabalhando com elementos isoparamétricos, pode-se 

representar as coordenadas cartesianas ( x , y ) ,  de um ponto no 
interior deste elemento , como 

na qual Ni é a função de forma correspondente ao n6 i do 

elemento de coordenadas cartesianas (xl,yl) e n é o número de 

nós do elemento. 

A matriz de rigidez para o concreto Q dada por 

e pode ser calculada numericamente através da expressão 



elemento linear de 4 nós elemento Serendipity de 8 116s 

elemento Iagrangiano de 9 nós 

Figura 3.1 - Elementos i s o p a r d t r i c o s  quadrangulares 

onde, ng é o número de pontos de integração em cada direçao do 
elemento; 

[B ] é a matriz de relações deformações-deslocamentos calculada 
i J 

no ponto de integraçáo com coordenadas naturais ( E , , q , ) ;  

[ o ]  é a matriz constitutiva corrigida, conf o- (2.14 ) , calcula- 
da a partir da matriz constitutiva el6stica para estado plana de 
tensão ; 



wi , w são os fatores de peso; J 
e é a espessura no ponto de integração; 
i J 

det J B o determinante da matriz Jacobiana do elemento, calcula- 
da por 

As coordenadas naturais e fatores de peso dos pontos 

de integração encontram-se na referdncia [ 4 7 ] .  

3.2 - Elementos f in i tos  para armadura 

Existem basicamente três formas de incluir a armadura 

em um modelo de elementos finitos para análise de peças de 

concreto estrutural: o modelo distribuído, o modelo incorporado 
e o modelo discreto. 

No modelo distribuído, considera-se o aço distribuído 

uniformemente no elemento de concreto. ~dmite-se adergncia 

perfeita entre aço e concreto . 12 um modelo conveniente quando a 
armadura est6 densamente distribuída, como no caso de placas e 

cascas. 

No modelo incorporado, a geometria das armaduras 0 

consistente com a geometria do elemento de concreto. Isto 

resulta em um h i c o .  campo de deslocamentos no dominio do 

elemento, onde a armadura B considerada corno uma linha de 

material mais rígido no interior do elemento de concreto. Desta 



forma, a armadura não necessita estar uniformemente distribuída, 

podendo ocorrer vEirias barras de aço na interior de um mesmo 
elemento de concreto. Admite-se, também, aderência perfeita 

entre o concreta e o aço. 

No modelo discreto, a armadura 8 representada por 

elementos unfdimensionais de treliça, que se integram malha de 

elementos f in i tos  bidimensionais utilizada na representação do 
concreto. 

Este modelo tem a desvantagem da malha de elementos 

f in i to s  de concreto limitar a disposição das barras de armadu- 

ra. Neste trabalho, optou-se pelo modelo incorporado para 

representar a armadura. 

3.2.1 - Modelo incorporado 

No modelo incorporado, admite-se que a armadura 
resiste apenas a esforços axiais e que OS deslocamentos de 

qualquer ponto da barra são iguais aos do elemento de concreto 

na mesma posição. D e s t e  modo, a barra de aço pode ser 
arbitrariamente colocada dentro do elemento de concreto, sem 

introduzirem-se incógnitas adicionais ao problema, 
Os deslocamentos ao longo da barra de aço são 

determinados a partir dos deslocamentos nodais do elemento de 

concreto. Logo, a matriz de rigidez da armadura t e m  a mesma 
dimensão da matriz de rigidez do elemento de concreto e a matriz 
de rigidez t o t a l  4 a soma das duas. A expressão final da matriz 

de rigidez do elemento 6 

onde nb é o ndmero de segmentos de barra de armadura no interior 
do elemento de concreto. A matriz de rigidez de cada barra de 

armadura é dada por 

onde, 



As é a área da seçáo transversal da barra de armadura; 
Es é O nódulo de elasticidade longitudinal do aço; 

{Bs) é O vetor das relações deformações-deslocamentos para a 

armadura. 

As barras de aço são representadas por elementos 

unidimensionais isoparam4tricos. Através destes elementos podem 
ser modelados barras retas e curvas. A geometria das barras 
retas fica de£ inida por dois pontos. Para as barras curvas, que 
irão representar os cabos de protensão, são necessários três 

pontos para sua de£ inição, 

3.2,2 - Formulação geomgtrica 

Neste item, e apresentada uma formulação para incorpo- 

rar barras de aço ao elemento bidimensional de concreto. As 
barras de armadura são descritas em coordenadas globais cartesi- 

anas, independentemente da malha de elementos f inf tos .  Durante a 
integração da expressão do trabalho virtual, & necess8rio 

transformar as coordenadas da armadura para coordenadas natu- 
rais, como será visto mais adiante. 

O elemento de concreto, mostrado na F i g .  3.2,  é 

descrito usando coordenadas globais (x, y )  . As coordenadas 
naturais locais do elemento são (c, v )  . Seguindo o procedimento 

usual para o mapeamento isoparam4trfc0, as coordenadas globais 

de qualquer ponto, num elemento, são expressas em termos das 

funções de interpelação N, como 

Figura 3 . 2  - Barra de armadura no interior do elemento de 

concreto. 



As correspondentes diferenciais são 

Uma importante vantagem desta formulação é que a 
localização e geometria da barra de armadura pode ser estabele- 

cida independentemente da malha global. Uma vez criada a malha 
de elementos de concreto, a armadura deve ser especificada por 
um conjunto de pontos nodais. Para garantir uma continuidade 
interelementar adequada, e necessArfo colocar n6s nas elementos 

de barra, onde a armadura atravessa o contorno do elemento de 
concreto- As coordenadas dos nbs na barra de aço, entre os n6s 
de definição da mesma, são obtidos por interpolação. Desta 

forma, nós adicionais são colocados dentro do elemento de 

concreto. Tomando ( x )  e { y )  como os vetores que contêm as 
1 1 

coordenadas globais de todos as nós da barra, associados com um 
único elemento, as coordenadas de qualquer outro ponto na barra 
são dadas par 

As funções de interpolação unidimensionais B(x) são expressas 

em termos de uma coordenada normalizada independente x .  
Para determinar a rigidez associada com a armadura, 4 

necessário fazer integrações ao longo da mesma. Para isto, 

precisa-se de um elemento diferencial de carnprimento dS, ao 

longo da armadura, que pode ser obtido de (3.16). Conforme a 

F i g .  3 . 3 ,  a orientação da tangente barra 4 dada pelo bngulo B ,  
onde 



-ar=** sen B - dx dS 

Sendo c a s 2 ~  + sen2p = 1, segue que 

na qual 

logo 

d x  ds cas (3 = - / - ax dx 

dy sen  #3 = - ds 
dx /r 

Desta forma, os cossenos diretores da reta tangente, e m  qualquer 
ponto ao longo da armadura, assim como o fator dS/&, podem ser 

facilmente calculados usando as equações acima. 
Um elemento diferencial de volume dVs da barra de aço, 

Figura 3 . 3  - Coordenadas ao longo do eixo da armadura 



pode ser expresso por 

Usando o f a t o r  descrito em (3,18), integrais envolvendo elemen- 

tos  de volume ao longo da armadura podem ser escritas em termos 

da coordenada natural x como 

na qual C é uma função de posição ao longo da barra. 

3.2.3 - Trechos de armadura que ficam no interior de um elemento 
de concreto 

Na entrada de dados, descrita no anexo A, as barras de 
armadura são posicionadas por suas coordenadas globais (x,y). . 

Para a obtenção da matriz de rigidez total (concreto-aqo) de um 
determinado elemento, necessita-se saber quais barras 
interceptam este elemento, atribuindo-lhe uma rigidez adicional. 

O programa computacional implementado, neste  trabalho, 
calcula automaticamente os segmentos destas barras que ficam no 
i n t e r i o r  do elemento de concreto. Uma vez determinados estes 
trechos, e realizado o c6lculo da matriz de rigidez da armadura. 

Como primeira etapa, deve-se realizar a transformação 

de coordenadas globais P , ( x , y ) ,  dos pontos de definiçáo da 

geometria da barra, para coordenadas naturais PI ( E ,  v )  dos 

mesmos, A relação entre estas coordenadas para elementos 

isoparametricos e dada por 

onde ( x , y )  são as coordenadas globais de um ponto qualquer, 

(xl,yi) são as coordenadas globais dos n6s do elemento de 



concreto e Ni ( E  ,q] suas funções de forma. 

Uma forma explicita para a relação inversa a ( 3 . 2 3 )  

não é facilmente encontrada. ~ l w i  e Hrudey [30] sugerem o 

algoritmo de Newton-Raphson para sua determinação numdrica. 
Deste modo, a obtenção de ( e  ,qp) estd baseada no fato de que 

P 
estas coordenadas são as raizes do seguinte sistema de equações 
não lineares 

Usando o rndtodo de Newton-Raphson, tem-se, apbs k+l iterações, 

onde 

com [J] = [J(c,9)] sendo a matriz Jacobiana e <H1> = <NI (c,??)>, 
as funções de forma do elemento de concreto na iteração k. 



Figura 3.4 - Curva de definição da barra de aço 

Determinando as coordenadas naturais ( cp, qp) , dos 
pontos de definição da geometria da barra, parte-se para uma 

segunda etapa de definição da curva que passa por estes pontos, 
como ilustrado pela Fig. 3.4. 

Segundo Zienkiewicz [ 5 6 ] ,  têm-se que 

Onde, para os np pontos da barra de aço, calculam-se as funções 



Figura 3.5 - Segmento de armadura dentro do elemento de concreto 

A terceira etapa consiste na determinação da 

intersecção da curva PI , P2, . . . , P com cada um dos quatros lados 
nP 

do elemento de concreto, Para tal, fixa-se a coordenada c = * 1 
do elemento de concreto e calcula-se a coordenada 71 da 

intersecção lado da concreto-curva da barra. Caso -1 5 5 1 

significa dizer que a barra intercepta este lado do elemento. De 
maneira andloga, fixa-se q = f 1 e verifica se -1 5 5 I. 

A quarta e dltima etapa deste item, consiste na 

criação de nós intermedi8rios ao segmento de amadura no 
interior do elemento de concreto. 

Em vista disto, sobre o eixo da coordenada normalizada 
X ,  determina-se no segmento de armadura: zero, um ou dois  nós 
intermediários, conforme o caso. A Fig. 3.5 ilustra esta etapa. 

3 . 2 . 4  - Funções de forma para os elementos de armadura 

As funções de interpelação para o elemento de armadura 

são polinomios de Lagrange, conforme proposto por Zienkiewicz 

[14] e são geradas pela expressão 



A expressão ( 3 . 2 9 )  tem valor  unitário para x = x,. 
Desta forma, para elemento de 2 nós: 

Para o elemento de 3 nós: 

Para o elemento de 4 116s: 

3.2.5 - Matriz de rigidez para a armadura 

O campo de deformaç6esf dentro de um elemento de 

armadura, pode ser definido de diversas maneiras. Segundo A 

Zienkiewicz e Philips [ 5 8 ] ,  a deformação ao longo da armadura é 

igual a deformação nbrmal, no elemento de concreto, na direção 

tangente a barra. Sendo assim, considerando aderência perfeita 

en t r e  o concreto e o aço, a expressão para deformação, em uma 



forma 

fica 

incremental, conforme proposto por Elwi e m d e y  301 , 

S 
= AE =os2 6 + AE aen2 6 i- Ar sen 6 cos 6 

X Y XY 

Os incrementos de deformações AzX, Ac e A são obtidos 
Y 

diretamente do campo de incremento de deslocamentos do elemento 

de concreto. Da equação ( 3 . 3 3 )  segue que a deformação 

incrernental na armadura pode ser expressa como 

&cS = <BS> {Au) 

onde Au é o vetor de deslocamentos nodais do elemento de 

concreto e 

=os2 p {s} + =os 6 sen B 
CB,> = 

{e} 
cos B sen p {G} + sena p {*} I 

é o vetor das relações deformações-deslocamentos para a armadura 

determinado em ( 3 0 1 ,  As derivadas das funções de forma em 

relação as coordenadas x e y s8o dadas por 

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais, determi- 

na-se que a variação do incremento de trabalho interno para a 
armadura é dada por 

na qual q é a tensão normal na armadura e q o seu volume. 
A forma incremental da relaçao constitutiva para a 

armadura pode ser escrita como 



Aos  = Es Aes 

onde Es é o módulo de elasticidade do aço. A s s i m ,  

SAW = <6Au> [Ks] (Au) + {Q,} 

onde 

[Q,] é o vetor de forças nodais equivalentes e 

A representação numérica para o cálculo da matriz de rigidez 

para a armadura fica 

onde w. é o fator de peso e ng o nhero de pontos integração na 

direção axial  da barra. 



4.1 - Comportamento não-linear dos materiais 

O comportamento do material concreto estrutural é 

extremamente complexo e apresenta uma resposta altamente 

não-linear, conforme ilustrado pela Fig. 4.1. 

Este grdfico carga-deslocamento apresenta  as três 

fases t i p i c a s  de comportamento pelas quais passa uma peça de 

concreto estrutural: uma etapa elástica-linear, com o concreto 

não fissurado; urna etapa de formação de fissuras e uma fase 
plástica. 

E s t e  comportamento é devido, principalmente, a dois  
fatores: a fissuração do concreto e a plastificação do aço e do 

concreto. 

Outras não linearidades, independentes do tempo, 
surgem nos materiais como o deslizaraento das barras de aço na 
matriz do concreto, o engrenamento dos agregados e a efeito de 

pino das barras de aço no concreto fissurado. Os efeitos 
dependentes do tempo, como fluência e retração do concreto e 

relaxação do aço, também contribuem na resposta não-linear e 

serão tratados no próximo capítulo. 

Atraves de métodos num4ricos e principalmente, através 

da técnica dos elementos finitos, é possível realizar uma 

analise mais racional destes fenômenos. 

4.2 - Modelos constitutivos para o concreto 

Evidências experimentais (371  indicam que a deformação 

não-linear do concreto e basicamente inelAstica e por tan to ,  o 
comportamento tensão-deformação pode ser separado em componentes 
recuperáveis e irrecuperAveis. A componente de deformação 

irrecuperável deve ser tratada pela teoria da plasticidade. 



Figura 4.1 - Diagrama carga-deslocamento típico 

Neste estudo, f o i  empregado um modelo elastopl8stico 

com endurecimento para descrever o comportamento do concreto 

comprimido. Este modelo corresponde a solução estável do modelo 

elasto- viscoplAstico, descrito no capítulo 2. Para o concreto, 

sob t e n d e s  de tração, considera-se uma colaboração entre 

fissuras, devido as forças de aderência entre o concreto e o 

aço, possibilitando uma análise mais real da estrutura. 
A seguir serão descritos os modelos constitutivos 

utilizados para representar o concreto. 

4.2.1 - Modelo para o concreto comprimido 

O modelo elastopl8stico será composto por um crit8rio 
de ruptura, por um crit8rio de plastificação e por unia regra de 

endurecimento. 

4.2.1.1 - Critério de ruptura 

~dmitindo-se que o concreto não fissurado e 

material de comportamento isdtropo, sua superfície 

ruptura pode ser expressa por 



onde c1 = o2 2 v3 são as tensões principais (tensóes de tração 
positivas). Era vez de expressar a superfície de ruptura f em 

função das tensões principais, é conveniente usar o primeiro 

invariante do tensor de tensões 11, o segundo invariante do 

tensor desviador de tensões J2 e o ângulo de similaridade 8 .  

Desta forma, (4.1) fica 

Ottosen 1 4 4 3 ,  propôs o seguinte critério de ruptura 
para o concreto, que f o i  adotado pelo CEB (231, 

onde f é a resistkncia média h compressão do concreto e 
cm 

h = ccos [ 1/3 arc c o s ( -  c2 sen38) j , para sen38 5 O 
1 

h = clcos [n/3 - 1/3 arc cos(c2 sen 38)J , para sen 3ü>O 

( 4 - 4 )  
com 

sen 3 8  = - 3 m  J~ 

2 312 

Os quatro par&metros do modelo são determinados a 



partir da resistência mddia à compressão uniaxial do concreto 

f e da resistência média à tração uniaxial da concreto ft,, 
Cm 

dada por 

, em MPa 

Conforme o CEB [23], a resistência tração do concreto e mais 

variável que a sua resistência à compressão e pode ser reduzida 
substancialmente por efeitos ambientais. Desta forma, o valor 

médio proposto B por demais cauteloso e, para comparações com 

valores experimentais, preferiu-se adotar a = 1,85. Além 

disto. a diferença de 8 MPa entre f e fck, proposta pelo CEB, 
cm 

e exagerada para concretos de baixa resistência. Achou-se mais 

conveniente adotar para este valor, uma fração de f (20%). 
cm 

Sendo assim a resistência média a tração adotada no modelo foi 

Os parâmetros do critério de Ottosen são então calculados por 

onde 



Figura 4.2.a - Meridianos da superfície de ruptura 

~igura 4 . 2 . b  - Seções transversais da superfície de ruptura 

A forma geral da superfície de ruptura, no espaço 

tridimensional de tensões, pode ser visualizada por suas seções 

em planos desviadores e meridianos, conforme visto na F i g .  4 . 2 .  

Os primeiros são planos perpendiculares ao eixo hidrostático 
( i r l  = % = i r 3 )  e os meridianos são planos que contêm este 

e i x o  ( 8  = constante) ,  Para um material isotropico, a superficie 

de ruptura apresenta triplice simetria e torna-se necessário 

estudar apenas um setor com 0' 5 1 60 ' .  Como o concreto t e m  
menor resistência -Si tração do que a compressão, a seção trans- 

versal da superficie de ruptura  não pode ter a origem O como 
centro de simetria. O setor de estudo não se reduz a 30 graus, 

como ocorre com os metais. 

Desta forma, entre as características da superficie de 



ruptura do concreto pode-se destacar: 
- e dependente dos três invariantes de tensão; 

- a superfície de ruptura B suave e convexa, com exceção do seu 

vértice ; 

- os meridianos são parabólicos e abrem no sentido do eixo 
hidrostatico negativo; 

- o traço no plano desviador muda de uma forma triangular para 

circular com o aumento da pressão hfdrostdtica; 

O critério de ruptura de Ottosen, adotado neste 

trabalho, t e m  por casos particulares o critério de Drucker- 

Prager (a=c = O )  e o de Von Misses (p=c,=O) .  
2 

4.2.1.2 - cri tério de plastificação para o concreto 

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido 

tenha um endurecimento isotr6pico e que as superfícies de 

plastif icação tenham a mesma forma da superfície de ruptura. 

Considerando n tensão efetiva ou uniaxinl equivalente 

= f e operando a equação ( 4 , 3 ) ,  obtém-se a seguinte 
cm 

expressão para a superfície de plastificação 

O domínio elástico, para o concreto comprimido, e definida para 

tensões efetivas menores que 30% da tensão de ruptura. Para 

superficies de carregamento superiores a superficie de 

plastificaçáo inicial (0,3 f oef 
cm 

f } ocorre o domínio 
c m  

plástico, onde o material possui um comportamento elastoplástico 
com endurecimento ( F i g .  4 , 3 ) .  

4.2.1.3 - Regra de endurecimento 

A regra de endurecimento define o movimento das 

superfícies de plastificnçâo subsequentes (superfícies de 



' i ~ i r f f e k  do ruptum 

Figura 4 . 3  - Superfícies de plastificação e ruptura 

carregamento) durante a deformação pldstica. É determinada pela 

relação entre a tensão efetiva e a deformação plãstica acumulada 

ou deformação plãstica efetiva. Através dos conceitos de tensão 

efetiva e de deformação plástica efetiva,  e possível extrapolar 

os resultados de um simples ensaio uniaxial para uma situação 
multiaxial. 

Neste trabalho, adotou-se a curva tensâo-deformação, 

proposta pelo CEB [ 2 3 j  ( F i g .  4 - 4 1 ,  para representar o comporta- 

mento do concreto sob compressão uniaxial 

considerando-se que a componente de deformação 

elástica 4 a/E, obtem-se para 0 , 3  f 5 o a i_ , a partir de 
cm 



(4.10), uma relação o. = o ( E , ~ ~ ~ , E ~ )  

Figura 4 . 4  - Diagrama tensão-deformação para o concreto 

comprimido 

4 . 2 . 1 . 4  - Vetor de fluxo plástico 

Na relação tensão-deformação, no domínio plást ico,  B 

comum considerar o vetor taxa de deformação pl8stica normal h 
superfície de plastificação. Esta regra de fluxo associada é 

considerada para o concreto predominantemente por motivos 

práticos, uma vez que há pouca evidgncia experimental disponivel 

deste fato [l]. Sendo assim, pela equação ( 2 . 5 )  

{ivp} = r @(F) = r 9 ( F )  { a )  
a (0) 

onde { a )  e o vetor de fluxo plástico e define sua direção 

perpendicular a superficie de plasti£icação. A função tensão 

efetiva F e a condição de plastificação ou as funções de 

carregamento subsequentes no modelo de plasticidade com endure- 

cimento. O vetor de fluxo plástico e dado por 



No caso de estado plano de tensão, q é nula. 

O vetor { a )  pode ser transformado em 

onde 

Os valores s s e s são as tensões desviadoras dadas por 
x J  Y z 

Os coeficientes C1, CZ e C3 são 



As derivadas, dependentes da função F, estão explicltadas no 

anexo B. 

4.2.1.5 - Matriz H 

Na solução do esquema implícito de intervalos de 

tempo, v i s t o  no capitulo 2 ,  deve-se determinar, em cada passo, a 

matriz H dada pela equação 

A taxa de deformação viscoplastica é dada pela equaqão 
VP 

onde F e a tensâo corrente de plastif icação.  Substituindo 

(4.15) em (4.14) vem 



a <a> 8 O 
i-- ( a )  <a> 

a F 

Derivando o vetor de fluxo em relação as tensões, tem-se 

Em que as derivadas de C1, C2 e C3 em relação a {v} sao as 

derivadas segundas de F em relação a 11, J2 e 8 e estão 

descritas no anexo B. 
As derivadas de <a> = { al, a2, a3 ) em relação a (o) 

são 

onde 



onde 

4.2.2 - Modelo para o concreto fissurado 

Provalmente a principal característica do comporta- 

mento do concreto simples 4 sua baixa resistência $ tração 

comparada com sua resistência a compressão. D e s t e  fato, resulta 



o aparecimento de fissuras para tensões muito baixas, induzindo 

um acentuada comportamento não-linear ii estrutura. 

Os modelos para o concreto fissurado geralmente 

consideram uma perda da capacidade de carga do concreto causada 

pela fissura. 

No contexto dos elementos f i n i t o s  , basicamente duas 

apr~ximações t ê m  sido usadas para representar este fen6rnenoE36J. 

a) Modelo de fissuras discretas: Este modelo representa as 

fissuras individuais como descontinuidades reais na malha de 

elementos ffnitos. Esta aproximação foi  usada por Ngo e 

Scordelis [ 4 3 ]  para an8lise de uma viga de concreto armado 
simplesmente apoiada. Neste estudo, as fisssuras foram modeladas 
por separação dos pontos nodais, inicialmente ocupando a m e s m a  
posiçbo no espaço. uma restrição a este modelo é que as fissuras 

devem formar-se ao longo do contorno dos elementos. Desta 
forma, a resposta é fortemente dependente da malha. Além dis to ,  
ap6s a formação da fissura a topologia da malha varia, exigindo 

procedimentos de atualização desta, que consomem muito tempo 

computacional. Mais recentemente, t e m  sido usado refinamentos da 
malha atrav4s de métodos auto-adaptativos, de forma que novos 

elementos de fronteira são inseridos ao longo da propagação das 

fissuras. Estes desenvolvimentos reduzem a dependência da malha, 

mas tornam a andlise muito cara. Por isso, este modelo é apro- 
priado apenas para problemas envolvendo somente poucas fissuras 

dominantes. 

b) Modelo de fissuras distribuídas: Este modelo não leva em 

conta a descontinuidade da malha. Pelo contrdrio, o concreto 

fissurado permanece continuo e as propriedades materiais são 

modificadas para considerar o dano devido a fissuraçáo. O 

concreto 8 inicialmente isotrdpico, mas a fissura induz-lhe 

anisotropia. Depois de fissurado, admite-se que o concreto 

toma-se ortotrdpico, com os eixos materiais principais orienta- 
dos no sentido das direções de Eissuração. As propriedades 

materiais variam dependendo do estado de deformsição e de tensão. 

O mddulo de elasticidade longitudinal B reduzido na direção 

perpendicular ao plano da fissura e o efeito de Poisson e 
usualmente desprezado. O m6dulo de elasticidade transversal, 

paralelo ao plano da fissura, também e reduzido. O método de 



fissuras distribuídas (smeared crack) 4 computacionalmente 

atrativo, uma vez que a topologia da malha não muda ao longo da 

análise, e s6 a relação tensão-deformação deve ser atualizada 
quando ocorre a Eissuração. 

Esta aproximação foi utilizada para diversas 

aplicações de engenharia estrutural por Bazant [10], Cervenka 
1161, Campos Filho [15], Senzale [ 5 0 ] ,  entre outros. 

A Fig. 4 . 5  mostra os dois modelos descritos para 

representar as fissuras numa direçgo não conhecida "a priorigl. 
Um modelo de f issuras distribuidas foi adotado neste 

trabalho. Para estabelecer tal modelo, são necess8rios os 

seguintes itens: um crit4rio de fissuração; uma regra para 

consideração da colaboração do concreto entre fissuras (tension 

stiffening); e um modelo para transferência de tensões tangenci- 
a i s  (shear transfer). 

sem refinamento na malha malha adaptativa 

I - fissuras discretas 
I1 - fissuras distribuídas 

Figura 4 . 5  - Modelos para representar as fissuras 

4.2.2.1 - ~ritdrio de fissuração 

A resposta do concreto sob tensões de tração d suposta 
ser elãtica linear até que a superficie de ruptura seja 

atingida, e seu comportamento & calculado pela versão isotrópica 

da relação {r) = [D] {e).  

A avaliação da fissuração do concreto, no programa 
desenvolvido neste trabalha, é feita através do nlvel de tensões 

dos pontos de integraçbo de Gauss dos elementos de concreto. 



Verifica-se, desta forma, se o estado de tensão, 

correspondente a cada ponto de integração, alcançou a superfície 
de ruptura, apresentada no item 4.2.1.1. 

A tensáo principal r1 de traçbo, é determinada através 

dos invariantes de tensões 11, J,, 9 ,  [ ( 4 . 5 )  e ( 4 . 6 ) ]  

Para distinguir se o ponto atingiu a superfície de 

ruptura por fissuração ou por esmagamento do concreto, adotou-se 

o critério proposto no boletim do CEB [ 2 4 ] :  

I 
t m se C T ~  2 - , a ponto de integraçâo fissurou; 
2 

, o ponto de integração esmagou. 

Caso O ponto de integração tenha fissurado, admite-se que uma 

fissura tenha se formado num plano ortogonal a tensáo 4. 
Portanto o comportamento do concreto nao 4 mais isotrópico e 

sim ortotrópico, e os eixos materiais locais coincidem com as 

direções principais. 

Para carregamentos posteriores, uma fissura secundaria 
pode ocorrer no ponto de integração que estava fissurado em uma 
direção. Utiliza-se o chamado procedimento da fissura fixa, ande 

mant8m-se a direção da primeira fissura fixa e determina-se a 

tensão de tração na direção paralela a fissura existente. Se 

esta tensão exceder a resistgncia do concreto a tração, este 

ponto de integração será considerado fissurado nas duas direções 

e todas as componentes de tensão serão zeradas. 

4.2.2.2 - Colaboração do concreto entre fissuras 

L comportamento carga-deslocamento do concreto 

estrutural é fortemente influenciado pela interação entre seus 
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dois componentes: o concreto e o aço. A aderência entre esses

materiais é que torna possível a transmissão de esforços

atuantes.

o efeito de aderência evidencia-se a partir da

fissuraçãodo concreto.Quando este fato ocorre, há uma ruptura

local do material e suas tensões de tração normais à fissura,

que eram inicialmentetransmitidaspelo concreto, passam a ser

transmitidas pela armadura. Esta transferência de tensões do

concreto para o aço é feita pelos mecanismos de aderência [15].

A qualidade da aderência é decisiva para a

distribuição e para a abertura de fissuras. Ela depende das

características das barras da armadura (conformação superficial

e diâmetro), da resistência do concreto, da história de carga

(especialmente se ocorreram cargas cíclicas) e das tensões

normais à superfície da barra.

A incorporação da aderência nos cálculos através do

método dos elementos finitos, depende da forma de conectar os

elementos de aço aos elementos de concreto. Existem duas

maneiras para se modelar esta ligação. Na primeira, usam-se

elementos especiais de aderência. Nestes, as propriedades da

aderência são modeladas por suas relações tensões-deslizamentos.

Na segunda maneira, os elementos de aço e concreto são ligados

diretamente. Neste caso, admite-se completa compatibilidade de

deformações entre aço e concreto, e modifica-se a lei do

material (concreto ou aço), para considerarem-se os mecanismos

de interação.

A escolha da forma de modelar a aderência depende do

problema específico a ser analisado. O uso de elementos

especiais de aderência requer grande esforço computacional.

Portanto, seu emprego só se justifica nos casos em que as

tensões de aderência são de particular interesse, como no estudo

de zonas de ancoragem.

Neste trabalho, admitiu-se aderência perfeita entre

concreto e aço e modelou-se indiretamente este efeito, pela

introdução de um ramo descendente suave na relação

tensão-deformação do concreto tracionado (tension stiffening).

Este efeito pode ser incorporado num modelo

computacionalde duas maneiras indiretas: modificando a curva



tensão-deformação do aço [ 3 3 ]  ou admitindo que a perda da 

resistência h tração no concreto ocorre gradualmente depois da 

Eissura [51]. Este último modelo foi adotado neste estudo. 

Considera-se uma gráfico tensão-deformação consistindo 

de um ramo ascendente, correspondendo a resposta elástica 

linear, e outro ramo descendente, pós-fissura, que leva em conta 
a colaboração do concreto entre fissuras, conforme F i g .  4 . 6 ,  

, para 5 E 5 E~ 

com 0,5 5 a 5 0,7. Adotaram-se os valores de a = 0 , 6  e em = 

0,002, conforme sugestão de Hinton e Owen 1371. 

A redfstribuição de tensões, devido h fissuração em 

outros pontos ou carregamentos posteriores, pode forçar algum 

ponto previamente fissurada a fechar parcial ou totalmente. Este 
comportamento e permitido neste  modelo. Se a deformação atual e 

é menor do que a deformação máxima crer alcançada pelo ponto em 

questão, a tensão normal a fissura é calculado por 

para E < crer 

Este caminho de ndescargaff secante e visualizado pela Fig. 4.6. 

Caso o ponto fissure novamente, segue-se o mesmo caminho ate 

e ser excedido. Depois a tensão B calculada por (4,221. 
r ef 

Figura 4 . 6  - Diagrama tensão-deformação para o concreto 
tracionado 



Para obtenção da tensão no concreto Eissurado, deve-se 

determinar as direções principais de deformações, uma vez que a 

£&mula ( 4 . 2 2 )  aplica-se no sistema local dos eixos materiais. 
Determinam-se as deformações principais através de 

- 2 q  2m 

E1 - 
=I sen [ e f  + - ]  +F 

d3- 3 

- 
2 m  

2 4rt I: 
Es - rn sen [ e t  + - ]  3 +F 

onde 

8' = 1/3 arc sen - 
, [ 32 

5; 3n 1 
Calcula-se, então, a direção da m6xima deformação 

principal de tração, que forma um $ngulo ar com o eixo x. 
Fe i to  isso, determinam-se as componentes locais de 



tensões atravds da matriz de rotação local 

cos 2a sen2a ( senza ) /z 
sen a cos2a -(sen2ol)/2 

-sen2a sen2a cos2u 

onde {r> são as componentes globais de tensões. 
No sistema local, aplicam-se as fdrmulas ( 4 . 2 2 )  ou 

( 4 . 2 3 ) ,  para calcular as tensões normais. A componente 
L tangencial local 4 rL = Gc rxy,  

XY 
ande G B o m6dulo de 

C 

elasticidade transveral reduzido e ser8 definido no próximo 

item. Com as tensões ajustadas do ponto fissurado, retomam-se as 

componentes de tensões no sistema global,  onde a matriz de 

rotaçiio global é 

cos 2a 2 sen a -sen2a 
R' = [ sen2a cos 2~ senza 

(sen2a)/2 -(sanSa)/S cos2a 

4 . 2 . 2 . 3  - Rigidez transversal do concreto fissurado 

Resultados experimentais indicam que uma quantidade 
consider8vel de tensão tangencial pode ser trans£erida atravds 
das superfícies rugosas da fissura [38]. Em concreto simples, 0 

principal mecanismo de transferência de esforços transversais é 

o engrenarnento dos agregados e as principais variáveis 

envolvidas são o tamanho do agregado e sua granulornetria. Em 

concreto estrutural, o efeito de pino desempenha um importante 

papel, sendo as principais variAveis a taxa de armadura, o 

tamanho da barra e o Sngulo entre o aço e a fissura. M o s  

mecanismos sbo controlados pela abertura das Eissuras, sendo a 



capacidade de transferência de corte reduzida com o aumento da 

abertura da fissura. 

A inclusão direta destes mecanismos num modelo de 

fissuras distribuídas 4 complexa. Uma aproximagão simplificada 
para contornar este problema é adotar um valor apropriado para o 

módulo de elasticidade transversal do concreto Gc. Para o ponto 

de integraçâo, fissurado em uma direção (373, 

onde G B o nódulo de elasticidade transversal do concreto não 
fissurado. Se a fissura fechar o m6dulo G B adotado, novamente. 

4 . 3  - Modelo constitutivo para o aço 

N a s  peças de concreto estrutural, as barras de aço 

resistem, fundamentalmente, a esforços na sua direção. Desta 
forma, é suficiente conhecer o seu comportamento uniaxial.  

No modelo implementado, o aço 6 representado por um 
diagrama tensão-deformação bilinear. 

0 aço 6 considerado um material elastoplEistico com 

endurecimento. Admite-se que o aço possui o mesmo comportamento 

em compressão e tração. 

4.3.1 - Armadura passiva 

O m6dulo de elasticidade longitudinal adotado para o 

aço Es é 210000 MPa. Para as barras de aço da classe A, com 

Figura 4 . 7  - Diagrama tensao-deformação para o aço tipo A 



dureza natural, adotou-se um diagrama elastoplástico perfeito, 
onde o material possui um comportamento elástico linear at8 

atingir a tensão de escoamento f ( F i g .  4 .7 ) .  Após este limite, 
Y 

o aço de£orma-se plasticamente ate atingir a ruptura, com 

tensão = f e endurecimento nulo (H; = 0 ) .  
Y 

O aço da classe B, sncruado a frio, possui comporta- 
mento elastoplástico com endurecimento. Por simplificação, 

adotou-se um diagrama tensão-deformaç%o com endurecimento 

linear, conf orrne Fig. 4 . 8 .  Desta forma, ap6s atingir o l i m i t e  
de escoamento, as deformações no aço tem urn endurecimento 

definida por 

4 . 3 . 2  - Armadura protendida 

Adotou-se para o aço de pretensão, o valor de 205000 

m a  para o rnódulo de elasticidade longitudinal. Tanta para os 

---- Curva NBR 6118 - Curva Adotado 

Figura 4.8 - Diagrama tensão-deformação para o aço tipo B 



cabos de baixa relaxaqão, quanto para os de relaxação normal, o 

diagrama tensão-deformação tem a mesma forma que o do aço tipo 

B. 



5 - PROPRIEDADES DO CONCRETO E DO AÇO DEPENDENTES DO TEMPO 

5.1 - Fluência e retração do concreto 

O concreto submetido a cargas de longa duração, sofre 
uma deformação instantânea, seguida por uma deformação devida a 

f luênc ia  (creep), que se desenvolve ao longo do tempo. Desta 

forma, mesmo sob tensões constantes, as deformações no concreto 

aumentam no decorrer do tempo, conforme ilustrado na Fig. 5.1. 

Este fenômeno manifesta-se mais acentuadamente nas 
idades imediatamente posteriores ao aparecimento das tensões, 

estando ligado a fenômenos de diversos t ipos ,  relacionados com a 
circulação de água na massa do concreto e sua dissipaçgo para o 

exterior. 

Uma peça de concreto, colocada ao ar livre, sofre 
durante o processo de endurecimento uma diminuição de volume, 

denominada retração (shrinkage), con£orme vis to  na F i g .  5 .2 .  

Esta deformação ao longo do tempo B independente da tensão 

aplicada e está ligada a fen6menos semelhantes aos da flu&ncia, 

relacionados com a água que em parte hidrata os componentes do 
cimento e, em parte fica livre dentro da massa de concreto. 

No estudo de estruturas de concreto, a consideração 

das deformações por fluência e retração B importante, pois seus 
valores são da mesma ordem de grandeza das deformações 

imediatas, para níveis usuais d8 tensão. 

A fluência e a retração dependem, entre outros 
fatores, da umidade e da temperatura ambiente, das dimensões da 

peça, da carnposição do concreto e da velocidade de endurecimento 
do cimento. 

A fluência e a retração do concreto não dependem da 

resistancin ã compressão ou da idade da carregamento por si s6, 
e sim da sua composição e seu grau de hidratação. Ambas aumentam 
com a relação água/cimento e a guantidade de cimento e diminuem 



com o grau de hidratação do cimento. 

1 deformação por fluência 

Figura 5.1 - Evoluçiio da deformação por fluência para tensão 

constante aplicada em t' 

Figura 5.2  - Curva de deformação por retração 

5 . 2  - Inclusão da flugncia no modelo 

0 modelo reoldgico, adotado para representar o compor- 
tamento dependente do tempo do concreto, f o i  uma cadeia de 

elementos Maxwell ( F i g .  5 . 3 ) .  Esta cadeia 8 constituída por uma 
associaçao em paralelo de elementos compostos por uma mola em 
série com um amortecedor viscoso. 

Este modelo pode ser obtido do modelo elasto-visco- 



Figura 5.3 - Modelo de cadeias de m e l 1  

plástico ( F i g .  1 6 ,  admitindo-se que os elementos de atrito 
possuem tensão de plastificação nula. As molas da unidade w da 
cadeia t & m  mddulos de elasticidade E (t), dependentes da idade t 

f l  
do concreto. Os amortecedores são caracterizados pelos caefici- 
entes de viscosidade dados por 

onde 
t é o tempo de relaxação da unidade, considerado constante no 
I.r 
tempo. 

Bazant C131 desenvolveu um modelo deste tipo para 

representar o comportamento viscoel8stico com envelhecimento do 
concreto, sob baixos níveis de tensao. A l é m  disso, apresenta um 

algoritmo [7] para determinação dos parâmetros do modelo 

(Ep(t), ~ ~ ( t ) ) ,  para cada idade, a partir de dados de ensaios 

ou in£ormacões de normas para estruturas de concreto. 
O comportamento viscoel8stico de um material é dito 

linear [ 2 8 ] ,  quando para uma hist6ria de tendes 
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~(t) = ~ (t) + u (t)1 2 (5.2)

obtém-se uma história de deformações

c(t) = c (t) + c (t)1 2 (5.3)

onde c (t) e c (t) são as histórias de deformações relacionadas1 2
com as arbitrárias histórias de tensões ~ (t) e ~ (t) (princípio1 2

da superposição).

Segundo [23], para tensões de serviço menores que

O,4f (resistência à compressão média do concreto) , asem

deformações por fluência são proporcionais a tensão. Neste

estudo, por trabalhar-se nesta faixa de tensões, adotou-se este

comportamento linear.

5.2.1 - Formulação matemática do modelo de Maxwell

Neste trabalho, utiliza-se o modelo desenvolvido por

Bazant [13J e aplicado por [31J. Este modelo de cadeias de

elementos Maxwell é interessante para uma formulação em

elementos finitos com integração por intervalos de tempo, pois

torna desnecessária a armazenagem de toda história de tensões,

diminuindo o custo computacional da análise.

Conforme o modelo reológico da Fig. 5.3, empregou-se

cinco elementos para compor a cadeia. Os tempos de relaxação de

cada unidade, de acordo com a faixa de tempo que se deseja

cobrir após a aplicação da carga, são obtidos por

1; = 10~-1
~

1;
1 ~=1,...,4 (5.4)

com

1; = 1
1

e
1;5 = 1030

Na unidade ~ = 5, tem-se um elemento composto só por

uma mola, a fim de tornar a deformação assintoticamente conver-

gente para uma certa data, conforme o comportamento real do
concreto.



A tensão é dada por 

onde u f i ( t )  representa a tensão no tempo de cada unidade f i  da 

cadeia Maxwell, 

A equação diferencial, que representa as relações 

constitutivas para o elemento Maxwell, 6 

cuja solução e 

A função de relaxação do modelo será a tensão 

resultante de uma deformação unitária, imposta em t=tt e mantida 
constante para t>ti, dos elementos da cadeia Maxwell e dada por 

Esta equação representa o desenvolvimento da função de 

relaxação R(t,tJ) em séries de exponenciais reais, chamadas 

séries de Dirichlet. A determinação dos termos E ( t i )  desta 
I.1 

função de relaxação R, pode ser feita a partir de pontos 

discretos de uma função de relaxação P(ti,tJ), onde ti repre- 
senta os pontos discretos em que R 4 conhecida. 

5.2.1.1.- Conversão da funqão de flugncia em função de relaxação 

Os pontos discretos R ( t -  ,tt ) são obtidos geralmente a 

partir da função de £luência J ( t , t t ) ,  atrav8s da resolução 

numkrica da equação integral de Volterra, para uma hist6ria 

conhecida de deformações, 



Figura 5 . 4  - Curvas da função de fluência para diversas datas de 

carregamento 

A função de fluência S(t,t#) pode ser obtida por ensaios de 

laboratório ou par expressões analíticas de normas, como B o 

caso deste trabalho. Os pontos discretos &(ti,tt) poderiam 

tambbm ser obtidos diretamente de ensaios de laborat6rio. 

Para determinação da R(ti, t r ) necessita-se conhecer 

J(t,ti) para qualquer idade do carregamento t0 e durações de 

carga (t-tt), dentro da faixa de tempo considerada. Para tanto, 
são necessárias somente algumas curvas de f l u h c i a  (Fig. 5 . 4 ) .  

Para conversão de J ( t , t g )  em P(ti,tg) deve-se subdivi- 
dir o tempo t em tempos discretos tl, t,. . . , tN em N intervalos 
de tempo Ati = ti - ti-i ( = 3 ,  E conveniente fixar 

ti=tl , pois em ensaios de flugncia com tensão constante o pri- 

meiro incremento de deformação no tempo t' é instantaneo, i s t o  
é, A t l = O .  Usando uma regra trapezoidal para aproximar a integral 
( 5 . 9 ) ,  sua soluçdo fica 



com 

 AR^ = =E(') = valor inicial  

Desta forma conhecendo os valores de J ( t , t 8 )  para 

quaisquer valores de t' e t-t' dentro da faixa de tempo 

considerada, obtêm-se os respectivos valores de R ( t i  ,t4 ) nos N 

tempos discretos. Entre os valores de t0 s t-t0 a função J varia 

linearmente com log(tf) e log(t-t8). 

Os valores (t-tr ) de durações de carga foram escolhi- 

dos por uma razão constante crescente, em escala logarítmica, do 
tipo 

onde 

(t,-tr) = 3,525 dias 

(tm-tf) = 2224,lS dias 

desta forma, tem-se três décadas em log(t-t') com dez passos 

por d8cada. E, para as idades t' de carregamento, adotou-se uma 

faixa de tempo considerada de boa precisão com respeito h 

dispersão dos dados de f luhc ia ,  de forma que 

1/2 
t; = 10 t' 

i - f  



t: = 2.8 dias 

tg - 8854,28 dias 

ou seja, quatro d&cadas em log(tr) com dois passos por década. 

5.2.1.2 - Determinação de Ep(t) e q (t) 
I-r 

A equaçao da c w a  de relaxação, para uma idade t', 

pode ser determinada pelo mdtodo dos mlnimos quadrados, a partir 
dos pontos conhecidos R. A aplicação deste método é feita 

atravds da minimizaçbo da soma dos quadrados do desvio 

Sendo n o termo residual para melhorar o ajuste da função, 
definido por 

sendo wl = 0.01 e w2 = 0 , 0 8  os pesos adotados para o temo resi- 
dual. 

Substituindo a função de relaxação ( 5 . 8  ) , na equação 

(5.14), sem o termo residual, tem-se 

As incógnitas E (tr) são obtidas das condições de minimizaqão 
I-r 



As equações (5.17) formam um sistema de cinco equações e cinco 
incdgnitas. A resolução deste sistema conduz a valores positivos 

de EM(tt ) , pois a inclinação da curva de relaxação B sempre 

positiva. Desenvolvendo a equação j deste sistema (5.17). 

que sob forma rnatricial fica : [A]  {E) - [B] 
Sendo que os elementos deste sistema são os seguintes 

Introduzindo-se o termo residual rn nas equações (5.171, os 

elementos A da matriz [A]  devem ser corrigidos da seguinte 
fk 

forma 



Resolvendo o sistema (5,171, determinam-se os valores 
dos módulos de elasticidade da cadeia de Maxwell E (tO) para os 

C,r 
valores de t i  nos quais são dados os pontos discretos R(tl,tt). 
Os valores de E para qualquer idade t, são interpolados 

CLt  
pela expressão 

Conhecidos os valores E para as cinco camadas, obtêm-se os 
fl 

respectivos coeficientes de viscosidade, através da relação 

( 5 .  i ) . Assim sendo, determinam-se, através deste modelo, Ep(t) 

e q (t) para qualquer idade t do concreto na fase ~ i ~ ~ ~ e l ã ~ t i ~ a .  w 

5.3  - Determinação dos parâmetros da funçso de fluência pelo 

CEB-FIP 1990 

5.3.1 - Equação b6sica 

Como foi visto no item anterior, para obtenção da 

função de relaxação R ( t , t l ) ,  necessita-se saber alguns valores 

da função de fluência J(t,t'). N e s t e  estudo, adotou-se a 

formulação apresentada pelo Código Modelo do CEB (231, em que a 

função de fluência, para uma tensão constante menor do que 

0,4f e aplicada no tempo t r ,  e dada por 
c m 



onde 

J(t, t ) 6 a função de fluência, que representa a deformação na 

idade t, causada por uma tensão unitária atuando a partir do 
tempo t' ; 

E c ( t f )  é o m6dulo de elasticidade na idade t'(ern dias) do carre- 
gamento ; 

#(t,tt) é o coeficiente de fluencia ; 

Ec é O nódulo de elasticidade aos 28 dias, que pode ser 
calculado pela expressão 

f é a resistência média a compressão do concreto aos 28 dias. 
C m 

O valor de Ec deve ser aumentado de 2 0 %  se a concreto tiver 

agregados de basalto (23). Para uma idade tt , o módula de 

elasticidade será calculado por 

com 

(tf = exp { s [ i - (28 , t los5  ] ') 
CC 

onde s e um pnrAmetro que depende do t i p o  de cimento 

0,20 para cimento de endurecimento rápido e alta resistên- 
s = [ cia inicial 

0,25 para cimento de endurecimento rápido e normal 
0,38 para cimento de endurecimento lento 

5.3.2 - Coeficiente de fluência 

O coeficiente de flugncia e calculado por 

onde 

0, é o coeficiente de fluência nominal; 

é o coeficiente que descreve o desenvolvimento da fluência 
com o tempo; 



t1 é idade de aplicação da carga; 

t a idade atual em dias da concreto. 
O coeficiente de fluencia nominal 4 

RH é a umidade relativa do ar em [ % I ;  
h e a espessura ficticia em [cm]; 

Ac a área da seção transversal e o perímetro de contato com a 

atmosfera. 

com 

[ 
(t-t' ) 

6 (t-t') = 

+ (t-t') I 

5.3.3 - Efeito do tipo de cimento e variação da temperatura 

No modelo apresentado acima, os efeitos do tipo de 

cimento e de variações da temperatura ao longo do tempo, sobre 
as deformações por flugncia, s&o considerados através de 



correções dos coe£icientes e das funções descritas acima. Os 

efeitos de al tas  ou baixas temperaturas na maturidade do 

concreto devem ser considerados através do ajuste do tempo t' 

Por 

com 

1 para cimento de endurecimento rápido e alta resiotên- 
cia  inicial 

O para cimento de endurecimento rápido ou normal 
-1 para cimento de endurecimento lento 

n 
4000 

t; = A t i  exp - - 13,65 
i = 1  273 + T ( A t i )  1 

onde 

t; é o tempo ajustado devido a efeitos provocados por 
temperaturas diferentes de 2 0 " ~ ,  compreendidas entre O'C e 8 0 ' ~  ; 

T ( A t l )  é a temperatura média atuante por um período A t i  de dias. 
As correções nos coeficientes são 
- correção do @H 

- correção do 4, 

1/2 
9, = 9, + (#w -- 1 1  $T 

$, = exp [0,015 (T - 2 0 )  1 



5.4 - Inclusão da retração no modelo 

As deformações por retração do concreto sao tratadas 

como deformações impostas h estrutura. Para isto, determina-se 

um vetor de forças nodais equivalentes através da apressão 

onde 

A exemplo da fliiência, a retração não produz 

diretamente tensões no concreto. Por isso, para avaliapão da 

tensão na concreto, desconta-se do valor da deformação total, 

obtida a partir do vetor de deslocamentos, a parcela de 

deformação que foi  originada diretamente pela retraqão. 

5 . 5  - Determinação das parhetros de retração pelo CEB-FIP 1990 

As deformações totais por retração ou expansão do 

concreto são calculadas, conforme [23] por 

onde 

E é o coeficiente de retração nominal; 
CSO 

ps é o coeficiente que descreve o desenvolvimento da retração 
com o tempo; 

t é a idade do concreto em dias; 
t é a idade de começo da retração no concreto em dias. 

8 

O coeficiente de retraçao nominal é obtido de 

= &í(fc,) Bm 
CSO 



onde 
@,, 6 um coeficiente que depende do tipo de cimento 

4 para cimento de endurecimento lento 
5 para cimento de endurecimento rdpido ou normal 
8 para cimento de endurecimento rápido e alta rssis- 
tência inicial 

para 

para 

O desenvolvimento da retração com o tempo é 

com asT 

C t - t  
Pg(t-tg) = 

n 

01- + (t-ts) I O'= 

Os efeitos da variação da temperatura são tambdm 
levados em conta no c8lculo da defomçbo por retração, através 
de correções tais como, 

aST = 3 5 0  (h/1012 exp - 0 , 0 6  (T-20 '~ )  I 
onde 

u~~ B o coeficiente dependente da temperatura na equação (5.41). 
A correção no coeficiente de retração nominal f ica,  



-.... ---,. - -  .., . - i.. +__. - . .- 
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As equaç6es ( 5 . 4 2 )  e ( 5 . 4 3 )  descrevem o efeito de uma 
temperatura constante diferente de 2 0 " ~ ~  enquanto o concreto 

está endurecendo, 

5 . 6  - Relaxação do aço pretendido 

Ma fase viscoelástica, a armadura pretendida sofre um 

processo de relaxação. Para ajustar os resultados disponíveis ao 
modelo, o parámetro de fluidez 7, para o aço 4 suposto vari8vel 

com o tempo. Para a armadura passiva rs = 0 .  

A relaxação do aço 4 calculada através dos coefici- 
entes !bhO, #80. E s t e s  coeficientes são o resultado de 

medidas da tensão após 1000 horas, a 2 0 ' ~ ~  de amostras de aço, 

mantidas com comprimento constante e submetidas inicialmente a 
tensões de tração de, respectivamente, 60%,  70% e 80% da tensão 

de ruptura característica f ptk. Conhecidos os três valores de #, 
4 possível encontrar uma parábola, que passa pelos três pontos, 

em um gráfico de em função da razão da tensão inicial de 
protensão v e da tensão de ruptura do aço f ( 5 4 1 ,  conforme 

P 0 P t k 
mostra a F i g .  5.5. 

Figura 5.5 - Curva para os coeficientes de relaxação 



onde 

b = -75?bso + 140% - 65#,0 

c = 28#,, - 48@,, + 213k80 

sendo 

A relaxação do aço, conforme (21 ,  é dada por 

t 4 o tempo em horas e 

# 8 0 ( % )  

12 

3 , s  
i 

TIPO DE AÇO 

relaxação normal 

k = {  0,12 para relaxação normal 
0,19 para relaxação baixa 

Passando a equação (5 .45)  para t em dias ,  fica 

@ 6 0 ( ' )  

4 , 5  

Com a função de relaxação, dada para um elemento Maxwell, 

7 --- 
relaxação baixa 1,5 

- ( t-tp 1 lsEs 
R(t,tp) = E5 8 

onde t é a data, em dias, de aplicação da força de protensão, 
P 

2 ~ 5  



comparando-se com a equação (5 .461 ,  tem-se 

Desta forma, o parâmetro de fluidez para o aço protendido, ao 

longo do tempo, pode ser tomado por 



6 - IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO MODELO 

6.1 - Generalidades 

Este trabalho consiste na elaboração de um programa 
computacional para análise elasto-viscopl8stica de peças de 

concreto estrutural, utilizando o mktodo dos elementos Einitos. 
No capitulo 2 ,  apresentou-se um modelo para a analise 

elasto-viscoplástica de peças de um material homogeneo. Este 

modelo seria adequado para o estudo de peças de concreto 

simples. 

Neste capitulo, será v is to  o desenvolvimento de urna 
formulação para incorporar a armadura a este modelo. 

Também será detalhado o algoritmo geral de solução do 
programa, com suas distinções conforme a classe de aço empregada 

e a etapa de solução do problema (viscoel8stica ou 

elastoplástica). 

6 . 2  - Comportamento elasto-viscoplástico do aço 

Considerando que exista aderência perfeita entre o 

concreto e o aço, admite-se que o deslocamento de um ponto 

qualquer da barra de aço B o mesmo do que o do concreto que a 

envolve. Sendo a s s i m ,  pode-se escrever o desenvolvimento 

rnatem8tico do modelo elasto-viscoplástica para o aço de uma 

maneira incremental, similar ao feito no capítulo 2 para o 

concreto. 

6.2.1 - Incrementos de tensão 

Conhecidos os incrementos de deslocamentos nodais 

{Au ), para o passa n de tempo, o incremento da tensão em um 
n 

ponto de uma barra de aço será 



onde o incremento da de£ormaçáo t o t a l  é 

( A c ~ ) ~  = <Bs> {Au n ) 

em que <Bs> O vetor das relaçóes deslocamentos-deformç5es 
para a armadura dada por ( 3 . 3 5 ) .  

O incremento de deformação viscopl&stica , conforme 
vis to  em ( 2 . 6 )  e 

( ~ c ~ ~ ) ~ = ~ t  n [ ( i  - 9 1  (E svp 1 n + e  (ESwln+l I 
e a taxa de deformação viscopldstica 4 

onde Hs e um parâmetro que será visto no item 6 . 2 . 3 .  

Substituindo ( 6 . 4 )  em ( 6 . 3 )  

( A E ~ ~ ) ~  = At n ( E  ~ v p  1 n + e A t n  (AcSln 

Desta forma, pelas equações (6.1) e (6.5) tem-se 

sendo que o modulo de elasticidade longitudinal modificado para 

o aço é 

onde (C s ) n = e A t n  e a tensão total, no passo n+l, fica 



6.2.2 - Equações de equilibrio 

A equação ( 2 . 2 2 ) ,  correspondente as forças residuais 

considerando a presença da armadura, fica 

O vetor de pseuda-cargas , da equação (2.17) , ter& um acr8scimo , 
dado par 

A taxa de deformação viscoplástica para o aço 6 

onde o. & a tensão de plastificaçáo inicial e H; é o parâmetro 
Y 

de endurecimento do aço. Para solução pelo esquema implícito de 

passo de tempo, o parâmetro (Cs)n 4 necessario em cada passo, 

sendo funçáo do parâmetro O parbmetro Hs é dado por 

a - i$ - svp - - a ,  [ i -  

a crs 
a y  I 
a Fs 

Na fase viscoeldstica, Y = O e Hs = I , .  Na fase elas- 



toplástica, para o aço da classe A, H, = r, e para o da classe B 
e de .protensáo Hs = 0 .  

6.3 - Tipos de protensgo 

Por definição [ 2 ] ,  uma peça de concreto protentido 6 
aquela que estd submetida a um sistema de forças especialmente e 
permanentemente aplicadas, chamadas forças de protensão e tais 
que, em condição de utilização, quando agirem simultaneamente 
com as demais ações, impeçam ou limitem a fissuração do 

concreto. 

Ã armadura de protensão (armadura ativa) é constituída 

por barras ou fios isolados, por cordões (cordoalhas) formados 
por fios enrolados, ou feixes compostos, ou por fios, ou cordões 
paralelos e B comumente denominada cabo, qualquer que seja seu 
tipo. 

Nesta armadura, existe uma tensão i n i c i a l  varidvel ao 
longo do cabo e variável ao longo da tempo, devido a perdas 
ocorridas na protensão. 

Neste trabalho implementou-se três modelos matemáticos 

distintos, conforme o tipo de protensão utilizado na peça de 

concreto protendido: pré-tração, pós-tração com e sem aderhcia. 

O concreto protendido pré-tracionado tarnb&m d 
conhecido como concreto protendido com aderência inicial. 

aquele em que o estiramento da armadura de protensão 4 feito 

utilizando-se apoios independentes da peça, antes do lançamento 
do concreto. A ligação da armadura de protensão com os referidos 
apoios e desfeita após o endurecimento do concreto. A ancoragem 

no concreto realiza-se s6 por aderência. 

O concreto protendido pós-tracionado com adergncia 4 
t a m b 8 m  chamado de concreto protendido com adergncia posterior. 
N e s t e  caso, o estiramento da armadura de protensão é realizado 



após o endurecimento do concreto, utilizando-se, como apoios, 

partes da própria peça e criando, posteriormente, aderbcia com 
o concreto de modo permanente. 

A armadura inexiste até o momento da protensbo e est8 
na interior de uma bainha met8lica onde, após a protensão, 6 

injetada nata de cimento para criar uma aderéncia com o 

concreto. 

Depois da liberação do cabo, o esforço de protensão é 

transmitido h peça como uma carga externa de compresaao variável 
no tempo devido a diversos fatores. 

6.3.3 - P6s-traçbo sem aderência 

O concreto protendido pós-tracionado sem ader6ncia e ,  

as vezes, chamado simplesmente de concreto protendido sem 

aderência. B obtido como em 6.3.2, mas ap6s o astiramento da 
armadura de protensão, não e criada aderência com o concreto. 

A armadura fica livre dentro da bainha met8lica e suas 

deformações não são acompanhadas pelas deformações do concreto 
adjacente. Assim, como na põs-tração com aderência, também 

ocorre o efeito de unia carga externa de compressão aplicada na 

Peça 

6 . 4  - Perdas de protensão 

A armadura de protensão sofre perdas imediatas e 

progresivas durante sua utilização. 

As diversas perdas na armadura protendida estão 

ilustradas na F i g .  6.1. 

6.4.1 - Perdas imediatas 

As perdas imediatas são classificadas em perdas por 

deformação imediata do concreto, perdas por atrito e perdas por 
deslizamento da armadura na ancoragem e acomodação da ancoragem. 



1 - PQ worrwmanto âaa fim na an- k- - -1- I _ _ _ _ _ _ _ -  - r- por ntmsuo  inicia^ & sonanto 
Por rmloxi~ao Inlclal da armadum - - 
T A - - - - -  

I - por deformaplk imediata & w u n f o  

f - - - - -  - pw r*laxagh poi tukr do ~madura 
- wr n t r o ç l  pmtlrbr C concreto - por fluHiaio do eonerito 

I 

Figura 6 . l . a  - Perdas na pré-tração 
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Figura 6.1.b - Perdas na pós-tração 



6.4.1.1 - Perdas por deformação imediata do concreto 

Nas peças pr4-tracionadas, há uma queda de tensao na 

armadura antes da aplicação da protensão ao concreto (por 

retração e fluência do concreto e relaxação da armadura). Nas 

peças pós-tracionadas, a protensão sucessiva de cada um dos 

cabos provoca urna deformaçao imediata do concreto e, consequen- 
temente, afrouxamento dos cabos anteriormente pretendidos. 

6.4.1.2 - Perdas por atrito 

Conforme [ 5 4 ] ,  a perda de tensão por atrito no aço é 

sendo 

ir a tensão inicial de protens8o ( t = O ) ,  num ponto qualquer ao 
PO 

longo do cabo; 

é a tensão de protensão aplicada na extremidade do cabo 
pi 

(s=O ) ; 

Aa B a deflexão geométrica total (Angulo de desvio); 

s 4 a distancia entre um ponta qualquer ao longo do cabo e a 

sua extremidade; 

fl é o coeficiente de atrito dado por 

0 , 5 0  para armadura e concreto em contato direto 
0,30 contato entre armadura de barras ou fias com mossas 

ou sali$ncias e bainha metdlica 
O t 2 5  contato entre armadura de fios paralelos ou cordoa- 

lhas e bainha metálica 

Mo programa computacional, desenvolvido neste traba- 

lho, a variação da tens80 ao longo do cabo de protens8o 4 

verificada nos pontos de integração do aço. O ponto de 

integração da cabo, situado mais prbximo do ponto de aplicação 
da carga de protensão, tem o comprimento s=O. O parhetro Aa 

mede a variação da inclinação dos pontos de integração ao longo 

da barra e m  relaçao a inclinação do ponto de s=O ( F i g .  6 . 2 ) .  

Para barras retas, Aa=O. 



Figura 6 . 2  - Definição dos parâmetros s e Aa 

6.4.1.3 - Perdas por deslizamento da armadura na ancoragem e 
acomodação da ancoragem 

Segundo Vasconcelos [ 5 4 ] ,  nao B possível executar uma 
ancoragem perfeita. Todas , mesmo aquelas baseadas na ação de 
parafusos, possuem folgas. Com a carga elevada que o cabo aplica 

a ancoragem, esta se deforma e durante esse processo h& um 

pequeno retrocesso do cabo. ESS8 retrocesso depende de cada tipo 

de ancoragem e seu valor é fixado na catálogo de cada fabrican- 

te. Além disso,  pode haver simultaneamente algum deslizamento do 
cabo, na pr6pria ancoragem, antes de se efetivar seu agarramento 
por atrito ou por engrenamento no corpo da ancoragem. Esses 

deslizamentos são fixados por meio de medidas experimentais. 

Neste trabalho, supõe-se que nas forças de protensão aplicadas, 
as perdas desta natureza j A  tenham s ido  consideradas. 

6.4.2 - Perdas progressivas 

No decorrer do tempo, tanto o concreto quanto o aço 

sofrem deformações progressivas decorrentes da retraqão e 

fluência do concreto e relaxação do aço. As perdas de 

protensão correspondentes a estes fen8menos, abordados no 



capitulo 5, 

proposto. 

são consideradas automaticamente no algoritmo 

Figura 6.3 - Representação das forças nodais equivalentes devido 

21 carga de protensão 

6 . 5  - Força de compressSo na pds-traça0 

Nas peças de concreto protendido pós-tracionadas, a 

força de protensão, aplicada na armadura pelo equipamento de 

tração, B transmitida peça como uma carga externa de 

compressão, variável no tempo. 

Esta carga aplicada é transformada em forças nodais 

equivalentes para o elemento de concreto correspondente, 

conforme Fig. 6 . 3 .  A força axial de compressão F , devido a 
P 

barra pretendida, @ dada por 

onde cr é a tensão inicial de protensão, no primeiro ponto de 
PO 

integração (s=O), e A e a área da seção tranversal da armadura 
P 

de protensão. 

Esta força decomposta nas direções x e y fica 



F = F cosa 
PX P 

F = - F senu 
PY P 

As f o r ~ a s  nodais equivalentes são 

onde Ni é a função de forma para o n6 i do elemento de concreto. 

6 . 6  - Algoritmos de solução 

O programa computacional , desenvolvido nesta 
dissertação, propõe-se a analisar peças de concreto estrutural 

c o m  comportamento elasto-viscoplástico. Para tanto, utilizam-se 

dois  procedimentos distintos, baseados no algoritmo elasto- 

viscoplástico. 

Numa primeira etapa, faz-se a determinação da resposta 
da estrutura ao longo do tempo. Cacula-se o estado de deformação 

da estrutura, decorrido uia periodo de tempo da aplicação do 

carregamento anterior. H& um processo de incremento do tempo 
real (em dias), onde ocorrem os efeitos ao longo do tempo na 
estrutura (fluência e retração do concreto e relaxação do aço). 
Esta resposta representa um comportamento viscoelStstico dos 

materiais, correspondente $i etapa 1 no programa. 
Na segunda fase, busca-se determinar a resposta da 

estrutura para um carregamento instantaneo. Isto e f e i t o ,  
supondo-se a estrutura elasto-viscopl8stica e procurando-se o 

seu estado de defomaçZio quando o tempo (fictício) tende ao 

i n f i n i t o .  E s t e  estado estável corresponde a resposta de uma 

estrutura de comportamento elastopl8stic0, submetida a carga 

in s tanthea .  Esta fase corresponde a etapa 2 do programa. 

O programa permite a aplicação de diversos 

carregamentos, em datas d i s t i n t a s ,  entre as quais ocorrem os 
fenomenos decorrentes do tempo. Desta forma, as etapas 1 e 2 são 
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executadas de forna sucessiva, a medida que são aplicadas as 

cargas nas datas especificadas. 

Na ~ i g .  6.4 B apresentado um fluxograma geral, onde 
ilustram-se as diversas fases do programa. 

6.6.1 - Implementação das etapas de solução para o concreto 

Na etapa 1, viscoel8stica, adotou-se para o concreto 
um modelo de cinco camadas visto em 5.2.1 onde são representadas 
a f luência e a retração. Nesta etapa, não se considera o efeito 

de endurecimento e a tensão de plastificação inicial 6 tomada 

como zero, desconsiderando o elemento de atrito do modelo da 

F i g .  1.6. Para os pontas de integração, onde atuam tensões de 
tração, admite-se que não surjam novas fissuras nesta fase. 

Na etapa 2 ,  elastoplástica, é determinado o endureci- 

mento do ponto de integração em que a tensão efetiva exceder a 
tensão de plastificação inicial. Utiliza-se u a  única camada 

nesta fase de carregamento instantâneo. Quando passa-se de uma 

etapa 1 para uma etapa 2,  calcula-se, para cada ponto de 

integração, uma tensão equivalente em função das cinco tensões 

determinadas no £ i n a l  da etapa 1. Nesta fase, sbo verificados 

os pontos de integração quanto ao critério de EissuraçBo, visto 
no capitulo 4 .  

6 . 6 . 2  - Implementação das etapas de solução para o aço 

As etapas de solução para o aço apresentam diferentes 

procedimentos conforme o t i p o  de aço utilizado. A F i g .  6 . 5  

mostra estas diferenças para caso. 



rr : tensão de escoamento 
Y 
H;: endurecimento 

r,: coeficiente de fluidez 
A :  forças equilibradas (S Bs q dv) 
F : força de compressáo na pós-traçáo 
PXtY 

Figura 6 . 5  - Implementação do aço 



7 - EXEMPLOS 

7.1 - Introdução 

Neste capitulo, apresentam-se comparações entre os 

resultados experimentais de vigas de concreto amado e 

pretendido com os obtidos pelo programa computacional. 

Os três exemplos apresentados visam ilustrar a 

validade do modelo desenvolvido, uma vez que procurou-se cobrir 

todas as propriedades apresentadas neste trabalho. 

Os exemplos foram testados para uma malha de elementos 
f in i tos  de concreto com dez ou doze elementos de o i t o  nós. 

Malhas mais refinadas (15 e 20 elementos) não apresentaram 

diferenças significativas com relação a estas malhas. 

O programa foi desenvolvido de forma a tornar os 

testes independentes de ajustes de parâmetros. Desta forma, como 

entrada de dados, sao fornecidas somente informações referentes 

h geometria da peça, ao tipo de carregamento e as propriedades 
do concreto, aço e ambiente. 

Fixaram-se alguns parametros referentes ao processo de 

integração no tempo, descritos na referência [ 4 6 ] ,  tais como: 

f a t o r  k = 1,s; 8 = 0,5 (a integraçáo implicita apresentou 

melhores resultados que a explícita); comprimento in ic ia l  de 

passo de tempo At = 1; f a to r  de incremento de tempo z = 1. 

Igualmente foram adotados para todos testes valores 
f ixos  de coeficiente de Poisson v = 0 , 2  e cimento de endureci- 
mento normal, 

7 . 2  - Exemplo 1 

Neste exemplo, comparam-se os resultados obtidos 

através do programa computacional com valores determinados 

experimentalmente, para a viga ET1 de concreto armado, obtidos 



por Lpeonhardt e Walther [ 4 0 ] .  

A viga apresenta um carregamento instantâneo ate 

atingir a ruptura através de duas cargas concentradas, como 

mostra a Fig. 7.1. 

A armadura longitudinal apresenta inferiormente quatro 

barras de 20 m de diâmetro (f = 428 MPa) e superiormente, duas 
Y 

barras de 8 mm de diâmetro (f = 465 ma). Todas as barras são 
Y 

de aço da classe B. 

Os estribos verticais t ê m  6 mm de diametro (fy = 320 

MPa, aço classe A ) ,  uniformemente espaçados. 

A resisthcia média compress&o do concreto aos 28 

dias (f ) 6 24,2 MPa e a altura f ic t ic ia  (hf) d l6,l5 cm. 
c m 

Considerou-se os efeitos da fluência e retração do 
concreto a partir do sétimo dia após a concretagern da viga. 

Adotou-se, conforme medigões no local, urna umidade relativa do 
ar de 60% e uma temperatura de 18'~. O peso prbprio da viga foi 

considerado como carga de curta duração, uma vez que os ensaios 
e r a m  montados na data da execução (aproximadamente, 28 dias da 

concretagern). 
Os valores comparados são valores liquidas, i s t o  e, 

estão descontados as parcelas correspondentes aos efeitos 

dependentes do tempo e do peso próprio. Este procedimento foi 

t a m b é m  adotado para os demais exemplos. 

Para o estudo computacional adotou-se a malha da F i g .  

7.2, uma vez que a viga apresenta simetria de carga e geometria. 

A Fig. 7.3 apresenta a comparação da flecha 

determinada pelo modelo computacional e pelos dados 

experimentais, para cada nível de carga, 
Na F i g .  7.4, comparam-se as tensões m4dias na altura 

da alma, de quatro estribos posicionados entre 38 e 71 cm a 
partir do apoio. 



Figura 7.1 - Detalhamento da viga 

Figura 7.2 - Malha de elementos finitos adotada 
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Figura 7 . 3  - Comparação e n t r e  as flechas obtidas pelo ensaio e 

. - . - - , pelo modelo computacional . ... ---. 

- v experimenta I 
- modelo 

Figura 7.4 - Comparação das tensdes nos estribos obtida no 

ensaio e pelo modelo computacional 
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7.3 - Exemplo 2 

Neste exemplo, comparam-se os resultados computacio- 

nais ,  apresentados e m  (341,  para vigas de concreto armado, 
submetidas a um carregamento uniformemente distribuído de curta  
e longa duração. 

Compara-se os resultados correspondentes as vigas V7 

e V8 do referido trabalho. As vigas eram simplesmente apoiadas, 
com um vão de 3 , 7 2  m. O detalhamento da viga aparece na F i g .  

7 . 5 .  

A armadura longitudinal é composta, inferiormente, por 
duas barras de 8 mm de diâmetro de aço CA-SOA e, superform@nts, 

Por duas barras de 3,4 mm de diâmetro de aço CA-6OB. 
Adicionalmente, foram colocadas nas faces das vigas, duas barras 
de 3 , 4  m de diametro. A armadura transversal consiste de 

estribos de 3 , 4  nun de diâmetro, espaçados de 10 cm. 

As vigas foram ensaiadas 16 dias após sua concretagem. 
Foram submetidas a um carregamento uniformemente distribuído de 
2,36 kN/m, aldm do peso prdprio, sendo esta carga mantida 

constante por mais setenta dias.  
Considerou-se a fluência e a retração do concreto a 

partir do sétimo dia após o carregamento e os valores de f = 

21,2 MPa e hf = 5 , 4 5  cm. A umidade relativa do ar foi 75% para 
uma temperatura constante de 2 0 ' ~ .  

A andlise computacional foi realizada com o emprego da 

mesma malha de elementos finitos da F i g .  7 . 2 ,  porém com dez 

elementos de 37,2 X 10 cm. 

Na Fig. 7.6, comparam-se a flecha da viga, segundo o 
ensaio e o modelo computacional, para o carregamento 

instantâneo. Esta figura apresenta duas curvas para o modelo 

cornputaconal: modelo 1, com a = 0 , 8  na equação ( 4 . 2 2 )  e modelo 

2 ,  para a = 0 , 6 .  Isto porque, neste exemplo, acredita-se que 

devido A baixa taxa de armadura da viga a contribuição da 
concreto tracionado torna-se mais importante. 

A s  F i g .  7.7 e F i g .  7 . 8 ,  confrontam os resultados 

experimentais e computacionaia, para as deformações na armadura 

tracionada e na borda comprimida, na seção central das vigas. 

Estes valores correspondem ao carregamento instantfineo. 



Figura 7 . 5  - ~etalhamento da viga 



, , experimental - modelo 1 
- modeio 2 

Figura 7 . 6  - Comparação entre as flechas obtidas no ensaio e 
pelo modelo computacional 

A ~ i g .  7 .9 ,  apresenta o desenvolvimento das flechas 
das vigas, no periodo de setenta dias que seguiu a data do 

ensaio. 

As F i g .  7.10 e ~ i g .  7.11 mostram a evolução das 

deformações na armadura e na borda comprimida, na seção central 
das vigas V7 e V8, nos setenta dias que sucederam a aplicaçãa da 
carga. 

A Fig. 7.12 mostra as deformações na seção central das 

vigas V7 e V8, no instante de aplicação da carga e setenta dias 
após, segundo as mediçoes do ensaio e os resultadas da análise 

computacional. Nesta figura, os resultados experimentais 

correspondem a media dos valores obtidos. 



Figura 7.7 - Deformações na armadura tracionada, na seção 
central, obtidas no ensaio e pelo modelo 

. . .. -- -- - - - ,  -- ---. 

- - experimental V7 
- - experimental V8 
- modelo 

Figura 7.8 - Deformações na borda comprimida, na seção central, 

obtidas no ensaio e pelo modelo 



- - experimental V7 
- - experimental V8 - modelo 1 - modelo 2 

TEMPO ( d h )  

Figura 7 . 9  - Desenvolvfmento das flechas no tempo, segundo o 
ensaio e a modelo 

experimental V7 - experimental V8 
- modelo 

Figura 7.10 - Deformações, no tempo, na armadura tracionada. 

segundo o ensaio e o modelo 



, - experimental V7 - - experimento! V8 - modelo 

Figura 7.11 - Deformação, no tempo, na borda comprimida, segundo 

o ensaio e o modelo 

- MODELO 

Figura 7.12 - Deformagão na seçb  central das vigas para o 

carregamento instantâneo e de longa duração 



7.4 - Exemplo 3 

Neste exemplo, comparam-se os resultados experimentais 

c o m  os computacionais, apresentados por Gongchen e Xuekang [ 3 5 ] ,  

para vigas de concreto protendido, submetidas a um carregamento 
instantâneo. 

Comparam-se os resultados correspondentes as vigas A-3 

e A-6 pós-tracionadas sem aderência e as vigas pr8-tracionadas 

D-3 e D-10, 

As vigas, simplesmente apoiadas, apresentam um vZio de 

420 cm c o m  dois pontos de aplicação de carga, conforme F f g .  

7.13. 

As armaduras passivas longitudinais tracionadads ($,), 

as armaduras passivas longitudinais comprimidas ( # L ) ,  as 

armaduras ativas ( d p ) ,  as resistências medias 8 compressão do 
concreto , as tensões de protensáo (o ) e as tensóes de 

pi 
escoamento da armadura passiva (E ) encontram-se na F i g .  7.15, 

Y 
para cada caso. 

Considerou-se a umidade relativa do ar de 60% e 

a temperatura de 2 0 ' ~ .  A espessura fictícia é 10,18 cm. 

As vigas A apresentam tensão de ruptura do aço 

protendido de 1790 MPa e módulo de elasticidade do aço 

protendido de 205000 MPa. As vigas D t ê m  f =I660 MPa e 
ptk 

E = 200000 MPa. 
B 

A análise foi realizada com o emprego da malha de 

elementos finitas da Fig. 7.14. 

N a s  Figs, 7-16 at4 7.19, comparam-se as flechas das 

Figura 7.15 - Valores para cada viga 



vigas, segundo o ensaio e o modelo computacional. 

N a s  Fig .  7.20 e F i g .  7.21, confrontam-se os resultados 

experimentais, para o aumento médio de tensão na armadura 

pretendida. 

estribos d sa c/m 

Figura 7.13 - Detalhamento da viga 

Figura 7.14 - Malha de elementos f i n i t o s  adotada 



- - experimental 
- modelo 

~igura 7.16 - Comparação entre as flechas obtidas no ensaio 

e pelo modelo para viga 8-3 

- - experimental 
- modelo 

Figura 7.17 - Comparação entre as flechas obtidas no ensaio 

e pelo modelo para viga A-6 



- - experimental 
- modelo 

Figura 7.18 - Comparação entre as flechas obtidas no ensaio 

e pelo modelo para viga D-3 
- -- 

- modelo - - experimental 

Figura 7.19 - Comparação entre as flechas obtidas no ensaio 

e pelo modelo para viga D-10 



- - experimental 
- modelo 

Figura 7.20 - Aumento m4dio de tensão na armadura protendida, 

obtida pelo ensaio e pelo modelo, para viga A-3 

- - experimental 
- modelo 

Figura 7.21 - Aumento médio de tensão na armadura protendida, 
obtida pelo ensaio e pelo modelo, para viga A-6 



Esta dissertação dá sequência ao trabalho de Senzale 

[ 5 0 ]  apresentado no CPGEC/UFRGS em 1991. Em relaçao ao trabalho 
anterior, estendeu-se a aplicabilidade do modelo a peças de 

concreto protendido; automatizou-se o processo de determinação 

dos segmentos de armadura contidos nos elementos de concreto: 
abriu-se a possibilidade de utilização de barras curvas para a 
armadura; incorporou-se ao programa de elementos finitos a 

determinação dos parametros do modelo viscoelástico do concreto 
e elaborou-se um programa para entrada de dados de forma a 

facilitar a geração do arquivo de dados. 

A finalidade deste trabalho foi desenvolver um modelo 

matemático para simular o comportamento de p q a s  de concreto 

armado e protendido, 

Considerando-se a variabilidade inerente ao 

comportamento deste tipo de estrutura, alcançou-se excelente 

aproximação frente a todos resultados experimentais analisados. 

Com isto, é garantida a validade do modelo para o estudo de 

várias situações nas estruturas correntes de concreto 

estrutural. 

Na análise do funcionamento do concreto ao longo do 

tempo, a implementação do modelo de camadas de Maxwell atingiu 
ótimos resultados para o fenomeno da fluancia, muito embora o 

modelo de retragão do concreto necessite ser melhor estudado. 

A autornação da implementação da armadura, atraves do 
modelo incorporado, tornou o programa extremamente versAti1, uma 
vez que as barras inseridas dentro dos elementos de concreto são 

fornecidas apenas por dois  ou três pontos nodais. O programa, de 

maneira automatica, encarrega-se da determinação da contribuiçdo 
de rigidez devida a barra de armadura, 

Ficou evidente, atrav4s das analises efetuadas, a 

importância da contribuiç&o do concreto entre fissuras. Para uma 



análise mais realista do funcionamento do concreto fissurado, 

deveria-se levar em cansideraçbo a taxa de armadura. 

Com a entrada de dados desenvolvida neste trabalho, o 
programa tornou-se auto-explicativo e de fácil manipulação para 

usuários não familiarizados com as diversas etapas de S 8 U  

desenvolvimento. 

O modelo obtido pode ser aperfeiçoado a fim de 

estender a sua validade e precisão. 

A conclusão fundamental, extraída deste trabalho, e a 

possibilidade da simulação computacional do funcionamento real 
de estruturas de concreto e aço. Com i s t o ,  pode-se descrever o 
comportamento de peças complexas como estas, de maneira mais 

exata, a fim de otimizar o aproveitamento dos materiais. 



ANEXO A - ENTRADA DE DADOS 

A. I - Introdução 

Ã anblise numérica pela m4todo dos elementos f i n i t o s  
constitui-se de uma ferramenta muito avançada na busca de 

soluções cada vez mais precisas dos problemas encontrados na 

engenharia estrutural. 
S e ,  por um lado, esta metodologia de cálculo leva a 

respostas mais pr6ximas da realidade, por outro lado acarreta 

algumas dificuldades na manipulação de um volume grande de 

dados. 

Tendo em vista estes fatores, as programas computacio- 

nais  estão se aperfeiçoando muito em proporcionar entradas e 
saídas de dados que facilitem sua utilização pelo usu8rio. Desta 

forma, tem-se diversos trabalhos de elaboração de 

pre-processadores e pós-processadores como: geradores 

automAticos de malhas, geraçbo gr8fica da malha, anAlise gráfica 
de tensões e deslocamentos, etc. Pouco adianta um programa 

computacional bem elaborado teoricamente, se o usuário ter8 

grandes dificuldades para usá-lo e interpretã-10. 

Neste trabalho o programa computacional foi desenvol- 

vido na linguagem FORTRAN. considerando que esta não possui 
recursos adequados para elaboração de uma boa entrada de dados, 

foi implementado um mbdulo com o objetivo de tom&-la mais 

amigável. Contudo, como o objetivo desta dissertação não é 

especificamente a criação de pós e pré-processadores elaborados, 

a entrada de dados criada não t e m  a pretensão de ser completa e 

autosuf iciente, ,.- e sim de facilitar a tarefa de executar o 

programa. 



O sistema computacional implementado compõe-se de dois  

mddulos. O c8lculo propriamente dito B efetuado por um módulo 

desenvolvido na linguagem FOR-. O gerenciamento da execução 

assim como a entrada e saída de dados são controlados por um 
módulo desenvolvido em linguagem CLIPPER. 

O CLIPPER 4 um Sistema Gerenciador de Base de Dados, 
tendo-se originado do dBASE 111. Enquanto o dBASE I11 é um 

interpretador o CLIPPER é um compilador, tornando os programas 
mais rápidos e eficientes, Ambos os softwares geram o mesmo 

t i p o  de arquivo de dados ( ,dbf) e utilizam arquivos de indice 

com extensão (.ndx) para o ãBASE e (.ntx) para o CLIPPER. 

No final da etapa de fornecimento dos dados de 

entrada, o sistema cria um arquivo ( . t x t )  em ASCII para ser lida 
pelo m6dulo de c8lcul0, que realiza a andlise do problema. Ao 

término do processamento, o sistema retorna ao módulo CLIPPER 
para apresentação dos resultados. 

A seguir ser8 descrita a utilização da entrada de 

dados em suas diversas etapas. 

A . 3  - Primeira tela 

A t e l a  inicial solicita ao usuário o nome do 

trabalho em questão e o diretório onde serão gravados todos os 
arquivos de dados ( . dbf ) e de indicas ( .ntx) , produzidos pelas 
diversas etapas de entrada. A Fig. A . 1  apresenta esta tela. 

A.4 - Tela principal - Menu 

A t e la  principal é composta por um menu de barras de 
seleção, conhecido como "pull dom menuvi. Nesta, constam todas 
as opções de entrada disponíveis no programa: dados iniciais, 

dados estruturais, carregamentos, saídas e f i m .  Para selecionar 
uma opção, basta posicionar o cursor sobre a opção desejada, 

através das quatros setas de movimento, e pressionar ivEnterif. 
Feito isto, uma nova t e la  será exibida. Acionando a opção FIM, 
encerra-se o programa e retoma-se ao sistema operacional. A 



D i g l t e  o nome da t r a b a l h ~ r  cnm no rn$$:ima 5 raracteres 
(Informe o diret6riui  caço neceseAria) 

Figura A.l - Primeira tela 

Conet i vi  d a d ~ s  

Propr i edades 
Par-âmetroi 

Figura A.2 - Menu 



Fig. A.2 mostra este menu. 
Serão detalhados nos pr6ximos itens os quatro grupos 

de opções do programa. 

A . 5  - Dados iniciais 

Neste grupo, atrav4s das opções gerar, alterar, 

eliminar e imprimir, são manipulados os parâmetros in ic ia is  para 
o problema, a saber: 

- Número de nós 
- Número de elementos de concreto 
- Número de barras de armadura 

- Número de n6s de contorno 

- N ú m e r o  de nós por elemento 

- Número de materiais diferentes (armadura passiva) 
- Número de materiais diferentes (armadura protendida) 
- Ordem de integraçáo num4rica (Gauss) 
- Nrfmero de carregamentos 

As opções GERAR e ALTERAR são utilizadas para 
estabelecer valores para os par$metros iniciais, conforme 

ilustrado na Fig. A.3, 

A opção ELIMINAR remove as informações referentes aos 

dados iniciais. A opção IMPRIMIR produz a impressão dos dados 

iniciais fornecidos, 

A . 6  - Dados estruturais 

E s t e  grupo fornece cinco opções para entrada de dados: 
coordenadas, conetividades, vínculos, propriedades e parâmetros. 

A.6.1 - Coordenadas 

A opção COORDENADAS gera as coordenadas cartesianas 
( x , y )  de todos os 116s da malha de elementos f i n i t o s .  Ao final da 

numeraça0 dos nós dos elementos de concreto, são numerados, em 

sequencia, os nós dos elementos de armadura. Desta forma, nesta 



No. da n6s ...................................... : 
N a .  d e  elementos de c o n r r c t a . . . . . .  ..,.,-mu.-....: 
Na. de bar-ras d e  arrnad~ira . . , . . * . . . . . . . . . . . . . . -p . :  
No. de n6s de contarno .....................h-... : 
No. de n6s por elemento ......................... : 
No. d e  m a f e r i a i  s d i f  erpntes (a rmadura  passiva) . . : 
No. de m a t a r  iaic d i - F a r e n t e s  (armadura protansao) : 
O r d e m  de i n t e ~ r a 5 ~ 0  num&ricaiGauss) ............. : 
No. de carrcgamentas ........................ ..-E 

T r a b a l h o :  VPEI 

/ESC> Grava e retarna ab menu < t >  rctorna campo 

Figura A.3 - Tela de dados iniciais 

COORD. X COORD. Y 

259.000 7.625 

Figura A.4 - Tela de coordenadas 



opção são geradas as coordenadas dos nds de concreto e aço. 
conforme F i g .  A. 4 .  

Na Qltima linha das te las  do sistema B apresentada uma 
mensagem de auxílio ao usuArio. 

Nesta tela, a tecla F1 apresenta um Help descrevendo o 

funcionamento das diversas teclas v8lidas; F2 faz a eliminação 

do arquivo de coordenadas e F3, sua impressao. A tecla Esc grava 

e retorna ao menu e F5 localiza o nó desejado. 

Através da tecla F4, pode-se efetuar uma geração 

múltipla de coordenadas para n6s que se encontram sobre uma 

mesma reta, Basta fornecer o nó i n i c i a l ,  o n6 final e suas 

coordenadas. Automaticamente todas coordenadas dos nds 
intermediários serão produzidas. 

A.6.2 - Conetividadas 

A opç3o cONETIVIDADES, é utilizada para o 

estabelecimento das conetividas dos elementos de concreto e aço. 

N a s  conetividades para o concreto, são fornecidos o 

número do elemento e suas conetividades nodais, conforme 

ilustrado pela Fig. A.5. As conetividades podem ser produzidas 
multiplamente pela tecla F4. 

Nas conetividades para o aço, são fornecidos o número 

da barra, o número das propriedades do material, o nhero da 
barra da qual é continuação (para barras curvas e poligonais), 
quantos nós definiram sua geometria e suas conetividades nodais. 

As teclas F4 e F6, geram conetividades mfiltiplas. A F i g .  A.6 

ilustra esta tela, 

A opção VÍNCULIOS especifica quais 116s são restringi- 

dos, seus códigos de restrição e os valores de deslocamentos 

prescritos nas' direções x e y ,  con£orme mostra a Fig. A.7.  

A-6.4 - Propriedades 

Nesta opção são fornecidas as propriedades do concre- 



Data : 27/10/92 

ELEM. CONETIVIDflDES 

i 2 3 i 3  26 19 18 32 O Y I B  19 20 30 37 3 b  35 29 O 
3 4 3 14 22 21 20 13 O 

4 20 21 22 31 39 38 37 30 Q 
5 h 7 i 24 25 22 14 O 

4 22 23 24 32 4 1  40 59 51 O 
7 8 9 16 26 25 24 15 O 

9 24 25 2 b  33 43 42 41 32 0 
9 10 11 17 29 27 26 16 O 

t O  2& 27 28 34 45 44 43 33 

Figura A.5  - Tela de conetividades do concreto 

BARR4 PROP. CONT.NOS CONETIVIDRDES 

O 2  4 6 4 7 0 0  
48 49 98 O 

0 2 50'51 O O 
32 53 O O 

0 2  5 4 5 5 0 0  
56 97 O O 

O 2  5 B 5 9 O O  
&O 61 O O 

0 2  6 2 6 3 0 0  
O 2  C i 4 6 5 0 0  
0 2  6 6 6 7 O Q  
r 3 2  b B 6 9 0 O  

I3 - 1 O 2 7 0 7 l  O 0 

Help  <ESC> grava <F2> e l i m i n a  <F3> imprime 
-- 

Figura A.6 - Tela de conetividades do aço 



to, da armadura passiva, da armadura protendida e do ambiente. 
Para o concreta sao informadas as seguintes propriedades, 

conforme ilustrado na Fig. A.8: 

- Resistencia média h compressão aos 28 dias 

- Espessura do elemento 
- Espessura f ic t ic ia  
- Tipo de cimento: endurecimento lento (11, normal ( 2 )  ou 
rdpido ( 3 )  

Para a armadura passiva, conforme a F i g .  A.9.a, 

informadas as seguintes propriedades: 

são 

- Número do material 
- Nhero de barras 

- Tensão de escoamento 
- ~iãmetro da barra 
- Aço t i p o  A ( O )  ou B (1) 

Para a armadura protendida, conforme a, F i g .  A.9.b, são 

informadas as seguintes propriedades: 

- Número do material 
- Número de barras 
- Tensão de ruptura 
- Tensão inicial 
- Diametro da barra 
- Data da protensão 
- Tipo de protensão: pr4-tração (I), p6s-tração com adergn- 

aderência ( 2 )  ou pós-tração sem aderência ( 3 ) .  

- Tipo de relaxação: normal (11, ou baixa ( 2 )  

- Coeficiente de atrito entre o cabo e a bainha met8lica 

para 6 ambiente, conforme a F i g .  A. lO,  são informadas 

as seguintes propriedades : 

- Data de inicio da retração 
- umidade relativa do ar 



- Período de duração Atl da temperatura Ti 
- Valor da temperatura TI no período A t i  

DESLOC. X DESLOC. Y 

O. 000000 0.000000 
O. 000000 O. 006000 
O. i300000 O. 000(300 
O. 006000 O. 000000 
O. 000006 0.OQ6000 
a.  ooooao 0.000000 

Figura A.7 - Tela de vinculação 

Trabalho: V P B I  Propriedades' - Cuncreto Data : 27/10/92 

Resiçtlncia mbdia a compressa0 28 dias : 
Espessura do e lemento  ................... : 
Espessura f i c t í c i a  ................... ...: 
T i p o  d e  rlmento . . . . . . . . . . . . . . . . . . .*.llel: 

i .  endurecimento lento  
2. endurecimento normal 
3. endurecimento rápido 

q:Ent@r> grava <ESC> sai 

Figura A.8 - T e l a  de propriedades do concreto 



No. d e  barras ............. ...... T e n ~ a o  da e~caamento  : 
Difmetro da b a r r a  ......... : 
Tipo  d e  E I ~ o . . . . . . . . . . . . . . . . :  
i. Classe A 
2. Classe B -  

<ESC> grava e t roca de material < f >  rrtmrna campo 

~igura A.9.a - Tela de propriedades da armadura passiva 

Trabalho: VPBI Propriedades - Arm.  proten9ao Data : 27/10/? 

..................... No. de barras 
Tensao de ruptura ................. .................... Tensao i n i c i a l  ................. Diametro da b a r r a  
Data d a  protensao ................. , 
T i p o  de prokrnsao ................ : 

i .  Pré-tra4aa 
2. V&.-trasao t o m  a d r r l n c i a  
3. P6s-traSYo s i m  aderenci a 

T i p o  de relaxaSxo ................. 
i. Normal * -  

2. Baixa 
C o e f i c i e n t e d a a k r i t o ç a b o / b a i n h w : I  

( 0 . 2 5  e 0 .50 )  

Figura A.9.b - T e l a  de propriedades da armadura pretendida 



Data de i n i c i a  da re t ra4Yo 
Umidade r e l a t i v a  d a  ar .......... 

riedadai Rmbfente Data : 27 /10 /92  

<Enker> grava <ESC> s a i  

Figura A.10 - Tela de propriedades do ambiente 
--- L -. - - 

P a r l m r t r o  teta ................... : 
Fator  tau  ...................... ...: 
Comprimento i n i c i a l  ............... : 
Fator k ........................... : 
TolerBnçia p a r i  çonverg8ncia  ...... : 
No. máximo de iteraSbes ........... : 
Frequencia saf da da deslocamentos . ! ............ FrequBncia s a i d a  total : 

Figura A.11 - Tela de garâmetros 



A opção P-TROS estabelece os pararnetros utilizados 
no esquema de integração no tempo e a frequSncia de impressão 
das saídas. 

Esta tela apresenta as seguintes entradas, conforme 
mostra a Fig. A.ll: 

- Par8metro teta 
- Fator tau 
- Comprimento inicial 
- Fator k 
- Tolerancia para convergência 
- N h e r o  dximo de iterações 
- Frequhcia de saida de deslocamentos 

- Frequencia de saída total 

A.7  - Carregamentos 

Na opção CARREGAMENTOS podem ser introduzidos tr&s 
tipos de carga para o problema em estudo: cargas nodais, 

gravitacionais ou de bordo. 

A.7.1 - Datas 

Na opção DATAS são fornecidas as datas de ocorrgncia 

de cada carregamento e o número de incrementos de cargas, 
conforme F i g .  A.12. 

A.7.2 - Nodal 

Na opção NODAL devem ser ser incluídas as cargas 

aplicadas nos nós. São fornecidos o número do n6 e as componen- 

t e s  de carga nas -direções x e y ,  como pode ser visto pela F i g .  

A.13. 



CARREB. DATR No. fNCR. 

40.00. 

<F1> Help <ESC> grava <F2> elimina <F3> i m p r i m e  

Figura A.12 - Tela de datas dos carregamentos 

No. de 1-165 carregadoi r==> m 
CARO& X CARGfl Y 

Figura A.13 - Tela de carregamento nodal 



Na opçiio GRAVITACIONAL sã0 fornecidos o gngulo de 

gravidade, medido em relaqão ao eixo y positivo, e a constante 
de gravidade, como visto na Fig. A.14. 

A.7.4 - Borda 

Esta opção utilizada nos casos onde ocorrera cargas 
distribuídas nos bordos dos elementos. São fornecidos o número 

do elemento, urna lista de pontos nodais que compõem o bordo do 
elemento e os valores das componentes normais e tangenciais de 
carga, conforme o ilustrado na F i g .  A.15.  

A. 8 - Saídas 

Este grupo apresenta quatro opções: dados de entrada, 
cálculo, video e impressora. 

A . 8 . 1  - Dados de entrada 

O acionamento desta opção produz a impressão de todos 

os dados relativos ao problema corrente. 

A opção C Á I C U U  ativa o modulo de processamento do 

sistema. 

Apresenta as saídas produzidas pelo cálculo, no 

monitor de video. 

A.8.4 - Impressora 

Apresenta as saídas produzidas pelo cálculo, na 
impressora. 



A . 9  - F i m  

A opção FIM encerra o programa e retoma ao sistema 
operacional. 



Carregamento : 1 

Angulo da e i x o  de gravidade - e m  graus .......... (medido com e i x o  Y positivo) 

Constante d e  gravidade ................ mm 

I A 

Figura A.14 - Tela de carregamento gravitacional 

No. d e  bordos rarrepados =I=> 

CARGh NORMAL E TANGENCIAL 

I (Ff 3 Help <F2> el imina <F3> i m p r i m e  (0) sai 

Figura A.15 - Tela de carregamento de bordo 



ANEXO B - DERIVADAS DA FUNÇXO DE PLASTZFICAÇXO F 

B . 1  - Vetor de fluxo pl8stico 

Conforme vis to  no item 4 .2 .1 .4 ,  no vetor de fluxo 

plástico {a), descrito na equação (4.111, aparecem os coeficien- 

tes Cl, C, e C3 que dependem das derivadas da funç(io de plasti- 
f icação F em relaçáo aos invariantes de tensão 11, J2 e 0 .  

os coeficientes são 

onde 

em que para sen38 s O 

a A cl o2 cos3e san [ 113 aro =os( - c2 s e n ~  )] 
- - -  

a e 
sen [ aro tos( - c, sense ) ] 



e para sen38 >O 

cl c2 cos38 sen n/3 - 1/3 arc cos( c2 se1138 ) I 
- =  

a e 
sen [ arc tos( c2 sense ] 

O coeficiente C3 é 

B . 2  - Matriz H 

No item 4.2.1.5, f o i  mostrado o desenvolvimento da ma- 
triz H. AtravBs da equação (4,17), aparecem as derivadas de ( a )  

em relação h (r). Nestas surgem derivadas segundas de F em 
relação (a), como 

onde 



onde 

c o m  

O coeficiente C13 é 

A derivada do coeficiente C2 em relação h (o) que apa- 
rece em (4.17) 4 

onde 



com 

O coeficiente C= & 

onde 



O coeficiente CZ3 6 

onde 

Sendo que para sen38 5 O 



a2 h 
+ - 

- 
C 2  ( I - = :  1 

a e2 
sen2 [ arc =os( - c2 sense ] 
- 3 sen3B sen 1/3 arc cos ( - c2sen38  ) I 

sen [ arc tos( - c2 sense ) ] 

Cs 
cos239 cos 1/3 arc cos ( - c2 sen38 ) 

e para sen38 >O 

a2 A 
- - - =I = 2  ( 1 - c ;  1 

a e 2  
sen2 [ arc cos ( cz sense ) ] 

- 3 se1136 sen n/3  - 1/3 arc cos ( c2 sen38 ) 1 
sen 1 arc cos(  c2 sen3B ) 1 

cos238 cos [ n/3  - 1/3 arc cos ( c2 sen38 ) 

A derivada do coeficiente Cg em relação à (G) 4 

onde 



com 

O coeficiente CgZ é 

onde 

O coe£ iciente C33 e 

(B. 2 6 )  

(B. 2 8 )  
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