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RESUMO

Apresenta-se uma formulagZo do tipo incremental-
iterativa destinada a analise n3o linear de pérticos
espaciais. Considera-se os efeitos nZo lineares introduzidos
pelas mudangas de configuragZo geométrica da estrutura e
também pela combinag3o destes efeitos com agqueles inerentes ao
comportamento plastico exibido pelo material.

As relagB®es cinemidticas empregadas permitem a
consideragio de deslocamentos arbitrariamente grandes,
acompanhados de peguenas deformagdes.

A modelagem do comportamento plastico do material &
efetuada atraveées do conceito de rétula plastica, estabelecido
a partir de um critério de plastificag3o generalizado.

Adota-se uma matriz de rigidez geométrica de barra
baseada em momentos semitangenciais., Para elementos com
extremos plastificados, é€é deauzida uma matriz de rigidez
elasto-plastica.

Emprega-se um método numérico do tipo incremental -
iterativo. que utiliza como condigdo basica de controle da
analise a constincia do trabalho realizado pelos incrementos
de cargas, em cada passo incremental (Método de Controle por
Trabalho.

A formulagZo permite uma descrigc3o completa do
desempenho meca&nico da estrutura, inclusive em estagio de
defarmag3o pds-critico em gque ocorre regressio do carregamento
com aumento de deslocamentos, ou vice-versa.

A formulag3o foi implementada em um programa
computacional elaborado em linguagem FORTRAN. VaArios exemplos
numéricos s3o apresentados para mostrar a eficiéncia dos

procedimentos propostos.
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ABSTRACT

An incremental-iterative formulation for the
nonlinear analysis of space frames 1is presented. Nonlinear
effects due to the changes in the geometrical configuration of
the structure and also the combination of these effects with
those due to the plastic behavior of the material are
considered.

The kinematics relations employed allow the
consideration of arbitrarily large displacements with small
strains.

The plastic behavior of the elements 1is modeled
using the plastic hinge concept, based on a generalized vyield
criterion.

A geaometrical stiffness matrix based on
semitangential moments is adopted. For elements with plastic
hinges at their ends, a elastic-plastic stiffness matrix is
derived.

An incremental-iterative numerical me thod is
employed which uses the condition of constant work increment
tc determine the increments of load (Work Control Method).

The anelysis allows a complete description of the
structural response both in the pre and post-critical stages,
even in situstions in which displacements increase with
decreasing loads or vice versa.

The formulation was implemented into a computational
code in FORTRAN language. Several examples are presented to

illustrate the efficiency of the procedures proposed.
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1. INTRODUGAD

1.1 - Considerac®es Gerais

Ds recentes avangos na tecnoloaia de fabricag3o de
novos materiais e a necessidade cada vez maior de se aprimorar
o0 desempenho das estruturas. aliados a aspectos de caracter
econdmico. tem motivado um constante e vigoroso estudo das
propriedades mecanicas dos materiais, assim como do
comportamento global das estruturas quando submetidas as mais
diversas formas de solicitag3c externa. O progresso na area da
informatica, ocorrido durante as tUltimas duas décadas. tem
proporcionado e viabilizag¢®o desse estudo. sendo inclusive 0O
arande responsavel pelo desenvolvimento atualmente verificado
no campo da modelagem matematica do comportamento
estrutural. 0Os modelos propostos tornam-se, cada dia. mais
sofisticados. apresentando gquase sempre inovagdes em suas
formulac®es matematicas e incluindeo & influéncia de novos
significantes fatores antes desprezados.

A busca incessante de modelos que permitam ume
descrig3o meis realistica do comportamento das estruturas tem
tido como consequéncia um grande impulso na Area da Anélise
NZo Linear. A tendéncia de se wutilizar estruturas cada vez
mais esbeltas e mais leves. com grandes vEps livres, tem
revestido de fundamental importancia a considerag3o de efeitos
NnZo lineares introduzidos pelas mudangas na configuragdo
geométrica das mesmas quandpo sujeitas a carregamentos
crescentes. Analogamente, a evidente necessidade de um melhor
aprovelitamento do desempenho mecanico dos materiais que
constituem as estruturas tem implicado no uso dos mesmos em
faixas de solicitagcZzo acima daguelas que permitem a
simplificagZo de se admitir uma relag3o linear entre tensdes e
deformagBes. Como consequéncia disto. decorre o interesse da

1



inclus%o de efeitos nZo lineares relacionados com

aspectos constitutivos dos materiais nas modernas formulagSes

de an&lise estrutural.
Tradicionalmente. a n3o linearidade do comportamento

de uma estrutura introduzida pela mudanga da configurag3o

ageométrica da mesma & denominada de nao linearidade
geométrica. e aquela que se manifesta devido a efeitos
inerentes A& lei constitutiva do material é dita nZo

linearidade fisica.

Evidentemente., em uma analise n3o linear existem
alguns aspectos peculiares nZo encontrados na analise linear
convencional. Relacionando-se com tais aspectos, podem ser
citados como indispensaveis na formulagZo de uma analise nZo

linear fisica e geométrica os seguintes reguerimentos:

- estabelecimento de uma formulag3o cinem&tica consistente que
permita o tratamento de grandes deslocamentos (translagles e
rotagdes),

- adeogZc de adeguadas relagdes entre os esforgos internos que
definam o limite entre os regimes linear e n3o linear,

- implementacdo de métodos numéricos estaveis gue possibilitem
O tratamento do problema em quealguer estAgio de solicitagZo

da estrutura.

Tratando-se do primeiro reqguerimento acima citado, e
referindo-se a estruturas de barras, podem ser mencionados os
trabalbos de O0ORAN [43] e ARGYRIS [2], 0os guais permitem a
marnipulacio de deslocamentos arbitrariamente grandes,
acompanhados de pequenas deformag8es.

No gque diz respeito ao segundo reguerimento, pode-se
afirmar que as relagd®es oriundas da Teoria da Plasticidade tem
sido wusade de forma satisfatéria, principalmente, para
materiais metilicos. No caso especifico de estruturas
constitufidas por barras, podem ser citadas as referéncias
[5-11-19-3B-39-52], dentre outras.

Os procedimentos numéricos propostos para solucgfo
de problemas nZo lineares de estruturas sZo, frequentemente,
de natureza incremental, podendo ser incremental puroc ou

incremental-iterativo, e se baseiam no conceito de matriz de



rigidez tangente.
0 método incremental puro tem como vantagem, em

relagio a outros procedimentos. a sua simplicidade e como
principal desvantagem o fato de gue ao final de cada passoO
incremental os esforgos internaos correspondentes a
configuragfo deformada da estrutura n3o estarem em equilibrio
com as cargas externas, o que implica em erros que vio se
acumulando a4 medida em que se aumenta o numero de passos

incrementais.

Por ocutro lado, com os métodos do tipo incremental -
iterativo, os erros acima mencionados podem ser reduzidos a
valores insignificantes, gragas aos procedimentos iterativos
realizados dentro de cada passo incremental, os quais levam oS
esforcos internos atuantes na estrutura a estarem praticamente
em equilibrio com as cargas externas. Dentre estes
métodos. destaca-s2 como © mais tradicional o Método de
Newton—-Raphson, no qual as cargas permanecem constantes

durante cada passo incremental [16]. Usualmente o Método de

Newton—-Raphson apresenta resultados convergentes ate as
proximidades do primeiro ponto de singularidade da
matriz de rigidez da estrutura (ponto critico) e, a partir

dai, comega a fornecer resultados divergentes. Esta ¢ uma
caracteristica que inclusive inviabiliza o emprego do citado
método quando se deseja investigar o comportamento de uma
estruturs em um estagio pés—-critico.

Desta forma, o interesse na investigag2o do
desempenho mec&nico das estruturas em estagios de deformagZo
além daquele que convencionalmente se denomina critico motivou
o aparecimento de novos métodps incrementais—-iterativos, o©os
guais Qquase sempre sZo generalizac3es do Método de
Newton—-Raphson. Entre eles podem ser mencionados os Métodos de
Controle por Deslocamentos, do Comprimento de Arco, do
Parametro de Rigidez Corrente e de Controle por Trabalho [56].

A principal diferenga entre estes dltimos métodos
estad basicamente no critério utilizado como controle dos
incrementos de carga em cada etapa iterativa da analise.

A diversificag3o e complexidade do comportamento das
estruturas, juntamente com a natureza numérica de uma anilise

nZo linear, a qual envolve aspectos relacionados com



estabilidade numeérica . s3io fatores suficientes para oaque se
use de certa cautela ao se fazer julzo sobre a eficiéncia de

um ou outro método. A pratica tem demonstrado aque n3o existe

um método ideal para a solugl3o de problemas gerais.
Existem, sim, métodos que apresentam eficiéncia em
determinados tipos de problemas, mas que est3o sujeitos a

falhas em outros.

1.2 - Objetivo, Hip&teses e Contetdo do Trabalho

0O presente trabalho objetiva o estudo de pérticos
espacialis considerando-se os efeitos nZo lineares devidos as
mudangas de geometria dos mesmos € ao comportamento pléastico
do material guando soclicitado além de seu limite elastico. Os
aspectos da n3Eo linearidade fisice aqui considerada orientam a
formulagZo apresentada para os casos de estruturas metalicas.

As barras que constituem os pdrticos estudados sZo
admitidas como de material elasto-pléastico perfeito =
apresentam seg¢3o transversal duplamente simétrica. A simulacgdo
do comportamento plastico dos elementos de barras & feita
através do conceito de rétulas plésticas, as queis s3o
definidas por um critério de plastificag¢Zfo generalizadeo.

Considera-se, ainda, gue as cargas externas variem
proporcionalmente e gue atuem nas extremidades dos elementos
definidos pela discretizac3o da estrutura, ou seja, supde-se
apenas carregamento nodal. Esta hipdtese implica na formagZo
de rdétulas plasticas somente nas extremidades dos elementos
considerados.

Na fase elastica, o relacionamento entre forgas e
deslocamentos nodais de um elemento € efetuado através de uma
matriz de rigidez elastica que consiste na soma da matriz de
rigidez linear convencional de barra com uma matriz de rigidez
geométrica apresentada em [4)], a qual 1leva em conta a
influéncia de rotag®es finitas sobre © comportamento dos
momentos atuantes nas seg¢®es transversais do elemento.

Ja na fase elasto-plastica, a matriz de rigidez
acima mencionada ¢ modificada através de um procedimento que

que depende do critério de plastificag2o especificado,



resultando, assim, a matriz de rigidez elasto-plastice do
elemento.

Considera-se ainda a possibilidade de ocorrer,
durante a analise, a desativag3o de rétulas plasticas
previamente formadas e o consequente retorno a fase elastica
dos pontos onde as mesmas estavam localizadas.

Como procedimento numérico, emprega-se no presente
estudo o Método de Controle por Trabalho[56], o qual utiliza
como condigZo b&sica para controle dos incrementos de cargas a
constancia do trabalho realizado por tais incrementos em
cada passo incremental da anilise. A adogZo do citado método €&
justificade pele interesse de se obter uma descrig¢Zo
completa do comportamento das estruturas aqui consideradas,
inclusive em estagios pés-criticos em que ocorram aumentec de
deslocamentos com redugfqo nos valores das cargas ou
vice-versa.

As relagdes basicas necessarias para a formulag3o do
trabalho, tais como: relag@es cinematicas, matrizes de rigidez
elasticas e elasto-plasticas dos elementos de barra e
critérios de plastificagio de uma se¢Zo transversal, s3o
expostas no capitulo 2.

No capitulo 3 constam os procedimentos do métcodo
numérico considerado e sua aplicag3o na anilise nZo linear
geométrica.

Finalmente, no capitulo 4 sZo descritos os detalhes
relatives a analise n3o linear fisica e geométrica.

Os procedimentos da formulag3o foram implementados
em um programa computacional em linguagem FORTRAN, o gqual
permite a realizag3o dos dois tipos de anAlise: elastica e
elasto-plastica. Para este dultimo caso, foram considerados
critérios de plastificag3o indicados para se¢d®es transversais
retangulares e em I ou H.

Fara testar a eficiéncia da formulagZo foram
resolvidos diversos exemplos numéricos apresentados em vArias
referéncias bibliograficas.

Os resultados dos exemplos numéricos resolvidos
est3o expostos nos finais dos capitulos 3 e 4, juntamente com
outros obtidos através de diferentes formulac®es e publicados

na literatura.



Por daltimo, s3o apresentados também Apéndices A, B e
C com o objetivo de fornecer maiores esclarecimentos sobre
alguns importantes conceitos e afirmag@es wutilizados nos
procedimentos da analise.

Ressalta-se ainda que o presente trabalho foi
elaborado como parte da linha de pesguisa em Analise N3o
Linear, em desenvolvimento no Programa de Pés—-Graduagdo em

Engenharia Civil da UFRGS.



2. RELAGOGES FUNDAMENTAIS
2.1 - RelacgBes Cinem&ticas

. A figura 2.1 mostra um elemento tipico de barra, com
extremidades identificadas pelos numeros 1 e 2, e ao qual esta
associado um sistema de eixos loceis x, Yy e z, cujas
orientac®es sZ%o referidas a um sistema de referéncia fixo

definido pelos eixos globais X, Y e Z.

Y4
e S
X
F 4
Figura 2.1 - Sistemas de eixos locais e globais

Na presente analise o eixo x é adotado na direg¢Xo da
linha que une os centréides das se¢Bes transversais extremas
do elemento e os eixos y e 2z s3o paralelos as direcSes

principais da seg¢Xo transversal. No entanto, apés a



deformagio, as seg¢Bes transversails das extremidades de
um mesmo elemento , em geral, nZo continuam paralelas entre
si e, assim, a rigor seria necessario a adogdo de eixo0s
locais transversals com direg¢gBes diferentes em cada extremo do
elemento. Porém, em se tratando de elemento com comprimento
relativamente pequeno, pode-se considerar Os €ixos y e 2z cCoOm
direc®es paralelas aos eixos principais da seg2o transversal
media do elemento.

Desta forma, torna-se necessaria, em cada etapa da
analise, a determinag3o da nova posigdc dos eixo0s principais
da seg2o média dos elementos, o que pode ser feito atraveés dos
deslocamentos verificados nas se¢gBes extremas dos mesmos. Para
isto ser& utilizada aqui uma formulagZo apresentada por 0ORAN
[43], gue permite inclusive & consideragioc de translagdes e
rotagdes finitas.

A identificag3oc da posi¢3o e da orientag3o de cada
seg3do transversal extrema de um elemento, no espago, <sera
efetuads pelas translag¢des da mesma ao longo das diregdes X, Y
e Z e por uma matriz @ de ordem 3x3, cujJas colunas contém,
respectivamente, as componentes dos vetores unitarios segundo
trés eixos ;, ; e ;, mutuamente perpendiculares entre si
e rigidamente ligados 2 seg3o.

Admite-se acgui, como na referéncia [43], que
inicielmente os eixos ;. ; e ;. de rceda extremidade do
elemento, sejam paralelos aos respectivos eixos globais X, Y e
Z (figura 2.2). Assim, antes da deformag3o, as matrizes 3
coincidem com uma matriz identidede de ordem 3Ix3.

Vale observar, portanto, que sendo os eixos ;, ; e z
rigidamente ligados a se¢Zo transversal extremsa do elemento,
0s angulos entre eles e as direg¢des normal e principais da
referida segZo n3o se alteram durante a deformag3o. Desta
forma, a matriz que contém em suas linhas, respectivamente, os
cossenos diretores das dire¢gSes normal e principais daguela
se¢do, com relagZo aos eixos X j ; & ;, nZo se altera e ¢
sempre igual a matriz de rotagZo Fo inicial do elemento. As
linhas da matriz de rotag%o de um elemento, por definicXZo, sZo
constitufidas pelos cossenos diretores dos eixos locais x, y e

Z, com respeito aos eixos globais X, Y, e Z.



=
31

z
o >
X
2
Figura 2.2 - Eixos de referéncia iniciais do extremo i
W) = i
Suponha-se, agora, que p seja uma matriz de ordem
Ix3 cujas colunas reunam, respectivamente, os vetores

unitarips segundo &8s direg¢®es normal € principais da sego

transversal extrema i de um elemento (figura 2.3).
{1 Ci) L) i)
P =Cep, B, By I (2.1)

Pelo gque se expés acims, pode-se concluir que as

linhas da matriz rD contém as componentes dos vetores 91 "

(%] (3] . - =
P e Ea srespectivamente, com relagio aos eixos x, y e Z.

~2
Assim sendo, como os termos das colunas de ER
correspondente 2 extremidade i1 do elemento, 3o o0s cossenos
diretores das dire¢®es x, y € z com respeito aos eixos globais
X, Y e I, chega-se & conclusZo de que Ett: referida ao sistema

global, pode ser obtida através da express3o

E(t} - @(t: r_"r (2.2)



10

YA

Figura 2.3 = Vetores wunitarios nas diregdes normal =

principais da seg¢3o transversal 1 do elemento.

A matriz de rotag3oc de um elemento cujo eixo local

®x NnZo seja paralelo ao eixo global Y & dada por [22]

i C B g
% v z
-C C cosa—C_sena —-C C cosa+C senc
X & 12__2 Y 2 >
Lo = ! c? + (2 E'.x + Cz cosa cZ 4+ 2
X rd x r4
C C sena-C_cosa C C_seno+C cosa
XV z = = (YA X
- .
2 4 2 CK Cz sena J c? 4+ (2
I P z X z h
(2.3
onde
Cx' Cv e Cz — cossenos diretores do eixo local x com relag3o
aos eixos globais X. Y e Z.
a — angulo entre o eixo principal y da se¢Xo transversal do

elemento, antes da deformagZo, e o eixo Y’ (figura 2.4), o
qual esta contido no plano vertical que contém x e Y e

forma com este Gltimo eixo um &ngulo » igual ao &ngulo
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inicial entre o eixo local x e sua projegdo no plano XZ.

x ¥

V:

Figura 2.4 - FixagZo dos eixos principais da segdo

transversal de um eslemento.

Fara elementoc com © eixo local ¥ idinicialmente

paralelo a Y. @ matriz Co & dada pela equacZo (Z.4), onde Cy
vale +1 se o extremo 2 esté acima do extremo 1 (figura 2.5)
e, em caso contrario, vale -1 [22].
1 C C s B
Y
r = -C cosa o} sena (2.4)
Cysena 0 cosa

No presente estudo a matriz @“n em cada etapa da
analise, pode ser obtida através de um procedimento
incremental, como mostrado a seguir.

() (i) "
64 3 representem as matrizes de

Suponha-se
P SHE @ ® .,
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orienta¢io da se¢3o na extremidade i1 de um elemento nas etapas

t e t+1, respectivamente. Pode-se mostrar que

1 L) R D
(L) ¥

<= -
?t+1 ?t A€t+i (257
")
X
A
2
o =
X
, 1
4
Z’////
y
z
Figura 2.5 - Angulo a para o caso de elemento com eixo x
paralelo a Y.
onde Aﬁ“) ¢ uma matriz incremental obtida a partir dos

~i+1
incrementos de rotag¢des da referida extremidade em torno dos

eixpos globais X, Y e Z, ocorridos durante a etapa t.
Admita-se, agora, que na etapa t+l Ds eixos ;, ; e z

sofram pequenos incrementos de rotagdes awx, va e ﬁwz em

torno dos respectivos eixos globais X, Y e Z (figqura 2.6).
Verifica-se que em virtude dos mencionados incrementos de

rotagd®es, os novos eixos x, y e z terZo, respectivamente, o0s

seguintes cossenos diretores:

Eixo xt
ﬁ:n b ﬁsaawv - ﬂ21sz, ﬁzx- ﬂsswa * ﬁaisz' ﬁat * ﬁzawa -
ﬁ:sbwv



Eixo v:
an * BszAmY ﬁzzsz' ﬁzz ﬁszwa ﬁtzsz' ﬁaz Bzzﬁwx
ﬁ:zbwv
Eixo z:
ﬁ:s * Baaﬁwv B Bzaﬁwz' ﬁzs_ ﬁaabmx * ﬁtsﬁwz' ﬁss " ﬁzsﬁmx N
ﬁ:sva
(2.6)
onde ﬁkltk. 1 =1, 2, 3) sZ%Eo os termos da matriz @?ﬂ
Yy A
X
y
Wy é
!_
*z
o] e S
X
AW,
AW
Z 2
Figurae 2.6 - Incrementos de rotag®es de uma junta
Assim, com base nas express®es ( 2.6 ) chega-se a
conclusZo de que
= _ 5 B =
9 sz Aw? ﬁ:x ﬁiz ﬁsa
ti)
A@t Amz 0 wa 621 ﬁzz ﬁin (2.7)
-Aw Aw 0
1 X 11 Bys Py2 Pys |
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ou, abreviadamente,

(i) ' T e
= (2.8)
ﬁ@l-rs b‘:’}ltl Gt
Pode-se mostrar, também, que conhecidas as matrizes
Ei’ e Emn correspondentes as secdes localizadas nas

extremidades 1 e 2 de um elemento, e dados O0OSs COSSenos
diretores do eixo local x atualizado, = possivel a
determina¢Xo dos giros de flexTo e de torg3o naquelas citadas
extremidades, Jja& subtraidas as rotagB®es de corpo rigido
sofridas pelo elemento. Logo, sendo :1 o vetor que contém oOs
mencionados cossenos diretores, e que corresponde a primeira
linha da matriz de rotag3o r do elemento, pode-se escrever

as seguintes expressdes:

=1
~1 ~1
‘DT - cos(90° + @ ) =-sen 8, _ =- 8 (2.9)
~2 ~1 1z 1z 1z
A = cos(90° - & ) = sen & =6
3 ~q 1y 1y iy
ou melhor,
1
pt 3 e = 4§ -8 (2.10)
o ol | 1z
e
iy
onde esy e Giz sZo os giros de flexd3oc em torno dos eixes

locais y e z, respectivamente, da extremidade 1 do elemento,
J& descontadas, portanto, as rotagdes de corpo rigido (figura
27

De modo an&logo, obtém—-se o seguinte resultado parea

a extremidade 2 do elemento:

p roo= -8 ({2.11)
2y

Observa-se também (figura 2.7) gue o giro relativo
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de torg3o entre as se¢B®es transversais extremas 1 e 2 do

elemento & dado por

C1OT _¢2)
- Zal
Bx Es P, ( 2)

YA

Figura 2.7 - BGiros nas extremidades do elemento.

De posse das equagBes (2.10), (2.11) e (2.12), resta
apenas deterrminar, para caracterizar completamente o estado de
deformagZo do elemento, a deformagZ3o axial u do mesmo. Isto
pode ser feito subtraindo-se o comprimento inicial do elemento
Lo do comprimento atual Ly, o que ¢é facilmente <calculado
atraveés das coordenadas nodais, as quais s3Zo constantemente

atualizadas ao final de cada etapa da analise.
u =L - L (2.13)

A matriz de rotagZo do elemento, rs Qque permite o

relacionamento entre os sistemas de eixos globais e locais,



pode ser obtida através das matrizes g“ relativas as secBes
transversais extremas do elemento, e dos giros de flexZo
destas se¢des, conforme se mostra a seguir.

Em geral, apés a deformag3io, o eixo local x nZEo
permanecera normal as seg¢gdes transversais extremas do
elemento. Para o caso de pequenas deformagdes, pode-se
admitir aproximadamente que no plano xy o angulo entre o eixo
local x e a dire¢Zo da normal a se¢3o transversal da
extremidade i, definida por E?n €@ 1igual a eu, e qgue no

plano xz o citado angulo vale Bnr(fiquras 2.8a e 2.8b).

y

(i)

X
Py *
1) 3+
P2 o
i
Figura 2.8 - Angulos entre a naormal a seg¢Zo transversal i e o

eixo x do elemento nos planos xy e xz.

ARinda com base na figures 2.8Ba e 2.Bb, pode-se
concluir que os cossenos diretores dos eixos Xy y e z com

relagZo as direg8es definidas por E:L’, E;L’ e E;t’ s3o

respectivamente dados, de forma aproximada, por

Eixo x : 1, -6. = 8.

iz iy
Eixo vy : eiz, 1 e 0 (2.14)
Eixo z : =8 o 0 = 1



Assim,., reunindo tais cossenos diretores na matriz

- 1 =3 -8
1z Ly
(]
a = -8 ¥ (0] (2:15)
e L2
8. Q 1
- Ly -

tem—-se que no extremo 1 do elemento. e com respeito agora aos
aos eixos oglobais X, Y e Z, 0s citados cossenos diretores
podem ser obtidos através das colunas da matriz resultante do
produto ghgu{

Dal. considerando-se entXp que os eixos v e 2z SsZo
adotados como paralelos As respectivas diregd@es principais da
seg3o média do elemento. e lembrando que este tem comprimento
relativamente pequenoc, € razoidvel escrever gue a transposta da

matriz de rotag3o r do elemento € dada por

g -';?-E‘Z>E‘Z) (2.16)

y
]

N
48]
+

2.2 - Critério de Plastificagdo de uma Segdo

A& Teorias da Flasticidede & formulada com base na
idéia da existéncia de uma relag3o que
define, guentitativemente, & condig3oc de escoamentc de um
ponto. Ela admite, portanto, que existe um certo
relacionamento entre as grandezas das tens@es que atuam no
ponto quando neste ocorre escoamento. Uma expressZo
analitice que descreve tal relacionamento ¢é denominada um
critério de escoamento. Em geral, um critério de escoamento é

dado por uma fungZo

Flo 4 h) =k (2.17)

onde o representa o estado de tens3o do ponto, h & um conjunto
de parametros que dependem da histéria das deformag®es do

ponto e k & uma fungdo de h.



A equac¢io (2.17) define, para cada conjunto de
varidveis h, uma superficie no espago das tensB@es, a qual é
chamada de superficie de escoamento. Cada ponto desta

superficie representa um estado de tensZao que, para as
condig®es fixadas por h, plastifica o ponto material.

Para material elasto-plistico perfeito os paré&metros
relacionados com a histéria das deformagdes sZTo nulos e a

equagdo (2.17) torna-se

F( o) =k (2.18)

com k constante.

Dentre os critérios de escoamento empregados para
materiais diucteis pode-se destacar os critérios de von Mises e

de Tresca, 0s Quails para o caso de barras espaciails podem ser

EXpressos por

02 + c{‘r2 + ?2 ) = 02 (2.19)
XX Xy Xz e
sendo ]
oxw - tens3o normal paralele ao eixo da barra
T s T - tens®es de cisalhamento
Xy s
UE - tensZ3o de escoamento do meterial na tragc3o simples
c = 4 (Tresca) ouc = 3 (von Micses)

Quendo todos os pontos da seg3o transversal de uma
barra estZo sujeitos & estados de tensZo que satisfazem ao
critérico de escoamento adotado diz-se gue naquela seg¢3o existe
uma rdétula plastica.

Similarmente, pode-se estabelecer uma relag¢Zo que
deve ser cumprida pelos esforgos internos, atuantes numa
dada seg3o transversal de um corpo, para Qque nela ocorra
plastificagZo total. No caso de uma barra, isto representa
a abertura de uma rétula plastica. Uma tal relagZ%o ¢é, ento,
referida como um critério de plastificagZo da  seg3o
transversal e sua representag3io geométrica no espago dos

esforgos internos € chamada de superficie de plastificacZo.
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Para o caso de material elasto-plastico perfeito, um
critério de plastificag3o da seg3qo ‘transversal de um barra
espacial pode em geral ser expresso na forma

Y (Nx’ By By M,y M., Mz} = 0 (2.20)

b4 z ® Y

onde os paraAmetros de entrada da fungZo w s3o os esforgos
internos atuantes na seg3o transversal (figura 2.9).
Usualmente a fung3o w ¢ estabelecida de modo gue
quando w > 0 a seg¢3o transversal apresenta comportamento
elastico.
Alternativamente, o critério de plastificag3o da
secZo transversal de uma barra pode ser expresso em termos de

parAmetros adimensionais como mostrado abaixo:

¥ (N Bop Qon Wy Moy m)=20 (2.21)
com
n =N /N g =0 /0 g =0 /0
x x P y Y PY z z pz
m =M /M m =M /M m =M /M
» * PX Y y PY z z pz
(2.22)

onde os termos gque figuram nos denominadores das relagbes

(222 representam o0s valores dos esforgos que atuando

individualmente plastificam a se¢Zo transversal.

Quando o materia’ satisfaz a condig3o de estabilidade
expressa pelos postulados de Drucker [13], tem—-se qué

a) a superficie de plastificagdo w = 0 & caonvexa,

b) o vetor cujas componentes s3o os incrementos de
deslocamentos plasticos Qp ( o ponto indica derivada com
respeito ao tempo) € normal a superficie w = 0 no ponto
cujas coordenadas s3o os esforgos internos na seg3o.

Nesta situag3o, o vetor dos incrementos de
deslocamentos plasticos da se¢g3o ¢ dado pela condig3o de

normalidade
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UP = A B (2.23)

onde B & o vetor gradiente da superficie de plastificag3o no

ponto (figura. 2.10), o qual &€ dado para o caso de barra

espacial por

- gy @y Sy Gy Sy Sy > 24
B={( X 3@ 3@ ™ & ™ Eend
x % y b Y X
= ﬂ € um escalar positivo denominado constante de

plastificacgdo.

Figura 2.9 - Esforgos internos em uma segZo transversal
Se os incrementos dos esforgos internos P sZo tais
gue introduzem incrementos U nos deslocamentos plasticos da
~p

seg2o, tem-se pela condi¢Zo de consisténcia [13] que

BT P =0 (2.25)
indicando que os novos esforgos, j4 incrementados, satisfazem
ainda a condig¢3o w = 0, ou seja, a se¢io continua apresentando
comportamento plastico. As equagdBes (2.23) e (2.25) permitem a

conclusZp de gque o vetor dos incrementos de deslocamentos
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plasticos ¢ normal ao vetor dos incrementos de esforgos em uma
sec3o plastificada.

Vale observar que a equag3o (2.25) foi estabelecida
para incrementos infinitesimais de esforgos. Para o caso de
uma analise numérica incremental, com incrementos finitos nos
esforgos, a aplicag3io direta da citada equagZo leva a
erro, cuja grandeza depende dos valores daqueles incrementos e
do numero de passos incrementais da analise. Na formulag3o
aprecentada no capitulo 4 deste trabalho indica-se um
procedimento que reduz a grandeza do citado erro.

Considere-se que em uma dada se¢io transversal atuem

inicialmente os esforgos

P=(N,0Q,Q, M, M, M), (2.26)

X Y z % Y z

0s Quais posteriormente sofrem incrementos dados por

ap = {ANx, bOy, AGz, AMX, ﬁMy AMZ} (227

Supondo-se uma relag3o de proporcionalidade entre
estes incrementos de esforgos, ¢ possivel a determinagZo de um
fator re que deve ser multiplicado por tais incr=mentos
(figura 2.11), de modo que os esforcos resultantes provoguem a
plastificag¢fo da referida seg3o transversal. 0 fator r pode

e
ser obtido através da seguinte expressio:

w(N +r AN ,0 +r AR ,QG +r AQ M +r AM ,M +r AM ,M +r AM ) = O

x e x 2 « v -4 = z X & X v e v z = z
(2.28)
Dependendo da expressZo y = 0, o calculo do fator
Fo pode exigir o emprego de mé&todo numeérico para

determinagfo de raizes de equagdes.

Em geral, o estabelecimento de um critério de
plastificac3o consiste em um problema bastante complicado,
pois, quase sempre a distribui¢Zo das tensdes ao longo de wuma
se¢apo se dA de forma muito complexa.

Nos caso de barras espaciais sujeitas a

solicita¢Xo geral, mesmo se tratando de se¢3io transversal de
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geometria simples, a fixagZo de um critério de plastificagZo
exige que se recorra a hipdteses simplificadoras, o que
implica na obteng3o de express@es aproximadas para a fungdo yw.

Em tais casos, € comum, por exemplo se desprezar as

AP,

0
/ P,
|
£
V 4
Figura 2.10 - Vetores dos incrementos de esforgos e de

deslocamentos em uma rdétula plastica ( Caso de

trés esforgos representados por P‘, Pz e Ps'
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Y

P
Ps
Figura 2.11 - Fator r para formag3o de uma rdétula plastica.
-4
influéncias das forgas cortantes e dos momentos torgores, eem

comperacio com os efeitos oriundos das forges normailis e dos
momentos fletores. Vale ressaltar que dependendo da geometris
da secZo tranversal e das caeracteristices do problema a
influéncia dos momentos torgores pode ser consideravel.

No gue segue s3o apresentsdos véarios exemplos de
fung®es de plastificagZo, as quais s3o recomendadas para o

estudo de algumas formes de seg3o transversal tipicas de

barras espaciais. Em todas elas sZo negligenciados os
efeitos das Tforgas cortantes e do momento torgor. Vale
observar, no entanto, que as citadas fungBes est3o
estabelecidas para o primeiro quadrante do espago dos

esforgcos. Porém, considerando—-se gque o material temha o mesmo
desempenho & trag3io e A compressio, pode-se sem maiores
dificuldades, levando-se em conta simplesmente aspectos
relacionados com simetria, adaptar as express®@es das referidas

fung®es para todos os quadrantes do espago dos esforgos.
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-Se¢3o retangular:

Para o caso de seg¢3io retangular, considerando-se 0SS
efeitos de forga axial e de momentos fletores, pode-se usar

as express®es [36] para a fungdo y

w=n + m + 0.75m - 1 para 0 = my £ 21 = nx3/3
Y

= @mm = 4(5 + 4n )(L - n Y279 para

z Y z ¥y x ®

201 -0 /3 €<m<2(L=n YL + 2n )/3
x Y X x

€
n
V]
o
|
J
x
3
+
3

W = n? + m + 0.75m: — % para
X ¥
2(1 - n )(1 +2n )/3<m <1 -n°
x x Y *®
(2.29)
onde os termos nx, my e mz sZo dados pelas equagSes (2.22).

Ainda com respeito & segfo retangular, recomenda-se

também em [3&] o uso da fung3o

w= (M /M T+ mom P -1 (2.30)
z uz Y Uy
sendco
n=p3=1,73 + n° (2.31)
x
2
M =M (1 -n%) (2.32)
uy PY x
2
M _=M__(1 -n°) (2.33)
uz pz X

Na referéncia [36] s3c apresentados graficos que
mostram uma boa aproximag3o nos resultados obtidos através
das equagles (2.29) e (2.30), para varios valores da relac3o
N/N .

P
-Se¢Zo em I ou H
Para o caso de seg3o em I é recomendado © uso da
seguite express3o para a fungZo de plastificacFo:

z

w=/m )2+ mmm Py (2.34)
) z uz b4 uy
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onde 3 € o maior dos numeros 1 e SN/N . Os momentos M e M
P uy uz
sZo dados pelas equaglBes (2.32) e (2.33) e o eixo z é
perpendicular & alma da seg3o.
HORNE [27] prop@e para seg3o em I ou H a utilizag3o

da equa¢3o (2.34) com 3 = 1.

-Seg3o em caix3o
No caso de seg¢Zo retanqular vazada, na forma de
caix%Zo, & recomendado em [36] o wuso da expressio (2.30),

porém com

n=p=1,66/(1- l,lSn:J se 0<n <0,8 (2.35)

n=p080=6 se 0,B<n =<1 (Z2.36)

No programa computacional elaborado com a formulagZo
aqul apresentada foram implementadas as fung®es (2.30) com o =
3 =2 e (2.34) com 8 = 1. As expressBes correspondentes ao
gradiente e ao fator o de tais fun¢®es podem ser vistas no
Apéndice B deste trabalho.

L T 4

2.3 - Metrizes de Rigidez dos Elementos

2.3.1 - Matriz de Rigidez El&stice de um Elemento

No presente estudo considera-se elementos de barra
cam doze graus de liberdade, trés translag¢Bes e trés rotacgdes
por extremidade, como mostrado na figura 2.12. A aplicag®o do
Principio dos Trabalhos Virtuais a um tal elemento, de volume

V, resulta na familiar expressio

£ &e"odv = SUTP (2.37)
com 65 representando um vetor de incrementos virtuais nas
deformag¢g®es, as quais devem apresentar compatibilidade

cinemAtica com os deslocamentos nodais colecionados no vetor

W = {u1 Ve W ®, & Xy M Vs W W & xz} (2.38)

i 2
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Na express3o (2.37) o corresponde ao vetor das
tens®es, que por sua vez s3¥o estaticamente compativeis com as

forgas nodais no elemento, dadas por

= M M M
E {in Gyi Gzt Mx: Myi Mza Nxz Oyz Gzz x2 y2 zz}

0 vetor das deformagdes £ pode ser decomposto em

duas partes

E = EL + fa (2.40)
onde 09 contém os termos lineares das componentes de
deformagdes e EQ coleciona os termos quadraticos das
mesmas.

Adotando-se fungBes de interpolagdo de

deslocamentos, é possivel expressar as deformagdes ( ou suas

partes lineares e quadraticas) em termos dos deslocamentos

nodais U. Chega-se, ent3o, as seguintes expressdes
= A U (2.41)

ML ~ ~

e m o UT B, U (2.42)

akl 2 ~ ~kl = ’
onde Eqw representa a parte quadritice de componente de
deformagdo relacionada com as diregdes k e 1. Nas expressdes
acima, e = ?H_sﬁo matrizes com ordens, respectivamente, 3Ix12
e 12x12 [4]. No caso d= vigas espaciais, considera-se

usualmente apenas trés componentes de deformagZo.

A introducZo da expresszo de £, com suas partes
dadas em (2.41) e (2.42), na equag3o (2.37), e tendo em vista
que o = Eg, onde E €& a matriz constitutiva do material,

fornece

(K +K JU=P (2.43)

sendo
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KL -~ matriz de rigidez linear do elemento
Ea ~ matriz de rigidez geométrica do elemento,
com
K =4 AE A dV (2.44)
~L v ~ ~ ~
=
= S (o0 B + 20 B + 20 B )dV (2.45)
~Qa v XKKX~XX XYy ~XYy XZ~XZ
&

Figura 2.12 - Braus de liberdade de um elemento
Os procedimentos acima expostos constituem a
formulagZ%o convencional wutilizada para & determinagZo da

matriz de rigidez de um elemento eléstico. Porém, em se
tratando de elemento de viga dotado de graus de liberdade
rotaciocnal no espago tridimensional, o wuso dos mencionados
procedimentos exige uma anidlise mais detalhada da natureza do
comportamento dos momentos Tfletores e torgores, atuantes no
elemento, guando este & submetido a rotag@es finitas.
Considerando-se que as tens@es atuantes sobre uma
dada seg¢fo transversal acompanham esta quando a mesma sofre
uma rotag¢3o finita, tem—se que a orientag3o e a intensidade
de um momento, interpretado como resultante daquelas tensdes,

devem mudar com a mencionada rotag¢Zo.
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Em uma analise nZo linear geométrica. a consideragao
do comportamento dos momentos nodais na presenga de rotagdes
finitas €& um indispensavel requisito para a aplicag3o correta
do Principio dos Trabalhos Virtuais, expresso pela eguagao
(2.37). uma vez que este exige sempre o cumprimento da
condigZo de compatibilidade estatica entre as agdes
nodais(forgas e momentos) e as tensdes internas.

ARGYRIS [4] estudou de forma detalhada o
comportamento de momentos na presenga de rotagdes finitas,
chegando a4 conclusXZo de gue numa se¢Z0 transversal de viga
espacial os momentos fletores e os momentos torgores, vistos
como resultantes das tensdes calculadas na forma usual sobre a
configura¢fo inicial(antes das rotagdes), comportam-se,
respectivamente, como mamentos quasitangenciais e
semitaﬂgenciéis (ver Apéndice C). Esta 4dltima conclusZo.
com respeitoc aos momentos torgores, € valida quando ndo
se considera efeito de empenamento sobre a sec3o
transversal.

ZIEGLER[S57] define como quasitangencial um momento
gerado por um binario cujas forgas apresentam direg3oc e
intensidade fixas e sZo aplicadas sobre um bragoc de alavanca
rigido (figura 2.13 a,b) e, como semitangencial, um momento
gerado por um conjuntoc plano de dois binarios com bragos de
alavanca rigidos e ortogonais e com forgas de mesma
intensidade & dire¢Bes fixas (figura 2.13 c¢).

As conclusdes acime.podem sugerir, no entanto, a
elaboragdo de uma formulagZo gque considere diferantés
comportamentos para momentos fletores e torgores, na presenga
de rotac¢cdes finmitas. Porém, conforme alertado em [4], uma tal
formulag3o, além de se apresentar praticamente inadequada,
deve ter carater baestente restritivo, uma vez gque as
considerag¢des acima, relativas a natureza dos momentos, falham
quando aplicadas a estruturas espaciais possuindo
angulos, tais como pérticos. Maiores detalhes sobre este
altimo assunto podem ser encontrados em [56].

Assim sendo, a maior dificuldade est4 na fixag%o de
um Unico modelo de comportamento para os momentos fletores e

torgores que proporcione uma formulagio adequada, do ponto de



(a) (b)

Momento quasitangencial r"lz Momento quasitangencial My

My |
2 I]_
| S
P T
b

(c)

Momento semitangencial Mx

Figura 2.13 - Momentos quasitangenciais e semitangenciais

29
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vista da praticidade e da aplicabilidade.

ARGYRIS[4] ao verificar que a hipétese de
comportamento semitangencial para ambos 0s momentos
fletores e torgores conduz a procedimentos que atendem as
exigéncias acima, propds uma formulagZo que leva a uma matriz
de rigidez geométrica de barra espacial, a qual & baseada em
momentos puramente semitangenciais.

Na citada formulag3o, os momentos fletores,
quasitangenciais, modificados por rotag8es finitasy s3do dados

pelas seguintes expressdes:

MI =M% + M A% p MY =M 4+ M A% p (2.86)
~y ~y Yy ~y =~ ~Z oy~ - zZ ~Z ~
onde
o , . . - %
Qy e @: - momentos fletores iniciais, em torno dos eixos y e

z, respectivamente, dados por
M°=¢ 0 M 0 ) M°=¢ 0 0 M) (2.47)
el 4 v ~z z

¥ - vetor que reune as rotagBes finitas em torno dos eixos x,

y e z, sofridas pela segZo transversal.

e
¢ 0 0 0

Ag=]o o o Al=1-1 o o (2.48)
] 0] 0] 0] o 0

Se o= momentos ﬁz e Q: se comportam como

momentos semitangenciais, suas novas componentes, depois de

ocorrerem as rota¢des ¢, sio dadas pelas equagdes

Ms . MO s 8 = o s
“y "y * ”y }Y ""p Uz t?z * Mz bz '? (2.49)
com
0 . 0 —1/2 (o] 172 o)
A, = o o o AL =|-172 o o (2.50)

1/2 0o 0 (o) 0o 0
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As equacgdes (2.46) e (2.49) permitem que se escreva
as seguintes rela¢gdes entre os momentos quasitangenciais e

semitangenciais

MT =M% + M A% M3 = M3+ M A%, (2.51)
G ~Y Y ~v Ll ~Z z ~z
onde
0o 0 ir/2 (0] =172 0
A= lo o 0 x:'= -1/2 0 o) (2.52)
~y &
1/2 O 0 0 0 0
Com base nas equag¢gdes (2.51), pode-se escrever o
vetor das ag¢des nodeis atuantes scbre o elemento, depois de
verificadas as rotag¢des, através da relacg3o
P=P +K U (2.53)
i~ ~ ~ M ~
com
EE — vetor das ag¢f@es nodais sobre o elemento, contendo forgeas

e momentos semitangenciais,

U - vetor dos deslocamentos nodais do elemento
B
EM— matriz simétrica de ordem 12x12, dada por
F 0 .
~3x12
K
£ = ~3x12 (2.54)
~M
O
~3x12
K
B ~3x12 |

onde O representa matriz nula e

>f
]
1]
+
=
>
£
w

i 0 P MA%® e m 29" ]
yi~y Zi~z ' ~axa °* yz~y ZZVZ

K =[c:
= Sx12Z ~3x3

(2.595)
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Substituindo-se a equag&o (2.53) em (2.43), resulta

ent3o

ou ainda,

(2.56)

A equag3o (2.56) sugere entio o uso da seguinte

matriz de rigidez geométrica

K =K - K (2:.97)
~a ~a ~M
a qual & baseada em momentos puramente semitangenciais. A

matriz Ec ¢ obtida diretamente a partir da expressZo (2.45).

Assim sendo, propBe-se em [4], para o estudo de
estruturas de barras espaciails elasticas com seg3o transversal
sélida, sem empenamento, o0 uso da matriz de rigidez linear
convencionsl, mostrada na figura 2.14, juntamente com a matriz
de rigidez geométrica indicada na equag3o (2.57), cuja forma
final se encontra explicitada na figura 2.15.

Indica-se abaixo os significados dos simbolos que

aparecem nas figuras 2.14 e 2.15.

1.5 Iz - momentos de inércia da segfo transversal do elemento

em relagZo aos eix0s principais y e z,respectivamente.

Ix - constante de torg¢io da se¢3o transversal do elemento.

Qx - area da segZo transversal do elemento.

L - comprimento do elemento

E. G - mébdulos de elasticidade longitudinal e transversal do

material, respectivamente.

I =1 + 1 (2.58)

= i = forgas naturais do elemento [2], com

N1 = ( Nxz - le )/2
N2 = ( Mzt - Mzz )/2
P @ €0, =W W2 (2.59)



EA./L “EA, /L
i
1261,/ % ? - 3 2
z SEI,/L 12EX,/L 6EI /L
12ETy /L3 -eEIy/1t ~12ETy/L° -6 ETy/L?
61,/L -6I /L
4ET, /L ser,/L" 2ET/L
4EI, /L ~6EL,/L® 2EI /L
EAx/ L
12ETy/° “6EX /L
Simetrico
1261,/ ° 6 £1,/L?
6Ix/L
4ET,/L
4EIz/L

Figura 2.14 = Matriz de rigidez elastica linear EL

€g
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Figura 2.15 - Matriz de rigidez geométrica K‘;
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= (M - M 1 /2
N4 y2 yi

= (=M - V/2
NS vz yi

= (M - M Y/ 2
No x2 x4

2.3.2 - Matriz de Rigidez Elasto-Plastica de um Elemento

Apresenta-se nesta se¢3o os procedimentos para
obten¢¥o da matriz de rigidez de um elemento de barra
tridimensional com uma ou duas rétulas plasticas em suas

. [ ]
extremidades.

2.3.2.1 - Caso de um elemento com uma rétula plastica no

extremo 1.

SupBSe-se um elemento de barra apresentando uma
rotula plastica em sua extremidade 1 e com todos os demais
pontos no regime elastico.

Se os deslocamentos das extremidades 1 e 2 do
elemento sofrem incrementos representados pelos vetores g‘ e

92' respectivamente, o0s correspondentes incrementos nos

esforgos atuantes nas citadas extremidades s3o dados por

P =K 0% + kU
Lot 3 gy ~42~2
(2.60)
P.o=k U® + kU
~2 ~24~4 ~22~2
sendo
v =0 - uP (2.61)
g ~ 4 Lo |
a parte elistica de 91' ao contrario de Q: que representa a
parte pléstica. As matrizes K , K , K = K sZo
~14 ~12 ~21 ~22

submatrizes, de ordem éxé6, da matriz de rigidez eléastica 5:

do elemento, conforme mostrado a seguir:
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K K
~11 ~g2

K = (2.62)

K K
~21 ~E-L

onde as letras usadas como i{ndices nas referidas submatrizes
indicam os extremos do elemento em relag3io aos aquais as
mesmas representam a rigidez.

De acordo com a condigio de normalidade, dada pela
equagdo (2.23). Qf tem a diregio e o sentido do vetor
gradiente gi da superficie de plastificag¢3o no ponto
correspondente aos esforgos atuantes no extremo 1 do elemento.

Assim. tem-se

UP = A B (2.63)
~1 1~1
sendo Ai a constante de plastificagZo no extremo 1 =
B = :
B, (6w/df]‘

Introduzindo-se as equag®es (2.61) e (2.63) nas

express@es (2.460), chega-se a

P =K (U0 -AB) +k U
~31 ~4i1 ~1 L4 ~42~2
(2.64)
P = (0 -AB)+Kk U
~ 2 ~24 ~1 1~4 L & L

Usando-se agora a condi¢Zo de consisténcia, dada por

(2.25), pode-se escrever que
BT P =0 (2.65)
n‘ n!
Introduzindo a equag3o (2.65) na primeira das

expressSes (2.60) com todos os termos pré multiplicados por

g:. resulta

ou ainda,.
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1.

. (2.66)

As equagdes (2.64) podem ser combinadas na seguinte

express3io matricial

E1 511 512 91 ~11 ~12 Atgl
[ - 0
F-:-.z E21 Ezz |"sz ~21 ~22 ~
(2.67)
Agora, usando as equag¢gdes (2.66) e (2.67) chega-se a
P K K u)
ek | ~411 ~312 w3
P K K ¥
~2 ~21 ~22 "z
T .
K K B B K B K U
1 ~11 ~12 ~1 ~i~11 ~1~12 ~ 1
e (2.68)
B K B
L R [ B |
K K 0 U
L 4 | bt Ll ~2
ou ainda,
P K K B [B 07 K K ¥
~1 ~11 ~12 ~4q <1 ~ ~11 ~12 ~1
1
= I S—
L = C -
P K 0 K K U
~2 ~21 ~22 ~ ~21 ~22 ~2

sendo I a matriz identidade de ordem 12x12 e a constante c é&
dada pela express3o

K B (2.70)
~1 ~11~14

Analisando a equag¢®o (2.69), conclui-se que a matriz

de rigidez elasto-plastica do elemento, relativa aos



38

incrementos dos deslocamentos segundo Aas coordenadas locais

(figura 2.12), & dada por

3 &k 6 = —= B BTK.) (2.71)
~EP ~E ~ C ~ = ~g
onde
B" = [ B} 03 (2.72)

é um vetor linha com doze elementos.
Caso a rétula plastica esteja localizada no extremo
2, a matriz elasto-plastica 5;:’ do elementoc pode ser obtida a

partir da equag3o (2.71) tomando-se
B" =[O BT 1 (2.73)

onde Bz é o vetor gradiente da superficie de plastificag¢3o no
ponto correspondente a@os esforg¢os atuantes no extremo 2 do

elemento, ou seja, §z= (awfafjf

2.3.2.2 - Caso de um elemento com duas rétulas plésticas nas

suas extremidades

SupBe—-se agora gque o elemento de barra apresente

duas rétulas plésticas nos extremos 1 e 2, nos quais ocorrem

incrementos de deslocamentos 91 = Uz, respectivamente. Os

o~

correspondentes incrementos verificados nos esforgos s2o

expressos por

P =K (U -AB )+K (U0 -AB )
L § g 3 ~y i~1 ~gZ - 2~2
(2.74)
ﬁ) = - _ - - - .
~2 521( Hi Algl ) * 522( 92 A2§2 )

sendo Az a constante de plastificac3o do extremo 2 do elemento.
Através da condig3o de consisténcia, pode-se

escrever

(2.75)

o
L
20
n
o
1]
o
N 4
2+ L
1
o



Usando-se as equac¢des (2.74) e (2.75) chega-se a
seguinte expressao:
- T 'r el 'r .
0 K K U
A‘ ~1§11~1 §1§sz~z gi ~ ~44 ~12 ~ 41
: T T T ’
0 B K K U
Az §z~za~s ~zEzz~z ~ ~2 ~24 ~22 ~2
(2.76)
Introduzindo a equag¢fo (2.76) em (2.74), resulta
= T T ik
P [ K Ko B 0 B B'K B
~q ~411 ~42 bt | - et R 6] Mo | ~q~412~2
= § =
Ez L 52& KzzJ Q ~2 P2~ g gzszzgz
BT 071 [k K 0
~1 -~ ~11 ~42 >
(:2..77)
T -
0 B K K u
-~ ~zd ~21 ~22 ~2
Observando—-se & equacgZo (2.77), chega-se & conclus3o
de que a matriz de rigidez elasto-pléstica do elemento,
relativa aos incrementos de deslocamentos segundo as
coordenades locais, & dada pela seguinte expressio:
! 222 2 ¢ 7 wpE BT ) (2.78)
~EFP ~E ~ ~ ~ o~ ~E
onde
B'K B B'K B
~a~gd~d ~i1~12~2
c= (2.79F)
BT B'K__B
~2~24~4 ~2~22~2
e
0
“1 Ll
B = (2.80)
0 B
. ~ ~2

39
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Vale no entanto observar que a equagfo (2.78)

transforma-se em (2.71) tomando-se §z = Qs

Conforme foi mencionado anteriormente mo ftem 2.2, a
constante de plastificagZio de uma seg¢i3o, Ai ou Az‘ deve ser
positiva sempre gque ocorram incrementos nas deformagdes
plasticas da se¢Xo. Assim, o sinal da referida constante pode
ser utilizado para verificag3io da ocorréncia de desativag3o de
uma rdétula plastica. Um valor negativo para A; significa que o
extremo 1, previamente plastificado, volta a apresentar

comportamento elastico.



3. ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

Apresenta-se neste capitulo os procedimentos para
a realizac¢Zo da analise n3o linear geométrica de porticos
espaciais. utilizando-se para tal fim um método numérico
incremental-iterativo que adota como parametro de controle,
para o estabelecimento dos incrementos de cargas. uma certa
guantidade de trabalho. No final do capitulo s3d3o sapresentados
varios exemplos numéricos resolvidos com o0Os mencionados
procedimentos e os resultados obtidos sZo confrontados com

outros provenientes de diferentes formulagBes.

3.1 — Méetodo Numérico da Analise

Para soclugZo de problemas estruturais n3o lineares
YANG [5&] prop®s um método numérico gque pode ser classificado
como uma generalizag®o do tradicional método de Newton—-Raphson

e gque & indicado oquando se pretende obter uma descrigZo

completa do comportamento poés-critico da estruturs,
particularmente, guando este apresenta o fen&meno
"snap-through'" ou "snap-back". A diferenga essencial entre o

referido método e outros ja4 existentes e de mesma natureza
est4d no critério estabelecido para controlar os incrementos de
carga nas diversas iterac®es reaelizadas durante a analise.
Tal método impSe como condig3o basica para a determinag3o dos
citados incrementos de carga a constéancia do trabalho
realizado pelos mesmos ao longo dos correspondentes
incrementos de deslocamentos. em cada passo incremental.
Entendendo-se como passo incremental qualquer etapa da analise
entre dois pontos consecutivos onde <se admite atingido o
equilibrio entre cargas externas e esforgos internos.
Geralmente. € necessario a realizagZo de mais de uma iteragZo
em cada passo incremental da analise.

No que segue se apresenta os procedimentos propostos

4
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por YANG [56&].
Em geral, na analise nZo linear geométrica de

uma estrutura através de procedimentos iterativos se chega a

uma equac¢Xo incremental de equilibrio na forma

(319

101
+
13|

K AD = A
My-1 o~t L

onde
Kt - matriz de rigidez da estrutura, baseada na configurag3o
~t=1
deformada resultante da iterag3oc t-1.
AQL - vetor dos incrementos de deslocamentos na iteragdo t
ht — fator de caraga correspondente a iterag3o t
% — vetor das cargas de referéncia
F11 - vetor das forgas desequilibradas existentes no final da

iteragZo t-1.

Pela eguag3o (3.1) o vetor dos incrementos de cargas

obtidos na iterag3o t €& dado por

AR = AR (3.2)
0 vetor dos incrementos de deslocamentos AQL pode
ser estrategicemente decomposto em dois vetores, de acordo com

a seguinte express3o:

AD = X AD + AD (FaS)
~4 1t ~t ~ 1
e de modo que
K AD =R (3.4)
ut...i m" ~
Et-sﬁgt = Et—l (5.9}

Definindo-se, entZo, convenientemente um valor AW
como o trabalho de controle acima mencionado. as expressdes

basicas do método resultam da imposig¢3o de que em cada passo
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incremental os incrementos de carga relativos a primeira
iterac3o sejam tais que o trabalho dos mesmos ao longo dos
incrementos de deslocamentos correspondentes seja igual a AW
e que nas iterag®es seguintes, do mesmo passo incremental, o
trabalho realizado pelos novos incrementos de carga seja

nulo. Assim, pode-se escrever

ADT(X R) = AW (3.6)

Como no inicio de cada passoc incremental €& admitido
o0 equilibrio entre cargas externas e esforgos internos, tem-se
que para t=1 o vetor Et_1= Eo ¢ nulo. Resulta, ent3o, da
equagdo (3.5), que A91= 0. Dai, considerando as equag¢des (3.3)
e (3.46), chega-se a2 seguinte expressZo para o calculo do fator

de carga da primeira itera¢io de cada passo incremental:

L. A (2.7}

Para as demais itera¢®es, a imposigZo acima referida

permite que se escreva

aDT (A R) =0 (3.8)

ou, equivalentemente, usando a equag¢Zo (3.3),

)\L = - _—T“_ (S:9)
AD R
ut A~
com t=2,3,4......
Como na equag¢Zo (3.7) aparece o quadrado de k‘, &

necessario o estabelecimento de uma condig3o adicional para a
definig¢Zo do sinal daquele fator de carga. Para
isto, pode-se impor que o desenvolvimento da andlise, em seus
Varios passos, seja efetuado num uUnico sentido ao longo da
trajetdria de equilibrio da estrutura. Isto equivale a dizer
que no caso simples de uma dUnica carga e um sé deslocamento, a

curva carga/deslocamento da estrutura & percorrida num sentido
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unico durante a analise. Com esta condig3o desaparece a
ambigliidade no sinal de h‘, dado pela equa¢3d3o (3.7), e seu
valor assim calculado pode ser aplicado para qualquer tipo de
trajetéria de equilibrio, ascendente ou descendente, inclusive
com reversdes de cargas ou de deslocamentos [20].
Matematicamente a condi¢3o acima pode ser introduzida através
do procedimento dado a seguir.

Suponha-se que AQO e ABO sejam ©0s vetores de
incrementos totais de deslocamentos e de cargas,
respectivamente, do passo incremental anterior ao corrente.
Para a primeira iterag3io do atual passo incremental,
lembrando que ﬁ§3= g, pode-se ent3o escrever

AD (3.10)

]
>
-
b
(i)

(3.11)

i
>
(el

AR
~q

Deste modo, a condigZo de fixagZo do sinal de A

pode ser estabelecida pela expressio

ADT A AD + ART AR 2 0
~ O i1 ~1 ~O i~

ou ainda,
A T =
A[ AD AD +#+ AR R 1 zZ 0 £Fa12)
1 ~o ~1 ~g ~

A equag¢io (3.12) expressa que o produto escalar
entre os vetores ( AQO ﬁﬁc > e { hiﬁgo hié } deve ser nZo
negativo.

A dltima express3o acima permite Qque se escreva,

finalmente [20],

_ H
Xe = Pyl ~mr (3-1%)
onde

T
~O

Aﬁl+ART

~o

R (3.14)

Logo, na t-ésima iterag3o de cada passo incremental,

O0s incrementos de cargas e de deslocamentos s3Z0 obtidos
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através das equacgBes (3.2) e (3.3), respectivamente, com At
calculado pelas express®es (3.7), quando t=1, e (3.9), para
t>2, observando-se que o0 sinal de A‘ ¢ dado por (3.13).

Os detalhes do emprego dos procedimentos acima
descritos na formulagZo da analise das estruturas aqui

consideradas est3o expostos no item dado a seqguir.

3.2 - SistematizacXo dos Procedimentos da Analise

As relacgdes e procedimentos anteriormente
apresentados nos {tens 2.1, 2.3 e 3.1 podem ser organizados de
forma sistem&tica para constituir uma formulag3do do tipo
Lagrangeana Atualizada destinada a analise nZo linear
geométrica de estruturas. Tal formulag3o consiste basicamente

nas etapas expostas a seguir.

1% etapa : Estabelecimento das cargas de referéncia e do valor

do trabalho de controle,

Para iniciar a anilise de uma estrutura usando-se ©
método numérico anteriormente descrito, € necessario a fixagd3o
do trabalho AW que servira de controle durante toda a analise.
Embora, a priori, a quantidade AW seja arbitraria, é
importante o uso de certa cautela na especificacZo de seu
valor. A atribuig¢3oc de valeores grandes para a referida
grandeza pode implicar na obteng¢3oc de pontos de equilibrio
muito afastedos, o que pode prejudicar a interpretagdo dos
resultados, ou mesmo acarretar falte de convergéncia nos
resul tados da analise.

Recomenda-se, portanto, a sdogZo de wvalores baixos
para AW, principalmente, quando se pretende analisar uma
estrutura muito flexivel. Sugere-se, no entanto, que o valor
do referido trabalho seja estabelecido com base no trabalho
realizado pelas cargas de referéncia. Para isto, pode-se
definir estas cargas, por exemplo, como uma pequena fragZo
(tal como 1/10 ou 1/20) das correspondentes cargas necessarias
para provocar o 1inicio de escoamento em algum ponto da
estrutura, e dai, estabelecer como valor de AW a quantidade de

trabalho realizado pelas citadas cargas de referéncia ao longo
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dos correspondentes deslocamentos obtidos em uma analise

linear convencional da estrutura.

2> etapa : C&lculo do fator de carga lt

A determinac3zo do fator de carga Ai & feita atraves
da equag¢Zo (3.7). Para isto, o vetor AQ‘ deve ser calculado
pela expressZo (3.4) mediante o uso de um método de resolug3o
de sistema de equagd®es lineares, tal como o Método de
Eliminag¢%o de Gauss ou procedimento similar. No programa
computacional elaborado com a presente formulagZo foi
implementado o Método Frontal [24,30].

Quando o passo incremental em realizag3do n3do € o
primeiro, deve-se recorrer & equag¢do (3.13) para a definig3o

do sinal de h(

5" etapa : Obteng¢Zo dos incrementos de deslocamentos e de

cargas e atualizag3o de variaveis

De posse do valor de hl e do vetor ﬂés’ determina-se
através de (3.2) e (3.3) os incrementos de carga e de

deslocamentos pelas expressdes:

AR = A R (3.15)
~1 11..

AD = A AD (3.186)
~q - S5

A atualizagZo das cargas e dos deslocamentos totais

& feita, respectivamente, pelas egquagdes:

=D + AD (3.17)
~t ~t-1 ~t

= R + AR (3.18)
~4 ~i-1 ~t

zgn

Observa-se que quando t=1, tem-se = g e F = 0.

t “t-1 ~

Para a definig3o da configuragfo geométrica
atualizada da estrutura é necessario se efetuar a atualizac3o

das coordenadas cartesianas dos nés da mesma, 0 que deve ser
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feito através das trés express@es seguintes:

¥ = X+ ADS®
t t-1 L

v =y + a'Y (3.19)
i t-1 L

z =17 + AD'®
L t-1

onde X, Y e 7 representam as coordenadas do né considerado, em
(X0

relagZo aos eixos globais da estrutura, e o0s termos ADt 3
(Y 2z 5 - . F

ADL . ADl indicam os respectivos incrementos de

deslocamentos ( translag®es ) ocorridos no nd, segundo as

diregdes X, Y e Z.

Com os incrementos de rotagd®es nodais ja conhecidos
procede—-se por intermédio da equagio (2.5) a atualizagdo das
matrizes de orientagZo das seg¢d®es extremas dos elementos, e
dai, finalmente, determina-se as novas matrizes de rotagZo r
dos varios elementos em que fol discretizada a estrutura,

usando-se para 1sto a express3o (2.16).

4° etapa : Calculo dos esforgos internos solicitantes

Apds a obtengZo da nova configuragZo geométrica da
estrutura, através do processo de atuslizagZo descrito na
etapa anterior, pode—-se calcular os correspondentes esforgos
internos que atuam nas extremidades dos diversos elementos que
constituem a estrutura.

Fara ume dade configuragio, a determinagZo dos
esforgos internos que solicitam os extremos de um elemento

qualgquer pode ser iniciada calculando-se o vetor

P =K U (3.20)
~L ~E ~E

onde

K_ = matriz de rigidez elastica do elemento (K = K+ K_)

~E ~E ~L ~a

U - vetor de deslocamentos nodais do elemento, relativos as

"
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deformag®es axial. de flexZo e de torgio, ou seja.

u= (0 0 0 O B’y e u O 0 @ @6 g8 ) (321

1z x x 2y 2=z

sendo os termos de yE calculados através das equagcdes (2.10).
(231 Ve (2,129 8 (Z2.13)..

0O vetor EL obtido pela equagio (3.20) reune as
agc®es nodais do elemento referidas a eixos loceis Qque, em
geral. n3%o coincidem com as dire¢Bes normais e principais das
se¢des transversais extremas do elemento deformado. Por
exemplo, as componentes nas posig¢g®es um e sete do vetor EL s3ao
referidas & direg3o da corda que une os centrdéides das segdes
transversais situadas nas extremidades do elemento e n3o as
direg®es normais destas segBes transversais, conforme se
exigiria, a rigor, para se classificar aquelas componentes
como esforgos normais atuantes nos extremos do elemento.

Assim sendo, o fato da equagiao (3.20) envolver,
implicitamente, eixos locais que n¥Io coincidem com as diregdes
normais e principalis das se¢des transversais das extremidades
do elemento implica na necessidade de se referir aquelas
a¢Bes nodais com relacZo a estas ultimas dire¢des, para que
desta forma sejam obtidos os esforgos internos reais
atuantes nos extremos do elemento.

De acordo com © que se expds no SLtem 2.1, as
dire¢g®es de normael e dos eixcs principais de uma segZo
transversal extrema 1 de um elemento sZo definidas por ume
matriz E‘L}. deda pela equagdo (2.2). Az colunas de matriz

tL ) 2
fornecem as componentes, em relag3io aocs eixos globais X .y

; : (v (L) (L) ;
Y e Z. dos vetores unitarios p1 ' Ez e p % orientados

-
segundo &as diregd®es da normal e dos eixos principais da segao
transversal i, respectivamente( figura 2.7).

. Portanto, os esforgos internos gue solicitam a segZo
transversal i do elemento podem ser determinados
projetando-se as correspondentes a¢des nodais nas diregdes dos
vetores unitarios acima mencionados. Esta operag3o pode. ser
executada através da seguinte expressio:

iy _ E‘“ E;U (T«22)

0
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onde
P‘*Y vetor (6 x 1) que coleciona os esforgos internos na segao
i do elemento,
P;‘}— vetor (6 x 1) que reune as componentes das ag¢des
nodais no extremo i, referidas aos eixos globais X, Y e
Z. Dado por
o’ 0
piy? = e (3.23)
~Qa T ~L
2 ~ 46x6
ri- transposta da matriz de rotag3c do elemento (equagdo
2.16) s
5% etapa : ObtengZ2o des forgas deseguilibradas
Calculando-se as ag¢@es nodais exercidas por todos
os elementos sobre as juntas da estrutura, numa dada

configura¢fo, verifica-se que, em geral, tais a¢des niZo est3o
em equilibrio com as cargas externas. Resulta, portanto, deste

fato, um vetor de forgas desequilibradas definido por

F,. =R +5S (3.24)

-

onde §t corresponde ao vetor das agles nodais exercidas pelos
elementos sobre as diversas juntas da estrutura na
configuragio considerada.

0 vetor §t & construido considerando-se, nas devidas
posigdes, as contribui¢®es provenientes dos vArios elementos
da estrutura. Para cada elemento, a citada contribui¢Zo pode

ser encontrada pela seguinte expressio:

- N < Et QE (3.23)
com
r,. — matriz de transformagZo de coordenadas do elemento, de

~T
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ordem 12 x 12, dada por

i 0 0 0]
0 r 0 0
ro= (3.26)
~T
0 0 r 0
0 Q 0 £
Assim, o vetor das forgas desequilibradas da

estrutura pode ser simbolicamente indicado por

? K U (3.27)

E E

£, =B, * Bog

onde \ = 1, 2, .....nUmero de elementos.

6% etapa : Montagem da matriz de rigidez tangente da estrutura

Com base na configuragZo atuaelizada da estrutura,
monta-se para cada elementoc uma nova matriz de rigidez
referida aos eixos globais, usando-se @ seguinte relacZo de
similaridacde
a T ;
K'=r K_ r (3.28)
~ ~FT ~E ~T

Somando—-se, entZo, convenientemente, os termos das

" G - .
matrizes KE de todos os elementos, constrdi-se a matriz de
rigidez tangente da estrutura, a qual é wusada na iterag3o

sequinte.
7¢ etapa : Teste de convergéncia

Ao final de cada iterag3o deve-se verificar se a
configuragfo deformada atualizada esti suficientemente préxima
da configura¢Zo real de equilibrio para as cargas externas

atualizadas. Assim, & necessario que se estabelega um critério



que permita um julgamento do grau de aproximagio entre a
configuragico encontrada e a verdadeira, que alias, &
a priori desconhecida. Tal critério é denominado critério de
convergéncia e a mencionada verificagio pode ser chamada de
teste de convergéncia.

Existem varias formas de se definir um critério de
convergéncia. Como exemplo. cita-se o c;itério baseado na
norma euclidiana ponderadae das forgas desequilibradas, o qual
foi implementado no programa computacional desenvolvido com a

presente formula¢Zo, e se expressa por

||F ll (5.29)

onde
"Fl" - norma euclidiana do vetor das forgas desequilibradas
n — numero de graus de liberdade da estrutura
“ﬂl - valor absoluto da relacZo entre a intensidade de
qualquer carga nZo nula atualizada e seu correspondente
valor no vetor des cargas de referéncia.
Py = tolerancia (usualmente entre 0.001 e 0.000001)

Quando a desigualdade (3.29) ¢é atendida, para o
valor de Piol especificado, admite-se que foi atingido um
ponto de equilibrio e passa-se ent3Zoc para novo passo
incremental. voltando & segunda etapa acima, com a matriz de
rigidez ja atualizada. Em caso contrario, prossegue-se no
mesmo passo incremental realizando-se a oitava etapa, que

corresponde ao inicio de nova iteracgZo.
8% etapa : CAlculo do fator de carga ll
O inficio de uma nova iterag3o t, com t = 1, se da

. — =
com a determinag3o dos deslocamentos Agt e Agt, usando—-se

para isto a matriz de rigidez tangente montada na sexta etapa

51
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acima e o vetor de forgas desequilibradas obtido na quinta
etapa. Calcula-se em seguida , através da equag3o (3.9), ©

novo fator de carga Af

9% etapa : Determinag¢3o dos incrementos de deslocamentos e de

cargas e atualizag3o de variaveis

Com o fator de cargas kt ja obtido, determina-se 0Os
vetores de incrementos de carga e de deslocamentos pelas
expressdes (3.2) e (3.3),respectivamente, e daf, procede-se a
atualizac®o das cargas, dos deslocamentos e das coordenadas
dos nés da estrutura, utilizando-se para este fim as mesmas
express®es indicadas na terceira etapa, ou seja, as equagdes
(3.17), (3.18) e (3.19).

As matrizes de orientag3o das segdBes extremas e de
rotagc®es dos elementos devem também ser atualizadas em fung3o
dos incrementos de rotag®es ocorridos na presente iterag¢Zo, de
acordo com o© mencionado na terceira etapa apresentada
anteriormente.

Terminada & nona etapa, calcula-se as forgas
desequilibradas correspondentes & nova configuragXo deformada
da estrutura, utilizando-se os procedimentos dispostos na
guinta etapa, e realiza-se o teste de convergéncia mencionado
acime. Se © critério de convergéncia for atendido, esta
terminado o atusal passo incremental, podendo outro ser
imediatamente iniciado, repetindo-se todo o processoc descrito
anteriorments através das varias etapas apresentadas. Em caso
contrario, inicia-se nova iteragzo, partindo-se dos
procedimentos dispostos na oitave etapa e prosseguindo-se
com o processo até que ocorra convergéncia de resultados.

Em seguida se apresenta um fluxograma que
proporciona uma visZo global das operag@es envolvidas no

processo estabelecido através das etapas descritas acima.
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Fluxoarama Geral

(: INICIO :)

Zerar numero de passos incrementais

k « O

Determinar :

caraas de referéncia R

trabalho de controle AW

(=] .
Atualizar n do passo incremental

Kk « k + 1

se k atingiu o valor

maximo sdmitido n

ma X

Imprimir ocs

recsul tados

Calcular o vetor A@i através

da equag3o (3.4).




@
1

Calcular o fator de carga x‘

(equagdo 3.7) .

Obter o sinal de Ki através da

equagdo 3.13.

Calcular os incrementos de
deslocamentas Agx e de cargas

aﬁz (equagBes 3.10 e 3.11)

h 4

Atualizar :

- deslocamentos (eguagZo 3.17)
- cargas (eguagZo 3.18)

= coordenadas (equag¢gdes 3I.19)
— matrizes de orientagzo g

(equag3o 2.95)
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Determinar os deslocamentos

relativos dos elementos, UE

(equagdes 2.10, 2.11, 2.12 e

2.13).

Atualizar as matrizes de
rotas&o dos elementos. r

(equagZo 2.16).

Determinar as ag¢des nodais nos

elementos, EL. (equagdo 3.20).

Calcular esforgos internos nos

elementos, P, (equagZo 3.22).

Determinar o vetor das forgeas

desequilibradas. E!.(euua¢§o 3.24)

1]
N

Atualizar as matrizes de rigidez

dos elementos, SE. (equag3o 3.2B)

Testar

convergéncia
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t «t + 1

Calcular os vetores Aﬁt e A

ton

(equagdes 3.4 e 3.95)

Calcular o fator de caraqa Kt

(equagdo 3.9).

L

Determinar os incrementos de
cargas ARt e de deslocamentos

AQL (equagdes 3.2 e 3.3).
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3.4 - Exemplos Numéricos

No que segue sZo apresentados varios exemplos
numéricos resolvidos através dos procedimentos expostos neste
capfitulo. Para mostrar a eficiéncia da analise. os resultados
obtidos s%Zo confrontados com outros encontrados por diferentes

formulac®es e publicados em varias referéncias bibliograficas.

3.4.1 - Caso de um pértico plano

Consiste este exemplo de uma estrutura
bidimensional simétrica, biengastada, constituida por duas
barras que formam entre si um Aangulo obtuso, e gue

esta submetida a uma carga concentrada vertical em seu vértice
superior., conforme ilustra a figura 3.1.

A estrutura Tfoi inicielmente resolvida de forma
analitica por William's [54] que, inclusive, comprovou OS
resultados obtidos com observagdes experimentais. Em seguida,
outros pesquisadores [28,33,46,55,56] analisaram a mesma
estrutura através de diversps processos numéricos.

A necessidade de se verificer & eficiéncisa das
formulag®es numéricas no gue diz respeito &o tratamento do
fenoméno "snap - through", gue aliids ¢ a caracteristica
especial do comportamento pds-critico de estrutura em questZo,
Justifica o fato de mesma conster comao exemplo em diversas
referéncias bibliograficas.

No presente estudo a estrutura foi discretizada em
dez elementos., sendo cinco deles em cada barra. A an&lise foi
executada em dezesseis passos incrementais, com trés iteragdes
em cada um. Adotou-se como tolerancia no critério de
convergénciea PyorL™ 10" e como valor do trabalho de controle o
trabalho realizado por uma carga igual a 10% da carga
necessaria para iniciar o escoamento da estrutura, ao longo do
correspondente deslocamento obtido através de uma anélise
linear convencional, ©o que & feito automaticamente pelo

programa de computador desenvolvido.

As figuras 3.2 e 3.3 mostram os resultados obtidos
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Dado:

E = 10.30 x 10° psi

Figura 3.1 - Exemplo de um pértico bidimensional
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pela presente formulagXo, os quais estZo confrontados com
agueles encontrados na referéncia [55] que wutilizou como

ferramenta numérica o método de controle por deslocamento.

3.4.2 - Caso de uma ceoluna engastada na base e livre no topo e

sujeita a uma carga axial.

0O caso de uma barra com base engastada e com seu
extremo superior livre, submetida a uma carga axial, mostrado
na figura 3.4, & um dos mais tradicionais problemas de analise
nZ¥o linear geométrica encontrado na literatura técnica. Sua
solug3o analitica. sob a hipdétese de grandes deslocamentos, e
encontrada em [51].

A importAncia deste exemplo deve-se ao fato de que,
apesar de sus geometrie simples, ele apresenta um
comportamento altamente nZo linear, que o caracteriza como um
excelente teste de eficiéncia e habilidade de formulagdes
nao lineares.

No presente estudo, a referida coluna foi
discretizada em dez elementos e aplicado em seu topo um
pequeno momento pertubador Mp.rt= 0.01PL para dar origem ao0s
deslocamentos leterais (fTigura 3.4). Foram realizados cento e
trinta e trés pesscs incrementais com um numero de
iteragBes, por psssc, variando de quaetro & cinco. Como

. ; . . g -5
tolerancia no critérioc de convergéncis foi adotado p = 10 e
to

como cargeae de referéncia o valor correspondente a ;.52 da
carga necessaria para provocar o inicio de escoamento da
caoluna.

Os resultados encontrados podem ser vistos nas
figuras 3.5 e 3.6. Ressalta-se que em virtude da proximidade
dos pontos de equilibrio encontrados na analise,
principalmente durante e apds o0 estidgio correspondente a
segunda curva na trajetéria ilustrada na figura 3.5, nZ%o se
encontram representados nos graficos todos agueles mencionados

pontos.
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Figura 3.4 - Exemplo de uma coluna axialmente
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formulac®es apresentadas em [6,44,48].
Para a realizac3io da analise aqui executada, a

estrutura feoi discretizada em dezoito elementos, 0os Qquais

coincidem com as barras gue constituem a mesma. Adotou-se no
critério de convergéncia uma toleréancia PiorL™ 107* e como
carga de referéncia um valor correspondente a 104 da carga
necessaria para provocar o inicio de escoamento da
estrutura. calculada através de wuma analise linear. Foram
executados vinte e o0ito passoOs incrementais com duas

iterag®es cada um.

A figqura 3.11 apresenta um grafico que mostra o
relacionamento entre o0s deslocamentos verticais no ponto
central superior da estrutura e os valores do perametro de
carga h. obtidos durante a analise, Visando-se unicamente a
comparacio grafica dos resultados, definiu-se como parametro
de carga, na figura 3.11, o mesmo valor adotado em [6]. oOu

seja, A =P / 123.8 MN.

3.4.5 — Caso de uma grelha

Ainda como um exemploc de estrutura tridimensional,
apresente-se oz resultados encontrados na analise de uma
grelha, cujas caracteristicas est3o indicadaes na figura 3.12.
A estrutura foli discretizade em dez elementos e adotou-se uma
tolerancia Piol™ 0.0001. A ana&licse foi executads com um numera
de iterag®es crescente e variando de quatro a oito. Adotou-se
como cargas de referéncia agueles correspondentes a 104 do
carregamento necessario para iniciar o escoamento da
estrutura. As figuras 3.13 e 3.14 mostram os graficos
encontrados ne an&lise. relacionando o valor de P com o©Os

deslocamentos, nas - diregdes globais ¥ e X,

respectivamente, relativos ao ponto B8 indicado na figura 3.12.
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3.4.3 - Caso de uma vioca em balango sujeita a uma carga

concentrada no extremo livre

Trata-se este exemplo de um problema classico do
estudo da linha elastice cuja solugdo foi inicialmente
encontrada por Euler em 1744, 0O fato de se conhecer a solugi3o
analitica deste exemplo e. além disto. pelas caracteristicas
de seu comportamento n3o linear. leva ©o mesmo a ser muito
utilizado para teste de formulag®es destinadas a analise nZo
linear. Por exemplo. a referéncia [49)] utiliza o presente caso
como um " benchmark test " para mostrar a eficiéncia de um
programa de elementos finitos na determinag3o de deslocamentos
e de esforgos internos.

Os dados numéricos adotados nma anélise aqui efetuada
estZo ilustrados na figura 3.7.

A viga fol dividida em quatro elementos e se adotou
como carga de referéncia o valor de P correspondente a 5% da
carga de escoamento. Foram realizados centoc e trinta e oito
passos incrementais, com um numero de iterag®es variando de
trés a seis. A toler&ncia admitida nmo critério de converaéncia
foi pt°L= 1074, Os resul tados encontrados para os
deslocamentos horizeontal u e vertical v, na extremidade livre
da viga. estZo confrontados com o©0s provenientes da solugZo
analitica na figure 3.8. Os esforgos 1internos (forga normal
N. forgsa cortante 0 2 momento fletor M) atuantes ao longo da
viga. & relativos ao valor PLZ/EIZ= 7. estzo representados
Jjuntamente com os correspondentes resultados analiticos pelos
graficos da figura 3.9.

Como se constata, atraveés dos graficos mencionados,
Oos resultados encontrados pela presente formulagZo apresentam
uma mulito boa precisZo, tanto parae os deslocamentos como para

os esforgos internos.
3.4.4 - Caso de uma estrutura reticular espacial
Trata-se este caso de uma estrutura tridimensional

cuja geometria esta definida na figura 3.10. A estrutura foi

inicialmente analizada em [12] e posteriormente através das
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4., ANALISE NAD LINEAR FISICA E GEOMETRICA

4.1 - Consideracg®es Inicials
Apresenta-se neste capitulo uma formulagZo

incremental-iterativa destinada & anAlise n3o linear fisica e
geométrica de pérticos espaciais. Conforme mencionado
anteriormente no capitulo 1, admite-se que o material que
constitui os pérticos ¢ elasto-plastico perfeito, aque as
sec®es transversais das barras s3o duplamente simétricas e gue
as cargss externas est3o aplicadas somente em extremidades de
elementos em que os pdrticos considerados sZo discretizados.
SupBe-se tambem aue as cargas externas variem
proporcionalmente. U comportamento plastico de um elemento ¢
simulado através da introdugfo de rdtula plastica em uma ou
nas duas extremidades do mesmo. sempre aque o0s esforgos
internos atuantes em tsis pontos satisfagam &0 critério de
plastificagZc adotado na anidlise.

Admite-se ainda aue as segdes transversais
continuam apresenteando comportamento totalmente elastico
até gue ocorra sua plastificagZo total. Isto significa que na
formulagZo nZo se considera o estagio elasto-plastico das
segdes, existente entre o 1inicio de escoamento e a
plastificag3o total das mesmas.

Considera-se também & possibilidade de ocorrer,
durante a analise, & desativagZo de rdétulas pléasticas ja
existentes, isto ¢, de acontecer que seg¢des transversais
anteriormente plastificadas voltem a ter comportamento
elastico. Este fendmeno & detectado, conforme exposto no {tem
4.3. através da verificagZo do sinal das constantes de
plastificag3io das segdes, A. as quais devem ser positivas
sempre que ocorrer incremento nas deformag®es plasticas das
referidas seg¢des.
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Em analise elasto-plastica numérica incremental,
quando se processa um incremento nas deformagdes plasticas de
uma se¢3o. 0s correspondentes incrementos de esforgos internos
sendo finitos levam os valores dos esforgos internos finais a
nZo obedecerem, & rigor, ao critério de plastificag33o adotado.
Geometricamente, isto significa que o ponto representativo dos
mencionados esforgos n3o se localiza sobre a superficie de
plastifica¢3o, conforme se 1ilustra atravées do ponto B da
figura 4.1. Isto representa um erro cuja grandeza depende dos
valores dos incrementos de esforgos.

Dentre as varias formas que se dispde para redug3o
do erro mencionado acima [38,45], optou-se na presente
formulag3o por um procedimento do tipc previsor-corretor
apresentado no item 4.2, o0 gqual €& empregado sistematicamente,
na primeira lterag¢fo de cada passo incremental, para todas as
segdes em gue acontecem i1ncrementos nas deformagdes plasticas.
A escolha deste procedimento, frente a outros inclusive do
tipo iterativo, € justificada pela inten¢Z3o de se priorizar a
redug3o do tempo computacional e também pelo fato de que
normalmente. com & formulag3o aqui apresentada. resultam
incrementos de esforgos relativamente pequenos, principalmente
para as iteregdes posteriores & primeira de cada passo
incremental.

Ne anialise elasto-plasticsa agui proposts, os
procedimentos descritos no capitulo 3 deste trabalho s3o
inteiramente aplicados em conjunto com outras operagdes
complementares, tais como: verificagiZo de geragZic ou de
desativag3o de rdétulas plasticas, determinag3o de vetar
gradiente de superficie de plastificag3o, montagem de matriz
de rigidez elasto-plastica de elementos com extremidades
plastificadas e estabelecimento de critério para definigZo de

cargas de colapso convencional.

4.2 - CorrecZo do Afastamento entre a Superficie de
PlastificacZo e os Pontos Correspondentes aos Esforcos
em uma Rétula Plastica

A figura 4.1 mostra a representacfo geométrica de um
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critério de plastificagZo de uma segZo transversal. Para
melhores esclarecimentos dos procedimentos aqui descritos,
considera-se na citada figura a influéncia de apenas dois
esforgos (P1 = le.

Suponha-se que inicialmente os esforgos atuantes
sobre a secZo considerada sejam dados por EA e correspondam ao
ponto A da figura 4.1. Com base no que se dispds no ftem 2.2,
pode-se afirmar que se ocorrer um incremento
infinitesimal nas deforma¢®es plasticas da se¢3o, o vetor dos
correspondentes incrementos de esforgos € perpendicular ao
vetor gradiente 94 da superficie de plastificagZo no ponto A.

Porém. no caso da an&lise numérica incremental os
incrementos de esforcos sZo finitos e, assim, admitindo-se

ainda a normalidade entre o vetor de tais incrementos e

o mencionado vetor gradiente, observa-se que o© novo ponto
correspondente acs esforgos Jj& incrementados (ponto B da
figura 4.1) nZEo se encontra sobre a superficie de

plastificacZo.

Na realidade, tudo se passe como se a superficie de
plastificag3o tivesse sofrido wuma evolugd3o no espagoc dos
esforcos, de forma semelhante a um processo de endurecimento.
Como o material & elasto-pléastico perfeito, o afastamento do
ponto em relag3o a aquela superficie sempre representa um
erro qgue, conforme mencionado anteriormente, pode ser
reduzido. Ne presente formulag3o indica-se para redugZo do
referido errc um procedimento previsor-corretor, o qual é

executado através das duas etapes descritas a seguir :

a) PrevisZo - 0O vetor de incrementos finitos de esforgos AP &
calculado com base na rigidez da secg3o
estabelecida em termos do vetor gradiente EA'
chegando-se desta forma ao ponto B, conforme

ilustrado na figura 4.1.

b) Correg¢3o - Com o0s valores dos esforgos definidos pelo
ponto B, determina-se o gradiente da superficie
de plastificag¢Zo, E.. e em sequida, obtém-se
um vetor gradiente médio através da sequinte

expressio:



Figura 4.1

T8

= (B, + BB)/Z (4.1)

Agora, com a rigidez da seg¢Zo estabelecida em
termos deste vetor gradiente médio, calcula-se
um novo vetor de incrementos de esforgos AP, o
gual define um outro ponto B, que se localiza
mais préximo da superficie de plastificag3o do

gue o ponto B inicialmente encontrado.

Procedimento de redugfo do erro devido ao
afastamento do ponto que define os esforgos
em uma rétula plastica em relagao a

superficie de plastificag3o.
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Sugere-se que o procedimento acima seja aplicado
somente na primeira iterag3o de cada passo incremental, uma
vez que os incrementos de esforgos nesta iteragZo s3o em geral
bem maiores do que agueles verificados durante as demais
iteragdes.

Vale salientar, no entanto, que repetigBes
sucessivas das duas etapas acima descritas podem constituir um
processo iterativo., conforme comentado em [45], para redugdo
do erro em aquestXo. Porém, considerando-se principalmente
aspectos relacionados com esforgo computacional, descartou-se
Nno programa de computador elaborado com a presente formulagZo

0 uso de tal procedimento iterativo.

4.3 - Procedimentos Numéricos da Analise
Fundamentando-se na idéia de qgue uma andlise

elasto-plastice pode ser executada através de sucessivos
passos lineares, os procedimentos apresentadeocs no capfitulo 3
deste trabalho podem ser organizados, juntamente com outros
procedimentos adicionais, para constituir uma formulag3o
mais geral, gue leve em conta a nZEo linearidade fisica e
geometrica.

Apresenta-se a seguir, em forma sequencial, as
operagdes bisicas necessArias para elaboragZo da anaAlise nZo

linear fisica e geométrica das estruturas aqui consideradas.

© etapa : Estabelecimento das cargas de referéncia e do valor

do trabalho de controle.

As cargas de referéncia e a quantidade do trabalho
para controle da anilise podem ser estabelecidos através das
mesmas recomendagdes expressas na primeira etapa do ftem 3.2

anteriormente apresentado.
2° etapa : CAlculo do valor de h‘

A determinag3o do fator de carga relativo a primeira

iteragZo de cada passo incremental deve ser feita de acordo



8o

com as mesmas disposi¢d®es contidas na segunda etapa do ftem

3.2-
3¢ etapa : Verificac¢3o da estrutura quanto ao colapso

Quando no final do passo incremental anterior ao
presente se detecta a formagZo de uma nova rdétula plastica,
deve-se verificar se a estrutura considerada atingiu o
estAgio admitido como de colapso convencional.

Considera-se na presente formulagZo como critério de
colapso convencional uma condig¢Zo que envolve as normas
euclidianas dos vetores de deslocamentos globais produzidos
pelas cargas de referéncia sobre a estrutura nos estagios
inicial e atual.

Convenciona-se, portanto, gque ocorre o colapso da
estrutura gquando os deslocamentos produzidos pelas cargas de

referéncia cumprem a seguinte condig3o:

Iﬁﬁ Ly "
~ 4
St —— =z & (4.2)
=2,
aonde
- ]y —_— )
A§;°'. AD;z‘ - vetores dos deslocamentos, referidos sos
eixos globeis, e calculados através da
equagdo (3.4) usando-se, respectivamente, a
rigidez da estrutura em seu estagio atual e
aquela correspondente a configurag3o inicial
indeformada.
é - valor adotado de acordo com as exigéncias e o0s fins da
analise.

Quando a condigZo (4.2) ¢ atendida a analise da
estrutura €& terminada e as cargas externas encontradas no
final do passo incremental anterior s%o admitidas como as

cargas de colapso.



4% etapa : Obteng3o dos incrementos de esforgos

Com o valor de Al obtido, determina-se através da
express3o (3.16) os incrementos de deslocamentos e, a partir
destes, calcula-se os incrementos correspondentes de esforgos
nos diversos elementos da estrutura, usando-se nesta operag3o
as matrizes de rota¢Zo dos elementos encontradas no final da

iteragio anterior.

5% etapa : CAlculo do menor fator de carga necessario para

plastificar um né da estrutura

Com os incrementos de esforgos obtidos na etapa
anterior sZo avaliados os esforgos finais, através de um
processo de acumulagZo, e em seguida, procede-se o© calculo
dos parametros re (ver figura 2.11) necessarios para
plastificar as extremidades de todos os elementos. Dai, entre
todos os valores de LS encontrades, seleciona-se o menor Gue

€& cesignado por (r.)th

6a etapa : Modificag3o do valor de Ai

Cuando o valor de (r Jmin ¢ menor do que a unidade,
L= I
o fator de carge Al deve ser alterado de acordo com & seguinte

expresszo:

X =(r ) . X (4.3)
i e min i
Caso a condi¢3o citada acima nZo seja cumprida, ou
seja, se (re)mtn = 1, esta etapa nZo deve ser executada.
a o
7 etapa : Obten¢Zo dos incrementos de deslocamentos e de

cargas e atualizag3o de variaveis

Nesta etapa sZo realizadas todas as operagdes
descritas na terceira etapa do i{tem 3.2, porém, com a
observag3o de que o fator de carga A‘ deve ser substituido por

X quando (r ) < 1.
i e min



g* etapa : Calculo dos esforgos e das forgas desequilibradas

Com a definicXo da nova configurag3io da estrutura,
obtida apés o processo de atualizag3o das coordenadas das
extremidades dos elementos e das matrizes de orientag3o das
se¢des extremas [3, procede-se a determinag¢Xo das a¢g®es nodais
atuantes nos extremos dos varios elementos da estrutura.

Em cada iterac®o, pode-se calcular os incrementos
das a¢B®es nodais em um elemento multiplicando-se a matriz de
rigidez do mesmo pelos incrementos de deslocamentos relativos
verificados em suas extremidades.

Os incrementos de deslocamentos relativos nas
extremidades de um elemento, em uma dade iterag3o t, podem ser

calculados pela expressio:

aut= ut-u (4.4)
ME ~

onde g; e 91“1530 os vetores de desleocamentos do elemento (ver
equagdo 3I.21) correspondentes as iteragdes t e t=1,
respectivamente.
Assim, na iteragZo ¢t, os 1incrementos das agdes
nodais em um dado elemento 3o calculsados pela expressZo:
ag; = K"‘Ag; (4.5)

~

Na equac3o (4.5), E;—irepresenta a matriz de rigidez

local(elastica ou elasto-plastica, conforme o caso) do
elemento, obtida no finmal da iterag3io t-1.

Em se tratando da primeira iterag2o (t=1), oS
incrementos das ag¢g®es nodais de um elemento com extremo
plastificado podem ser corrigidos através do procedimento
descrito no ftem 4.2.

Desta forma, as a¢®es nodais referidas aos eixos
locais do elemento, na iteragZo t, s2o obtidas através da

equagio:
(4.6)

Levando-se em conta que as direg@es dos eixos
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locais do elemento, em geral, n3o coincidem com as dire¢Ses da
normal e dos eixos principais de cada seg¢do transversal
extrema do mesmo, os esforgos internaos atuantes nas
extremidades do elemento devem ser calculados usando-se &
equag3o (3.22) do capitulo anterior.

Obtidas, para cada elemento, as ag¢Bes nodais pela
equac¥o (4.6) e a matriz de rotag%o, o céalculo das forgas
desequilibradas deve ser efetuado wutilizando-se o0s mesmos

procedimentos descritos na quinta etapa do {tem S 2
9% etapa : Teste de convergéncisa

Determinado o vetor das forgas desequilibradas,
deve-se efetuar, através das opera¢gdes descritas na sexta
etapa do ftem 3.2, a verificagZo se o critério de convergéncia
adotado na &analise, © qual & expresso pela desigualdade
(3.29), ¢ satisfeito. Caso isto n3o ocorra, passa-se

imediatamente para a décima s=sgunda etapa apresentada abaixo.

10° etapa : Verificag3o da formag¢Zo ou desativagZo de rdétulas

plasticas

Quando o critério de convergéncia ¢ satisfeito,
deve-se verificar se para a nova configuragfo atualizade
ocorrem duas possibilidades: a formag¢Zo de alguma nova rdétula
plastica nas extremidades dos elementos e o retorno eléastico
de alguma seg2p anteriormente plastificada.

Recomenda-se gue na verificagfo de ocorréncia de uma
nova rétula plastica em uma seg¢3o seja adotada uma certa
margem de tolerancia, usando-se entZo o que pode ser chamado
de faixa de plastificacio. Isto significa que também sZo
consideradas plastificadas as se¢des que nZo cumpram, a
rigor, o critério de plastificagZo w = 0, mas que satisfagam a

condig3o |y| < a onde a € um numero pequeno gque depende

5
da preciszo dese;:éa na ana;;;E. Pode-se adotar, por exemplo,
como um valor razoavel, L 0,01.

A detecta¢3o da ocorréncia de desativagZo de uma
rétula plastica ¢ feita atravé? da verificagZo do sinal da

constante de plastificagdo A correspondente a secg3o em
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questZo. De acordo com o que se expds no {tem 2.2, quando
acontece um incremento nas deformag®es plasticas de uma segdo,
a constante de plastificagBo associada a mesma € sempre
positiva. Assim, a obtengZo de um valor negativo pare A em uma
seg3o, antes plastificada, indica que a mesma volta a
apresentar comportamento elastico.

Para os casos de elementos que possuem uma rdétula
plastica no extremo 1, e duas rdétulas plasticas nos extremos
l e 2, a verificagZo de desativagio acima mencionada pode ser
efetuada utilizando-se as expressdes (2.66) e (2.76),
respectivamente, fazendo-se os vetores 91 e gz iguais aos
vetores de incrementos totais de deslocamentaos que se
verificam nas extremidades 1 e 2 do elemento, durante o
considerado passo incremental. Caso o elemento apresente uma
rétula plastica no extremo 2, a verificag3o acima deve ser
efetuada através da expressZo da constante de plastificagio
Az' deduzida de forma semelhante a utilizada para se chegar a
(2.66).

Nesta etapa & necessario que se recorra a algum meio
que permita a identifica¢Zo de como se comportam as
extremidades dos diversos elementos que constituem a estrutura
para que, desta forma, seja possivel um posterior
estabelecimento preciso das matrizes de rigidez dos mesmos. No
programa computacional desenvolvido, a identificacgZo do
comportamento das seg¢des transversais das extremidades de um

elemento genérico i° ¢ efetuada através de uma variavel

designada por NOPLA(ie) € que assume 0s seguintes valores:

NGPLA(1“3 = 0 (dois extremos elasticos)
NDPLA(i.) = 1 (rétula plastica no extremo 1 e extremo 2
elastico)
NDPLA(ia) = 2 (extremo 1 elastico e rétula plastica no
extremo 2)
NDPLA(i.J =3 (dois extremos plastificados)
No inficio da analise toma-se NUPLA(i.) = 0 para

todos os elementos da estrutura.
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11% etapa : Montagem das matrizes de rigidez dos elementos

Caso tenha sido realizada a décima etapa acima e
constatade alguma modificag¢3o no compor tamento das
extremidades de um elemento, procede-se a alteragZo da matriz
de rigidez local do mesmo, observando-se para isto o valor da
variavel NDPLA(i.). Quando esta variavel é nula, a matriz de
rigidez do elemento, 52. & dada pela soma das matrizes de
rigidez linear e geométrica, apresentadas no final do item
2.3. Em caso contrario, ao elemento corresponde uma matriz de
rigidez elasto-plastica EEP, a qual ¢é calculada de acordo
com o disposto no ftem 2.3.2.

Com base na configuragZo atualizada da estrutura
deve-se determinar as matrizes de rigidez, relativa as
coordenadas globais, de todos os elementos em que a estrutura
foi discretizada. Esta operag3o & efetuada através da eguagdo
(3.28), devendo-se, no entanto, substituir a matriz de
rigidez elastica, que fﬁgura na mesma, pela elasto-plasticas
quando o elemento em considerag3o tiver alguma extremidade
plastificada.

Dispondo—-se convenientemente as contribui¢®es dadas
pelos termos das matrizes de rigidez dos elementos, referidas
as coordenadas globais, monta-se ent3d3o & matriz de rigicdez
tangente da estrutura, & qual & usada na iterag3c subsequente.

Se a presente 2tapa ¢ executada depois de verificado
O critéric de convergéncia acima mencionado, retorna—-se a

segunda etapa, iniciando-se novo p&asso incremental.

-
12 etapa : Calculo do fator de carga lt

Esta etapa corresponde ao inicico de mais uma
iteragZo que deve ser realizada sempre que o0 critério de
convergéncia adotado nZo tenha sido satisfeito.

Com a matriz de rigidez da estrutura j4 atualizada e
com o vetor das forgas desequilibradas obtido na oitava
etapa, calcula-se os deslocamentos Aﬁt e ABL usando-se as
equagdes (3.4) e (3.5) e, em seguida, determina-se o valor do

fator de carga A1 através da equag3o (3.9).
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a : ;
13" etapa : Determinag2o dos incrementos de deslocamentos e de

cargas e atualiza¢do de variaveis

Os procedimentos para execug3io desta etapa da

anilise s3%o0 os mesmos indicados na nona etapa do ftem 3.2.

Encerrados estes ultimos procedimentos retorna-se A
oitava etapa acima. calculando-se as novas forgas
desequilibradas e, em seguida, executando-se todas as
operag®es prescritas nas demais etapas subsequentes.

A anAlise da estrutura é encerrada quando se atinge
O numero maximo de passos incrementais especificado ou quando
0O critério de colapsoc convencional adotado for atendido.

Um detalhe que merece ser abordado refere-se as
situag¢®des em que o esforgo normal atuante num elemento
coincide com o valor de Np. Quando isto acontece, os momentos
fletores atuantes no elemento devem ser nulos, para Qque ©O
ponto representativo dos esforgos internos nas varias segdes
transversais permanegam sobre a superficie de plastificagZo.
Do ponto de vista numérico e computacional, ©o tratamento de
tal situag3o apresenta algumas dificuldades aque exigem, e&m
geral, a tomada de algumas medidas adicionais, como as
mencionades & seguir.

Fara as superficies de plastificagZoc implementadas
no programa de computador da presente formulagZ2o, ocaorre uma
indeterminagiZo matemitica nas expressdes do vetor gradiente no
ponto correspondente a momentos fletores nulos e esforgo
normal igual a NP. Assim, no referido programe procurou-se
evitar que tal ponto seja atingido, adotando-se para a
determina¢3io do vetor gradiente valores muito préximos de Np
para o esforgo normal e muito peqguenos para os momentos
fletores, sempre que se detectar uma razoivel aproximacg3o
daquele ponto. Além do mais, para permitir o prosseguimento da
analise sem incrementos significativos nos esforcgos normais, &
recomendavel que, para efeito apenas de montagem da matriz
elasto-plastica do elemento considerado, seja tomada
providéncia no sentido de reduzir a rigidez axial elastica do
mesmo, tal como adotando-se valores préximos de zero para a

area das seg¢des transversails.



No que segue
proporciona um melhor ente
contidas nas etapas acima

reunidas para constituir
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apresenta-se um fluxograma que
ndimento do conjunto de operagdes
indicadas e como as mesmas S3ao

a formulagio considerada.



4.4 - Fluxograma Geral

( INICIO

Zerar numero de passos incrementais
k « O

l

Determinar :
cargas de referéncia R

trabalho de controle AW

A

2

. = .
Atualizar n do passo incremental

k « k + 1

mn

se k atingiu o valor

maximo admitido n
max

kK > D
m

Calcular o vetor b§1 através

da equag3do (3.4)
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Houve farmagZo

de rétula plastica

no passo k-1

|

Imprimir os

A estrutura

atingiu o colapso
resul tados

convencional

Calcular o fator de caraga h1

usando a equag¢io (3.7)

Caelcular ©s incrementos de
deslocamentos ﬁDi através da

equagio (3.10).

Obter incrementos de esforgos

internos nos elementos

Determinar os valores do fator r
[ -]

para todas as se¢des extremas dos

elementos e selecionar entre eles

o valor minimo (r ) .
® mLn
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lterar o valor
de A :
i
X=(r )
i

~
@ miLn 41

Atualizar :

- deslocamentos

(equag3o 3.17)

- cargas (equagdes 3.2 e 3.18)

- coordenadas (equagdes 3.19)

- matrizes de orientagZo (3

(equagZo 2.95)

1

Calcular os deslocamentos relativos

dos elementos,

2.11

yE ( equagBes 2.10,
o 232, 2:13)s

Atualizar as matrizes de rotag3o

dos elementos,

r ( equag3o 2.13).

Cbter os
elementos e o
desequilibradas

(equag3o 3.20).

esforgos

vetor das

internos

F na
~4

nos
forgas

estrutura




Corrigir os incrementos das agdes
nodais para os elementos com uma ou
duas rétulas plasticas (ver f{tem

J3.2).,

Calcular as a¢®es nodais atualizadas

nos elementos (equagZo 4.6).

Obter os esforgos internos nos

elementos através da equag3o (3.22).

Calcular o vetor das forgas

desequilibrades (egquag3o 3.2Z24).

convergéncia

e =
ptcL
(2)

t «t + 1

Atualizar as matrizes de rigidez

dos elementos (equagfo 3.28).

|
®
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i =
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i,n
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de elementos

i
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j
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Préximo 1
e

desativada algum 5 Alterar
rétula pléastica o wvalor da
no elemento variavel
(?) NGPLA(i.)

° de E]ementes::;;

Montar a matriz de
rigidez eléastica
do elemento :

K = K + K
~E ~ L ~a

Montar

do elemento

a matriz de

rigidez elasto-plastica

K

~EP

Préximo

i
®




Calcular os vetores AD, e AB

(equag®es 3.4 e 3.95)

Determinar os incrementos de
cargas ARt e de deslocamentos

Agt (eguagdBes I.2 e 3.3).

l
®
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4.5 - Exemplos Numéricos

Apresenta-se neste item varios exemplos numéricos
resolvidos através dos procedimentos propostos no presente
capitulo.

Vale no entanto observar que apesar de se
encontrar, na literatura técnica. um volume relativamente
grande de trabalhos versando sobre analise n3o linear de
pérticos, pode—-se afirmar gue ainda € escassa a Quantidade
de exemplos de pérticos espaciais elastoplasticos, na presenga
de grandes deslocamentos, cujos resul tados estejam
apresentados naqueles referidos trabalhos. E comum se
encontrar trabalhos destinados ao estudo de pérticos espaciais

apresentando somente exemplos numéricos de pérticos planos.
4.5.1 - Caso de um pértico bidimensiconal

Trata—-se este exemplo de um pértico planmo com dois
andares apresentado na referéncis [5] e 1ilustrado na figura
4.2. A estruture foi discretizadae em quatorze elementos., onde
se tomou dois elementos em cada pega horizontal e um dnico
elemento em cada barra vertical.

A enalise foli efetuada em setenta e oito passos
incrementais com um numero de itera¢®es variando de um a dcis.
Adotou-se como tolerdncie no criteério de converagéncia o velor

-4 " .
o = 10 e como cargas de referéncia o carregamento

tol
correspondente a 5% daquele necessiario para principlar o
escoamento no ponto mais solicitaedo da estrutura.

A carga critica encontrada corresponde a um valor
de P igual a 213 N. A partir desta carga ocorreu uma regressio
de carregamento acompanhada de incremento de deslocamentos.

A figura 4.3 mostra o grafico que relaciona o valor
de P com o deslocamento horizontal do né superior esquerdo da
estrutura, assim como a sequéncia de formagZo das rdétulas
plasticas geradas durante a analise. 0s resultados estZo
apresentados juntamente com aqueles encontrados através de uma
formulag3o que admite grandes deslocamentos apresentada na

referéncia [5].
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s & P
P/2 P/2
2P
L
°
-
P2 3 g ¥ P2
2P _’ﬁ
&
o
v
o o/ wrr 1
30m { 3.0m 30 m 3I0om
1 1
Vigas

Colunsas

A = 0,0192 mZ
I_= 0,000511 m*
N = 4800 KN

M: = 732 KNm

z

Materiais

E=2,1 x 10% kKN/m?
o = 250000 KN/m?Z

A = 0,0118 m2

= 0,000292 m
= 2950 KN
= 420 KNm

4

I
z

N
P

™M
P

Figura 4.2 - Exemplo de um pértico bidimensional
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4.5.2 - Caso de uma viga em balango

Trata-se este exemplo de wuma viga em balango
sujeita a uma carga concentrada vertical atuante em seu
extremo livre, conforme representado na figura 4.4.

A viga foli discretizada em quatro elementos e a
analise foi realizada em sessenta passos incrementais, com uma
quantidade de iterac¢®es, em cada passo, aumentando desde trés,
no inficio da analise, até sete, no final da mesma. A
tolerincia admitida no critério de convergéncia foi ptol=10-‘
© 0 valor da carga de referéncia fol de 5% daquele necessario
para provocar o inicio de escoamento na segdo vizinha ao
engastamento.

Os graficos mostrados na figura 4.5 correspondem a0

relacionamento entre o valor da carga P e o0s deslocamentos

horizontsal e vertical no extremo livre da viga.

4.3.3 - Caso de uma viga biengastada

Analisou-se a wviga com extremidades engastadas,
suportando umse carga concentrada no meio do vio, representadea
na figure 4.6. Este exemplo consiste em um excelente teste
para & eficiéncia de wuma formulagZo elastopléstica para
estudo de estruturas de barras. A caracteristica especial qgue
O mesmo apresents se ranifesta guando os esforgos normais que
solicitam seus diversos elementaos atingem o valor
correspondente ao esforgo normal de plastificagdo Np. Nesta
situagzZo os momentos fletores ao longo dos elementos, a rigor,
devem ser nulos, para que o ponto representativo dos esforgos
internos nas varias seg¢des transversails permanegam sobre a
superficie de plastificag3o. A partir dai, a estrufura deve
apresentar um comportamento semelhante ao de uma treliga,
em que ocorrem 1ncrementos de carga e de deslocamentos sem que
acontegam incrementos de momentos fletores e de esforgos
normais. Isto significa que tais aumentos de carga estZo
relacionados wunicamente com as mudangas de geometria da

estrutura.
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3.0 cm
Dados:
Material
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Figura 4.4 - Exemplo de uma viga em balango

yl
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Para a realizag3d3o da analise a estrutura foi
discretizada em guatro elementos. Foram executados trezentos e
dezesseis passos incrementais, com um numero de iteragdes
mudando de dois para trés depois do aparecimento da quarta
rétula plastica. A carga critica, correspondente & geragao das
trés primeiras rétulas plasticas, encontrada na analise foi de
25.5 KN. A carga de referéncia foi tomada igual 54 do valor
necessario para provocar o inicio de escoamento da estrutura.
Adotou-se uma tolerancia Pior™ 1074 no critério de
convergéncia.

A figura 4.7 mostra um qrafico relacionando os
valores da carga com os deslocamentos verticais verificados no
meio do vZo da viga e a sequéncia de geragao das diversas
rétules plasticas. Apresenta-se também, na mesma figura, os
resultados analiticos correspondentes & hipdtese de material
rigido-plaéstico encontrados em [23].

Como se constata através da figura 4.7, as medidas

tomadas para contornar as dificuldades que aparecem quando o©

esforgos normais nos elementos atingem a valor de Np,
as guailis est3i3oc menclionadas no final do item anterior,
proporcionaram neste exemplo resul tados bastante

satisfatérios.

4.5.4 - Caso de uma grelha

Como um dos exemplos de estrutura espacial,
analisou-se a grelha esquematizada na figura 4.8, a qual foi
inicialmente resoclvida em [38] sob a hipdtese de pequenos
deslocamentos.

A estrutura fol dividida em quatro elementos, dois
em cada barra, e a analise foi executada adotando-se o
critério de plastificag®o indicado aqui para segcZo retangular.
Foram realizados noventa e dois passos incrementais com uma ou
duas iteragB®es em cada um deles. Admitiu-se uma tolerancia no
critério de convergéncia igual a Py o™ 10"®. Para definicZo
das cargas de referéncia foi adotada uma fragc3o de 5% do

carregamento correspondente ao inicio de escoamento.

Os resultados encontrados e a sequéncia de formag%o
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Q
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Figura 4.6 - Exemplo de uma viga biengastada
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~n

Volores da Relagcdo P/Pp

|
|
|
| |
| |
|
|

-—-=-= Solu¢do analitico

-s—o- Presente formulegdo

| | |

, I
| |

o 0.5 1.0 1,5 2.0 2,5
Valores do Relagdo v/h

Figura 4.7 - Curva carga/deslocamento vertical do exemplo
4.5.3
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das . retulas plasticas est&o ilustrados na figura . TG
juntamente com agueles obtidos em [3B] com um critério de
plastificagXo para segZo em coroa circular que leva em conta a
ac¥o conjunta de forga normal. momento fletor e momento
torgor. O valor de P correspondente a formag3o da terceira

rotula plastica foi de 12.5 1b.

4,5.5 — Caso de uma estrutura reticular espacial
Um outro exemplo de estrutura tridimensional
analisada. 1ilustrado na figura 4.10, foi inicialmente

resolvido em [38), sob a hipdtese de pequencs deslocamentos.

A estrutura foi discretizada em doze elementos, um
para cada barra. A analise foi executada em guarenta e quatro
passos incrementais, com um numero de iteragdes, por pPasso,
variando de um a dois. Adotou-se um., critério de
convergéncia com ume tolerancia ptol= 10_3. As barras foram
admitidas como de se¢Zo retanguler. Para estabelecimento das
cergas de referéncia adotou-se umsa fragao de oY% do
carregamento de escoamento.

A figura 4.11 mostre um grafico relacionando ©
velor da carga P com os deslocamentos verticsais encontrados
nos vértices superiores de estrutura (por exemplo, ponto 2
da figure 4.10). Apresenta-se, na mesma figura, a
correspondente curve encontrada na referéncie [3B]. Observa-se
uma ligeira diferenga, mesmo na fase inicial, entre esta
tultima curva e aquela obtidsa com & presente formulagZo. Isto
pode ser justificado pelo fato de que em [3B] nZo se considera
a influéncia das matrizes de rigidez geométrica das barras no
comportamento & flexZo. No caso em considerag3c. todas as
barras est3o sujeitas a esforgos normais de compressio, 0O Qque
reduz a rigidez flexional das mesmas. Este fato implica,
portanto, na obtengZo de maiores deslocamentos para um mesmo
nivel de carga, conforme pode ser observado na figura 4.11,
através dos resultados fornecidos pela presente formulag3o.

A sequéncia de formag3io das rdtulas plasticas,

obtida durante a analise, pode ser vista na figura 4.11.
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|

Figura 4.8 - Exemplo de uma grelha
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Figura 4.10 - Exemplo de uma estrutura tridimensional
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5. CONCLUSSES E CONSIDERAGOES FINARIS

A presente formulag3do permite a descrig3o do
comportamento de pérticos tridimensionais. em regime elastico
ou elastoplastico, na presenga de deslocamentos finitos., e em
qualquer estagio de deformagdo.

0 procedimento numérico empreaado na analise,
nominalmente o Método de Controle por Trabalho, demonstrou
eficiéncie e estabilidade em todos o0s exemplos numéricos
resolvidos. 0 numero de iterag¢des necessarias para se atingir
a convergéncilia em cada passo incremental, na maiorisa dos
citados exemplos. se comportou de modo bastante uniforme, o
que pode ser constetado através dos 1tens 3.4 e 4.5. Em
estagios de deformagdes em que & estrutura se apresente muito
flex{vel, tal como agquele verificado no exemplo J3.4.2, guando
a coluna se aproxima da posigZo horizontal, ou no exemplo
4.5.1, apds a formacZo de um numero de rédtulas pléasticas que
leva a estrutura a ter um comportamento préximo ao de um
mecanismo, ocorrem em geral um aumento do nuameroc de iteragdes
necessarias para se atingir a convergéncia e uma maior
aproximag3o entre os pontos de equilibrio correspondentes a
passos incrementais consecutivos. 0 mesmo acontece nas
situagdes em gque a estrutura adquire uma acentuada rigidez,
tal como nos exemplos 3.4.3 e 3.4.5, quando a viga e a grelha
se aproximam de posigio vertical. Este fato, obviamente,
provoca um aumento no tempo necessario para se obter uma
descrig3io completa do comportamento de estruturas que
apresentem as caracteristicas de rigidez ou de flexibilidade
acima mencionadas.

Os resultados encontrados com este trabalho
evidenciam a importancia da considerag3io de deslocamentos
finitos e também da implementag!c' de método numérico que

proporcione a descrig3ao do comportamento da estrutura em
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estagios pés—-criticos. Uma formulag3o baseada na hipdtese de
deslocamentos infinitesimais pode fornecer resul tados
bastante diferentes daqueles obtidos atravées de procedimentos
em que se admite a ocorréncia de deslocamentos finitos. Um
evidente exemplo deste fato pode ser constatado através do
estudo da viga elastoplastica do exemplo 4.5.2, para a qual a
anadlise que adota a hipdétese de deslocamentos finitos revela
uma consideravel rigidez apés a formagZo da rdédtula plastica,
enquanto gque uma teoria baseada em pequenos deslocamentos
acusaria a gerag¢3iIo de um mecanismo desprovido totalmente de
rigidez. Pode-se também constatar através do exemplo 4.5.5 a
importancia da considerag3o da rigidez geométrica dos
elementos da estrutura. Observa-se claramente, no citado
exemplo, a diferenga entre os deslocamentos correspondentes a
um mesmo nivel de carga, calculados através de dois
procedimentos: um que considera a citada rigidez geométrica
e outro que & despreza.

Entendendo-se que & eficiéncia de uma formulagfo nZo

deve ser julgada somente & partir do grau de aproximagio dos

valores encontrados para os deslocamentos, houve
também na elaboraczo do presente trabalho uma
preocupagd3o com a determinagdo correta dos valores dos

esforgos internos que solicitam as se¢®es transversais das
extremidades dos elementos. A este respeito, pode-se afirmar
que os procedimentos dispostos na formulagZo proporcionam
resultados bastante satisfatédrios, conforme se constata
através do exemplo 3.4.3.

Deste modo, tomando—-se como base todos os aspectos
acime abordados, conclui-se que o objetive central que motivou
&8 realizag3o do presente trabalho foi devidamente alcangado.

Enfim, entende-se que este trabalho pode ser
bastante atil como um instrumento auxiliar em atividades de
projetos de estruturas aporticadas e, principalmente, para
fins de pesquisas cientificas. Neste ultimo caso, o trabalho
pode inclusive servir como uma base para implementacZo de
outros efeitos n¥o lineares que se apresentam em estruturas de
barras, tal como agueles oriundos da flexibilidade das juntas,
que alias, deixa-se aqui como sugest3Xo para um futuro trabalho

dentro da Area de anAlise nZo linear.
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APENDICE A - POSTULADOS DE DRUCKER

As relag®es entre tensSes e deformagdes no regime
plastico podem ser consistentemente formuladas com base em
duas importantes proposig@Bes conhecidas como Postulados da
Estabilidade de Drucker, as quais foram apresentadas por
Drucker na década de 50.

Para enunciar as proposi¢g8Bes acima mencionadas,
admita-se um corpo submetido inicialmente & um sistema de
forgas de massa e de superficie, denotadas por f e s,
respectivamente. Considere—-se, que neste estado, 0o corpo
apresente deslocamentos u, tens@es atj e deformaces ci,.

2
Supconha—-se, agora, que aguelas forgas f e s sofram

incrementos f e &, motivados por uma cause qualquer. Em
consequéncia disto, o0s deslocamentos, as tensdes e .as
deformagSes, existentes inicialmente no Corpo, ser#fo
incrementedos de U, ¢ e £, respectivamente. Nestas condig¢3es,
os Postulados da Estabilidade de Drucker podem ser assim

enunciados:

o - F z - H .
1= ) O trabelho realizadc pelos incrementos de forgas f e s ao
longo dos correspondentes incrementos de deslocamentos O

€& sempre positiveo, isto &,
s fadyv + £ 84dA > O (A.1)
v A

onde V e A representam, respectivamente, o volume e a

area superficial do corpo.

Em termos de tensZo e de deformagZo, a express3o
(RA.1) & equivalente a

atjsij > 0 _ (A.2)
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0 Qque pode ser constatado sem grandes dificuldades
aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais para os campos
dos incrementos de tens®es e de déformagﬁes, e lembrando que o
volume V, na express3o (A.l), & arbitrario. A equagdo (A.2)

esta escrita em notagZo indicial.

2g ) Durante o ciclo de aplicag%o e posterior remog3o dos

incrementos de forgas fe s, o trabalho realizado pelos
mesmos ao longo dos correspondentes incrementos de

deslocamentos n3o € negativo, ou seja,
§ fudv + & &4dA 2 O (A.3)
\Y A

0O simbolo de integral wutilizade em (A.3) indica
integracZo sobre o ciclo de aplicag3o e remog3do dos referidos
incrementos de forgas.

Em termos de incrementos de tensZc e de deformagZo,
a express3o (A.3) equivale A seguinte integral rezlizada ao

longo do ciclo acima mencionado:
$ o0 £ 20 (A.4)

Como consequéncias dos postulados anteriores,

decorrem as seguintes importantes conclustes:
a) A superficie de escoamento ou de plastificagZo ¢ convexa.

b) 0O vetor de incrementos de deformagc®es ou de deslocamentos,
plasticos, € normal &2 superficie de escoamento ou de
plastificacZo no ponto correspondente as tens@®es ou aos

esforgos atuantes.

c) Um estado de tensZEo ¢é unicamente determinado pelo

correspondente estado de deformagZo, e vice-versa.

Um material que satisfaz as condi¢g®Bes expressas pelos

Postulados de Drucker & chamado de material estavel.



APENDICE B - CRITERIOS DE PLASTIFICAGAD : Relasgdes Utels

No que seque sZo apresentadas algumas expressdes
relacionadas com os critérios de plastificag3o propostos para
segdes transversals retangulares e em forma de I. as guais tem
bastante utilidade dentro dos procedimentcocs utilizados para a
realizag3io de uma analise elastoplastica. Tals expressdes
correspondem aAs componentes do vetor gradiente de superficie
de plastificacg3o e do fator de proporcionslidade que deve
multiplicar os incrementos de esforgos para Que na seg3o

transversal onde eles atuem seja gerada uma rétula plastica.
a) Caso de uma segZc transversal retangular

Como critério de plastificagdo para uma seg30
transversal retangular foi implementada no presente trabalho a

seguinte expressio simplificada:

M /M 2« mom %=1 (B.1)
v uy z uz
onde
M =M [1-(N/N)%3 e M _=M _[1 - (N/NZ] (B.2)
uy PY P uz oz p
sendo N . M e M , respectivamente. a Torga normal e os
P Py Pz

momentos fletores de plastificagZo da seg3o.

Suponha-se que uma dada seg3io transversal retangular
sujeita os esforgos N, Mv e Mz tenha comportamento elastico.
Se estes esforgos sofrerem incrementos AN, AM e AM , o
calculo do fator de proporcionalidade r que devey multip?icar
tais incrementos para que ocorra a plastificag3o total da
seg3do pode ser feito substituindo-se N, My e Hz na equagio

z
e em seguida. tirando-se o valor de r da equag¢3o resultante.

119

(B.1) por, respectivamente, N + ranN . My + rAHy e M + raAmM
z
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Atavées da substituig¢3o acima mencionada, chega-se a equagio
ar*+ Bri®+ cr®+ Dr + E = 0 (B.3)

cujos coeficientes s3io dados por

A = aN*/n ®
P
B = 4N AN?/N*
P
C = 6N?ANZ/N* - 2aN%2/N% - aMZ/mE - am?/m? (B.4)
P P Yy PY z pz
D = 4anAN /N® - 4N AN /NE - 2M am /Mm% - 2M am /MP
P P Yy Y PY z = pz
E =1 - 28%/N% + N*/N* - M%/M% - ME/m2
P P Y Py z FZ

As rafzes da eguag¢cZo (B.3J3) podem ser obtida
analiticamente ou através do uso de procedimentos numéricos.

Uma boe aproximag3i3o do velor de r é obtida
desprezando-se nas expressdes (B.4) os termos que depsndem de
AN, em comparagZo com os demais termos. Esta simplificag3o
reduz a equa¢io do quarto grau acima mostrada para uma do
segundo grau. Vele ressaltar gue numa analise elastopléastica
interessa apenas a menaor raliz positiva da equacgio.

Como © critério de plastificag3o adotado n3o
considera as influéncias das forgas cortarntes e do momento
torgor atuantes na segzo transversal., as componentes do vetor
gradiente dea superficie de plastificag3o. reletiva a aqueles

esforgos, sZo nulas. Assim, denotanco por ¥ o primeiro membro

da egquag3o (B.l). o vetor gradiente €é expresso por
B = {ay/oN 0 0 o aw/any aw/OMz} (B.5)
onde
ay/oN = L LM /m )%+ (ms/m )2
Yy PY z Pz

N%Cr1 - (N/N )35®
P P
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oy/ oM = (B.6)

2M

y/ M =
M3 1 - (N/N ) 32
pz p

b) Casoc de uma segZo em I

Para uma segZo em I se implementou um critério de
plastificagZo simplificado dado pela eaquag3o
M /M + (M /M 1% =1 (B.7)
v uy z uz
Utilizando—-se procedimentos semelhantes a aqueles
descritos para o caso de seg¢io retangular, obtém-se, para o
calculeo do fator de proporcionalidade r, uma equag¢Zo do quarto
grau idéntice a (B.3), porém, com ceoceficientes dados pelas

seguintes expressdes:

B = 4N AN?/N® + aM an® /(M N%)
P y PY P

C = 6N2ANZ/N® - 2AN%/N% + M aN%/ (M N%) - aMP/M? +
P P Y PY P z Pz

2N AN AM 72(M  N%) (B.B)
¥ Py P

D = 4N?AN /N® - 4N AN /N% + 2M N AN/Z(M N%) - 2M AM /M%2 -
P P b 4 P P z z Pz

Y
AM /M + NZaM /(M N?)
Yy PY y PY P
E=1-2N%/N? + N*/N* - m/Mm - M3/M%  + M N2/(M N2
P P Yy PY z PZ b4 PY P
Com respeito a determinag¢fo do valor de r, pode-se
utilizar a mesma simplificagcZo acima descrita.

Quanto ao vetor gradiente da superficie de

plastificacXo, tem-se neste caso as seguintes componentes:



Sy/ N

Sy/ oM
¥

ay/ OMZ

2N
NZr1 - (N/N (2SR
P P
1
2
M [1 - (N/N )23
PY P
2M
z
M% 1 - (N/N_) ke

pz

tm /M- + 2M2/7(M% - Mm% N%/NP )
PY z Pz Pz P

(B.9)
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ARENDICE C - NATUREZA DOS MOMENTOE FLETORES E TORGCORES

Apresenta-se aqui as relagles que Jjustificam a
classificag®o dos momentos fletores e torgores, definidos como
resultantes das tens®es atuantes sobre a seg3o transversal de
uma viga espacial, como momentos quasitangenciais e
semitangenciais, respectivamente. Os procedimentos wutilizados
para as necessarias dedug®es apresentadas a8 seguir sZo
idénticos a aqueles utilizados na referéncia [4] para o mesmo
fim.

A figura C.1 mostra uma se¢fo transversal de um
elemento de vige espacial, submetida a uma certa distribuicXo
de tensBes. Tomando-se um elemento infinitesimal de A&rea dA
sobre a referida se¢g3i3o e definindo-se, entZo, os momentos
fletores e torgores, atuantes sobre a mesma, como resultantes

de tais tens®es; pode-se escrever

&(.?
INIERN

Figura C.1 - Seg¢%o transversal de um elemento de viga espacial
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My = anxxz dA, Mz = —anxxy dA (E.d)
Mx = IA(axzy - axyz)dﬁ (C.2)

onde

M e Mz - momentos fletores em torno dos eixos Yy e Ty

g respectivamente.

Mx - momento torg¢or

@ tensioc normal na diregZo x

& axy - tens®es de cisalhamento segundo as dire¢des 2z e

y,respectivamente
y,2 — coordenadas do elemento de area

A - Area da seg¢Zo transversal

NZo se considera aqui nenhum efeito proveniente de
empenamento da se¢Xo transversal.

Supondo-se, agecra, que seja imposta uma peguena
rotacio o, em torno do eixo x, sobre a seg3Zo transversal
considerada, tem-se que, na posigdo deslocada, o0s noOvOos

momentos fletores s#Zo dados por

M =

My + A ? IA oxx(z + ye)dA
(C«3)

Mz + AMZ = —IA axx(y - ze)dA

Dai, os incrementos de momentos introduzidos pela

rotagZo ¢ sZo

AM = =
s © f‘oxxydﬁ e AMz © anxxsz,

ou ainda, usando as expressSes (C.1),

Aﬂy = -Hzp = Aﬂz = Myp (C.4)
As relagBes (C.4) expressam as contribuic®es dos

momentos Ml () MY sobre os novos momentos modificados pela
FotacXo p.
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Admita-se desta vez que sejam impostas sobre a seg¢Zo
transversal pequenas rotag®es & e x, em torno dos eixos y e z,
respectivamente. Como consequéncia de tais rotag®es, ocorrem

incrementos de momentos dados por
AM = J o vyx dA = AM =S o z& dA (C.5)
Y A XZ z A xy

Integrando—-se por partes a expressfo {C.2) e

e usando-se a relag¢Zo da torgZo pura

Qo do
e =9 (C.6)

3y * az B

chega-se com as seguintes equa¢Bes para os incrementos de

momentos na segio
MM = M /2 AM = - M /2 (C.7)
Y x z x

As relagBes (C.7) expressam as contribuig¢Bes do
momento Mx para os novos momentos modificados pelas rotagBes €
e x.

Vale no entanto ocbservar que as equag8Bes (C.4) e
(C.7) reunem todos os incrementos de momentos devidos a
introdug®o das pequenas rotagdes o, & e ¥y em tornc dos eixos
X, Y & Z.

Considerando-se os momentos fletores HY e Mz como
gerados através dos mecarismos quasitangenciais mostrados na
figura C.2, verifica-se facilmente que aoc se introduzir uma
pequena rota¢io ¢, em torno do eixo x, sobre o©0s bragos de
alavanca dos mesmos, os incrementos de momentos que surgem sio
exatamente iguais a aqueles dados pelas equagdBes (C.4). E
facil também verificar que nenhum incremento de momento
aparece quando sZEo impostas pequenas rotag@es, em torno dos
eixos y e z, nos mecanismos da figura C.2. Assim, estas
conclus®es justificam a classificag2o dos momentos fletores,
definidos de acordo com equag¢®es (C.1), como momentos
quasitangenciais.

Suponha-se agora que o momento Hx seja gerado pelo

mecanismo semitangencial mostrado na figura (CsI) s
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Introduzindo-se pequenas rota¢g®es ¢, S & xx , em torno dos
eixos x, y e z, sobre tal mecanismo, facilmente se verifica
qQue os incrementos de momentos gerados podem ser calculados
pelas express®es (C.7). Este fato justifica a afirmag3o de que
o momento torgor Mx, dado pela relagZo (C.2), se comporta como

um momento semitangencial.

-

Pz

F._MLT
; T T " < 1
il § % rigido 1] 'l

| —
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Figura C.2 - Momentos gerados por mecanismos quaesitangenciais
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Figura C.3 - Momento gerado por mecanismo semitangencial



