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Resumo

Este trabalho sera dividido em dois capitulos. Em ambos exibiremos a fungao de desvio e
um principio de grandes desvios para uma sequéncia de medidas que convergem, para uma
medida minimizante no primeiro problema e para uma medida maximizante no segundo.

O primeiro capitulo trata de aspectos da teoria de Aubry-Mather. Para um Lagran-
giano L(x,v) : TN x RN — R, satisfazendo algumas hipéteses naturais, e sob hipétese de
genericidade, estamos interessados em mostrar um principio de grandes desvios para uma
sequéncia de medidas que convergem para a medida de Mather. D. Gomes e E. Valdinoci
mostraram, para €, h fixados, a existéncia de uma medida absolutamente continua . p
que minimiza o problema de A-M discreto com entropia:

qin{ [ Loopduta,) + esp )

onde Mh:{ueM t Jpn gy (@ + o) — () d,u:O,chEC(’]I‘N)}

_ p(@,v)
e Slu] = [pnypn p(z,v)In Wda;dv.
Foi provado por D. Gomes e E. Valdinoci que pe, — p, onde p é a tinica medida
de Mather. Para tais medidas mostraremos um principio de grandes desvios do tipo

lim € Inpep(A), onde A C TN x RN,

€,h—

" Também analisaremos o problema discreto de Aubry-Mather, onde introduziremos o
conceito de sub-agao e mostraremos, sob hipétese do Lagrangiano ser genérico, a unicidade
de um certo tipo de sub-acao que chamaremos de calibradas. E finalmente mostraremos
a existéncia de um outro tipo de sub-acao ditas separantes.

No segundo capitulo analisaremos propriedades das medidas maximizantes de Markov
estaciondrias no espaco de Bernoulli 2 = [0, 1}N, o que significa que consideraremos cadeias
de Markov com espago de estados S = [0, 1], onde [0,1] = {z|0 < 2z < 1} C R. Vamos
considerar um potencial A(z,y), onde A : [0,1] x [0,1] — R ( um potencial A : Q@ — R
que depende apenas das duas primeiras coordenadas de 2). Estamos interessados em
encontrar probabilidades de Markov estaciondrias pio, em [0, 1] que maximizem o valor
[ A(z,y)du, entre todas as probabilidade estacionarias de Markov u em © = [0,1]N. O
principal resultado deste capitulo é mostrar um principio de grandes desvios para uma
familia de probabilidades absolutamente continuas de Markov pg que convergem para
Moo, onde pg sao medidas que satisfazem um principio variacional.

Como o potencial A depende apenas das duas primeiras coordenadas, em vez da
probabilidade p em Q = [0,1]N, podemos considerar sua projecio v em [0,1]2. Se s
é uma medida maximizante em (), também temos que sua projecdo vy é maximizante
para A. Sob hipétese A ser C? e satisfazer a condicio twist, ou seja, %é‘;(:z, y) # 0, para
todo (z,y) € [0, 1] x [0, 1], vamos mostrar que, genericamente, a medida maximizante v em
[0,1]% é tinica e estd suportada em um grafico. Ainda, o grafico é monétono. Finalizaremos
mostrando a existéncia de uma sub-acao separante.



Abstract

This work will be divided in two chapters. In both cases we present the rate function
and a large deviation principle for a sequence of measures converging, to a minimizing
measure in the first problem and to a maximizing measure in the second one.

In the first chapter the setting will be the Aubry-Mather theory. For a Lagrangian
L(z,v) : TN x RY — R, satisfying some natural hypothesis, and for a generic Lagrangian
(it is known that in this case the Mather measure y is unique and the support of y is
the Aubry set), we will show a large deviation principle for a sequence of measures that
converge to the Mather measure. It follows from a result by D. Gomes and E. Valdinoci
that, for €, h fixed, there exists an absolutely continuous measure p. j that minimize the
entropy penalized A-M problem:

fin { /T o Mo odn(e0) + 65[,4}

where M), = {u eM : [rnypn o(@+hv) —o(z) dp=0,Yp € C(TN)} and
S[:U’] = f'ﬂ‘NXRN H($7v) In M%dxdv.

N p(@,w)dw
Also by the result of D. Gomes and E. Valdinoci we have that j; — p, where p is
the unique Mather measure. For this sequence we will show a large deviation principle of

the kind lim e In pic ,(A), where A C TN x RN,

Also we will analyze the discrete A-M problem, where we introduce the concept of
subaction and we will show, under the hypothesis of generic Lagrangian, the uniqueness
of a kind of subaction, that we will call calibrated. And finally we will show the existence
of another kind of subactions, a separating subaction.

In the second chapter we analyze some properties of maximizing stationary Markov
probabilities on the Bernoulli space Q = [0, 1]N, which means we consider stationary
Markov chains with state space S = [0,1], where [0,1] = {z|0 < =z < 1} C R. More
precisely, we consider a continuous potential A(z,y), where A : [0,1] x [0,1] — R (a
potential A : © — R which depends only on the two first coordinates of ). We are
interested in finding stationary Markov probabilities po, on [0,1]Y that maximize the
value [ A(w,y)du, among all stationary Markov probabilities u on © = [0, 1]V

The main purpose of this paper is to show, under the hypothesis of uniqueness of the
maximizing probability, a Large Deviation Principle for a family of absolutely continuous
Markov probabilities g which weakly converges to jio, Where p3 are measures that satisfy
a variational principle similar to the pressure in Thermodynamic Formalism.

As the potential A depends only on the first two coordinates, instead of the probability
pon Q = [0,1]N, we can consider its projection v on [0,1]2. We say v is the projection
of 1 on [0,1]2. If ps is the maximizing probability on €, we also have that its projection
Voo is maximizing for A. Under the hypothesis of A being C? and the twist condition,
that is, %(x,y) # 0, for all (x,y) € [0,1] x [0,1], we show the graph property of the
maximizing probability v on [0, 1]? . Moreover, the graph is monotonous. We also show
that, in the sense of Mané, the maximizing probability is unique. Finally, we exhibit a
separating sub-action for A.

ii



Indice

1 P.G.D. para a medida de Mather e o problema de A-M discreto

1.1 Introducdo . . . . . . . . . . e
1.2 Preliminares . . . . . . . . . . .. e
1.2.1 Principio de grandes desvios . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.2 A teoria de Aubry-Mather: . . . . .. ... ... ... ... ..
1.2.3  Solugbes de viscosidade: . . . . . . . ... Lo oL
1.2.4 O semigrupo de Lax-Oleinik e solu¢oes KAM fracas . . . ... ..
1.2.5 Solugoes de viscosidade versus KAM fracas . . . ... .. .. ...
1.2.6  Funcoes semicéncavas, superdiferencial: . . . . .. .. .. .. ...
1.2.7 Um teorema de ponto fixo . . . . . . . . ... ...
1.2.8 Problema de Aubry-Mather discreto: . . . . . . ... ... ... ..
1.2.9 Lagrangianos Genéricos . . . . . . . . .. ... oL
1.3 O problema de Aubry-Mather discreto com entropia . . .. .. ... ...
1.4 Principio de Grandes Desvios: para h fixoee —0 . . ... ... ... ..
1.5 Principio de Grandes Desvios: e,h — 0. . . . . . . . ... ... ... ...
1.6 O problema de Aubry-Mather discreto . . . . . . ... ... .. ... ...
1.6.1 Unicidade de sub-agoes calibradas . . . . . ... ... ... ....
1.6.2  Existéncia de uma sub-agdo separante . . . . . . . .. .. ... ..

P.G.D. para Cadeias de Markov Estacionarias em [0, 1]

2.1 Introdugdo . . . . . . . . L
2.2 Medidas de Markov Estacionarias . . . . . . .. .. .. ... .. ... ...
2.3 O Problema de Maximizagao . . . . . . . . . . . . i
2.4 Unicidade de medidas maximizantes e Sub-acoes . . . . . . ... ... ..
2.5 Principio de Grandes Desvios . . . . . . . . ... .. ... ... ...,
2.6 Monotonicidade do Gréfico e sub-agoes separantes . . . . . . .. ... ..

iii



1

P.G.D. para a medida de Mather
e o problema de A-M discreto

1.1 Introducao

Recentemente apareceram vérios resultados sobre principio de grandes desvios (e limites
assintdticos) relacionados com medidas de Mather (veja, [Al], [A2], [AIPS], [BLT]).
Neste trabalho vamos generalizar as hipoteses que D. Gomes e E. Valdinoci fazem em
[GV] para o Lagrangiano L : TV x RY | também encontraremos medidas minimizantes
para o problema de Aubry-Mather discreto com entropia, a ser explicitado a seguir.
Em analogia com o caso continuo, vamos definir o conjunto das medidas holonémicas
discretas, para h > 0 fixado, como

TN xRN

My, = {,uE/\/l; o(x + hv) — p(x)dp =0,Vp € C(TN)} (1.1)

onde M denota o conjunto das probabilidades em TV x RV. Vamos denotar por M
as densidades em Mj,.

O problema de Aubry-Mather discreto com entropia, para € > 0 e h > 0 fixados,
consiste em

win { [ Lo)dute) + sl

onde a entropia S é dada por

p(z,v)
S :/ z,v)In ———————dzdv,
[,u] TN xRN ,u( ) fRN M(xa w)dw

Esta é a versao com entropia do problema de Aubry-Mather discreto, veja [Gom)],
onde procura-se medidas de probabilidade p € M}, que minimizam a agao

/ L(z,v)du(z,v) (1.2)
TN xRN

Teremos de supor que a medida de Mather para tempo continuo é tnica, o que por
um resultado de Mané é uma hipotese natural, dado que os Lagrangianos que satisfazem
esta hipdtese sao genéricos (o sentido desta afirmacao ficard claro mais tarde).



Mostraremos, para cada € e h, a existéncia de uma densidade de probabilidade . p,
em TV x RV que é uma solucdo do problema de A-M discreto com entropia.

Quando h estd fixado mostraremos que . converge em subsequéncia para jij,, uma
medida de Mather discreta , i.e., uma medida que minimiza (1.2) entre todas as medidas
holonémicas My,.

Por um resultado de D. Gomes (veja [Gom]), para um Lagrangiano satisfazendo al-
gumas hipdteses a serem explicitadas na secao 1.3, a sequéncia de medidas pu; converge,
para uma subsequéncia, para a tinica medida de Mather u. Portanto p.j converge, em
subsequéncia, a p.

Para estas duas sequéncias de medidas vamos mostrar um principio de grandes desvios.

Primeiro, para h fixado, como fi 5 — pp, vamos mostrar a existéncia de uma funcao
I, tal que,

(a) Se A C TV x RY ¢ um conjunto fechado (resp. aberto) e limitado, entdo

lin(l]eln,ue’h(A) < —ir}lflh(x,v) ( resp. >)

Segundo, como fip — p, € estamos assumindo que a Medida de Mather ¢ tnica e
o suporte é o conjunto de Aubry, sabemos que existe uma tinica solugao de viscosidade,
digamos ¢p, da equacio de Hamilton-Jacobi H(V¢(z),z) = —Ho.

Temos outro principio de grandes desvios:

(b) Se A ¢ TV x RN é um conjunto fechado (resp. aberto) e limitado tal que 71 (A) N
A # (), onde A é o conjunto de Aubry projetado, entao existe uma fungao I(x,v) tal que

lfilmoe In pe p(A) < —igf[(:p,v) (resp. >)

Neste caso o funcional de desvio I é dado por
I(z,v) = L(x,v) + Veo(z)(v) — Hy,

onde Hy é o valor critico de Mané.

Ainda temos um terceiro principio de grandes desvios:

(c) Se A Cc TN x RY é um conjunto fechado (resp. aberto) e limitado tal que 71(A4) N
A = () vamos mostrar um p.g.d. do tipo

lim ehl A).
Jim e n fie,p(A)

Na segdo 1.6 estudaremos o problema de Aubry-Mather discreto sob o ponto de vista
de sub-agoes, i.e., fungoes continuas que satisfazem

u(z) —u(x + hv) < h(L(z,v) — Hy) Y (z,v) € TV x RY (1.3)

para cada h > 0 fixado. Onde H}, é o andlogo ao valor critico de Mané, i.e.,

Hj, = min {/ L(x,v)d,u(a:,v)}
./Vlh TN xRN

Existem dois tipos de sub-agoes que nos interessam, as sub-agoes calibradas, que sao
aquelas que para cada z € TV existe pelo menos um v(x) tal que para (x,v(x)) temos



a igualdade na equagao (1.3). E o outro tipo sao as sub-acoes ditas separantes, que sao
aquelas que a igualdade sé é atingida para x em um certo conjunto, ou seja, para x que
nao estao neste conjunto e para todo v temos que (x,v) da desigualdade estrita em (1.3).

Introduziremos o conceito de caminhos discretos entre dois pontos, em analogia as
curvas diferencidveis por parte que aparecem na teoria de Aubry-Mather com tempo
continuo.

Sob a hipétese do Lagrangiano ser genérico, mostraremos que sé existe uma sub-acao
calibrada a menos de soma por constante, isto nos permitird obter a unicidade da fungao
de taxa Iy,

Também mostraremos a existéncia de uma sub-acao separante, que pode ser consi-
derado um anélogo discreto do resultado principal de [FS].



1.2 Preliminares

1.2.1 Principio de grandes desvios

Seja uma familia de probabilidades {y¢} tal que pg — p. Queremos estudar Principio de
Grandes Desvios para esta familia de probabilidades.

Definigao 1.1. {y¢} satisfaz o Principio de Grandes Desvios com funcao de taxa I se,
para todo conjunto fechado F' vale que

limsup & 1n pe(F) < — inf 1(2)
£-0 z€F

e para todo conjunto aberto A vale que

liminf & In pe (A) > — inf I
Hgl_}élﬁﬂus( ) = — inf I(2)

Estamos interessados no comportamento quando £ — 0 da familia de medidas. Seja
supp(u) o suporte da medida limite p, entdo podemos perguntar o que acontece, quando
fixamos um conjunto B tal que B Nsupp(p) = 0, com pe(B) quando & — 07 E de se
esperar que jg(B) — 0, mas com que velocidade?

O que o Principio dos Grandes Desvios nos diz é que quando temos infg I > 0 entao
esta velocidade serd exponencial.

1.2.2 A teoria de Aubry-Mather:

Na teoria de Aubry-Mather um Lagrangiano é uma funcao L : TM — R, C" diferencidvel
(r > 3), onde M é uma variedade diferencidvel, que satisfaz as seguintes propriedades:
(a)Superlinearidade uniforme: Para todo K > 0 existe C' € R tal que

L(z,v) > K|v| - C

(b)Convexidade: A matrix Hessiana af;i) - (x,v) é positiva definida.

(c)Limitacao uniforme nas fibras: Para todo K > 0 vale que

I(K) = sup{ L(z, v): o] < K} < o0

No presente trabalho vamos considerar M = T o toro N—dimensional. Portanto o
lagrangiano serd uma funcao L : TV x RN — R, com as propriedades acima.

A equacao de Euler-Lagrange (E-L) associada ao Lagrangiano L é (em coordenadas
locais)

doL, . oL

@%(% L) = ——

O fluxo de Euler-Lagrange associado a L
o TV xRV S TV xRN, teR

é definido por @y (g, vo) = (74 (t), £, (t)) onde z,, : R — TV é a solucdo da equacio (E-L),
com Z,,(0) = g e &4,(0) = vg, onde w = (zg, vp).



Definicao 1.2. (Ao sobre curvas) A agio sobre uma curva C! por partes v : [0, 7] — TV
¢é definida por

T
Aply) = /0 L(y(8),4(t))dt

Definigao 1.3. (Potencial do Mané, Barreira de Peierls) Seja t > 0 fixado, definimos a
funcéo hy : TV x TN — R por

mie.y) =it [ La(5).4(5)ds

onde o infimo é tomado sobre todas as funcdes continuas C* por partes v : [0,¢] — TV

tais que v(0) =z e y(t) = y.
O Potencial do Maiié é a funcio S : TV x TV — R definida por

S(z,y) = inf hy(w,y) — Hot
A barreira de Peierls é a funcido h: TV x TV — RU {400} definida por

h(z,y) = 1itm inf hy(z,y) — Ho't

onde H( é uma constante que sera definida a seguir.

Definigao 1.4. (Conjunto de Aubry projetado) O conjunto
A={zeTV : h(z,z) =0}
é chamado de conjunto de Aubry projetado.

Para outras defini¢oes deste conjunto referimos [CI] ou [Fal.
No nosso caso (Lagrangiano genérico) sera valido que A = mi(supp(p)) onde p é a
unica medida de Mather.

Seja M o conjunto das medidas de probabilidade p sobre TV x RY. Dizemos que
i € M é invariante para o fluxo Lagrangiano associado a L(z,v), se para qualquer
subconjunto X C TV x RY vale para todo t € R que

(X)) = p(pe(X))

Denotaremos por M(L) C M o conjunto das medidas de probabilidade invariantes pelo
fluxo de Euler-Lagrange.

Definicao 1.5. (Ag¢ao da medida) Para p € M, definimos a agao da medida de proba-
bilidade p como

A() = /1r o Ha)dua,o)



Definigao 1.6. (Medida minimizante, Hg) Dizemos que uma medida invariante v €
M(L) é minimizante, ou de Mather, se

A(v) =inf{A(p) : pe M(L)} =: Hy
a constante Hy é chamada valor critico de Mané.

Definicao 1.7. (Medidas Holonoémicas) Mo = {u € M 1 [on pn |vldp < oo e
Jon gy VO(x)(v)dp = 0, para toda ¢ : TV — R de classe C'}. Chamaremos tais medidas
de medidas holonomicas.

Observagao: As medidas holonomicas foram definidas por Mané [Man] de uma maneira
diferente (veja [CI]), mas para nosso trabalho a definicdo acima serd mais adequada.

Teorema 1.1. (Mané) Seja My o conjunto das medidas holonémicas. Entao
Ho=inf{A(n) : pu€ Moy}, e se p € My, tal que [ Ldu = Hy entao p é invariante
pelo fluxo de Euler-Lagrange de L e portanto é uma medida minimizante.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [FS] ou em [CI].

Obs.: Como M(L) C My, o que o teorema acima afirma é que tanto faz se tomamos
o infimo em M (L) ou em My.

Logo o problema de Aubry-Mather com tempo continuo consiste em

1.2.3 Solucgoes de viscosidade:

Seja H : RNV x TN — R uma funcdo continua que chamaremos de Hamiltoniano.

Definigao 1.8. A equagdo de Hamilton-Jacobi (H-J) associada ao Hamiltoniano H, é a
equacao
H(Vo(z),z) = c,

onde ¢ é uma constante.

Uma solucdo classica da equacdo de (H-J) em um aberto U de TV ¢é uma funcio C!
¢ : U — R tal que H(V¢(z),z) = ¢ para todo 2 € U. O problema é que em geral
ndo conseguimos encontrar solucdes globais C! para a equacao (H-J). Podemos procurar
solucoes generalizadas. Com este intuito vamos definir solugdes de viscosidade.

Definigao 1.9. Uma fungao ¢ : U — R é chamada sub-solucao de viscosidade da equagao
H(Vé(x),z) = ¢, no conjunto aberto U, se para toda funcio C' n: U — R e todo ponto
xo € U tal que ¢ — 7 tem um ponto de maximo em xg, vale que

H(Vn(zg),x0) < c.

Uma fungao ¢ : U — R é chamada super-solucao de viscosidade da equacao



(X5, ® (X))

graf(y)

Fig. 1.1: super-solugao: ¥ < ¢, (xg) = ¢(x9) = H(VY(x),x) > ¢

H(V¢(z),z) = ¢, no conjunto aberto U, se para toda fungio C! ¢ : U — R e todo
ponto xg € U tal que ¢ — 1 tem um ponto de minimo em zg, vale que

H(Vi(xg),x0) > c.

Uma funcao ¢ : U — R é chamada solugao de viscosidade da equagao H(V¢(z),x) = ¢, no
conjunto aberto U, se ¥ é tanto uma sub-solugao quanto uma supersolugao de viscosidade.

graf(n)
(Xo0sP(%o)) \/
araf(e) N\

Fig. 1.2: sub-solugao: n > ¢, n(xo) = ¢(xo) = H(Vn(z),z) <c

Proposicao 1.1. Seja ¢ : U — R uma solugao de viscosidade da equagao H(Vo(x),z) =
c. Entao para todo  ponto de diferenciabilidade da funcao ¢ vale a igualdade H(V(z),x) =
¢ no sentido classico.

Veja corolério 4.4.13 de [Fa).

1.2.4 O semigrupo de Lax-Oleinik e solugoes KAM fracas

Vamos introduzir um semigrupo de operadores nao lineares (T} );>0 : C(TY) — C(TV).
Onde C(T¥) sdo as fungoes continuas de TV tomando valores nos reais. Este é conhecido
como semigrupo de Lax-Oleinik, e é muito importante em cédlculo das variacoes.

Definigao 1.10. Fixados u € C(TV) e t > 0, para cada x € TV definimos

T uta) = inf{u(3(0) + [ L03(:).5())ds)

onde o fnfimo é tomado sobre todas as curvas absolutamente continuas v : [0,¢] — T tal
que y(t) = x.

As demonstragdes dos seguintes fatos podem ser encontrados em [Fa].



Proposicao 1.2. O semigrupo de Lax-Oleinik tem as seguintes propriedades:
1. (propriedade de semigrupo) V¢, ' > 0: T, o =T 0Ty
2. (monotonicidade) Vu,v € C(TN),Vt >0:u<v= T, u<T v
3.Vue O(TN),c e R:T; (u+c) =T, u+c
4. (ndo expansividade) Yu,v € C(TV),Vt > 0: [T, u — T, v|lso < ||t — v]|0o-

Proposi¢ao 1.3. Dados t > 0,u € C(TV),z € TV existe uma curva extremal 7 : [0,¢] —
T tal que y(t) =z e

fEM@ZMWM+ALW®d®MS

tal curva v minimiza a acdo entre todas as curvas 71 : [0,t] — T tais que 71(0) = v(0) e
n(t) = .

Teorema 1.2. (KAM fraca negativa) Existe uma fungdo Lipschitz u_ : TV — R e uma
constante c tal que
T,u_+ct=u_

para cada t € [0,00). Ainda vale que ¢ = —HJ.

Definicdo 1.11. Fixado um Lagrangiano L : TV x RY — R podemos definir o seu
Lagrangiano simétrico L : TN x RY — R por

L(z,v) = L(z, —v).

Se 7 : [0,¢] — TV é uma curva definimos a curva 4 : [0,¢] — T por ¥(s) = y(t — s).
Note que a curva 4 corresponde a ”voltar” pela curva v. E facil ver que §(s) = —4(t — s).
E portanto A (¥) = Ar(vy). Logo v é uma curva extremal de L se e somente se ¥ ¢ uma
curva extremal de L.

Agora queremos expressar o semigrupo de Lax-Oleinik th associado a L, em termos
de L apenas. Para tanto note que quando v varia entre as curvas tais que v(0) = z entao
4 varia entre as curvas tais que §(t) = = e também vale que ¥(0) = (¢). Entao temos
que

T uta) = inf{u(3(0) + [ L63(3).5())ds)

= f{ul(0) + [ L), 3()ds)

onde 7 : [0,t] — TV satisfazem ~(0) = .
Isto nos permite introduzir o semigrupo (T} );>0 : C(TV) — C(T¥) definido por
T,;"(u) = =T, (—u). Note que

ﬂw@ﬁw?www—ALW®d®Mﬂ

onde o supremo é tomado entre todas as curvas 7 : [0,¢] — TV tais que 7(0) = x.



Teorema 1.3. (KAM fraca positiva) Existe uma funcdo Lipschitz uy : TV — R e uma
constante c tal que
THuy —ct=muy

para cada t € [0,00). Também vale que ¢ = —H.

Agora estamos em condigoes de definir os conjuntos de solugoes KAM fracas dos dois
tipos.

Definicao 1.12. (Os conjuntos S—,S;) Denotamos por S_( resp. S;) o conjunto de
solucoes KAM fracas do tipo u_ (resp. u+ ), i.e., as funcdes continuas u : TV — R tais
que T, u— Hot = u, (resp. T, u+ Hoyt = u).

Definicao 1.13. (Fungoes conjugadas) Um par de fungoes (u_,uy) é dito conjugado se
u— € S_,uqy € Sy e u_ = uq em 7w (U, supp(p)) onde a unido é tomada em todas as
medidas de probabilidades invariantes pelo fluxo de Euler-Lagrange e tais que | Lduy =
Hy.

Teorema 1.4 (Fathi). Para cada z,y € TV temos que

h(z,y) = sup u_(y) —us()
(u—7u+)
o supremo sendo tomado sobre todos os pares de funcoes conjugadas, onde h é a barreira
de Peierls.

Teorema 1.5. Seja u_ € S_ (resp. ui). O mapa gradiente x — (x,Vu_) (resp. z —
(x,Vuy)) é continuo no dominio de definicdo de Vu_ (resp. Vuy).

Veja teorema 4.9.2 de [Fa).

1.2.5 Solucgoes de viscosidade versus KAM fracas

O teorema a seguir mostra que solugoes KAM fracas e solugoes de viscosidade sao a mesma
coisa.

Isto sera importante pois poderemos usar o teorema 1.4 para solucoes de viscosidade,
que sao as solugoes que aparecem ao longo do texto. E portanto, no caso do Lagrangiano
genérico, a barreira de Peierls serd dada a partir de um par de solucoes de viscosidade.

Teorema 1.6. Seja L : TV x RY — R um Lagrangiano. Seja H : RY x TV — R o
Hamiltoniano associado, no sentido de mecanica cléssica, i.e.,
H(p,z) =sup(p-v— L(z,v))
v
Uma funcdo continua v : TV — R é uma solucio de viscosidade da equacdo H(Vu(z),z) =

—Hy < u é Lipschitz e satisfaz u = T, u — H t, para todo t > 0, i.e., u é KAM fraca
negativa.



A demonstracao deste teorema é bastante elaborada e pode ser encontrada em [Fa].

Corolario 1.1. u; € Sy se, e somente se U := —uy € uma solugdo de viscosidade para
equacao
H(Vi_(z),z) = —Hy

onde

H(p,x) = sup(p-v — L(x,v)) = sup(p - v — Lz, ~v)) = sup( —p - v — L(z,v))

Demonstracdo : Seja uma fungdo uy € Sy, entdo vale que T, uy + Ho t = u, lembre
que pela definicao de Tt+ temos que

T (uy) = 17 (~uy)

portanto

—Ty (—uy) + Hot = uy
dai o
T;(a,) —Hpot=1u_.
Logo pelo teorema anterior %_ é uma solucao de viscosidade para equagao
H(Vi_(z),z) = —Hy

Analogamente, se % é uma solucao de viscosidade para equacao

sup[ —Vi_(z) -v — L(z,v)] = H(Vi_(z),z) = —Ho

v

entdo uy = —u_ é solugao KAM fraca positiva, i.e., —ti_ € Sy. a

Observagao: Estas consideractes serao importantes pois na se¢ao 1.3 definiremos o
Hamiltoniano nao como em mecanica classica mas como em teoria de controle otimal.

1.2.6 Funcgoes semiconcavas, superdiferencial:

Os resultados desta secao serao tuteis para provar que dada uma sequéncia de funcgoes,
que denotaremos por {¢e}, tais que ¢, — ¢o. Entdo nos pontos de diferenciabilidade
de ¢g vale que
. Gen (T + hv) — de i ()
im
€,h—0 h

= Vgo(z)(v) Vv

Note que isto nao é valido em geral, pois as fungoes estao variando com € e h. Mas como
sera visto no lema 1.3 este resultado é verdadeiro para fungoes semiconcavas.
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Definicao 1.14. Seja A C RY um conjunto aberto. Dizemos que uma funcéo v : A — R
é semiconcava se ela é continua em A e existe C' > 0 tal que

u(z +y) + u(x — y) — 2u(z) < Clyl?

Para todos z,y € R¥ tais que [x—y, z+y] C A, a constante C' é chamada de constante
de semiconcavidade de u.

Exemplo: Um exemplo tipico de funcdo semiconcava é u : R> — R dada por
u(a,y) = (4a® + 3y*)'/? — |z|.

Proposicao 1.4. Sejam A C RV, e u : A — R uma funcio semiconcava, entdo u é
localmente Lipschitz no interior de A.

Proposicao 1.5. Dada u: A — R, com A C RY conjunto aberto convexo, e dado C' > 0
as seguintes propriedades sao equivalentes:

(i) u é semiconcava em A com constante de semiconcavidade C.

(ii) a fungdo # — u(x) — C/2|z|? é concava em A.

Definicao 1.15. Sejam A € RY um conjunto aberto e u : RY — R, o conjunto

Dtu(x) = {p e RY : limsup uly) —ul(@) = (py — @) < O}

y—z ly — |

E chamado de superdiferencial de v em =x.

Proposigao 1.6. Seja u: A — R uma funcao semiconcava, entao DT u(z) # () para todo
x € A.

Proposicao 1.7. Seja u : TV — R uma funcdo localmente Lipschitz. Dados z,y €
TV existe £ €]z, y[ e p € DTu(€) tal que u(y) — u(xz) = p- (y — z), onde DFu(z) é o
superdiferencial de u em x.

Proposicao 1.8. Seja u : TV — R uma funcio semicoéncava com constante de semicon-
cavidade C, e seja x € TV. Entdo, um vetor p € RY pertence a Dt u(z) se e somente
se

C
u(y) —u(@) <p-(y—=) + 5 ly - of
para qualquer ponto y € TV,

A demonstragao destes fatos pode ser encontradas em [CS].

1.2.7 Um teorema de ponto fixo

Vamos apresentar um teorema que é uma variacao do teorema de Banach-Caccioppoli que
garante a existéncia e unicidade de pontos fixos para contragoes estritas.

Teorema 1.7. Seja S um subconjunto fechado de um espaco de Banach, munido da
norma | - ||. Assuma que g: .S — S é tal que

lg(2) = g)ll < (1 = allz —y|”) |« —y]
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para todos xz,y € S e constantes o, > 0. Entao existe um unico z* € S tal que
g(z*) = z*. Ainda, dado qualquer xg € S temos que

¥ = lim ¢"(xo).
n—oo

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada no apéndice de [GV].

Este teorema serd util para provarmos a existéncia de pontos fixos para um certo
operador G que age sobre as funcbes semicoOncavas com constante de semiconcavidade
limitada.

1.2.8 Problema de Aubry-Mather discreto:

Podemos definir medidas holonomicas no caso discreto como:

M, = {u eM : o(x + hv) — p(z)dp = 0,Yp € C(']TN)} (1.4)

TN xRN
onde M é o conjunto de medidas de probabilidade TV x RY (chamamos j € M; uma
medida holonémica por analogia ao caso continuo).

E denotaremos por M} o conjunto das medidas holonomicas discretas absolutamente
continuas com relagao a medida de Lebesgue.

D. Gomes e E. Valdinoci consideraram o seguinte problema, que chamaremos de pro-
blema de Aubry-Mather discreto com entropia:

o {/wam L(z,v)dp(z,v) + GS[M]} :

onde o termo de entropia S é dado por

Slu] = /TNXRN pu(z,v)In Md:ﬂdv, (1.5)

Foi provado em [GV] que, para cada e, h fixados, a medida que minimiza o funcional
acima é Unica e pode ser obtida através de pontos fixos de operadores que aparecerao na
se¢ao seguinte.

Esta é a versdo com entropia do problema de Aubry-Mather discreto estudado em
[Gom]|, onde minimiza-se a acao

/ L(z,v)du(z,v) (1.6)
TN xRN

restrito as medidas holonomicas discretas, i.e.,

min { /T 2GS v)}

D. Gomes provou, sob certas hipdteses sobre o Lagrangiano, que medidas que minimizam
o funcional acima convergem a medida de Mather com tempo continuo. Também foi
provado (veja teorema 2.4 de [Gom]) que pelo principio de dualidade

i {/TNXRN Lz, v)dp(z, v)} = inf sup [W" il f“};) — V@) )

()
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A parte da direita da equacao acima serd estudada na secao 1.6. Uma medida que mini-
miza a parte da esquerda da equacao acima é o que chamaremos de medida minimizante
(ou de Mather) para tempo discreto, foi provado em [GV] que tais medidas podem ser
obtidas como limites das medidas que minimizam o problema discreto com entropia se
considerarmos h fixado e fizermos € — 0.

1.2.9 Lagrangianos Genéricos

Definicao 1.16. Uma propriedade P é dita genérica para o Lagrangiano L se existe um
conjunto genérico O , i.e., uma intersecao enumeravel de abertos densos, subconjunto de
C>=(TV) tal que se ¥ € O entdo L + ¢ tem a propriedade P.

Teorema 1.8. Dado um Lagrangiano L existe um conjunto genérico O c C*°(T¥) tal
que

(a) Se 1 € O entao existe uma tnica medida minimizante para L + 1), tal medida p é
unicamente ergddica.

(b) supp(u) = A(L + v), onde A é o conjunto de Aubry.

Veja [CI] para a demonstracao deste fato e a definicao de A(L).

Notagao: Diremos, por abuso de linguagem, que o Lagrangiano é genérico se existe
tinica p medida minimizante entre as medidas holonémicas e supp(u) = A(L).

Hipdtese: A partir de agora vamos supor que o Lagrangiano é genérico.

A seguinte proposi¢do é um coroldrio de um teorema mais geral que pode ser en-
contrado em [CI], ndo enunciaremos o resultado geral pois seria necessédrio definir classe
estatica o que nao poder ser feito em poucas linhas. E como na proposicao que precisamos
a Unica classe estatica é o suporte da medida de Mather temos o seguinte

Proposicao 1.9. Seja p medida ergédica tal que A(L) = supp(u) entdo S_ e Si. sio
unitarios a menos de constantes aditivas.
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1.3 O problema de Aubry-Mather discreto com entropia

Nesta secao vamos descrever brevemente o problema de Aubry-Mather discreto com en-
tropia e mostrar que a teoria desenvolvida em [GV] pode ser aplicada a Lagrangianos
mais gerais do que os que aparecem no trabalho citado. Referimos ao leitor [CS] para
resultados na teoria de fungdes semiconcavas.

O método utilizado em [GV] pode ser visto como um meio de aproximar medidas de
Mather por medidas absolutamente continuas (em relagao & Lebesgue) obtidas a partir
dos pontos fixos de certo operador G, ;, e do operador reverso G€7h.

Em [GV] o Lagrangiano L(z,v) : RV x RY — R ¢ da forma

L(z,v) = K(v) — U(x), para v € RV, z € RY,

onde K é superlinear e estritamente convexo em v, e o potencial U é limitado, Z-
periédico (portanto podemos considerar L : ™ x RN — R) e semiconvexo, i.e., existe
Cy > 0 tal que
f Ulx+y)+U(x—y) —2U(x)
z,y€RN y#0 ly|?

Ainda, K é semiconcava, i.e., existe Ck tal que

> —Cyp. (17)

sup < Cg. (1.8)

v,wERN ,w#0 ’w|2

Vamos generalizar estas hipdteses.

Vamos assumir até o final deste capitulo que o Lagrangiano L : RY x RV — R, é
ZN-periédico e satisfaz as seguintes estimativas:

(1) Superlinearidade uniforme:

lim —2~ = 400, uniformemente em z € T*.

(2) Convexidade em v: a matriz Hessiana %(w, v) é positiva definida.
L]

(3) Existem constantes uniformes C,I" > 0 tais que se § > 0,7 >0
L(z + 0y, v —ny) + L(z = y,v +1y) — 2 L(z,v) < (CO° + )|y

Note que a hipdtese (3) é uma generalizacdo das hipdtese consideradas em [GV].
Também o Lagrangiano dado por L(z,v) = K (v) —U(z) + Pv, v € RN 2z ¢ RN P ¢ RV,
U e K satisfazendo as equagoes (1.7) e (1.8) satisfaz a hipdtese (3).

Observacgao: Como o Lagrangiano L : RV x RN — R ¢ ZN —periédico. Passamos a
denoté-lo, a partir de agora, L : TV x RY — R. Note que as contas sio feita no espaco
de recobrimento de TV x R¥, ou seja, RN x RV,
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Vamos considerar, como na teoria de controle otimal

H(p,x) = Stip(—p v — L(z,v))

Observagao: Na mecanica classica usualmente define-se o Hamiltoniano de uma maneira
diferente,
H(p,z) =sup(p-v — L(z,v))
v

Note que estas duas defini¢Ges diferem por um sinal em p-v. Esta diferenca é irrelevante
pois vamos trabalhar tanto com o Lagrangiano L(x,v) quanto com seu simétrico, i.e.,
L(z,v) = L(z, —v).

E portanto se ao invés de L(z, v) consideramos o Lagrangiano simétrico, L(z, v), entdo

H(p,x) = méxx{p v — L(z,v)} = mémx{—p v — L(z,v)}

e entao obtemos a definicao que é usada em controle otimal.
E tomando o Lagrangiano simétrico de L(x,v), obtemos o Lagrangiano L(z,v) e a
definicdo do Hamiltoniano é a usual de mecanica classica.

Para cada € > 0 e h > 0 pequenos definimos os operadores G, e ,C’;E’h:
seja ¢ € C(TY), funcdo continua no toro

hL(z,v)+¢(z+hv)

Gen[¢)(x) := —eh In [/R e_ehdv] :

N

hL(z+hv,—v)+¢(z+hv)
eh dU:|

Genl#)() = —eh In [ /R -

N

Note que o € na definigdo do operador em [GV] corresponde aqui a €h.
Observacao: Seja L o Lagrangiano dado por L(x,v) = L(z + hv, —v), temos que G é
o operador G para o Lagrangiano L. Portanto, se mostrarmos que L também satisfaz as
hip6teses (1) a (3) entao é suficiente provarmos as propriedades que precisamos para o

operador G.
Basta mostrar que L satisfaz a hipdtese (3) acima.

L(z + 0y,v —ny) + L(z — 0y, v +ny) — 2 L(z,v) =
= L(x + hv + 0y — hny, —v +ny) + L(z + hv — 0y + hny, —v — ny) — L(z + hv, —v) <
< C0—hnPlyl® + TPyl < C1OPlyI* + (T + Cla)nfly[>.
Portanto L satisfaz a hipétese(3) com constantes C = C e I' =T + C|h|%.
Vamos agora enunciar o teorema 9 de [GV], que serd necessario na prova do teorema a

seguir. A demonstragao é bastante elaborada, e nao utiliza a hipdétese do Lagrangiano ser
da forma L(z,v) = K(v) — U(x) com as hipdteses acima. Nao vamos reproduzi-la aqui.

15



Teorema 1.9. Suponha que ¢ e ¢, sao funcdes ZY-periédicas e Lipschitz com constante
de Lipschitz limitada por A, entao existe uma constante o > 0, possivelmente dependendo
em h,e e A tal que

IG[6] = Glo:]ll: < (1 — allg — ¢ull)l|¢ — ulls

onde a norma
4l = inE I+ Cllzoe oy

O seguinte teorema generaliza o teorema 26 de [GV]:

Teorema 1.10. Suponha que L satisfaz as hipdteses (1) a (3) acima.
Entao para € e h fixados existem A 5, e, € R e fungoes Lipschitz ¢ 1, ¢ tal que

g[d)e,h} = ¢e,h + >\5,h, (19)

g[gge,h} = qz_)e,h + S\E,h‘ (110)

Ainda, existe uma constante C' tal que o médulo de semiconcavidade de Geh € Q_ﬁe,h é
limitado por C' para todo € e h.

Demonstragdo : Vamos generalizar a prova do teorema 13 de [GV]. Lembramos que
a prova em [GV] supoe-se que L(z,v) = K(v) — U(z), com constantes de semiconcavi-
dade/semiconvexidade em K e U respectivamente.

Se ¢, € uma solucao de G(den] = den + Acp, entao ela pode ser obtida através de
iteragoes do operador G.

Suponha que u é uma fungdo com constante de semiconcavidade menor que o. Vamos
mostrar que para um o conveniente, a imagem G(u) também tem constante de semicon-
cavidade menor que o.

Considere
hL(x,1))+u(x+hu)_)\6,h
ui(2) == Glul(z) = —ehln / e do.
hL(z+hyv)tu(zt+hyt+hv)—Acp
ul(x+hy)—_€hln/€_ eh dU,

hL(z—hy,v)+u(z—hy+h v)fz\gh

ul(x—hy):—ehln/e_ ch dv.

Introduzimos agora 0 < 8 < 1,onde t =1 —4.
Desta forma, usando a mudanca de coordenadas v — v — 0y, podemos escrever a
segunda equacao como

hL(z+hy,v—0y)+u(z+thy+h v)—/\gh

ul(x—i-hy):—ehln/e_ <h dwv,

e fazendo a mudanca de coordenadas v — v + 0y
obtemos pela terceira equacao que
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hL(z—hy,v+6 y)+u(z—thy+h v)—kéyh

ul(x—hy):—ehln/e_ ch dv.

Usando a hipétese sobre o Lagrangiano, temos que

L(x+hy,v—0y)+ Lz —hy,v+0y) —2L(x,v) < ChAy> + T6?|y?
Queremos estimar a constante de semiconcavidade de u; sabendo que
u(z 4+ hty) +ulx —hty) — 2u(x) < o, 23|y
Também vale que
u(z 4+ hty+hv) +u(z — hty + hv) — 2u(z 4+ hv) < o, K2 2|y

Dal, usando Taylor e a estimativa de concavidade de u, podemos escrever

hL(w,v)—&-u(m-&-hv)—/\E’h

ul(x):—ehln/e ok dv >

[hL(z+hy,0—0y)+u(e+hty+hv)— A, pl+[RL(z—hy,v+0y) +u(z—hty+ho) =X ]+~ Ch3 —hT6% — oy h242]|y|?
—ehln | e~ 2¢h dv

[ (hL(a+hy,v=0y)+u(atthy+hv)=Ac p) + § (hL(z—hy,v+0y)+u(@—thy+hv) = p)]
> —€ehln [ e <h dv—

Ch o,t?
B
Por Cauchy-Schwartz sabemos que dadas duas funcoes a, b vale que
Jab < (f az)% (f b2)%, portanto usando as expressoes de ui(z + hy) e ui(z — hy)
obtemos que

T
]2yl = 5 0yl h.

Ch o 12
(ur(x 4+ hy) + ui(z — hy)) — [T + 02

r
] B [y? - 5 0%|y|* h.

N

uy(x) >

Portanto a constante de semiconcavidade de uy é o, = Ch + o t> + T 62 /h.

Queremos escolher uma cota superior para a constante de semiconcavidade de u de tal
forma que a constante de semiconcavidade de u; é também menor do que a cota superior
fixada. Afirmamos que C' = (C' +T') é a cota que procuramos. De fato, supondo que
oy < (C+T), fazendo 6 = h, e tomando h pequeno temos que

0w =Ch+ot? +Th< (C+D)h+ (C+T)1-h)*<C+T

Vamos considerar o espaco quociente Y := C° (]RN )/R, i.e., identificamos duas fungoes
continuas se elas diferem por um ntmero real. Entao Y é um espago de Banach, com
a norma || - ||y definida acima, (veja teorema 3.14-A de [Tay]). Note que a definicao de
semiconcavidade passa ao quociente Y: portanto vamos tomar S a classe de fungoes em
Y com constante de semiconcavidade limitada por (C' +T'), S é fechado em Y. Como
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o operador G comuta com constantes, ele estd bem definido em Y e pelo que acabamos
de mostrar G : S — S. Note que pela proposicao 1.4 temos que as func¢ées em S sao
Lipschitz com constante de Lipschitz limitada. Logo podemos aplicar os teoremas 1.9 e
1.7 para concluir que o operador G tem um tinico ponto fixo em ¢, j € S C Y, desfazendo
o quociente encontramos A p, € portanto

g[¢5,h] = d)e,h + )\e,h

como queriamos. A prova da existéncia de qgﬁ,h e /_\67hé analoga.
O
Nos teoremas que seguem até o fim desta secao vamos dar apenas uma idéia da prova
dos resultados, pois as provas destes teoremas em [GV] nao utilizam o fato do Lagrangiano
ser da forma L(z,v) = K(v)—U(x), com K (v) semiconvexa e U(x) semiconcava. Portanto
as mesmas demonstragoes se aplicam no caso em que estamos considerando, ou seja, o
Lagrangiano satisfazendo as hipéteses (1) a (3).

Lema 1.1. Sejam ¢, e A} satisfazendo o teorema 1.10, entao existe 0, € Ll(TN) tal
que
ee,h > 07

_ hL(ac—hv,v)+¢€7h(ac)—¢€,h(x—hv)—)\e’h

/ Ocn(x — hv)e ch dv =0 p(x)
RN

/ O p()dx = 1.
TN

Idéia da demonstragao: (veja lema 31 de [GV])
Note que pela definicao de G vale que

_ hL(a:,’u)+¢€’h(w+hv)7¢€7h(az)f>\€7h
e
RN

<h dv =1, (1.11)

Assim podemos definir para ¢ € L'(TV),

_ hL(z*hv’v>+¢e,h(z)7¢5,h(17hv)7/\6,h

FI(z) = /]RN J(z — hv)e ch dv . (1.12)

Vale que
FI] = )
™~ ™~
Denotando por 6y = 1 e definindo recursivamente 6,1 = F[6,], temos que df,(z) =
0, (x)dx sao probabilidades tais que
/ do, =1
TN

A menos de subsequéncia podemos supor que tal sequéncia de medidas converge fraca-
mente para uma medida df em TV. Na prova do lema 31 de [GV] mostra-se que a medida
df é absolutamente continua em relagao a Lebesgue e que satisfaz a equacao

_ hL(ac—hv,v)+(j>6’h(z)—q&e’h(z—hﬂu)—)\e’h

/ O(x — hv)e ch dv = 0(z).
RN
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Também foi mostrado no teorema 36 de [GV] que tal # é tinica. Definimos entao 0. 5, := 6.
(]

Note que para neste teorema nao usamos a funcao &E,h, pois para a existéncia de tal
8¢ 1 basta o operador G. A seguir vamos mostrar que ¢ ;, ¢ dado por uma férmula explicita
que envolve tanto ¢, j como @ j.

Teorema 1.11. (i) A medida de probabilidade

_hL(m,v)+¢6’h(x+hv)—¢5’h(m)—/\€7h
pen(z,v) = O p(z) € ch

minimiza o funcional

[ Laolduo.o) + eSlal,
TN xRN
entre as medidas holonémicas (1.1) e absolutamente continuas.

(i)
)\e,h

[ Ll o)duene.o) + eSlig) = 222

TN xRN

(iii)
Ach i / Ldp + €S[y]

= min
h MZC TNX]RN Iu ¢ M

Idéia da demonstragao: (i) (veja teorema 32 de [GV], ou a prova do teorema 2.2 a
seguir). Basta mostrar que para qualquer outra densidade de probabilidade u que satisfaz
a condicao de holonomia e todo 0 < 7 < 1 temos que a funcao

I[r] = / Ldpir + €S[pr]
TN xRN

com fi; := (1 —T)pep + 7o € convexa e I'(0) = 0.
(ii) Substituindo a expressao de p.p na equagdo que aparece no enunciado do item
(ii), e lembrando que a entropia é dada por (1.5), obtemos que

— h A
/ L(x,v)dpe p(z,v) + €Spen] = / Pen(®) = Pep(@ + hv) + Ach dxdv
TN xRN

TN xRN h

E como g, é holonémica, temos o resultado.
(iii) Segue imediatamente de (i) e (ii). O

Lema 1.2. -
)\e h — )\e,h

)

Demonstracdo : Primeiramente note que trocando L(x,v) por L(z,v) = L(x + hv, —v)
pelo item (iii) do teorema 1.11 temos que

Ae,p, = Mmin {/ hLdp + ehS[,u]}
M@ LJTN xRN

Seja p € M$“ uma medida que satisfaz
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Aeh = / hLdp + €hS[p]
TN xRN

Por abuso de notagao escrevemos du(z,v) = u(z,v)dzdv, definimos entao a medida
f(z,v) = p(x + hv, —v), claramente i € M§{“ e portanto

Sen [ (e, 0)data,) + S|z, o)
TN xRN
= / hL(x + hv, —v)du(z + hv, —v) + ehS[pu(z + hv, —v)]
TN xRN

= [ BLw)dily ) + ehSaly. w)] = Aoy
TN xRN
Da mesma forma podemos mostrar que A j < 5\67;1. O

Observagao: Pela definicao dos operadores G e G vemos que se somarmos uma constante
em cada ¢, € ¢c p, as equacoes (1.9) e (1.10) também sao satisfeitas. Portanto, para cada
€ e h, vamos escolher um par de funcoes ¢ j, € ¢ e definiremos um novo par de fungoes

que sao uniformemente limitadas: és,h = e — G pn(0) € cz_S@h = gZQh + ¢, tal que
be b @)+ 1 (2)
/ e ch dr =1 (1.13)
TN

Como as fungoes ¢, ¢ sao uniformemente Lipschitz em € e h temos que ¢ p € uni-

formemente limitada. E ja que (1_557}1 satisfaz a equagao (1.13) vemos que ée,h também é
uniformemente limitada em € e h.

Teorema 1.12. Sejam ¢, CEe,h e A, satisfazendo o teorema 1.10. Também supomos
que ¢, € ¢ sao uniformemente limitadas e satisfazem (1.13).

Definimos 6 j, como
b, n (@)t p (@)
96,,7,('1") = e €h

Entao 0., satisfaz

B hL(z*h‘v"U)‘Hbe,h(I)*qbe,h(Ifh"’)*)‘e,h

/]RN Ocp(z — hv) e <h dv =0 p(x)

Demonstragao : 0., satisfaz

hL(z—hv,v)-ﬁ—qﬁeyh(z)—cf)ah(z—hv)—)\g’h
/ Ocn(x — hv) e” ch dv =
RN
dj)eyh(thu)+¢€,h(thv) hL(thv,v)+¢Eyh(a:)f¢€’h(thv)f)\57h
/ e eh e eh d’U =
RN

¢e,h<z> q;e’h(thv) hL(thv,v)fke’h
e eh e eh e eh d'U =
RN

_ben®) e p(@)
e ch e =0 ().
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Onde, na pentltima igualdade foi usado o lema 1.2 e que gggh é tal que

g_[qge,h] = (Ee,h + )\e,h'
O

Uma interessante relagao entre o operador G e a minimizacao da agao do Lagrangiano
com entropia, entre as medidas holonomicas é a que aparece no teorema a seguir:

Teorema 1.13.

hEL(2,0)+ b (z+ho)— ()
inf L(z,v)dp+eS[u] =— inf  sup eln/ e R dv
HEM< YEC(TN) zeTN RN

Idéia da demonstracao: Temos que

hL(z,v)+v¢(z+hv)—1y(x)
inf  sup ehln/ e ch dv (1.14)
YEC(TN) zeTN RN

7hL(z,v)+¢e7h(z+hv)7¢€7h(z)
< sup ehln e <k dv = —Xcp ,
RN

TN

ja que vale (1.9). Entao dividindo por h ambos os lados temos que

) _ hL(z,0)+(z+hv) —9(x) Aeh
inf  sup eln/ e ch dv < ===
YEC(TN) geTN RN h

Por outro lado, pela definicao do operador G, vemos que,

) _ hL(z,v)+(z+hv)—(x)
inf  sup ehln/ e ch dv
YEC(TN) geTN RN

(1.15)
= inf sup ¥ —G[¢].
YEC(TN) zeTN
Portanto, seja ¢ € C(TY) e escolhemos x tal que ¥ — ¢ 5 tem um mdximo. Definimos
¢ = P, — den(x0) + Y(x0), tal que ¢ > 1. Dai, como G é mondtona e comuta com a
adicao de constantes

Glpen] — Gen(z0) +Y(w0) = Gld] = G[Y] .

Logo,
sup ¥ — G[Y] > ¥(x0) — GIY)(z0) = ben(0) — Glden)(T0) = —Ach -

zeTN

Entdo tomando o infimo entre todas as fungoes ¢ € C(TV), obtemos

. _ hL(z,v)+¢(z+hv)—i(x)
— inf sup €h ln/ e h dv = Acp .
YEC(TN) peTN RN

E portanto o resultado segue pelo item (iii) do teorema 1.11. O

Definimos

__ Aeh
HE L = i Ld =
(L) in {/TMRN /H‘GS[M]} A
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Note que constante Fe,h (ndo escreveremos a dependéncia em L) é, a menos de sinal, o
andlogo do valor critico de Mané (chamado por vezes de ¢(L), veja [CI], ou de c[0] veja
[Fa]), que estamos denotando por Hy.

Lembramos aqui que o problema de Aubry-Mather discreto, estudado em [Gom], con-

siste em minimizar
/ Ldy,
TN xRN

entre todas as medidas holonémicas discretas p € Mjy,.

Seja
Hyj, := min {/ L(x,v)du(z, v)}
My, TN xRN

Foi provado em [Gom] que

H;, =— inf sup
YeC(TV) (z,v)

[platin) ) )

e que existem fungoes otimais ¢y, tal que

¢h($ + hv) — th(x)
h

Hy = inf [ + L(x,v)] (1.16)

para todo € TV. Na secdo 1.6 vamos tratar de aspectos dinamicos deste tipo de funcoes.

Teorema 1.14. o o
H.p — Hp quando € — 0.

Idéia da demonstragao: Seja ¢, como em (1.16), pelo teorema 1.13 temos que

— _ hL(z,v)+¢p (z+hv)—¢p (z)
—H.p < sup eln e D dv
€TV RN

Vamos usar o seguinte resultado: se f € C(RY) é superlinear, entdo

. O] ‘ —inf_n f
lim e e dv| = e "MrN/, (1.17)
e—0t RN

hntl) _Fe,h < —H,,.
€E—

Portanto temos que

A prova da desigualdade contraria é um tanto técnica, referimos ao leitor o teorema
38 de [GV]. O

Teorema 1.15. Sejam ¢, gEeyh e A satisfazendo o teorema 1.10. Também supomos
que ¢, € J)eﬁ sao uniformemente limitadas e satisfazem (1.13).

Entao, através de uma subsequéncia, ¢, — ¢, e qz_SQh — ¢y, uniformemente quando
e — 0, ¢ e ¢, também sdo semiconcavas. Ainda ¢y, satisfaz

én(z) = inf {¢p(x+ hv)+ hL(z,v) —hHp} (1.18)

veERN
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e ¢y, satisfaz

on(r) = inf {¢p(x —hv)+hL(x — hv,v) — h Hy.} (1.19)

vERN

Idéia da demonstracgao: Para esta demonstracao convém explicitarmos a dependéncia
em €, h de G denotamos o operador por G, e definimos G;, o operador dado por

Gultp](x) = inf hL(z,v) + (2 + hv).
Note que pelo teorema 1.14 temos que

lim Acp, = hHp,. (1.20)

e—0F

Ainda pelo teorema 1.10 sabemos que ¢, ¢ uniformemente Lipschitz e semiconcava e
como ¢, ;, estd normalizada, ela converge uniformemente a uma funcao ¢y, que é Lipschitz
e semiconcava com constante de semiconcavidade uniformemente limitada. Também
pode-se mostrar que da defini¢ao de G, 5, vale

L [Gen[den] — Genldnlllpoe(rny < Hm [loen = Pnfl oo ey = 0. (1.21)
Usando (1.17) e a continuidade de ¢y, temos que

. Genlpn)(z) = Gnlon](@), (1.22)

para todo z € TV,
Portanto, juntando (1.20), (1.21) e (1.22) deduzimos que

hH;, = hm+)\67h

e—0

= El_iglJr ge,h[¢e,h] - ¢e,h

= lim Gepfon] + (ge,hwe,h] - Ge,h[m) —¢nt (¢h - %h)

= Gulon] +0—¢p+0
= Gulon] — on .

e portanto ¢, satisfaz a equacdo do enunciado. O mesmo vale para ¢y. O

Teorema 1.16. Quando € — 0, p. 5 converge fracamente para pp uma medida de Mather
discreta, i.e., uma probabilidade em TV x RY que minimiza

[t
TN xRN

entre todas p € My,
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Idéia da demonstragao: Sabemos que

_ hL(ac,v)Jrqﬁe’h(ac+hv)7¢e,h(x)fke’h
fen(,0) = e p(z)e e

com [pn pen(2,v)dv = O p(x). Como ¢ p — ¢, uniformemente e lim, g+ A = b Hyp,
temos que ||@c||re € |A¢| sdo uniformemente limitadas em e. E portanto, pelo fato de L
ser superlinear tem-se que,

_ h’L(I”U)+¢E,h<I+h’U)7¢E,h(1)7)\6,h

/ Oc(z)e ch
TN x (RN\ Bg)

cg—c1hR colv|

e <k / Oc(x)e” "¢ dxdv
TN x (RN\ BR)
< 036Ne_22/ Oc(z) dz
TN

= czeNe (1.23)

e (T x (RN \ Bp))

IN

desde que R > 4co/(c1h), onde ¢; sao constantes independentes de e. Como fij sao
probabilidades, para uma subsequéncia, sabemos que jicp — pp, onde pj, é uma medida
em TV x RN, Tem-se que

pn(TN x RN) < limiglf,ugh(TN xRNy =1.
€E—
Por outro lado,

pn (TN x Bg) > limsup ,u@h(’]TN X Br) > limsup (1 — CgENe_:%) =1,
e—0 e—0
se R é suficientemente grande de modo que valha (1.23). Portanto, p, é uma probabilidade
com suporte compacto.
Também py, € My, ja que pep € My,
Afirmagao: se (z,v) é um ponto do suporte de py, entao v é um minimizante da funcao

v — hL(z,v)+ ¢on(x + hv) — ¢p(x).

Para a prova desta afirmacao veja o teorema 40 de [GV].
Entao segue de (1.16) e da afirmagao que

Ol £ 1) = nle) g7,

L(z,v) +

para quaisquer (z,v) no suporte de up. Logo, integrando e usando que pp, € My, obtemos

que
/Lduh _ / [L(%v) . on(z + hl};) — ¢n() dyup = T,
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Teorema 1.17. Suponhamos que o Lagrangiano L é genérico e satisfaz as hipdteses (1)
a (3) acima. Para cada h fixado, sejam: ¢y, ¢y, as funcoes dadas no teorema 1.15, uy a
medida de Mather discreta dada no teorema 1.16 e Hj, definida acima. Entdo, quando
h — 0 temos que

(CL) Hh - Fﬂ = f'JTNXRN L(m,v)d,u,
(b) Através de uma subsequéncia, ¢, — ¢o e @, — @o, uniformemente,
(c) pn —

Demonstragao: (a) Veja [Gom)].

Para podermos aplicar os teoremas 7.2,7.3 e 7.4 de [Gom| precisamos fazer a seguinte
observagao: como o Lagrangiano satisfaz a hipdtese (3) temos, pelo teorema 1.15, que ¢y,
e ¢p, sdo uniformemente semiconcavas em h. Seja A a constante de Lipschitz uniforme.
Afirmamos que cada v(z) que satisfaz o infimo na equagao (1.18) é uniformemente limitado
em h. De fato,

(x) —u(z + ho)
h

entdo, como o Lagrangiano é superlinear e vale (a), concluimos que |v(z)] < K para

alguma constante K que depende apenas do Lagrangiano L.

(b) Basta notar que ¢; e ¢, sdo uniformemente limitadas, j4 que sdo limites das
funcoes ¢, e q_ﬁe,h que sao uniformemente limitadas em € e h. Entao podemos aplicar o
teorema 7.2 de [Gom).

(c) Veja teoremas 7.3 e 7.4 de [Gom]. O

L, v(z)) + Hp| = |~ | < Ao(a)),
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1.4 Principio de Grandes Desvios: para h fixo e ¢ — 0

Vamos definir,

Fonl,v) = Pen(2) ﬂ}: en(@) | L)+ G+ hz;L) — denlz) 7.,

Pelos teoremas 38 e 39 de [GV] sabemos que
Geh = Ohs  Peh — On

uniformemente, quando € — 0.
Pelo teorema 1.14

Fs,h — Hy, quando € — 0.

Logo definimos

on(x) + dn(x)
h

on(z + hﬂ;L) — énlz) f,

Iy(z,v) = 11_13% fen(z,v) = + L(z,v) +

Note que por [Gom] temos que

on(x + hl})L) — ¢n() =H;, se (x,v) € supp(up)

portanto segue do mesmo argumento que serd usado para provar o teorema 1.21, que
¢h(z)"|;¢h(1)

L(z,v) +

= 0se x € m(supp(up)). Dal In(x,v) = 0 se (z,v) € supp(us)-
Serd mostrado na se¢ao (1.6) que sob hipdteses razodveis ¢p, e ¢ sdo tnicas a menos
de soma por constante. E portanto I, fica bem definida.

Podemos entao mostrar um principio de grandes desvios para a sequéncia de medidas
He,h — K-

Teorema 1.18. Para todo conjunto F' C TV x R fechado e limitado, vale que

limsup elnpep(F) < — inf Ij(x,v)
e—0 ’ (:I,‘,’U)EF

Para todo conjunto A C TV x R¥ aberto e limitado, vale que

liminf elnpep(A) > — inf Ip(z,v)
e—0 ’ (z,v)EA
Demonstracao :
Seja F € TV x RN um conjunto fechado e limitado, entdo F C TV x Bg, onde
Br = {v € RY; |v| < R}, para algum R > 0

_fe,n(@0)

Me,h(F)Z/ e < dzdv
F

Je,n(@:0)
€

. Fe,n(@v) .
< g infr = / drdv < ¢y RNe~0ir
F
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Portanto

eln pe p(F) < €ln RN — ir};f fen

Dai

3 6 .
limsup eln pep(F) < lim (_ inf Pen(T) + Pen(x + hv)
e—0 ’ e—0 F h

+ L(z,v) — H€7h> (1.24)

Agora como a convergéncia de ¢, j € ¢, com € — 0, para respectivamente, ¢y, e ¢y,
é uniforme, entao

lim — inf = —inf lim
<50 I fe,h e fe,h
Logo

on(x) + ¢n(x + ho)
h

limsup eln pe p(F) < —i%f (

e—0

+ L(z,v) — Hh> == i%f In(z,v)

Seja A € TV x RY um conjunto aberto e limitado. Fixamos § > 0 podemos encontrar
um conjunto fechado As C A tal que

irfl‘flh(a:, v) < Ip(z,v) < igf In(xz,v) +0 paratodo (z,v)€ A;s

Dai

fe,h(xav)
Hen(A) > pen(Ag) > P4 = / dudv
As
Note que, como f. j(z,v) — Ip(z,v) quando € — 0 temos que

lim sup fep <inflp + 4
e—0 s ’ A

Portanto

liminf elnpep(A) > lim e(—supM + ln/ dzdv)
e—0 e—0 Ag € As

> —ianh—|—5+lime(ln/
A e—0

dzxdv) = —inf I (z,v) + ¢
As A

Finalmente fazendo § — 0 obtemos que

liminf eln pep(A) > —ir/llf In(z,v)

e—0
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Teorema 1.19. Seja L um Lagrangiano genérico que satisfaz as hipéteses (1) a (3) acima.
Suponha também que ¢, e ¢ dadas no teorema 1.10 sao uniformemente limitadas e
satisfazem a equagao (1.13). Entao, através de uma subsequéncia,

G — b0 € ben — o,
onde ¢q é a Unica solucao de viscosidade de
H(Vgy(x),z) = —Hy
e ¢p é a tnica solucio de viscosidade da equacio
H(~Vo(z),z) = —H).

Demonstracao

Pelo item (b) do teorema 1.17 qualquer colecao %he[m] de solugoes do problema
com € = 0 é um conjunto compacto, portanto se fixarmos uma sequéncia {¢p, }ien existe
uma subsequéncia que converge a uma fungao ¢y, i.e., existe um conjunto H tal que

lim = ¢p.
hieﬁ%l o

Em [Gom] foi mostrado que tal ¢y é uma solugao de viscosidade da equagao de Hamilton-
Jacobi (descrita no enunciado do teorema).
Pelo teorema 1.15 sabemos que {¢c , }

c€[0,1] é um conjunto compacto para cada h; € H.
Portanto se fixarmos h; € H e uma sequéncia {¢, 5, }icn, entdo existe um conjunto &,
tal que

lim = .
am Ge;hy = Oy

Agora, se fixarmos hy € H, a sequéncia {¢€i1h2}€i€£h1 tem uma subsequéncia que converge
para uma fungao ¢y,, e portanto encontramos um conjunto &,, C &, tal que

lim = .
€i€5h2 ¢e“h2 ¢h2

Procedendo da mesma forma para cada h; € H, podemos encontrar um conjunto &, C
. C &R, C &p,. Entao podemos definir um conjunto £ tal que o i-ésimo elemento de & é
0 i-ésimo elemento de &;. O conjunto £ tem a propriedade que

Ellléng be; h; = Gn, for each hj € H.

Finalmente, temos que
llm (;SEZ'JLZ' - ¢07
11— 00

e portanto, ¢ converge (em subsequéncia) para a tnica solucdo de viscosidade de
H(V¢o(x),x) = —Hy. )
Da mesma forma pode-se mostrar que ¢g é solucao de viscosidade da equacgao

H(~V¢o(z),z) = —H,.
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Sabemos que ¢, e <Z>€7h sao uniformemente semiconcavas e Lipschitz, portanto ¢g e
¢ também sdo semiconcavas e Lipschitz, daf ¢g e ¢ sdo A-q.t.p. diferencidveis em T,
onde \ é a medida de Lebesgue TV .

Vamos denotar por dom(V¢y) o dominio de definicao de Vo, i.e., o conjunto dos
pontos z onde o gradiente de ¢q existe.

Como ¢q é solucao de viscosidade para a equagao

H(V(bo(l‘), x) = —Fo
Temos pela proposicao 1.1 que
sup[-V¢o(r)(v) — L(z,v)] = —Hy, para todo x € dom(Vey). (1.25)
v
Ainda sabemos que ¢g é diferenciavel em todos os pontos 71 (supp i), onde 71 é a projecao

canoOnica na coordenada x, e p é a inica medida de Mather.
Portanto por (1.25),

Vo(z)(v) + L(z,v) > Ho para x € 7 (supp p) e para todo v € RY, (1.26)

Proposigao 1.10. Se (z,v) € supp(u) entao Veo(x)(v) + L(x,v) = Hy.

Demonstragao : Por (1.26) ja temos uma desigualdade. Suponha, por absurdo, que
existe (z,v) € supp(u) e € > 0 tal que

Vo(x)(v) + L(z,v) > Ho +e.
Entao existe uma vizinhanca V' de (z,v) tal que para todo (y,w) € V' temos que
Vo(y)(w) + L(y,w) > Hy.

Lembramos que [ Vo (z)(v)du = 0, entdo
[ Von@)e) + L. o) > o,

pois (1.26) é valido em qualquer ponto (x,v) € m(supp p) x RY e nos pontos (z,v) € V
temos desigualdade estrita.
Isto implica que

/L(x,v)du > Hy,

mas isto dd uma contradicgao. a
Vamos agora mostrar uma propriedade das funcoes ¢g e ¢g que serd muito importante
na proxima secao. Lembre que h é a barreira de Peierls.

Proposicao 1.11. (¢ + ¢o)(z) = h(z,z)
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Demonstracao : Note que como foi dito anteriormente ¢ é solucao de viscosidade para
a equacao
H(Véo(z),z) = —Ho

Aqui cabe relembrar que definimos o Hamiltoniano como em controle otimal, i.e.,

H(p,z) = sup(—p-v — L(z,v))
v
entao pela observacao apds o teorema 1.6 teremos que —¢q € solucao KAM fraca positiva.
Afirmo que ¢q ¢é solucdo KAM fraca negativa. De fato, como ¢q é solucdo de viscosi-
dade de

H(—Vo(z),z) = —Hy

€ como

H(~Vgo(z),z) = s%p[Vd;o@) v — L(z,v)]

pelo teorema 1.6 segue que ¢g é KAM fraca negativa.

Pela proposicao 1.9, ja que o Lagrangiano é genérico s6 existe uma solugao KAM fraca
positiva (a menos de soma por constante) —¢g e uma solucio de KAM fraca negativa ¢.
Portanto ¢y e —¢g é o tnico par de solucdes KAM fracas conjugadas, logo pela proposicao
1.4 , temos que

(60 + ¢0)(z) = h(z, ).
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1.5 Principio de Grandes Desvios: ¢,h — 0

Note que ¢ e ¢ estdo determinadas a menos de soma por constante. Vamos fixar
uma ¢, e consideramos ¢ j a unica possivel tal que

Pent e,
[bentayin = [ @ — 1,

Note que pelo teorema 1.10 temos que ¢ e q%h sao uniformemente semiconcavas.
Denotamos por x* = mzh, um ponto realizando o minimo de ¢, + ¢ 1, , este ponto pode

ser também expresso como z* € argmin (¢, + ée,h).
Entao, para qualquer x

(beh + bep) (@) < min(oep + Pep) + clz — 2*[%.

Portanto,

(b ntden) (@) _cle—a*|? _ min(¢e p+ée p)
1= Je eh der > [ e ch  dr e eh .
Disto, segue que

min(¢5,h+$g,h) claffac*|2
e ch > e eh ~ (eh)”/2.
RN

Logo, -
min(¢e p, + dep) > ceh In(eh).

Por conveniéncia vamos escrever lim ;o quando queremos dizer lim, ,_.o, onde
{€i, h;} é uma sequéncia tal que lim, p,—0 Pe; n; = B0, € lime, n;—0 Pe; ;= Po-

E lembre que ¢, j + ¢ep — ¢o + ¢o uniformemente quando €,h — 0.

Portanto da desigualdade acima obtemos que

min(¢o + ¢o)(z) = lim min (e p + Gepn)(x) >0
x €,h—0 zcTN
Teorema 1.20. Sejam ¢q e ¢g os limites, quando €, h — 0, de Geh € q@ejh respectivamente,
dados pelo teorema 1.19 e seja p a tnica medida de Mather para L.
Entao,

m1(supp(p)) = {z | do(x) + do(x) = 0},

onde 7 é a projecao na coordenada x.

Demonstracao

Isto segue da hipdtese que o Lagrangiano é genérico, i.e., s existe uma medida de
Mather e que A = supp(u). Pela definigao do conjunto de Aubry projetado temos que

{z | h(z,z) =0} = A= m(supp(n)), e portanto o teorema segue da proposicao 1.11.
|

Vamos agora fixar x € dom(V¢yp), vamos precisar do seguinte lema:
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Lema 1.3. Se x € dom(V¢y), entdao temos que

i Gen(T + hv) — de ()
im
€,h—0 h

= Vo (2)(v),

uniformemente em cada conjunto fechado e limitado de dom(V¢g) x RY.

Para provar este lema precisaremos de algumas propriedades de fungoes semiconcavas,
enunciadas na se¢ao 1.2.6.

Demonstracao do lema 1.3: Pelo teorema 1.10 ¢.; ¢ uma fungao semiconcava
com constante de semiconcavidade uniformemente limitado por uma constante C. Seja
{®e, h; tien uma subsequéncia de ¢ p, tal que ¢, n, — ¢o.

Seja K um conjunto fechado de dom(V¢g) x RY. Portanto, pela proposicio 1.7 para
cada (z,v) € K, e cada €; e h; existe &, p, (x,v) €]z, 2+hiv] e pe, n; € DT e, n; (Eeins (2,0)),
tais que

¢6i7hi (l’ + hiv) - ¢5iahi (:L')
hi

Entao, para provar o lema é suficiente mostrar que

= Pejyh; n U

I}iLm oPeihi "V = Voo(z)(v)  forall (z,v) € K,
€i5Mi—

i.e., dado ¢ > 0 precisamos encontrar ig > 0 tal que para cada ¢ > ig temos que
|Desh; - v — Vo(z)(v)] < ¢ for all (x,v) € K, e esta desigualdade pode ser escrita como
um par de desigualdades

(i) Vgo(2)(v) < peih; v+
(i) Veo(x)(—v) < =pep; v+

Vamos mostrar que existe ig, tal que a primeira desigualdade vale para todo ¢ > ig, e
todo (z,v) € K. Argumentando por contradigao, suponhamos que nao existe ig > 0, com
as propriedades especificadas. Entao existe uma sequéncia {(x,,vy)}, e subsequéncias

{hn}7 {fn} de {hz}7 {ei}) tais que

Voo (Tn)(Vn) > Pey by * Vn + € (1.27)

onde pe, p, € DT o n(&n) € & = &phy (Tny V) E]Tn, Tn + hpvy| sdo dados pela
proposicao 1.7. Passando a uma subsequéncia se necesséario, podemos supor que a sequéncia
{(xpn,vn)} converge a um ponto (x,v) de K, entdo {{,} converge para x. Agora pela
proposicao 1.8 temos que, para qualquer A > 0

+ Avp) — C
pen’hn - Up Z ¢En,hn (é-n ;) ¢En,hn (g’ﬂ) _ 5}\’Un|2 (128)
Acima usamos o fato que existe uma constante uniforme de semiconcavidade.
Note que ¢, n, — ¢o quando n — oo uniformemente, &, — x. Como —¢y € S ,pelo
teorema 1.5 Vg é continua em dom(V¢y) , entao pelas equacoes (1.27) e (1.28), temos
que

¢en,hn (gn + )\'Un) - ¢en,hn (fn) B C

o 2
A 2A‘U7’L‘ +C

lim Vo (xy)(v,) > liminf pe, 4, - vp+¢ > lim
n n n
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portanto

Po(z + Av) — ¢o()
A

Voo(x)(v) > — %AW +¢, forallA>0

Logo

Vo ()(v) > lim do(z + Av) — do()

C
i . — S +¢ = Voo(a)(v) +¢

e isto é um absurdo. O

Teorema 1.21.

(CL) lim d_)e,h(x) + gbe,h(‘r)

=0 se e (supp(p))

€,h—0 h
e
) g CREEOND o g (supp(a)
e,h—0 h
Demonstragao : Vamos fixar duas sequéncias {en}, {hn}, tais que: pe, p, — H,

F%hn — Hy, Dep b — D0 € &en,hn — ¢ . Para simplificar a notagdo vamos denotar por

_ 1 dn@+én(x)

Hn = Hep,hn s H, = Fﬁn;hn? On = Gep by, © Q_sn = Q_sﬁnyhn' Como /N e fn dr =1
T
temos, para todo z € TV, que

linl)inf —¢n (z) }j_ On(2)

> 0. (1.29)

De fato, suponhamos por absurdo que existe x € TV tal que, para uma subsequéncia

L Oy (@) + 6, (2)

Jj—00 hnj

= ¢ < 0, entao para uma vizinhanca V' de x temos que

o 1 énj(m)+¢nj(-r)
e > / dr < / e i dr < 1. Quando €¢,; — 0 obtemos uma con-
v v '

tradicao, ja que ¢ < 0.

(a) Segue da equacao (1.29) e do teorema 1.20.

(b) Seja (x,v9) um ponto do suporte de p e B uma vizinhanga pequena no espago de
fase. Como u,, — p existe ng € N tal que se n > ng entao

_i( én(2)+én (x) + hn L(x,v)+én (z4+hnv)—¢n(x)—hn Hp )
1> [ e e hn 2 dxdv > 6p >0 (1.30)
B

para algum dp > 0.
Afirmacgao: Dado ¢ > 0 existem n € N e uma vizinhanga B de (zg,vg) tal que, se

on(z + h,;lv) — ¢n(z) T, > .
n

(x,v) € Ben>nentdo L(z,v) +

Suponhamos provada a afirmagao. Suponhamos por absurdo que lim sup 9n(20) + én(T0) =

B n—00 hn
(x0) + On, (X
¢ > 0, entao existe uma subsequéncia tal que lim On; (70) + én, (o)

= ¢. Agora usamos a
j—o0 hnj
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afirmacao com ¢ < ¢/4, entao quando én; — 0 temos uma contradigao com a desigualdade
(1.30). Portanto usando (1.29) provamos (b).

Prova da afirmacdo: Seja C a constante de semiconcavidade das funcoes ¢ep. Para
¢ > 0,7 >0 existe A > 0 tal que

§(|Uo\ +1)*A<( e do(@0 + )\U;) — dol@o) _ Vo(wo)(vo)| < ¢.

J& que ¢, — ¢o uniformemente em x existe ng tal que se n > ngy temos que |¢pg(z) —
én(z)| < X para todo x € TV. Também existe uma vizinhanca By, de (zq,vo) tal que se
(z,v) € By and n > ny entao

‘ P (2 + Av) = dn(x) — Po(@o + Avo) + ¢o(20)
A

< 6C.

Existe ng tal que se n > ng e (z,v) € By (escolhendo B) menor se necessario) tal que
|L(z0,v0) — L(z,v) — Ho+ Hp| < ¢ and v — vg| < n.
Pelas proposicoes 1.7 e 1.8 temos que

Gn (@ + hpv) — dn(2)
hy

Gn(Tn + M) — dn(Tn)
A

C
:pn(xn) ‘v 2> - 5)\“}’27
onde z,, €]z, x + hyv[, portanto existe ny tal que se n > ny entdo (z,,v) € B).
Agora, definimos n = max{ng, n3, n4}, juntando todas as desigualdades acima, para
todo n > n e (z,v) € By, obtemos que

T+ hov) — ¢n () T

L(z,v) + On W H,, > L(xg,v0) + Vo(zo)(vo) — Ho — 9¢ > —9¢,

0 que prova a afirmacao.

Vamos dar uma motivagao para o préximo teorema:

Seja A C D x RY um conjunto limitado onde D Ny (supp(p)) = 0.

Note que como i sao absolutamente continuas em relacao a medida de Lebesgue
A e ¢p é diferencidavel A-q.t.p., podemos nos restringir (quando calcularmos pic ,(A)) aos
pontos de A que estdo contidos em dom(Veg) x RY.

Lembrando que

. Qge,h(li) + ¢e,h($)

fen(z,v) = A + L(z,v) +

€ h - %e I7
Pen(T + Q;l) Pen () .,

Pelo lema 1.3, temos que z € dom(Vy)

tim L(a,v) + 2TV Z0®) g e ) 4 Veg() o) - Hy

E pela hipétese D N 7y (supp(p)) = 0 segue do teorema 1.21

I; Q_ﬁe,h(x) + ¢e,h($)
11m
€,h—0 h

= +OO
Portanto se calculamos, como no teorema 1.18

34



limsup €ln pep(A) < lim (—inf fep(x,v)) - —c0
e,h—0 ’ €,h—0 A7
E como para x ¢ 71 (supp(u)) temos que ¢o(x) + ¢o(z) > 0 logo podemos calcular o
limite de ehln e j, quando €,h — 0 como a seguir.

Teorema 1.22. Seja A C D x R tal que D N my(supp(p)) = . Se A é um conjunto
fechado e limitado entao

limsup ehlnpep(A) < — inf {do(z) + ¢o(z)}
€,h—0 zeD

Se A é um conjunto aberto e limitado

liminf ehl A)> — inf{¢
iminf ehlnpen(A) 2 = infido() + do(x)}
Demonstragdo_ : B B

Lembre que ¢, — ¢o e ¢ — ¢o, onde ¢ e ¢g sao solucoes de viscosidade.

Seja A € D x RN entdo A C D x Bp, onde Br = {v € R¥;|v| < R}, para algum
R>0,e

be (@) +¢¢ p (@) h L(z,v)+¢, p(x+hv)—¢, p(z)—h H, p

ue,h(A):/e_( he + ch ) dadv.
A

Entao

) q75€7h(w)+q>€’h(z') hL(:c,v)#»d)e’h(w+hv)7¢€’h(z)7hﬁ€’h
fien(A) < eminfal x + ch )/dx dv
A

Dai
In He,n (A) <

Gen(r) + e () N hL(x,v) + dep( + hv) — ¢pep(x) — KH.
he he
Note que o termo

S—igf( ) +In¢ RN

hL(l‘, U) =+ ¢e,h(m + hU) - ¢e,h(x) - hﬁe,h
eh

tem uma contribui¢ao da forma ¢ onde ¢ é uma constante.
E pelo teorema 1.21 esta contribuicao é muito menor do que a do termo

1 infeep{@en(®) + den(x)}
c h

Portanto o que devemos estimar neste caso é ehlIn i p(A),
Note que pela mesma argumentacao feita no teorema 1.18, obtemos que

limsup e hlnpep(A) < — inf {¢o(z) + ¢o(x)}
,h—0 zeD

se A é fechado, e a desigualdade contréria se A é aberto. a
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Podemos agora definir o funcional de desvio I por

I(z,v) = L(x,v) + V¢o(x)(v) — Hy

Se fixamos z, temos que

- ir&f[(x, v) = sup(—I(z,v)) = H(Ve¢o(x),x) + Hy (1.31)
v

Sabemos, pela proposicdo 1.10, que se z € 71(supp(p)) entdo H(Voo(x),z) + Hy = 0,
e pela hipdtese que o Lagrangiano é estritamente convexo em v obtemos que existe um
unico v que satisfaz o supremo em (1.31). E ji que sabemos que (x,v) € supp(u) implica
I(xz,v) = 0 concluimos que I(x,v) > 0 para todo (z,v) ¢ supp(u) com = € 71 (supp(p))-

S6 faz sentido procurarmos desigualdades, superior e inferior, de grandes desvios se
inf4 I(z,v) > 0, pois caso contrario ndo podemos deduzir que a convergéncia seja expo-
nencial. Note que se A C D x RY é tal que D C 71 (supp(i)) e A Nsupp(u) = ) entdo
inf4 I(z,v) > 0.

Vamos agora mostrar uma desigualdade superior de grandes desvios.

Teorema 1.23. Se A C DxR¥ é um conjunto fechado e limitado onde DNy (supp(u)) #
(), mas A Nsupp(p) = () entdao quando e,h — 0

limsup € Inpep(A) < — inf I(z,v)
¢,h—0 (z,v)€A

Demonstracdo : Seja A C D xRN, entdo A C D x Bg, onde B = {v € RV; |v| < R},
para algum R > 0, e

—( be b (@) +d¢ b (@) I h L(z,v)+¢, p(z+hv)—¢¢ p(z)—h H p )
pen(A)= [ e X ch dxdv.

A
Entao

. q7557h(w)+q>€’h(z') h L(z,v)+¢€’h(w+hv)7¢€’h(z)7hﬁeﬂh

fien(A) < emnfal x + ch )/dx dv
A

Portanto

en piep(A) <

< —inf
A

(¢e,h($) + <f>e,h($)> it (L(:L',v) 4 Penl@ +1v) = den(2)
A

. . —He,h) +elney RN

Pelo teorema 1.21 a contribuicao do termo

inf {Qge,h('x) + ¢e,h(x)}

€A h

)

vai assintoticamente a zero pois D Ny (supp(p)) # 0 .
O termo dominante é

(be,h(x + h'l)) - (be,h(x) _ F N

L(z,v) + N ,
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Desta maneira temos decaimento exponencial da medida deste conjunto e é estimado
pelo infimo dos valores de

I(z,v) = L(z,v) + Vo(z)(v) — Ho

no conjunto A.

Vamos agora provar uma desigualdade inferior de grandes desvios.

Teorema 1.24. Se A C D xR" é um conjunto aberto e limitado onde DN 71 (supp(u)) #
(), mas A Nsupp(p) = 0, entao
liminf eln pep(A) > —inf I(z,v) (1.32)

E,hﬂo Al
onde A = A; U Ag, com 7m1(A1) C mi(supp(p)), m1(Az2) Ny (supp(p)) =0

Demonstracao

O resultado segue facilmente pelo que foi visto acima. Os pontos x que nao estao
na projecao do suporte da medida de Mather sao responsdveis por uma convergéncia a
zero com velocidade muito maior por causa do termo w
(1.21)).

Nos pontos = em 71 (supp(u)), ¢o é diferenciavel, e pelo lema 1.3, a convergéncia de
¢5’h($+h’v)7d)€7h($)
h

— o0 (veja teorema

¢ uniforme.

Formalmente, seja A € TV x RY um conjunto aberto e limitado. Fixamos 6 > 0
podemos encontrar um conjunto fechado As C Ay tal que

ij‘lf I(z,v) < I(z,v) < i;‘lfl(a:,v) +9 paratodo (x,v)€ As
1 1

Dai

. fe,h(xﬂ’)
e(4) 2 pon (A1) = pen(Ag) 2 0 = [ oo
As
Note que, como f.j(x,v) — I(z,v) quando €, h — 0 temos que

lim su <inflI+6
€,h—0 Af fe,h A +

Portanto

liminf eln pep(A) > liminf eln e (A1) > liminf e(— sup M + ln/ dzdv)
€,h—0 ’ €,h—0 ’ €,h—0 As € As

> —infI 4+ 0+ lim e(ln/ dxdv) = —inf I(z,v) + 6
A A Ay

€,h—0

Finalmente fazendo § — 0 obtemos que

liminf €l A) > —infl
im in elnpiep(A) > inf (z,v)
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Exemplo: Um exemglo interessante é o que segue:
Considere L(z,v) = %.

Gl6)(x) == —eh In [/ e_h%Jrj}Eerhv) dv] 7
RN

satisfaz

2

Gl0](z) = —eh ln(/ e_he%dv) = —ch InV2me+ 0= A .

RN
portanto 6., =1 e

2
%7He,h
pep(z,v) =€
Neste caso,
He, h( )
Sueh:/ ten(z,v)1 dxdv =
[ ) } TN RN ) ( J"RN /.Lgh )dw

U2 U2
h% A _h%-Acn
e ch In(e v )dv =
RN

hﬁ*As *_)\
/ efzeihh (_ Eh)dv _
RN Gh
1
— InvV2me — /e Sedy = — In V2w —3

Portanto, € S(jic ) vai a0 quando e — 0. Note que S(ucp) vai a co quando € — 0
Ainda,

I7 Aeh
Ho= lim “ot =
0 e,}lzlllo h 0
E dai )
I(a,v) = L(w,v) + Voo(a)(v) = Ho = -,

e a equacao I(xz,v) = 0, implica, v = 0. O conjunto de Aubry, como é sabido, neste caso
é o conjunto de pontos da forma (z,0), para qualquer 2 € TV,

O lema integral de Varadhan (veja [DZ]) afirma que: suponha que I(z,v) = I(v) é o
funcional de desvio para p.j como acima, entao, se g : RY — R é uma funcéo continua
g(v), entao

'U2
fim e In [ "picn(0) = sup(g() ~ 1(0)} = supfg() - )

€,h—0

Um exemplo interessante é quando p estd fixo e consideramos g(v) =< p,v > . Neste
caso, sup{g(v) — %} = p.
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1.6 O problema de Aubry-Mather discreto

1.6.1 Unicidade de sub-acoes calibradas

Nesta secao vamos mostrar algumas propriedades dinamicas do problema de Aubry-
Mather discreto (veja [Gom]) com o objetivo de mostrar unicidade do funcional de desvio
I, obtido anteriormente.

Fixado h > 0, lembre que

M, = {u eEM : o(x + hv) — p(x)dp = 0,Vp € C’(TN)} (1.33)

TN xRN

e que

Hj, = min {/ L(x,v)d,u(:r,v)}
My, TN xRN

Uma medida py que atinge este infimo é chamada de medida de Mather com tempo
discreto para L.
Pode-se mostrar, através do teorema de dualidade de Fenchel-Rockafellar, que

inf sup — [hL(z,v) + Y(x + ) — (z)] = —hH}. 1.34
S e I e ) 0] = R (13

Veja [Gom] para uma prova deste fato.

Note que H}, (a menos de um sinal) é o analogo discreto do valor critico de Mafé.

Definigdo 1.17. Uma funcio continua u : TV — R é chamada
(a) uma sub-acao para frente se

u(z) < u(z 4+ hv)+ hL(z,v) —hH, Y(z,v) e TV xRY,
(b) uma sub-acao para trés se
u(z) <u(z —hv) +h Lz — hv,v) — hHy V(z,v) € TV x RY,

Definicao 1.18. Fixado h > 0, uma funcdo continua u : TN — R é chamada sub-acio
calibrada para frente (chamaremos de sub-agao calibrada) se, para qualquer x temos que

u(z) = inf {u(z+hv)+hL(z,v)—hH,}

veERN

Para cada z este infimo é atingido por algum (e pode ser mais de um) v(z).
Da equagao (1.34) concluimos que existem sub-agoes calibradas.

Definicao 1.19. Fixado h > 0, uma funcdo continua v : TV — R é chamada sub-acao
calibrada para tras se, para qualquer = temos que

uw(z) = inf {u(z —hv)+hL(x —hv,v) —hH}

veERN
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Pelo teorema 1.15, qualquer limite de uma subsequéncia lim,, .o ¢, n = ¢p, ¢ uma
sub-agao calibrada para L. Em geral nao é verdade que ¢, seja unica (a menos de soma
por constante). No teorema 1.26 vamos mostrar uma condi¢ao para tal unicidade.

B Proprie_dades similares sao vélidas para o problema ”para tras”, ou seja, se lime, .o ¢¢; n =
on, entao ¢p, € uma sub-acao calibrada, etc...

Proposigao 1.12. Seja v uma sub-acao calibrada para o Lagrangiano L. Seja x ponto
de diferenciabilidade de u entéao

Vu(z) = hLy(z,v(x) — Ly(x, v(z)).
Este teorema pode ser demonstrado aplicando o mesmo argumento usado na prova do
teorema 4.1 de [Gom)].

Hipdétese: Vamos supor também que o Lagrangiano é tal que L, tem constante
de Lipschitz limitada em v. Pois neste caso a equacao p = hL,(z,v(z)) — Ly(z,v(z))
tem uma unica solucao diferenciavel, quando h é suficientemente pequeno. Portanto pelo
mesmo argumento usado na prova do teorema 5.5 de [Gom] obtemos que qualquer medida
minimizante py estd suportada em um grafico.

Nas proximas defini¢oes fixaremos um valor de h > 0, suficientemente pequeno tal que
a propriedade de grafico seja satisfeita.

Em analogia as curvas ligando dois pontos no caso continuo vamos definir caminhos
discretos.

Definigao 1.20. Dados k € N, 2,z € TV um caminho de tamanho k ligando = a z é
uma sequéncia ordenada de pontos

(:170,:131, ,xk) S RN X ..o X RN
satisfazendo x¢y = z, 2 = 2.
Vamos denotar por Py(z,z) = P,?(m, z) o conjunto dos caminhos de tamanho k.

Para cada z; vamos associar um v; € R, dado por

Tjt1 — Tj
Vi = J J

5 = . for 0<j<k

Definigao 1.21. Fixado (o, ..., xx) definimos a agao deste caminho como:

o
—

Ap g, (xoy e xy) =D Y (L — Hp)(xi, ;).

%

I
o

Observagao: Seja (g, ...,x) € Pr(x + s,2) um caminho, onde =,z € RN e s € ZV.
Como o Lagrangiano é Z"-periédico temos que o caminho (Zo, ..., 1) € Pk(z, z — s) dado
por ¥ = x; — s é tal que A; g7, (20,.... k) = A 7, (To, ..., Tk)-
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= V
Fig. 1.3: Representacao grafica de um caminho em Py(x,z), com h = 1.

Definicao 1.22. Um ponto z € TV é chamado néo errante com respeito a L se, dado
€ > 0 existem k > 1, s € Z" e um caminho (zg, ..., z3) € Pr(x + sp, ) tal que

AL g, (zo,...,zk)| < €.

Vamos denotar por 2;(L) o conjunto dos pontos nao-errantes para L.

Observagao: (L) é um conjunto fechado. De fato, seja z € Qp(L) tal que xp —
x. Para cada 7, e € = % existem j,, sj, e (2o,...,2;,) € Pj.(xr + sj,,Tk) tais que
|Ap g7, (0,21, 25, )| < 1. Portanto o caminho (z + s;,, 21, ..., 7j,,—1,2) também tem
agao pequena, dai quando n — oo obtemos que x € Qp(L).

As provas dos resultados a seguir sao similares as que aparecem em [GL] onde uma
versao discreta da teoria de Aubry-Mather para dindmica simbdlica é considerada.

Proposicao 1.13. Seja pp uma medida de Mather discreta, entao

m1(supp(pn)) C Qn(L).

Demonstragao : Pela hipétese que fizemos para o Lagrangiano (e veja teorema 5.5 de
[Gom]) sabemos que py, estd suportada em um grafico Lipschitz, portanto podemos definir
Y RV — RN tal que o(z) = 2 + hv(z). E definimos ¢ : TV — TV por ¢ (z) = ¥(x)
mod Z~. Afirmamos que u o T L ¢ y-invariante.

De fato, por uy, ser holonémica e pela definicio de v temos que para toda ¢ : TN — R
vale

sov@noni) = [ 6o+ hols) mod Z¥)d, -
™ TN xRN

_ /T o ) = /T Sl oY)

Podemos agora mostrar que 7 (supp(up)) C Qx(L), seja (x,v) € supp(upn) € B uma
bola aberta centrada em x, entao p o m 1(B) > 0, portanto pelo teorema de recorréncia
de Poincaré, existe g € B N dom(Vu) tal que v7(xq) retorna infinitas vezes a B, i.e.,
existe s; € ZN tal que 7 (z0) —s; € B. Seja u é uma sub-agao calibrada para L, podemos
escrever u(zg) — u(z;) = th;é(L — Hp)(z4,v;), onde x; := 1p*(x). Dados § > 0 e
xj — s; € B podemos construir o seguinte caminho (Zo, ..., Z;) = (x, z1, ...xj—1, 2 + 5;) tal
que

Ap g, (@0, Tj) <6
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De fato,
AL_ﬁh(:L’o, cony a:j) =

i . x) — L(z0,v0) +L(xj-1, w

se B é suficientemente pequeno. Portanto z € Qp(L).

= u(xo) —u(z;)+h[L(x, )= L(xj-1,v5-1)] <6,

O

Definicao 1.23. Definimos o potencial de Mané como sendo a funcio Sy, : TN x TV — R
definida por
Sh(l‘, Z) = Héf Sﬁ(l‘, Z)>

E a barreira de Peierls como sendo a funcio hy : TV x TV — R U {400} definida por

hy(z,2) = likm inf S¥(z, 2),
onde

SE(x.2) = inf inf A, = (20, Th
h( ’ ) sezZN (107~-~»1k)€73k(ft+s,z) L*Hh( ’ ) )

As fungdes Sy, e hy, tem as seguintes propriedades:
(i) Sn(z,y) < Sn(z,2) + Sh(z,y) Va,y,2 € TV,
(ii) hy,(z,y) < hy(z, 2) + hy(z,y) Vz,y,z € TV,
(iii) hy(2,y) < S, 2) + hy(z,y) Vo,y,z € TV,

Observagao: E claro que Sp(z,z) < hp(x,z). Segue de (i) que Sp(z,z) > 0, logo se
hy,(z,z) = 0 temos que Sy, (z,z) = 0. Por outro lado se Sp,(x, ) = 0 entao existe sequéncia
de caminhos com S,lf (z+ sk, x) tendendo a 0, assim, pela observagao apds a defini¢ao 1.21,
temos que S¥(z +nsg, r) = nSF(x + s, ) que também tende a 0, daf hy,(x,z) = 0, logo
Sp(x,z) =0 < hy(z,z) =0.

Portanto da definicdo conjunto nao errante e da observagao obtemos que

(L) ={z €TV : hy(z,z) = Sy(z,z) =0}

Cabe aqui ressaltar a diferenca entre o problema de Mather continuo onde o potencial
do Mané S (definido de maneira similar, veja [Fa] ou [CI]) é tal que S(x,z) = 0 para todo
x. Isto acontece porque no caso do tempo continuo podemos considerar trajetérias com
tempo tao pequeno quanto quisermos.

Proposicao 1.14. As fungoes Sy, (-, z) e hy(-, z) s@o sub-agoes para frente.

Demonstragcao : Segue de (i) que

Sp(z,y) — Sp(z + hv,y) < S(z,z + hv) < h(L(z,v) — Hp,).
E por (iii)

by (z,y) — by (2 + ho,y) < Sz, 2 + ho) < h(L(z,v) = Hp).
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Observacgao: Se z € (L) entao Sp(-,2) = hy(-, 2).
De fato, dados € > 0 e ng € N grande, seja (g, ..., x1) € Pp(x + 5,2), s € ZV tal que

€
’AL—Fh(x()v ey ) — Sp(z, 2)| < 3

Como z € (L) existe caminho (%o, ..., ¥n) € Pu(z,2 + 1), t € ZN com n > ng tal
que [A; 7, (Zo,....,Tn)| < 5, dal concatenando estes dois caminhos obtemos um novo
caminho (Zg, ..., Tx1n) € Prin(x + s,z + ) tal que

|AL7ﬁh(i’07 ---';-i'n-i-k) - Sh(ac,z)] <e

Portanto o infimo na definicdo de Sp(z,z) é atingido para k grande, logo Sp(z,z) =
hh ([1}, Z)
Para provarmos que hy(+, z) é uma sub-agao calibrada precisamos do seguinte lema.

Lema 1.4. Seja (2o, ...,2x) € Pi(z + s,2z) um caminho tal que A; 7 (zo,...., k) =
SF(x,2). Entao existe uma constante K tal que |v;| < K para todo 0 < i < k. Ainda, K
é independente de z,z € TV,
Demonstragdo : Seja R =2 max d(x,y), definimos A(R) = max{L(x,v) : |v| < R}.
z,yeT
Como L é superlinear existe uma constante K tal que se |v| > K entao L(z,v) > A(R).
Vamos mostrar o lema por indu¢do. Primeiro vamos provar que |vg| < K: suponha por
absurdo que |z1—zg| > K. Podemos escolher sg € Z" tal que |zg+so—z1| < R, daf o cam-
inho (Zo, ..., Zx) = (xo + S0, 1, ..., x) € tal que ALfﬁh(io, o Tg) < ALfﬁh(xOv ey X)) =
S,’j(x,z), o que é um absurdo. Suponhamos que tenhamos provado que |v;| < K para
todo 0 < i < j e suponhamos por absurdo que |vj| > K, escolhemos s;_1 € ZN tal que
‘:Cj_l +85-1 —a:j] < R, entdo o caminho (Zo, ..., .fk) = (xo—i—sj_l, ey L1+ S5 —1, Ly eeny mk)
é tal que AL—ﬁh (Zoy ooy Tg) < AL_ﬁh(xo, .., Tk), 0 que nao pode acontecer. Portanto
lvi| < K, para todo 0 < i < j. O

Proposigao 1.15. Fixado z € TV a funcio u(-) = hy(+, z) é uma sub-acdo calibrada.
Demonstracdo : Fixado z € TV, queremos encontrar v € RV tal que
hy,(z,z) — hp(z + hv, 2) = hL(z,v) — hHy,.

Pela definicao da barreira de Peierls existe sequéncia j, — oo e uma sequéncia de
. o . . n n N .
caminhos minimais (g, ...,z7 ) € Pj, (T + sy, 2), sn € Z7, tais que

Ap g, (30, ]) = SI"(x, 2) — hy(z, 2).

Como, pelo lema 1.4, |vf| = |x+sy+xl| < K, a sequéncia {z}] — s,} tem um ponto de

acumulacao, digamos x1, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

P —xr—s
L ™). Portanto

x1 = lim(z] — s,) e definimos v = lim(
n n

h
hh([L‘l,Z) < Sinil(‘rlﬂz) < AL-ﬁh(JIl + Snal'g) ,-’E?n)
Dai )
T . Ty — T — Sp __
hL(z,v) — hHj, + hy(x1, 2) < lim [AL(2 + sy, ) — W+

n—0oo h
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n

Lo — X1 — S
+hL(z:, wa) — hL(z},07) + Ap g7, (2, .y 2]
= nlg]go Ay g, (@0, 2]) = hp(z, 2).

Entao
hL(z,v) — hH} < hy(z,2) — hy(z + hv, 2).

Como hy(+, z) é uma sub-acao temos a outra desigualdade. Logo

hL(JZ’,U) - hﬁh = hh(l’,Z) - hh(x + hU,Z)-

Teorema 1.25. Se u é uma sub-acao calibrada, entdo para qualquer x temos que

u(r) = peig(fL){U(p) + hy(z,p)}.

Demonstragcao : Primeiro vamos mostrar que
u(z) < inf {u(p) + hip(z,p)}:
@< inf {ulp) +bu(e.p)}
Sejam x, z dois pontos em TV, e (zq, 1, ...., %) € Pr(z + 5, 2), s € ZV.

Pela definicao de sub-agao temos que

u(z;) <u(zji1) +h L(zj,v;) —hHp for 0<j<k.

Portanto
k—1 o
u(zo) < u(xk)+h Z(L — Hp)(x;,v5)
§=0
Entao
u(z) < u(z) +hy(z, 2)
Logo

Agora vamos mostrar que
u(x) > inf {u(p)+ hp(z,p)}:
@3> inf {up)+bu(r.p)
Por hipétese temos que

uw(z) = inf {u(z+hv)+hL(z,v)—hH,}

vERN

Fixado z € TV, vamos denotar por 2o = z. Como u é uma sub-acao calibrada existe
v tal que
u(zo) = u(xo + hvy) + h L(xg,v0) — h Hp,.

Seja x1 := g + hvg, assim podemos construir a seguinte sequéncia (zo, z1, ..., Z;, ...) tal
que para cada j > 0, xj41 = z; +hvj, e u(z;) = w(xjp1) +h L(z;,v;) —h Hp. Projetamos
tais pontos em TV, i.e., escolhemos 5j € ZN tais que Tj=x;+s; € TN.
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Seja p € T™ um ponto de acumulacdo da sequéncia {Z;}, afirmamos que p € Q(L).
De fato, suponha que Z;, — p podemos construir, para n > m, o seguinte caminho:

(i’o, ...,i’jn,jm) = (p — Sjm,l‘jerl, ceey l‘jnfl,p — Sjn)? daf

ALfﬁh('%O’ ""?'%jn*jm) = ALfﬁh(xjmv ...,ZCjn)+

Pt R S g )4, B ) ey, ),

Como Ay 7 (%jn,, - Tj,) = u(zj,,) —u(x;,), dado € > 0, se m é suficientemente grande,
entao

+h(L(p75]ma

|ALfﬁ;L (i’o, ey -i‘jn*jm)’ < €,

ie, pe Qu(L). Para este p vamos mostrar que

Sp(z,p) < ulz) — ulp).

De fato, consideramos o seguinte caminho: (Zo,...,Zj,,) = (Z0, .., Tjpi—1,P — Sjm),
entao
Ap_g, (T0, s Ty, ) — u(a) +ulp) =
p — Sjm B x]m_l)

h

= u(p) — u(xj,,) — hL(zj,-1,vj,,-1) + hL(xj,, -1,

Logo, dado k > 0 existe m; € N tal que se m > my entao
Ap 7, (Zo, . Tj,,) <u(zx) —ulp) +1/k.

Finalmente, quando k£ — oo obtemos que

Sp(z,p) < ulz) — ulp),

u(z) > pebﬁf@{u(p) + Sh(z,p)}-

O

Vamos mostrar agora sob hipdtese do Lagrangiano ser genérico obteremos que as sub-
acoes calibradas sao tnicas a menos de constantes.

Definicao 1.24. Seja MS o conjunto das medidas de Mather discretas, i.e., medidas tais
que [ Ldup = Hp e [ p(z+ hv) — o(x)dup, =0 Vo € C(TV).

Fixado h definimos a propriedade P,: O conjunto Mp(L) = {up} é unitdrio e
mi(supp(pn)) = Qn(L + ).

Proposigdo 1.16. O" := {1 € C®(TV,R) : MA(L + ¢) = {u} e m1(supp(up)) =
Qn(L + 1)} é uma intersecio de conjuntos abertos e densos em 1) € C°(TV,R).

Demonstracdo : A prova de que OF := {¢p € C*(TV,R) : ME(L+) = {un}} é
muito semelhante a demonstragao do teorema 1 de [BC].

Seja g € OF, e 91 € C(T, R) tais que ¢1 > 0 e {z : ¥1(z) = 0} = m1(supp(un)).
Entao 71 (supp(un)) € Qn(L + vo + 11).
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Afirmagao: Se xg ¢ 71 (supp(up)) entdao xg & Qp(L 4 1o + 101). De fato, 11 (z9) > 0, e

k—oo \ seZN Pr(zo+s,z0 e

k—1
h%LWOWI)(fEO’ xo) = liminf ( inf inf )Z(L + Yo + Y1 — ﬁh)(xi, 7),)) >

k—1
lim inf ( inf inf Z(L +po + —Hp) (4, v;) + 11 (930)> = héLWO)(xo, o) +91(70)-

k—o00 s€ZN Py (xo+s,z0) =0

Daf i (supp(pn)) = Qn(L + o + ¢1). O

Por abuso de notagao dizemos que o Lagrangiano é genérico ja que existe um conjunto
residual de funcées 1) € C°(TV,R) tais que L + 1 tem a propriedade P,.
Observagao: Note que a definicdo do Lagrangiano ser genérico depende da propriedade
P que estamos considerando. Como vemos acima temos que considerar para cada h
uma propriedade P diferente. Podemos escolher uma sequéncia de h,, — 0 e considerar
propriedades P,, onde para cada P, existe um conjunto genérico O" € C°(TV R) tal
que P, vale.

Definindo por

o=[()o"

n>0

Fica claro que se ¥ € O entao L + v tem as propriedades P, para todo n.

Para ver que a fungao ¢, definida acima (limite de uma subsequéncia) é tnica (a
menos de soma por constante), vamos precisar do seguinte resultado.

Proposicao 1.17. Existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto das fungoes
f e C(Qn(L)) satisfazendo f(x) — f(2) < Sh(z, 2), para todos os pontos z,z em Qp(L),
e o conjunto das sub-agoes calibradas .

Demonstra¢gao : Vamos definir o mapa por
£ = ug(e) = inf{ () + Su(e, )}

Vejamos que uy ¢ uma sub-agao calibrada: Primeiro vejamos que uy ¢ uma sub-acao:
sejam (x,v) e € > 0 entdo existe p € Qp(L) tal que

f(p) + Sp(z + hv,p) < up(x+ hv) +e€
entao
up(x) — up(x + hv) < Sp(z,p) — Sp(z + hv,p) — e < h(L(z,v) — Hp) — e,

fazendo € — 0 obtemos o que querfamos. Mostremos agora que uy ¢ calibrada. Seja
x € TV, dado € = 1/j podemos encontrar pj € Qp, tal que

f®j) + Sz, pj) <up(z) +1/j
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para cada j escolhemos v; tal que
Sn(z,p;) = Sp(x + vj,p;) + hL(z,v;) — hHy.

Note que pela prova da proposigao 1.15, temos que |v;| < K, portanto seja v um ponto
de acumulagao de {v;}. Como

up(@ + hvj) < f(pj) + Sn(x + hvj, pj)
temos que
ug(z + hvj) + hL(x,vj) — hHp, < f(pj) + Sz, pj) < us(p;) +1/5
fazendo j — oo obtemos que
up(x + hv) + hL(z,v) — hHy < ugp(x)

como uy ¢ sub-acao vale a igualdade.
Injetividade: Seja x € Qp (L), entao Sy(x,z) = 0, dai

up(@) = mf{f(p) + Su(w,p)} < f(2) < f(p) + Snlz,p) Vp € (L)
Portanto us(x) = f(x) para x € Q4(L). Entao f # f implica up # uj.

Sobrejetividade: seja u sub-acdo calibrada, defina f = ulq, (1), f satistaz f(z)—f(2) <
Sh(x, z). Pelo teorema 1.25 (lembre que se p € (L) entao S,(-,p) = hy(-,p)),

up(x) = nf{u(p) + Su(@,p)} = u(z)
O

Proposicao 1.18. Se up o7 L6 ergédica, sejam u,u’ duas sub-acoes calibradas para L,
entdo u — u' é constante em 71 (supp(up)).-

Demonstragao : Foi mostrado em [Gom] que os pontos do suporte da medida puj sdo
da forma (z,v) = (x+ hvg, v) com (zg, vp) no suporte de up. Seja x € 71 supp(up), entao
x = x9 + hvg dai

u(xg) — u(zo + hvo) = hL(xo,v0) — hHp, = u'(z0) — /(20 + hwo)

(pois para toda sub-agao calibrada vale que u(z+hv) —u(x)+ L(x,v) = —hH}, nos pontos
(z,v) € supp(up), veja [Gom]). Portanto u — v’ = (u — ') o ¢ em 71 (supp(pp)) € como
[ © 7r1_1 é ergddica segue que u — u' é constante em 7 (supp(up)). O

Lema 1.5. Suponha L genérico e seja up a unica medida minimizante, entdo a medida
HUpOT] 1 6 unicamente ergédica para a aplicagio 1 (definida na demonstragao da proposi¢ao
1.13).

Demonstracao : Ja foi provado na proposicao 1.13 que pp omy Lg -invariante. Vamos
mostrar que 1 é unicamente ergédica. Seja n uma medida nos Borelianos de Qp,(L) =
m1(supp(up)), invariante pela ¢ : Qp(L) — Qp(L). Definimos, em cada B Boreliano de
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TN x RN, u(B) = n(71(B Nsupp(un))), entdo p é uma probabilidade em TV x RV, tal
que
(i) supp(p) C supp(un),
(ii) pom t =n,
(iii) p € My,
(i) e (ii) sdo facilmente verificadas. Para provarmos (iii), seja ¢ € C(T?). Temos que

/ o+ ho)du(z, v) = / 0 B(x)dn(x) =
TN xRN

’]I‘N

= [ e@ana) = [ plainte.).

Seja u uma sub-agao calibrada, pelo teorema 5.4 de [Gom] para todo pontos (z,v) €
supp(up) vale que B
hL(xz,v) = u(z) — u(x + hv) + hHp

Por (i) e (iii) temos que

/hL(az,v)d,u(:c,v) = /(u(z) —u(z + hv) + hH}p) dp(x,v) = hHp,.

Portanto p é uma medida minimizante, mas como estamos supondo que a medida mini-
mizante ¢ nica seque que p = pp, portanto n = pp o, 1. 0 que mostra que s6 existe uma
medida invariante para 1, logo esta é unicamente ergédica. O

Teorema 1.26. Se L é genérico no sentido de Mané, entao conjunto das sub-acoes cali-
bradas é unitario (a menos de soma por constantes).

Demonstragao : Como estamos supondo que o Lagrangiano é genérico, m (supp(up)) =
Qp(L). Sejam f, f' : Qn(L) — R continuas satisfazendo f(z) — f(z) < Sp(z, 2), f/'(x) —
f'(2) < Sh(x,2). Assim como na proposicao 1.17, construimos uys,us sub-acoes cali-
bradas, tais que f—f" = us—usp em Q,(L), agora pela proposicao 1.18 uy—uy é constante
em 71 (supp(pn)) = Qp(L). Logo o conjunto {f € C(Qu(L) : f(x) — f(2) < Sp(x, 2)}
¢é unitério, pela proposi¢ao 1.17 concluimos que o conjunto das sub-agoes calibradas é
unitario. a
E portanto obtivemos a unicidade da ¢y,.

A seguir vamos mostrar a unicidade de ¢y,.
Seja L(x,v) = L(x+ hv,—v), e lembre que u é sub-agao calibrada para trés se satisfaz

u(z) = inf {u(x —hv)+hL(x —hv,v) —hH}

veERN

0 que é equivalente a
u(z) = inf {i(z +hv)+ h L(xz + hv, —v) — h Hy}
vER

e portanto
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w(r) = inf {u(z +hv)+hL(z,v) —hHp}
veRN
i.e., U é sub-acdo calibrada para frente para L.
Note que

k 1
Sp(x,2z) = inf inf inf p)(@j,v;)| =

s€ZN Kk Pi(z+s,z)
J=0

k—1
= inf inf inf hy (L— Hp)(xj+ hvj, —v;
s€ZN k Pr(x+s,z) ]go h J J )

Seja (Zg, ..., Tr) um caminho tal que Ty = = + s, T = z, definimos
(xo, ..., zk) := (Zk, ..., To). Um célculo simples mostra que

k k

> (L= Hp) (@i + hvg, —03) = Y (L — Hp) (@i, v:)

=0 =0

Logo fica claro que Sy,(z,x) = Si(z,2) e portanto

(L) = Qu(L) = {z €TV : Sy(x,z) = Sp(x,z) = 0}

Aplicando a proposicao 1.17 para L:

Existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto das fungoes f € C(,(L)) satis-
fazendo f(x) — f(2) < Sp(z,2) = Sp(z,2), para todos os pontos z,z em (L), e o
conjunto das sub-acoes calibradas.

Da mesma forma que definimos i, podemos definir fi; a medida associada ao
Lagrangiano L(x,v) = L(z + hv, —v). Entao

_ _hL(@0) 46 p(@+hv) = p (@) =Ac p _ $e,n(@)+de p(z+hv)  RL(zv)=Acp
fie.n(z,v) = O p(x)e eh =e <h e <
¢s,h(z)+d§e,h(m+hv> hL(z+h'U,7v)7)\€’h
=e eh e eh

Portanto fiep(x,v) = pen(x + hv, —v).

Também podemos definir jij, por fi, , — [in, para alguma subsequéncia €, — 0. Entao
(z,v) € supp(fin) <= (2 + hv, —v) € supp(pn)-

Logo sé existe uma fiy,, e portanto podemos aplicar a proposicao 1.18, segue do teorema
1.26 que ¢y, é tnica.

Isto nos garante que o funcional de desvio I estd bem definido.
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1.6.2 Existéncia de uma sub-agao separante

Nesta ultima parte estamos interessados em analisar o andlogo discreto de [FS], i.e., a
existéncia de uma sub-agao separante, como em [GLT]. Os resultados a seguir permitem
um melhor entendimento do problema de Aubry-Mather discreto.

Para tanto teremos que considerar a definicaio do Hamiltoniano como em mecanica
classica:

Definigao 1.25. Seja L(z,v) : TV x RN — R, definimos

H(p,z) = max{p-v — L(z,v)}

A equacao

i {u(x + m;b) (e U)} < 7,

pode ser vista como um analogo discreto da equacao de Hamilton-Jacobi

mgx{Vu(a:) ‘v — L(z,v)} = H(Vu(z),z) < —Hj

A definicao de sub-acdo neste caso é dada por:

Definicao 1.26. Fixado h > 0, uma funcao continua u : TV — R é chamada sub-acio se
para todo x € TV vale

mz?x{u(x + hq;L) —u(x) L(x’v)} <_m,

Ou equivalentemente

u(z 4+ ) —u(z) < h(L(z,v) — Hy) Y (x,v) € TV x RY

Vamos supor que h = 1 para simplificar a notacao, aqui nao precisaremos da pro-
priedade da medida estar suportada em um grafico.

Definigao 1.27. Dizemos que uma sub-acao u é separante se
max {u(z +v) —u(z) — L(z,v)} = —H <= x € Q(L).
v

O resultado principal desta tltima parte é o que segue.

Teorema 1.27. Existe uma sub-acao separante.

Lema 1.6. Para toda sub-agao u e todo z € Q(L) vale que

max {u(z +v) —u(x) — L(z,v)} = —H.
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Antes de provarmos o teorema precisaremos de alguns resultados.
Note que a definicdo de sub-acao

max {u(x +v) —u(x) — L(z,v)} < —H

é equivalente a

k-1
u(zy) — u(xo) Z H)(x;,v;) para todo caminho (o, ..., T) (1.35)
i=0

Observe que desta nova caracterizacao das sub-agoes segue facilmente que
h, =h(z,-) e S; = S(x,-) sdo sub-acoes.

Proposicao 1.19. Se x € Q(L) entao existe um raio (zo, z1,...., Tk, ...) tal que g =z e
k—1
xlﬁxo Z «Tz’ ’Ui)
1=0

Demonstragao : Como z € ()(L) existe uma sequéncia de caminhos {(z, ..., 27 ) tnen

tal que 2§ = z, 2% = + s, 4, € Z"¥ and j, — oo satisfazendo

In

A _g(zg, 2] ) — 0. (1.36)

Como |v;1| < K existe uma sequéncia (zg, ..., Tk, ...) que é limite dos caminhos acima, e a
convergéncia é uniforme em cada parte compacta.
Fixado k£ € N, para j, > k temos que

Sj"_k(ffk, z0) < L(xg, Ty — k) — H+ Ap g (@ e 25,
e também
Sj”_k(l‘k, x0) — A _g (g, - ]n) < L(zg, Ty — o) — H - AL (g s Thiyr)-

Portanto tomando o lim e usando (1.36) obtemos que
n—oo

h(xk, .’B()) < —A[ﬁﬁ(xo, ceeey Ik)

Demonstragao do lema (1.6):
Afirmagao: Se u é sub-agao, entao u(y) — u(y) < h(y,y).
De fato, seja (yo, ..., yn) caminho tal que yo = y, y, = ¥, entao vale que

u(y) — u(y) = uw(yn) —uw(yo) < Ap_7 (Yo, s Yn),

como vale para qualquer caminho temos que u(y) — u(y) < h(y, ).

Seja xz € Q(L) e (=0, ..., Tk, ...) 0 raio que existe pela proposicao (1.19).
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Seja u sub-agao, por (1.35) temos que

u(xy) —u(zo) < Ay _z(xo,...s 2p)

u(xo) — u(xy) < hxg,x0) < —A; _7(xo,...., xx)

H
Donde a segunda desigualdade vem da proposicao (1.19), e a primeira vem da afirmacao.

Portanto i

u(ar) — u(wo) = Y (L — H)(xj,v;)

=0

[y

<

e em particular para k =1

u(zo + vo) — u(zo) = L(zg,v0) — H

e entao

suplu(z +v) — u(x) — L(z,v)] < —H
v
Lema 1.7. A fungao S,(-) = S(x,-) é uniformemente Lipschitz em z.

Demonstracdo : Fixe x € TV, e > 0 e sejam y, z € TV. Por definicio de S existe um
caminho (2o, ..., zx) € Pr(z + 5,5),s € ZV tal que

|AL_H(£U07 ,.'13'k)| < S(x,y) + €

construimos o seguinte caminho (Zo, ..., Tx) = (o, ..., Tx_1,2) € Pr(x + s, 2), a agdo neste
caminho é dada por

A (&0, @) = Ay (0, ooy ) + L(wp—1, 2 — 2p—1) — L)1,y — T—1),

Note que |y — zx_1| < K e como y,z € TV, para qualquer # € (0,1), temos que
|z —xp_1 + 0(y — 2)| < Ki, para todo x_1, portanto

L(rp_1,z2 —xp_1) — L(xp_1,y — x1—1)| < max Ly(z,v)| |z —y|=C|z —
| L(xp—1 k1) = L(@p-1,y k1)|_(x,v)€TN><K1|U( )z =yl =Clz =yl

Logo para todo € > 0 temos que
S(@,2) < Ay_gy(Fo, s &4) < Sla,y) + €+ Clz—yl.
O que implica S(z,z) — S(z,y) < C|z — y|.

Trocando os papéis de y e z obtemos S(z,y) — S(z,2) < Clz —y|.
Logo |Sz(y) — Sz(z)| < Clz — y|, note que a constante Lipschitz independe de z. O

Demonstragao do teorema 1.27: Lembre que a fungao Sz(-) = S(z, -) é uma sub-acao.
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Pela definicao do S temos que
S(z,x+v) < L(z,v)—H Vv
Seja x ¢ (L), entdao S(z,z) > 0. Logo
Se(x+v) — Sy(x) < L(z,v) —H Vo

Como (L) é fechado, para cada = ¢ 2(L) podemos encontrar uma vizinhanga V,, de
x tal que para todo y € V,,

Sz(y +v) = Sz(y) < L(y,v) —H Yw

Podemos extrair, da familia destas vizinhangas {V.},¢q (), uma subcobertura enu-
merdvel {V;}22,. E definimos

ng (Z) = SI]' (Z) - Sl“j (0)

como Sy, ¢ uniformemente Lipschitz obtemos que |b~’$] (z)| < C|z|, portanto a série dada
por

o

J=1

esta bem definida e é uniformemente convergente pois TV é compacto.
u é uma sub-acao, pois

w4 v) — ula :Z (:c+v) Z x—HJ SQ[;J()S

Jj=1 Jj=1

SZWZL(%?))—H

Portanto pelo teorema (1.6)

max {u(z +v) —u(x) — L(z,v)} = —H se x¢€Q(L)
e para = ¢ Q(L), existe k > 1 tal que x € V,, , portanto
Sup (@ +v) — Sy (x) < L(w,v) —H Yo

Dai
Sg;(x +v) = Sz,(x) S, (x +v) — Sy, ()
u(z 4+ v) —u(z) = Z ! 57 4+ ok .
Jj#k
L(z,v)— H L(z,v) — H —
< Z( ( 23 ) ( 2,1 =L(z,v)—H Yo
7k
i.e.,

max {u(x +v) —u(x) — L(z,v)} < —H se xz ¢ Q(L).
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2

P.G.D. para Cadeias de Markov
Estacionarias em |0, 1]

2.1 Introducao

Vamos analisar algumas propriedades das medidas de probabilidades de Markov maxi-
mizantes no espaco de Bernoulli Q2 = [0, I]N, o que significa que vamos considerar cadeias
de Markov estaciondrias com espaco de estados S = [0, 1], onde [0,1] ={z |0 <x <1} C
R.

Mais precisamente, vamos considerar um potencial continuo A(z,y), onde A : [0, 1] x
[0,1] — R (um potencial A : Q@ — R que depende apenas das duas primeiras coordenadas
de Q).

Estamos interessados em encontrar probabilidades de Markov estaciondrias po, em
[0, 1]N que maximizem o valor
/ A(z,y) dp,

entre todas as probabilidades de Markov estacionarias p em Q = [0, 1]N.

Chamaremos de probabilidade de Markov estaciondria uma medida p obtida através
de uma probabilidade inicial df em [0, 1], e um kernel de transigdo Markoviano dP,(y),
onde # é invariante para o kernel definido por P (defini¢oes mais precisas serao dadas
posteriormente). Desta maneira, por exemplo,

([0.3,0.6] x [0.3,0.7] x [0.1,0.4] x [0,1]N) =

/0 /0 /0 dPy,(x3) dPy, (x2) df(z1).

A sigma-algebra que estamos considerando em () é a gerada pelos cilindros.

As medidas maximizantes [, S840 invariantes pelo shift, mas em geral nao sao posi-
tivas em todos os abertos de (2.

Vamos considerar um método de penalizagdo por entropia (veja [GV] para o caso
de medidas de Mather) pelo qual poderemos mostrar que a probabilidade maximizante
loo pode ser aproximada por probabilidades de Markov estaciondrias (absolutamente
continuas) pg, 8 > 0, obtidas através de f3(x) e P3(x,y) que sao continuas. As fungoes 03
e Pg (algumas vezes chamaremos de K a fungao Pg) sdo obtidas (de maneira semelhante
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ao caso descrito por F. Spitzer em [Sp] para o espago de Bernoulli Q = {1,2, ..,d}N,

. , x)on(x eﬁA(x,y) %)
veja também [PP]) como 03(x) = %,Pg(ﬂ:,y) = Kg(z,y) = Wif;(y) onde

©8, P sao as autofuncoes e A\g o autovalor dos operadores de Perron Lg, Eg dados por

Lop(y) = [ P2 o(x)de e Lgp(z) = [P A o(y)dy
(que mostraremos usando o teorema de Krein-Ruthman). Mostraremos também que
V(x) = nhn;o ﬂl In g, é uma sub-acao calibrada para frente, i.e.,

- n

V(y) = m;;ix[A(x, y) + V(x) — m], onde m = max [ Adp.

Quando o espago é [0, 1], portanto, ndo enumerével, acontece uma coisa estranha: no
problema variacional de pressao temos entropia negativa. Entropias negativas aparecem
em problemas fisicos quando os spins estdo em um espago continuo (veja [Lu], [Cv], [Ni],
INi] e [W]).

Entropias negativas s@o controversas, mas podemos citar [BBNg|: " The negativity of
the entropy change is counterintuitive, but does not violate thermodynamics as one would
be inclined to conclude at first.”

Do ponto de vista de mecanica estatistica estamos analisando um sistema de iteragao
entre vizinhos descrito por A(x,y) com temperatura zero, onde o spin z toma valores
em [0,1]. Este é outro ponto de vista para o significado do conceito de probabilidade
maximizante para A. Um exemplo bem conhecido é quando A(z,y) = xy, e =,y €
[—1,1] (veja [Th] para referéncias), que pode ser analisando usando os métodos descritos
aqui através de uma mudanca de coordenadas. No modelo chamado XY spin model’,
temos que A(x,y) = cos(z — y), onde z,y € (0,27] (veja [V]). Quando existe um termo
magnético podemos considerar A(x,y) = cos(x —y) + [ cos(z), onde [ é uma constante.
Outro conjunto de exemplos aparece em [A] se¢ao 9.4.: O modelo de Ising continuo pode

ser descrito por A(z,y) = 1(z —y)? + %2172. O primeiro termo (z — y)? descreve
a iteracdo e o segundo termo mTQxQ é o termo magnético. Mais geralmente podemos
considerar A(z,y) = %(a: —y)? + f(x), onde f descreve o termo magnético. Vamos

mostrar, entre outras coisas que para tal modelo, dada uma fungao f genérica (no sentido
de Mané [Man]), a probabilidade maximizante para A é Gnica. Desta forma, considerando
fixado o termo %(:z — )2, para um conjunto denso de funcdes f, temos que o estado com
temperatura zero para A(z,y) = 3(z — y)? + f(z) é dnico.

Deixamos para os fisicos a questao: o problema variacional de pressao para o potencial
B A (onde = % > (0 é grande e T' é a temperatura), que trata de uma entropia negativa,
¢ apenas uma ferramenta para conseguirmos uma boa aproximacao pg da probabilidade
maximizante [, para A, ou se pg tem algum sentido fisico de ser um estado de Gibbs
com temperatura finita.

Ressaltamos que a andlise do caso em que A depende de infinitas coordenadas em
[0, 1]N esbarra na questao de que a entropia natural a ser considerada neste caso é infinita.

Assim nos restringimos ao caso em que A depende apenas das duas primeiras coordenadas.

A seguir daremos algumas defini¢oes a fim de podermos enunciar o resultado principal
deste capitulo.

Vamos denotar por x um ponto no conjunto [0, 1], i.e., x = (z1, 72, ...).
[0, 1]Y pode ser munido com a topologia produto, e entdo [0, 1] torna-se um espaco
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topoldgico metrizavel compacto (pelo teorema de Tychonoff). Definimos uma distancia

em [0, 1] por | |
T —y;
d(x,y) = Z %
Jj=1

Definicao 2.1. (a) o mapa shift em [0, 1]Y é definido como o((z1, %2, ...)) = (72,23, ...).

(b) Seja Aj, As, ..., Ay intervalos de [0,1] nao degenerados (de comprimento estrita-
mente positivo). Vamos chamar de cilindro de tamanho & o subconjunto de R* dado por
Ay X Ay X ... X Ag, e denotaremos ele por Aj....Aj.

(c) Denote por Mg v 0 conjunto de probabilidades nos borelianos de [0, 1], Chamare-
mos de medidas holonomicas o subconjunto de Mg ;v definido por

My = {M € Mg : /(f(ﬂﬁl) — f(x2)) du(x) =0, Vf e C([0, 1])} : (2.1)

Observacgao:
(i) Um cilindro pode também ser visto como um subconjunto de [0, 1]N: neste caso,
temos que

Ay Ay = {x 0,1 ¢ e A, V1<i< k} .

(ii) Mo contém todas as medidas o-invariantes. Isto é uma consequéncia do fato
que medidas invariantes pelo shift podem ser caracterizadas como as medidas p tais que
[ fdu = [(foo)du para todas as fungoes continuas definidas em |0, 1] tomando valores
em R. Ainda o conjunto das medidas o-invariantes contém o conjunto das probabilidades
de Markov estacionarias.

Queremos resolver o seguinte problema

:‘151%{/ Adp} . (2.2)

Que é mais geral do que o problema de maximizagao sobre as probabilidades esta-
ciondrias.

Veremos que os dois problemas sao equivalentes pois o valor do maximo desde tltimo
problema é o mesmo que o valor do maximo entre todas as probabilidades de Markov
estaciondrias, ou seja existe uma medida de Markov estacionaria tal que a integral do
potencial em relacdo a esta medida realiza o valor do maximo, evidentemente podem
existir medidas maximizantes que nao sao estacionarias.

O resultado principal deste capitulo pode ser expresso pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1. Sejam A : [0,1]?> — R, i.e., um observavel que depende das duas primeiras
coordenadas de [0, 1]V, e

= Ad
m mMaX/ m

0

Entao
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(a) Existem uma medida pi € My tal que f Adps = m , e uma sequéncia de medidas
1z, B € R tais que
g — Moo,

pg é definida através de 0 : [0,1] — R, Kz : [0,1]> — R, definidas acima, como

Nﬁ(Aln-An) = / Kﬁ(l’n,h l‘n)...Kﬁ(IL‘l, 132)95(131)6113“...611‘1

Ay Ay
onde Ay, Ag, ... , A, sdo intervalos de [0, 1].
(b) Se ainda %(m,y) # 0, entdo existe um conjunto genérico G € C?([0,1]) tal

que para toda ¢ € G existe po € My tal que [A+ ¢ dus = M(A4y) € que pode ser
aproximada por medidas f1g como no item (a), e ainda se fio € outra medida maximizante
eNtao Voo = Voo, ONde Voo (B) = fioo(IT71(B)), Vo (B) = fico(II71(B)), B é um boreliano
de [0,1]2 e IT: [0,1]N — [0,1]? é a projecdo nas duas primeiras coordenadas.

(c) Nas hipéteses do item (b), seja D = Aj....A; um cilindro de tamanho k qualquer.
Entao o seguinte limite existe

1

lim —In D)= — inf I(x).
Jim 510 jug(D) (%)

xeD

Onde
I:1]0,1]N — [0, +00] é a funcdo definida por

I(x) =Y V(zip1) = V(i) = (A= m)(zi, zi41) -
i>1

e V é uma sub-agao calibrada para frente.

Sob a hipdtese de A ser twist, i.e., %(m, y) # 0 para todo (x,y) € [0, 1] x [0, 1] vamos
provar que a probabilidade v, em [0, 1] X [0, 1] estd suportada em um gréfico. A condicao
twist é essencial na teoria de Aubry para mapas twist [Ban] [Go]. Ela corresponde, na
teoria de Mather, a hipétese de convexidade do Lagrangiano [Mat| [CI] [Fa] [Man]. Ela
também é considerada em problemas de otimizac¢ao como em [Ba]. Aqui vérios resultados
podem ser obtidos sem esta hipotese. Mas para obtermos a propriedade de gréfico, ela é
realmente necesséria.
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2.2 Medidas de Markov Estacionarias

Defini¢ao 2.2. Uma funcao P : [0,1] x A — [0,1] é chamada de transi¢do em |0, 1],
onde A é a o-algebra de Borel em [0, 1], se
(i) para todo = € [0, 1], P(x,-) é uma medida de probabilidade em ([0, 1],.4),
(ii) para todo B € A, P(-, B) é uma fungao A-mensurdvel de ([0,1],.4) — [0, 1].
Algumas vezes vamos usar a notagao P, (B) para P(z, B).
Definicao 2.3. Uma medida de probabilidade 6 em ([0,1],.4) é chamada estaciondria
para uma transi¢ao P(-,-), se

0(B) = /PI(B) df(x) para todo B € A.

Dadas uma probabilidade inicial 0 e uma transi¢do P, como acima, podemos definir
um processo de Markov { X, },,en com espaco de estados S = [0, 1] (veja [AL] secao 14.2
para uma referéncia). Se 6 é estaciondria para P, entdo, X, é um processo estocdstico
estaciondrio. A probabilidade associada p em [0, 1] é chamada probabilidade estaciondria
de Markov definida por 6 e P. Mais especificamente temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4. Uma medida de probabilidade 1 € Mg ;v serd chamada uma medida de
Markov estaciondria se existem # e P como na defini¢ao 2.3, e u é dada por

w(Aip.. . Ay) = / APy, | (xy)...dPy, (z2) df(z1), (2.3)
A1...Ap
onde Ay, Ag, ... , A, sdo intervalos de [0, 1].

Definigao 2.5. Vamos denotar por Mg 1j2 o conjunto de medidas de probabilidades nos
Borelianos de [0, 1]2.

Mg 12 pode ser munido com a topologia fraca-*, onde uma sequéncia v, — v, se e
somente se , [ fdv, — [ fdv, para todas as fungdes continuas f : [0,1]> — R. Com isso
temos um espago topoldgico compacto (pelo teorema de Banach-Alaoglu).

Teorema 2.2. (Desintegragao de medidas) Sejam X,Y espacos métricos separaveis de
Radon. Seja i medida em Y e seja 7 : Y — X Borel mensurédvel e ji = 7,fi. Entao existe
uma familia de probabilidades de Borel {/i;},cx em Y unicamente determinada fi-q.t.p.
tal que:

1) (Y \ 7 ' (2)) =0, f-q.tp.

2 fy FE)d(2) = [y s ) F(2) i (2)di().

Veja [Del], Pg 78, (70-III). Um espaco de Radon é um espago métrico separdavel onde
qualquer medida de probabilidade g é ”inner-regular”, ou seja, para todo boreliano A
verifica-se p(A) = sup{u(K) : Kcompacto, K C A}. Pode-se provar que espacos
métricos compactos sao espagos de Radon. Veja [AGS].

Usando o teorema 2.2, concluimos que qualquer probabilidade v em [0, 1]? pode ser
desintegrada como dv(z,y) = df(z) dP,(y), vamos utilizar a notagdo mais reduzida v =
6P, onde 0 é uma probabilidade em ([0, 1], A).
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Definigao 2.6. (a) Uma medida de probabilidade v € Mgy} serd chamada medida de
Markov estaciondria induzida se a sua desintegracao v = 0P for tal que 6 é estacionéria
para P, i.e.,

/ do(z) = / / dP,(y)df(x)  paratodo B € A.
B 01]/B

Neste caso, para cada conjunto (a,b) x (c,d) € [0, 1]? temos que

v((a,b) x (¢,d)) :/( b)/( ; dP,(y)df(z) .

(b) Denotaremos por M o conjunto das medidas de Markov estaciondarias induzidas.

Definicao 2.7. (a) Uma medida de probabilidade v serd chamada uma medida de Markov
estacionaria induzida absolutamente continua, se v pertence a Me pode ser desintegrada
como v = §K, onde # é uma medida absolutamente continua dada por uma densidade
continua, i.e., df(x) = O(x)dx, e para cada = € [0,1] a medida dK;(y) é uma medida
absolutamente continua dada por uma densidade continua, i.e., dK,(y) = K(z,y)dy.
Note que neste caso estamos utilizando a letra K no lugar de P para representar a fungao
de transicao.

(b) Denotaremos por M o conjunto das medidas de Markov estacionérias induzidas
absolutamente continuas.

Observagao: Vamos fazer o seguinte abuso de linguagem: quando a medida v for absolu-
tamente continua, ou seja, admite uma densidade vamos denotar dv(z,y) = v(z,y)dzdy.
Portanto v = #K pode denotar tanto denotar a medida desintegrada como apenas a
densidade da medida, no contexto ficara claro qual das duas estd sendo usada.

Pode-se mostrar que as densidades K : [0,1]> — [0,4+00) e 6 : [0,1] — [0, +00) da
defini¢do acima satisfazem as seguintes equagoes:

/K(:c,y) dy =1, Vo e [0,1], (2.4)
/G(m) K(z,y)dzdy =1, (2.5)
/0(3@) K(z,y)dr = 6(y), Vy e [0,1]. (2.6)

Ainda: Qualquer par de funcbes continuas ndo negativas satisfazendo as trés equacoes
acima definem uma medida de Markov estacionaria induzida absolutamente continua.

Lema 2.1.
@ 8= {ve Moy s [ 160~ ) dnto) =0, v e}
(b) M é um conjunto fechado na topologia fraca-x.
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Demonstragdo : Basta provarmos o item (a), pois o item (b) segue imediatamente.
Para provarmos o item (a) no sentido C, notamos que, para um boreliano B, vale

/L”/L”XBCOdRAyﬁwﬁﬂZZ/L”XB@ﬂ m”dRAyﬁwc@::/LHXBcwdﬂm)z

:LM@:A@LMMW@:AWAJﬂW%@M@

Basta agora usarmos o argumento usual de aproximarmos qualquer funcao continua por
funcoes-escada e temos o resultado desejado.

Vamos agora provar D. Seja v = 0P a desintegracao da medida v. Note que basta
provarmos que [ df(z 0.1] |5 dP.(y)df(x) se B for um intervalo, visto que os
intervalos geram a o- algebra (ie Borel.

Portanto, seja B um intervalo, e f, € C[0,1] uma sequéncia crescente de fungoes
continuas e nao-negativas que converge a xp. Entao, pelo teorema da convergéncia
mondtona temos que

/ d0(z) = / xp@)di@) = lim [ fu(2)d0(z) =
B [0,1]

n—-+o0o [071]

= lim fn(z)dPy(y)df(z) = lim fn(y)dPy(y)do(x) =
n—+00 Ji0,1] J[0,1] n—+0 Ji0,1] J[0,1]
= lim on(z)db(z)
n—-—100 [0,1]
onde @, (z f[o 1 Tn(y)dPy( f[o 1) XB(Yy)dP:(y) = ¢(x) novamente pelo teorema da

convergenma monotona Portanto a funcao ¢, converge pontualmente, é uniformemente
limitada, e o teorema da convergéncia dominada nos permite dizer que

/cw(): i [ eaot) = / () db(z) =

n—-+00

/ / xB(y) dP;(y)do(z / /dP )do(x) .
0,1] J[0,1] [0,1]
O

Esta nova formulagao do conjunto M serd mais conveniente para utilizarmos o teorema
de dualidade de duality of Fenchel-Rockafellar que serd necessario na proposicao 2.4 .
Este conjunto também pode ser visto como o conjunto das medidas que tem ambas as
marginais, nas coordenadas x e em y, iguais.

A informacao importante é dada por 6 e P. Algumas vezes vamos considerar g como
medida em [0, 1] e outras vezes vamos considerar a sua projegao v sobre [0, 1]2.

Observacao: Note que, para facilitar a leitura, estamos utilizando a notagao: v para
nos referirmos a medidas em [0, 1] e p para nos referirmos a medidas em [0, 1]

No caso que estamos analisando, onde o observavel depende apenas das duas primeiras
coordenadas, vamos estabelecer algumas conexoes entre as medidas em [0, 1]? e as medi-
das em [0, 1]V, e veremos que o problema de maximizacio pode ser analisado como um
problema de maximizacdo entre as medidas de Markov induzidas de [0, 1]%.
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Proposigao 2.1. Seja A : [0,1]> — R um observével, estamos supondo que A depende
apenas das duas primeiras coordenadas de [0, 1]N . Entao valem os seguintes items:
(a) Existe uma aplicac@o, nao necessariamente sobrejetiva, de M em M.

(b) Existe uma aplicagao, nao necessariamente injetiva, de My em M.

(c) max/Adu:mai(/Ady

neMo veM

Demonstragdao : (a) toda medida v € M pode ser desintegrada como v = 0P, e
portanto pode ser estendida a um medida u € Mg por

w(Ai.. Ay) = / APy, | (xy)...dPy, (z2) df(z1), (2.7)
A1...Ap
onde Ay, Ag, ... , A, sdo intervalos de [0,1]. E ainda, temos que
Adp = Adv .
[0,1]N [0,

toda medida p € M pode ser projetada em uma medida v € 112, definida
b) toda medida i € My pod jetad dida v € Mg, definid
como, para cada boreliano B de [0, 1]?,

onde II : [0,1]N — [0,1]? é a projecdo nas duas primeiras coordenadas. Note que, pelo
lema 2.1, v € M. Também temos que f[o I Adp = f[o 12 Adv .

(c) Seja i € My tal que /A dp = mMaX/A du, por (b) existe v € M tal que

0

[Adp = [A dp, portanto nj\l/zla,x/A dp = /A dv < m/@x/A dv. Por outro lado
0 M

seja U € M tal que /A dv = m/@x/A dv, entao por (a) existe i € My tal que
M

fAdﬂ:fAdﬁ,daimax/Adl/gmax/Ad,u. O
M Mo

Observagao: Note que no item (a), no caso particular em que v € M, temos que
v pode ser desintegrada como v = 0K, e portanto a medida de Markov estacionaria p é
dada por

w(Ai.. Ay) = /A ., K(xn—1,2pn)...K(x1,22) 0(z1) dop...d27 (2.8)
1..-4n
onde Aj, Ay, ... , A, s@o intervalos de [0,1]. E p é uma medida de Markov estacionéria

absolutamente continua em [0, 1]N.
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2.3 O Problema de Maximizacao

Estamos interessados em encontrar medidas de probabilidade de Markov g em [0, 1]N
(definidas por uma distribuicao inicial # e uma transicdo P) que maximize o valor

/A(m,y)du,

entre todas as medidas p em Q = [0, 1]Y invariantes para o shift.

Note que podemos considerar o problema de maximizar | A(z,y)du entre as medidas
holonémicas (veja equacao 2.1) que contém todas as medidas estaciondrias (nao somente
as Markov) para o shift em [0, 1]V.

Como estamos considerando potenciais da forma A(z,y), neste caso, nao é possivel
termos unicidade, (nas medidas em [0, 1]Y). Pois s6 levamos em consideragio a medida
de cilindros de tamanho dois.

Pelo item (c¢) da proposi¢ao 2.1: max /A dp = max/A dv.
neMo veM
Portanto o problema de maximizacao é equivalente a encontrarmos v, maximizante

para [ Adv, entre todas v € M. Pois a partir de vu, pelo item (a) da proposigao 2.1,
obtemos uma medida de Markov po, maximizante entre todas as medidas holonomicas.

Desta forma o problema que estamos analisando pode ser pensado como considerando
probabilidades v em [0, 1] x [0, 1] definidas por

b d
v([a,b] x [e,d]) = / / 0P, (y) do(z),

em vez de probabilidades p em € definidas por 6 e o Kernel P, (y) correspondente. Dizemos
que v é a projecao de p em [0, 1] x [0, 1].

Vamos nos concentrar no problema de maximizagao em [0, 1]2.
Seja A : [0,1] x [0,1] — R uma fungao continua, que serd chamada um observavel.
Denotaremos por

M = {1/ eM : /A(x,y) dv(z,y) = m}

onde

m = max {/A(m,y)du(w,y)} .

ve M

Uma medida em M serd chamada uma medida maximizante em M.

A fim de encontrarmos uma medida maximizante de Markov teremos de analisar o
seguinte problema variacional (em que vamos nos restringir as medidas v € M, lembre
que tais medidas podem ser desintegradas como v = 6K) :

max {/ B A(zx,y) G(m)K(x,y)dxdy—/H(m)K(x,y) In (K(;U,y))dmdy}. (2.9)

OKeM
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Observagao: Em um certo sentido o problema acima é um problema de pressao (veja
[PP]). O problema de pressao consiste em maximizar, entre todas as medidas invariantes
por uma determinada aplicacao, a integral do observavel somada a entropia métrica da
medida.

A razao pela qual multiplicamos o observavel pela constante 8 é que, se o termo
J 0K In(K)dzdy for limitado superiormente, quando fazemos 3 — oo o que importa é a
integral do observavel. Assim no limite obteremos uma medida que maximiza a integral
do observavel, entre todas as medidas de Markov induzidas.

Definicao 2.8. Definimos o termo de entropia de uma medida de probabilidade absolu-
tamente continua v € M[071]2, dada pela densidade v(z,y)dzdy, como

Sy = —/V(:B,y) In <j%) dady . (2.10)

Para toda v = 0K € M temos que
S[OK] = —/H(x)K(x,y) In(K(x,y))dzdy . (2.11)

Podemos também chamar S[v] = S[@K] a penalizacdo por entropia da probabilidade
v=0K € M.

Observagao: Vemos que o termo de entropia é o analogo a entropia métrica de uma
medida de Markov no caso do sub-shift de tipo finito, veja o exemplo 3 da se¢éo 8.3 de
[PY].

Lema 2.2. Se v = 0K € M e K ¢ estritamente positiva, entao S[v] < 0.

Demonstracdao : Como In é uma fungdo concava, pela desigualdade de Jensen, temos
que

/9 (2,1) In (K (=, y))dwdy-/@ :cy)ln(Ké,y))dmdyg

1
<1n/9 ———dxdy = 1In 0.
Ky =
O

Para cada f fixado, vamos exibir uma medida vg em M que maximiza (2.9). E
apds mostraremos que tal vg aproxima na convergeéncia fraca probabilidades v, que sao
maximizantes para A no conjunto M.

Para encontrarmos tais medidas precisamos definir os operadores a seguir, definidos
no espago de Banach C(]0,1]) das fungoes definidas em [0, 1] tomando valores reais com
a norma do sup:
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Definigao 2.9. Sejam L3, Lz : C([0,1]) — C([0,1]) dados por

@wwz/JMwwmm, (2.12)

Lypla) = [ 40 o(y)dy. (2.13)
Veja [Ka] e [Sch] capitulo IV para a teoria de operadores positivos integrais.

Teorema 2.3. Os operadores Lg e Zg tem o mesmo autovalor maximal estritamente
positivo Ag, que ¢é simples e isolado. As autofuncoes associadas sao estritamente positivas.

Demonstragdao : Inicialmente vamos mostrar que Lg é um operador compacto. Note
que a imagem por L3 da bola unitaria fechada de C([0, 1]) é uma familia equicontinua em
C(]0,1]): de fato, sabemos que €4 é uma funcio uniformemente continua, e portanto, se
© estd na bola unitaria fechada, temos que

[Lsp(y) — Lpp(2)] < /IeﬁA(m’y) — A p(a)|dr < |PAEY) — A <5,

se, y e z estao suficientemente proximos. Logo, podemos usar o teorema de Arzela-Ascoli
para provar a compacidade de Lg (veja também [Sch] capitulo IV segao 1).

Agora, lembramos que o espectro de um operador compacto é uma sequéncia de
autovalores que convergem para zero, possivelmente contendo o zero. Isto implica que
qualquer autovalor nao-zero de Lg é isolado (i.e. nao existe sequéncia no espectro de L
que converge para algum autovalor nao-zero).

A definicao de L3 nos mostra que o operador preserva o cone das fungoes positivas
em C([0,1]), de fato, um ponto do cone é levado no interior do cone. Isto significa que
Lz ¢ um operador estritamente positivo.

O teorema de Krein-Ruthman (teorema 19.3 de [De]) implica que existe um autovalor
estritamente positivo A\g, que é maximal (i.e. Ag > |A|, se A estd no espectro de Lg)
e simples (i.e. o autoespaco associado a Ag é unidimensional), e estd associado a uma
autofuncao estritamente positiva ¢g.

Se procedermos da mesma forma, obtemos os mesmos resultados para o operador /35,
sejam 5\5 o respectivo autovalor e ¢g a respectiva autofuncao.

Para provarmos que /_\g = g, vamos usar o fato que g e g sdo positivas e que L é
o adjunto de L (aqui notamos que nossos operadores podem ser definidos no espaco de
Hilbert L?([0, 1]), que contém C([0, 1])). Logo temos que < g, p3 >= [ ¢p(z)@s(z)dx >
0, e

As < ¢p,Pp >=< Lppp, Pp >=< 9p, Lsps >= Ag < 5, Pp > -
O

Vamos denotar por g, ¢g as autofuncoes estritamente positivas para Lg e Eﬁ asso-
ciadas a \g, que satisfazem [ pg(z)de =1e [ @g(x)dr = 1. é facil ver que pg e g3 sdo
funcoes continuas.
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Vamos definir uma densidade 63 : [0,1] — R por

wp(z) pp()

9/@(35) = Ta

onde 73 = [ pp(z)@p(x)dz, e uma transigao Kz : [0,1] x [0,1] — R por
H) 5y(y)

Bolww) = =20

Seja vg € M definida por

dvg(z,y) = 0g(x)Kg(x,y)dzdy. (2.14)

Proposicao 2.2. A medida v3 = 03Kg definida acima maximiza

/ B A(z,y) 0(x)K (x, y)dzdy — / 0(2)K (z, y) In (K (2, y)) dady

entre todas as medidas em M. Ainda
In )‘,3 = /ﬂA HgKgdxdy + S[@ﬁKg]

Demonstragao : Pela definicao das funcoes 03, K3, temos que

S[05K5) = — / (BA(, ) + In B5(y) — In Ga(z) — In Ag)dus

Entao

/ BA 0;K sdady + S[0355] = Inhg + / (In g5(x) — In @5 (y))05(2) K5z, y)ddy

e a iltima integral é zero pois vg = O3Kg € M.
Para mostrar que vg ¢ maximizante tomamos v uma medida qualquer em M e 0 <

7 < 1. Afirmamos que a funcao

I[7] := /ﬂAdl/T + S[v,]

onde v; = (1 —T)vg + T, é concava e I'(0) =0
Primeiramente vamos provar que I'(0) = 0:
Aqui fazemos o seguinte abuso de notacao: denotamos por v, a densidade da proba-
bilidade dv,, i.e., dv; = v (x,y)dzdy.

Note que v := ﬁ =v— ug e que
) vr(z,y) ﬂ d:):dy —

=/ [5‘4 vr(,y) = ve(z,y)In (fuT woz) vl z>;lz or <fur<x,z)dz

vr(@.y) ve(@y) [ ve(@,2)dz

f [ﬁA vi(2,y) = vh(@,y) In ( FrlED ) — vi(a,y) + HELEEDE] yay

Temos que [ V. (x,y)dzdy =1—1=0 e que o dltimo termo da equagao acima é igual
afffy(xzdzdyfy z,z)dz)dr =1—1=0.
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Portanto I'[7] = [ {ﬁA(x,y) —In (%)} vl (z,y)dzdy,
dai

1o = | [sate) - (M)] (v(,) — vplz,y)) dudy

- / BA(, ) — (Ks(z,y))] (v(z,y) — vp(z,y)) drdy

agora usando a definicao de Kz e o fato de v, € ﬁ, obtemos que I'[0] = 0.
Vejamos agora que I"[7] < 0:

v [ [
] /(VT(.’L',y) [vr(z,2)dz

+/[/ J (. 2)d vy (z,y) fuT(x(,fz)Vcﬁx—ZV)Td(:),Qy) fu;(x,z)dz]dxdy

Yy (2, y)dedy+

Lema 2.3. (a) Existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo = € [0, 1]

e <pplw) < e < p(a) <
Também as sequéncias
1
B

—Inmg e

g

tem pontos de acumulacao quando 8 — oo.
(b) Os conjuntos

In )\/3

{Gmen 151} o {Smen 15>1]

sao equicontinuos, e relativamente compactos na norma do supremo.

Demonstracao :

(b) Apenas precisamos provar a equicontinuidade dos dois conjuntos. Pois tendo isto,
e usando o fato que ambos os conjuntos sdo conjuntos de fungoes definidas no conjunto
compacto [0, 1], usamos o item (a) e o teorema de Arzela-Ascoli para garantir a compaci-
dade relativa do dois conjuntos.

Para obtermos a equicontinuidade do primeiro conjunto, sejam y € [0,1], 3 > 1 e
€ > 0. Vamos usar o fato que A é um mapa uniformemente continuo: sabemos que existe
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d > 0, tal que |y — z| < ¢, implica |A(x,y) — A(z,2)| < €, Yz € [0,1]. Sem perda de
generalidade, podemos supor que ¢g(y) > g(2). e portanto:

L ln(ps(y) - ;lnw(z))

; <ln< ﬂA(I’y)QOB(ib)dl‘) —In <)\1ﬂ/eﬂ’4(x"z)gz)5(m)dx>> =
“1ln
ﬁ

s ) < 5"\ T

1 <€ﬁef6ﬂ‘4($’z)60ﬂ($)d$> _

=—1
B\" JePACA gy (x)da

Podemos provar a equicontinuidade do segundo conjunto da mesma forma.

O
O lema acima nos permite encontrar 3, — oo tal que B%ln ¢, tenha pontos de
acumulacao.
Vamos fixar uma subsequéncia (3, tal que 3, — oo e tal que os trés limites a seguir
existem:

V(z):= lim —lnwﬁn( z) , V(z):= lim —Ingg,(z)

n—oo (y,

Note que nos limites que definem V e V a convergéncia é uniforme em x € [0,1]. A
principio, as funcoes V' dependem das sequéncias 3, que escolhermos.

Proposicao 2.3 (Método de Laplace). Seja fi : [0,1] — R uma sequéncia de fungoes que
convergem uniformemente, quando k tende a oo, a uma fungao f : [0,1] — R. Entao
1 1
lim — ln/ @ dr = sup f(x).
ko k 0 z€[0,1]
Lema 2.4.

Jim o nms, = max (V@) + V(2)

Demonstra¢cao : Por definigao

1 1 )
M6 = / 5, (2)¢p, (v)dw = / (5o (2451080, () g
0 0

Como B%L Ingg, () — V(z), ﬂ% In@g, (r) — V(x) uniformemente, podemos aplicar o
método de Laplace, o que demonstra o lema. a

Também como consequéncia do metédo de Laplace temos o seguinte lema.
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Lema 2.5.

V(y) = wrg[gﬁ}(V(w) + A(z,y) —m)

V(z) = yrg[gf;](v(y) + A(z,y) —m).

Para alguma subsequéncia (da subsequéncia {3, } fixada logo apds a prova do lema 2.3,
que vamos continuar denotando por {/3,}), as medidas vg, definidas em (2.14) convergem
fracamente para uma medida vs, € M. Entéao

lim [ Advg, = / Adv

n—oo

Teorema 2.4.

[ A g)dinc(ag) = m

i.e., Vs € uma medida maximizante em M.

A fim de provarmos o teorema precisaremos de alguns resultados, semelhantes a re-
sultados obtidos por [Gom]| e [GL].

Proposi¢do 2.4. Dado um potencial A € C([0,1]?) , temos que

st Adv = inf  max(A(z,y) + f(z) —
ve pﬁ/ fe o([o,1)) (x,y)( (z,y) + f(x) = f(y))

Esta proposicao sera demonstrada como uma consequéncia do teorema de dualidade de
Fenchel-Rockafellar. Vamos fixar a notagdo que serd necessdria para provar a proposi¢ao
2.4.

Seja C([0,1]?) o conjunto de fungoes continuas em [0, 1]? com a norma do supremo, é
sabido que S, o conjunto de medidas com sinal sobre os borelianos de [0, 1]2, é o espaco
dual as fungoes continuas.

Definimos a seguinte correspondéncia convexa: H : C([0,1]?) — R dada por H(¢) =
max(A+ ¢) e

C:={¢ e C(0,1) : ¢(z,y) = f(z) - f(y) , para alguma f € C([0,1])}

E a seguinte correspondéncia concava: G : C(]0, 1]2) — RU{—o0} por G(¢) = 0 se
# € C e G(¢) = —oo caso contrario.

Portanto as transformadas de Fenchel correspondentes

H*:S8 - RU{+00}, G": S - RU{—00}, sao dadas por

H'() =  sup [/wyduxy) 1)

$eC([0,1)2
e
G*(v) = f )du( G
)=, nf [/qsxy viz9) - G(o)]
Definimos Sy = {vr € S : [ f(x) y)dv(z,y) = 0 Vf € C0,1]}, note que

So N M[071]2 =M
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Lema 2.6. Dados H e G como acima, temos que

H*(V) _ { - fA(x,y)dl/(x,y) se Ve M[OJP

+00 caso contrario
G () = 0 se vedy
—00 caso contrario

Demonstragao : Suponha que v € S é uma medida nao-positiva, i.e., v associa valor
negativo para algum boreliano. Portanto podemos encontrar uma sequéncia de fungoes

{¢r} € C([0,1]?) tomando valores negativos e tal que klirilo/¢k(x,y)du(m,y) = +o00. E

como H(¢py) < H(0) < 400, temos que H*(v) = +o0.
Suponha agora que v € S, v > 0, e v([0,1]?) # 1. Temos entdo que

sp | [ stivte) - 16| s | [aav(ea) - @)

#€C([0,1]%) acR
= sup [a(v([0, 11?) = 1) = H(0)] = +o0

Finalmente, se v € Mg )2, da definicio de H temos que A(z,y) + ¢(z,y) < H(9),
portanto integrando em [0, 1]? obtemos a seguinte desigualdade

/ Al y)dv(z, ) + / o, y)dv(z,y) < H(9)

e dai

- [ Aty > sw [/ ol vz, ) — H()

beC([0,1)2

E como H(—A) = 0, obtemos que H*(v) = — [ A(z,y)dv(z,y).
Vamos agora nos ocupar de G*( ) Se v ¢ Sp, entao existe uma funcao f € C([0, 1)) tal
que [ f(x)dv(z,y)— [ f(y)dv(z,y) # 0, note que ¢q(z,y) = a(f(z) — f(y)) € C portanto

temos que
G'() = int [ Gle.p)iv(e.y) < infa [ [ t@ven) - [ f(y)dv(x,w} .

E finalmente, se v € Sy temos que [ ¢(z,y)dv(z,y) = 0 para toda ¢ € C, e como para
toda funcio ¢ € C existe uma sequéncia de funcdes ¢, — ¢ e a convergéncia é uniforme
obtemos que [ ¢(z,y)dv(z,y) = 0. Logo G*(v) = 0. O

Demonstracao da proposicao 2.4: O teorema de dualidade de Fenchel-Rockafellar
garante que

sup  [G(¢) — H(¢)] = inf [H"(v) - G*(v)]
$eC([0,1]?) ve

Portanto, pelo lema 2.6 e usando que a convergéncia é uniforme, vemos que
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inf [— / Az, y)dv(z,y)] = sup[— max(A + ¢)(z,y)] = sup[— max(4 + ¢)(z,y)]
veM scc (@) pcc (zy)

Usando a definicao de C obtemos

sup | Adv = inf max(A(z,y)+ f(z) — .
s [ adv=_int | max (A + £o) - 10)

Lema 2.7. m =m.

Demonstracao : Note que pela proposicao 2.4 e pelo lema 2.5 temos que m < m. Para
mostrar a outra desigualdade, lembre que

In )\gn = /ﬁA dllgn + S[l/gn].
Portanto

1
m= lim [ Advg, +—5S[vz,].

n—oo B’Vl

Note que vg, € M., o que implica [ Advg, <m.
Como S[vg,] <0, temos que

1
/A dvg, + ﬂ—S[ugn] <m Vn

Logo m < m. O

Demonstragao do teorema 2.4: Lembre que vg, — v, entao

lim / Advg, = / Advs

pelos lema 2.7
m= lim [ Advg, + iS[Vgn] < /A Voo

n—oo /BTL
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2.4 Unicidade de medidas maximizantes e Sub-acgoes

Note que varios resultados (e defini¢oes) que aparecerao a seguir sao adaptagoes de resul-
tados (e defini¢oes) da teoria de Aubry-Mather com tempo discreto, que foram provados,
uns em [Gom], outros na segao 1.6 do capitulo 1. Mesmo assim vamos escrever as demon-
stragoes para que a leitura torne-se independente e clara.

Definicao 2.10. (a) Uma funcdo continua u : [0,1] — R é chamada uma sub-agao para
frente se, para quaisquer x,y € [0, 1] temos que

u(y) > A(zx,y) + u(z) —m. (2.15)

(b) Uma funcado continua w : [0,1] — R é chamada uma sub-agao para trds se, para
quaisquer z,y € [0, 1] temos que

u(x) > Az, y) + u(y) — m. (2.16)
Observagao: Sejam A : [0,1]Y — Re o : [0,1]N — [0,1]N tal que o(z1,72,...) =
(z2,x3,....). Entao, neste caso mais geral, uma sub-acdo (para frente) é uma fungao
continua v : [0,1]N — R tal que
A(x) <wuoo(x)—u(x) —m(A).

Note que esta defini¢gao no caso em que A depende apenas das duas primeiras coorde-
nadas de x se traduz como

A(z1, x2) < u(we) — u(z1) — m(A),

e portanto o item (a) da definigdo acima estd de acordo com a definigao geral.

Definicao 2.11. (a) Uma funcdo continua u : [0,1] — R é chamada uma sub-acao
calibrada para frente se, para qualquer y temos que

u(y) = mgx[A(:U, y) + u(x) — m], (2.17)

(b) Uma fungao continua w : [0,1] — R é chamada uma sub-ac@o calibrada para tras
se, para qualquer z temos que

u(z) = max[A(z,y) + u(y) —m], (2.18)

Observacao : Note que V e V definidos no lema 2.5 sdo, respectivamente, sub-acao
calibradas para frente e sub-agao calibradas para trés (lembre que m = m pelo lema 2.7).

Seja u uma sub-agao calibrada para trés, usando o fato que [0, 1] é compacto, existe
y(x) (ndo necessariamente tinico) tal que

u(z) = Az, y(z)) + uy(z)) —m. (2.19)
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Proposicao 2.5. Seja v € My uma medida maximizante, e v uma sub-acgao calibrada
para tras. Entao v-q.t.p.
u(z) = A(z,y) + u(y) —m.

Demonstragao : Note que u(z) > A(z,y)+u(y) —m para todo y € [0, 1], como v € My
entao [ Adv =m, e como [(u(z) — u(y))dv = 0, obtemos a proposigao. O

No préximo lema precisaremos da definicao do superdiferencial e do subdiferencial de
uma funcao.

Definigao 2.12. (a) O superdiferencial de uma func¢ao u no ponto x é definido por

u(x +v) —u(x) —pov

Dtu(x) = {p R : limsup
lv]—0 |v]

<0}.
(b) O subdiferencial de uma fungao u no ponto z é definido por

D u(z)={peR: li|HlliISf u(13‘|'v)|—|u(l‘) —pv
v|— v

>0}

Para as propriedades principais de D~ u(z) e D u(x) veja [EvG|, [Gom] e [Gom1].

Lembramos que uma propriedade importante é a seguinte: se D~ u(w) # 0 e DV u(w) #
() entao u é diferencidvel em w.

Lema 2.8. Para qualquer sub-acdo calibrada para trds u, e (x,y(x)) satisfazendo a
equagao (2.19), temos que

D u(z) #0 Vx, e %(x,y(x)) € D™ u(x)

ox
e
+ 0A +
DT u(y(z)) #0 e —?y(w,y(w)) € DTu(y(x)).
Demonstragdao : Seja (z,y(x)) satisfazendo a equagao (2.19), entdo para qualquer

w € [0,1] temos que
u(z +w) > Az + w, y(x)) + u(y(z)) —m
usando a equagao (2.19), vemos que

u(z +w) — ulw) — Az +w,y(x)) + Al y(z)) > 0,

portanto

i g A& W) —u(z) — (%2 (z,y(x)) w+r(w))
] —0 |w|

logo %(m,y(x)) € D™ u(x).
Ainda para (z,y(z)) satisfazendo (2.19) e qualquer w € [0, 1] temos que

>0

I

u(z) > Az, y(x) + w) + u(y(x) + w) — m,
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usando a equagao (2.19), obtemos
u(y(z) + w) —u(y(z)) + Az, y(z) + w) — Az, y(x)) <0

dai
s @)+ )~ u(y(@) = (5 . y()) v+ r(w)

<0
|w|—0 |w|

portanto —%(az,y(m)) € Dtu(y(z)).

Lema 2.9. Para qualquer medida v € ﬁ, temos que para quase todo ponto (x,y) €
supp(v), existe z tal que (z,x) € supp(v).

Demonstragao : Defina o conjunto

R={(z,y) €supp(v) : = #w, V(z,w) € supp(¥)}

Suponha, por contradi¢ao, que v(R) =€ > 0.

Seja 7; : [0,1]2 — [0, 1] a projegdo na j-ésima coordenada, j € {1, 2}.

Seja 1o a medida nos borelianos de [0,1] dada por vo(B) = v(my ' (B)), onde B é
qualquer boreliano de [0, 1].

Defina Ry = m1(R). Temos que

Ry = {z € m(supp(v)) : = #w VY(z,w) € supp(v)}.
Afirmamos que

va(Ry) = / X (), y) = 0.
supp(v)

De fato, a primeira igualdade é imediata. Para provarmos a segunda igualdade, seja
(z,y) € supp(v), temos duas possibilidades: Se y ¢ 71 (supp(v)), entdo y ¢ R;. E se
y € mi(supp(v)) temos que (x,y) € supp(v) e portanto y ¢ Rj, o que demonstra a
afirmacao.

Por outro lado, note que 771_1(R1) Nsupp(v) = R, e dai

/ Xr, (v)dv(z,y) = / XW1_1(R1)(x,y)dy(az,y) =v(R) =€
supp(v) supp(v)
Agora seja U um aberto de [0, 1] que contém R; e tal que vo(U) < va(R1)+€/2 =€/2.

Tomamos uma sequéncia de flir\l(;oes continuas f; tal que f; T xy. Usando o teorema da
convergéncia mondtona e v € M, obtemos:

/2> () = [ xu@iv(e.) =lim [ vz -
—tim [ fiadvlo) = [xo@aviey) = [xn@drey) =

0 que é uma contradicao. O
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Teorerna 2.5. Seja v € My uma medida maximizante qualquer. Se o observével A é C?,
dmay # 0, entdo a medida v estd suportada em um grafico.

Demonstracdo : Seja u uma sub-acao calibrada para tras. Note que, para quaisquer p
e z fixados, a equacao p = %4 (z,y) tem uma unica solugao y(x,p) pois (%8 > 0.

Fixamos (xg,y0) € supp(v), entao (zg,yo) satisfaz a equagao (2.19). Pelo lema 2.9
existe zp tal que (zg,z0) € supp(v), isto significa que z¢p = y(zp), e portanto podemos
aplicar o lema 2.8 e obtemos que u é diferenciavel em xg. Logo

0A
Du(zg) = %(l“ovyo)

e portanto yg na equacao acima fica definido unicamente. O

Lema 2.10. Se o observavel 4 é C?, e axay # 0 entdo Uyeo, supp(v) esta contido em
um grafico.

Demonstragao : Sejam v e v duas medidas maximizantes. Suponha que exista x €
m1(supp(v1)) Ny (supp(r2)). Sejam y; e y2 os (inicos) pontos tais que (x,y1) € supp(v1) e
(z,y2) € supp(r2), e seja u uma sub-acao calibrada para trés. Pela proposicao 2.5, temos
que

u(x) = Az, y1) +u(yr) —m e u(x) = Alz,y2) + u(y2) -
Agora seguindo a demonstracgao do teorema 2.5, obtemos y; = yo. O

Definigao 2.13. Dados k e z,y € [0,1], vamos chamar de um caminho de tamanho &
comecando em x e terminando em y uma sequéncia ordenada de pontos

(1, ey ) €[0,1] x ... x [0, 1]
satisfazendo =1 = z, i = .

Vamos denotar por Py (z,y) o conjunto de tais caminhos de tamanho k.

Observagao: Cabe aqui ressaltar as diferencas entre os problemas do capitulo 1 e o
deste capitulo.

1) Seja N =1, L : [0,1] x R — R, note que por hipétese L(z,v) — 400 quando
|v| — oo, portanto ndo podemos considerar A : [0,1] x [0, 1] — R como caso particular do
problema de A-M.

2) Um caminho no capitulo 1 é uma sequéncia ordenada de pontos (zo,....,x) €
TN x...x TV, e tal que para cada x; associamos uma velocidade v; = xj 1 —x;, 0 < j <k,
desta forma através dos pares (z;,v;) podemos calcular a acdo do caminho (o, ...., zx).

Enquanto que no presente capitulo nao existe a nocao de velocidade, os pontos de um
caminho nao tem ligacao alguma entre si e a acao é calculada usando apenas os pontos
do caminho.

Defini¢ao 2.14. Um ponto z € [0, 1] é chamado nao errante com respeito a A se, para
cada € > 0, existe k > 1 e um caminho de tamanho k (z1,...., ;) em Pg(z, z) tal que

k—1
Z(A —m)(x, Tit1)| < €.
i=1
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Vamos denotar por £2(A) o conjunto dos pontos néo errantes com respeito a A.

Lema 2.11. Suponha que o observavel A é C?, e gjg‘y # 0. Seja v € My uma medida

maximizante, entao m (supp(v)) C Q(A).

Demonstragdo : Seja u sub-agao calibrada para tras. Seja Y : dom(Du) — [0, 1], onde
dom(Du) sao os pontos onde u é diferencidvel, o mapa definido por Y (z) =y onde y é o
tnico ponto tal que (z,y) satisfaz (2.19). Como veremos na da proposi¢ao 2.12 a seguir,
este mapa ¢ mondtono, portanto podemos definir um mapa mensuravel Y : [0, 1] — [0, 1],
tomando o limite a esquerda. Note que vs, © Trfl—q.t.p. 71 (SUpp Voo ) C dom(Du).

Vejamos que Ve, © 7r1_1 é uma medida invariante para Y. De fato, seja f € C°(Q(A)),
temos que:

[rov@dnon@) = [ fov@ ey = [ 1@ dvalo) -
_/f(:):) dyoo(x,y)—/f(ac)dz/ooowl_l(ac).

Sejam (z,y) € suppVe € B uma bola centrada em x, como supp Vs, estd contido
em um grafico, vy o T 1(B) > 0. Logo, pelo teorema de recorréncia de Poincaré, existe
z1 € BNdom(Du) tal que Y7 (z1) =: 241 retornam infinitas vezes a B. Note que temos
que os pontos x; satisfazem a seguinte equacao:

u(zj) — u(wj1) = A(xj, xj1) —m

pois, pelo lema 2.8, u ¢ diferencidvel em cada ponto z; e portanto sé existe um y(z;) (que
coincide com zj11) que satisfaz a equagao (2.19).

Fixados € > 0 e z; € B podemos construir o seguinte caminho: (Z1,...,%;) =
(x,22,...,xj—1,2), e temos que

j—1
Z(A—m)({i'i,i’i_;,_l) = u(a:l) —u(a:j) —|—A(£L‘,Hf2) —A(l‘l,m'g) —i—A(l'j_l,.%') —A(a:j_l, .Z'j) <e
=1

se B ¢é suficientemente pequena, pois u é Lipschitz (j4 que A é C?). ad

Definigao 2.15. Chamamos de potencial de Mané a fungao S : [0,1] x [0, 1] — R definida
por

E a barreira de Peierls a funcao h : [0,1] x [0,1] — R U {+o0o} definida por

h(z,y) = lim inf Sk (z, y),

onde
k—1
S z, = inf _ A—m Ti, T
k( y) (@150 EPR(2,y) ZZ;( )( +1)
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As funcoes S e h tem as seguintes propriedades

(a) se z,y,z € [0,1] entao S(x,z) < S(z,y) + S(y, 2).

(b) S(-,y) é uma sub-acao para frente e S(z,-) é uma sub-agao para tras.

(¢) h(-,y) é uma sub-acao calibrada para frente e h(z,-) é uma sub-acdo calibrada
para tras.

(d) QA) ={z€]0,1] : S(z,z) = h(z,z) =0}

Definicao 2.16. Uma propriedade P é dita genérica para A, no sentido de Mané, se
existe um conjunto genérico O (intersegao enumeravel de abertos densos) de fungoes em
C?(]0,1]) tal que se f estd em O entdo A + f tem a propriedade P.

Observagao: Note que para fins de encontrar medidas maximizantes para uma per-
turbagdo do observavel A(z,y) é irrelevante o fato de f € C%(]0,1]) ser uma funcio que

dependa da varidvel z ou da varidvel y. J4 que se v € M temos que [ f(z)dv(z,y) =
[ f(z)dv(z,y), dal

[ A+ s@dvie.y) = [ Ay + f@)dvle.o).
Vamos supor que f é uma fungao da varidvel x.

Queremos provar, que quando A é genérico no sentido de Mané, entdo V e V sdo
unicas (a menos de constantes).

Para tanto primeiro vamos provar que genericamente a medida maximizante é tnica,
como veremos no teorema a seguir.

Proposicao 2.6. Se o observivel A é C?, e may # 0. Entao o conjunto

Gy={feC*([0.1]) : M(A+[)={v} e m(supp(v)) = QA+ [)}
é genérico em C?([0, 1]).

Primeiro vamos provar que

Gi={feC([0,1]) : M(A+f)={v}} (2.20)
é genérico. Vamos usar um resultado de [BC| para provarmos este fato.

Observagao: Se considerarmos na defini¢ao de G, potenciais da forma A(z,y) + [ z,
onde [ é uma constante, em vez de A(z,y) + f(x), o mesmo resultado é verdadeiro para
um conjunto genérico de [ € R. Este fato é natural ( e significa algo interessante) uma
vez que é comum considerarmos o termo magnético como uma funcao desta forma. Deste
modo, por exemplo, fixando o termo %(aj — )2, para um conjunto denso de [ € R, temos

que o estado de temperatura zero para A(x,y) = i 5(x — y)? + 1 é tnico.

Vamos fixar a notagao necessaria para aplicarmos o resultado de [BC]: sejam C([0, 1]?)

o conjunto de fungdes continuas em [0, 1]2, F' = C([0, 1]?)* o espago vetorial dos funcionais

continuos v : C([0,1]?) — R, E = C2([0,1]) com a topologia C?, e G o espaco das medidas

de Borel finitas com sinal em [0,1]. K C G é o conjunto das probabilidades de Borel em

[0, 1] e note que M C F. Denotaremos por Fly : M — R o funcional linear definido por

Fa(v) = [ Adv. Note que My(A) é o conjunto de pontos de v € M que maximiza Fylg;,
seJa 7 : F — G a projecao induzida por 7 : [0,1]% — [0, 1].
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Lema 2.12. Existe um conjunto genérico no sentido de Baire O C C2([0,1]) tal que,
para toda f € O, temos que
#m(Mo(A+ f)) = 1.

Demonstracdo : Apenas notamos que F4 é um sub-espacgo de dimensao 0 de ﬁ*, entao
a proposicao segue pelo teorema 5 de [BC]. O
Note que para obtermos (2.20), precisamos provar que #9y(A + f) = 1.

Lema 2.13. Se o observavel A é C?, e % # 0 entao temos que #My(A) = #7(Mo(A)).

Demonstracao : Pelo lema 2.10 sabemos que a restricdo a U,ean, supp(v) da projecao
[0,1] — [0,1] é um mapa injetivo. Portanto o mapa linear 7 : Mo(A4) — G é injetivo, e
#m(Mo(A)) = #Mo(A). =

Demonstracdo da proposi¢cao 2.6: Observe que pelos lemas 2.12, e 2.13 temos que
o conjunto GG; dado em (2.20) é genérico, logo s6 existe uma medida maximizante.

Seja fo € G1, e f1 € C*([0,1]) tal que fi > 0e {z : fi(z) =0} = m(supp(v)). Entdo
m1(supp(v)) C QA+ fo+ f1).

Afirmacao: Se x1 ¢ m1(supp(v)) entao x1 ¢ QA+ fo+ f1).

De fato, , fi(z1) >0, e

k—1
h(A+f0+f1)(:1:1, r1) = lign inf ( inf Z(A + fo+ fi —m)(ay, xi+1)> >

—00 Pr(z1,21) =1

k—1
lim inf < inf Z(A + fo+ —m)(a:i, xi+1) + fl(x1)> =

k—o00 Pr(z1,21) =1

WA (21, 21) + fi(21) > 0.
Logo m(supp(v)) = QA+ fo + f1). O

Observacgao: Cabe aqui dizer que se consideramos o problema de maximizagao entre
as medidas de Markov estaciondrias, i.e., probabilidades nos caminhos em [0, 1], entdo,
sob as mesmas hipdteses, teremos os mesmos resultados. Ou seja, a medida maximizante
¢é Unica. Embora para o problema de maximizacao entre as medidas invariantes para o
shift, nao ha unicidade.

Proposigao 2.7. Se u é uma sub-acao calibrada para tras, entao para qualquer x temos
que
u(z) = sup {u(p) — h(z,p)}.
PpEQ(A)

Demonstracao : Vamos inicialmente provar que

u(z) = sup {u(p) — h(z,p)}.
PEN(A)

Seja (r1,...,x) € Pr(x, z), entao

u(w;) —u(wip1) > Az, ©ip1) —m
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k—1
u(xg) —u(xy) < — ZA(mi,xiH) -m

i=1
dai u(z) — u(z) < h(z, z) e portanto u(x) > sup {u(p) — h(x,p)}.
eQ(A

Mostraremos agora a outra desigualdade.pCo(m)o u é uma sub-ac¢ao calibrada para tréas,
denotamos por x; = z, existe za tal que u(x1) = u(xa) + A(z1,22) — m, recursivamente
podemos construir (z1, z2, ..., Tn, ...) tal que u(z,) = u(xny1) + A(Tn, Tne1) — m.

Seja p um ponto de acumulacdo da sequéncia {x,}, afirmamos que p € €. De fato, se
Tp; — P, seja j > i, construimos (&1, ..., Tn;—n;) = (P, Tnyyys - Tny_;» P) € POrtanto

n;—n;—1

Y (A=m)(&,Fin1)
=1

nj—1

= Z (A - m)(xkv xk-ﬁ-l) + A(p, ajni+1) - A(xnw ajni+1) + A(xnjfl7p) - A(xnj—ﬂxnj)

k=n;

= u(xng) - u(xm) + A(p, xn¢+1) - A(xnia xniﬂ) + A(‘Tnjfl’p) - A(xnjfl’xnj)
Logo fixado € > 0 para 7 suficientemente grande temos que

n;—n;—1

| Z (A —=m)(Zi, Tig1)| < €

i=1
e daip e Q.

Seja agora (Z1, ..., Tn;) = (1, T2..., Tn,; 1, ) entao

njfl

= Y (A=m)(&;,Fis1) + u(x) — u(p)

i=1

nj—1

==Y (A= m)(@i,zi01) + A@n;—1,2n;) — A(Tn,-1,p) + u(@) — u(p)
=1

= U(ZL‘n]) - ’LL(p) + A(:an*17 xnj) - A(l‘njflap)
Logo dado k > 0 existe ny tal que

nE—1

_ Z (A—m)(Zi, Ziy1) < u(p) —u(z) + %

i=1
fazendo k — oo obtemos que
h(z,p) < u(p) — u(z)
dai

u(z) = sup{u(p) — h(z,p)}.
peEN
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Proposicao 2.8. Existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto das sub-acgoes
calibradas para trds e o conjunto de fungoes f € C°(Q(A)) satisfazendo f(y) — f(x) <
h(z,y), para todos os pontos x,y em (A).

Demonstrag&o : Suponha que f satisfaz f(y) — f(x) < h(x,y). Definimos o mapa
f=up(x) = sup{f( ) — h(x,p)}. Vamos mostrar que uy é sub-agao calibrada para trés.

Primeiro mostraremos que é uma sub-acao: dados € > 0 e y € [0,1] temos que existe
p € Q(A) tal que
up(y) —e < f(p) — h(y,p)

daf usando que h(-,p) é uma sub-agao calibrada para frente, obtemos que

up(y) —ugp(r) < f(p) — h(y,p) +e— f(p) + h(z,p) < S(z,y) +¢

fazendo ¢ — 0 obtemos que

ur(y) —up(z) < —A(z,y) + m.

Vejamos agora que uy ¢é calibrada: dados z € [0,1] e e = % existe p; € Q(A) tal que

up(x) —e < f(p;) — h(x,ps)

e para cada j escolhemos y; tal que

h(x,pj) = h(yj, pj) + Az, y;) —m

seja y ponto de acumulacao de {y;}, como

f(ps) = h(y;,p5) < ur(y;)
temos que
up(z) —e < f(pj) — h@,p;) < us(y;) — Alz,y;) +m

fazendo j — oo concluimos que

up(z) <up(y) — Alz,y) + m

e como uy ¢ uma sub-acao vale a outra desigualdade e portanto temos igualdade.

Por fim vamos mostrar que o mapa é uma bijecao:

Injetividade: Seja f € CY(Q(A)) satisfazendo f(y) — f(z) < h(z,y), para = € Q(A)
temos que h(x,z) = 0 portanto para todo p € (A) temos que

f(p) = h(z,p) < f(z) < Sup{f( ) =, p)} = us(x)

peQ

daf us(x) = f(x), Vo € Q(A). Entao f # f implica uf # uf.
Sobrejetividade: Seja u sub-acao calibrada, defina f = ulq, pela proposicao 2.7 temos
que f satisfaz f(y) — f(z) < h(z,y) e ugp(z)= Sup{f( ) = h(z,p)} = u(x). O

Vamos supor que A tem uma unica medida maximizante v, € que m1(supp(veo)) =
Q(A).

Como foi visto na demonstracao da proposicao 2.11 existe um mapa mensuravel Y :
[0,1] — [0, 1]. Tal que para z € domDu para alguma sub-agao calibrada para tras u entao
Y (z) = y(x) o tnico ponto que atinge a igualdade em (2.19).
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1

Lema 2.14. Se A é genérico no sentido de Mané, entao a medida vs, o]~ € uma medida

ergodica invariante para Y.

Demonstragao : Por argumento andlogo ao utilizado no lema 2.11, a medida v, o 7y L
é invariante para Y. Precisamos apenas provar que Y é unicamente ergddica: Seja 7
uma medida nos borelianos de 2(A) que é invariante para Y. Se definimos, para cada
boreliano A de [0,1]2, v(A) = n(71(A N supp(vs))), temos que v é a tnica medida de
probabilidade em [0,1]? tal que

(1) supp(v) C supp(voo)

(2) 7T1(V/)\: 7.

(3) v e M.

Vamos provar (3), seja f € C([0,1]), temos que

/f )du(z,y) = /f ))dv(z,y) = /f /f )du(z /f )du(z,y)

onde usamos, em sequéncia: (1); (2) ; n é Y-invariante ; (2).
Note que para qualquer sub-agao calibrada para trés v temos que

[ A vt = [ (w) - uw) +m)dy () = m

onde na segunda igualdade usamos (1) e a proposicao 2.5, e, na terceira igualdade usamos
(3). Portanto temos que v é uma medida maximizante, e por unicidade v = vo,. Isto
implica que 7 = 71 (Vo ), 0 que mostra a existéncia de uma unica medida invariante para
Y, esta portanto é ergddica. O

Proposicao 2.9. Se vom, 1 ¢ uma medida ergédica em [0,1], e u, v sdao duas sub-agoes
calibradas para trds para A, entdo u — u’ é constante em 1 (supp(v)).

Demonstragdo : Pelo lema 2.9 vemos que se z € m(suppv) entao existe z tal que
(z,x) € supp v, logo pela proposi¢ao 2.5 temos que

w(z) —u(z) = A(z,z) —m = u/(2) — u/(x).

Portanto v —u' = (u—1u')oY em 7 (suppv) e como vonm; ' é uma medida ergédica segue

que u — v’ é constante em 7 (suppv). O

Teorema 2.6. Se A é genérico no sentido de Mané, entdo o conjunto das sub-agoes
calibradas para tras é unitario.

Demonstracao : Por hipdtese v, ¢ tnica medida maximizante, portanto v, o 7w Lg

ergddica, e m (supp(veo)) = Q(A).

Seja f, f" : Q(A) — R fungoes continuas satisfazendo a hipdtese da proposi¢ao 2.8,
entao usando esta proposicao e obtemos duas sub-acoes calibradas ug, uy tais que f—f' =
uy—uyp em (A), portanto pela proposicao 2.9 uy —uy é constante em 2(A), e outra vez,
pela proposicao 2.8, vemos que o conjunto das sub-acoes calibradas para tras é unitdrio.
O

Isto mostra que a funcdo V que aparece no lema 2.5 é tnica, ou seja, no lema
2.5 mostramos a existéncia de sub-acoes calibradas para tras e sob as hipdteses acima
mostramos a unicidade. Para provar que V' é tnica os argumentos sao muito semelhantes.
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2.5 Principio de Grandes Desvios

Vamos voltar a considerar o problema de maximizacao

P{gjs\u/l}%{/ Adp} . (2.21)

A proposicao a seguir nos permite concluir que, genericamente no sentido de Mané, a
projecao nas duas primeiras coordenadas das medidas maximizantes é tnica.

Proposicao 2.10. Suponha que A tem uma tnica medida maximizante vy, € M. Entio
(i) toda medida maximizante em My é projetada por II em v.

(ii) voo pode ser estendida para uma medida maximizante p, € My que é uma medida
de Markov estacionaria.

(iii) se v é a familia de medidas dada por (2.14), entao estas podem ser estendidas a
medidas de Markov estaciondrias absolutamente continuas 3, que convergem fracamente
para a medida maximizante fiso.

Demonstragao : O item (i) segue do item (b) e (c¢) da proposicao 2.1 e da proposigao
2.6, o item (ii) segue do item (a) da proposicao 2.1, e o item (iii) segue da observacao
apés a prova da proposicao 2.1. O

Portanto mostramos a existéncia de uma medida maximizante p, que pode ser aprox-
imada por medidas de Markov estaciondrias jiz, que sao explicitamente calculadas. Para
esta sequéncia {p1g} vamos mostrar um principio de grandes desvios.

Também vamos mostrar um principio de grandes desvios para as medidas bidimen-
sionais vg que, pelo que foi visto anteriormente, converge para V.

De agora em diante vamos supor que a medida maximizante vy, € ﬁ, e as fungoes V'
e V s@o tnicas. Como ja foi dito anteriormente esta propriedade é genérica no sentido de
Mané.
Lema 2.15. Suponha que k > 2. Seja F}, : [0,1]* — R a funcdo dada por

k—1
Fi(z1, .y 2) == max(V + V) = V(z1) — V(zg) — Z(A —m)(x;, Tit1)-
i=1

Seja Dy = Aj....Ax um cilindro de tamanho k. Entao, existe o limite

1
lim —Inpg(Dy) = — inf Fi(xq,..,x1).
B—oo 3 o (D) (%1,..,2%) €Dy, k(@ 2

Demonstracao : Definimos

k—1

1 k—1 1 1
frp(@1, o ap) 1= Bh”rﬁ 5 InAg — > Alwi,xig1) — Blmﬂﬁ(ﬂcl) - Bln@ﬁ(xk)-
=1

Como consequéncia da unicidade de V e V temos que fr,p — F} uniformemente quando
8 — oo.
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Comegamos provando a seguinte afirmacao:
Afirmagao: Seja Cp = Aj....A, um cilindro de tamanho k. Temos que

lim su In pg(C inf Fi(x1,..,21) .
ﬂaoopﬁ Mﬁ( k) < (11,~~,xk)60k k(@1 2

Para provar a afirmacao, note que

S(Ch) = / / AT T () PAT) G5(29) Vp(a1)PB(r)
A Ja,  @p(Tr—1)Ag @p(T1)Ag T3

da;k...dajl =

:/ / e PPs@Le @) oy day < emPinfer frs@iean) oy (2.22)
A Ja,

onde |Cy| denota a medida de Lebesgue de Cj. Portanto

1 1
B ln,ug(ck) < —iélkf fk,ﬁ($17 e Xg) Bln‘CkL

e entao, pela convergéncia uniforme, temos que:

1
lim sup 3 Inpg(Ck) < — iélf Fi(x1,..xy),
k

p—o0

0 que termina a prova da afirmacao.
Agora vamos provar o lema: Fixamos § > 0, usando a continuidade de Fj podemos
encontrar um ponto (1, ..., zx) € DY (no interior de Dy) tal que

inf Fj, < Fk(l‘l, ,l‘k) <inf Fp +46 . (2.23)
Dk Dk

Seja D5 um cilindro de tamanho k, tal que (z1,...,z;) € Ds C DY, e

11:r)1ka < Fk(yl; ,yk) < %lka + 20 V(yl, ,yk) € Ds. (224)
k k
Temos que

13(Dy) > pg(Ds) > o~ Psupp, fk,ﬁ(yl7---»yk)|D6| 7
onde a ultima desigualdade vem de (2.22). Agora usamos outra vez a convergéncia uni-

forme de fj, 3 a F}, para obter

1
liminf — In pg(Dy,) > —sup F, .
B—00 ﬁ Dg

Pela equacao (2.24), vemos que

1
liminf — In pug(Dy) > —inf Fy, — 20 2.25
s pp(Dr) = L E (2.25)
Fazendo 6 — 0, e usando a afirmacdo, terminamos a prova do lema. a

Note que se fixarmos k = 2 acima, obtemos um principio de grandes desvios para a
familia vg — V.
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Teorema 2.7. Seja I : [0,1]N — [0, +00] a funcdo definida por
I(X) = Z V(l’i+1) — V(I‘Z) — (A — m)(l‘z, l’i+1) .
i>1

Seja D = Aj....A;, um cilindro de tamanho arbitrario k. Entao, existe o limite

1
ﬂli_)n;o 3 Inpg(D) = —ig{)](x).

Note que pelo lema 2.5 e pelo fato que a sequéncia de somas parciais da série que define
I(x) é uma sequéncia nao decrescente, para cada x, temos que I(x) estd bem definida.

Para provarmos o teorema 2.7 precisaremos de alguns resultados e definigGes.

Para cada N > 2, estendemos a funcio Fiy ao espaco [0, 1]V

N-1

Fy(z) := Fn(21, ..., 2y) =sup(V + V) = V(1) = V(2n) — Z(A —m)(zi, zit1) -
i=1

Lema 2.16. ¥V z € [0, 1], Temos que

Fy(z) > max(V + V) — (V(z1) + V(2)) > 0.
Demonstracao : Pelo lema 2.5

V(I‘) - V(y) > A(x7y) -m, Vm,y,

entao

N-1 i )
- Z(A —m)(2i, ziv1) > V(en) = V(1) .
i=1

Portanto, pela definicao de Fly

Fn(z) > max(V 4+ V) — (V(z1) + V(21)) .

Lema 2.17. (a) para um ponto x € [0, 1] fixado, temos que

o

Vi) + S (A = m) (s zia) + V(a)

-
Il

¢é decrescente com respeito a k.

(b) Se I(x) < 400, entao existe o limite

L(x) = Tim V(o*(x))) + V(o (x).
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Demonstragao : (a) Isto segue do lema 2.5 (lembre que m = m).

(b) Temos que

I(x) =Y V(wig1) = V(@) = (A—m) (@i, i1) =
i>1

N

~1
= lim V(xg)+ V(ﬂ?k) — lim (V(.T1) + (A—m)(zi,xit1) + V(a:k)> (2.26)

k——4o00 k—o0 !

<.
Il

~ Portanto, se I(x) < +oo, segue, pelo item (a), que V(zy) + V(xy) = V(ok(x))) +
V(c*(x)) tem que convergir.
O

Lema 2.18. Suponha que I(x) < +oo. Entao, se definimos, para cada M € N, a medida
de probabilidade

1 M-1
KM = M Zl 6Uj(x) )
J:

temos que II(upr) — v na topologia fraca-x (onde II é a projegdo nas duas primeiras
coordenadas).

Demonstragao : Dado € > 0, existe N, € N tal que, para todo N > N, etodo M > N,

M—-1
> V(wi) = Vi(zi) — (A—m)(zi,2i41) < €.
i=N

entao
M-1 ‘
V(zy) = Vizn) + (M - N)m < Y A(o'(x)) +e,
i=N
¢ M-1
1 B ; V(zar) — V(zw) €
MN;:VA(U(X))>m+ N TN
e dai obtemos que
= '
e b i >
fpit 37 3 Ae') 2 m
Agora lembre que
M-1

e finalmente obtemos que

) . 1 i _
Py Y -
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Usando a compacidade da bola fechada de raio 1 na topologia fraca-x, temos que
{uar} tem subsequéncias convergentes. Qualquer limite de uma destas subsequéncias
convergentes é uma medida estacionédria (uma medida o-invariante ) e é uma medida
maximizante, pela iltima igualdade. Como qualquer medida maximizante é projetada
em Vs por II, provamos o lema. a

Proposicao 2.11. Se I(x) < 400, entao

kEI—Poo V(" (x)) + V(6*(x)) = max(V + V).

Demonstragao : Seja z = (21, 22,23, ...) € supp(tieo). Temos que (z1,22) € supp(veo)-
Portanto, pelo lema 2.18 existe uma subsequéncia tal que II(c* (x)) — (21, 22).
Fixado € > 0. Seja

Bie(x) ={y € [0, 1" : |y; —zjon| <e, V1< j<2}

um cilindro fechado de tamanho 2 ’centrado’ em o (x).
Se [ é suficientemente grande, temos que

Bro(x) C{y € [0, 1] : |y; — 2| <2, V1< j<2}.

Note que fioo (B, (X)) = Voo(Br, (%)) > 0, e usando o lema 2.15 para k = 2, seque
que existe um ponto (21, 22,¢; 23,¢, Z¢, ---) € B, e(X), tal que Fo((2z1,¢, 22,¢)) = 0.

Portanto, podemos usar o fato que Fy depende somente nas duas coordenadas para
obtermos que Fy(w¢) = 0, onde W = (21, 22, 23, 24, ...) ¢ definido como o ponto em
[0,1]N cujas primeiras duas coordenadas sdo iguais as de (21.,22.), enquanto que as
outras coordenadas sao iguais as de z.

Agora, fazendo € — 0, temos que w. — z. Logo podemos usar a continuidade de Fy
para obter que F(z) = 0.

Usando outra vez a continuidade de Fy, temos que Fy(o* (x)) — 0.

O lema 2.16 mostra que

lim V(o®(x)) + V(6" (x)) = max(V + V),

l—~+o00

e finalmente usando o lema 2.17(b) provamos a proposigao 2.11.

Demonstragao do teorema 2.7: Primeiro vamos mostrar a seguinte afirmacao.
Afirmagao:

k—1
I(x) = max(V + V) — lim (V(:cl) + Z(A —m) (x5, Tit1) + V(:U;Q) .

k—oo ‘
=1

Para provar a afirmacao, temos que considerar duas possibilidades: se I(x) < 400,
entdo (2.26) pode ser combinada com a proposicao 2.11 para obtermos a afirmag¢do. Se
I(x) = 400, basta usar a expressao

k—1
I(z) = lim (ka) — V(1) = (A —m)(z;, xm)) .

k—oo :
i=1
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Pelo lema 2.15, apenas precisamos provar que

— inf F .. = —inf [ .
(xl’.}};k)eD k(21,5 Th) Jnf (x)

Comegamos por provar que

- inf F) .. < —inf I .
(xl,.ir;:k)GD k(xh ’$k)_ ;gD (X)

Dado ¢ > 0, existe um ponto (y1,...,yx) € D tal que
Fr(y1, - uk) < inf  Fy(zy,.,z5)+9.

1,..,x5)€C

Pela definicao de Fy,

o

~1
Fo(y1s .oy yp) =max(V + V) = V(y1) — V(yg) — > (A —m)(yi, Yit1)-
1

-
Il

Para cada j > k escolhemos um y;+1 que satisfaz V(y;) = V(yj41) + A(yj, yj+1) — m.
entdao definimos y := (Y1, ---Yk, Yk+1, ---) -
Sequnda afirmagao: I(y) = Fy(y1,...yx). De fato,

k—1

Fyo(y1,-yx) = max(V + V) — <V(y1) +V(yr) + Z(A —m) (Y, yz’+1)> =
i=1

7j—1
= maX(V + ‘7) — (V(yl) + V(yj) + Z(A — m)(yi, yi+1)) s Vj Z k.
i=1

entao, pelo raciocinio acima e a forma que escolhemos y, obtemos que Fy(y1,...yx) é
igual a

j—1

max(V + V) — lim, <V(y1) +V(yy) + Y _(A=m)(y, ym)) =1(y).
i=1

Isto implica que

—  inf  Fy(x1,..28) < —I(y) + 6 < — inf I(x)+6.
@ k(T1, .., 1) (y) Jnf (%)

Fazendo § — 0, temos a primeira desigualdade.

Agora, vamos provar a segunda desigualdade:

—inf I(x) < —  inf  Fy(xy, .. 28).
ilelD (x) < (m,.ﬂwez) k(2150 Tk

Para provarmos isto, vamos usar o lema 2.17(a), e entao, pela afirmac¢ao, temos que

j—1
I(x) = max(V + V) — lim (V(xl) + Z(A —m) (i, Tit1) + V(@)) >

I i=1
k—1
> max(V + V) — (V(ml) + Z(A —m)(zi, xiv1) + V(xk)> = F(x1, .., zk)-
i=1
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2.6 Monotonicidade do Grafico e sub-acoes separantes
Suponha que A é C? e satisfaz
%A
0xdy
9%A

Suponhamos sem perda de generalidade que m(z, y) > 0.

(z,y) #0.

Entao, para todo z < 2/, y < 3/ temos que
Alz,y) + A(@,y') > Az,y) + A", y). (2.27)

Seja V a sub-acdo calibrada para tras definida acima.
Como A é C?, entdao V é Lipschitz, portanto V é diferencidvel A\-q.t.p., onde \ é a
medida de Lebesgue. Seja domDV os pontos onde V ¢ diferencidvel.
Seguindo a prova do teorema 2.5 temos que para z € domDV, existe um tnico y(x)
tal que
V(z) = Az,y(z)) + V(y(z)) — m. (2.28)

Proposigdao 2.12. A fungdao Y : domDV — [0,1], definida por Y (z) = y(z), y(x)
satisfazendo (2.28), é mondtona nao decrescente.

Demonstragao : Seja x < z’, chamaremos de z = Y (z),2’ = Y ('), suponha que

z > z'. Sabemos que

V(z)=A(z,2) +V(z) —-m , V(') =A@, )+ V()—m,

V(z) > A(x,2)+V(Z)—m , V(@) > A, 2)+V(z) —m.
Somando as duas primeiras equagoes e comparando com a soma das duas tultimas,

obtemos que
Az, 2) + A(2',2)) > Az, 2') + A(d, 2),

for x < ', 2" < z, 0 que é uma contradigdo com (2.27). O

. 2 - - .
Se assumimos que gx—%(x,y) < 0, entdo uma fungdo Y (x) como acima pode ser
definida, e serd mondtona nao crescente.

Agora vamos mostrar a existéncia de uma sub-agao separante (veja [GLT] e secao
1.6 do capitulo 1). A idéia é: dado um potencial A encontrar uma sub-agao u tal que
na equagao de cohomologia temos igualdade somente nos pontos x que estdo em §2(A)
(onde isto tem que acontecer, de qualquer maneira). Desta forma, temos um critério para
separar os pontos de 2(A) dos outros pontos. Podemos considerar um novo potencial
A= A(z,y) + u(z) — u(y) onde o miximo de A é exatamente atingido em Q(A).

Definicao 2.17. Dizemos que uma sub-acao u é separante para frente se
max[A(z,y) + u(x) —u(y)] =m <= z € Q(A),
x
e uma sub-acao u ¢ separante para trds se

m??x[A(x, y) +uly) —u(z)] =m <= ye QA).
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Vamos mostrar a existéncia de uma sub-acdo separante para tras.

Lema 2.19. Se x € Q(A) existe x = (21, ...., T, ...) € [0,1]N tal que 71 =z e

N

-1
h(zk, 1) < ) (A —m)(xi, zit1)-
1

.
I

Demonstragao : Sex € 2(A), entao existe uma sequéncia de caminhos {(27, ..., 27 ) }nen

tal que z7 =27 =z e j, — oo satisfazendo

Jn—1
> (A=m)@f,2}y) = 0. (2.29)
j=1

Ja que \a:;l\ < 1, existe um raio (xy,...,2g,...) que é o limite dos caminhos acima, a
convergéncia sendo uniforme em cada parte compacta.
Fixado k € N, para j, > k, temos que

jn_l
SR (@, 1) < — Az 2fy) +m— Y (A—m)(a],2}y,),
j=k+1
€
SR g, ) + Y (A—m) (@}, 2fy) <
j=1
k
— Az, T4q) +m+ Z(A —m)(z}, x5q).
j=1

Portanto tomando o limite liminf,,_,», e usando (2.29) obtemos

N

—1
Mag, 1) < ) (A—=m)(z),zj41).
1

<.
Il

Lema 2.20. Seja u uma sub-agao para tras, entdo para todo z € Q2(A) temos que

max {uly) —u(z) + A(z,y)} = m.
Demonstragao : Como u satisfaz a equacao (2.16), para qualquer (z1, ..., z) € Pr(z,y)
temos que u(y) —u(x) < — Zf;ll(A —m)(z;, zi+1), portanto u(y) — u(x) < h(z,y).
Sejam = € Q(A) e x = (x1,...,2,...) o ponto em [0, 1] que existe pela proposicio
(2.19).
Pelo lema (2.19) temos que

N

-1
u(z1) —u(zr) < hzg, 1) < ) (A —m)(2),7541),
1

<.
I
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e, como u é uma sub-acao para tras,

k—1
u(wy) —u(z1) < =Y (A—m)(w),zj41),
j=0
em particular, para k =1,
u(ze) —u(xy) = —A(z1, 22) + m.

Isto implica

max {u(y) — u(z) + Az, y)} = m.

O

Lema 2.21. Se o observavel A é Holder, entao a funcao S;(-) := S(z, ) é uniformemente
Holder e tem a mesma constante de Holder de A.

Demonstragao : Fixamos z, € > 0 e y,z € [0, 1], entao existe (x1, ...,z) € Pr(x,y) tal

que
k—1

|- Z(A —m)(x;, zip1)| < S(x,y) + e

i=1
Considere agora o seguinte caminho: (%1, ..., %) = (21, ..., Tk—1, 2) € Pi(x, 2), entao

k—1 k—1
= (A=m)(F, Zi41) = = > _(A=m) (@i, 2i41) + A(zp-1,y) — A1, 2),

i=1 =1
portanto,

k—1
S(LE, Z) < - Z(A - m)('%i,ji+1) < S({E,y) +e+ HOla(A)’Z - y|a7 VG,
i=1

ie., S(z,y)—S(z,z) < Holy(A)|z—y|*. Trocando os papéis de y e z obtemos que |S(x,y)—
S(z,z)| < Hola(A)|z — y|, o que nos da a Holder continuidade de S, independente de
. O

Teorema 2.8. Se o observavel A é Holder, entao existe uma sub-acao separante para
tras.

Demonstracao : Por definicao,
S(x,y) < —A(z,y) +m Vye0,1]
Se x ¢ Q(A), entao S(x,z) > 0. Portanto
Sz(y) — Sa(z) < —A(z,y) +m Vye€0,1]

Como €2(A) é um conjunto fechado, entao para cada =z ¢ Q(A) podemos encontrar
uma vizinhanca V,, C [0,1]\Q(A) de = tal que

Se(y) — Sz(2) < —A(z,y) +m, Vyel0,1],VzeV,.
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Podemos extrair, da familia de vizinhangas {V. } ,¢q(4), uma familia enumerdvel { V., };";1
que ainda é uma cobertura de [0, 1]\Q(A).
Definimos

ng(z) = Sz;(2) — Sz,(0)

como S;; é uniformemente Holder, isto implica que | S ;(2)] < Holo(A)z%, V¥ xj, logo a

série

> z; (2)
u(z) =) Y]
j=1
estd bem definida e é uniformemente convergente, pois [~0, 1] é compacto. Note que u é
uma combinagao convexa infinita de sub-agoes para tras Sy, e portanto u é também uma
sub-acao para tras.
Fixado x € [0,1]\Q2(A), existe k > 1 tal que x € V,,,. Agora, Vy € [0, 1] temos que

2k 27
J=1 J7#k

wly) — u(z) = Z Sz, (y) 2—j Sa,(@) _ Suy () = S (@) 3 Sa,(y) = S, (@) _

—A(z,y) +m ‘1‘2 —A(a:,y)+m

o 5 < —A(z,y) + m.

J#k
Portanto,

max {uly) —u(z) + A(z,y)} <m, se x¢ QA),

e, como u é uma sub-acao para tras, temos pelo lema 2.20 que

max {uly) —u(z) + A(z,y)} =m, se x € QA).
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