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Seja S = {0, 1}N o conjunto formado pelas sequências de zeros e uns e σ : S → S o shift
definido por σ(a0a1a2 . . .) = a1a2 . . . , ∀a = (a0a1a2 . . .) ∈ S. Seja µ uma medida ergódica
para (S, σ). Dado α ∈ S, dizemos que α é µ-normal se para cada cilindro Bk = b0b1 . . . bk =
{x = a0a1a2 . . . ∈ S : a0 = b0, a1 = b1, . . . ak = bk} tem-se

lim
n→∞

#(Bk;n;α)

n
= µ(Bk) (1)

onde #(Bk;n;α) denota o número de ocorrências de Bk em α até seu n-ésimo sı́mbolo. Para
dar exemplos concretos de números normais, é útil o Critério de Normalidade de Pjateckii-
Sapiro. Este critério afirma que existindo uma subsequência Nj de naturais e constantes positi-
vas C1, C2 tais que limj→∞

Nj+1

Nj
≤ C1 e

lim
j→∞

#(Bk;Nj;α)

Nj

≤ C2µ(Bk) (2)

então α é µ-normal.
A primeira parte do nosso trabalho consistiu em dar um exemplo de número normal em

relação à uma medida de Markov: seja A =

[
1
3

2
3

1
2

1
2

]
=

[
A00 A01

A10 A11

]
uma matriz es-

tocástica positiva e p = [3
7
, 4
7
] = [p0, p1] o vetor de probabilidade estacionário associado . Então

consideramos em S a medida de Markov ν que satisfaz ν(Bk) = pb0Ab0b1Ab1b2 . . . Abk−1bk para
cada cilindro Bk = b0b1 . . . bk. Mostramos que o número δ obtido concatenando-se blocos for-
mados pelos sı́mbolos 0 e 1 em ordem crescente de tamanho e lexicográfica de tal forma que
cada bloco de k dı́gitos b0 . . . bk se repita 7.6k−1pb0Ab0b1 . . . Abk−1bk vezes

δ = 0 0 0 1 1 1 1 00 00 00 00 00 00 . . .

é ν-normal. A constante 7.6k−1 garante que o número 7.6k−1pb0Ab0b1 . . . Abk−1bk seja inteiro.

Em um segundo momento, consideramos B =

[ √
5−1
2

3−
√
5

2

1 0

]
=

[
B00 B01

B10 B11

]
e o ve-

tor de probabilidade estacionário associado q = [5+
√
5

10
, 5−

√
5

10
] = [q0, q1]. Neste caso, estudamos

a prova de que o número γ obtido concatenando-se os blocos que não contém uns consecutivos,
ou seja,

γ = 0 1 00 01 10 000 001 010 100 101 0000 . . . (3)

é normal com respeito à medida de Markov associada à matriz B.


