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RESUMO 

o objetivo deste trabalho e apresentar um modelo mate
mãtico para o estudo da circulação transiente em sistemas de 
aguas rasas e a sua implementação no sistema HYDRO que e uma lin 
güagem orientada para Hidrodinâmica, desenvolvida pelo Curso de 
Põs-Graduação em Engenharia Civil da UFRGS. 

O modelo visa descrever o fluxo em sistemas hidricos 
(lagos, estuarios, rios) devido ao efeito de mares, ventos e ro
tação terrestre. 

A solução das equaçoes que governam o problema se ob
tem empregando o método de elementos finitos. 

A particularidade deste modelo e a de 
caracteristicas tridimensionais do movimento do 
do-se então determinar o perfil de velocidades 

v i i i 

tentar simular as 
fluido, poden-



ABSTRACT 

The objetive of this work is to present a mathematical 
model for the study of transient circulation in 11 Shallow 11 water 
systems and its implementation in the HYDRO system, which is an 
oriented language for computational hydrodinamic developed by 
the Postgraduation Course in Civil Engineering at UFRGS. 

This mathematical model aims to describe the flow in 
hydric systems (lakes, estuaries, rivers) induced by tidal 

effects, wind actions and earth movements. 

The solution of the equations that govern the problem 
is obtained through the use of the finite element method. 

One of the most important features of this model is its 

possibility to simulate the threedimensional characteristic of 
the flow, so that the velocity profile can be. determinated. 
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INTRODUC~O 

Tendo em vista o avanço populacional, o desenvolvimen
to de nossas cidades atraves do crescimento de seus parques in
dustriais bem como o elevado custo de certas obras de engenha
ria onde determinadas ações, tais como as mares e os ventos têm 
grande incidência durante e depois de sua execuçao, torna-se im
prescindivel o conhecimento do movimento de nossos mananciais 
hidrãulicos atravês de suas velocidades, assim como tambêm as 
variações do nivel de ãgua. De posse destes dados pode-se então, 
estudar e planificar o abastecimento das cidades, o controle dos 
despejos industriais e domesticas e obter informações sobre o 
nivel de poluição melhorando assim a qualidade de vida e asseg~ 
rando ãs geraçoes futuras a sobrevivência de rios, lagos e estuã 
rios. 

Muito se tem feito neste sentido. Primeiramente foram 
os modelos flsicos com o inconveniente de sua construção e com os 
problemas de escala. Depois com o advento do computador eletrôn~ 
co os modelos matemãticos começaram cada vez mais a ocupar um 
lugar de destaque e atualmente com a crescente massificação dos 
computadores a modelação matemãtica pode inclusive ser bastan
te sofisticada. 

o comportamento de um sistema de ãguas rasas e defini
do por um sistema de equações ã derivadas parciais, e no sentido 
de só1Ueionár estas equações muitas soluções numéricas têm sido 
empregadas, sendo que os dois metodos mais usuais são os das di
ferenças finitas e o dos elementos finitos. 

Tradicionalmente, o método das diferenças finitas foi 
usado para cãlculos de fluxos por efeito de mares e ventos por 
muitos pesquisadores e engenheiros (por exemplo ref. 03], ~8] ), 
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com dificuldades para satisfazer plenamente as condiçÕes de con
torno e de compor um programa em termos gerais. 

Para suprir estas faltas, o metodo de elementos fini
tos, que tem sido usado com grande sucesso na anãlise estrutural, 
foi aplicado para o estudo do fluxo em ãguas rasas por muitos 
pesquisadores (por exemplo ref. [8], [17], [38]) embora WEARE [42] 
tenha indicado que os modelos de elementos finitos empregados ate 
esta data apresentavam desvantagens em tempo de processamento e 
armazenamento computacional em relação ao metodo das diferenças 
finitas. 

Ainda assim, as pesquisas continuaram e trabalhos po~ 

teriores indicam que as dificuldades foram ou podem ser supera

das [3J.[11], [27]. 
Aperfeiçoaram-se os esquemas de integração no tempo 

fazendo com que não seja preciso iterações e triangularizando a 
matriz dos coeficientes uma so vez em todo o processo. Aliando
-se a estes progressos as inúmeras vantagens do metodo dos ele
mentos finitos tais como: 

- as facilidades computacionais em tratar os contornos 
irregulares; 

- a generalidade de um programa de analise de elemen
tos finitos, que permite abordar um numero ilimitado de proble
mas; 

- as de poderem ser facilmente consideradas as amplas 
variações que aparecem nas propriedades f1sicas dos fluidos; co~ 

sagram esta tecnica como de inestimãvel valor· em problemas hidr.2_ 

dinâmicos. 
No presente trabalho desenvolve-se um modelo matemãti

co tridimensional em regime transiente para estudo de circulação 
em ãguas rasas, usando a tecnica de elementos finitos. Este mo
delo visa descrever o fluxo em sistemas h1dricos tais como lagos, 
estuãrios e rios devido ao efeito de mares, ventos e rotação te! 
restre. A particularidade deste modelo e a de tentar simular as 
caracter1sticas tridimensionais do movimento do fluido, podendo
-se então determinar o perfil de velocidades. 

Sua implementação e feita no sistema HYDRO [1], que e 
uma linguagem orientada para hidrodinâmica computacional, desen
Ve1vido pelo curso de põs-graduação em Engenharia Civil da Uni
versidade Federal do Rio Grande do Sul - Porto Alegre (Brasil). 
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Porque a implementação de um modelo tridimensional? 
Na grande maioria de trabalhos pesquisados em que fo

ram desenvolvidos modelos em elementos finitos bidimensionais~e! 
controu-se como sugestão, por ser mais conveniente, a montagem 
de um modelo tridimensional. 

Atraves de uma breve revisão bibliogrãfica do assunto 
constatou-se que os modelos tridimensionais começaram a ser pes
quisados a partir da decada de 1970, utilizando-se o metodo das 
diferenças finitas {por exemplo ref.[18).,[37],[29], [26]).Poste
riormente realizou-se estes modelos usando o metodo de elementos 
finitos e que serão vistos com mais detalhes num apêndice deste 
trabalho. 

Os modelos matemãticos para o estudo do fluxo, comume! 
te sao baseados numa integração vertical das equaç~es diferenci
ais de movimento e continuidade. Em verdade, a estrutura verti
cal da circulação não e considerada. Este procedimento pode ser 
suficiente para muitos Rrop~sitos, porem quando ocorre uma con
siderãvel circulação que envolve o transporte de areias e mater! 
ais dissolvidos, este processo não pode ser reproduzido por equ~ 
ç~es integradas verticalmente, então requerem o de~envolvimento 
de modelos tridimensionais. 

As vantagens dos modelos tridimensionais para a descri 
ção de uma circulação com respeito a uma integração na profundi
dade (modelos bidimensionais) e evidente. o uso de um modelo tr! 
dimensional nos darã velocidades em função de x, y, z, t, isto 
nos fornecerã um perfil de velocidades mais real, ao inves de ser 
adotada uma distribuição de velocidades logaritmica, a qual e ir 
real no caso de uma circulação gerada por ventos. 

Os modelos tridimensionais tambem são indicados para 
que a aceleração vertical não seja negligenciada num fluxo estra 
tificado, que e simulado como resultado de diferentes densidades. 

Muitos modelos tridimensionais nos Ültimos anos tem si 
do desenvolvidos por pesquisadores. Num apendice, no final deste 
trabalho, apresenta-se uma revisão bibliogrãfica destes princip~ 
is modelos. 

o modelo proposto neste trabalho, e um modelo matemãti 
co tridimensional resolvido pelo metodo de elementos finitos. 

Em geral, devido a diversos fatores, o fluxo em siste-
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mas como estuârios ou lagos e turbulento. Sendo o fenômeno da 
turbulência extremamente complexo em que operam muitos fatores, 
uma descrição fisica ou um tratamento matemãtico perfeito deste 
processo se torna impossivel de ser realizado completamente ate 
os dias de hoje. 

Neste trabalho o coeficiente de viscosidade turbulenta 
ê considerado como um valor constante, valor este arbitrãrio, em 
pirico, embasado em valores comumente usados. 

Obtêm-se um perfil de velocidades levando-se em consi
deração a rotação terrestre atravês do parâmetro de coriolis e 
a descrição do fluxo atravês dos efeitos causados pelas mares e 
pelos ventos. 

Este trabalho consta de cinco capitulas e de um apêndl 
de que estão divididos da seguinte maneira: 

- No Capitulo I se deduz as equaçoes governantes do mo 
v menta do fluido. 

- No Capitulo II se aplica o mêtodo dos residuos pon
derados nas equaçÕes de âguas rasas para colocã-las em uma for
ma integral, e a partir dai, se desenvolve uma formulação matemá
tica empregando a tecnica de elementos finitos. Neste cap1tulo 
são apresentadas as funções de interpolação para o elemento esco 
lhido bem como o esquema de integração no tempo da equação que 
governa o problema. 

- No Capitulo III ê apresentado a formulação do metodo 
de elementos finitos, com um novo sistema de coordenadas, para o 
modelo proposto. 

- No Capitulo IV se aplica o modelo proposto atravês de 
alguns exemplos, bem como as caracteristicas de utilização do si~ 
tema HYDRO [1]. A solução computacional foi realizada no compu
tador BURROUGHS B-6700 do Centro de Processamento de Dados da 
UFRGS, e a linguagem utilizada foi o EXTENDED ALGOL B-6700. 

- No Capitulo V são apresentadas conclusões mostrando 
o desempenho do modelo proposto, assim como sugestões para os prõ 
ximos trabalhos que futuramente poderão vir a ser desenvolvidos 
nesta area. 

- E finalizando um apêndice sobre uma breve revisão bi 
bliogrãfica onde são apresentados os principais modelos tridimen 
sionais que utilizam para solução o método de elementos finit~s. 



1 - MODELO MATEMATICO DE SIMULAC~O DA CIRCULAC~O TRIDI 
MENSIONAL EM SISTEMAS DE AGUAS RASAS. 

1.1 - Introdu ao 

Todo problema que envolve simulação da circulação em 
ãguas rasas, 11 Shallow Watern na terminologia inglesa, pode ser 
expresso por meio de equaçoes diferenciais que governam o siste 
ma mais as condições de contorno. 

1.2- Equações Governantes do Movimento do Fluido 

Assumindo que o fluxo~ basicamente _horizontal. o que 
implica em supor que existe uma distribuição hidrostãtica de pre~ 
soes, as equaçoes que governam o movimento de um fluido num sis
tema são as seguintes: 

I - Equações da Quantidade de Movimento: 

a (pu) + a 
at ax 

ax 

(puu) + a 
ay 

(puv) + 3 

az 

= o 

(puw) + fpv a P 
+-

ax 

(1.2.1) 



onde: 

d 

at 
(pv) + 

a 
CJX 

(puv) + 
() 

ay 
(pvv) + 

- dTyx - 'dTyy _ cJTyz o 
ax ay az 

ap pg o + 
az 

li - Equação da Continuidade: 

a a (pu) a (pv) a (pw) +- + -
at ax 'dy dZ 

az 

06 

(pvw) - fpu + aP 
ay 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

o (1.2.4) 

u, v, w são as componentes das velocidades nas direções dos ei
xos X, y, Z, respectivamente; p e a massa especifica do fluido; 

- . - - T T T T g a aceleraçao da grav1dade; P e a pressao; xx, yy, xy, xz, 
1 yX, 1 yz são as tensÕeS normaiS e de cisalhamento; f e O COefici 
ente de Coriolis. 

As duas primeiras equações são equações de quantidade 
de movimento. A terceira equação de movimento e substituida pe
la hipõtese de distribuição hidrostãtica de pressão. A ultima e 
a equaçao da continuidade. 

Supondo que p e constante e integrando a equaçao (1.2.3) 

se obtem: 

n 
P = Jz pg dz = pg (n- z) + Patm (1.2.5) 

sendo que Patm e a pressão atmosférica; n e a elevação da supe~ 

ficie livre @ffi relação ao nivel medio e aparece na figura abaixo. 
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li\Z 

--+-----------~--------+--------------> 
X 

H = h+"l 

FIGURA 1.2.1 

Num fluxo turbulento, as velocidades instantâneas u , v 

e w vem dadas por: 

u = <u> + u' 

v = <V> + v' 

w ::: <W> + w' ( 1.2.6) 

onde <U> e a velocidade media de um ponto e U 1 a flutuação em 
torno de <u> ' U1 e também denominada velocidade instantânea de 

agitação, sendo que: 

<U> = / u dt 
T o 
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<v> = [T 
T 

o 

v dt 

<w> = lT T 
w dt (1.2.7) 

onde T ê um intervalo de tempo no qual a vazao se mantêm constan 

te. 
Da mesma forma, pode escrever-se que: 

p <P + p• 

p <p> + p' (1.2.8) 

Definidos os valores mêdios locais, as medias das flu 
tuações devem ser nulas, ou seja: 

(OT Jc p' dt O (OT )o P' d t = o; 

;:Tu' dt =O; ;:T v' dt o ; w• dt = O; 
( 1 • 2 • 9 ) 

De (1.2.6) se deduz que 
uu = <u> <u> + <u> u• + u• <u> + u'u' 

uv <u> <V> + <u> V' + u' <v + UI V I 

uw = <u> <w> + <u> w' + u' <w> + u'w' (1.2.10) 

Tomando a media de (1.2.10), levando em conta ( 1 • 2 • 9) 

obtêm .. se 
<uu> = <U <u> + <u'u' 
<uv> = <U> <V> + <u'v'> 
<uw> = <u> <w> + <u'w'> (1.2.11) 
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Considerando p cte, e as expressoes de (1 .2.5) a 
(1.2.11) obtem-se o seguinte sistema de equações depois de tomar 
a media no sistema constituido das equações de (1.2.1) a (1.2.4). 

au au au au f v an 
+ u + v + w + + g 

at dX ay Clz dX 

a T XX <u'u'>) a T xy <u'v'>) - - -
3x p ay p 

d T XZ <u'w'>) o (1.2.12) - = 
()Z p 

a v a v v a v fu an 
+ u + v + w - + g 

at ax ay ClZ ?Jy 

1: xy v I LI I ' ) 
;) T yy 

<v'v' ) - -
ax p y p 

a T 
__1!:. - <v'w'>) = o (1.2.13) 

z p 

au av aw 
- + +- o (1.2.14) 
ax ay 

onde U, V, W e Tij (i, j = 1,2,3) SaO ValoreS medias e O simbOlO 

<>foi eliminado por conveniencia. 
De acordo ã fÕrmula de Newton, pode deduzir-se que 

'Jv. av. 
'"[ •• '"[ •• -- ]J ( __ , +--J) 

1 J = J 1 
0xj axi 

( i 'j 1,2,3) (1.2:.15) 

onde JJ e a viscosidade dinâmica (v =JJIP e a viscosidade cinemâti 
ca), e depende do fluido. 
fazendo f 

<u'u' XX - = 
p 

T 1 
<U 1 V1 > = <v'u'> _Ef_ = ....1!. 

f p p 
<u'w'> xz = 

p 

- <v'v'> Tyy 
p 



1 o 

<V 1 W 1 > w'v' 
l'yz fz 

= = 
() p 

(1.2.16) 

As 1 ij (i,j 1,2,3) são chamadas tensões de Reynolds 
e representam a forma tangencial media por unidade de superficie 
paralela ao fluxo devido a turbulência. 

Usualmente se faz 

1 .. 
1 J 

av. av. pd __ , + __ J 

axj 3X; 

onde E e o coeficiente de viscosidade mecânica, molar ou turbulen 
ta, tambêm ê conhecido como fator de turbulência. c depende do fl_!! 
xo e nao do fluido. 

Como o efeito de Tij ê muito pequeno em relação ao de -
T;j, sao considerados somente os efeitos da turbulência. 

Consideram-se os seguintes casos: 

1 - Assume-se que E = cte em todo o sistema, então: 

a:rxx dTXZ 
+ + 

ax 'JY az 

a (~ a v ) +pc + + pc 
'dY 'dY X 

a2u a2u ~2 
( d u ) PE 
~ 

+ ;;z + 
~ 

pd 
a2u a2u a2u ) 
(JX2 

+ :-z + 
~ aY 

= pell 
2 u 

pois: 

au 
- + 

a v 
- + 

dW o e 
ax ay az 

a2 u a2u a 2 u t/ u ~+ ~+ ~ 
= 

ax 

onde ~ 2 ê o laplaciano da função. 
da mesma forma: 

( 2 au ) p + 
ax ax 

a au 
+ 

aw ) - = 
az az ax 

2 2v ()2 :) u w 
+ PE -z + + 

)X axay axaz 

u ';JV w ) + pc + - + = 
X X ay az 

(1.2.17) 
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3tyx z,t yy ) 
;\2 

+ + 
•1yz 

p v j i. (1.2.18) 
;)x ;Jy ;í z 

2 -Assume-se que sH 7 cv, ou seja que sao diferentes 
os coeficientes de viscosidade mecanica ou turbulenta no sentido 
horizontal e vertical, então: 

~) T X X ClTxy utxz a ( 2 au ) --+ --+ + p c - + 
ax 'dy az H ax ax 

() au ~) a au aw +ps - + + p E - + = H Cly ay Clx v Clz az ax 

a2u a2u a2u 2 
( ) ( ~) = PfH -:---2 + -;;z + PEH -:---2 + + 

ax ax axay 

') 2 ') 2 ( u -' _w_) (1.2.19) + pt: ;-;z+ v él x a z 

da mesma forma: 

dTyx •JT yy d au a v a 
-+ -- + = p EH - + + PEH 

CJX Cly Clz ax ay ax ay 

( 2 a v ) d a v dW ( <l 2v a2v ) + + PE - + ;:: Pt.H ~+ -;;z Cly v ()z az <ly ax 

32u 32v 2 2 
ps H ( ) ( d v ~) (1.2.20) + -+ ;-;z + PE -:---2 + 

<Jxay v az 3y8z 

levando em conta que: 

a2u a2v d dU 3 v) a aw 32w 
-:---2 + = +- = ---
Clx 8x3y 8x ax ay ax 8z 8xaz 

(1.2.21) 

a2u 82v a au a v d aw a2w 
+ -:---2 = - +- = ---

axay ay Cly ax 'dy ay az ayaz 

(1.2.22) 
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pdis: au a v aw - + + -
ax ay az 

O e c h ama n d o c a r e 1 a ç ã o E v I '"H , o u s e 

t.v c = 
E: H 

ja (1.2.23) 

As expressoes (1.2.19) e (1.2.20) podem então ser es-
cri tas da seguinte maneira: 

'\-
~lT yx JT XZ a2u ;/u a2u nT XX 

+ + -- + = PEH ~+ a? + c 
~ ax ay az ax 

+ ( c- 1 ) a 2w (1.2.24) 
axaz 

él-r yx () 1 yy ;) :r yz 
( a2v a2v a2v 

+ -- + ::: PE ~+ "ãl + c "ã7 + 
ax ay az H ax 

2 
+ (c-1) a w (1.2.25) 

ayaz 

3 - Assume-se que o coeficiente de turbulência horizon 
tal ~ constante e o vertical ~ uma função de z, ou seja v Ev(z) 

então: 

ax ay az 

a2 
+ c (z) u + 

~ 
;J X X 'T XZ 
--+ + 

+ [ c (z) - 1 J (1.2.26) 
axaz az ax az 

ax ay az 

2 
+ [ c (z)- 1] ~J + ( av 

aw éJE:v 
+- ) p (1.2.27) 

ayaz az ay az 

1.3- CondiçÕes de contorno 

As condições de contorno são as seguintes. 



Na superfície. 

- w (n) + u (n) 

P (n) = Patm 

JTl +v (TJ) 
ax 

o 

Nos contornos 11 Solidos 11
• 

u = v = w = o em s1 

Nos contornos 11 abertos 11
• 

an an 
- + o 
ay at 

n = ii (t) [ ii (t) = Funçao prescrita] em s2 

li\Z 

~-----------------------) X 
FIGURA I. 3.1 

a) CONDIÇÃO O! CONTORNO • TERRA" ( s 1 ) 

b) C O NO I Ç Ã O O E C O N T O R N O " A' G U A " ( S 2 ) 

1 3 

(1.3.1) 

(1.3.L) 

(1.3.3) 



onde Ts 
X 

Quando se leva em conta a açao do vento, se faz: 

E 
v 

E 
v 

s 
e t 

3v 

az 

I z = n 

I z = n 

p 

= 
p 

sao as tensões tangenciais na superf1cie, y 

1 4 

(1.3.4) 

provo-

cadas pelo vento. Usualmente: 

2 = Y P a v2 cos e 

= Pa sen e ( 1 • 3 • 5 ) 

onde y2 - coeficiente de tensão do vento, Pa ~ 

e um a massa espec1-
fica do ar, v 
do vento forma 

Como 

fazer que K 

Usualmente se 

a velovidade do vento e e o ângulo que a direção 
-+ 

com o sentido positivo do eixo X • 

T s e 
2 X 

ts 
y apararecem divididos por P, se pode 

Y P a --. 10-6 e -6 em geral K varia entre 2,5 x 4,0 x 10 • 
p 

adota -6 K = 3,2 X 10 • 
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1.4- Resumo das equaçoes que governam o movimento do 
fluido. 

Resumindo, as equaçoes que governam o movimento tridi
mensional do fluido são as seguintes: 

onde: 

au + u ~ + v au + w au + fv + g ln + cH 
at ax ay az ax 

2 
+ a u + 

;-? 
2 

d v -) + 
axay 

a 
az 

(E u aw 
v + Ev 

az ax 
o 

2 
v + u av + v 

at ax 
v + w ~ - fu + g ln + cH (2 ~ 

ay az ay ay 

2 
+ 4 + 

ax 
) + 

axay 

au av w 
-- + -- + = o 
ax 

+ 

ay 

ln+ 
ax 

az 

vs ln 
ay 

- w s o 

o 

+ 

(1.4.1) 

+ 

(1.4.2) 

(1.4.3) 

( 1.4.4) 

as duàs pr1meiras são as equaçoes da quantidade de movimento, a 
terce1rã equação ê da continuidade considerando o fluido incom -
presslvel e a ~ltima e a condiç~o de contorno cinem~tica na su
perf'lcie. 



2 - FORMULAÇJI:O DO M[TODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O MO 

DELO DE CIRCULAÇ]J;Q TRIDIMENSIONAL EM AGUAS RASAS. 

2.1 - Introdução 

o mêtodo de elementos finitos e uma técnica largamente 
utilizada na solução de problemas matemãticos e fisicos. Foi pri 
meiramente desenvolvida para a mecânica dos sÕlidos, tornando-se 
uma ferramenta de vital importância na anãlíse estrutural. A a
plicação do mêtodo de elementos finitos â mecânica dos fluidos e 
a hidrodinâmica ê relativamente recente, entretanto uma signifi 
cativa literatura e uma larga utilização a consagram como técni
ca de inestimável valor. 

2.2 - Esquema computacional do mêtodo de elementos fi-
nitos. 

a) Idealização e discretização do continuo; 
b) Cálculo das matrizes do elemento; 
c) Montagem das equações que governam o problema; 
d) Aplicação das condições de contorno; 
e) Solução do sistema de equações; 
f) Apartir das variáveis obtidas na solução calcular, 

se for necessário, resultados secundários. 

2.3 - Aplicação do mêtodo de elementos finitos nas e
quações gue governam o problema. 
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Para levar as equaçoes que governam o problema, apre
sentadas no Capitulo I, ã uma forma integral usa-se o método dos 
r e si duo s p o n de r a dos em r e 1 a ç ã o a (\ u , ,\ v , 8 w e ó n , q u e sã o q u a n t i 
dades arbitrãrias. Então se tem: 

f { ÊJ! au dU dW f an 
+ u - + v - + w - + v + g 

r2 ~~ t X ()y az dX 
2 a2 u a2 u ,, 2 

E [d U (c- 1 ) C} w ] } ou dr2 + -::--2" + c 
~ 

+ 
H~ ay l z 3x()z 

1sz 
Txs c au ) ou dxdy = o (2.3.1) -- - v 

p az 

!Q{ 
a v dV CJV a v f a n - + u - + v- + w- - u + g 
at ax ay az ay 

-EH [ a
2

v + a2v a2 v (c - 1 ) a2w ] } ÔV dJ 
~ :-2 + c;-;z + -

ay aya z 

T s a v 1sz ( - E V ) ÔV dxdy = o (2.3.2) 
p az 

!Q ( au dV dW ) ÔW dJ o (2.3.3) - + - + = 
ax ay az 

!Q [a ( li ) 
a 

( lj ) 
Ôl' ( n ) ] on drl =0 + u + v - w 

at CJX ay (2.3.4) 

c 
onde v c = 

SH 

Supondo uma função a a (x, y,z), e lembrando a fÕrmu 
la de integração por partes, se tem que: 

2 
!Q 

a a(x,y,z) o a dxdydz = 1sx aa(x,y,z) oa dydz-
' 2 
dX ax 

-!Q 
aa(x,y,z) Clôa dxdydz (2.3.5) 

ax ax 
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I n t e g r a n d o p o r p a r te s o s 11 t e r mo s v i s c o s o s " , e 1 e v a n d o 

em conta a expressao (2.3.5) se tem que: 

Os"termos 
c ia. 

f ri { dU ou dU ou dU ou + w dU <Su + u + v 
dt dX ';ly dZ 

dn ou [ dU dOU au dOU c dU dou + g +EH -- + + 
dX dX dX dY 'Jy dZ dZ 

( c- 1 ) dW dOU J} drl Jsx 
dU ou ds + -EH 

dZ dX dX X 

Jsy 
dU ou ds Jsz 

dU ou ds
2 - EH - EH c-

dY 
y 'Jz 

T s dU 
Jsz 

X ) ds - - c ou z 
PEH dZ 

Js ( c- 1 ) dW ou ds o - EH X az X 

dV dV dV 
Ir~ { ov + u dV ov + v- o v + w o v -

dt dX ay 

dn ov + [ 
dV dO V + g EH -- + 

dY dX dX 

+ (c- 1 ) aw Jov J } 
dZ dY 

:lv o v ds - EH fsy y 
C!Y 

Jsz 
TYS ,1 v 

) - c 
pt..H ~) z 

fsy ( c- 1 ) dW o v - EH -
dZ 

viscosos", introduzem no 

'Jv dO V 

dY dY 

Jsz - L 
H 

o v ds 
z 

dsy = 

modelo os 

dZ 

+ c 

'Jv 

dX 

c 

o 

dV 

dZ 

dV 

dZ 

o v 

efeitos 

+ f v ou + 

+ 

( 2 • 3 • 6 ) 

f u ov + 

dO V + 
dZ 

ds z 

(2.3.7) 

da turbulên 
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In ( au 6w a v ow aw 6w) dn o (2.3.8) + + 
ax ay az 

In [ ~ 6n ( n) a 6q ( n) an 6n + u + v -
at ax ay 

- w (n) on J dn = o (2.3.9) 

sendo que: 

dsx = dydz; dsy = dxdz; dsz = dxdy, n ê o dominio do 
sistema em questão. 

As integrais de contorno são condições naturais nos con 
tornos 11 ABERTOS 11 (s 2) e nulas nos contornos "SOL IDOS" (S 1). 

Para introduzir o método de elementos finitos utilizam 
-se as seguintes expansões para as incógnitas, uma vez que o do
m in i o f o i d i s c r e t i z a do c o m e l em e n to s de " n i• n o s : 

n• 
n 

(2.3.10) 
onde ~ = ~ (x,y,z) são as funções de interpolação, o superindi
ce T indica transposição de matriz, o til indica matriz ou ve-

n n n n 1 
-tor (neste caso trata-se de vetores) e ~ , ~ , ~ , n sao os ve 

tores que contêm os valores nodais deu, v~ w e n· Mais adiante 
representa-se a derivada em relação ao tempo com um ponto acima. 

As funções de interpolação para n (x,y,t) são diferen
tes das funções das outras incógnitas jã que n ê independente de 
z (n' são os nõs onde existem as incógnitas n). 

Introduzindo (2.3.10) em (2.3.6) e lembrando a arbitra 
riedade de ou, ov, 6w e 6n obtêm-se: 

(P, ~T) • n a4>T 
(2T un) [f n dn ] u + {[fn(~ -....:!.-) dn ] + - ax 

[fn ( ~ 
a !T 

) (~T v") dn ] + + 
ay -

+ [f n (~ a~T 4JT wn) dn] } n ... u + 
'dz ... 



''"' 20 

frl{~~T) n • <P I T 
n' 

+ [ f d~2 J v + [ g f(~~) dst J !.\ + ;' - ri ClX 

d~ a<P T a~ ...,<)JT 
{cH JQ [ ( ---) ( a-.. ) + + --- + 

ax ax Zly Cly 

( a~ él~T) 
J dri} n 

+ c u + 
ClZ az 

[ f ri ( c- 1 ) ( a~ a2T 
) dri J 

n 
+ EH --- w 

ax Clz 

Jsz ( 
T XS, q)T ds Q (2.3.11) - "' ) = z p 

Em uma forma compacta a (2.3.11) pode ser escrita da 

seguinte maneira. 
;, 

M' 
"' 

• n 
u + (A + A + A 
~ -x ~y ~z 

~n + 2 ~n + §x 

"'' wn + ~X 
n' p 

-X 
= o (2.3.12) 

onde: 

~X JQ( <P a~ T 
) (~T un) dQ ::: 

ClX 

A =f ri ( <P a~T 
) {~T vn) díl -... y ay 
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A ... z 

G ... x 

F 
~~- ~~ ... T ~P ~-~T ~~ ~~T 

SH JQ[ (_o _o_)+ (_o- _o_)+ C (.5:..::_o--)J dQ 
ax ax Jy ay az az 

a~ a~T 
N = EH fn(c-1) ( _:::_ ---) dÇ2 
... x '" ax az 

n' 
~X = 

2 •T 
V cos o Jsz ~ 

p 

Da mesma forma, introduzindo (2.3.10) em (2.3.7) obtem 

-se: 

dn J + 

+ ['/ ( ~a2T ~T vn) do ] + - ... o 
'dY 

[ fn( 
~ a! T ) ~T wn) n 

+ - ( dçt, ] } v 
az 



'"cp .)cpT 
(..:::..:: _u--) 

ay ay 
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41' afT) n' 
( ~ dSt J n + 

+ c 

ay 

cp cp T 
(a- l.::_) J drd vn + 

élz az 

T s ~T Js ( _Y_ _ ) d s = O 
z p z -

(2.3.13) 

Em forma compacta a (2.3.13) pode ser escrita da se-
guinte maneira: 

M' + (A + A + A ) vn - C un + G n 
-X -Y -z -Y n + 

n' p 
-Y 

o (2.3.14) 

onde: 

~X fi] (2 
a~T 

) ( <PT un) diJ = -ax ... 

A JQ (~ 
3~T 

) ( cpT n d\i. v ... y 
3y 

A JQ 
;~:a~T 

) ( 
cpT wn) dn -... z az 

ç ::: f Jr1(21:T) dn ... 

G gfn 
cp' a 2 'T 

dn = ( ... -... y ay 
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a~ a~T ,, cp atPT cp cpT 
F [ ( ) ( d- --) ( ~ --ª-::__ ) ]d 0, EH --- + + c 

;) X ax () y ay (}Z ()Z 

a~ cp 
N In (c- 1 ) ( - ) d)l = EH -Y ay az 

n• 2 pa v2 ·r y Sen eIs ds ~y = cp 
z - z p 

Introduzindo (2.3.10) em (2.3.8), obtêm-se: 

[ In ( <I> 
a~T 

) dç;: J n [ In ( Q a~T 
dv J n - u + v + 

ax ay 

+ [ In ( 
cp a~T 

) d Q J n o (2.3.15) - w 
az 

ou em forma compacta 

o (2.3.16) 

Jnde: 

~X In ( cp 3pT 
dn - ax 

L In ( cp a~T 
dv = -Y ay 

L In ( <P 
(}~T 

ctn = ... z az 

Tambêm introduzindo (2.3.10) em (2.3.9) se obtêm que 

<P'<t>'T ·n' <P a~'T cp'T n n' 
[In( ... - )d~~~ 1l +[Ir~(---)(... u (n))dn J ~ + 

... ax 



(1: I 

(I) I T 
(fT [f 

..., ) + 
ly 

I cp'T n - [ !0~ ( ... w 

ou em forma compacta 

onde: 

Ml I 

I I 

B -x 

B 
-Y 

R 

• n' 
n 

!0 

!0 

+ (B + B ) 
... x -Y 

( 
cpl cpiT 

) ... ... 

cp~a~~r) 
... --

Jx 

( 
cpl a cp I T - .... 

ay 

cp -

n 
( r 1 ) ) d(/, v J 

( n ) ) d0. ] 

nl 
n - R = O 

dn 

IT n ( n ) cp u 
"' ... 

( cp I T n v 
... 
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n' 
n 

o (2.3.17) 

(2.318) 

) d0 

( n ) ) d0 

Juntando (2.3.12), (2.3.14), (2.3.16) e (2.3.18) a e
quaçao matricial para um elemento e a seguinte: 

Ml o o o • n u 
~ ~ - - -
n Ml o o vn 
1.1 - ~ 

o o o o V'Jn + 
- - - ~ 

o o o M I I 
• n I 
n - - - "" 



ou em 

+ 

+ 

A + A + A + F -x -y -z 

- G 

L -x 

o -

p n• 
-X 

p n• 
- y 

o -

R - (w(n)) 

forma compacta 

M X + K ( X ) X 

A + A 
~x -y 

o 

o 

o 

o 

+ ~1 ( X ) 

c 

+ A 
-z 

L -y 

o -

= o 

+ F 

N 
-X 

~y 

L -z 

o -

G 
-X 

§y 

o -

B +B 
-x -Y 

2!:> 

vn 
+ 

wn 
-

n' 
!J 

(2.3.19) 

( 2 • 3 • 2 o ) 

Na expressao (2.3.19) os termos lineares e nao line-

ares podem ser separados em duas matrizes ~ 1 e ~ 2 (x) respecti

vamente. 
Neste caso tem-se 

M X + [ ~ 1 + ~ 2 (x) ] X + ~ 1 (x) = O (2.3.21) 

onde: 
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~1 M' o o o 

o M' o o - - - -
o o o o - - - -
o o o M I I 

- - - -

~1 = F Q N -x G -x 

-C F N ~y - - -Y 

L L ~z o -x -y -
o o o o - - -

K2 ( X ) :::: A + A + A o o o -x -y -z 

o A + A +A o o - -X -Y -z ~ -

o o o o -
o o o B +B - - -X -Y 

~1 (X) n' p -X 

p n' 
-y 

o -

R (w (n)) -

X 
• n 

:::: u 

• n 
v -• n 
w 
• n ' 
!J 
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X n 
:; u 

n 
v 
~ 

n w -
n• 

f] 

onde M representa a matriz de massa para um elemento; ~ 1 é a m! 
triz do~ termos lineares; ~ 2 (x) ê a matriz dos termos não line 
ares; ~ representa o vetor das derivadas da velocidade, ~ in
dica o vetor das incógnitas; P1 (x) ê o vetor de cargas, onde 

n • n • P e P são devidos aos efeitos de vento e so tem alguns ele--x -y 
mentos não nulos. 

2.4 - Integração no tempo da equaçao que governa o pro 
blema (discretizada atravês de elementos finitos) 

Depois de formar as matrizes ~' ~ 1 , ~ 2 e o vetor ~ 1 
para cada elemento, devem seguir-se os seguintes passos: 

a) Montar as matrizes ~' ~ 1 , ~ 2 e o vetor ~ 1 para to
dos os elementos do sistema; 

b) Integrar no tempo a equaçao resultante; 

c) Aplicar as condições de contorno; 

d) Resolver o sistema de equações com a formula de re
corrência obtida em (b); 

Para integrar no tempo, a equaçao resultante e: 

. 
~ ~ + ~1 X + ~2 (x) ~ + E1 (x) "' Q (2.4.1) 



sendo: 

e 

zoidal) 

de onde 

2S 

( 2 • 4 • 1 • a ) 

==o (2.4.1.b) 

Utiliza-se o metodo de diferenças finitas (regra trap! 

assumindo 

X --t+L'It 
L'lt 

X -t+L'It 

que 

~t 

2 

L'lt 

+ ~t 

2 

( ~t+L'It - ~t ) - ~t 

~--------~------------~---------------> 

t At , 
fi.URA 2. 4.1 

(2.4.2) 

(2.4.3) 
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Introduzindo (2.4.3) em (2.4.1 .b) e levando em 
(2.4.1.a) obtêm-se a seguinte fõrmula de recorrência 

conta 

[ 2 

6t 
M + [ 2 

6t 
M 

(2.4.4) 

Como no membro da esquerda, a matriz dos coeficientes 

depende de Xt+f\,t' deve ser modificada em cada intervalo de tem
po. Isto implica em ter que decompor a matriz dos coeficientes 
muitas vezes, o que significa um aumento considerãvel do tempo 
de processamento. 

Para evitar isto e decompor a matriz dos coeficientes 
uma so vez em todo o processo se emprega o seguinte esquema. 

Se toma a equação (2.4.4) para o intervalo t+6t e 

[ 2 

6t 

= [ 
2 

6t 

= 

(2.4.5} 

Somando membro a membro (2.4.4) e (2.4.5) e passando 

~2 ( Xt+6t} ~t+6t e ~2 (Xt+26t) ~t+26t ao segundo membro se 

obtêm: 

[ 2 2 
M + ~1 ] ~t+26t= [ 

6t 
M - K ] Xt 
- ""'1 ..... 

- 2K X 
-1 -t+6t-

( 2 • 4 • 6 ) 



30 

Ao termo entre chaves pode aplicar-se o desenvolvimen
to de Taylor para o primeiro e o terceiro termo, expandindo em 
torno de t+6t e desprezando termos de segunda ordem. Então tem -
-se que 

= 

(2.4.7) 

Juntando (2.4.6) e (2.4.7), obtem-se a fõrmula de recor 

rência final 

[ 2 

6t 
2 

M + ~1 ] ~t+26t = [ 
6t 

M - ~1 ] ~t 

(2.4.8) 

Neste esquema, nao sao requeridas iterações. Mostra-se 
eficiente em termos de tempo de processamento, embora seja nece~ 
sãrio tomar intervalos de tempo iguais para manter estacionãria 
a matriz do m~mbro esquerdo. 

O esquema estã balanceado em t+t-t e tem um so passo, 
tem o inconveniente de que não ê auto-iniciãvel, ou seja que pa
ra iniciar o processo ê necessãrio conhecer 

e 

2.5 - Estudo do tipo de elemento e das funções de in
terpolaÇão. 

Primeiramente foi realizado uma anãlise do elemento e 
das funções de interpolação para um problema bidimensional e de-
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pois foi extrapolado para um problema tridimensional que e o ob
jetivo deste trabalho. 

Supõe-se a seguinte situação 

z 

~----------~------~~~----~? 

X 

ELEMENTO FINITO 

FI8URA 2.5. I 

onde assume-se: 

1) Funções de interpolação lineares para as coordena-
das; 

2) Funções de interpolação lineares no sentido horizon 
tal para as incógnitas; 

3) Funções de interpolação cúbicas, no sentido verti
cal para as incógnitas. 

Então, pelas hipóteses anteriores não se trata de um 
elemento isoparamêtrico em que a variação das funções de interp~ 

lação das incógnitas ê a mesma variação das funções de interpol! 
cão da geometria, este tipo de elemento ê subparamêtrico em que 
a variação das funções de interpolação das incógnitas ê maior 
do que a variação das funções de interpolação da geometria. 

O elemento da figura (2.5.1) pode ser analisado da se
guinte forma 



lt\ z 

FIGURA 2.5. 2 

~,. 

:..I 

4 3 
-I 

X 5 

~ ll .. 
7 '·I 

I 

O Pontos Oftlll •- coordtnados ..... ,...... 
• :r::,~:l:'*'·tro• 
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2 
~~ 

4 

~ 

6 f. 

• ... 8 

Para as coordenadas consideram-se os nos 1 ,2,7,8 e as 

funções de interpolação sao as seguintes: 

X = ( 1 - €) 
1 4 

( 1 +d x, ( € 'ç) 

x2 = ( 1 +d ( 1 +t;) x2 ( E 'Ç) 
4 

x7 
1 ( 1-d ( 1 -t;) x7 ( E 'Ç) - = 
4 

x8 
1 ( 1+d ( 1 -s) '( ( E 'Ç ) = = /,8 (2.5.1) 
4 

Para as incógnitas usam-se as funções lineares seguin-

tes, no sentido horizontal 

4'1 ( e: ) 1 ( 1 -d =-
2 
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= ( 1 +C) (2.5.2) 

2 

E no sentido vertical, as seguintes funções. 

( ç ) 1 + ç 
lji1 = 

2 

lji ( ç ) 9 {ç 2 
1 ) 

2 8 

lji ( ç ) 27 ç (ç 2 1 ) -
3 8 

( 2 • 5 . 3 ) 

que sao propostas na ref. (_3 5] • 

~:-..Z 

't'l 't'2 

o 

I ------

FleURA 2. 5.5 
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Analisando agora um parâmetro qualquer~ = ~{E,ç) 

Para ç= 1, tem-se que lfl 1(d = 1 e lfl 2 {ç) = lfl 3 {ç)=O, 
então fica: 

{2.5.4) 

Para s - 1 {ou seja com ~ 1 (E) = 1 e ~ 2 (c) =O ), a 
variação se ~( - 1,ç) não pode ser colocada na forma 

~ (- 1 ' ç) = lfl1 (ç) ~, + lfl2 (ç) ~3 + lfl3 (ç) ~5 (2 5 ) • • 5 

pois se 1 

3 
{ou seja no no 3) tem-se: 

~ { - 1 ' = 
3 

2 

3 
~1 + ~3 - ~5 ( 2 • 5 • 6 ) 

1 
quando se sabe que~(- 1,--

3 
= ~ 3 , da mesma forma, se s= -

3 

{ ou seja no n õ 5 )tem-se : 

~ (-1,- __ 1 ) = 1 
3 3 

quando se sabe que ~(-1, 

~1 + ~3 + ~5 

) = ~5. 
3 

(2.5.7) 

Então, levando em conta as considerações anteriores,se 

faz 

~ ( - 1 ' ç) = lfl1 ( ç) ~ 1 + lfl2 ( ç) A 1 + 'V 3 ( ç) A2 

(2.5.8) 

onde A1 eA 2 sao parâmetros a determinar. 

Par a ç = 
com e:=- 1) 

e Ç= - respectivamente se tem (sempre 
3 3 

2 
A1 A2 ~3 = ~, + -

3 

~5 = ~, + A + A 
3 1 2 {2.5.9) 
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De ( 2 • 5 • 9 ) obtem-se que 

A1 
1 

[15) = - - )11 + [13 + 
2 

A 
1 )J1 

) (2.5.10) - - - )J3 + fl5 2 2 3 

Introduzindo (2.5.10) em (2.5.8) obtem-se: 

(-1,ç) [ ljl1 (ç) 1 
ljl2 ( ç ) 1 

ljl3 ( ç) ] )J 1 )J = - - + - + 
2 6 

1 
[IJI2 (ç) - ljl3 (ç) ] )J3 + 

1 
[ ljl2 ( ç) + ljl3 (Ç) ])J5 + - - = 

2 2 

(2.5.11) 

Da mesma forma 

)J (. 1 ,z:) = a1 (Z:) JJ2 + a2 (ç) fl4 + a3 (ç) )J6 

(2.5.12) 

Fazendo 

ç = 1 ' ç = 
1 ç = 1 tem-se: - e - -
3 3 

)J ( E: ' 1 ) = <P1 (c:) )J1 + <P 2 (c:) )J2 

1 
)J (c:,--) =<P1 (c:) )J5 +<P2 (c:) )J6 

3 
(2.5.13) 

Juntando (2.5.11), (2.5.12) e (2.5.13) tem-se: 



\~r 

-

onde 

~· = ~· (E,Ç) 
1 1 

~, ~, + ~2 ~2 + ~3 ~3 + ~4 ~4 

6 
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+ 

'\' 
Lo 

i = 1 ~. ~. 
1 1 

(2.5.14) 

Anãlise do elemento e das funções de forma para um pr~ 

blema tridimensional. 

de 

9 

/ 
/ 

IS 

/ 

CASO I: 

-Agora o elemento e o seguinte: 

I 12, 
I 
I 

16{11 -

/ 
/ 

Para as 

FIGURA 2.5.4 

14 

nv·"L 

O PNtee •f! • ooorde...._ 
alo eapecifio••• 

• P•to. ..-. oa Dorlmetros 
18 llpitCÍfiOGd .. 

coordenadas consideram-se as seguintes funções 
forma: 

(E,n,ç) 1 -E} -n) +i;;) x1 = 8 

x2 (E,n,d = +d -n) +d 
8 

(E,n,d 1 
+d +n) +i;;) x3 = -

8 
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x4 (s,n,ç) 1 ( 1 -E:) ( 1 +n) ( 1 + ç) -
8 

x13 (s,n,d 
1 ( 1 -E:) ( 1 -n) ( 1 - ç) -
8 

x14 (s,n,t;;) 1 ( 1 +E:) ( 1 -n) ( 1 -t;;) -
8 

X 1 5 ( C,Tj, ç) 1 ( 1 +c) ( 1 + n) ( 1 - (,) 
8 

x16 (s,n,t;;) 
1 ( 1 - E:) ( 1 + n) ( 1 - t;;) (2.5.15) = -
8 

Par a as incõgnitas usam-se as seguintes funções linea 
r e s, no sentido horizontal. 

<P 1 ( E:, n) 1 ( 1 -E:} ( 1 - n) -
4 

Q 2 ( s, n) 
1 ( 1 +E:) ( 1 - n) -
4 

Q 3 ( E:, n) = ( 1 +E:) ( 1 + n) 
4 

q>4 (E: ,n ) 1 ( 1 -E:} ( 1 +n) = - (2.5.16) 4 

E no sentido vertical as funções cúbicas dadas na ex-
pressao (2.5.3). 

Fazendo uma anãlise exatamente igual ao que foi real i -
zado para o elemento bidimensional, tem-se 

j.l (- 1 ' - 1 , ç ) "' a 1 ( ç) j.l 1 + a2 ( l,; ) j.l5 + a3 ( ç ) J.lg 

j.l ( 1 ' -1 'd = cx1 (t;;) j.l2 + a2 ( ç ) j.l6 + a.3 ( l,; ) j.l10 

j.l ( 1 ' 1 ' ç) = a1 ( ç) J.l3 + a2 ( ç ) J.l] + a3 ( ç ) j.l1 1 

.. 
j.l ( -1, 1 , ç ) =a 1 

(ç) j.l4 + a2 ( l,; ) J.ls + a3 ( ç ) j.l12 

(2.5.17) 
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(ç ) [ 'f1(ç) 
1 

'f2(ç) 
1 ( ç ) ] €);:1 = - - + - 'f3 

2 6 

a2 ( ç ) = [ 'f2(ç) - 'f 3 ( ç ) ] 
2 

( ç ) 1 
[ 'f2(ç) + 'f 3 ( ç ) ] a3 = -

2 

Fazendo s= 1 , (= .!. e s= 
1 obtem-se: - -

3 3 

+ cp4 (E ,n ) f-14 

(E: , n , 1 ) o, fl 
3 

+ <V 4 ( s , n ) f-la 

(E .n , 1 
fl - -) 

3 

+ cp 3 (E: .n ) f-111 + t1l 4 (t: .n ) f-11 2 (2.5.18) 

Juntando (2.5.17) e (2.5.18) obtêm-se: 

1 2 
f.i(t:,n,ç) = L: 4>; (t:,n.s) f.li (2.5.19) 

i 1 

onde: 

4>1 = cp 1 a1 ; 4>2 = cp 2 a, ; 4>3 cp 3 a., ; 4>4 cp4 a, 
4>s cp 1 a2; 4>6 92 a2; 4>7 <P3 a2; 4>8 <P4 a 2 

·~ 

4>g = <P 1 a3: 4>10 = <P2 'a3; 4>11 = <1>3 a3; 4>12 = cp4 a3 
~. 

{2.5.20) 
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As funções cJl; (t:,rd vem dadas pela expressão(2.5.16) 

e as a. dadas pela (2.5.11) sao as seguintes: 
1 

a: ( l; ) 
1. 

9 l; 3 + 9 l; 2 - l; - 1 ) . 1 = 
16 

Ct2 (ç ) 9 ( 3 l; 3 - l; 2 3 ç + 1 ) - + 
1 6 

a3 (ç ) 9 ( 3 r 3 ç 2 3 l; + 1 ) (2.5.21) .,.. -
1 6 

As funções <!J i (E: ,n ) s a o i g u a i s as cp i n c 1 ui das nas ex 

pressoes (2.3.11) a (2.3.20). 

CASO li: 

Sendo o elemento tridimensional da seguinte forma: 

5 

/ 

" 
13 

/ 
/ 

/ 

12~ 
I 

16fi}. -
/ 

FIGURA 2.5.5 

• Pontoe onH aa coordanaál 
• ,arlmetrea * .. , .. ttica•• 
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Descreve-se a geometria do elemento com as mesmas fun 
çÕes de interpolação que são usadas para as incógnitas, tornan
do assim o elemento anteriormente subparamêtrico em um elemento 
isoparamêtrico. 

Optando-se por este ultimo para a implementação final, 
por ser o elemento isoparamêtrico de mais fãcil manipulação e os 
resultados obtidos com os dois tipos de elementos foram coinci
dentes. 

Considera-se, então para as coordenadas as funções de 
forma de (2.5.20) ao invês das funções de (2.5.15) onde são adi 

cionadas ~13' ~14' ~15 e ~16' 

sendo 

(2.5.22) 
1 6 

As funções (2.5.20) para as coordenadas tornam-se en-
tão: 

~, = <P1 a1 ; ~2 = <P2 a . ~3 
cp a . ~4 = cp4 a., ; 1 ' 3 1 ' 

= . = = cp <P ; 
~5 w, a2 ' ~6 <P2 0.2 ~7 0.2 ~8 ((2 3 4 

~9 = <P1 '0.3 ; (jJ 1 o = <P2 0,3; (jJ 1 1 
cp 0:.3; ~12 = <P a . 

3 4 3, 

~13 = <Pl a4; ~ 1 4 = cp2 o. 4; (jl15 
cp o. . 

~16 = <P a4; 3 4 ' 4 

( 2. 5. 23) 

Sendo como anteriormente as funções <P. (s,n) dadas em 
1 

(2.5.16) e as a. (ç) em (2.5.21) e (2.5.22). 
1 
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~ z o<, 

FIGURA 2.5.6 - Funoaea de for~na no aentido ver ti cal 

2.6 - Sistema d coordenadas natural - Matriz Jacobia-

na. 

2.6.1 - Introdução 

o uso do sistema de coordenadas natural e extremamente 
vantajoso para elementos bi e tridimensionais onde os contornos 
podem ser deformados. 

A função de forma <P e defini da em termos de E: ,n e ç que 
sao coordenadas locais variãv.eis . 

2.6.2 - A Matriz Jacobiana 

Sejam x, y e z as coordenadas globais e s,n e sas coor 
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denadas locais. Sabe-se que as derivadas de qualquer das <Pi(E ,n, 
ç ) de (2.5.23) podem calcular-se da seguinte maneira: 

()<fl. 
1 

ZJ<fl. 
1 

dE ax 

8<P d<P 
i [J] --

dn ay 

Cl<fl; ;)<fl; 

dS d z ou 

a <P . 
1 

aq>; 

dX o E 

o<P· ] -1 0<P; 1 [ J ( i 1 '2 1 2 ) ;:;: . . . ' 
ay an 

Cl<fl; () <P 'i 

az aç ( 2 • 6 • 2 • 1 ) 

onde [J] e a matriz jacobiana e vem dada por 

Clx a 8z 

dE dE dE 

[J] 
Clx 

:::: --
an 

_!_]_ Clz -
an an 

dX _b_ dZ 

a ç ar; dl_; (2.6.2.2) 

As coordenadas x, y, z sao expandidas, usando as fun
çoes de interpolação expressas em (2.5.16), (2.5.21) e (2.5.22), 

na f o r ma 

( 2 • 6 • 2 • 3 ) 

onde o superindice 11 n 11 indica os valores nodais das coordenadas. 

Introduzindo (2.6.2.3) em (2.6.2.2) obtêm-se: 
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af~c,n,;) xn a~(c,n,ç) n ~~ (E , n ,ç ) zn 
'1.. - "" 

dE () ()c 

[ J J a~(c,n,ç) xn a~(t::,n,ç) yn a~(c,n,ç) zn 
:;: 

an Clf) an 

a~(E,n,s;) xn a~(c,n,~) Yn 3 ~ ( \ n .... c:,n,~;} z 
aç aç dÇ 

(2.6.2.4) 

As a~(E,n,ç), a~(E,n,ç) e í'l~(c,n,ç) são obtidas 
ac an aç 

a partir de (2.5.16), (2.5.21) e (2.5.22). 

~ a ... (E,n,ç) 
a x As 

~ a .... (E,n,ç) 
aY 

e sao calcula-

das através de (2.6.2.1). 

Sendo que [JJ- 1 pode se obter através de (2.6.2.4); o 
vetor ~tem por componentes todas as ~i. As derivadas em rela-

~ .... 
ção a x, y, e z aparecem nas integrais que surgem da formulação 
do método dos residuos ponderados, como estas integrais sao rea
lizadas no volume do elemento, o volume diferencial dQ = dxdydz 
pode ser levado em termos de dEdndç fazendo 

dxdydz = det [J] dEdndç (2.6.2.5) 

onde det [J] - determinante da matriz jacobiana dada e o por 
(2.6.2.4). 

As integrais obtidas a partir da aplicação do me todo 

dos residuos ponderados podem ser escritos na seguintes forma 

f f f rt,g ( X , Y , Z ) d X d y d Z -= f 1 f 1 f 1 f ( E, f), Ç ) de t [ J ] d Ed fl d s 
-1 -1 -1 

( 2 . 6 . 2 . 6 ) 

onde a f u n ç ã o f ( E, n, ~:; ) e f u n ç ã o dos <P i ( E , n , ç ) dadas em ( 2 • 5 • 1 6) 
(2.5.21) e (2.5.22), de suas derivadas primeiras (calculadas em 
(2.6.2.1) e do determinante da matriz jacobiana. 

A integral do segundo membro de (2.6.2.6) deve ser cal 
culada usando a integração numérica, e o método mais empregado 

nestes casos é o da quadratura de Gauss. 
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2.7 - Integração numérica - Quadratura de Gauss. 

Na integração numérica emprega-se a formula de integr~ 

çao de Gauss, para um dominio tridimensional se tem 

I = ffff (c,n,ç) det [J] dcdndç 

n n n 
= L: L: ): w. w. wk f ( 

E i ' nj 'ç k 
i = 1 j = 1 k=1 1 J 

(2.7.1) 

onde as w., w. e wk sao as funções de 11 peso 11
, as c., n., e çk 

1 J 1 J 

são pontos especificados do dominio e 11 n 11 o numero de pontos ad~ 

tados. Se f (E) e um polinômio com 11 n 11 pontos se obtém a integral 

exata se o grau de f (c) e de 2 n- 1. 

Na formulação do meto do de elementos finitos, a inte-

gral com polinômio de mais alto -grau e 

fffrl <P<PT 
drl 

1 1 1 
= f f f 

-1 -1 -1 

<P (c,n,d cpT (c,n,d det [J] de dn dç ( 2 . 7 . 2 ) ... -

<P T onde o superindice T indica transposição e .... (c,n,s) 2 (s,n,s) 

det [JJ = f,(c,n,ç). 

Fixando ç, por exemplo s= 1, a função f (c, n,s) passa 

a ser uma função de c e n somente; as funções a; (ç) (com = 

1 ,2,3) tomam valores constantes (no caso que s= 1, resulta a 1 = 1, 

a 2 = a3 = O ) e a i n te g r a 1 f i c a 

= 

1 
f 
-1 

1 
f 
-1 

/ <P (c,n) <P T(c,n) det [J] de dn = 

- 1 

1 
f 
- 1 

q ( c, n) d cd n ( 2 . 7 . 3 ) 
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onde as ~i (E,n) componentes de ~(E,n) estão dadas em (2.5.16). 
A função q (E,n) e cúbica (o det [JJ e de 19 ordem) e sao neces 
sãrios 2 pontos de integração em cada direção (num total de 4 po.!!_ 
tos), para poder calcular exatamente a integral (2.7.3). 

A função f (E,n,ç) e de grau 7 e então, no sentido ver 
tical, são necessários 4 pontos para poder calcular exatamente a 
integral (2.7.2). 

Então, resumindo sao tomados 2 pontos nas direções E e 
de n e 4 pontos na de ç dando um total de 16 pontos de integração 
por elemento. 



3 - FORMULAÇ~O DO M[TODO DE ELEMENTOS FINITOS, COM UM 
NOVO SISTEMA DE COORDENADAS, PARA O MODELO DE CIRCULAÇ~O TRIDI
MENSIONAL EM AGUAS RASAS. 

3.1 - Introdução 

A formulação do método de elementos finitos, no siste
ma de coordenadas anteriores, não apresentou resultados satisfa
tõrios, principalmente em problemas com declividades bastantes~ 
centuadas no fundo. E como no sentido vertical existe uma varia
ção da profundidade em forma permanente e conveniente fazer uma 
transformação de coordenadas, tal como e recomendado na ref [24]. 

3.2 - Um novo sistema de coordenadas. 

Como j? foi visto, nos capitulas anteriores, as equa
çoes que governam o problema supondo p~ cte são as seguintes: 

I - Equações de movimento 

au 
-+ u~ + v au + w u 

+ f v + 2.2 
at ax ay az p ax 

o"Cxx a 'r xy ()"[ xz 
o (3.2.1) -- + + -- ::::: 

p a x () y () z 

a v a v v v + w ~ fu u + u- + - + 
at dX ay d z p ay 
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p 

-ª-E. + p g 
az 

ay 

o 

+ + 
;)Z 

11 - Equação da continuidade 

au 
ax 

+ 
v 

ay 
+ = o 

= o 

111 - Condição cinemãtica na superficie 
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(3.2.2) 

( 3 • 2 • 3 ) 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

Como existe uma variação de profundidade em forma per
manente e conveniente fazer uma transformação de coordenadas no 
sentido vertical, dando assim um outro enfoque ao problema. 

Esta transformação vem dada por: 

= Z+h z + h (3.2.6) X = X y = y; z = 
( h+n ) H 

O z' 

Onde as novas variãveis aparecem na figura abaixo. 

1 , ="t, x. y. t, X 

H=H(X,Y,t) 

h=h(X,Y) 

fleURA 3.2.1 



Então: 

onde: 

az 
ax 

= [ H a(z+h) 
ax 

= .!_[ ~- zl-ªli. ] = 

H ax ax H 

I a h Sx = ( 1 - z ) - z 
ax 

_ z + h aH J 1 
ax HZ 

I a h I 

[ ( 1 - z ) - z 
ax 

I an 
ax 

De forma similar obtem-se 

az = Sy 
av H 

I a h 1Il onde: Sy = ( 1 - z ) - z 
ay ay 

Finalmente 

az 
= az H 
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= 

an ] = Sx 
ax H 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

Agora então, a derivada de uma variãvel qualquer 
a(x, y, z, t) pode ser expressa em função do novo sistema de refe 

rência, ficando: 

a ) a a a a 
+ ( Sx) ~ =·-1 (3.2.10) 

ax ClX H az 

sendo: 

ax 1 ; li_ o ; az Sx; = = = 
ax ax ClX H 

b) a a a a ( Sy ) a a 
= + ---r (3.2.11) 

ay ay H az 

sendo: 

~ o; li_ 1 ; az Sy; = = = 
'ày Cly Cly H 



sendo: 

onde: 

Então: 

c) a a 
az 

ax 
az 

= a a --,-
8z 

"iL = 
az 

H 

o az 
az H 

Levando em conta as equaçoes 

ª-.2,. + Pg H = o p = Pg 
az 

Por outro lado se tem que: 

il: a P 
---r + 

p a x P ()X p 

aP I a H 
-1 = pg ( 1 - z ) ---r - Pg 
ax a x 

a P ---. = - pg H 
az 

az Sx = 
()X H 

acima, a 

H ( 1 -

a z H --r 
()X 

~ = g [ ( 1 - z 
1 

) ~ - Sx - Sx J 
P a x a x 

Da mesma forma: 

p = g !L!l,_ - g Sy 
P ·a y a y 

z 

(3.2.3) 

I 

) 

4~ 

(3.2.12) 

fica: 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

9 ª-.!1.-. - 9 S X 
ax 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

Os termos convectivos ficam da seguinte forma: 
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u .a!! + v .a!! + w ~ u ( 3 u au (Jz 
) = --,- + --,- + 

ax ay az ax az ax 

( au au az ( au z au 
+ v --,- + -r + w -r u -r + 

aY az ay az az ax 

au w -ª-!L + ( uSx vS y) au 
+ v --,- + - + --,-

I 

ay H az H az 
(3.2.17) 

v v a v w a v au v a v u + + = u -r + --,- + 
ax ay az ax ay 

w a v ( uS X vSy ) a v 
+ - I + + --, 

H az H az 
(3.2.18) 

Na equaçao da continuidade se tem: 

-ª.!:! a v aw au a v aw 
+ + = --, + --, + + 

ax ay az ax ay H az 

1 au a v +- ( Sx + Sy --. = o 
H 

I 

az az 
(3.2.19) 

Introduzindo (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18) e 
(3.2.19) nas equações que governam o problema, e fazendo x = x 

I 

y = y e z = z nas mesmas para facilitar a notação tem-se: 

I - Equações de movimento 

+ u ~ + v au 
ax 3Y 

+ 
w a u 

H a z 
+ g 

an 
ax 

+ 

+ f v + - ( uSx + vSy) QJ:!. - gSx + "TERMOS VISCOSOS"= 

= o 

v 

at 

H 

+ u ~ 
ax 

+ 

az 

(3.2.20) 

v~·+~ ~ + 9 - fu + 
aY H az 
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+ ( uSx + vSy) 
H 

v 

az 

!j 1 

- gSy + u TERMOS VISCOSOS" = O 

(3.2.21) 

II - Equação da continuidade 

~ 
a x 

+ + 
1 a w 
H a z 

+ { Sx ~ + Sy v ) = O 
H a z a z 

(3.2.22) 

III - Condição cinemãtica na superf1cie. 

+ v ill 
s a Y 

- w s o ( 3 • 2 • 2 3 ) 

onde u , v e w sao tomados em z = 1 
s s s 

Os "TERMOS VISCOSOS" que introduzem no modelo o efeito 
da turbulência são analisados quando as equações são colocadas na 
forma integral e se diminui a ordem de derivação das incõgnitas 
através da integração por partes desses termos. 

3.3- Aplicação do método de elementos finitos nas e-
-quaçoes que governam o problema, levando em conta o novo sistema 

de coordenadas. 

Como jã foi visto no cap1tulo I os 11 TERMOS VISCOSOS" -sao os seguintes: 

"TERMOS VISCOSOS" = 

2 -:~ 2w 
+c 4 + ( c-1) o 

a z a xa z 
J 

para a 19 equaçao de movimento. (3.3.1.a) 

11 TERMOS VISCOSOS 11 = 
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2 2 2 2 

= € [ ~x2 +S + c S+ { c - 1 ) ~ ] H 
3Y az 3y3z 

para a 29 equaçao de movimento. (3.3.1.b) 

Levando agora as equaçoes que governam o problema a 
uma forma integral, ponderando em relação a ou, 6v, 6w e 6n (que 
são quantidades arbitrãrias), utilizando para isto o método dos 
residuos ponderados, integrando por partes os ••rERMOS VISCOSOS" 
e lembrando que com o novo sistema de coordenadas. 

tem-se 

au 
é) X 

ao u 
é) X 

que: 

f [I 

+ g 

+ -
H 

+ ~ 

aY 

+ -
H 

au = --. + 
ax H 

= ao u + ..........,.. 
ax 

u (, u + u 
dt 

ª-rL ó u + f 
ax 

au 
v Sy -

a z 

--2..!! + c 1 
"H2 aY 

Sx ~ ac;u 

az ax 

{c -1 ) 1 Sx + ;z 

v 

Sx ~ 
az 

Sx 
H 

u o u 
ax 

o u + 

ou - g 

ôo u --. 
az 

+ v~ 
ay 

u Sx 
H 

Sx ou + 

<Su w u 
+ -

H a z 

a u ou + 
3Z 

t::H [ ~ 
ax 

~ a.2_l! + {c -1 ) ~ 

az az H az 

1 Sy aJ! aóu + - + 
H az aY 

~ ai!! Sx a u 
+ 

az a z H ax 

o u + 

a ou 
+ 

ax 

a ou + 
ax 

()ou 
+ 

az 
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+ - Sy () u u Sx 2 :.u ,) ,k; u 
- + + 

H Jy JZ H ;} z IZ 

1 Sy2 a u a ou ] } d~-;; [ [ a u 
+:-:-z --- + E H - fAx + 

H az a z ax 

1 Sx au ] õu d - f [ au Sy a u 
Jou dAy -+- + -

H az A ;x Ay ay H az 

1Az c ~ ou d A Z - !A X f c - 1 ) 1 :1!!._· d - ~u 
H 3Z H az Ax 

Tx s au 1Az ( c ) ou dAz J o -
P~H H az 

( 3 • 3 • 2 ) 

In .a:!_ 6 v + u Q:!_ o v + v :2Y... w v 
6 v + - o V + 

at ax ay H az 

+ g ..an rsv - fu a v 1 + - u Sx a v o V 1 a v + - vsy a v -
aY H 3z H az 

Sy [ a v a v a v a;5v 1 a v aêV - g ()V + EH +- + c H2 -- + 
ax a X ay ay 'dz 'dz 

(c- 1 ) aw ao v Sx a v ao v Sy a v ao v + -- + + - + 
H az ay H az ax H az ay 

(c- 1 ) 1 Sy aw ao v Sx a v ao v + 
H2" 

--- + --- + 
az az H ax az 

Sy v ao v 1 Sx 2 a v ao v 1 si~ aov]}dQ+ + - + 
H2" 

-+ 
H2" H ay az az az az az 

+ €: [ 1Ax ( a v Sx a v ) Sv dAx { a v 
H - +- - 1Az 

- + 
ax H az ay 
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1 a v a v + - Sy a z ÔV dAy - fAz c - ôv d Az 
H H az 

f Ay (c -1 ) aw <'\v dAy - f 2L -
H d z Az HpE: H 

c a v ) ÔV dAz ] o ::::: 
( 3 . 3 • 3 ) H az 

In [ 
au ÔW + a v ôw + -ª.!!. ôw + 
ax ay H az 

Sx ~ óW + Sy v ôW ] dn o ( 3 . 3 • 4 ) + :;:: 

H az H az 

In [ an ôn + ( n ) a on ( n ) §.!]_ on u + v -
at ax ay 

- w ( n) 0 n J drt = o (3.3.5) 

sendo que: 

dy dz; dAy = dx dz; dAz = dxdy; 

Como foi realizado anteriormente, a expansao para as 
incõgnitas e a seguinte: 

u = <PT un v = w = ... 

onde: n = 1 2 e n • = 4 

<P T wn; •T n • 
n = <P n - ... 

( 3 . 3 • 6 ) 

Introduzindo (3.3~6) em (3.3.2) e lembrando a arbitra 
riedade de ôU, 0v, aw, e on obtem-se: 



(CE.E) 

~ ~ z dH zv 
O =un[ VP1 $ -x- f] 

~ ze ze H 
un [ üP(~ ~) ÁS~ 0 f H3] + 

I $ }. 14>e 4>e 2 L 

"" 
ze ze H 

+ n [ üP ( ~ ~ ) 2xs ~ of H3 ] + u L 14> 4> 

Áe ze xe ze H 
+ n[oP(- ~)ÁS 0 fH3] + n [ oP (-... - ~) xs _ üf H3 ] + 

u 1 ~e 4>e u 1 4>e 4>e L 

-+ M ( u 

+ 

+ 

... 
n 

u 

ze ze ~ ü 
üP (~ ~} xs (L-:>) f H3 ] + 

L 14> 4> 

ze Áe 
[ oP 1~e ;pe ) ÁS 

- ze xe 
un [ oP ( ~ ~ ) xs 

14> 4> 

~ ?JJ H3 ] + 
L 

~ üfH3 ] + 
L 

ze xe H ze ze 
+ M[oP (-_- -;;:--) - ( L-:>) 0f H3] + n{op [(-... - ~ ) 

u 14>e 4>e L u 14>e 4>e 
H 
~ J + 

L 

+ 
Áe Áe xe xe 
(~ ~) + (--::p -e)]} HJ+ [ <>P 

14> 4> 14> J 4> 
1 ~ xs ü f 6 J 

... - z e H 
n [ (u 11 1:P ) ( ~ "') ÁS - üf] + u L 14> 4> 

... ze ~ H 
+ un [ üP (uii 1;p) (--:::e-4>) xs T ~fJ + 

14> 

+ Ã [ üP ( ...... ) ü f J J u 14>4> 
xe 

+ uÜ [ oP (~:f) 0 f 5 ] 
I 1,4> o 

~ . __ ze... H
0 

... _ Áe 
0 

+ u~ { [ üP (uM<P)(--:-e-4>) T f]+ [ üP (ull 14>) ( ~~) f]+ 
14> 4> 

+ 

_ _ xe 
0 

[ oP (Un14J) (1;pe ~) f ]}+ u? [ t5P ( --) 0f J 14> 4> 

9S 
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Em uma forma compacta a (3.3.7) pode ser escrita da se
guinte maneira: 

~n + ( A + A + A ) un + C vn + D un + 
- -x -y -z - - -x 

+ T wn 
-x -

n• 
p - p = o -x -x (3.3.8) 

onde: 

M' = f ri ( f2T) dn 

A = f !:I( <PT un) dQ ... x ax 

<P a<PT <PT vn) A = f ri ( ... _ ... _) ( "" dr~ .... y 8y 

A f _!_ ( ) ( 
<PT wn) di:~ = -... z ri H az 

ç = f fQ ( <P<PT) dn ... 

D f !:I 
1 Sx ( 

<Po2T fT un) di:~ = - ... -) ... x H az 

<P a<PT 
<PT vn) 

~y = f !:I Sy ( ... -"'-) dQ 
H az ... 



G <P' a~' 
... X = 9 f l1 ( ) dr, 

F ... x 

F ... y 

~1 

~2 

~3 

f 

ax 

<P ... 
11 ax ax 

a2 a2 T 
--- ) dll 
a z a z 

= s H f n 1 Sx ( a 2 
H ax az 

Sy ( C!2 a 2 T 
- -- ) dn 
a y a z 

ax 

.... 
E4 = s f l Sy ( a~ a~T ) 

H nH dn a z a y 

E 
1 2 71 ... ~ "pT 

- 6 
= s f Sy v a--H 11 -H2 - -- ) dll 

1 

H 

p = 9 f Sx ti, T dll 
.... x n 't' 

a z a z 

a x a z 

a2 a2 T 
- -- ) dll 
3 z 3 z 
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nl p = v2 cos e 
X H 

Sx, Sy e H podem ser expandidos da seguinte forma, lembrando que 

H = h + n tem-se que: 

H fT nl 
h 

IT nl IT nl 
= H • = 2 h n = 2 ' n ... 

<jlT zn) 
<P'T I 

<PT z n) 
<PIT n' Sx ( 1 

a ... hn ) ( él-
= - - ax - ax n ) ; 

<jlT z n) 
<PIT 

hnl) (<PTzn) 
<PIT 

n I ) . Sy ( 1 3- (l::._ = - ... - n , 
3y 3y 

As funções de interpolação <P e <PI que aparecem, bem co-
todas . - identificadas signifi-mo as vanaveis na o possuem o mesmo 

c a do que tinham no capitulo I I. 

Da mesma forma, introduzindo (3.3.6) em (3.3.3), em uma 
forma reduzida obtem-se: 

M 

n' 
+ 

onde: 

<P I o·2 I T 
C!y = g f S"2 ( ... ) d S"2 

ay 

p 
... y 

+ 

+ 

n' p = o 
-Y 

(3.3.9) 
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N = E.H f!J (c-1) 1 (..a!_ a2T ) dQ 
~y H ay az 

T E.H f!J (c -1 ) 1 a2 a2T 
) d!J = s y -:-:-2" ---

~Y H az az 

p = g f IJ Sy <PT d!J 
~Y ..., 

P"
1 

= Y
2

Pa v2 sen e 
y p H 

Introduzindo (3.3.6) em (3.3.4), obtêm-se depois de mul 
tiplicar toda a equação por H:. 

<P a2T n 4lT n [ f IJ H .... d 0, ] u + [fu H 2 i::_ d uJ v + 
ax ay 

<PT n a2T n 
+ [fn ~ dn ] w + [ f!J S X <P dst ] u + 

az ... az 

[f!J 
<P a2T d 0, ] vn o (3.3.10) + Sy ... - = 

az .... 

ou em forma compacta pode escrever-se, lembrando que H = h + n 

{~x + ~x + ~z 1 ) ~n + ( ~y + ~y + ~z2) ~n + 

+ ~z wn = O (3.3.11) 

onde: 

<P a<PT <P'T n' 
~X = f ("' -"'- ) { ... h ) d IJ 
- 56 ax "' 
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R f [i, ( <P a fi 
) ( 

IT nl 
dQ = .... <P n ) ... x ax 

R f [i, Sx <P a2T 
drJ .. z1 = .... 

az 

L f [i, ( <P a~T 
( <P'T .b n • ) dQ = .... .... ... y ay 

R f [i, (2 a~T 
) ( 'T nl 

d[l = <P n ) 
"'Y ay 

R =f [i, Sy 2 aíT 
dD, -z2 az 

~z 
cp a2T 

d::t = f .... -
r2 a z 

Tambem introduzindo (3.3.6) em (3.3.5) se obtem que: 

[ 
cp• ÍIT ) d\~ J 

• n ' 
f"(- n + 
~l 

q) I '<P I T (f; I T n n' [ """ ( + ... u (n) )dfz J n + ... 

cp• cp I T cp'T vn(n) n' 
[f [2 

.... 3 ... ( ) drl J + - n 
ay 

[ ![2 
cp• cp'T n ( n) ) drl J o - ... ( ... w = ... (3.3.12) 

ou em forma compacta, igual a equação (2.3.18) do sistema anteri 
or se tem que: 

I I 

M 
• n I 
n + ( B 

... X 
n• 

+ B ) n - R = O 
.....,Y - ...., -

(3.3.13) 

Como foi feito anteriormente, juntando as equações 
3.3.8),(3.3.9), (3.3.11) e (3.3.13) a equação matricial para um 
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elemento e a seguinte: 

M' o o o • n 
u - - -

o M' o o • n 
v - - - - - + 

o o o o • n 
w - - - - -

o o o M" • n • - - - - .Q 



+ 

A +A +A +F +F +F +D +D +E -x -y -z -x -y -z -x -y -uv 

- c 

L +R +R -x -x -z1 

o .... 

c -

A +A +A +F +F +F +D +D +E -x -y -z -x -y -z -x -y -uv 

L +R +R -Y -y -z2 

o 

N + T -x -x 

N + T -y -y 

L .... z 

o 

G -x 

G -y 

o 

B +B -x ""Y 

un -

vn 

wn 

n' 
Y1 

+ 

"' N 
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p +Pn o -x -x 

P +Pn' o -y -y ~ 

+ = 
o o 

R(w ( n ) ) o 
(3.3.14) ... 

ou em forma compacta 

M X + K (X) X + E1 (X) = o (3.3.15) 

Da mesma forma seplra-se os termos lineares e os nao 
lineares em duas matrizes distintas K1 e K2 (X). 

Então se tem que: 

. 
M X + [ ~1 + ~2 (X) ] X + E1 (X) = o (3.3.16) 

onde: 

~1 = F + F Q o G -x -Y -x 

- c Ex + F o G -Y -y 

hx L L o -y -z -

o o o o - -



A +A +A +F +D +D +E -x -Y -z -z -x -Y -uv o N + T -x -x 

o A+ A +A +F +D +D +E N + T -x -Y -z -z -x -Y -uv -Y -y 

R + R 1 -x -z R + R 2 -Y -z o 

o o o - - -

3.4 - Condições de Contorno 

As condições de contorno sao: 

- Na superficie 

- w (n) + u (n) ~ + v (n) ~ + an o 
ax ay at 

Quando se leva em conta a - do vento, faz açao se 

au T S 

lz 
X 

t.v = 
az = n pH 

a v 
lz 

Ti 
sv = 

az =n p H 

- Nos contornos 11 SÕlidos" 

u = v = w = o 
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o 

o 

o 

(3.4.1) 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

( 3 • 4 • 4 ) 
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- Nos contornos 11 abertOS 11 

ll= ii (t) ( ii(t): função prescrita) ( 3 • 4 • 5 ) 



4 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS E APLICAÇ0ES DO MODELO 

4.1 - Generalidades 

O modelo proposto e implementado no sistema HYDRO [1], 
e para tal utiliza-se os comandos do referido sistema na entra
da de dados bem como para o seu controle. A solução computacio
nal realiza-se no computador BURROUGHS B-6700 do Centro de Pro-
cessamento de Dados da U.F.R.G.S. e a linguagem utilizada 
EXTENDED ALGOL B-6700. 

4.2 - FÕrmula de recorrência final 

-e o 

A fÕrmula de recorrência final pode ser escrita da se 
guinte maneira: 

[ _l_ M + ... K1 ] 
6 t ... ~t 

- 2 ... K1 X .... t+llt 

(4.2.1) 

Como este esquema não e autoiniciãvel, ou seja que pa-

ra iniciar o processo e necessãrio conhecer ~t e ~t+t,t então 
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a equaçao (4.2.1) e dividida em dois passos, o primeiro passo so 
e executado no primeiro intervalo de tempo, e o segundo passo e 
executado em todos os demais intervalos de tempo. 

guintes: 
As expressões para cada um dos dois passos sao as se-

1Q Passo: 

[ .1_M K ]X 
.r.:.• + ... 1 ... t+ ll t 

ll t 
= [ 2 

llt 

2Q Passo: 

[ 2 
llt 

M + ~1 ] ~t +26 t = [ 
2 

út 

M ~ ~1 ] ~t 

M - ~1] ~t 

( 4 • 2 • 2 ) 

+ 2 ~1 (Xt +llt ) + ~1 (Xt+ 2llt ) } ( 4 • 2 • 3 ) 

Para confeccionar o programa que resolve as expressoes 
(4.2.2) e (4.2.3) cumpre-se as seguintes etapas: 

1 - Controle e entrada de dados. 

Na entrada de dados bem como no controle usa-se os 
comandos do sistema HYDRO [1 ]. 

2 - Formação da matriz do membro esquerdo para cada e-
lemento. 



3 - Montagem da matriz global 
os elementos. 

6~ 

(~ M + ! 1), para todos 
6 t ... -

4 - Aplicação das condiçÕes de contorno na matriz glo-
ba 1. 

5- Aplicação do vetor "SKYLINE" na matriz global. 

6- Decomposição da matriz global. 

7 - Leitura das condições iniciais. 

8 - Impressão das condições iniciais. 

9 - Começo da integração no tempo. 

10 - No primeirp intervalo de tempo, cãlculo de [ 

-2~2 (xt)~t] e a montagem de 

riormente. 

2 

L\t 
M- ~ 1 ) que jã foi calculado ante 

11 - C ã 1 cu 1 o do veto r de cargas [ - ~ 1 ( X t ) - ! 1 ( X t+ 
6 

t ) J 

12 - Nos demais intervalos de tempo, cãlculo de 

(- 2 ~ 1 ~t+L\t ), [ - 4 ~ 2 (Xt+L\t ) ~t+üt ] e a montagem de 

2 

L\t 
~- ~ 1 ) que jã foi calculado anteriormente. 

13 - Cãlculo do vetor de cargas que agora ê 

14 - Aplicação das condições de contorno ao vetor de 

targas. 
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15 - Processo de substituição inversa (retrosubstitui

ção) para calcular ~Kt + 2At· Resolução do sistema. 

16 - Fazer 

= 

17 - Impressão dos resultados de cada intervalo. 

18 - Retornar a etapa 12 ate o numero total de interva-
1 os. 

2 A matriz ( M +E,) e uma matriz banda nao simetri-
llt 

ca que e decomposta uma sõ vez em todo o processo, isto e vanta 
joso quanto ao tempo de processamento em relação a um esquema 
que tenha que modificar o membro esquerdo da expressão em cada 
intervalo de tempo. 
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.. 

APLICAÇÃO I)AS 

CONDIÇÕES INICIAIS 

NUINT= O STEP I UNTIL NTINT- I 

t = t -tt.t 

I! PASSO 

- !'1 ( Xt ) ·f. ( Xf.t.t.t) = DI 



: 
2 

R • A+I+C+O 

APLICAÇÃO DAS CON-

DIÇ6ES DE CONTORNO 

RETROIU.STITU I ÇÃO 

R I X f+ 2At 

!t+At a !t+2.At 

~ t • ~t+.ôt 

NUtNT 4 o número do intervoto • tem,o 

NTINT 4 o número totol • fnterveloa de tempo 

71 
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4.3 - Aspectos Computacionais 

Os dados de entrada que devem ser fornecidos sao os se 
guintes: 

1 - Coordenadas dos nos (x, y, z) através do comando 
NODAL COORDINATES. 

2 - A conetividade de cada elemento (nõs que incidem em 
cada elemento) através do comando ELEMENT CONNECTIVITIES. 

3 - Constantes do problema (aceleração da gravidade e 
coeficiente de tensão do vento, este ultimo somente e fornecido 
quando existe vento) através dos comandos GRAVITY e WIND respe~ 

tivamente. 

4 - Propriedades de cada elemento atravês do comando 
ELEMENT ATTRIBUTES. 

Devem ser dados: a viscosidade turbulenta no sentido 
vertical sv e a relação entre sv e SH onde SH e a viscosidade 
turbulenta no sentido horizontal, através dos comandos VISCOSITY 
e 11 C 11 respectivamente. 

Quando for considerado os efeitos da rotação terrestre 
deve ser fornecido o coeficiente de Coriolis atravês do coman
do CORIOLIS. 

5 - Quando existir vento usa-se o comando WIND EFFECTS 
onde deve ser fornecido a velocidade do vento e o ângulo de in
cidência através dos comandos 11 V11 e 11 T1

11 respectivamente. 

6 - O intervalo de tempo e quantos intervalos se dese
ja atravês do comando TIME INTERVALS. 

7 - Valores prescritos das incógnitas atravês do coman 

do PRESCRIBED UNKNOWNS. 



8 - Os valores iniciais através do comando INITIAL 
VALUES 

-9 - O tipo de elemento usado, que e identificado por 
"TRID16". 

10 - Se for desejado a impressão das coordenadas e co
netividades dos elementos usa-se então o comando PRINT. 

11 - O comando de anãlise do problema que e CIRCULATION 
MOOEL 7 e a indicação de que se deseja ou não os termos convec
tivos e de quantos em quantos intervalos se deseja a impressão. 

Em cada intervalo de tempo o programa imprime para ca
da nõ v1 , v2 e v3 que são as velocidades nas direções x, y e z, 
respectivamente. Para os nõs superiores ou seja os nõs da supe~ 

ficie livre imprime ainda WAVE, MEAN LEVEL e HEIGHT que são res
pectivamente a onda da superficie livre n, o nivel media h e a 
altura total H onde H = h +n. 

4.4 - Aplicações do modelo 

O modelo e aplicado em dois exemplos que sao mostrados 

a seguir: 

Exemplo I: 

Aplica-se o modelo em um canal retangular com uma pro
fundidade uniforme de 50m, um comprimento de 50.000 m e um lar

gura de 5.000 m. 

O canal e então discretizado com 10 elementos, num to
tal de 88 nõs, sendo que o comprimento de cada elemento e igual 

a 5.000 m. 

Neste exemplo se estuda a ação do vento introduzindo-o 
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com uma velocidade de 10 m/seg. 

As seguintes condições de contorno foram utilizadas: 

- Nos contornos 11 SÕlidos 11 laterais: 

u F o 

v = o 
w F o 

- Nos contornos correspondentes aos extremos: 

u = o 

v = o 

w F o 

- No fundo 

u = o 
v = o 
w = o 
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A simulação com o modelo apresentou as seguintes ten 
dências: 

-eH ou seja o coeficiente de viscosidade turbulenta ho 
rizontal pouco ou quase nenhuma influência tem quanto a estabi
lidade do esquema de soluÇão. 

- Constatou-se também que o problema ê extremamente se~ 
sivel a ev ou seja que o coeficiente de viscosidade turbulenta 
vertical ê um dado da maior importância. 

- Quando ev ê constante, valores grandes de ev provo
cam uma instabilidade profunda no esquema numérico, e quanto 
mais prÕximo de zero estiver o coeficiente de viscosidade turbu 
lenta vertical melhor ê a estabilidade do esquema. 

- Utilizou-se o critério de COURANT - FRIEDRICHS- LEVY 
onde: 

para a discretização espacial no sentido horizontal e se adicio 
na a este critério uma condição para a discretização vertical 

D.t 

levando em conta que este ê um critério adequado no mêtodo das 
diferenças finitas, estas limitações podem ter influenciado. 

Exemplo II: 

Um canal com uma barreira submarina fechado num extre 
mo, onde se tenta simular o movimento do fluido por ação de uma 
oscilação forçada devido por exemplo a ação da maré; o canal que 

é indicado na figura (4.4.2) apresenta as seguintes caracteris
ticas geométricas: 



e ainda 

comprimento = 92.000 m 

largura 4.600 m 

profundidade mâxima 50 m 

profundidade minima = 20 m 

base da barreira submarina 36.800 m 

topo da barreira submarina = 9.200 m 

numero de elementos = 12 

numero de nõs = 104 
com as seguintes condições de contorno: 

- Em x = O, z = O 

n(t) = a sen ( wt -S) 

a = 0,00014 

w = 0,00014 

s = o 

w ( t) = an (t) 
at 

= a w sen (wt -

a = 

w = 0,00014 

81 = - 1 '57 

= a w cos (wt -s ) 

81 ) 

77 

= 



- Nos contornos 11 SÕ1idos 11 laterais 

u ~ o 
v :: o 

w f: o 

- Nos contornos correspondentes ao extremo fechado 

u = o 

v = o 

w = o 

- No fundo 

u = o 

v = o 
w = o 
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O que se constatou neste exemplo, alem do jã visto no 
exemplo anterior foi que: 

- A discretizacão com 12 elementos e uma discretização 
bastante pobre para um problema deste tipo •. Com tudo, dificulda
des de ordem computacional obrigaram a trabalhar com esta discre 
tização. 

- A variação da profundidade em função da barreira su~ 
marina altera bastante o problema, fazendo com que o efeito de 
E , admitido como um valor constante, não traduza a realidade. v 



5 - CONCLUSOES E SUGESTOES 

5.1 -Conclusões 

Este trabalho ê apenas um estudo preliminar que visa 
servir de base para futuros desenvolvimentos. 

A resolução numérica do problema e extremamente difi 
cil e muitos de seus aspectos merecem ser minuciosamente estuda
dos. 

Uma maior ênfase foi dada ao aspecto teõrico uma vez 
que os resultados das aplicações numéricas em geral não foram de 
muito boa qualidade. 

Um dos maiores problemas surgidos durante a implement~ 
ção do modelo foi quanto ao armazenamento computacional, haja vi~ 
ta que o elemento possui 16 nõs num total de 40 incógnitas, com 
uma integração numêrica que necessita de 16 pontos de integração, 
sendo que muitas vezes foi preferivel armazenar certas var1ãveis 
do que calculã-las cada vez que necessãrias, o que aumentariaco~ 
sideravelmente o tempo de processamento. Em virtude disso não foi 
possivel discretizar com um numero maior de elementos o que se
ria mais razoãvel, pois isto implicaria num custo excessivo ou 
a capacidade de armazenamento seria superada. 

O tratamento dado a turbulência atravês dos coeficien
tes de viscosidade turbulenta vertical e horizontal esperam por 
uma melhor modelação. t um campo passivel ainda de muita pesqui
sa. 
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Existe ainda muita coisa a se fazer no estudo de mode
los tridimensionais em regime transiente para a simulação da cir 
culação em ãguas rasas. O que dificultou bastante a pesquisa foi 
a capacidade de armazenamento do computador bem como o tempo de 
processamento exigido na implementação de um modelo deste tipo. 

5.2 - Sugestões 

Como sugestões para continuar estas pesquisas, podem
-se mencionar as seguintes: 

- Considerar o coeficiente de viscosidade turbulenta 
vertical bem como o coeficiente de viscosidade turbulenta hori
zontal como dados variãveis em cada intervalo de tempo (para is
to se recomenda a leitura da ref. [23]), de forma que as mesmas 
sejam funções do campo de velocidade e do tamanho dos elementos. 

- Discretizar com um numero maior de elementos para se 
ter uma resposta mais fiel, e para isto deveria se tentar uma so 
lução "out of core 11

• 

- Como outro fator condicionante e o tamanho do inter
valo de tempo, se pesquisar um critério para que as limitações 
impostas sejam mais adequadas ao metodo de elementos finitos. 

- O tempo de processamento pode tambem ser reduzido in 
traduzindo as condições de contorno nas matrizes a nivel de ele

mento. 

- Quanto as funções de interpolação, recomenda-se co
mo sugere TROSCH [39] usar funções de interpolação quadrãticas 
para a velocidade no sentido horizontal e lineares para os ter
mos de pressão. 



APENO ICE 

Sobre uma breve revisão bibliogrãfica onde sao aprese~ 
tados os principais modelos tridimensionais que utilizam para so 
lução o metodo de elementos finitos. 

As equações que governam o problema tridimensional po
dem ser escritas da seguinte forma: 

au au au au an + f v + + u + v + w + g 
at ax 

+ 8" ax 
aw ::::: o 

a v 
+ u 

a v 
+ v 

at ax 

( a2v 
+ t-H 2 --2 

3y 

aw ) + ev = 
~X 

ay dZ 

a v 
+ w a v + g 

3y az 

a2v a2u ) + :--2" +-
ax axay 

o 

ax 

2!l -
ay 

a 
+ 

az 

d 

az 

f u 

( 

E 

+ 

E v 

v 

a v 
az 

au 
az 

+ 

+ 

( 1 ) 

(2) 



au av aw 
- +- + 
ax ay az 

dll 
- + u 
at s 

onde 

o 

+ v 
s 

dll 

ay 
- w 

s 
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( 3) 

= o ( 4 ) 

u (x, y, z, t), v (x, y, z, t) , w (x, y, z, t) são as 
componentes da velocidade do fluido; rr(x, y, t) ê a elevação da 
superficie livre em relação ao nivel mêdio; fê o coeficiente de 
Co r i o 1 i s ; o s u b i n d i c e " s 11 i n d i c a v a l o r e s tom a do s n a s u p e r f i c i e ; 

EH = Exx = Exy = Eyx = EYY e Ev = Exz = Eyz são as viscosida

de; turbulentas. 

~ 

As duas primeiras sao as equaçoes de quantidade de mo-
vimento, a terceira ê a equação da continuidade e a Ültima e a 
condição de contorno cinemãtica na superficie. As equações (1) e 
(2) foram obtidas supondo, alêm de uma distribuição hidrostãtica 
de pressões, uma aproximação de Boussinesq para as tensões de 
Reynolds. 

As condições de contorno sao: 

a) nos contornos sÕlidos: 

u = v = w o 

b) na superficie: 

E. 

v = au 
êlz 

= 
p 

E = v 

( 5 ) 

v Tsy 
=-- ( 6 ) 

C\z P 

onde Tsx eTsy sao as tensões de cisalhamento provocadas pelo ven 

to e p e a massa especifica. 

c) nos contornos abertos: 
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-n n(t) (7) 

onde n (t)e um valor prescrito. 

O pesquisador JUrgen SUndermann [35] resolve a versão 
bidimensional das equações anteriores (com v (x, y, z, t) e EH =0). 
Na horizontal utiliza funções de interpolação para as incõgnitas 
lineares e na vertical propõe as seguintes funções. 

<+>, = 1 + À 

<P 
9 

À ( 1 +À) =--
2 2 

<P3 27 À( 1 3 
À + À2) ( 8 ) = -- + -

2 2 

onde À = zlh sendo "h" a profundidade. 

A representação grâfica destas funções podem ser obser 
vadas na figura abaixo. 

<t>, ~2 
X 

~~~~~---,~------------~~-----------~ 

h/3 

h/3 

h/ 

FIIURA 1 - funofSM de .... • ••ido vertical 
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Para a integração no tempo foi utilizado o seguinte es 
quema 

2 
f (t) = )~ 

n-1 
!{l(n)(t) ( 9 ) 

onde 

= 1 - 8 e 
( 2 ) 

<P ( t) = 8 (O~ 8 ~ 1) 

As conclusões chegadas pelo pesquisador testando um C! 
nal com uma 'barreira submarina, canal este que tambêm ê objeto de 
teste para o modelo proposto neste trabalho, sao as seguintes: 

- Para valores grandes de Ev como Ev = 1000 cm 2 /seg e 

8= 1~ o fluxo parece similar ao de um escoamento potencial, qua~ 
do ê de se esperar a existência de võrtices atrãs da barreira. 

- Valores menores de E como E = 200 cm 2 /seg e O = v v 
aparecem os võrtices, porem os resultados não são coincidentes 
com os do fluxo real. 

-Para Ev = 200 cm 2 /seg efJ = 1/2 surgem instabilidades 

por profundas mudanças da direção do fluxo em nõs adjacentes da 
malha de elementos finitos. 

Resultou conveniente se adotar um Ocom um valor em tor 
no de 1/2, para incluir uma pequena difussividade numêrica, vi
sando com isto melhorar a estabilidade do sistema. As instabili
dades surgiram em função dos termos não lineares. Como e conheci 
do 8= 1/2 em problemas lineares produz condições estãveis e cor
responde ao esquema trapezoidal; 8= 2/3 corresponde ao esquema 
de Galerkin com funçÕes de interpolação lineares. 

Christopher Koutitas e Brian o•connon [25]propÕem um 
modelo tridimensional usando para isto o mêtodo dos passos fra 
cionãrios, permitindo assim separar o operador diferencial em 
duas partes, a primeira que estã confinada ao dominio cujos ei-
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xos de referência são x e y e a segunda confinada ao dominio 
cujo eixo de referência e z. Sendo então possivel resolver o pr.2_ 
blema combinando elementos unidimensionais com elementos bidimen 
sionais. 

As incõgnitas do problema que sao u, v e n, haja vista 
que se considerar w (x, y, z, t) O, são calculadas segundo o 
seguinte esquema de integração no tempo 

n n n+1/2 u , v ·~>- n n+1 v 

onde "n" i o indice do tempo, tal que tn = n~t (sendo ~t o inter 
valo de tempo). 

Tanto para o dominio xy como para o dominio z usam-se 
funções de interpolação lineares. 

As equações de movimento sao intergradas usando o mito 
do dos passos fracionãrios. A primeira equação fica dividida da 
seguinte forma: 

* n .Q..':! = _u __ - _u_ 

at 

n + 1 I 2 
- g a 

3 X 

au n+1 * u - u 
8t 

; 

~t 

:: 

-

= 

n 
u 

f v 

-
az 

[ r. v 

n 
- v 

d 

az 
( u n 

ay 

( 1 o ) 

+ u n+ 1 ) ] ( 11 ) 

De nameira similar procede-se para a outra equaçao de 
* movimento. u i um valor ficticio intermediário que e eliminado 
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quando se considerar as duas expressoes acima juntas. 

O esquema da primeira equação é explicito e somente a
parecem derivadas em relação a x, y e t, o que permite a utili
zação de elementos bidimensionais, entretanto o esquema da segu~ 

da equação é implicito e sõ possui derivadas em relação a z e t, 
o que permite a utilização de elementos unidimensionais em cada 
linha vertical que passa pelo nõs dos elementos bidimensionais. 

z 

X 
~~------~~~~~~~------------~ 

I i . 
I,J 

l'i . 3,) 

I I i . 
2.} 

FIIURA 2- Diacretizac;õo horizontal e vertical 

Este modelo apresenta a vantagem de substituir elemen
tos tridimensionais por elementos uni e bidimensionais, o que p~ 

rece conveniente em termos computacionais. Entretanto, a utiliz~ 
ção de funções de interpolação lineares, exige um maior numero 
de elementos para se ter um perfil de velocidades prõximo da re~ 

lidade. Para se obter resultados mais adequados da circulação ve! 
tical resultaria interessante introduzir a componente 
da velocidade w (x, y, x, t). 

vertical 
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J. TrBsch [39] porpoe elementos tridimensionais para a 
solução das seguintes equações. 

av. 
1 

ax. 
1 

= o 

v. 
J 

()V. 
1 -a x . 
J 

p êJt .. 
K. _ _2_J_ o p + - = 1 ax. ClX. 

1 J 

( 1 2 ) 

(i, j = 1' 2, 3) ( 1 3) 

onde K; = ( - fv 2 , fv 1 , - g), t;j são as tensões que incluem o 

efeito do vento e da viscosidade turbulenta. 

As incõgnitas v1(xi' t) e P (xi' t) são discretizadas 
com funções de interpolação quadrãticas e lineares respectivame~ 
te. O elemento tridimensional ê apresentado na figura abaixo. 

I 

, ~ --- -· 
fiiUIItA 3- Eleftleato tridil'ften•ional 

o .....,.itae v1 .p 
• tftcdtnitae v; 

Como cada elemento possui 68 incÕgnitas e a matriz gl~ 
bal não ê simétrica, tornou-se necessãrio empregar uma rotina de 
solução especial. E empregada uma sõlução frontal 11 out of core 11 

baseada em Hood [20]. O tempo de processamento pode também ser 
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reduzido introduzindo as condiçÕes de contorno nas matrizes a ni 
vel de elemento. 

A discretizacio no tempo i calculada com uma aproxima
ção de diferenças finitas, assim se f e uma incõgnita se faz. 

d f f t+l1 t -f t e 
= 

at t1t 

f t +!1 t = ( 1 4 ) 
2 

resultando dai um esquema implicito. 

A principal vantagem deste modelo e que tanto em ãguas 
rasas como em ãguas profundas pode-se simular o fluxo. Apresenta 
porem dificuldades em relação ao tempo de processamento e de ar
mazenamento. 

Os modelos acima citados são modelos não estratifica
dos, existem uma série de modelos estratificados que são em ge
ral uma extensão dos modelos bidimensionais que surgem ao inte
grar na vertical as equaçoes que governam o problema. 

MODELOS ESTRATIFICADOS 

Nos modelos estratificados e conveniente introduzir um 
sistema de referência no sentido vertical, tal que o nivel LK e 
definido como 

LK = - K h ( x,y) I b K = 1, 2, ••• ,b ( 1 5) 
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z 

I "1. (X,Y I X 

~----------T---------------~~ 

FIGURA 4 -Definiçlo dos nfveis LK ( K: 1,2,3) 

Para um nivel intermediãrio "K 11
, a equaçao da continui 

dade integrada verticalmente na camada cuja espessura ~ 

fica: 

b d w (LK) = - l: [ (h. u . ) +-ª- (h v i ) ] + 
i= 1 d X 1 1 

aY 

(L K) 
aLK 

(L K) 
a L K 

+ u + v ax ay ( 1 6) 
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A equaçao de movimento no sentido"x"integrada vertical 
mente para a mesma camada, pode ser expressa da seguinte maneira: 

+ 

apk 
+ f v k [ h k ( 

a TXXk 
+ = + 

Pk Clx Pkhk Clx 

i 
a T 

xyk) + ( Ts Tx ) J ( 1 7) +-
ay xk 

k 

onde Duk/Dt inclui a derivada local e os termos convectivos, se~ 
do que as componentes das velocidades que aparecem foram obtidas 
integrando na vertical entre Lk e Lk_ 1 • e T s ao as 

xyk 

tensões originadas pela túrbul~ncia e podem ser escritas em fun 
e das derivadas 

- tensões sao as 

.... 
çao do coeficiente de viscosidade turbulen~a ER 
das componentes das velocidades. / e 

1
1 

xk xk 
de cisalhamento interfaciais no nivel superior e inferior do es 
trato respectivamente, e são modeladas de acordo com uma lei de 
fricção quadrãtica, Ts pode ser escrita da seguinte forma: 

xk 

s 
= ( 18) 

xk 

onde 11 C 11 e um coeficiente de fricção e 

( 1 9) 
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Y3 

-A expressao de ê similar a equaçao (18) 

s 
Lx 1 corresponde ã tensão na superf1cie originada pelo 

vento e pode ser colocada em função da velocidade e da direção do 
i - -vento; Tx corresponde a tensao no fundo e pode ser colocada em 

função dobquadrado da velocidade na Ültima camada e do inverso do 
quadrado do coeficiente de Chezy. 

Assume-se que a terceira equação de movimento se reduz 
a hipõtese de distribuição hidrostãtica de pressões. Para o ni
vel "K" se tem 

k=1 

Pk = P1 g ( n- L
1

) + E P m g ( Lm-1 - Lm) 
m=2 

+ 

+ P k g ( Lk-1- z) (20) 

s e n d o g a a c e le r a ç ã o d a g r a v i d a d e . 

-O gradiente de pressoes no sentido "x 11 tem a seguinte 
fÕrmula de recorrência: 

gh 
+-

2b 
( 

= 

3 

3x 

3 

3 X 
pk-1 - g ( p k - p k-1 ) 

d 

3x 
p k ) 

K -
b 

3 h 

d X 
+ 

{ 21 ) 

No sentido de 11 y", as equaçoes (17) e (21) tem uma for 

ma similar. 

Assume-se que a (17) ê vãlida para o nivel hk/z· 

A aplicação do método de elementos finitos ãs equações 
de movimento e continuidade conduz a um sistema de equações dife 

renciais não lineares de primeira ordem do tipo 



M .. V.+ A .. 1 V. V.+ B .. V.+ C .. P. +O. =O (22) 
lJ J lJ 1 J 1J J 1J J 1 

. 
M .. n.+ E .. V. =0 

lJ J lJ J (23) 

H.P. Wang [41]propõe a utilização da matriz de massa 
discretizada no lugar da consistente; isto significa que, para 
um triângulo se tem 

M .. = !A lJ 

M I • • = 2' 
1 J 

22 T dA = 
A 

1 2 

M" .. 
1 J 

M I .... -

1 J 

M" .. = O 
1 J 

A 

3 
Mu .• 

1J 

(i =j ) 

(i fj) 

(24) 

onde~ são as funções de interpolação e A ê a ãrea do elemento. 
Em problemas simples esta aproximação deu bons resultados alem 
de poupar 50% em armazenamento e evitar a inversão da matriz. Pa 
ra integrar no tempo H.P. Wang resolve sucessivamente as 
çÕes (22) e (23), dando lugar a um esquema explicito. 

equa-

Na ref. [41] as ondas curtas pertubadoras e as instabi 
lidades devidas a não linearidade, são combatidas atravês de um 
processo de "suavização" adotando para um valor nodal e de uma 
certa incõgnita "f 11 o valor f* tal que 

f* = a. f + 
n 

1 -a.) [ E f. 
. 1 1 
1 = 

Ai ] I [ ~ Ai ] 

xi i= 1 xi 
( 25) 

onde 11 n" ê o numero de elementos que rodeia o ponto nodal consi
derado, cujas areas são A1 e cujas distâncias aos centrÕides são 
dadas por X;, sendo f; o valor da incõgnita no centrÕide; a.ê um 
coeficiente prõximo da unidade (Wang recomenda a.= 0,98). Levando 
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em conta que esta têcnica se deteriora quando sao inclu1das nos 
contornos os termos convectivos,ê conveniente eliminã-los.Em re
lação a t:H, valores pequenos não proporcionam a "suavização" ne 
cessãria e valores muito grandes produzem instabilidades. 

M. Kawahara et alii [21] aplicam um esquema expl1cito 
de dois passos para integrar as equações (22) e (23), da seguin
te forma: 

onde 

massa 

R .. 
1 J 

M .. 
lJ 

N .. 
1J 

n+1/2 
n· J 

n+1 
v. 

J 

n+1 n 
j 

unn e o n-êsimo 

discreta e f;i .. 
1 J 

;:: 

= 

= R .. 
lJ 

= M .• 
1 J 

M .. 
1 J 

M •. 
1 J 

ponto no 

v~ 
J 

n 
n· J 

v~ 
J 

n 
n· J 

-

-

eixo 

Llt 

6t 

do 

- combinação e uma 

sa consistente e discreta 

R .. = lJ 

t:lt 

2 
F~ 

Ll t G ~ 
2 1 

1 

n+1/2 
F. 

1 

n+1/2 
G. 

1 

tempo. 

linear 

19 PASSO 

(26) 

29 PASSO 

( 27) 

M .. 
1 J 

e a matriz de 

das matrizes de mas 

(28) 

A justificativa deste esquema pode achar-se na referên 

cia [22]. 
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