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RESUMO

SILVA, C.Z. Uso de descontinuidades fortes na simulacdo de problemas de fratura. 2015.
Dissertagdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil,
UFRGS, Porto Alegre.

A formacdo e propagacdo de fissuras ¢ um fendmeno observado em diversos materiais
utilizados na engenharia, como concreto, metais, ceramicas e rochas. Tendo em vista a grande
influéncia que fissuras t€ém no comportamento global da estrutura o objetivo deste trabalho
consiste na implementagdo de um modelo de fissura com descontinuidades fortes
incorporadas a fim de analisar o processo de fratura em materiais quase-frageis. A
descontinuidade no campo de deslocamentos (descontinuidade forte) ¢ representada através
da introducdo de graus de liberdade adicionais no interior do elemento finito, sendo esta
abordagem denominada enriquecimento elementar (E-FEM). Nestes modelos a fissura pode
se propagar em qualquer dire¢do dentro do elemento finito, evitando a necessidade de
redefini¢ao da malha em cada etapa, além de fornecer resultados relativamente independentes
da malha de elementos finitos utilizada. Por serem internos a cada elemento finito, os graus de
liberdade adicionais podem ser eliminados da solugdo global por condensagdo estatica. Desta
forma as descontinuidades sdo definidas em nivel de elemento e o modelo pode ser facilmente
implementado em codigos computacionais existentes. O modelo implementado foi proposto
por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990), o qual pertence a classe de modelos com formulagao
assimétrica estaticamente e cinematicamente consistente (SKON). Esta formulagdo ¢
caracterizada por garantir o movimento de corpo rigido entre as partes do elemento além de
assegurar a continuidade de tensdes na linha de fissura, resultando numa matriz de rigidez
assimétrica. Diferentes relagcdes constitutivas podem ser utilizadas para descrever o
comportamento das regides com e sem fissura. Portanto, para a regido ndo fissurada, utilizou-
se um modelo constitutivo elastico linear e para a regido fissurada foi analisada a performance
de dois modelos constitutivos distintos: linear e exponencial. A capacidade de representar o
comportamento de elementos estruturais fissurados foi ilustrada através de exemplos de tragao
e flexdo comparados com outros modelos de fissura existentes e com resultados
experimentais. Em relacdo aos modelos constitutivos para a linha da fissura, o modelo linear
nao se mostrou adequado por superestimar as tensdes de pico além de apresentar um ramo de
amolecimento mais fragil. J& o modelo exponencial mostrou-se bastante eficiente
representando de forma correta o comportamento de materiais quase-frageis.

Palavras-chave: Modelo de fissura incorporada; descontinuidade forte; enriquecimento

elementar; formulagdo assimétrica; material quase-fragil.



ABSTRACT

SILVA, C.Z. Uso de descontinuidades fortes na simulacdo de problemas de fratura. 2015.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil,
UFRGS, Porto Alegre.

The formation and propagation of cracks is a phenomenon observed in many materials used in
engineering, such as concrete, metals, ceramics and rocks. In view of the influence of cracks
in the global behavior of the structure, the aim of this work is the implementation of an
embedded strong discontinuity model in order to analyze the fracture process in quasi-brittle
materials. The discontinuity in the displacement field (strong discontinuity) is represented by
the introduction of additional degrees of freedom within the finite element. This approach is
called elemental enrichment (E-FEM). The embedded models allow the propagation of crack
in any direction within the finite element, avoiding the need of remeshing and providing
objective results (mesh independent). The additional degrees of freedom are introduced into
the finite element, then these degrees can be eliminated from the global solution by static
condensation and the model can be easily implemented in existent computational codes. The
model used here was proposed by Dvorkin, Cuitifio and Gioia (1990), which belongs to the
statically and kinematically optimal non-symmetric (SKON) formulation. In this formulation,
the kinematics that allows for relative rigid body motion and the enforcement of the traction
continuity are introduced at element level, resulting a non-symmetric formulation. Different
constitutive relations can be used to describe the behavior of the zones with and without
cracks. For the zone without cracks it was used a linear elastic model and for the cracked zone
it was analyzed the behavior of two different constitutive models: linear and exponential. The
ability of the model to represent the behavior of cracked structural elements was illustrated by
bending and tensile tests and the results were compared with numerical and experimental
data. Regarding the constitutive models for the fracture zone, it was concluded that the linear
model was not suitable because it overestimated the maximum stress and promoted a britller
softening. In contrast, the exponential model proved to be very efficient to represent the
behavior of quasi-brittle materials.

Keywords: Embedded discontinuities model; Strong discontinuity; elemental enrichments;
non-symmetric formulation; quasi-brittle material.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Andlises pela mecanica dos solidos geralmente sdo conduzidas no ambito da
Mecanica do Continuo, onde ¢ assumida a continuidade de deslocamentos e deformagdes. No
entanto, na maioria dos problemas de engenharia ¢ essencial considerar as descontinuidades
que ocorrem, por exemplo, nas fissuras em rochas e concretos, deslizamentos em solos ¢
bandas de cisalhamento em metais. Trés diferentes abordagens podem ser apontadas na
simulacdo de fissuras em soélidos: abordagem por fissura discreta, abordagem por fissura

distribuida e abordagem por fissura incorporada.

Neste contexto, a Mecanica da Fratura ¢ uma ferramenta essencial para compreender
os fendmenos que ocorrem a partir do momento em que o material atinge sua carga limite. Os
primeiros estudos nessa area datam do inicio do século XX motivados por grandes perdas

como naufragios de navios, rupturas de pontes, entre outros.

Um grande salto nos estudos de fratura ocorreu por volta da década de 60 com o
aperfeicoamento dos computadores. Os primeiros modelos para representar o processo de
fissura foram os modelos discretos. Nestes, a fissura ¢é representada como uma
descontinuidade na malha de elementos finitos, sendo um problema em certas situagdes
devido a necessidade de readaptacdo da malha de elementos finitos ao longo do processo
(remeshing). Apesar deste inconveniente, estes modelos sdo amplamente utilizados na

simulagdo de fissuras.

Os modelos distribuidos s@o uma alternativa aos modelos discretos. Estes modelos
comegaram a se popularizar no meio cientifico a partir da década de 80. Nestes modelos o
material ¢ assumido continuo e a fissura ¢ espalhada por todo o elemento. A fissuracdo se da

pela perda das propriedades de rigidez do material. Um inconveniente dos modelos

Uso de descontinuidades fortes na simulag@o de problemas de fratura
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distribuidos ¢ a falta de objetividade em relacdo a malha de elementos finitos, mas em
contrapartida apresentam a capacidade de representar o comportamento de materiais com

diversas fissuras espalhadas ao longo da estrutura e por isso sdo extensivamente utilizados.

Ja formulados no contexto de elementos finitos, os modelos incorporados surgiram
como uma alternativa para eliminar as desvantagens apresentadas pelos modelos discretos e
distribuidos. Para isso a fissura ¢ incorporada no interior do elemento finito podendo simular
descontinuidades fortes (deslocamentos) e fracas (deformacgdes). Estes modelos vém
ganhando espago por eliminar os inconvenientes das formulagdes discreta e distribuida além

de poder ser incluido em cédigos de elementos finitos existentes.

Os modelos acima citados sdo capazes de representar o comportamento de diversos
tipos de materiais. Dentre estes, os materiais quase-frageis que sdo caracterizados por
apresentar um ramo de abrandamento de tensdes apos atingir a carga de pico (softening).
Estes materiais sdo de grande relevincia no ramo da engenharia visto que representam o
comportamento de diversos materiais atualmente utilizados, como concretos, alvenarias,
rochas, certos polimeros, ceramicas e também alguns tipos de metais podem ser considerados
de comportamento quase-fragil. Além disso, sob algumas condi¢des atmosféricas particulares,
materiais que sdo normalmente classificados como ducteis ou frageis podem apresentar

comportamento quase-frageis (WELLS, 2001).

Esta classe de materiais ¢ caracterizada por apresentar um regime eldstico bem
definido seguido por um regime nao elastico no qual sdo identificados dois estagios. Um
primeiro estagio onde ocorre a localizacdo de deformagdes, e um segundo estdgio onde ¢
observada a descontinuidade de deslocamentos. Quando o carregamento se aproxima da carga
de pico comegam a ocorrer deformagdes inelasticas em uma banda estreita do material. A
partir deste ponto comegam a ocorrer descontinuidades de deslocamentos sobre uma
superficie enquanto as tensdes vao tendendo a zero, quando ocorre a ruptura completa do
material. A fim de captar este comportamento quase-fragil, nesta dissertacdo foi

implementado um modelo de descontinuidades fortes incorporadas.

Cristiane Zuffo da Silva (cristiane.zuffo@gmail.com) — Dissertacdo — Porto Alegre - PPGEC/UFRGS - 2015
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1.2 OBJETIVOS

Este trabalho apresenta como objetivo geral a simulacdo do processo de fratura

através de um modelo de descontinuidades fortes.
Para tal, tém-se os seguintes objetivos especificos:

o Investigar teoricamente as formulacdes existentes para a simulacdo de fratura
através do uso de descontinuidades fortes;

o Implementar o modelo de descontinuidades fortes adotado dentro do programa
Metafor (PONTHOT, 1995).

o Validar resultados através da comparacdo com resultados numéricos e

experimentais encontrados na literatura.

1.3 JUSTIFICATIVA

A formacdo e propagacdo de fissuras ¢ um fendmeno observado em diversos
materiais utilizados na engenharia, como concreto, metais, ceramicas e rochas. Estes materiais
geralmente apresentam um regime elastico bem definido, seguido por um regime ndo elastico
caracterizado pelo aparecimento de um pronunciado gradiente de deslocamentos em zonas
estreitas, denominadas zonas de localiza¢do de deformacgdo. O aumento da localizagdo de
deformacdes ¢ acompanhado pela reducdo das tensdes, processo denominado de
amolecimento (softening). Tanto para a modelagem de elementos estruturais como para a
compreensdo do comportamento destes materiais ¢ importante uma representagdo numeérica

precisa deste fendmeno.

Atualmente estao disponiveis na literatura diversos modelos capazes de representar o
processo de propagacdo de fissuras. Entretanto, a utilizagdo de modelos incorporados, se
justifica por introduzir a descontinuidade de deslocamentos no volume do elemento, evitando

o processo de reconstrucdo de malha pois a fissura pode se propagar em qualquer direcdo

Uso de descontinuidades fortes na simulag@o de problemas de fratura
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dentro do elemento finito, ndo estando restrita ao contorno destes, além de possibilitar uma

melhor precisdo do processo de fratura em comparagdo com modelos distribuidos.

A implementagdo de um modelo de descontinuidades fortes ainda se justifica por
prover uma plataforma computacional para que outros trabalhos numéricos e aplicados sejam
desenvolvidos no Centro de Mecanica Aplicada e Computacional (CEMACOM) do Programa

de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertacdo estd estruturada em 6 capitulos.

No Capitulo 2 discorre-se sobre aspectos fisicos e tedricos relacionados ao processo
de formag¢do e propagacdo de fissura em materiais quase-frageis. Inicialmente ¢ exposto o
fenomeno de localizagdo de deformagdes. Passa-se a uma breve revisao bibliografica sobre a
Mecanica da Fratura. Por fim s3o abordados aspectos tedricos do problema de fissuragcdo em

materiais quase-frageis descritos no contexto da Mecanica da Fratura.

No Capitulo 3 sdo compilados os principais modelos no contexto da mecénica da
fratura ndo-linear, elencando suas caracteristicas ¢ apontando as vantagens ¢ desvantagens de
cada um. O modelo de fissura com descontinuidades forte, utilizado nesta dissertagdo para
simular o fenomeno de formacgdo de fissuras em materiais quase-frageis ¢ apresentado no
Capitulo 4. Ainda neste capitulo ¢ demonstrado o Principio Variacional utilizado para
descrever o problema. Sao expostas as caracteristicas do modelo bem como a particularizagao

para a analise por elementos finitos. Por fim ¢ descrito o modelo implementado.

O Capitulo 5 se destina a apresentagdo e discussdo dos resultados obtidos. A
validacdo do modelo foi realizada através da comparagdao dos resultados com valores
numéricos e experimentais obtidos na literatura. Inicialmente sdo apresentados exemplos de

tracdo pura, em seguida, sdo apresentados exemplos de flexdo a trés e quatro pontos.

Para finalizar esta dissertagdo no Capitulo 6 sdo apresentadas as consideragdes finais

e sugestdes de trabalhos futuros.
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2 ASPECTOS FiISICOS E TEORICOS SOBRE A FRATURA EM
MATERIAIS QUASE-FRAGEIS

Concreto, rochas e cerdmicas s3o conhecidos como materiais quase-frageis. Estes
materiais se diferenciam dos materiais frageis por apresentarem como caracteristica um
regime elastico bem delineado seguido por um regime ndo eléstico onde ocorre uma reducao
de tensdes a cada incremento de deformagdo, ou seja, um processo de amolecimento. Essa
distingdo entre os dois tipos de materiais € importante para que se possa estudar de forma
correta os diversos mecanismos envolvidos na dissipagdo de energia que levam a este
comportamento. Neste capitulo ¢ apresentado o fendmeno de fratura em materiais quase-

frageis e também as formas de representar este problema através da Mecanica da Fratura.

2.1 LOCALIZACAO DE DEFORMACOES

O fendmeno de localizacdo de deformagdes € observado em diversos materiais de
comportamento ductil e quase-fragil. Estes materiais apresentam dois regimes bem definidos.
Até certos niveis de carregamento o comportamento ¢ elastico, onde todos os processos sao
reversiveis, e para niveis maiores de carregamento passa-se a um regime nao elastico,
representado por fendmenos ndo reversiveis que antecedem a ruptura. Tais comportamentos
sdo consequéncia do aparecimento de elevados gradientes de deslocamento em regides
estreitas denominadas de banda de localizagdo de deformagdo. Esse fenomeno ¢ influenciado
pela geometria da pecga, condi¢des de contorno, heterogeneidade ou defeitos locais do material

(DRIEMEIER, 1999).

Em materiais quase-frageis o fenomeno de localizagdo é observado quando a maxima
tensao principal ultrapassa a resisténcia a tragao, e as fissuras comecam a se formar em planos
perpendiculares a esta tensdao. A partir desse ponto, ocorre uma reducao nas tensoes enquanto
as deformagdes continuam a aumentar, ou seja, um amolecimento na resposta de carga-

deslocamento (D’HERS; DVORKIN, 2008).
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Este processo pode ser dividido em trés estdgios. Num primeiro momento ocorre a
formagao de microfissuras que induzem a uma resposta nao-linear do material e uma notavel
dissipacao de energia. A deformagdo ¢ o campo de deslocamentos sdo continuos, porém ha

uma concentragdo de tensdo e o material comega a sofrer o amolecimento (CLARO, 2011).

Numa segunda fase, a resposta macroscopica do material torna-se instavel. Ocorre
uma localizacdo de deformacdes em uma banda de espessura estreita formando uma
descontinuidade fraca, ou seja, o campo de deslocamentos permanece continuo, mas observa-

se um salto no campo de deformagdes (HUESPE; OLIVER, 2011).

Com o acréscimo de carregamento, a banda de localizagdo colapsa em uma
superficie e a capacidade de transmitir tensdo através da fissura tende a zero. O campo de
deslocamentos torna-se descontinuo sobre a superficie (descontinuidade forte) e o campo de
deformacgdes torna-se infinito (CHAVES; OLIVER, 2001). A representacdo deste processo
pode ser observada na figura 1, em que € ¢ a deformacao, u € o campo de deslocamentos e x é

o0 eixo ao longo da abertura da fissura.

Falha difusa
m
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Descontinuidade
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A
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Descontinuidade
forte

-+ ———
F F
Figura 1: Processo de fissura¢do. Adaptado de Chaves e Oliver (2001)

]

E importante ressaltar que, antes de ocorrer a localizacdo das deformacdes todo o
material se comporta de forma uniforme, conforme observa-se no trecho ascendente da curva

representada na figura 2. Entretanto, apos atingir a tensdo de pico (f7), a resisténcia do material
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comeca a diminuir e as regides com e sem localizacdo apresentam comportamentos diferentes.
Na regido com localizagdo ocorre um acréscimo de deformagdes, representado pela curva II
da figura 2. Como consequéncia deste processo, na regido onde ndo ocorre a localizacao
ocorre uma retra¢do, o que ¢ chamada de descarga eléstica, fendmeno observado na curva I da
figura 2. Este fendmeno foi primeiramente observado por Hillerborg, Modéer e

Petersson(1976).

Como o material ja ndo se comporta de forma uniforme sdo necessarias duas curvas
para representar o comportamento pds-pico do material. Uma curva tensdo-deformacao para a
parte do material que sofre descarga elastica e no trecho de amolecimento ¢ adequado
representar o comportamento do material por uma curva de tensao-deslocamento, ou também,

de tensdo-abertura de fissura (ARAUJO, 2001)

>
»

/i

Figura 2: Representacgao das regides com e sem localizagao

2.2 CONTEXTUALIZACAO DA MECANICA DA FRATURA

Conhecimentos de mecanica dos so6lidos e ciéncia dos materiais sd3o fundamentais
para a compreensdo do processo de fratura em solidos, pois estas duas areas dao base para
descrever de forma adequada o processo de deformagdo bem como para conhecer os
mecanismos fisicos envolvidos no processo. A Mecanica da Fratura une essas duas areas de

conhecimento, tendo como finalidade quantificar as condi¢cdes que levam um soélido ao
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colapso apods o inicio do processo de fissuragdo. A forma como ocorre o processo de
fissura¢do ¢ diferente de acordo com o material, portanto, existem diversos modelos para

simular fissuras de forma mais adequada para cada situacdo (BITTENCOURT, 1999).

Os primeiros estudos relacionados com a Mecanica da Fratura remontam ao inicio do
século 20, quando Inglis, em 1913, publicou um trabalho sobre a concentracdo de tensdes em
uma placa com furo, comprovando que defeitos localizados poderiam causar elevagdo no
campo de tensdes. Com base nesses estudos, em 1920, Griffith estabeleceu uma relagdo entre
a resisténcia a fratura e o tamanho da fissura através de um critério energético, sendo este o

marco inicial da Mecanica da Fratura (KUMAR, BARAI, 2011;ANDERSON, 2005).

Entre as décadas de 30 e 40 foram desenvolvidas diversas solu¢cdes matematicas para
meios elasticos proximos a ponta da fissura. Entretanto, tais estudos apresentavam apenas fins
académicos ndo se fazendo uso em aplicagdes de engenharia. Irwin foi o responséavel por
tornar a Mecanica da Fratura uma ferramenta aplicavel a analise estrutural. Em 1948,
estendeu a teoria de Griffith para metais, incluindo a energia dissipada pelo fluxo plastico.
Além disso, introduziu os conceitos de “Taxa de Alivio de Energia”, em 1956, ¢ “Fator de

Intensidade de Tensdes”, em 1958 (KANNINEN; POPELAR, 1985).

A década de 60 foi marcada por grandes avangos na area. Dugdale (1960) e
Barenblatt (1962) introduziram o conceitos de forcas coesivas na ponta da fissura. Wells, no
ano de 1961, prop0s a abertura da ponta da fissura como medida da resisténcia a fratura,
parametro conhecido como CTDO (Crack Tip Opening Displacement). Em 1968, Rice
introduziu a integral J, possibilitando a obtencdo da taxa de alivio de energia para materiais
com comportamento linear e ndo-linear. No mesmo ano, Rice, Rosengren e Hutchinson,
relacionaram a integral J com o campo de tensdes na ponta da fissura para materiais
elastoplasticos, denominada de solugdo HRR (ANDERSON, 2005), (KANNINEN;
POPELAR, 1985).

Nesse periodo a Mecanica da Fratura atraia o interesse de diversos pesquisadores.
Entre esses, dois nomes que se destacam a partir da década de 70 sdo Hillerborg ¢ Needleman.
Baseado nos conceitos de forcas coesivas, Hillerborg e colaboradores (1976) desenvolveram o
modelo de fratura ficticia. No ano de 1987, Needleman propds a metodologia das interfaces

coesivas aplicadas a materiais frageis e dlcteis.
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2.3 MECANICA DA FRATURA E MATERIAIS QUASE-FRAGEIS

O processo de propagacao de fissuras pode estar associado a tensdes ou deformacdes
excessivas e os efeitos de localizagdo de deformagdo podem ser intensos ou moderados. Essas
respostas do material estdo relacionadas a forma como a fissura¢do se d4 na microestrutura do
material. Quando as localizagdes de deformagao estdo limitadas em uma pequena regido na
ponta da fissura o meio elastico envolve-a € o principal responsavel por conter a fissuragao.
Logo, o processo pode ser simulado através da mecdnica da fratura linear elastica
satisfatoriamente. No entanto, se a regido onde ocorrem fendomenos ndo elasticos for
significativa, em relagdo ao tamanho da regido elastica, a mecanica da fratura linear eléastica
ndo tem mais efeito. Sendo necessaria a introdu¢ao de um modelo baseado na mecanica da

fratura ndo-linear (BITTENCOURT, 1999).

No contexto da Mecanica da Fratura nao-linear, as formula¢des existentes sao
divididas em trés categorias: fissura discreta, fissura distribuida e fissura incorporada. Estes

modelos serdo tratados no capitulo 3.

Na curva de tensdo (6) - abertura de fissura (w), a energia de fratura (Gy) ¢
representada pela area sob a curva. Portanto, conhecendo a forma da curva a energia de
fratura pode ser completamente definida. Na figura 3 sdo apresentadas algumas formas de

representacdo da curva tensdo-abertura de fissura e a energia de fratura.

»

G
f Gf Gf

Modelo linear Modelo bilinear Modelo exponencial

Figura 3: Relacdo entre a curva tensdo-abertura de fissura e energia de fratura
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Além de fatores como energia de fratura e lei de amolecimento ¢ importante saber a
forma com que a fissura de propaga. O modo de abertura de fissura estd relacionado ao
material e a forma como o corpo ¢ solicitado. A propagagdo pode ocorrer de trés diferentes

formas, conforme figura 4.

e

MODO 1 MODO II MODO III

Figura 4: Modos de abertura de fissura. Fonte: d’Avila (2003)

O modo I ocorre para esforgos de tragdo, onde o desenvolvimento da fissura se da
num plano perpendicular ao do carregamento. No modo II ocorre cisalhamento, com
deslocamento em plano paralelo ao carregamento. O modo III ¢ representado pelo
rasgamento, caracterizado pelo escorregamento entre as faces da fissura, entretanto com

deslocamento perpendicular a fissura (ANDERSON, 2005).

Quando um corpo ¢ solicitado por mais de uma das formas apresentadas na figura 4,
a abertura da fissura ocorre em modo misto. O caso de uma viga ensaiada a 4 pontos, ou seja,
dois pontos de apoio nas extremidades da viga e dois pontos de aplicacdo de carga de forma
assimétrica em relacdo aos apoios, € um exemplo do modo misto, onde o processo de fratura

se d& por uma combinacdo dos modos I e II(d’AVILA, 2003).
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3 MODELOS DE FRATURA EM ELEMENTOS FINITOS

3.1 CONSIDERACOES PRELIMINARES

A modelagem do processo de fissuracdo em elementos estruturais inicialmente foi
proposta no contexto de fissuras discretas, posteriormente modelos distribuidos foram
ganhando espaco e mais recentemente grande atencdo tem sido dada aos modelos

incorporados.

Nos modelos de fissura discreta se trabalha com a parte do sélido que permanece
continua, visto que a formacao e propagagdo de fissuras se da na interface entre os elementos
finitos. Esta metodologia acaba gerando uma restricao na dire¢do de propagacgdo de fissuras o

que restringe a sua aplicagdo a modelos que envolvem a progressao de poucas fissuras.

Nos modelos de fissura distribuida, o material fissurado é considerado como
continuo e a descontinuidade de deslocamentos ¢ espalhada ao longo do elemento alterando-
se as equagdes constitutivas. Esta abordagem apresenta problemas relacionados com a
objetividade em relacdo a malha de elementos finitos, travamento de tensoes e dificuldades no

estudo de fraturamento localizado.

Uma abordagem que vem ganhando espaco sdo os modelos de fissura incorporada,
onde a descontinuidade de deslocamentos ¢ incorporada dentro do elemento finito de forma
forte (descontinuidade no campo de deslocamentos) ou de forma fraca (descontinuidade no
campo de deformacdes). Esta metodologia reune aspectos interessantes das formulagdes
discretas e distribuidas. Nao sendo necessaria a redefinicao da malha de elementos finitos
(remeshing), problema observado nos modelos discreto e também ha objetividade em relagdo
a malha de elementos finitos, grande desvantagem dos modelos distribuidos. Porém,
apresentam como desvantagens a necessidade de realizar um processo iterativo em nivel de

elemento e formulagdes relativamente complexas.
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Uma representacdo de como o processo de fratura ¢ abordado na andlise por
elementos finitos ¢ mostrada na figura 5 para uma melhor compreensao da diferenga entre os

modelos.

a) b)

e
—

Figura 5: Modelos para representacdo de fissura a) discreto b) distribuido
c) descontinuidade fraca (campo de deformagdes) incorporada d)
descontinuidade forte (campo de deslocamentos) incorporada

Estes modelos apresentam em comum trés componentes essenciais: uma relacao
tensdo-deformagdo para a regido nao fissurada, um critério de abertura de fissura que também

define a dire¢do da fissura e uma lei de evolucdo para a area fissurada. (PLANAS et al., 2003)

Nas se¢Oes seguintes ¢ feita uma breve revisdo sobre os trés modelos, os campos de
aplicagdo, suas vantagens ¢ desvantagens. Além de apresentar uma tendéncia de unificagao
entre os modelos a fim de tirar proveitos dos beneficios e também eliminando alguns

inconvenientes inerentes a cada formulagao.

3.2 MODELOS DISCRETOS

Os precursores dos modelos discretos foram Dugdale (1960) e Barenblatt (1962), os

quais introduziram conceitos de forcas coesivas na ponta da fissura. Em seguida, Hillerborg e
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coautores (1976) sugeriram um modelo considerando duas relagdes constitutivas
independentes, uma relagdo tensdo-deformacdo para o material ndo fissurado ¢ uma relagao
tensdo-abertura de fissura para representar o processo de fratura. Devido a simplicidade de
aplicacdo e coeréncia com a realidade fisica, este modelo ¢ amplamente utilizado em

engenharia.

De grande relevancia no contexto das fissuras coesivas aplicadas ao método dos
elementos finitos ¢ o modelo desenvolvido por Needleman (1987). Neste, empregam-se
elementos de interface (coesivos) entre os elementos finitos, nos quais sdo estabelecidas

relagdes constitutivas diferentes das consideradas para o volume do corpo.

Os trabalhos apresentados acima abriram caminho para que diversos modelos fossem
desenvolvidos para representar os mais diversos tipos de materiais como concreto (LENS;
BITTENCOURT; D’AVILA, 2009) ceramicas (BITTENCOURT; INGRAFFEA, 1995),
rochas, polimeros (PLANAS; ELICES, 2002), metais (YUAN; LI, 2014), além de interface
entre diferentes materiais (XU; NEEDLEMAN, 1993).

A ideia principal da abordagem discreta € representar as fissuras através da separagao
dos elementos a0 mesmo tempo em que forcas sdo introduzidas para representar as tensdes
transmitidas na regido danificada. Uma forma de implementar estes modelos em elementos
finitos ¢ considerar elementos de interface sem espessura e com rigidez muito alta antes do
material fissurar e ao atingir um critério de propagacdo tornar a rigidez dependente da

abertura da fissura, o que simula o efeito coesivo da regido fraturada (D’AVILA, 2003).

Nos modelos discretos ¢ necessario estabelecer condicdes relativas a malha de
elementos finitos. Neste sentido, ¢ possivel utilizar a abordagem por superficies coesivas ou
por malhas adaptativas (remeshing). Na primeira a fissura ¢ representada por uma
descontinuidade real na malha de elementos finitos. A formagdo e propagagdo de fissuras
ocorre nos contornos dos elementos finitos e a parte volumétrica permanece continua,
restringindo a direcdo da propagacdo de fissura, como observa-se no trabalho de Lens,
Bittencourt e d'Avila (2009). Pode-se representar também através de modelos com
readaptacdo de malha. Nestes, os elementos de interface somente sdo inseridos quando ¢
atingido um critério de propagacdo de fissura. As faces das fissuras sdo continuamente

reorientadas ¢ a malha ¢ refeita para adaptagdo das novas superficies de fissura como no

trabalho de Geissle, Netzker e Kaliske (2010).
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Visto que as fissuras ndo se propagam em uma linha reta, os modelos de superficies
coesivas apresentam como inconveniente a restri¢do da fissura aos contornos dos elementos
finitos, gerando a necessidade de malhas mais refinadas. J4 os modelos de malhas adaptativas
representam de forma mais natural a propagacao de fissuras, porém tem um elevado custo

computacional devido as repetidas mudangas topologicas da malha.

Os métodos de fissura discreta possuem a capacidade de representar realisticamente
o processo de fratura. Entretanto, a direcdo e o comprimento das fissuras devem ser
conhecidos a priori a fim de prever o correto comportamento da estrutura analisada. Contudo,
modelos coesivos sdo relativamente simples para implementagdo numérica e extensivamente

utilizados.

3.3 MODELOS DISTRIBUIDOS

Os modelos distribuidos representam as descontinuidades de deslocamento com base
em conceitos da Mecanica do Continuo. O processo de fratura ¢ iniciado quando um critério
de propagacdo ¢ alcancado e a fissura ¢ simulada pela altera¢do da relacao tensdo-deformacgao

nos pontos de integracao (SPENCER, 2000).

Inicialmente, os modelos de fissura distribuida consideravam a dire¢do da fissura
fixa ao longo do processo (fixed smeared approach) como no modelo de Suidan e
Schonobrich (1973). Mais tarde, Cope et al. (1980) propuseram um modelo com rotagdo dos
eixos de ortotropia do material, estimulando o desenvolvimento de modelos que permitissem
a rotacdo da fissura de acordo com os eixos das tensdes principais (rotational smeared

approach) (GUPTA E AKBAR, 1984).

Um inconveniente destes modelos ¢ a falta de objetividade com relagdo a malha de
elementos finitos, isto porque a parte inelastica das deformagdes ¢ descrita como deformagdes
de fissuracdo e o material é assumido continuo, entretanto a abertura da fissura ¢ uma
descontinuidade real de deslocamentos. Para contornar este problema, Bazant ¢ Oh (1983)

introduziram o conceito de fissura em banda, sendo que a regido ndo-linear onde ocorre a
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fissura foi considerada como continua e correspondente a uma banda estreita na ponta da

fissura.

De acordo com d’Avila (2003), mesmo considerando o conceito de fissura em banda
tais modelos apresentavam alguns problemas na simulagdo nos casos de uma fissura
dominante para malhas muito refinadas. Portanto, para que se tenha objetividade em relacdo a
malha ¢ necessario delimitar um tamanho minimo para os elementos localizados na banda de
fissuragdo. Em Rots (1988) sdo apresentadas algumas recomendacdes para determinar a
largura da banda de localizagdo de acordo com o elemento finito e a quantidade de pontos de
Gauss empregados. Uma aproximacdo mais rigorosa ¢ sugerida por Oliver (1989) onde a
largura da banda ¢ definida pela relagdo entre a energia dissipada por unidade de drea (energia
de fratura) e a energia dissipada por unidade de volume (energia especifica) no ponto em
questdo. Desta forma, uma expressdo para a largura da banda pode ser definida de acordo com
o tamanho da malha, dire¢ao da fissura e posi¢cdo desta. Esta técnica permite o refinamento da

malha o quanto for necessario além de ser insensivel a regra de integracdo utilizada.

Nas solucdes apresentadas a dependéncia de malha ¢ eliminada pela utilizacdo de
métodos de regularizacdo. As principais ramificacdes destes métodos sdo os modelos ndo-
locais, onde as tensdes em um ponto dependem das tensdes em pontos vizinhos (HU et al.,
2014; JIRASEK, 1998), modelos continuos com gradiente de ordem superior, que sdo
descritos através de equagdes diferencias com derivadas espaciais de alta ordem (LEE; CHOI;
CHO, 2004) e modelos continuos de Cosserat que também sao considerados de alta ordem
visto que sdo adicionados graus de liberdades de rotacdo independentes das translagdes

(ALSHIBLI, ALSALEH, VOYAIDIJIS, 2006; BORST, 1991).

Um problema que pode acontecer nestes modelos ¢ o travamento de tensoes (stress-
locking) devido a possibilidade de a fissura se desenvolver em dire¢des arbitrarias nao
alinhadas com a malha de elementos finitos. Como alternativa para solucionar este problema,
Jirasek e Zimmermann (1998) propuseram uma solu¢do baseada na transicdo de modelos de

fissura rotacional para um modelo de dano escalar.

Apesar disto, a abordagem distribuida ¢ extensivamente utilizada devido a
simplicidade de implementacdo por considerar fissuras usando meios continuos, além de
apresentar bons resultados na previsao do comportamento estrutural, como nos trabalhos de

Hariri-Ardebili e Seyed-Kolbadi (2015) e d’Avila (2003). No primeiro sdo modeladas
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barragens submetidas a carregamentos sismicos e no segundo sdo modelados diversos
elementos estruturais em concreto armado, ambos apresentando resultados precisos em

comparagdo com dados experimentais e tedricos.

Os modelos distribuidos se mostram atrativos por preservar a topologia da malha de
elementos finitos, mantendo a continuidade de deslocamentos ao longo da anélise, além de

ndo impor restricdes com respeito a orientacdo dos eixos da fissura (GAMINO et al., 2010).

3.4 MODELOS INCORPORADOS

Os modelos com fissura incorporada sdo mais recentes que os modelos discretos e
distribuidos. A ideia principal desta formulagdo ¢ incorporar descontinuidades de
deslocamentos ou deformagdes no interior de elementos finitos padrdo, sendo que o
surgimento e propagacdo de fissuras pode ocorrer em qualquer direcdo e a malha de
elementos finitos tem pouca interferéncia no resultado final. Essa abordagem se mostra uma
ferramenta valiosa na modelagem de regides com alta concentracdo de deformacgdes, como a
zona de processo de fratura em concreto ou bandas de cisalhamento em solos e metais

(JIRASEK, 2000).

Motivados pelo fato de que formulagdes de elementos finitos convencionais nao se
adaptavam bem a problemas de plasticidade Johnson e Scott (1981) desenvolveram uma das
primeiras tentativas de modificar as fungdes de forma de elementos finitos para captar os
efeitos de descontinuidades de deslocamento. O modelo apresentado era limitado a casos
perfeitamente plasticos unidimensionais. Droz (1987) apresentou uma tentativa de melhorar a
descricao cinematica para elementos fissurados considerando um material perfeitamente fragil

em que as tensdes normais caiam a zero imediatamente apos a formacgao da fissura.

Ortiz, Leroy e Needleman (1987) propuseram a incorpora¢ao de descontinuidades no
campo de deformagdes de tal forma que uma descontinuidade fraca pudesse ser capturada. As
descontinuidades eram incorporadas a partir do momento em que um critério de localizagao
era atingido. A banda de localizacdo era obtida pela incorporagdo das descontinuidades em

dois elementos adjacentes tornando a solucao dependente da malha.
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O trabalho de Ortiz, Leroy e Needleman (1987) pode ser considerado o marco inicial
dos modelos incorporados. Com base neste, inimeros estudos foram desenvolvidos
considerando descontinuidades incorporadas. A ideia destes autores foi ampliada e melhorada
por Belytschko, Fish e Engelmann (1988). A proposta era incorporar uma banda de
localizagao dentro do elemento finito. Desta forma, a espessura da banda nao depende mais

do tamanho do elemento podendo ser considerada uma propriedade do material.

Os modelos de descontinuidades incorporadas podem ser classificados em trés
categorias, definidas como simétrica estaticamente consistente (SOS), simétrica
cinematicamente consistente (KOS) e assimétrica estaticamente e cinematicamente
consistente (SKON). A primeira considera a continuidade das tensdes através da interface
interna, mas nao garante a continuidade cinemadtica. A segunda descreve os aspectos
cinematicos satisfatoriamente, mas conduz a uma inapropriada relacdo de tensdes na fissura.
E a ultima apresenta uma melhor performance por usar uma condi¢do de continuidade de

tensdes natural e representar razoavelmente bem a continuidade cinematica (JIRASEK, 2000).

As técnicas de incorporagdo de descontinuidades em elementos finitos sdo
elaboradas a partir de diferentes pontos de partida. Na literatura sdo encontradas formulagoes
partindo de simples consideracdes fisicas (KLISINSKI; RUNESSON; STURE, 1991), ou
adicionando termos em principios variacionais como os de Hellinger-Reissner (ORTIZ;
LEROY; NEEDLEMAN, 1987) ou o de Hu-Washizu (DVORKIN; ASSANELLI, 1991;
DVORKIN; CUITINO; GIOIA, 1990), para representar o trabalho das forcas coesivas na

interface interna.

Do ponto de vista matematico, a incorporagdo de descontinuidades fortes ¢
equivalente a considerar a adi¢do de uma fun¢do Heaviside (H) no campo de deslocamentos e
por consequéncia a distribui¢ao de Dirac (6) no campo de deformagdes. Com base nisso,
Simo, Oliver e Armero (1993) elaboraram uma formulacido considerando uma lei constitutiva
de amolecimento com carater distribucional. Em vez de postular uma lei para a interface, este
método possibilita o uso de leis continuas com uma func¢do regular aproximada pela
distribuicdo de Dirac. O modelo pode ser aplicado tanto para fratura dictil como para fratura

quase-fragil.

Dvorkin e coautores (DVORKIN; ASSANELLI, 1991; DVORKIN; CUITINO;

GIOIA, 1990) desenvolveram um método para simular descontinuidades fortes utilizando o
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principio dos trabalhos virtuais considerando um termo adicional para representar as forgas de
superficie na interface interna do elemento. O modelo proposto ¢ ndao simétrico (SKON) e ¢
apropriado para simular fratura em materiais quase-frageis, sendo implementado nesta
dissertacdo. Além disso, os autores propdem um elemento bidimensional baseado no método
de interpolacdo mista de componentes tensoriais, 0 QMITC. As vantagens deste elemento sdo
relacionadas a insensibilidade de distor¢do de malha. Este modelo foi ampliado por d’Avila

(2003) em sua tese de doutorado para a simulagao de estruturas de concreto armado.

No contexto das descontinuidades fracas Huespe et al. (2009) apresentam um modelo
para andlise de fratura ductil utilizando uma rela¢do constitutiva de Gurson modificada. No
modelo implementado a largura de banda ¢ considerada uma propriedade do material. A
formulag@o permite que a descontinuidade fraca evolua para uma descontinuidade forte, além
de ser utilizado um algoritmo de rastreamento para obter a continuidade da geometria da

banda sobre a malha de elementos finitos.

Um dos motivos da popularizagdo de modelos incorporados estd relacionado a
facilidade em se aplicar diversas equacdes constitutivas, para modelar diferentes
comportamento em sélidos. Dujc, Brank e Ibrahimbegovi¢ (2010) demonstram a versatilidade
desta metodologia através de um modelo capaz de representar a zona de processo de fratura
em concreto, a delaminacdo em materiais compostos e falha em materiais ducteis. Neste
modelo o salto de deslocamento ¢ interpolado de forma linear nas dire¢des normal e

tangencial da linha de descontinuidade.

Algumas formulagdes, principalmente as simétricas estaticamente consistentes
(SOS), nao asseguram o movimento relativo entre as partes separadas pela abertura da fissura
e a progressdo destas pode ser travada devido a incompatibilidades cinematicas entre fissuras
dos elementos vizinhos, problema conhecido como travamento de tensdes (stress locking).
Uma solugdo para reestabelecer a continuidade geométrica das linhas de fissuras nestes
elementos sdo os algoritmos de rastreamento (fracking algorithm) que preveem o caminho de
propagacdo com base na histéria de carregamento e no estado de deformacdo do sistema

(OLIVER et al., 2002a; ZHANG et al., 2015).

Estes algoritmos tornam a andlise mais complexa e apresentam alguns
inconvenientes na implementacdo em programas de elementos finitos padrdo. Como

alternativa Sancho et al. (2007) consideraram uma certa adaptabilidade na dire¢do de
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propagacdo de fissuras em cada elemento. Geralmente a dire¢do de propagacdo de fissura ¢
considerada fixa, ou seja, a partir do momento em que ¢ detectada a abertura de fissura ndo se
altera mais esta dire¢do. No trabalho de Sancho et al. (2007) esta direcao ¢ recalculada até que
a abertura de fissura atinja um valor entre 10 a 20% da relacdo Gf/ft , onde Gf ¢ a energia de
fratura e f7 ¢ a resisténcia a tragdo do material. Esta técnica ¢ aplicada com éxito por Galvez et

al. (2013).

Os elementos finitos com descontinuidades incorporadas, fazem parte dos modelos
com enriquecimento elementar (E-FEM), nestes geralmente sdo adicionados graus de
liberdade que necessitam de condensacao estatica para ndo influenciar na solucdo global. Mas
esta ndo ¢ a unica forma de representar fissuras por modelos incorporados. Recentemente vem
ganhando espacos os chamados elementos finitos estendidos (X-FEM), baseados no
enriquecimento das fungdes interpoladoras associadas aos nos existentes tendo como
precursores Melenk e Babuska (1996). No entanto, estes elementos requerem um maior

esfor¢o na implementagdo em comparagdao com os modelos de enriquecimento elementar.

Oliver, Huespe e Sanchez (2006) realizaram um estudo comparativo entre as duas
metodologias constatando que ndao ha diferenca significativas quanto a precisdo e
convergéncia de resultados para malhas refinadas. Entretanto, uma melhor performance para
malhas mais grosseiras ¢ observada nos modelos de enriquecimento elementar (E-FEM).
Estes modelos também se sobressaem aos de enriquecimento nodal (X-FEM) em relagdo ao
custo computacional, principalmente quando hd o surgimento de multiplas fissuras. Estudos

mais aprofundados sobre estes modelos podem ser encontrados em Jirdsek e Belytschko

(2002) e Wells (2001).

A utilizacdo de modelos incorporados em analise dinamica sdo mais recentes € vem
se mostrando uma ferramenta bastante atrativa. Linder e Armero (2009) conseguiram
representar o processo de ramificacdo de fissuras em materiais frageis utilizando um modelo
de descontinuidades fortes incorporadas. Apontando como vantagem a simplicidade da
cinematica adotada para representar a ramificagdo das fissuras. Huespe et al. (2006) propdem
uma formulacdo para analisar a propagagdo rapida de fissuras sem a necessidade de um

tratamento especial para os elementos interceptados pela ramificagao da fissura.

Em resumo, as abordagens por descontinuidades de deslocamento ou deformagdo

levam em conta duas condi¢des basicas na regido com localizagdo. A primeira ¢ referente ao
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equilibrio, atentando-se para a continuidade de tensdes através da interface da
descontinuidade. A segunda diz respeito a correta representacdo do movimento de corpo
rigido entre os lados do elemento separados pela descontinuidade (JUAREZ-LUNA;
AYALA, 2014).

Como as descontinuidades sao introduzidas nas fungdes de forma do elemento finito,
os modelos incorporados se sobressaem aos discretos por ndo restringir a propagacido da
fissura na interface entre os elementos. Estes modelos também ndo apresentam a dependéncia
de malha observada nos modelos distribuidos. Além disso, os modelos incorporados podem
simular o comportamento de diversos tipos de materiais submetidos a carregamentos quase

estaticos e dindmicos.

3.5 TENDENCIAS DE UNIFICACAO

Como observado nas secdes precedentes todos os modelos apresentam vantagens e
desvantagens na representacdo de fissuras e também possuem suas limitagdes. Para tirar
proveito das melhores caracteristicas de cada formulagdo alguns autores tém trabalhando em
combinagdes de modelos como Borst et al.(2004), Jirasek e Zimmermann (2001a), Jirdsek e

Zimmermann (2001b) e Oliver et al.(2002b).

Para aproveitar as vantagens dos modelos discreto e distribuido e eliminar algumas
desvantagens, Borst et al.(2004) propuseram uma unificacdo das duas técnicas. No modelo
desenvolvido as fissuras inicialmente sdo tratadas com um modelo distribuido evoluindo
gradualmente para uma fissura discreta através de processos adaptativos. A formulagdo

apresentada se assemelha muito a ideia dos modelos de descontinuidades fortes incorporadas.

A combinagdo de modelos distribuidos e incorporados ¢ interessante do ponto de
vista fisico. Modelando o processo inicial de formagao de fissuras por modelos distribuidos e
a partir de certo ponto incorporar as descontinuidades de deslocamentos. Tal proposta ¢
abordada por Jirdsek e Zimmermann (2001a), Jirdsek ¢ Zimmermann (2001b). O processo de
fraturamento ¢ inicialmente modelado por um modelo distribuido nao-local e a partir de certo

ponto ¢ introduzido um modelo incorporado de descontinuidades fortes.
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Na abordagem por modelos incorporados o processo de fratura pode ser representado
por descontinuidades fracas (alteragdes no campo de deformagdes) ou descontinuidades fortes
(alteragdes no campo de deslocamentos). Tendo em vista que a abertura de fissura ¢
inicialmente caracterizada por alteracdes no campo de deformagdes e seguida por
descontinuidade no campo de deslocamentos, Oliver et al.(2002b) desenvolveram um modelo
unificando descontinuidades fortes e fracas, onde o processo inicia-se com um a introdugao de
descontinuidades fracas em uma banda de fissura que ao longo do processo vai reduzindo seu

tamanho até colapsar em uma descontinuidade forte.
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4 MODELOS COM DESCONTINUIDADES FORTES
INCORPORADAS

A incorporacdo de descontinuidades fortes em elementos finitos tem como finalidade
representar o processo de fissuracdo em sélidos. A formulacdo apresentada a seguir ¢ aplicada
a analise ndo-linear material de estruturas sob estado plano de deformagdes com solucdo em
deslocamentos no contexto de pequenas deformagdes e o elemento finito utilizado ¢ o

quadrilatero bilinear com fungdes interpoladoras de Lagrange.

4.1 PRINCIPIO VARIACIONAL

Os modelos com descontinuidades fortes incorporadas simulam a relacdo entre os
esforcos transmitidos através da fissura e a abertura da fissura (descontinuidade do campo de
deslocamentos interno do elemento). Para estes modelos, ¢ necessario que o principio
variacional que representa o problema inclua a relagdo entre as tensdes transmitidas x abertura

de fissura (D’AVILA, 2003).

O principio variacional de energia potencial total, amplamente utilizado em
elementos finitos, ¢ dito irredutivel ou de um campo, por ter apenas os deslocamentos como
variaveis dependentes que devem atender as condigdes geométricas de contorno, além de
relagdes deformagado-deslocamento e de relagcdes tensdo-deformagdo. A sua condigdo de
minimo fornece apenas parte das equagdes que regem o modelo matemdtico dos so6lidos

elasticos (SORIANO; LIMA, 2003).

Para incorporar descontinuidades no campo de deslocamentos, utiliza-se o principio
variacional de Hu-Washizu. Neste principio os campos de deslocamento, u, deformacao, €, e

tensao, ¢, sao independentes entre si. Estes campos sdo definidos em um dominio V, em que

sao aplicadas forgas de volume, b , € no qual a superficie ¢ dividida em duas partes: Su, em
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que sdo aplicadas as condigdes de contorno essenciais, u =1 , ¢ St, em que sdo aplicadas as

condi¢des de contorno naturais, conforme figura 6a) (JIRASEK, 2000).

O principio pode ser estendido para um corpo com uma interface interna S, figura
6b), a qual divide o dominio e as condigdes de contorno em duas partes. Um campo de forgas
de superficie, tj, surge na superficie interna. Este campo ¢ fun¢do da descontinuidade de

deslocamentos através da interface interna (D’AVILA, 2003).

a) Dominio continuo b) Dominio com interface interna

a

~>

Figura 6: Dominio com condi¢des de contorno. a) continuo, b) com
interface interna.

As equagdes de campo que regem o problema podem ser acopladas em um principio

variacional conforme equagdo (4.1.1)

5&'5(e)dV +65[o” (Vu —g)dV = [su"tdS + [ Su’bdV, (4.1.1)
14 ( ) 14 S 14

em que § representa variagao, 6(8) sdo as tensdes obtidas das relagdes constitutivas, Vu o

gradiente dos deslocamentos.

A condigdo de estacionariedade deste principio fornece as relagdes deformagao-
deslocamento, a relagdo constitutiva, a equagao diferencial de equilibrio e a condigao estatica
de contorno, conforme equacdes (4.1.2) a (4.1.5), respectivamente. Além disso, fornece as
condi¢cdes geométricas e mecanicas de contorno como condi¢des naturais de contorno

(SORIANO; LIMA, 2003).

Vu=¢ (4.1.2)
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6(e)=o (4.1.3)
Vo n=b (4.1.4)
no =t (4.1.5)

em que n € o vetor normal ao contorno.

42 APROXIMACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A modelagem numérica de descontinuidades fortes em so6lidos requer o uso de uma
formulagdo diferente para representar de forma correta o salto no campo de deslocamentos, a
qual deve levar em conta a independéncia entre os campos de tensdo, deformagdo e
deslocamentos. Neste item serd apresentada uma formulagdo geral dentro do contexto de
elementos finitos, que estd baseada nos trabalhos de d’Avila (2003), Jirasék (2000) e Spencer
(2000).

Em elementos finitos padrdo, o campo de deslocamento ¢ interpolado por fungdes de
forma continuas para os deslocamentos nodais. O campo de deslocamento fica representado

por

u~Nd, 4.2.1)

Sendo N as fungoes de forma, que assumem valor igual a um sobre o seu respectivo no e zero

para os outros nds e dn sdo os deslocamentos nodais.

A fim de representar a descontinuidade de deslocamento da interface interna, o
campo de deslocamentos ¢ representado através da soma entre a parcela continua dada em
(4.2.1) e uma parcela descontinua que representa o movimento relativo entre as duas partes do
dominio separadas pela descontinuidade (SPENCER, 2000). O campo de deslocamentos com

descontinuidades, portanto ¢

u~Nd, +N_d, (4.2.2)
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sendo Nc as fungdes de forma dos termos adicionais para o deslocamento ¢ dc os modos de

deslocamento adicionais.

Na figura 7 sdo representadas as fun¢des de forma para um caso unidimensional. A
figura 7a) representa a funcdo de forma N e a figura 7b) representa as fungdes de forma

adicionais Nc.

i i+1

Figura 7: Fun¢des de forma a) padrao b) deslocamento adicional

O campo de deformagdes ¢ dado por
e~Bdy +Ge (4.2.3)

sendo B as derivadas das fun¢des de forma usuais (N), G € a matriz que contém as fungdes de
forma dos termos adicionais para as deformagdes, e o vetor que contém os modos de

deformacao adicional (D’AVILA, 2003).

Partindo do principio variacional definido em (4.1.1), os campos de tensoes,
deformagdes e deslocamentos podem ser definidos de forma independente. Portanto, as

tensdes sdo dadas por
o ~Ss, (4.2.4)

em que S ¢ a matriz que contém as fungdes de interpolagdes de tensdo e s o vetor que contém

os parametros de tensao.

Substituindo as equagodes (4.2.2) a (4.2.4) em (4.1.1) e levando em conta que
V(Ndy)=Bd, eV(N.d.) =B.d, tem-se

5d\ [B'&(e)dV + e’ [G"[&(g)—~Ss]dV + 55" [S" (Bd, ~Ge)dV +5d] [B{Ss aV
v v v v (4.2.5)
=5dLf, +0d!f..

ext
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Em que fext sdo as forgcas externas usuais e fe sdo as forcas externas adicionais

definidas por

f :jNTBdV+ N’t dS (4.2.6)
4

f, = [NIbav + [Nltds (4.2.7)
SK

Vv

Sendo que, para cargas aplicadas fora da regido com interpolacdo adicional, fc = 0. A
obtencdo do principio variacional como apresentado na equagdo (4.2.5) ¢ detalhada no

ANEXO B.

Na equacdo (4.2.5) Bc ¢ a matriz das derivadas das funcdes de interpolagcdo dos
deslocamentos adicionais, G a matriz das fun¢des de forma dos termos adicionais para as
deformagdes as quais podem ser definidas independentemente no caso onde sdo definidos

deslocamentos e deformacgdes adicionais de forma independente.

Devido a independéncia das variaveis podem ser obtidas as equacdes discretizadas

l B'&(g)dV =1, (4.2.8)
.IGTG'(a)dV—UGTS de s=0 (4.2.9)
(lsTBchJ d, —USTG dV] e=0 (4.2.10)

UB{S dVJ s=0. (4.2.11)

A fim de linearizar a dependéncia de 6 em relagdo a dn e e, a formulagao ¢ alterada
para a forma incremental (taxas). Para um dado estado a relagdo tensdao-deformacao

linearizada ¢ dada por
& =Dé~D(Bd, +Gé), (4.2.12)

em que D =06/0e (matriz constitutiva do material).
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Alterando as equagoes (4.2.8) a (4.2.11) para a forma de taxa e substituindo (4.2.12)

nestas equagdes obtém-se o seguinte conjunto de equagdes

B'DB B'DG 0 0 d,| [f,
T T T .
I G'DB G'DG -G'S 0 | |é| JO| 42.13)
o/ 0 -S$'"G 0 S'B, § 0
0 0 B/S 0 d 0

c c

A interpolagdo de tensdes e deformacdes pode ser descontinua. Portanto, podem ser

selecionadas fungdes de forma de tal maneira que cada parametro de tensdo e deformagdo

esteja associado a apenas um elemento finito. O mesmo ¢ valido para os parametros de

deslocamento adicional (e, s, dc), os quais podem ser condensados no nivel do elemento

fazendo com que as equagdes globais contenham apenas os graus de liberdade relativos ao

deslocamento padrao, dn (D’AVILA, 2003).

Portanto, as equacdes de (4.2.8) a (4.2.11) e (4.2.13) podem ser reescritas para um

elemento finito que ocupa um volume V. ¢ as forcas externas fext sdo substituidas pela

o . i
contribuicao elementar das forcas internas fm .

De acordo com Jirasek (2000), a formulacio apresentada pode se particularizada em

trés casos:

a)

b)

Formulagdo simétrica estaticamente consistente (Statically optimal symmetric
elements, SOS): a continuidade das tensdes através da interface de
descontinuidade interna ¢ satisfeita automaticamente, resultando numa
formulacao simétrica. Entretanto, o modo com que sdo introduzidas as
condi¢des cinematicas nesta formulagdo ndo garante o movimento relativo de
corpo rigido entre as duas partes do elemento divididas pela descontinuidade.
Esta formulagdo em muitos casos apresenta o problema de travamento de

tensoes (stress locking).

Formulagdo simétrica cinematicamente consistente (Kinematically optimal
symmetric elements, KOS): as condigdes cinematicas sdo introduzidas de tal
forma que permitem capturar o movimento relativo entre as duas partes do
elemento separadas pela descontinuidade. Porém, a continuidade das tensdes

na interface ndo ¢ garantida no nivel do elemento.
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c) Formula¢do assimétrica estaticamente e cinematicamente consistente
(Kinematically and statically optimal non-symmetric elements, SKON): tanto a
cinematica que permite o movimento relativo entre as duas partes do elemento
e a continuidade de tensdo na interface sdo garantidos no nivel do elemento.

Como resultado a formulagao ¢ assimétrica.

O modelo implementado pertence a familia de elementos assimétricos. Tendo em
vista que esta formulacdo apresenta resultados mais robustos e confidveis que as outras.
Oliver, Huespe e Samaniego (2003) aplicaram duas técnicas para melhorar a resposta da
formulagdo simétrica estaticamente consistente (SOS), obtendo uma significativa reducao no
travamento de tensoes. Entretanto, em comparagao com resultados experimentais, as melhores

respostas ainda estavam relacionadas a formulacao assimétrica.

43 FORMULACAO ASSIMETRICA ESTATICAMENTE E
CINEMATICAMENTE CONSISTENTE

Esta formulagdo pode ser considerada como uma jun¢do das duas formulacdes
simétricas. Assim como na formulagdo cinematicamente consistente, as tensoes dentro ¢ fora
da regido de deformacdo intensa sdo calculadas a partir das respectivas deformagodes. E a
condicdo de continuidade de tensdes ¢ dada conforme a formulagdo estaticamente consistente.

A seguir, sdo apresentadas as caracteristicas da formulagdo assimétrica, com base nos

trabalhos de d’Avila (2003) e Jirasék (2000).

A condi¢do de compatibilidade entre as tensdes no dominio do elemento e na

interface interna ¢ dada por

[Gave=o, (4.3.1)
Ve

sendo que a matriz G pode ser construida a partir da condigao
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[Gar=o. (4.3.2)
Ve

Se a matriz G cumpre a condi¢dao imposta em (4.3.2), a condi¢do de compatibilidade

em (4.3.1) ¢ satisfeita para qualquer e. Em decorréncia disso, a segunda parte da equacao

(4.2.9) ¢ anulada.

Na formulagdo cinematicamente consistente considera-se que a matriz G seja a

derivada das fungdes de forma Nc¢, portanto
G=B, (4.3.3)

substituindo (4.3.3) em (4.2.10), nota-se que

d =e (4.3.4)

Nesta formulacdo, a fim de eliminar os pardmetros de tensdo s, ¢ feita a adigdo das
equagoes (4.2.9) e (4.2.11). Percebe-se que para ambas as formulagdes simétricas o que resta

do sistema de equacdes apresentado em (4.2.13) sdo as equagdes

(4.3.5)

int

[B'6(e)ar =1
Ve

[G"&(g)ar =o0. (4.3.6)

Na formulagdo assimétrica a fim de assegurar a condicdo de compatibilidade
determinada em (4.3.2), G ndo ¢ mais a transposta de Bc, e sim uma matriz G* definida de
tal forma que satisfaga esta condigdo. Portanto, substituindo (4.2.12) nas equacdes (4.3.5) ¢

(4.3.6), o sistema de equagdes ndo-lineares fica

; ; i )
i B'DB B'DG|  [d\]_[f,| 437)
’|G'DB G'DG é 0

O parametro de deslocamento adicional € por ser interno ao elemento finito pode ser

eliminado da formulagdo através de condensagdo estatica. Inicialmente considera-se que o

sistema de equagdes apresentado em (4.3.7) pode tomar a forma apresentada em (4.3.8)
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Kbb Kbg {dN } — {fint} (438)
Kgb Kgg ¢ 0
E através da condensacdo estatica do grau de liberdade e tem-se que

e=-K_K,dy. (4.3.9)

Logo o equilibrio global fica dado por

f

int

= K d,, (4.3.10)

em que

K=K, -K K _K,. (4.3.11)

4.4 PARTICULARIDADES DOS MODELOS ASSIMETRICOS

A incorporacao de descontinuidades fortes ¢ uma simplificacdo da incorporagdo de
descontinuidades fracas. Portanto, para uma melhor compreensdo, sera explanada
inicialmente a mecénica das descontinuidades fracas, para, em seguida ser particularizada

para descontinuidades fortes.

A formulacdo apresentada segue o proposto em d’Avila (2003) e Jirdsek (2000) e
pode ser aplicada a elementos finitos planos triangulares ou quadrilateros. Neste trabalho sera
utilizado o elemento finito quadrilatero bilinear de quatro nos, amplamente utilizado em

elementos finitos.

Considerando um elemento finito com uma banda de localizagdo, conforme figura 8.
A regido central (L) representa a banda de localizagdo de espessura b, e seu complemento N. e

N+. No nivel de elemento o eixo x € normal e o eixo y € paralelo a banda.
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Figura 8: Elemento finito com banda de localizacao

A area total do elemento Ae, da regido com localizacdo A4;, e da regido sem

localizagdo Ay, ficam definidas, respectivamente, por

A, = he,
A, =bc, (4.4.1)
A, =(h-b)c,
e a matriz G ¢ dada por
1
G =b7(AN X — A0 )P (4.4.2)

e

Em que P ¢ a matriz que seleciona as tensdes que serdao transmitidas pela fissura (normal e de

corte), ver anexo A. J; e Xy sdo as fungdes caracteristicas de cada regido, sendo que

3 lem N+ 3 lemL (4.43)
Ay = OemL A= OemN=* o

Portanto, a matriz G é constante por partes e pode ser reescrita da seguinte forma

G=F 1 +R (4.4.4)
em que
A 4
P =P , P,=—TLP 445
L bAe N bAe ( )
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A matriz G apresentada cumpre a condi¢do (4.3.2), devido a escolha dos fatores ¥ e Xy

Conforme se observa nas equacgdes (4.4.6).

j GdA =0,
Ae
P
— | (Ayx, — 4,2 )dA=0, (4.4.6)
bAe Ae
AyA, -4, A, =0.

O fator de escala comum ]/bAe foi escolhido a fim de que e represente a diferenca

entre as deformagdes (normal e de corte) entre a regido com e sem localiza¢do, multiplicadas
pela largura de banda. No caso limite, no qual a largura da banda tende a zero, este fator

representa a abertura ou deslizamento da descontinuidade forte incorporada.

Tendo em vista que o elemento ¢ composto pelas partes com e sem localizacao, as

forcas internas da equagdo (4.3.5) passam a ser representadas por

fr, = [B'6d4=[B'c dd+ [ B'cd4, (4.4.7)

int
Ae A Ay

sendo as tensdes obtidas das deformagdes em cada area, a partir da equagao (4.2.3)

g, =Bdy +Pee, 4.48)
ey =Bd, +Pge.
A condicdo de equilibrio interno (4.3.6), para a matriz G fica
[G"8da=o,
Ae
1
—(Ayx, — A, xy )P’ 6dA=0,
I
L [ (440, —4,6,)P"d4=0,
bAe Ae
I ror 1 r
- [PTo da = [ PoydA. (4.4.9)

L 4, N Ay

Devido ao fato de P selecionar os componentes de tensdo normal (o) € de corte (Txy),

a condicao de equilibrio interna acima pode ser interpretada como uma condi¢do fraca de
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continuidade de tensdes. Isto porque o valor médio de ox e Txy sobre a localizagdo deve ser o

mesmo que o determinado fora da localizagao.

Para o caso no qual a espessura b da regido com localiza¢do tende a zero, a banda
colapsa em uma superficie Sr. Considerando (4.4.1), é conveniente representar a matriz G

(4.4.2) como

1 h=b 1
G=—I(h=b)ey, —bly, P=[2=2, _~, |p 4410
—[(h=b)ez, I ] (bhc 7 hmj (4.4.10)

visto que a espessura b tende a zero, o termo / b tende a delta de Dirac d; e G tende a

G, =(5L —%)P. (4.4.11)

Como ndo existe mais uma banda de localizacdo, e a regido sem localizacdo se

estende por todo o dominio do elemento, as forgas internas voltam a ser

fr, = [ B'odA. (4.4.12)

Ae

A condicdo de equilibrio interno (4.4.9) também ¢ alterada, pois as tensoes

transmitidas na banda s3o substituidas pelas tensdes coesivas, resultando em

1 |
= [ tds =— [ P’ odA.
c SI AEJ (4.4.13)

Portanto, as forgas coesivas sobre a linha de descontinuidade St devem ser iguais as
forgas resultantes das tensdes normal e de corte sobre o elemento. Sendo esta, a forma fraca

da condi¢ao de continuidade de tensoes sobre a linha de localizacao.

Essas tensdes coesivas sdo relacionadas diretamente com a abertura da fissura (e),

através da equagao constitutiva de amolecimento.

As deformacdes também sofrem alteracdo e voltam a ser definidas sobre todo o

dominio, portanto,

e=Bd, (4.4.14)
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4.5 MODELO ASSIMETRICO IMPLEMENTADO

Nesta dissertacdo foi implementado um modelo assimétrico para representar as

descontinuidades fortes, proposto por Dvorkin; Cuitifio e Gioia (1990), o qual apresenta como

caracteristicas:

a)

b)

d)

considerar todo o elemento como dominio minimo na localizagdo de

deformacado, em vez de trabalhar em nivel de pontos de integracdo.

a localizacao de deformacgdes dentro do elemento finito é considerada como
uma linha de descontinuidade de deslocamento incorporada no dominio do

elemento.

assim que a localizacdo ¢ iniciada em um dado elemento sdo definidas duas
relacdes constitutivas para representar o comportamento do material. Uma
relacdo tensdo-deslocamento para a linha de descontinuidade, relacionada com
a energia de fratura e uma relacdo tensdo-deformacdo para o dominio do

elemento.
os elementos resultantes dessa formulacao sdo nao conformes.

esta formulagdo visa representar os efeitos globais da localizacdo de
deformagdes sobre a estrutura. Por isso, ndo ¢ possivel obter uma descrigdo

detalhada do campo de tensdes perto da zona de localizagao.

A fim de compreender melhor a formulacao assimétrica implementada, inicialmente

¢ analisado o caso simples de um elemento finito de barra com dois nos, conforme figura 9a).

Figura 9: Elemento finito com linha de localizagao a) unidimensional

b) bidimensional

Cristiane Zuffo da Silva (cristiane.zuffo@gmail.com) — Dissertacdo — Porto Alegre - PPGEC/UFRGS - 2015



47

Antes da abertura da fissura os deslocamentos sdao obtidos conforme equagao (4.5.1).

u~NU, (4.5.1)

em que U ¢ o vetor que contém os incrementos dos deslocamentos nodais ¢ N contém as
funcdes de interpolacdo. Esta interpolagdo € representada pela linha tracejada 3 na figura 9a).
Quando ocorre a abertura da fissura, é considerada uma descontinuidade de deslocamentos no
centro A, que divide o elemento em dois subdominios V; e V2. Considera-se que V> sofre um
incremento de deslocamento de corpo rigido (e) em relagdo a V;. Com o propdsito de obter a
mesma deformagdo para ambos os subdominios, sdo adotadas para V; e V> as interpolagdes
das linhas 1 e 2 apresentadas na figura 9a). Portanto, os deslocamentos para cada subdominio

considerando a linha de descontinuidade passa a ser

u, =N(U-¢e) (4.5.2)

u, =N(U—¢e)+e. (4.5.3)

Sendoc]):(O l)T. Derivando as equagdes (4.5.2) e (4.5.3), obtém-se a mesma

deformacao incremental. Portanto, para qualquer ponto V; e V>
e=B(U-¢e). (4.5.4)

Para o caso bidimensional (figura 9b)) os conceitos apresentados acima podem ser

generalizados considerando
e=d =Re' (4.5.5)

em que e’ contém os componentes de movimento de corpo rigido associado a linha de

localizagdo, avaliado no centro do elemento, no sistema local (x’, y”)
e = , (4.5.6)

e R ¢ a matriz de rotagdo do sistema cartesiano local da descontinuidade (x’, y’) para o

sistema de coordenadas do elemento.

Além disso, ¢ passa a ser uma matriz definida por
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(4.5.7)

sendo que cada submatriz (I)n ¢ uma matriz de dimensdo 2x2, definida de acordo com

4 - 0emV,
" |lemV,

em que I representa a matriz identidade.

Logo, os deslocamentos u1 e uz assumem a forma

u, =N(U—¢Re)

u, =N(U-¢Re')+Re,
em que
d, =U—¢Re,

que ¢ o deslocamento que causa deformagao.

(4.5.8)

(4.5.9)

(4.5.10)

48

Na figura 10 ¢ apresentado um elemento submetido a um carregamento de tragdo,

onde o deslocamento que gera deformacdo estd representado em azul (dn) e a abertura da

fissura (e) em laranja. Até que a fissura nao esteja aberta, todo o deslocamento gerado causa

deformacdo. Entretanto, apos a abertura da fissura uma parte do deslocamento ¢ referente ao

movimento de corpo rigido entre as duas partes da fissura, e, portanto, deve ser descontado

para calcular as deformagdes e tensoes.

Para dois pontos proximos a linha de descontinuidade um sobre V1 e outro sobre V2

o deslocamento ¢ dado por

u"—u =Re’

A deformacao para o caso bidimensional fica dada por

e=B(U—¢Re')=Bd,

4.5.11)

(4.5.12)
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[4°]

L; Ly dy Lyte dy

Figura 10: Deslocamento que causa deformacao

Apds a abertura da fissura € necessario considerar uma condi¢ao de equilibrio interno

para a linha de descontinuidade. Partindo da equacdo (4.4.13) tem-se que

[ tas =[ Pcas. (4.5.13)

A relagdo constitutiva para a linha de localizacdo ¢ definida como

t=D"¢ (4.5.14)

HER M

em que E; (u°) é ajustado de acordo com a energia de fratura,Gy, e G esta relacionado com o

modulo de cisalhamento.
Para o dominio do elemento
Mo ="'c+D‘As (4.5.15)

em que ¢ e t+At representam um pseudotempo relativo aos incrementos de carga, sendo ¢ o
incremento anterior e /+4¢ o incremento atual (total) de carga. D¢ é a matriz constitutiva

elastica do material.

Para os elementos na regido onde ndo ocorre a localizagdo ¢ utilizada a mesma

relacdo apresentada em (4.5.15).
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Considerando as deformagdes em (4.5.12), substituindo (4.5.15), em (4.2.8)

resultando em

[B'D'B(U-¢Re)dV = "“*f,, ~F (4.5.16)
V
Sendo
“Nf = [NT I pds (4.5.17)
S
€
’F:jB“ch (4.5.18)
14
Substituindo (4.5.15) e (4.5.14) na condi¢do de equilibrio adicional em (4.5.13),
resulta em
[D7e'ds =[ P"[DB(U-¢Re')]dS
S, S,
L j PTDeBdSJU = [ j (PTDGB¢R+D”)dS} ¢ (4.5.19)
S, S,
sendo
S. = | P'D’BdS (4.5.20)
Sy
(¥
S« = [(P"DBOR + D )ds (4.5.21)
Sy

Portanto, substituindo (4.5.20) e (4.5.21) em (4.5.19) e isolando o deslocamento

adicional, chega-se

e¢=SS U (4.5.22)

cC T uu

A partir de Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. obtém-se a condensacao dos

graus de liberdade internos da equacdo (4.5.16), resultando em
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{ [B'DB(1-¢RS.S,, )dV |U=""{, ~'F (4.5.23)
Vv

sendo

'K’ = [B'D'B(I-¢RSS,, )dV (4.5.24)
Vv

¢ a matriz de rigidez tangente consistente. Observa-se que os termos entre paréntesis tornam a
matriz acima assimétrica, o que pode ser um problema para a implementa¢do em cddigos

preexistentes que utilizem apenas matrizes simétricas.

Neste ponto ¢ importante ressaltar que no modelo implementado utilizou-se apenas a
parte simétrica da matriz de rigidez da equacdo (4.5.24), visto que para os problemas
analisados a diferenga entre considerar e ndo considerar a parte assimétrica ¢ pequena. Tal
afirmacdo ¢ respaldada pela comparagdo realizada por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990), na
qual foi observada que apesar de necessitar mais iteragdes para atingir a convergéncia a

matriz simétrica apresentou resultados satisfatorios.

Apesar de utilizar somente a parte simétrica da matriz de rigidez na equacado (4.5.24),
o método apresentado produz resultados mais consistentes e robustos do que métodos
baseados nas formulagdes simétricas. Tendo em vista que no processo de formagdo e
propaga¢do de fissuras ainda sdo garantidas as condig¢des de continuidade de tensdes na
interface interna e movimento de corpo rigido entre os lados do elemento separados pela

fissura.

Portanto, em nivel global o sistema de equacdes a ser resolvido fica dado por
‘K'U=""f ~'F. (4.5.25)

Para obter o equilibrio no tempo #+Af € necessario iterar no nivel de elemento a
equacdo (4.5.13) e, no nivel global (estrutura), utilizando controle de cargas para a i-ésima

iteragao

ZK*AU(Z) — I+AtfeXt _ IF(l'*l)

4.5.26
U(f) — U(H) +AU(i) ( )
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O equilibrio final das equagdes dadas em (4.5.26) ¢ obtido usando algum método
iterativo, sendo que no modelo implementado utilizou-se o Método iterativo de Newton-

Rhapson.

A matriz de rigidez ¢ obtida por integragdo com 2x2 pontos de Gauss. A partir do
momento em que uma fissura ¢ aberta em um dado elemento, passa-se a considerar o
elemento como dominio minimo, ou seja, todas as propriedades sdo calculadas no centro do
elemento, sendo utilizada integragdo com 1 ponto de Gauss. Isto pode levar a modos de
deformagdo nula (modos espurios) na utilizacdo de elementos finitos distorcidos na regiao
fissurada. Para evitar este problema ¢ interessante a utilizacao de elementos finitos capazes de

contornar este problema, como ¢ o caso do elemento QMITC (D’AVILA, 2003).

A obteng¢do de equilibrio dentro do elemento, equacdo (4.5.13), apresenta algumas
particularidades. Dvorkin e Assanelli (1991), apresentam um algoritmo para obtengdo desse

equilibrio quando uma linha de localizagao ¢ aberta dentro de um elemento:
a) considerar a abertura de fissura igual a abertura da iteragcdo global anterior

k =0 contador de iteragado local (4.5.27)

t+AteE(i) = ¢ (4.5.28)

0)

b) a partir do deslocamento obtido pela resolucdo do sistema de equagdes global,

determinar o deslocamento que causa deformagao no elemento

t+arg (i) _ o U(’) _ HA[(I)RCEQ (4529)

Ne(k) — k
¢) calcular as tensdes incrementais no dominio do elemento, utilizando (4.5.15)

d) calcular as tensdes incrementais na linha de descontinuidade,

utilizando(4.5.14)

e) obter o incremento de abertura da fissura

Ae) =S| [PTal)ds— [ 1) ds (4.5.30)
Sy

(k)
SL

f) atualiza o valor da abertura da fissura

el = el) + Aell) (4.5.31)
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g) verificar convergéncia

se (|Ae'

< Tolerdncia) ok (4.5.32)

h) sendo
k=k+1 (4.5.33)

1) Retorna para o item b)

4.6 CRITERIO DE PROPAGACAO DA FISSURA

Em materiais frageis e quase-frageis, testes de tracdo mostram que a fratura ocorre
quando a tensdo normal atinge o limite de resisténcia. Em testes de tor¢do, nota-se que a
fratura ocorre em decorréncia da tensdo de tracdo maxima, visto que o plano de fratura esta a
45° em relacio a dire¢do da maxima tensdo de cisalhamento, conforme figura 11

(HIBBELER, 2010).

T

Figura 11: Falha em materiais quase-frageis a) tragao simples b) tor¢ao

No modelo implementado utilizou-se o critério de ruptura proposto por Rankine, pois
se adapta bem para a ruptura de materiais quase-frageis. Conforme apresentado acima, a falha
em materiais quase-frageis ocorre por fratura em planos de maxima tensdo de tracio.
Portanto, segundo este critério, quando uma das tensdes principais (em modulo), |o1| ou |o2,

atinge a resisténcia a tracdo (ff) ocorre a abertura da fissura (HIBBELER, 2010).
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No modelo implementado, a cada incremento de carga sdo calculadas as tensdes e
diregdes principais em cada elemento. Se a tensdo principal ultrapassa a resisténcia a tracao
(o1> ft) a fissura ¢ formada em um plano perpendicular a essa tensdao, conforme observa-se na

figura 11.

Este método, apesar de simples, ¢ capaz de capturar aspectos basicos de fratura em
materiais quase-frageis. Em comparacdo com outros modelos simplificados, neste ¢ possivel
reproduzir o comportamento de corpos de prova e componentes estruturais que nao

apresentam uma fissura pré-definida (PLANAS et al., 2003).

4.7 RELACOES CONSTITUTIVAS EMPREGADAS

As relagdes constitutivas utilizadas neste trabalho sdo apresentadas na figura 12.

a) b) ¢

O

f: f,

Gy

& _— P

Relacio elastico linear Amolecimento linear Modelo exponencial
Figura 12: Relagdes constitutivas para o modelo implementado. a) relagdo para a

regido ndo fissurada. b) e c) relacdes constitutivas para a regido fissurada.

A relagdo constitutiva eléstico linear (figura 12a)) ¢ utilizada para representar tanto o
comportamento do material intacto (sem fissura) como para representar o comportamento de
descarga do material na regido ndo fissurada apds o inicio do processo de fissuragdo. Esta

relagdo € apresenta na equacao (4.7.1).
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c=D'g, 4.7.1)

em que ¢ representa a tensdo no dominio, D¢ representa a matriz constitutiva eléstica e €

representa a deformacgao.

A relagdo constitutiva de amolecimento linear, figura 12b), utilizada para a linha da
fissura é conhecida como modelo de Hillerborg (HILLERBORG; MODEER; PETERSSON,
1976). Neste modelo, a maxima tensdo que pode ser transmitida através da fissura ¢
considerada como sendo a resisténcia a tragdo, a partir do momento que uma fissura se abre,
esta tensdo decresce de forma linear até atingir um valor igual a zero, enquanto a abertura da
fissura aumenta até um valor limite. A drea sobre o grafico da figura 12b) representa a energia

de fratura.

Como a energia de fratura e a resisténcia a tracdo sdo caracteristicas do material

pode-se obter a mdxima abertura de fissura através da equacao (4.7.2),

2G,
Wiae =~ (4.7.2)
/.
A equacgdo que representa esta relagdo constitutiva ¢ dada por:
o=f (1_ w J (4.7.3)
Wma'x

A relagdo constitutiva exponencial, esquematizada na figura 12¢), é baseada no
modelo apresentado por Dvorkin; Cuitifio e Gioia (1990). A seguir sdo apresentadas as

equagoes que representam a curva de amolecimento exponencial.

o= f, exp(—aw) (4.7.4)

a=af,[G, (4.7.5)

E imposto um limitante para o fator exp(-aw)=0,05 a fim de obter um valor de

maxima abertura de fissura (Wma). Além disso, no modelo de Dvorkin o fator o ¢ tomado
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como 0,95 e no modelo implementado utilizou-se um valor de 1,05 tendo em vista uma

melhor representagcdo do comportamento global da peca com este valor.

4.8 FLUXOGRAMA DO MODELO IMPLEMENTADO

Neste item ¢ apresentado um fluxograma (figura 13) no qual podem ser observadas

as etapas de cdlculo realizadas nas iteragdes global e local. A iteragdo global representa o

processo iterativo realizado em nivel de estrutura, onde ¢ utilizado um cédigo de elementos

finitos padrao. Ja a iteragdo local, representa o processo de calculo do modelo implementado

que ¢ realizado em nivel de elemento na abertura de fissura.

ITERACAO LOCAL

-

1 II i
ENTRADA DE DADOS SAIDA DE DADOS |
i ¢ | e
1 I . ~ I
| Incremento de i: Sim Nao !
i deslocamento :: |
! inc=1 :: |
| ! ; |
1 4 1
H icai Sim 3 . !
! Aplica incremento Qe Nao ine = inct1 h Calcula :
l deslocamento prescrito ~ i
! Deformagdes i
! Tensdes no dominio |
! v

: ~ Tensdes na fissura !
! Iterag:.ai) lglobal Abertura da fissura !
: 1= A :
: 7 !
| Resolve o sistema |
. Caleul Calcula !
i < alcula '
' AU = e gy . Deslocamento que !
! Seu Forgas internas causa deformaciio :
y Nio ¥ :
! Calcula: :: !
i DDeslfocame?tos i: Atualiza :
: erormagoes :i > abertura da fissura i
: Tensoes i !
1 4 4 :
! Sim ! |
i Ha fissura Calcula Calcula ! Iteracao Iteracio i
: aberta no Tensdes angulo [ local local < :
| elemento? principais fissura | k=1 k=k+1 :
1 :| A I
; ; :
L o o o e o o e H

Figura 13: Fluxograma do modelo implementado
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5 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentadas as experimentacdes numéricas da presente
dissertacao, os resultados obtidos através das simulagdes sao comparados com valores
teoricos, numéricos € experimentais presentes na literatura. A validagdo da metodologia

empregada ¢ feita através da andlise de diferentes tipos de carregamento.

5.1 TRACAO PURA COM APLICACAO DE DESLOCAMENTO

5.1.1 Comprovagao do modelo e teste de objetividade

Com a finalidade de comprovar a eficacia do modelo desenvolvido e também de
verificar a objetividade do modelo em relacdo a malha de elementos finitos, neste item ¢
apresentado um exemplo tedrico de uma barra submetida a tragdo pura com controle de
deslocamentos. Na figura 14 sdo apresentadas as malhas empregadas bem como as condigdes
de contorno. Foram testadas trés malhas de elementos finitos com 1, 25 e 100 elementos,
sendo que nas malhas com 25 e 100 elementos a propagacdo da fissura foi induzida pela

reducdo da resisténcia dos elementos centrais, representados pela hachura na figura 14.

I 1 elemento | 25 elementos | 100 elementos
N . B
\ > -
| \ ID X
| N — | N\
| . ARmmm
f— D " | S

 Elementos enfraquecidos

Figura 14: Barra submetida a tragdo pura — malhas com condi¢des de contorno
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Na tabela 1 s3o apresentados os dados de entrada utilizados para o exemplo

desenvolvido. Estes valores foram obtidos do trabalho de d’AVILA (2003).

Tabela 1 — Parametros de entrada tragao pura

Propriedades Geométricas

Comprimento 0,1 cm
Altura 0,1 cm
Espessura 0,1 cm

Propriedades do Material
Resisténcia a tragao (f7) 0,1 kN/cm?
Modulo de elasticidade (E) | 1000 kN/cm?

Coeficiente de Poisson (v) 0,0
Energia de Fratura (Gy) 2E-5 kN/cm

Para o material fora da linha de fissuracdo foi considerado o modelo constitutivo
elastico linear e para a linha de localizacdo utilizou-se o modelo de Hillerborg

(HILLERBORG; MODEER; PETERSSON, 1976), ambos descritos no item 4.7.

Na figura 15 sdo apresentadas as curvas de amolecimento obtidas numericamente
para as diferentes malhas e a curva analitica. Conforme observado todas as malhas

apresentam objetividade dos resultados em relagdo a curva analitica.

De acordo com a formulagdo, na regido fora da zona de abertura da fissura o
elemento deve sofrer uma descarga eldstica. Como niao ha modelo de dano implementado a

descarga deve ser total. Tal comportamento ¢ observado na figura 16.
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Figura 15: Relagdo constitutiva para a linha de localizacao
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Figura 16: Relag@o Tensdo x Deformacao fora da regido fissurada

E por fim, na figura 17 ¢ apresentada a relagdo entre os deslocamentos da

extremidade livre e a carga axial para o modelo implementado, esta relagdo representa a
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resposta global da estrutura. Conforme pode-se observar os resultados obtidos sdo
coincidentes para as trés malhas de elementos finitos comprovando a objetividade dos
resultados em relacdo a malha de elementos finitos utilizada. Vale ressaltar que esta
caracteristica dos modelos incorporados ¢ um dos motivos pelos quais estes modelos se
sobressaem aos modelos distribuidos, os quais sdo dependentes da malha de elementos finitos

utilizada.

O
o O

—+F—— 1 ELEM
——+=—— 25 ELEM
——=—— 100 ELEM

e L 2
o N
1

Carga (E-4 kN/cm?)
S o o ©
[\ W EEN 9}

<
—
T

0.0 I I 1 1 ,
00 05 10 15 20 25 30 35 40
Deslocamento (E-4 cm/cm)

Figura 17: Relacao Forca x Deslocamento

5.1.2 Efeito da variagao de comprimento da peca

O segundo exemplo tem a finalidade de capturar a influéncia do comprimento da
peca no comportamento do material. Serdo analisadas cinco pegas com mesma secao
transversal e de comprimentos diferentes. Conforme demonstrado no exemplo anterior, para
exemplos de tragdo pura com carregamento axial a resposta se mantém a mesma,
independente da malha de elementos finitos adotada. Portanto, para todas as pegas adotaram-
se malhas com apenas um elemento finito. Na figura 18 sdo observadas as condi¢des de

contorno do problema estudado.

Cristiane Zuffo da Silva (cristiane.zuffo@gmail.com) — Dissertacdo — Porto Alegre - PPGEC/UFRGS - 2015



61

S cm

ﬁﬁ

L = Variavel 5cm

Figura 18: Representagdo das pecas modeladas

A relacdo constitutiva utilizadas para a regido sem fissura € a relacdo eléstico linear,
e parla a regido fissurada utilizou-se o modelo linear de Hillerborg (HILLERBORG;
MODEER; PETERSSON, 1976).

Na tabela 2 sdo apresentados os dados de entrada utilizados para o exemplo

desenvolvido. Estes valores foram obtidos do trabalho de d’AVILA (2003).

Tabela 2 — Parametros de entrada tragdo com variagao de
comprimento

Propriedades Geométricas

Comprimento 10,50,100,125,150 cm
Altura 5cm
Espessura Scm
Propriedades do Material
Resisténcia a tracao (f;) 0,158 kN/cm?
Modulo de elasticidade (E) 3224 kN/cm?
Coeficiente de Poisson (v) 0,0
Energia de Fratura (Gy) 4,87E-4 kN/cm

Na figura 19 ¢ apresentado o grafico com a relagdo entre as tensdes e o deslocamento
total na extremidade livre do elemento estrutural. Conforme pode ser observado o
comportamento vai ser tornando fragil com o aumento do comprimento da peca. As pecas
com comprimento de 10 cm, 50 cm e 100 cm apresentam um comportamento pos fissura com
amolecimento. J4 a peca de 125 cm apresenta um comportamento totalmente fragil. A peca
com 150 cm apresenta uma redugdo nos deslocamentos apds atingir a resisténcia a tragao,

fenomeno conhecido como “smapback”. Este fendmeno pode ser observado
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experimentalmente com o aumento da pe¢a, como no trabalho de Hordijk (1991). E
importante ressaltar que neste exemplo o efeito de snapback nao foi obtido numericamente, a
linha tracejada apenas indica a solucdo tedrica. Na figura 20 ¢ apresentada a relagdo entre a
tensdo e o deslocamento obtidos por d’Avila (2003). Conforme pode-se observar os resultados

obtidos nesta dissertacao estao de acordo com valores de referéncia.

S
—_
=]

Tensdo (kKN/cm?)
(e (e
o o
(@) [o2e]

0.04 L10
—m— L50
0.02 4 L1oo /

— @ —— L125
_— L’}50

1 1 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
Deslocamento Total (E-3 cm)

Figura 19: Relagdo Tensdo x Deslocamento na extremidade da peca -modelo implementado
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Figura 20: Relagdo Tensdo x Deslocamento na extremidade da peca —referéncia.
Fonte: d’Avila (2003) .
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A variagdao do comportamento devido ao comprimento das pecas pode ser entendida
através de conceitos de resisténcia dos materiais € mecanica da fratura. Primeiramente, sabe-
se que antes de atingir a resisténcia a tragdo o material apresenta um comportamento elastico
linear, logo o deslocamento pode ser dado pela equagdo (5.1.1)

_FL

- (5.1.1)

u

Em que u ¢ o deslocamento da se¢do transversal, F ¢ a forga aplicada, L € o comprimento da

peca, A ¢ a area da secdo transversal e £ ¢ o modulo de elasticidade.

A partir da equagdo (5.1.1), observa-se que o deslocamento ¢ dependente do
comprimento da pega para uma mesma forca aplicada. Assim, supondo a aplicacdo de uma
carga, em todas as pegas, que leve o material a atingir a resisténcia a tracdo o deslocamento

sera maior quanto maior for o tamanho da peca. Conforme pode ser observado na figura 19.

Quando o carregamento aplicado ultrapassa a resisténcia a tragdo, simultaneamente
ao processo de abertura de fissura comeca a ocorrer uma redugdo da deformagdo na regido
ndo fissurada. Portanto, no final do processo, quando ndo é mais possivel transferir tensdes
através da fissura, o deslocamento (u) serd igual a méxima abertura de fissura (Wmdx),

conforme equagao

Uu=w .. (5.1.2)

Pode-se concluir, a partir das consideragdes acima, que todas as pecas terdo o mesmo
deslocamento final, visto que as propriedades do material sio as mesmas e assim terdo a
mesma abertura de fissura, comportamento observado na figura 19. Neste caso, o que
determina o comportamento quase-fragil ou fragil do material é o deslocamento que ocorre no

regime elastico do material.

Outra andlise que pode ser feita sobre os resultados apresentados na figura 19 ¢ a
partir do ponto de vista energético. Na Tabela 3 ¢ feita uma comparacdo entre a energia de
deformacgdo por unidade de fissura e a energia de fratura. Nesta tabela, ue representa o
deslocamento referente a tensdo maxima atingida, Ue é a energia de deformagdo, dada pela
equacdo (5.1.3), U* ¢ a energia de deformagdo por area de fissura, dada pela equagdo (5.1.4) e

Gf ¢ a energia de fratura.
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Ue:—, (513)

em que Ue ¢ a energia de deformagdo, P ¢ o carregamento aplicado e u ¢ o deslocamento.

Ue
U*=—, 514
y (5.1.4)

em que U* ¢ a energia de deformacdo por area de fissura ¢ 4 é a area da fissura,

correspondente a se¢do transversal da peca.

Tabela 3 — Analise energética

L(cm) | ue(cm) | umax(cm) | Ue (kN.cm) | U*(kN/cm) | GikN/cm) | U*/ Gy
10 4,90E-4 | 6,16E-3 9,68E-4 3,87E-5 4,87E-4 0,0795
50 2,45E-3 | 6,16E-3 4,84E-3 1,94E-4 4,87E-4 0,3984

100 | 4,90E-3 | 6,16E-3 9,68E-3 3,87E-4 4,87E-4 0,7947
125 | 6,13E-3 | 6,16E-3 1,21E-2 4,84E-4 4,87E-4 0,9938
150 | 7,35E-3 | 6,16E-3 1,45E-2 5,81E-4 4,87E-4 1,1930

Analisando a Tabela 3 pode-se concluir que o comportamento de amolecimento do
material também esta relacionado com as transformagdes energéticas que ocorrem na pega
durante o processo de abertura de fissura. Podem ser observadas trés situacdes, de acordo

Saouma (2000) apud d’Avila (2003):

a) Energia de fratura maior que a energia de deformacdo por area de fissura: a
peca apresenta um ramo de amolecimento de tensoes;

b) Energia de fratura igual a energia de deformagdo por area de fissura: ocorre a
ruptura fragil;

c) Energia de fratura menor que a energia de deformagdo por area de fissura:

ocorre uma ruptura brusca com redugao de deslocamento.

Nota-se através desta andlise que, enquanto a energia liberada pode por ser
transformada em energia de fratura, o processo de propagacao de fissura ¢ estavel. Entretanto
se a energia liberada ¢ maior do que a energia que pode ser absorvida na fratura, o processo ¢

instavel, resultando num comportamento de “snapback” (D’ AVILA, 2003).

A seguir, ¢ apresentada na figura 21 a relag@o entre a tensdo e a deformacao total da

peca, ou seja, a deformacao referente ao deslocamento total da extremidade livre da peca.
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Figura 21: Relagdo Tensdo x Deformacao total - modelo implementado
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Figura 22: Relagdo Tensdo x Deformacao total. Fonte: d’AVILA (2003) .

Observa-se através da comparacao entre as figuras 21 e 22 que os resultados obtidos

neste trabalho estdo de acordo com os valores obtidos por d’Avila (2003). Os resultados da

figura 21 corroboram com a andlise energética, onde pode-se observar que pegas mais curtas

Uso de descontinuidades fortes na simulag@o de problemas de fratura



66

apresentam mais deformacdo apds o aparecimento de fissuras do que pecas mais longas,
representando o aumento da fragilidade com o aumento do comprimento das pegas. Nesta
figura ndo sdo apresentados os resultados para a pega de 150 cm pois ndo foi possivel simular

o ramo de amolecimento desta peca pois neste problema sdo aplicados deslocamentos

prescritos.

Na figura 23 sdo apresentados os resultados obtidos através da simulagdo numérica

para a regido com fissura.

0.16¢
B ) — ¢ — L10
0.14F = ~— ®— L50
—A— L100
%012 i k L125
Z
20.10 \‘
_g K
2 ha\
£0.08 F AN
= \
£0.06 F ,
1% \
50.04 F
F
0.02 F \
0.00 | | | | | \ " ]

>

00 10 20 30 40 50 60 70
Abertura de fissura (E-4 cm/cm)

Figura 23: Relagdo constitutiva para regido fissurada

Conforme pode-se observar os resultados obtidos na simulacdo numérica estdo de
acordo com os modelos constitutivos implementados. Sendo que na regido fissurada as

tensoes vao reduzindo a zero de forma linear conforme ocorre a abertura de fissura.

Na figura 24 sdo apresentados os resultados obtidos para a regido ndo fissurada.
Nota-se que apds atingir as tensdes maximas, quando se inicia o processo de fissuragdo,

comeca a ocorrer uma descarga elastica até que as tensdes e deformagdes sejam igual a zero.
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Figura 24: Relagdo Tensdo x Deformacao regido nao fissurada

5.2 FLEXAO PURA COM APLICACAO DE DESLOCAMENTO

5.2.1 Flexdo a quatro pontos

Neste primeiro exemplo de flexdo serd analisado o comportamento de uma viga
simplesmente apoiada submetida a duas cargas simetricamente aplicadas a uma distancia de
150 mm entre os pontos de aplicagdo, este exemplo esta baseado no trabalho de Lotfi e Shing
(1995). O ensaio de flexdo a quatro pontos foi escolhido inicialmente a fim de evitar qualquer
influéncia de corte sobre os resultados, visto que na regido entre os pontos de aplicacdo de

carga a viga estd submetida apenas a flexao pura.

Na figura 25 ¢ apresentada a geometria da pega, bem como as condi¢des de contorno.
A viga foi discretizada com quatro diferentes malhas de elementos finitos, conforme tabela 4.
Além da quantidade de elementos de cada malha, sdo apresentados nesta tabela a quantidade

de elementos finitos empregados para discretizar a linha por onde passa a fissura.
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Figura 25: Geometria da peca e condi¢des de contorno - flexdo a quatro pontos.

Tabela 4 — Malhas empregadas flex@o a quatro pontos

Nome | Total de elementos | Elementos na linha da fissura
M1 423 15
M2 548 20
M3 690 30
M4 822 30

Na figura 26 sdo apresentadas as malhas M1 e M4 com detalhe na discretizagdo na

regido com entalhe.

Na tabela 5 sdo apresentados os dados de entrada utilizados para este exemplo. Os
valores foram obtidos do trabalho de Lotfi e Shing (1995). Neste trabalho de referéncia os
autores também desenvolvem um modelo de fissura incorporada, validando os resultados

através da comparacdo com modelos discretos e distribuidos.

Para a regido ndo fissurada utilizou-se uma relagdo constitutiva elastico linear. Na
regido fissurada foi analisada a influéncia de duas diferentes leis de amolecimento, uma linear

e outra exponencial, apresentadas no item 4.7.
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Figura 26: Discretizagcdo das malhas mais grosseira (M1) e mais fina (M4) com detalhe da

discretizag¢do no entalhe — flexao a quatro pontos

Tabela 5 — Parametros de entrada flexao a quatro pontos

Propriedades Geométricas

Viga

Comprimento 450 mm

Altura 100 mm

Espessura 50 mm

Entalhe

Comprimento 2,5 mm

Altura 10 mm

Espessura 50 mm

Propriedades do Material

Resisténcia a tracao (f;) 3,0 MPa

Modulo de elasticidade (E) 38000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0,2

Energia de Fratura (Gy) 0,06 N/mm

Inicialmente foi analisada a influéncia que a lei de amolecimento exerce sobre a

resposta global. Na figura 27 sdo apresentados os modelos de amolecimento empregados.

Nota-se que para o modelo de amolecimento linear a maxima abertura de fissura ¢ menor do

que para o modelo exponencial, como sera visto mais adiante esta diferenca de

comportamento ird impactar na resposta global da estrutura.
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Figura 27: Modelos constitutivos para a linha da fissura

Na figura 28 ¢ apresentado o comportamento global da estrutura para os dois
modelos constitutivos empregados, para a malha mais refinada (M4) e também o valor de
referéncia correspondente ao modelo incorporado implementado no trabalho de Lotfi e Shing
(1995). E apresentada a relagio entre a carga ¢ o deslocamento vertical nos pontos de
aplica¢do de carga. Como pode ser observado no modelo de amolecimento linear, a carga de
pico ¢ maior que para os modelos com amolecimento exponencial, tanto para a referéncia
quanto para o modelo implementado nesta dissertacdo. Outra caracteristica observada é o
trecho pds pico, que se apresenta mais fragil para o modelo linear em relacdo ao exponencial.
A fragilidade no comportamento do modelo linear ¢ devida a auséncia de energia de fratura
para aberturas maiores. No modelo exponencial observa-se uma curva pds pico mais suave,

representando de forma mais realista o comportamento pos pico de materiais quase-frageis.
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Figura 28: Relagao Carga x Deslocamento vertical com amolecimento linear e exponencial.

No trabalho de referéncia (LOTFI; SHING, 1995) ¢ feita a comparacdo dos
resultados entre modelos discretos, distribuidos e incorporados. Utilizaram-se como base para
comparagdo apenas as respostas obtidas pelos modelos discretos e incorporados, visto que o

modelo distribuido superestima a tensao de pico e resulta numa relagdo pos pico incorreta.

Na figura 29 sdo apresentadas as curvas obtidas através da simulacdo do modelo
implementado com diferentes malhas e também as curvas do trabalho de referéncia. As curvas
R1 e R2 mostram as respostas obtidas no trabalho de referéncia para os modelos incorporado
e discreto, respectivamente ¢ as curvas M1, M2, M3 e M4 representam as respostas obtidas

pelo modelo de fissura incorporada implementado nessa dissertagdo, de acordo com tabela 4.

Visto que o modelo de amolecimento linear ndo se mostrou adequado para a
representacdo do comportamento do material, conforme figura 28, na figura 29 sao
apresentadas apenas as curvas obtidas pelo modelo de amolecimento exponencial. Conforme
¢ observado na figura 29 o modelo implementado apresenta uma resposta coerente com 0s
resultados do trabalho de referéncia. A tensdo de pico ¢ estimada de forma correta e nota-se
que conforme a malha vai sendo refinada as curvas tendem a convergir para um mesmo

comportamento. Observa-se ainda que as curvas resultantes do modelo implementado
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apresentam um comportamento pos pico mais fragil que as curvas de referéncia. Ambos os
modelos foram simulados com curva de amolecimento exponencial, porém no artigo de
referéncia esta curva ndo ¢ apresentada, desta forma nao foi possivel realizar uma comparagao

entre os parametros de cada curva.

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

Carga (kN)

1.0F

/ - ---- M4 -
0.5} —— RI Lotfi e Shing (1995) ~ ~ -
7 R2 Lotfi e Shing (1995)

L L I L L L L I L L L L I
O'8.00 0.05 0.10 0.15

Deslocamento vertical(mm)
Figura 29: Carga x deslocamento vertical nos pontos de aplicacdo de carga para diferentes

malhas empregadas

5.2.2 Flexao a trés pontos

Um teste cldssico para analisar a propagacdo de fissura em modo I ¢ a viga com
entalhe ensaiada sob flex@o a trés pontos. Para validar a metodologia implementada nesta
dissertagdo utilizou-se como referéncia a viga ensaiada experimentalmente por Petersson

(1981).

Na figura 30 ¢ apresentada a geometria da peca, bem como as condi¢des de contorno.

A viga foi discretizada com trés diferentes malhas de elementos finitos, conforme tabela 6.
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Além da quantidade de elementos de cada malha, sdo apresentados nesta tabela a quantidade

de elementos finitos empregados para discretizar a linha por onde passa a fissura.

1000 mm 1000 mm

| |
\
-

I
1 \
1 1
1 ]
1 1
_———— \ !
e S 1
200 mm ;. . \ 100 mm
/ N ’/

Figura 30: Geometria da pega e condigdes de contorno - flexdo a trés pontos.

Tabela 6 — Malhas empregadas flexdo a trés pontos

Nome | Total de elementos | Elementos na linha da fissura
M1 381 15
M2 721 25
M3 811 25

Na figura 31 sdo apresentadas as malhas empregadas com detalhe da discretizagio na

regido com entalhe.

M1 —-381 ELEMENTOS

i

M2 - 721 ELEMENTOS

M3 — 811 ELEMENTOS

Figura 31: Discretizagcdo das malhas com detalhe na regido do entalhe — flexdo a trés pontos
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Na tabela 7 sdo apresentados os dados de entrada utilizados para este exemplo. Estes

valores sdo correspondentes as caracteristicas do modelo ensaiado por Petersson (1981).

Tabela 7 — Parametros de entrada flexao a trés pontos

Propriedades Geométricas

Viga
Comprimento 2000 mm
Altura 200 mm
Espessura 50 mm
Entalhe
Comprimento 20 mm
Altura 100 mm
Espessura 50 mm
Propriedades do Material
Resisténcia a tracao (f;) 3,33 MPa
Modulo de elasticidade (E) 30000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0,2
Energia de Fratura (Gy) 0,124 N/mm

Para a regido ndo fissurada utilizou-se uma rela¢do constitutiva elastico linear. Na
regido fissurada foi analisada a influéncia de duas diferentes leis de amolecimento, uma linear

e outra exponencial, apresentadas no item 4.7.

Na figura 32 ¢ apresentada uma comparagdo dos resultados obtidos para as duas leis
de amolecimento empregadas para a malha mais refinada (M3) e também os resultados
experimentais. Conforme pode ser observado a lei de amolecimento exponencial ¢ a que
apresenta resultados que mais se aproximam do comportamento real da peca ensaiada. No
modelo linear, assim como no exemplo de flexdo a quatro pontos, as tensdes maximas sao
superestimadas e a curva pds pico ¢ mais ingreme que a do modelo exponencial. Como o
modelo linear ndo apresentou resultados satisfatorios, as comparacdes realizadas na figura 33

foram feitas apenas considerando os resultados do modelo constitutivo exponencial.

E por fim uma comparagao com diferentes malhas de elementos finitos ¢ apresentada
na figura 33. Nota-se que mesmo para uma malha grosseira (M1) os resultados apresentados
sdo satisfatérios e que tendem a convergir para uma resposta mais suavizada com o
refinamento. E importante enfatizar que nas malhas geradas foi priorizado o refinamento da

regido fissura, sendo que na malha M1 a regido fissurada foi modelada com 15 elementos
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finitos e as outras malhas, M2 e M3, a regido fissurada foi modelada com 25 elementos

finitos.
900
i RN
800 F ;7 \
[ - \
700 A
i N\, \
600 / \
~ I ,', \‘\‘ \
Z 500 F / B\
& : / A
£ q00F N
5 3 / SN
[ R
300F .y
L / \“Nt‘\\
P11 ) Y S — M3 EXP =T
i — — — = M3LIN
100 F Petersson (1981)
0 : 1 | 1 1 l | L L L l | 1 L L l L L L | l | L L l
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Deflexdo (mm)

Figura 32: Relacdo Carga x Deflexdo da viga com amolecimento linear e exponencial
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Figura 33: Carga x Deflexao da viga para diferentes malhas empregadas
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo a implementagdo de um modelo de fissura com
descontinuidades fortes incorporadas a fim de analisar o comportamento de elementos
estruturais no estagio pos-fissura. O modelo implementado foi baseado no modelo proposto
por Dvorkin; Cuitifio e Gioia (1990). Estes autores implementaram um modelo de fissuragao
com base na formulacdo assimétrica estitica e cinematicamente consistente (SKON) e
utilizaram um elemento finito denominado QMITC (Quadrilateral with Mixed Interpolation
of Tensorial Components). Nesta dissertacdo propos-se a utilizagdo do elemento quadrilatero

bilinear além da utilizagdo da parte simétrica da matriz de rigidez.

Foram empregadas relagcdes constitutivas distintas para a regido com fissura e sem
fissura. A regido ndo fissurada foi modelada por uma relacdo constitutiva eléstico linear, e
para a regido fissurada foi analisada a influéncia de dois modelos constitutivos, o modelo
linear proposto por Hillerborg e coautores (1976) e o modelo exponencial proposto por

Dvorkin; Cuitifio e Gioia (1990).

A validacao dos resultados foi feita através da analise de diferentes situacdes de
carregamentos com objetivo de capturar a propagacdo de fissura em modo I para materiais
quase-frageis, sendo estes resultados comparados com valores experimentais € numéricos

obtidos na literatura.

6.1 CONSIDERACOES FINAIS

Analisando os resultados apresentados no Capitulo 5 pode-se chegar a algumas

conclusdes sobre o modelo de fissura implementado.

Através de exemplos de tragdo foi possivel comprovar a eficiéncia do modelo
implementado. Pode-se observar a independéncia dos resultados em relagdo as diferentes
malhas de elementos finitos adotadas, também sendo verificada a capacidade do modelo de

captar de forma correta o comportamento do material nas regides com e sem fissura. Ainda no
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exemplo de tragdo com comprimento variavel o modelo conseguiu representar de forma

correta a fragilizagdo das pecas com o aumento do comprimento.

Nos exemplos de flexdo foram utilizados dois modelos constitutivos distintos para
representar o comportamento do material na linha de fissura. A partir da comparag¢do dos
resultados obtidos foi possivel verificar que as leis de amolecimento tém grande influéncia

sobre o comportamento global da estrutura.

O modelo de amolecimento exponencial (DVORKIN; CUITINO; GIOIA, 1990) se
mostrou mais adequado visto que a tensdo de pico foi estimada de forma correta além de que
a curva de amolecimento apresentou um comportamento mais realista quando comparado com
dados experimentais. Para ambos os exemplos de flexdo, no modelo linear (HILLERBORG;
MODEER; PETERSSON, 1976) as cargas maximas foram superestimadas tanto em
comparagdo com valores numéricos (flexdo a 4 pontos) quanto com dados experimentais
(flex@o a 3 pontos), além disso, o modelo linear apresentou um ramo de amolecimento mais

fragil do que ¢ realmente observado para materiais quase-frageis.

De forma geral os resultados obtidos apresentaram uma boa aproximacdo a
resultados experimentais bem como resultados numéricos obtidos por modelos de fissura
apresentados na literatura. Portanto, pode-se afirmar que o modelo implementado ¢ adequado
para a simulacdo de materiais quase-frageis. Vale ressaltar ainda que este modelo apresenta
como vantagem a utilizagdo de malhas de elementos finitos relativamente grosseiras, além da

possibilidade de implementagdo em c6digos de elementos finitos existentes.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O modelo implementado nesta dissertacdo abre a possibilidade de andlise de outras
situacdes além das aqui estudadas. Portanto, a seguir sdo apresentadas algumas sugestdes para

trabalhos futuros:

o Consideracdo de modo misto de propagacdo de fissura: Na literatura sdo
apresentadas diversas situagdes de carregamento em que as fissuras se propagam em

modo misto, ou seja, uma combinacdo entre abertura e deslizamento. Desta forma,
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sugere-se a investigacdo de propagacdo em modo misto utilizando o presente

modelo.

o Analise do efeito de escala: outra analise interessante de ser realizada a partir
do modelo implementado ¢ relacionada ao efeito de escala, ou seja, a variacdo do

comportamento de corpos de prova ensaiados em laboratdrio e estruturas reais.

o Analise dinamica: através da realizagdo de consideragdes dos efeitos de inércia
este modelo de fissura pode ser utilizado na analise da propagacdo de fissura de

forma dinamica.

o Implementacdo de descontinuidades fracas: ao implementar uma subrotina para
captar o aparecimento de descontinuidades fracas, pode-se estudar o comportamento
de uma gama mais variada de materiais, como, por exemplo, materiais dlcteis. Além
disso, a implementacdo de descontinuidades fracas possibilita uma analise completa
do processo de fratura, ou seja, desde a localizagdo de deformagdes em uma banda

(descontinuidades fracas) até a abertura de fissuras (descontinuidades fortes).

J Investigar a influéncia de elementos finitos distorcidos: nesta dissertacao
trabalhou-se com elementos retangulares e quadrados na regido fissurada. Portanto,

sugere-se a andlise de casos onde os elementos sdo distorcidos.
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ANEXO A - TENSOES PRINCIPAIS E DEFINICAO DA MATRIZ P

Al- TENSOES PRINCIPAIS EM ELEMENTOS FINITOS

O texto a seguir esta baseado em Hibbeler (2010). Inicialmente, considera-se um
elemento sujeito as tensdes normais de tragdo e compressdo e tangenciais, conforme figura

Ala). Cuja representagdo matricial dessas tensdes ¢ apresentada na equagdo (A.1)

ﬁ] Oy h} _1-' ]

1 o

N R

Figura Al: Elemento infinitesimal a) tensdes normais e de corte b)
tensdes principais

a{% } (A1)

Quando o elemento ¢ girado de um angulo 0 (figura Alb), em relacdo a posi¢do
inicial, de tal forma que as tensdes tangenciais sejam nulas, obtém-se as maximas e minimas

tensdes normais, ou seja, as tensdes principais.

Para obter essas tensOes € necessario transformar as tensGes dos eixos cartesianos

globais (x,y) para os eixos cartesianos locais (x’,x’’), conforme equagdes
c'=R'6R (A.2)

sendo R a matriz de rotagao.
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Desenvolvendo a equagao (A.2) obtém-se

0,y =0, cos’ 0+o, sen’ 0+27,, cosfsend (A.3)
0,9 =0, sen’ O+, cos’ O—2z, cosPsend (A4)
7, =—-0,cosfsend+c cosfsenf+7, (cos2 0 —sen’ 6’) (A.5)

Derivando a equagdo (A.3) e igualando a zero, obtém-se o angulo para o qual a
tensdo principal ¢ maxima
2t

o="L] tan| 22 , (A.6)
2 _
c,—0,

portanto, o angulo de abertura de fissura & ¢ definido como

a=6+90° (A.7)

A2- DEFINICAO DA MATRIZ P

A matriz P ¢ responsavel por selecionar quais tensdes sao transmitidas através da
fissura, ou seja, a tensdo normal a abertura da fissura e a tensdo tangencial a abertura da
fissura. Partindo do ponto que através da andlise de elementos finitos calculam-se as tensoes
em relacdo aos eixos (X,y) globais da estrutura, ¢ necessario rotacionar essas tensdes para

estejam nos eixos locais (x’,y’) da fissura.

A partir das equagdes (A.3) e (A.5), a matriz P fica

cos’ & —sen&cosf
P= sen’ @ sen @ cosd (A.8)

2cosfsend cos’@—sen’d
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ANEXO B — DEDUCAO DO PRINCIiPIO VARIACIONAL EMPREGADO

O principio variacional de Hu-Washizu foi utilizado para incorporar
descontinuidades no campo de deslocamentos. Neste, os campos de deslocamento, u,
deformacao, ¢, e tensao, ¢ , sdo independentes entre si. Levando em conta a descontinuidade
de deslocamentos o principio assume a forma apresentada na equacao (A.9).

[oe’ (e dV+5jo (Vu —g)dv = j&u tdS+j5udeV (A.9)
14

L

em que os deslocamentos, as deformagdes e as tensdes sao interpolados conforme as equagdes

(A.10) a (A.12).

u~Nd,+Nd,, (A.10)
€~ Bdn +Ge, (A.11)
o ~ Ss, (A.12)

Substituindo as equagdes (A.10) a (A.12), em (A.9) e levando em conta que d(Ndn) = Bdn ¢
0(Ncdc) = Bedc , tem-se que

5[(B'dl+G"e" 5 (g)dV +5[8"s" | V(Ndy +Nd,)-Bd, - Ge [dV =
Vv vV

S[(N"dy +Nld] Jodv + 5[ (N"d} +Nld; JidV

vV

SI

sd’. J.B &(g)dV +5e jGT (e)dV +5[Ss"| V(Ndy)+V (N, )-Bdy -Ge|aV
Vv
= 5d§jNdeV+5dijfﬁdV+5d;jNTE ds+5d! [Nt ds

Vv 4 s, s,

sd-. j B'&(g)dV + e’ j G'&(g)dV +5[8's" [ Bdy +Bd, ~Bdy -Ge|dV
4

=45d”, [ijﬁdijTi dS]+§dcT UNdeijff dS}
14 Vv

SI SI
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sd, j B'&(g)dV +de j G'&(g)dV +6s" j S"[B.d, —Ge]dV +5d. j B!SsdV - Se’ j G'SsdV

= sdif +5df,

Em que

fo = [N"BdV + [N"1dS
v

S

f, = [N{bav + [Nlt ds
v S,

Por fim, obtém-se o Principio Variacional de Hu-Washizu adaptado para descontinuidades

internas, conforme equagao (A.13).

5deBT g)dV +5e’ jGT[c Ss]dV+5sT_[ST(Bcdc—Ge)dV+5dcT [BISs ar
v (A.13)

=od f,, +odlf,.

ext
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