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RESUMO

SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSFERÊNCIA RADIATIVA UNIDIMENSIONAL

EM GEOMETRIA CARTESIANA EM NUVENS PELA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste trabalho apresentamos uma solução anaĺıtica para problemas de transferência

radiativa em uma placa para névoa e nuvem, respectivamente, com grau de anisotropia 82

e 299, pela nova versão do método LTSN que usa a decomposição espectral para transfor-

mar a matriz LTSN em uma matriz diagonal. Por esse procedimento, resolvemos de uma

forma direta, a transformada de Laplace de um sistema simbólico de equações lineares, bem

como a inversão do fluxo angular transformado. Isto representa que uma solução anaĺıtica

é determinada com uma significante redução do tempo computacional. Para validar a nova

formulação LTSN , são apresentadas simulações numéricas e comparações com os resultados

dispońıveis na literatura.
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ABSTRACT

SOLUTION OF THE ONE-DIMENSIONAL RADIATIVE TRANSFER EQUATION WITH

CARTESIAN GEOMETRY IN CLOUDS BY LAPLACE TRANSFORM

In this work we report an analytical solution for radiative transfer problems in a

slab for Haze and Cloud, respectively, with anisotropy of degree 82 and 299, by the new

version of the LTSN spectral decomposition method based in a transformation of the LTSN

matrix in a diagonal matrix. By this procedure is a straightforward task to solve the Laplace

transform symbolic linear system as well to invert the angular flux. It turns out that an

analytical solution is determined, with a significant reduction of the computational time. To

validate the new formulation, we also present numerical simulations and comparisons with

results available in the literature.
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5.20 Erro Percentual - referente à P5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54



1. INTRODUÇÃO

Neste trabalho, vamos considerar o problema de transferência radiativa sem simetria

azimutal em uma camada atmosférica homogênea, na faixa de energia do espectro da luz

viśıvel em nuvens e nevoeiros, a qual está sujeita a intensidades de radiação incidentes na

fronteira. Em casos reais, a solução do problema de transferência radiativa em nuvens não

é simples e desta forma precisamos recorrer à modelagem numérica. Existem duas grandes

correntes para a resolução deste problema. A primeira é uma abordagem probabiĺıstica, como

o método de Monte Carlo, que envolve a simulação direta de problemas f́ısicos através de sua

natureza estocástica. A segunda abordagem é chamada de determińıstica e está embasada

em uma modelagem matemática prévia do problema f́ısico. Aqui iremos considerar apenas

os métodos determińısticos.

As primeiras técnicas de solução do problema de transferência radiativa em atmos-

feras com espalhamento tiveram ińıcio na década de 40, com Ambarzumian [Ambarzumian,

1944] e Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1946] no estudo de problemas de astrof́ısica. Em seu

livro, Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960], usando o prinćıpio da invariância e o método

de ordenadas discretas, obteve inúmeros resultados formais para problemas de transferência

radiativa sem simetria azimutal. Devido à complexidade do problema e a enorme quantidade

de cálculos requerida, apenas na década de 60, com o surgimento dos grandes computadores,

problemas mais realistas puderam ser resolvidos. Desde então, muitos métodos foram desen-

volvidos. Uma boa revisão sobre métodos determińısticos pode ser encontrada nos trabalhos

de Lenoble [Lenoble, 1977] e [Chalhoub et al., 2003].

Aqui, citamos alguns dos métodos usados na solução do problema de transferência

radiativa considerando dependência azimutal. O método FN foi introduzido por Siewert

[Siewert, 1978] na resolução de problemas de transferência radiativa para o caso de problemas

com simetria azimutal. Este método consiste na aplicação da transformada de Laplace em

domı́nio finito na variável espacial e no uso da ortogonalidade das funções generalizadas de

Case. Este procedimento unido ao método da colocação gera um sistema linear para o cálculo
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do fluxo emergente na fronteira. Na década de 80, este método foi estendido por Devaux

e Siewert [Devaux and Siewert, 1980] para a solução de problemas sem simetria azimutal.

Garcia e Siewert [Garcia and Siewert, 1985] utilizaram o método FN para resolver problemas

de transferência radiativa, considerando condição de contorno genérica, fonte interna e alto

grau de anisotropia.

Uma aproximação clássica da equação de transferência radiativa é a PN , que foi

primeiramente sugerida por Jeans [Jeans, 1917]. Esta aproximação consiste na expansão

da dependência angular da função intensidade de radiação em harmônicos esféricos, o que,

em se tratando de geometria plana, reduz-se a expansão em polinômios de Legendre. E-

xistem muitos trabalhos sobre a solução das equações PN , entre eles citamos os trabalhos

de Barichello et al. [Barichello et al., 1997], Benassi et al. [Benassi et al., 1984] e Evans

[Evans, 2007], que resolvem, por esta aproximação, problemas de transferência radiativa sem

simetria azimutal.

A aproximação de Ordenadas Discretas SN , foi desenvolvida por Chandrasekhar

[Chandrasekhar, 1960] no estudo de astrof́ısica que consiste na expansão do termo integral

da equação de transferência radiativa por quadratura de Gauss de ordem N e aplicação do

método da colocação na variável angular, considerando os pontos de colocação como as N

ráızes do polinômio de Legendre de grau N. Existe uma vasta literatura sobre métodos que

encontram a solução das equações SN de transferência radiativa. Entre elas citamos os tra-

balhos de: Conklin e Stamnes [Conklin and Stamnes, 1984], Barichello e Siewert [Barichello

and Siewert 2000], Chalhoub e Garcia [Chalhoub et al., 1998], Chalhoub [Chalhoub, 2003] e

Brancher et al. [Brancher et al., 1999].

Dentre todos os métodos existentes para resolução das equações SN nesta dis-

sertação, usaremos o método LTSN , inicialmente proposto por Barichello e Vilhena [Barichello

and Vilhena, 1993]. O método LTSN (Laplace transform SN) resolve de forma anaĺıtica

a aproximação SN da equação de transporte unidimensional, aplicando a transformada

de Laplace no sistema SN de equações diferenciais ordinárias, obtendo assim um sistema

algébrico de N equações e N incógnitas, dependente de um parâmetro complexo s. Este

sistema é então resolvido de forma anaĺıtica para a intensidade de radiação transformada.

A intensidade de radiação é encontrada de forma anaĺıtica, invertendo a matriz LTSN e

calculando sua transformada inversa.
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Historicamente muitas formas de inversão da matriz LTSN , que preservam a analiti-

cidade do método, tem sido propostas. Primeiramente Barichello [Barichello, 1992] inverteu a

matriz LTSN usando diretamente a definição de matriz inversa. Esta formulação foi obtida

apenas para o caso de problemas isotrópicos e linearmente isotrópicos. A generalização

deste método de inversão para problemas de maior grau de anisotropia foi feito por Oliveira

[Oliveira, 1993], porém a implementação computacional se mostrou inviável. Em seguida

Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] resolveram problemas de grau de anisotropia

maior usando para inversão da matriz LTSN o algoritmo de Trzaska [Trzaska, 1987], que foi

usado anteriormente por Streck [Streck, 1993] na solução LTPN do problema de transporte

em uma placa, que através da aplicação do Teorema de Cayley-Hamilton inverte qualquer

matriz do tipo sB−A. Este algoritmo usa potenciação de matrizes, apresentando um número

muito grande de operações não sendo próprio para uso computacional. A seguir, Brancher

et al. [Brancher et al., 1998] através de aplicação de operações elementares sobre a matriz

LTSN isotrópica, reduziram o problema de inversão da matriz (sI −A) para a inversão de

uma matriz triangular superior. Esta matriz triangular superior é então invertida de forma

recursiva usando particionamento e a inversa da transformada de Laplace é obtida usando

Teorema de Heaviside. Seguindo esta mesma idéia, Segatto et al., [Segatto et al., 1999a] pro-

cederam a triangularização da matriz LTSN associada a um problema anisotrópico usando

a decomposição de Schur sobre a matriz A. A matriz triangular superior obtida por esta de-

composição é invertida recursivamente e a transformada inversa de Laplace é obtida através

da aplicação do Teorema de Heaviside. Usando este procedimento foram resolvidos proble-

mas de transferência radiativa com alta ordem de anisotropia (M=82 e M=299) [Segatto

et al., 1999a], [Brancher et al., 1999]. Finalmente, Segatto et al. [Segatto et al., 1999b],

levando em conta que os autovalores da matriz A, associada ao problema unidimensional de

transferência radiativa, são todos distintos, fizeram sua decomposição espectral, reduzindo

desta forma o problema de inversão da matriz LTSN a inversão de uma matriz diagonal.

Devemos ainda observar que Gonçalves et al. [Gonçalves et al, 2000], usado a propriedade da

invariância das direções discretas reformularam a solução LTSN para a solução de problemas

com alta ordem de quadratura e considerando qualquer tipo de termo fonte integrável.

A solução LTSN para o problema unidimensional de transferência radiativa sem

simetria azimutal foi estendido por Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] e [Segatto,
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1995]. Neste trabalho, foi resolvido um problema com grau de anisotropia 8 e o método usado

para inversão da matriz LTSN foi o algoritmo de Trzaska. Com a generalização do método

de inversão da matriz LTSN pela decomposição de Schur, Brancher et al. [Brancher et al.,

1998] resolveram problemas propostos por Lenoble [Lenoble, 1977] com grau de anisotropia

82 e 299. Simch et al. [Simch et al, 2006] e [Simch, 2004] generalizaram o problema de

transferência radiativa sem simetria azimutal para problemas que incluem polarização.

O principal objetivo desta dissertação consiste na reformulação do método LTSN em

problemas sem simetria azimutal de transferência radiativa em nuvens, os quais tem como

caracteŕıstica principal o alto grau de anisotropia. Assim, interessados na diminuição do

tempo computacional deste tipo de problema, vamos substituir o método recursivo associado

à decomposição de Schur, usado anteriormente para inversão da matriz LTSN , pelo método

da decomposição espectral.

Para cumprirmos o objetivo proposto, organizamos o trabalho da seguinte maneira:

no caṕıtulo 2, apresentamos o método LTSN para solução do conjunto de equações SN

com simetria azimutal, apresentando os métodos recursivos associados à decomposição de

Schur, usado por Brancher [Brancher, 1998] para resolver problemas sem simetria azimutal,

e o método da decomposição espectral da matriz LTSN que usaremos nesta dissertação; no

caṕıtulo 3, procedemos a decomposição do problema sem simetria azimutal em um conjunto

de problemas com simetria azimutal, expandindo a solução do problema sem simetria azimu-

tal em uma série de Fourier truncada no angulo azimutal, conforme sugerido por Hill [Hill,

1972]; no caṕıtulo 4, apresentamos técnicas de interpolação angular para o cálculo do fluxo

angular em direções distintas; no caṕıtulo 5, apresentamos resultados numéricos de proble-

mas com grau de anisotropia 82 e 299, bem como a comparação na formulação do método

LTSN , entre a aplicação do método da convolução com interpolação angular DNI e a do

método dos coeficientes a determinar com interpolação angular considerando µ cont́ınuo.

Por fim, no caṕıtulo 6, as conclusões do trabalho e as sugestões de continuidade do mesmo

são apresentadas.



2. O MÉTODO LTSN

Neste caṕıtulo, apresentamos o método LTSN que resolve a aproximação SN da

equação de transferência radiativa com simetria azimutal unidimensional aplicando a trans-

formada de Laplace no sistema SN de equações diferenciais ordinárias, obtendo assim um

sistema algébrico de N equações e N incógnitas, dependente de um parâmetro complexo

s. A intensidade de radiação é encontrada de forma anaĺıtica invertendo a matriz LTSN e

calculando sua transformada inversa.

2.1 Problema de Transporte com Simetria Azimutal

Nesta seção, vamos considerar a equação de transferência radiativa unidimensional,

estacionária, com simetria azimutal, monoenergética em geometria cartesiana descrita por:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + ψ(x, µ) =

ω

2

L∑

`=0

β`P`(µ)

∫ 1

−1

P`(µ
′)ψ(x, µ′) dµ′ + Q(x, µ) (2.1)

e pelas condições de contorno:

ψ(0, µ) = f(µ), se µ > 0 (2.2)

e

ψ(x0, µ) = g(µ), se µ < 0. (2.3)

Na equação de transferência temos que:

• x é a variável espacial que varia entre o ińıcio e o final da placa, ou seja, x ∈ [0, x0];

• µ = cos θ, onde θ é o ângulo polar, e varia no intervalo [-1,1];
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• ω ∈ [0, 1] é o termo de espalhamento simples do meio (albedo),

• Q(x, µ) é uma fonte externa de part́ıculas;

• ψ(x, µ) é a intensidade de radiação em x na direção µ;

• f(µ) e g(µ) são as intensidades de radiação incidentes conhecidas nas fronteiras do

domı́nio, nas direções positiva e negativa, respectivamente.

Para obtermos a aproximação SN do problema acima, primeiramente aproximamos

seu termo integral por quadratura de Gauss-Legendre

∫ 1

−1

P`(µ
′)ψ(x, µ′) dµ′ '

N∑

k=1

P`(µk)ψk(x)wk (2.4)

onde µk e wk são ráızes e pesos do polinômio de Legendre de grau N e ψk(x) = ψ(x, µk).

Depois, aplicamos o método da colocação sobre a Eq.(2.1) considerando como “função teste”

a delta de Dirac usando como pontos de colocação as N ráızes do polinômio de Legendre

PN(µ). Desta forma obtemos o seguinte conjunto de equações nas direções discretas

d

dx
ψn(x) +

ψn(x)

µn

=
ω

2µn

L∑

`=0

β`P`(µn) ·
N∑

k=1

P`(µk)ψk(x)wk +
Qn(x)

µn

(2.5)

para n = 1, 2, . . . , N , com as condições de contorno

ψn(0) = fn , se µn > 0

ψn(x0) = gn , se µn < 0,

(2.6)

onde Qn(x) = Q(x, µn). Conforme é usual na literatura, as direções discretas são ordenadas

de forma decrescente

µN < . . . < µN
2

+1 < 0 < µN
2

< . . . < µ1. (2.7)
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Neste ponto, vamos reescrever as equações SN descritas pelo problema (2.5) na forma

matricial, como:

d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = Q(x) (2.8)

onde A representa uma matriz quadrada de ordem N definida por:

ai,j =





− 1

µi

+
ωwj

2µi

[
L∑

`=0

β`P`(µi)P`(µi)

]
, se i = j

ωwj

2µi

[
L∑

`=0

β`P`(µi)P`(µj)

]
, se i 6= j

, (2.9)

Q(x) é um vetor fonte de ordem N definido por:

Q(x) =

[
Q1(x)

µ1

,
Q2(x)

µ2

, . . . ,
QN(x)

µN

]T

(2.10)

e o vetor intensidade de radiação é um vetor de ordem N definido por,

Ψ(x) =


 Ψ1(x)

Ψ2(x)


 =




ψ1(x)
...

ψN
2
(x)

ψN
2

+1(x)
...

ψN(x)




. (2.11)

Para facilitar a notação na Eq.(2.11), a intensidade de radiação é dividida em dois sub-vetores

de ordem N/2, onde o primeiro Ψ1(x) representa a intensidade de radiação das direções

positivas e o segundo Ψ2(x) representa a intensidade de radiação das direções negativas de

µ. Com esta notação, as condições de contorno podem ser escritas como:

Ψ1(0) = f

Ψ2(x0) = g
(2.12)
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onde f = [f1, f2, . . . , fN/2]
T e g = [gN/2+1, gN/2+2, . . . , gN ]T .

O método LTSN , primeiramente consiste na aplicação da transformada de Laplace

sobre a variável espacial desta equação, criando assim uma sistema linear de equações

algébricas de N incógnitas e N equações representadas por:

(sI−A)Ψ(s) = Ψ(0) + Q(s), (2.13)

onde I é uma matriz identidade de ordem N , “s” denota um parâmetro complexo e a barra

representa a transformada de Laplace. Isto é, Ψ(s) = L[Ψ(x)] e Q(s) = L[Q(x)]. Resolvendo

a intensidade de radiação transformada da Eq.(2.13), temos:

Ψ(s) =
(
sI−A

)−1
Ψ(0) +

(
sI−A

)−1
Q(s). (2.14)

Agora para encontrarmos a intensidade de radiação basta aplicarmos a transformada inversa

de Laplace na Eq.(2.14), isto é:

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) + H(x), (2.15)

onde

B(x) = L−1
[(

sI−A
)−1

]
, (2.16)

e

H(x) = B(x)∗Q(x) =

∫ x

0

B(x− ξ)Q(ξ)dξ. (2.17)

Observando na Eq.(2.15) podemos notar que apenas conhecemos as N/2 primeiras

componentes do vetor inicial Ψ(0), isto é, Ψ1(0) é conhecida, mas Ψ2(0) não é. Assim, para
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encontrarmos Ψ2(0), primeiramente reescrevemos a solução definida por (2.15) como:


 Ψ1(x)

Ψ2(x)


 =


 B11(x) B12(x)

B21(x) B22(x)





 Ψ1(0)

Ψ2(0)


 +


 H1(x)

H2(x)


 , (2.18)

a seguir fazemos x = x0 em (2.18) e, usando as N/2 últimas equações deste sistema obtemos

que

Ψ2(x0) = B21(x0)Ψ1(0) + B22(x0)Ψ2(0) + H2(x0), (2.19)

como os vetores Ψ1(0), Ψ2(x0) e H2(x0) são conhecidos, podemos calcular o sub-vetor Ψ2(0)

da seguinte forma

Ψ2(0) = B−1
22 (x0)

[
Ψ2(x0)−B21(x0)Ψ1(0)−H2(x0)

]
, (2.20)

logo a solução da Eq.(2.15) está completamente determinada.

2.2 Métodos de Inversão da Matriz LTSN

Para mantermos a analiticidade do método LTSN , muitos métodos para a inversão

da matriz LTSN , (sI−A), já foram estudados. Um dos primeiros foi Barichello [Barichello,

1992] que propôs um algoritmo utilizando a estrutura da matriz LTSN para espalhamento

linearmente anisotrópico e o conceito de matriz inversa. Esta formulação foi expandida para

anisotropia de qualquer grau por Oliveira [Oliveira, 1993] e Oliveira e Barichello [Oliveira

and Barichello, 1993]. Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] usaram a formulação

desenvolvida por Tzarska [Trzaska, 1987] para a inversão da matriz. Neste trabalho, vamos

discutir dois métodos de inversão. O primeiro é um método recursivo associado à decom-

posição de Schur da matriz A. Este método foi usado por Brancher [Brancher, 1998] para

resolver problemas sem simetria azimutal. O segundo método que apresentamos é o método

da diagonalização, o qual será empregado nesta dissertação para resolução de problemas sem

simetria azimutal.
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2.2.1 Método Recursivo Baseado na Decomposição de Schur

Para explicarmos este método, consideremos a matriz (sI−A), onde A é uma matriz

quadrada de ordem N . O Teorema de Schur, [Golub et al., 1989], garante que toda matriz

quadrada A pode ser decomposta na seguinte forma,

A = UTUH , (2.21)

onde U representa uma matriz unitária, isto é, U−1 = UH , T é uma matriz triangular

superior e UH representa a matriz hermitiana de U, sendo que UH = UT , quando U é uma

matriz real. Desta forma, podemos simplificar a inversão da matriz cheia
(
sI−A

)−1
para a

inversão de uma matriz triangular do seguinte modo:

(
sI−A

)−1
=

(
sUUH −UTUH

)−1
=

(
U(sI−T)UH

)−1
= U

(
sI−T

)−1
UH

. (2.22)

Assim,

L−1
{(

sI−A
)−1

}
= UL−1

{(
sI−T

)−1
}

UH . (2.23)

Devemos observar algumas importantes considerações:

1a) A matriz (sI−T) tem a forma

sI−T =




s− t11 −t12 · · · −t1N−1 −t1N

0 s− t22
. . . −t2N−1 −t2N

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .

0 · · · 0 0 s− tNN




; (2.24)

2a) o determinante desta matriz é dado por:

det(sI−T) =
N∏

i=1

(s− tii); (2.25)
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3a) a inversão da matriz bloco a seguir pode ser expressa da seguinte maneira


 C D

0 E



−1

=


 C−1 −C−1DE−1

0 E−1


 , (2.26)

onde 0 representa uma matriz nula e supondo que as matrizes C−1 e E−1 existem.

Para calcularmos a inversa da matriz representada pela Eq.(2.24), vamos construir

uma sequência de matrizes Sk de ordem k definida por:

Sk =




s− t11 −t12 · · · −t1k−1 −t1k

0 s− t22
. . . −t2k−1 −t2k

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .

0 · · · 0 0 s− tkk




, k = 2, . . . , N. (2.27)

Da fórmula acima, notamos que podemos escrever as matrizes Sk em função de Sk−1

como:

Sk =


 Sk−1 −V

0 [s− tkk]


 , (2.28)

onde 0 = [0, 0, 0, . . . , 0] representa um vetor linha nulo e V =
[
t1k, . . . , tk−1,k

]T
é um vetor

coluna, ambos de ordem k−1. A inversa da matriz S2 é calculada diretamente da Eq.(2.27):

S−1
2 =

1

(s− t11)(s− t22)


 s− t22 t12

0 s− t11


 =




1

s− t11

t12

(s− t11)(s− t22)

0
1

s− t22


 . (2.29)

Seguindo de forma recursiva e usando a fórmula (2.26), temos

S−1
k =




S−1
k−1

S−1
k−1

s− tkk

V

[0 . . . 0]
1

s− tkk


 , k = 3, . . . , N, (2.30)



13

sendo que S−1
N = (sI−T)−1.

Então, para calcularmos a transformada inversa de Laplace da matriz (sI − T)−1

usamos o Teorema de Heaviside. Para isto precisamos conhecer sua adjunta, que calculamos

da seguinte forma:

Adj(SN) = S−1
N det(SN). (2.31)

Considerando que a fórmula acima vale para Adj(Sk), com k = 2, . . . , N , chegamos a fórmula

recursiva para a determinação da adjunta da matriz Sk

Adj(Sk) = S−1
k det(Sk) =


 (s− tkk)Adj(Sk−1) Adj(Sk−1)V

[0 . . . 0] det(Sk−1)


 , k = 3, . . . , N, (2.32)

e

Adj(S2) =


 s− t22 t12

0 s− t11


 .

Quando ω 6= 1, os autovalores de A são distintos. Assim, o Teorema de Expansão

de Heaviside garante que, se temos uma função racional do tipo F(s) = P(s)
Q(s)

, onde o grau de

P(s) é menor que o grau de Q(s) que é igual a N e di = tii são os zeros distintos de Q(s),

então:

L−1

(
P(s)

Q(s)

)
=

N∑
n=1

P(di)
d
ds

Q(s)|s=di

e−dix, (2.33)
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Desta forma, quando ω 6= 1 a matriz B(x) é dada por

B(x) = L−1
((

sI−A
)−1

)

= UL−1
[(

sI−T
)−1

]
UH

= UL−1
[
S−1

N

]
UH

= UL−1

[
Adj(SN)

det(SN)

]
UH

= U

[
N∑

i=1

Adj(SN)
d
ds

det(SN)

∣∣∣∣∣
s=tii

e−tiix

]
UH . (2.34)

2.2.2 O Método da Diagonalização

Nesta seção, faremos um estudo sobre o método da diagonalização, o qual foi usado

no desenvolvimento do algoritmo deste trabalho. Para isso, primeiramente vamos observar

que os autovalores da matriz A são simétricos, não-nulos e distintos, quando ω 6= 1. Desta

forma a matriz A possui decomposição espectral como:

A = XDX−1,

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A

D =




d1 · · · 0

d2
...

d3

...
. . .

...

0 · · · · · · dN




(2.35)

e X é a matriz que tem como colunas os autovetores de A. Logo,

B(x) = L−1
[(

sI−A
)−1

]
= L−1

[(
sXX−1 −XDX−1

)−1
]

=

L−1
[(

X(sI−D)X−1
)−1

]
= L−1

[
X

(
sI−D

)−1
X−1

]
. (2.36)
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Como X é uma matriz constante, então podemos reescrever a equação acima da seguinte

forma

B(x) = XL
[(

sI−D
)−1

]
X−1. (2.37)

Escrevendo a matriz diagonal sI−D na sua forma matricial, temos

sI−D =




s− d1 0 . . . 0

0 s− d2

s− d3
...

...
. . .

...

0 . . . 0 s− dN




,

onde os elementos di são os autovalores de A. Logo a sua inversa fica

(
sI−D

)−1
=




1
s−d1

0 . . . 0

0 1
s−d2

1
s−d3

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1
s−dN




. (2.38)

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equação acima,

L−1
[(

sI−D
)−1

]
=




ed1x 0 . . . 0

0 ed2x

ed3x ...
...

. . .
...

0 . . . 0 edNx




= eDx. (2.39)

Logo a matriz B(x) pode ser escrita da seguinte forma

B(x) = XeDxX−1. (2.40)
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Devemos ainda observar que este procedimento para inversão da matriz LTSN pode

ser facilmente extendido para o caso ω = 1 onde existe autovalor zero com multiplicidade

dois, [Segatto et al, 2008].

2.3 Tratando do Caráter Exponencial da Solução

Como vimos nas subseções anteriores, quando ω 6= 1, os autovalores da matriz A

são distintos e simétricos entre si. O comportamento exponencial da solução, combinado

com o fato de que os autovalores di da matriz LTSN crescem em função de N , mostra que a

solução não é apropriada para resolver problemas de grandes espessuras ou problemas com

altos graus de anisotropia. Na seção 2.1, vimos que a solução LTSN do problema (2.5) e

(2.6) é dado por:

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) +

∫ x

0

B(x− ξ)Q(ξ) dξ (2.41)

onde

B(x) = XeDxX−1. (2.42)

Podemos notar pela Eq.(2.41), que o caráter exponencial da solução pode gerar pro-

blemas computacionais quando temos grandes espessuras ou alta ordem de quadratura (por

que a magnitude dos autovalores aumenta com N). Para eliminar este problema, primeira-

mente, Barichello [Barichello, 1995] propôs uma mudança de base na solução do problema

homogêneo, porém, para problemas não homogêneos, o overflow é repassado para o termo

da fonte externa. Para contornar isto, Brancher [Brancher, 1998] resolveu o problema de

overflow, para o caso não-homogêneo, quando a fonte é da forma exponencial, utilizando

o método dos coeficientes a determinar. Mas foi com Gonçalves et al. [Gonçalves et al,

2000] que o problema de overflow foi completamente eliminado, através de uma mudança

de base, trocando a variável dos argumentos relativos às ráızes positivas de x por (x− x0).

Fisicamente, essa mudança de base corresponde a tratar a radiação que se desloca da direi-

ta para esquerda (µn < 0), igualmente a radiação que se desloca da esquerda para direita

(µn > 0). Para tanto, utiliza-se o fato de que as direções µn são simétricas em relação a
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µ = 0. Essa propriedade é conhecida como invariância das direções discretas. Assim, para

descrever matematicamente este racioćınio, fazemos [Cardona, 2008]:

eDx = E+(x) + E−(x),

onde E+(x) e E−(x) são matrizes diagonais com os autovalores positivos e negativos, cujos

elementos são dados, respectivamente, por:

e+
ij(x) =





0 se i 6= j

edix se i = j e di > 0

0 se i = j e di < 0

e

e−ij(x) =





0 se i 6= j

0 se i = j e di > 0

edix se i = j e di < 0

Assim:

Ψ(x) = X
(
E+(x) + E−(x)

)
X−1Ψ(0) +

∫ x

0

X
(
E+(x− ξ) + E−(x− ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ (2.43)

e

Ψ(x0) = X
(
E+(x0) + E−(x0)

)
X−1Psi(0) +∫ x0

0

X
(
E+(x0 − ξ) + E−(x0 − ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ (2.44)

e isolando ψ(0) em (2.44), obtemos:

Ψ(0) = X
(
E+(−x0) + E−(−x0)

)
X−1Ψ(x0)−∫ x0

0

X
(
E+(−ξ) + E−(−ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ, (2.45)
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pois E±(a)E±(b) = E±(a+ b), E+(a)E−(b) = 0 e (E±(a))−1 = E±(−a). Assim, substituindo

a expressão (2.45) em (2.43) que contém E+(x), para eliminar as exponenciais de argumento

positivo, obtemos:

Ψ(x) = XE+(x)X−1

[
X

(
E+(−x0) + E−(−x0)

)
X−1Ψ(x0)−

∫ x0

0

X
(
E+(−ξ) + E−(−ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ

]
+ XE−(x)X−1Ψ(0) +

∫ x

0

X
(
E+(x− ξ) + E−(x− ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ =

XE+(x− x0)X
−1Ψ(x0) + XE−(x)X−1Ψ(0)−

∫ x0

0

XE+(x− ξ)X−1Q(ξ)dξ

+

∫ x

0

X
(
E+(x− ξ) + E−(x− ξ)

)
X−1Q(ξ)dξ. (2.46)

Finalmente, somando as integrais da Eq.(2.46), obtemos que:

Ψ(x) = XE+(x− x0)X
−1Ψ(x0) + XE−(x)X−1Ψ(0) +∫ x

0

XE−(x− ξ)X−1Q(ξ)dξ +

∫ x

x0

XE+(x− ξ)X−1Q(ξ)dξ. (2.47)

Por último, devemos observar que os argumentos das exponenciais da Eq.(2.47)

são todos negativos. E mais, quando E+(x) e E−(x) multiplicam um vetor, apenas N/2

componentes deste vetor são utilizadas, sendo diferentes para cada uma das matrizes. Desta

forma, a Eq.(2.47) pode ser reescrita como:

Ψ(x) = X
(
XE+(x− x0) + E−(x)

)
ξ +

∫ x

0

XE−(x− ξ)X−1Q(ξ)dξ +
∫ x

x0

XE+(x− ξ)X−1Q(ξ)dξ (2.48)

onde ξ é um vetor desconhecido a ser determinado pelas condições de contorno (2.6).

2.4 Método dos Coeficientes à Determinar

Podemos observar que, se o vetor Q(x) é da forma exponencial, podemos usar o

método dos coeficientes a determinar, evitando assim a inversão da matriz dos autovalores.
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Consideremos que o termo fonte seja da seguinte forma:

Q(x) = Fe−x/µ0 . (2.49)

Assim, a Eq.(2.8) é escrita como:

d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = Fe−x/µ0 . (2.50)

Como o termo fonte tem caráter exponencial, utilizando o método dos coeficientes

a determinar para obter a solução particular da Eq.(2.50), obtemos uma performance com-

putacional melhor, e a intensidade de radiação assume a expressão

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) + Ce−x/µ0 , (2.51)

onde B(x) é dado pela Eq.(2.40) junto com as condições de contorno (2.12). Para determi-

narmos as componentes desconhecidas do vetor C, subtituimos a seguinte solução particular

Ψp(x) = Ce−x/µ0 (2.52)

na Eq.(2.50), chegando assim na expressão

C = M−1F (2.53)

onde

M =

(
− 1

µ0

I−A

)
. (2.54)

Para não haver a inversão da matriz M afim de encontrar as componentes de C,

resolvemos um sistema linear dado

MC = F. (2.55)
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Assim, reescrevendo o problema (2.51) como

Ψ(x) = XE(x)ξ + Ce−x/µ0 (2.56)

onde E(x) é uma matriz diagonal, tal que

E(x) =





edix se di < 0

edi(x−x0) se di > 0
(2.57)

e ξ é um vetor desconhecido.

Encontrando o vetor ξ pela aplicação das condições de contorno (2.12), obtemos a in-

tensidade de radiação Ψ(x) em (2.56), sem a necessidade de inverter a matriz dos autovalores

X.



3. PROBLEMA SEM SIMETRIA AZIMUTAL

Neste caṕıtulo, apresentamos a formulação LTSN aplicada a problemas sem simetria

azimutal. Para isto, expandimos a solução do problema em uma série de Fourier truncada

na variável azimutal, conforme proposto por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960], cujos

coeficientes são soluções de um conjunto de problemas semelhantes ao problema com simetria

azimutal, que serão então resolvidos pelo método LTSN .

3.1 A Equação de Transporte sem Simetria Azimutal

Vamos considerar a equação de transferência radiativa para um comprimento de

onda em geometria plana, descrita por:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ, ϕ) + ψ(x, µ, ϕ) =

ω

4π

∫ 1

−1

∫ 2π

0

p(cos Θ)ψ(x, µ′, ϕ′) dϕ′ dµ′, (3.1)

com condições de contorno de intensidade de radiação incidente conhecida:

ψ(0, µ, ϕ) = πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0), se µ > 0 (3.2)

e

ψ(x0, µ, ϕ) = 0, se µ < 0. (3.3)

onde

• ψ(x, µ, ϕ) é a intensidade de radiação;

• x ∈ [0, x0] é a espessura ótica;

• as direções µ ∈ [−1, 1] e ϕ ∈ [0, 2π] são, respectivamente, o cosseno do ângulo polar e

o ângulo azimutal;



22

• ω ∈ [0, 1] é o termo de espalhamento simples do meio (albedo); e

• p(cos Θ) representa a função de fase, sendo Θ o ângulo formado entre a direção do

fóton antes e depois da colisão com o alvo, isto é, o ângulo formado entre um fóton

com direção (µ′, ϕ′) que interage com o alvo resultando em um fóton com direção (µ, ϕ).

Neste trabalho, consideramos que a função de fase pode ser expandida como uma série

truncada de polinômios de Legendre, isto é:

p(cos Θ) =
L∑

`=0

β`P`(cos Θ). (3.4)

Usando o Teorema de adição para os polinômios de Legendre na expressão acima temos que:

p(cos Θ) =
L∑

m=0

(2− δ0,m)
L∑

`=m

βm
` Pm

` (µ)Pm
` (µ′) cos

[
m(ϕ− ϕ′)

]
, (3.5)

onde os coeficientes βm
` são dados por,

βm
` = β`

(`−m)!

(` + m)!
(3.6)

sendo β0 = 1 e |β`| < 2` + 1, ` = 1, 2, . . . , L, e

Pm
` (µ) =

(
1− µ2

)m
2

dm

dµm
P`(µ), (3.7)

são as funções associados de Legendre.

Para resolver o problema de transferência radiativa dado pelas Eqs.(3.1)-(3.3) pode-

riamos usar o raioćınio apresentado por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960] ou [Hill, 1972].

No entanto, optamos pela solução alternativa proposta por Chalhoub e Garcia [Chalhoub e

Garcia, 1997], onde a intensidade de radiação é escrita como:

ψ(x, µ, ϕ) = ψ∗(x, µ, ϕ) + πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0)e
−x/µ. (3.8)
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E substituindo no problema (3.1)-(3.3), resultando o seguinte problema a ser satisfeito por

ψ∗(x, µ, ϕ):

µ
∂

∂x
ψ∗(x, µ, ϕ) + ψ∗(x, µ, ϕ) =

ω

4π

∫ 1

−1

∫ 2π

0

p(cos Θ)ψ∗(x, µ′, ϕ′) dϕ′ dµ′ + Q(x, µ, ϕ), (3.9)

ψ∗(0, µ, ϕ) = 0 se µ > 0 (3.10)

e

ψ∗(x0, µ, ϕ) = 0 se µ < 0, (3.11)

onde

Q(x, µ, ϕ) =
ω

4

L∑
m=0

(2− δ0,m)
L∑

`=m

βm
` Pm

` (µ)Pm
` (µ0) cos

[
m(ϕ− ϕ0)

]
e−x/µ0 . (3.12)

Então, expandimos a intensidade colimada de radiação ψ∗(x, µ, ϕ) em uma série de

Fourier na variável azimutal:

Q∗(x, µ, ϕ) = ψ0
c (x, µ) +

∞∑
i=1

[
ψi

c(x, µ) cos
[
i(ϕ− ϕ0)

]
+ ψi

s(x, µ) sin
[
i(ϕ− ϕ0)

]]
. (3.13)

Substitúımos no problema (3.9)-(3.11):

i) Multiplicamos as equações resultantes por sin
[
k(ϕ−ϕ0)

]
, com k = 1, 2, . . . , e integramos

em ϕ ∈ [0, 2π], resultando nos problemas diferenciais dados pelas equações:

µ
∂

∂x
ψk

s (x, µ) + ψk
s (x, µ) =

ω

2

L∑

`=k

βk
` P k

` (µ)

∫ 1

−1

P k
` (µ′)ψk

s (x, µ′)dµ′, (3.14)

para k = 1, . . . , L, ou pela equação

µ
∂

∂x
ψk

s (x, µ) + ψk
s (x, µ) = 0, (3.15)
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para k = L + 1, L + 2, . . . , e pelas condições de contorno

ψk
s (0, µ) = ψk

s (x0,−µ) = 0, se µ > 0. (3.16)

Mediante a ausência de fonte e as condições de contorno serem nulas, podemos afirmar

que a solução para os problemas diferenciais acima tem solução nula, ψk
s (x, µ) = 0,

para k = 1, 2, . . ..

ii) Multiplicamos as equações resultantes por cos
[
k(ϕ − ϕ0)

]
, com k = 0, 1, 2, . . ., e inte-

gramos em ϕ ∈ [0, 2π], resultando nos problemas diferenciais dados pelas equações:

µ
∂

∂x
ψk

c (x, µ) + ψk
c (x, µ) =

ω

2

L∑

`=k

βk
` P k

` (µ)

∫ 1

−1

P k
` (µ′)ψk

c (x, µ′)dµ′ + Qk(x, µ) (3.17)

para k = 0, 1, 2, . . . , L, onde

Qk(x, µ) =
ω

2

L∑

`=k

βk
` P k

` (µ)P k
` (µ0)e

−x/µ0 , (3.18)

ou pela equação

µ
∂

∂x
ψs

c(x, µ) + ψs
c(x, µ) = 0, (3.19)

para k = L + 1, L + 2, . . ., e pelas condições de contorno

ψk
c (0, µ) = ψk

c (x0,−µ) = 0, se µ > 0. (3.20)

Novamente, podemos afirmar que ψk
c (x, µ) = 0, para k = L + 1, L + 2, . . ., restando,

assim, resolver o problema diferencial dado pela Eqs.(3.17), (3.18) e (3.20).
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Desta forma, a solução do problema sem simetria azimutal (3.1) e (3.3) pode ser

reescrita como:

ψ(x, µ, ϕ) =
L∑

m=0

ψm
c (x, µ) cos

[
m(ϕ− ϕ0)

]
+ πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0)e

−x/µ, (3.21)

onde as funções ψm
c (x, µ) são soluções do problema diferencial (3.17), (3.18) e (3.20), para

m = 0, 1, . . . , L, sendo que sua resolução é apresentada na seção 3.2 a seguir.

3.2 Solução LTSN

Nesta seção, vamos resolver o problema sem simetria azimutal aplicando o método

LTSN com diagonalização.

Logo, resolver o problema de transferência radiativa (3.1), (3.2) e (3.3) é equivalente

a resolver L + 1 problemas com simetria azimutal descrito pelas Eqs.(3.17) e (3.19). A

aproximação SN deste problema é feita com a aproximação do termo integral por Quadratura

Gaussiana de ordem N e aplicando o método da colocação usando como “função teste” o

Delta de Dirac nas N direções discretas, resultando

µn
d

dx
ψm

n (x) + ψm
n (x) =

ω

2

L∑

`=m

βm
` Pm

` (µn)

[
N∑

k=1

Pm
` (µk)ψ

m
k (x)wk + Qm

n (x)

]
(3.22)

com as condições de contorno homogêneas. Onde temos que a intensidade de radiação e o

termo fonte nas direções discretas podem ser representados respectivamente como, Ψm
n (x) =

Ψm
c (x, µn) e Qm

n (x) = Qm
c (x, µn).

Dividindo a Eq.(3.22) por µn, aplicando a transformada de Laplace na variável

espacial e fazendo uso da Eq.(3.6) para exprimir βm
` , obtemos para n = 1, 2, . . . , L as n

equações

(
s +

1

µn

− ω

2µn

L∑

`=m

β`
(`−m)!

(` + m)!
Pm

` (µn)Pm
` (µn)wn

)
Ψ

m

n (s)−

ω

2µn

L∑

`=m

β`
(`−m)!

(` + m)!
Pm

` (µn)
N∑

k=1
k 6=n

Pm
` (µk)wkΨ

m

k (s) = ψm
n (0) +

Q
m

n (s)

µn

(3.23)
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onde a barra denota a transformada de Laplace.

Logo se n = 1, 2, . . . , N na Eq.(3.23), chegamos em L + 1 sistemas algébricos de

equações na seguinte forma matricial

(sI−Am)Ψ
m

(s) = Ψm(0) + Q
m

(s), (3.24)

com m = 0, 1, . . . , L onde cada elemento am(i, j), da matriz Am, é definido por:

am
i,j =





s + 1
µi
− ω

2µi

[
L∑

`=m

β`
(`−m)!

(` + m)!
Pm

` (µi)wjP
m
` (µj)

]
, se i = j

− ω
2µi

[
L∑

`=m

β`
(`−m)!

(` + m)!
Pm

` (µi)wjP
m
` (µj)

]
, se i 6= j,

(3.25)

e os vetores Ψ
m

(s), Ψm(0) e Q
m

(s) são expressos da seguinte forma:

Ψ
m

(s) =




ψ
m

1 (s)

ψ
m

2 (s)
...

ψ
m

N(s)




, Ψm(0) =




ψm
1 (0)

ψm
2 (0)
...

ψm
N (0)




, Q
m

(s) =




Q
m

1 (s)

µ1

Q
m

2 (s)

µ2
...

Q
m

N(s)

µN




. (3.26)

Resolvendo a Eq.(3.24), obtemos para cada m = 0, 1, . . . , L os fluxos transformados:

Ψ
m

(s) =
(
sI−Am

)−1[
Ψm(0) + Q

m
(s)

]
. (3.27)

Lembrando que a inversão da matriz (sI − Am)−1 pode ser feita analiticamente

para qualquer grau de anisotropia [Barichello and Vilhena, 1993] e como cada elemento da

matriz inversa é uma função racional, cujo denominador é dado pelo determinante da matriz

(sI−Am), que possui N ráızes rk, k = 1, 2, . . . , N , simétricas e não repetidas, a inversão da

transformada de Laplace também é feita de forma anaĺıtica através da técnica de expansão

de Heaviside, Streck [Streck, 1993]. Assim, o vetor de intensidade de radiação Ψm(x) é
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obtido em função do vetor Ψm(0):

Ψm(x) = Bm(x)Ψm(0) + Cm(x), (3.28)

onde

Bm(x) = L−1
[(

sI−Am
)−1

]
. (3.29)

O vetor Cm(x) pode ser calculado de duas formas distintas, uma delas através da

convolução, outra, por seu caráter exponencial, podemos calcular pelo método dos coefi-

cientes a determinar. Logo pela convolução, temos:

Cm(x) = Bm(x) ∗Qm(x), (3.30)

onde ∗ indica a convolução.



4. TÉCNICAS DE INTERPOLAÇÃO ANGULAR

Como já vimos, no caṕıtulo anterior obtemos uma formulação da solução para a

intensidade de radiação, calculado discretamente nas direções µi, onde i = 1, 2, . . . , N . O

cálculo da intensidade de radiação em uma direção distinta das N direções discretas µi

pode ser feito através da utilização de interpolação polinominal, porém trabalhamos aqui

outras duas técnicas. A primeira técnica inclui nós fict́ıcios na formulação do problema,

considerando os pesos da quadratura nulos nestes pontos. Esta técnica é conhecida como

DNI, “Inclusão de Nós Fict́ıcios”. A segunda técnica, aproxima o termo integral da equação

de transporte através da quadratura Gausiana e os fluxos angulares nas direções discretas

que aparecem nesta formulação de quadratura são substituidos pela solução LTSN . Este

procedimento resulta em uma EDO linear que possui solução conhecida de forma anaĺıtica.

Chamamos este procedimento de LTSN com depedência angular continua.

4.1 DNI (Dummy Nodes Inclusion) - “Inclusão de Nós Fict́ıcios”

A técnica DNI [Segatto, 2007] é uma técnica de interpolação angular que também

pode ser usada para determinar a intensidade de radiação das direções discretas µi. Esta

técnica consiste na inclusão dos chamados “nós fict́ıcios” no esquema de quadratura, associ-

ados a pesos cujo valor é zero.

Assim, é posśıvel determinar a solução angular de part́ıculas em M novas direções

discretas onde queremos calcular a intensidade de radiação, sendo ζ1 > ζ2 > . . . > ζM
2

> 0 >

ζM
2

+1 > . . . > ζM as direções e cujos pesos associados são nulos. Desta forma redefimos as
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direções como:

γ1 = ζ1 −→ ω1 = 0
...

...

γM
2

= ζM
2

−→ ωM
2

= 0

γN
2

+1 = µ1 −→ ωM
2

+1 = w1

...
...

γM
2

+N = µN −→ ωM
2

+N = wN

γN+N
2

+1 = ζM
2

+1 −→ ωN
2

+N+1 = 0
...

...

γN+M = ζM −→ ωN+M = 0

mantendo desta forma que as N+M
2

primeiras direções da nova quadratura são positivas e as

restantes negativas.

Assim o método LTSN é aplicado sobre o novo sistema de M + N equações.

µ
d

dx
ψn(x) +

1

γn

ψn(x) =
N∑

i=1

ωiψi(x) + Qn(x)

onde i = 1, 2, . . . , N + M . Logo com a inclusão dessas novas M direções a ordem da matriz

LTSN passa a ter ordem N + M .

Estudos recentes mostram uma equivalência entre os resultados obtidos pelos métodos

LTSN com dependência angular cont́ınua e o DNI (“Inclusão de Nós Fict́ıcios”). No caso

do método LTSN , esta formulação aumenta a matriz da qual devemos encontrar autovalo-

res e autovetores, aumentando assim o tempo computacional. Este problema já não ocorre

quando usamos a formulação LTSN com µ cont́ınuo, conforme iremos descrever a seguir.

4.2 Formulação LTSN com Dependência Angular Cont́ınua

Inicialmente, consideremos a equação de transferência radiativa na seguinte forma:

∂

∂x
ψ(x, µ) +

1

µ
ψ(x, µ) =

ω

2µ

∫ 1

−1

P(µ, µ′)ψ(µ, µ′)dµ′ +
1

µ
Q(x, µ), (4.1)
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com as seguintes condicões de contorno

ψ(0, µ) = f(µ), se µ > 0

ψ(x0, µ) = g(µ), se µ < 0,
(4.2)

onde

P(µ, µ′) =
ω

2

L∑

`=m

β`P`(µ)P`(µ
′) (4.3)

e Q(x, µ) pode ser considerada pela Eq.(3.18) onde temos Qk(x, µ).

Aproximando o termo integral da Eq.(4.1) através da quadratura de Gauss-Legendre

e utilizando a intensidade de radiação obtida pelo método LTSN , dado pela Eq.(2.56), obtém-

se a equação diferencial

∂

∂x
ψ(x, µ) +

1

µ
ψ(x, µ) = F (x, µ), (4.4)

onde F é definida por

F (x, µ) =
1

µ

N∑
i=1

(P(µ, µi)wi

)(
ψi(x)

)
+

1

µ
Q(x, µ), (4.5)

a qual pode ser escrita da seguinte forma

F (x, µ) =
PT (µ) ·Ψ(x)

µ
+

1

µ
Q(x, µ), (4.6)

onde o ponto indica produto interno vetorial,

P(µ) =
[P(µ, µ1)w1,P(µ, µ2)w2, . . . ,P(µ, µN)wN

]T
(4.7)

e

Ψ(x) =
[
ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψN(x)

]T
. (4.8)
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A solução da Eq.(4.1) é dada por:

ψ(x, µ) = e
−x
µ

[
ψ(0, µ) +

PT (µ)

µ
·
∫ x

0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
. (4.9)

Como conhecemos Ψ(0, µ) para µ > 0 apenas, então faremos x = x0 na equação

acima

ψ(x0, µ) = e
−x0

µ

[
ψ(0, µ) +

PT (µ)

µ
·
∫ x0

0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x0

0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
, (4.10)

agora isolando ψ(0, µ) e substituindo na Eq.(4.9) temos:

ψ(x, µ) = e
−x
µ

[
ψ(x0, µ)e

x0
µ − PT (µ)

µ
·
∫ x0

0

Ψ(η)e
η
µ dη − 1

µ

∫ x0

0

Q(η, µ)e
η
µ dη +

PT (µ)

µ
·
∫ x

0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
. (4.11)

Esta será a solução considerada para µ < 0. Substituindo as condições de contorno (4.2) nas

Eqs.(4.9) e (4.11), obtemos:

ψ(x, µ) =





e
−x
µ

[
f(µ) +

PT (µ)

µ
·
∫ x

0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
, se µ > 0,

e
−x
µ

[
g(µ)e

x0
µ +

PT (µ)

µ
·
∫ x

x0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

x0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
, se µ < 0.

(4.12)

A Eq.(4.12) pode ser utilizada para determinar a intensidade de radiação em qual-

quer direção. Este procedimento só é viável devido ao caráter anaĺıtico do método LTSN .

Do ponto de vista computacional, um dos fatores que contribuem para o bom desempenho

deste método é que, dependendo do termo fonte, as integrais que aparecem nesta equação

podem ser calculadas anaĺıticamente.
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4.2.1 Desenvolvimento Considerando Fonte Exponencial

No problema a ser considerado, o termo fonte é escrito como:

Q(x, µ) = P(µ, µ0)e
−x
µ0 , (4.13)

onde P(µ, µ0) é dado pela Eq.(4.3).

De acordo com a Eq.(4.12), tem-se duas situações a considerar:

a) µ > 0

ψ(x, µ) = e
−x
µ

[
f(µ) +

PT (µ)

µ
·
∫ x

0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
= (4.14)

e
−x
µ

[
f(µ) +

PT (µ)

µ
·
∫ x

0

(
XE(η)ξ + Ce

−η
µ0

)
e

η
µ dη +

1

µ

∫ x

0

P(µ, µ0)e
−η
µ0 e

η
µ dη

]
,

onde E(x) é dado pela Eq.(2.57)

Reescrevendo o segundo membro da Eq.(4.14), obtemos:

e
−x
µ f(µ) +

N∑
j=1

N∑
i=1

P(µ, µi)wixijξjEj(x, µ) + F (x, µ)

( N∑
i=1

P(µ, µi)wici + P(µ, µ0)

)
(4.15)

onde xij, ξj e ci são elementos das matrizes X, ξ e C, respectivamente,

Ej(x, µ) =
e
−x
µ

µ

∫ x

0

edj(η−ηj)e
η
µ dη =





edj(x−x0) − e
−x
µ e−djx0

djµ + 1
, se dj > 0,

exdj − e
−x
µ

djµ + 1
, se dj < 0

(4.16)

onde

ηj =





0, se dj < 0

x0, se dj > 0
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e

F (x, µ) =
e
−x
µ

µ

∫ x

0

e
−η
µ0 e

η
µ dη =





µ0

(
e
−x
µ − e

−x
µ0

)

µ− µ0

, se µ 6= µ0

e
−x
µ x

µ
, se µ = µ0;

(4.17)

b) µ < 0

ψ(µ, x) = e
−x
µ

[
g(µ)e

x0
µ +

PT (µ)

µ
·
∫ x

x0

Ψ(η)e
η
µ dη +

1

µ

∫ x

x0

Q(η, µ)e
η
µ dη

]
= (4.18)

e
−x
µ

[
g(µ)e

x0
µ +

PT (µ)

µ
·
∫ x

x0

(
XE(η)ξ + Ce

−η
µ0

)
e

η
µ dη +

1

µ

∫ x

x0

P(µ, µ0)e
−η
µ0 e

η
µ dη

]
.

Reescrevendo o segundo membro da equação acima temos:

e
−x
µ g(µ)e

x0
µ +

N∑
j=1

N∑
i=1

P(µ, µi)wixijξjGj(x, µ) + H(x, µ)

( N∑
i=1

P(µ, µi)wici + P(µ, µ0)

)
,(4.19)

onde

Gj(x, µ) =
e
−x
µ

µ

∫ x

x0

edj(η−ηj)e
η
µ dη =





edj(x−x0) − e
x0−x

µ

djµ + 1
, se dj > 0

exdj − e
x0(djµ+1)−x

µ

djµ + 1
, se dj < 0

(4.20)

e

H(x, µ) =
e
−x
µ

µ

∫ x

x0

e
−η
µ0 e

η
µ dη =





µ0

(
e
−x
µ0 − e

x0(µ0−µ)
µ0µ e

−x
µ

)

µ0 − µ
, se µ 6= µ0

e
−x
µ (x− x0)

µ
, se µ = µ0.

(4.21)

Com isso, a Eq.(4.12) que representa intensidade de radiação ψ(x, µ), pode ser
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reescrita da seguinte forma:

ψ(x, µ) =





e
−x
µ f(µ) +

N∑
j=1

N∑
i=1

P(µ, µi)wixijξjEj(x, µ)+

F (x, µ)

( N∑
i=1

P(µ, µi)wici + P(µ, µ0)

)
se µ > 0

e
−x
µ g(µ)e

x0
µ +

N∑
j=1

N∑
i=1

P(µ, µi)wixijξjGj(x, µ)+

H(x, µ)

( N∑
i=1

P(µ, µi)wici + P(µ, µ0)

)
se µ < 0,

onde Ej(x), F (x), Gj(x) e H(x) são defindos respectivamente pelas Eqs.(4.16), (4.17), (4.20)

e (4.21).



5. RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste caṕıtulo, vamos apresentar os resultados numéricos obtidos pela formula-

ção LTSN para problemas de transferência radiativa em nuvens considerando alto grau

de anisotropia, fazendo a comparação numérica entre os resultados encontrados com os re-

sultados da literatura.

5.1 Problema Anisotrópico de Grau 82 Sem Simetria Azimutal

Nesta seção, apresentamos os resultados de dois problemas sem simetria azimutal

com grau de anisotropia 82. Os mesmos foram selecionados dos casos propostos por Garcia

e Siewert, [Garcia and Siewert, 1985].

Os erros percentuais foram calculados da seguinte forma:

E =

(
Vl − Ve

Ve

)
∗ 100,

onde Vl é o valor da literatura e Ve é o valor encontrado pelo método LTSN .

Os dados de entrada dos problemas são dados na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 – Dados de entrada - para problemas de anisotropia de
grau 82

P1 P2
µ0 0.5 1
x0 1 1
ω 0.9 0.9

As Tabelas 5.2 e 5.4 apresentam resultados para os problemas P1 considerando

ϕ−ϕ0 = 0 e usando N = 400. Na Tabela 5.2 a solução particular é obtida usando convolução

e interpolação DNI, já na Tabela 5.4 a solução particular é obtida usando o método dos

coeficientes a determinar e interpolação µ cont́ınuo.
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Tabela 5.3 – Erro Percentual - referente à P1 por convolução e inter-
polação DNI

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0004 − − − 0.0001 0.0007 −
−0.9 0.0002 − 0.0003 0.0003 0.0006 0.0010 −
−0.8 0.0008 0.0005 0.0005 0.0006 0.0011 0.0018 −
−0.7 0.0007 0.0005 0.0004 0.0005 0.0009 0.0022 −
−0.6 0.0007 0.0007 0.0007 − 0.0006 0.0013 −
−0.5 0.0009 0.0005 0.0005 0.0005 0.0009 0.0014 −
−0.4 0.0012 0.0006 0.0006 0.0004 0.0006 0.0015 −
−0.3 − 0.0004 0.0004 0.0005 0.0007 0.0013 −
−0.2 0.0017 0.0003 0.0003 0.0001 0.0004 0.0011 −
−0.1 0.0032 0.0003 0.0003 0.0002 0.0001 0.0006 −
−0.0 77.9180 63.3782 55.4038 45.1188 29.3176 22.5429 −

0.0 − 63.3782 55.4038 45.1188 29.3179 22.5429 20.7562
0.1 − 0.0030 0.0012 − − − 0.0017
0.2 − 0.0018 0.0009 0.0069 − − −
0.3 − − 0.0005 − − − −
0.4 − 0.0003 − − − − −
0.5 − 0.0003 − − − − −
0.6 − 0.0002 0.0001 0.0074 − − −
0.7 − 0.0005 0.0003 − − − −
0.8 − 0.0002 0.0006 − 0.0002 0.0001 0.0001
0.9 − 0.0006 0.0003 0.0009 − 0.0003 0.0003
1.0 − 0.0004 − − − 0.0001 0.0001

Temos representado na Tabelas 5.3 o erro percentual comparado com Garcia e Sie-

wert [Garcia and Siewert, 1985] referente ao caso P1 onde a solução particular foi obtida

usando convolução com interpolação DNI.
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Na Tabela 5.5 abaixo temos o erro percentual comparado com Garcia e Siewert

[Garcia and Siewert, 1985] referente ao caso P1 onde a solução particular foi obtida usando

coeficientes a determinar e interpolação µ cont́ınuo.

Tabela 5.5 – Erro Percentual - referente à P1 por coeficientes a de-
terminar e interpolação µ cont́ınuo

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0004 − − − 0.0001 0.0007 −
−0.9 0.0002 − 0.0003 0.0003 0.0006 0.0010 −
−0.8 0.0008 0.0005 0.0005 0.0006 0.0011 0.0018 −
−0.7 0.0007 0.0005 0.0004 0.0005 0.0009 0.0022 −
−0.6 0.0007 0.0007 0.0007 − 0.0006 0.0013 −
−0.5 0.0009 0.0005 0.0005 0.0005 0.0009 0.0014 −
−0.4 0.0012 0.0006 0.0006 0.0004 0.0006 0.0015 −
−0.3 − 0.0004 0.0004 0.0005 0.0007 0.0013 −
−0.2 0.0017 0.0003 0.0003 0.0001 0.0004 0.0011 −
−0.1 0.0032 0.0003 0.0003 0.0002 0.0001 0.0006 −
−0.0 − − − − − 0.0001 −

0.0 − − − − − 0.0001 0.0009
0.1 − 0.0030 0.0012 − − − 0.0017
0.2 − 0.0018 0.0009 0.0007 − − −
0.3 − − 0.0005 − − − −
0.4 − 0.0003 − − − − −
0.5 − 0.0003 − − − − −
0.6 − 0.0002 0.0001 0.0074 − − −
0.7 − 0.0005 0.0003 − − − −
0.8 − 0.0002 0.0006 − 0.0002 0.0001 0.0001
0.9 − 0.0006 0.0003 0.0009 − 0.0003 0.0003
1.0 − 0.0004 − − − 0.0001 0.0001

Podemos notar que a intensidade de radiação calculada na direção µ = 0 pelo

método da convolução com interpolção angular DNI, apresentado na Tabela 5.2, nos mostra

uma diferença significativa em relação a Tabela 5.4 e a literatura, diferença essa que pode

ser observada com mais clareza na Tabela 5.3 de erro percentual. Isto ocorre porque para

calculá-lo criamos um nó falso, µ = 10−12, para aproximar o valor em µ = 0 [Segatto

et al., 2005]. Já no caso de interpolação feita usando µ cont́ınuo representado na Tabela 5.4,

nenhuma aproximação é feita.

A solução apresentada na Tabela 5.4 exigiu um tempo computacional de 3960 segun-

dos, enquanto que a solução apresentada na Tabela 5.5 consumiu um tempo computacional
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de 1532 segundos. Essa diferença no tempo computacional entre as duas soluções ocorre pelo

fato de que quando usamos o método da convolução com interpolação DNI, representado na

Tabela 5.2, temos que fazer a inversão da matriz dos autovetores e diagonalizamos uma ma-

triz de ordem N + M , o que nos toma mais tempo, enquanto que na solução representada

pela Tabela 5.4, onde aplicamos o método dos coeficientes a determinar com interpolação µ

cont́ınuo, onde não precisamos inverter a matriz dos autovalores e diagonalizar apenas uma

matriz de ordem N , o tempo computacional se torna menor.

Observando as Tabelas 5.3 e 5.5 onde apresentamos os erros percentuais dos resul-

tados encontrados comparados com os da literatura [Garcia and Siewert, 1985], notamos que

os resultados encontrados pelo método dos coeficientes a determinar com interpolação de µ

cont́ınuo, apresentam uma boa precisão, por isso, os próximos serão calculados a partir deste

método apenas.

Vamos analisar agora o caso P1 mas com o ângulo azimutal ϕ−ϕ0 = π
2

e ϕ−ϕ0 = π,

respectivamente. Consideremos ainda N = 400 e ω = 0.9:
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Tabela 5.7 – Erro Percentual - referente à P1 com ϕ− ϕ0 = π
2

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0004 − − − 0.0001 0.0007 −
−0.9 0.0015 0.0012 0.0013 0.0010 0.0018 0.0016 −
−0.8 0.0006 0.0003 0.0003 0.0004 0.0007 0.0010 −
−0.7 0.0007 0.0005 0.0005 0.0006 0.0006 0.0013 −
−0.6 0.0015 0.0011 0.0011 0.0013 0.0013 0.0020 −
−0.5 0.0005 0.0003 0.0015 0.0004 0.0007 0.0022 −
−0.4 0.0009 0.0004 0.0006 0.0005 0.0007 0.0020 −
−0.3 0.0017 0.0010 0.0009 0.0009 0.0015 0.0021 −
−0.2 0.0016 0.0003 0.0003 0.0003 0.0005 0.0013 −
−0.1 0.0036 0.0004 0.0003 0.0003 0.0004 0.2870 −
−0.0 0, 0007 0.0020 0.0013 0.0009 0.0010 0.0006 −

0.0 − 0.0020 0.0013 0.0009 0.0010 0.0006 0.0004
0.1 − 0.0073 0.0029 0.0011 0.0009 0.0009 0.0032
0.2 − 0.0070 0.0033 0.0014 0.0004 − 0.0020
0.3 − 0.0071 0.0043 0.0022 0.0010 0.0007 0.0010
0.4 − 0.0042 0.0028 0.0010 0.0006 0.0003 0.0007
0.5 − 0.0033 0.0025 0.0008 0.0003 0.0002 0.0004
0.6 − 0.0037 0.0029 0.0018 0.0009 0.0006 0.0006
0.7 − 0.0019 0.0009 0.0005 0.0004 0.0002 0.0003
0.8 − 0.0013 0.0005 0.0005 0.0002 0.0001 0.0002
0.9 − 0.0019 0.0011 0.0010 0.0006 0.0004 0.0005
1.0 − 0.0004 − 0.0150 − 0.0001 0.0001
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Tabela 5.9 – Erro Percentual - referente à P1 com ϕ− ϕ0 = π

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0004 − − − 0.0001 0.0007 −
−0.9 0.0004 0.0004 0.0004 0.0005 0.0009 0.0008 −
−0.8 0.0003 0.0007 0.0003 0.0004 0.0007 0.0002 −
−0.7 0.0005 0.0006 0.0006 0.0003 − 0.0001 −
−0.6 0.0004 0.0005 0.0005 0.0003 − 0.0003 −
−0.5 0.0052 0.0046 0.0044 0.0040 0.0036 0.0046 −
−0.4 0.0005 0.0007 0.0008 0.0007 0.0003 0.0006 −
−0.3 0.0008 0.0003 0.0003 0.0003 0.0005 0.0015 −
−0.2 0.0025 0.0012 0.0011 0.0012 0.0010 0.0017 −
−0.1 0.0026 0.0003 0.0003 0.0001 0.0001 0.0007 −
−0.0 − 0.0011 0.0008 0.0006 0.0005 0.0003 −

0.0 − 0.0011 0.0008 0.0006 0.0005 0.0003 0.0003
0.1 − 0.0085 0.0041 0.0020 0.0009 0.0007 0.0036
0.2 − 0.0060 0.0028 0.0009 0.0002 0.0002 0.0012
0.3 − 0.0074 0.0045 0.0024 0.0012 0.0006 0.0012
0.4 − 0.0079 0.0047 0.0027 0.0015 0.0012 0.0013
0.5 − 0.0041 0.0017 0.0009 0.0004 0.0003 0.0005
0.6 − 0.0028 0.0009 0.0002 0.0005 − 0.0002
0.7 − 0.0039 0.0022 0.0012 0.0011 0.0007 0.0009
0.8 − 0.0035 0.0020 0.0012 0.0011 0.0008 0.0006
0.9 − 0.0010 − 0.0003 − − 0.0002
1.0 − 0.0004 − − − 0.0001 0.0001

Os casos representados pelas Tabelas 5.6 e 5.8 foram calculados usando coeficientes

a determinar com interpolação de µ cont́ınuo. Seus respectivos erros percentuais estão ex-

pressos nas Tabelas 5.7 e 5.9 comparados com a literatura [Garcia and Siewert, 1985].

Agora, para o caso P2, usaremos o mesmo método e a mesma interpolação usada nas

Tabelas 5.6 e 5.8, considerando os dados de entrada apresentados na Tabela 5.1, N = 400,

ω = 0.9 e ϕ− ϕ0 = 0.
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çã

o
-

re
fe

re
n
te

à
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Tabela 5.11 – Erro Percentual - referente à P2

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0075 0.0071 0.0071 0.0067 0.0065 0.0067 −
−0.9 0.0007 0.0003 0.0004 0.0008 0.0007 0.0007 −
−0.8 0.0015 0.0020 0.0014 0.0016 0.0019 0.0016 −
−0.7 0.0014 0.0012 0.0016 0.0014 0.0016 0.0018 −
−0.6 0.0010 0.0010 0.0011 0.0008 0.0009 0.0018 −
−0.5 − 0.0002 − − 0.0003 0.0007 −
−0.4 0.0002 − − 0.0002 0.0002 0.0015 −
−0.3 0.0016 0.0010 0.0010 0.0010 0.0010 0.0020 −
−0.2 0.0010 0.0001 0.0001 0.0001 0.0004 0.0011 −
−0.1 0.0024 − − − − 0.0005 −
−0.0 0.0008 0.0016 0.0012 0.0009 0.0006 0.0006 −

0.0 − 0.0016 0.0012 0.0009 0.0006 0.0006 0.0002
0.1 − 0.0044 0.0015 0.0005 − − 0.0028
0.2 − 0.0046 0.0020 0.0008 0.0001 0.0009 −
0.3 − 0.0039 0.0025 0.0012 0.0007 0.0008 0.0007
0.4 − 0.0014 0.0010 0.0003 − 0.0008 0.0006
0.5 − 0.0010 − − 0.0001 0.0007 0.0006
0.6 − 0.0008 0.0008 0.0004 − − 0.0005
0.7 − 0.0005 0.0006 0.0003 0.0006 0.0005 0.0004
0.8 − 0.0007 0.0002 0.0009 0.0004 0.0003 0.0003
0.9 − 0.0001 − 0.0004 0.0002 − 0.0001
1.0 − 0.0003 0.0001 − − − −

Podemos observar que os todos resultados encontrados nas Tabelas 5.2, 5.4, 5.6, 5.8

e 5.10 apresentam uma coincidência em 5 casas decimais com mais ou menos um algarismo

significativo com os resultados da literaura [Garcia and Siewert, 1985]. Mas devemos levar

em conta uma diferença na direção µ = −1.0 que encontramos no caso P2, representado na

Tabela 5.10, quando comparado com os da literatura, diferença essa não compreendida.

Finalizando, para os problemas com grau de anisotropia 82, como já visto, repro-

duzidos para N=400 pelo método dos coeficientes a determinar utilizando µ cont́ınuo, temos

uma equivalência de resultados com os encontrados na literatura [Garcia and Siewert, 1985]

em todos os casos.
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5.2 Problema Anisotrópico de Grau 299 Sem Simetria Azimutal

Foram resolvidos três problemas, nos quais o albedo de espalhamento é ω = 0.9 e

o grau de anisotropia é 299. Os dados de entrada nesta seção foram obtidos de Chaloub,

[Chalhoub, 1997] e Garcia e Siewert, [Garcia and Siewert, 1985], sendo apresentados na

Tabela 5.12 os dados de entrada:

Tabela 5.12 – Dados de entrada - para problemas de anisotropia de
grau 299

P3 P4 P5
µ0 0.2 0.2 1
x0 1 64 64

ϕ− ϕ0 0 0 0

Os resultados apresentados na Tabela 5.13 foram encontrados para o problema P3

utilizando o método da convolução com interpolação angular DNI, já os resultados apresen-

tados na Tabela 5.14 foram encontrados utilizando o método dos coeficientes a determinar

com interpolação usando µ cont́ınuo, para ńıvel de comparação de tempo computacional.
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Tabela 5.15 – Erro Percentual - referente à P3 por convolução e inter-
polação DNI

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0010 0.0002 0.0009 0.0009 0.0014 0.0015 −
−0.8 0.0010 0.0005 − 0.0008 0.0038 0.0016 −
−0.6 0.0015 0.0017 0.0010 0.0001 0.0014 0.0040 −
−0.4 0.0020 0.0018 0.0010 − 0.0040 0.0015 −
−0.2 0.0100 0.0001 − 0.0003 0.0014 0.0023 −
−0.0 71.7210 48.7877 40.3891 29.6247 13.0512 6.7235 −

0.0 − 48.7877 40.3891 29.6247 13.0512 6.7235 4.4021
0.2 − 0.0013 0.0082 0.0026 − 0.0004 −
0.4 − − 0.0011 0.0007 − 0.0005 0.0001
0.6 − 0.0007 0.0019 0.0027 0.0016 0.0006 −
0.8 − 0.0007 0.0018 0.0010 0.0001 − 0.0042
1.0 − 0.0050 0.0010 0.0008 0.0007 0.0042 0.0021

Tabela 5.16 – Erro Percentual - referente à P3 por coeficientes a de-
terminar e interpolação µ cont́ınuo

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0010 0.0002 0.0009 0.0009 0.0014 0.0015 −
−0.8 0.0010 0.0005 − 0.0008 0.0038 0.0016 −
−0.6 0.0015 0.0017 0.0010 0.0001 0.0014 0.0040 −
−0.4 0.0020 0.0018 0.0010 − 0.0040 0.0015 −
−0.2 0.0100 0.0001 − 0.0003 0.0013 0.0023 −
−0.0 − 0.0037 0.0039 − 0.0094 0.0005 −

0.0 − 0.0037 0.0039 − 0.0094 0.0005 0.03218
0.2 − 0.0004 0.0040 0.0026 − 0.0004 −
0.4 − − 0.0011 0.0007 − 0.0005 0.0001
0.6 − 0.0007 0.0019 0.0027 0.0016 0.0006 −
0.8 − 0.0007 0.0018 0.0010 0.0001 − 0.0042
1.0 − 0.0050 0.0010 0.0008 0.0007 0.0042 0.0021

Podemos observar nas Tabelas 5.15 e 5.16, respectivamente, os erros percentuais

calculados referentes as Tabelas 5.13 e 5.14, comparados com Chalhoub [Chalhoub, 1997].

A solução apresentada na Tabela 5.13 exigiu um tempo computacional de 17343

segundos, enquanto a solução apresentada na Tabela 5.14 consumiu um tempo computacional

de 7758 segundos. Essa diferença no tempo computacional entre as soluções ocorre pelo fato

de que quando usamos o método da convolução com interpolação DNI, representado na
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Tabela 5.13, temos que fazer a inversão da matriz dos autovetores e diagonalizamos uma

matriz de ordem N +M , o que nos toma mais tempo, enquanto que na solução representada

pela Tabela 5.14, onde aplicamos o método dos coeficientes a determinar com interpolação µ

cont́ınuo, onde não precisamos inverter a matriz dos autovalores e diagonalizar apenas uma

matriz de ordem N o tempo computacional se torna menor. Ainda levando em consideração

o grau de anisotropia. Por esse fato os próximos casos P4 e P5 serão obtidos através do

método dos coeficientes a determinar e interpolação µ cont́ınuo.



52

T
ab

el
a

5.
17

–
In

te
n
si

d
ad

e
d
e

R
ad

ia
çã
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à
P

5

µ
x

=
0

x
=

x
0
/2

0
x

=
x

0
/1

0
x

=
x

0
/5

x
=

x
0
/2

x
=

3x
0
/4

x
=

x
0

−1
.0

2.
09

77
2
×

10
−1

8.
66

12
5
×

10
−2

4.
13

43
5
×

10
−2

9.
51

10
5
×

10
−3

1.
08

26
7
×

10
−4

2.
57

85
8
×

10
−6

−
−0

.9
1.

33
05

6
×

10
−1

7.
99

16
0
×

10
−2

4.
16

42
2
×

10
−2

9.
88

85
8
×

10
−3

1.
13

00
3
×

10
−4

2.
69

19
4
×

10
−6

−
−0

.8
1.

55
85

6
×

10
−1

8.
49

79
4
×

10
−2

4.
37

51
6
×

10
−2

1.
04

15
1
×

10
−2

1.
19

26
9
×

10
−4

2.
84

17
2
×

10
−6

−
−0

.7
1.

22
47

6
×

10
−1

8.
30

44
8
×

10
−2

4.
53

14
6
×

10
−2

1.
10

71
3
×

10
−2

1.
27

34
5
×

10
−4

3.
03

45
9
×

10
−6

−
−0

.6
1.

06
13

0
×

10
−1

8.
38

16
6
×

10
−2

4.
77

05
5
×

10
−2

1.
19

09
1
×

10
−2

1.
37

56
0
×

10
−4

3.
27

84
2
×

10
−6

−
−0

.5
1.

00
37

2
×

10
−1

8.
72

62
6
×

10
−2

5.
11

02
5
×

10
−2

1.
29

65
7
×

10
−2

1.
50

30
2
×

10
−4

3.
58

24
5
×

10
−6

−
−0

.4
9.

36
35

9
×

10
−2

9.
18

81
9
×

10
−2

5.
54

02
7
×

10
−2

1.
42

75
4
×

10
−2

1.
66

03
1
×

10
−4

3.
95

76
8
×

10
−6

−
−0

.3
8.

61
09

6
×

10
−2

9.
77

87
4
×

10
−2

6.
07

30
1
×

10
−2

1.
58

82
6
×

10
−2

1.
85

29
8
×

10
−4

4.
41

72
5
×

10
−6

−
−0

.2
7.

84
67

1
×

10
−2

1.
05

21
4
×

10
−1

6.
72

52
3
×

10
−2

1.
78

41
0
×

10
−2

2.
08

76
6
×

10
−4

4.
97

69
8
×

10
−6

−
−0

.1
6.

76
10

1
×

10
−2

1.
14

04
1
×

10
−1

7.
51

24
6
×

10
−2

2.
02

15
2
×

10
−2

2.
37

23
9
×

10
−4

5.
65

60
2
×

10
−6

−
−0

.0
4.

06
49

1
×

10
−2

1.
24

42
9
×

10
−1

8.
45

70
6
×

10
−2

2.
30

84
1
×

10
−2

2.
71

69
2
×

10
−4

6.
47

76
6
×

10
−6

−
0.

0
−

1.
24

42
9
×

10
−1

8.
45

70
6
×

10
−2

2.
30

84
1
×

10
−2

2.
71

69
2
×

10
−4

6.
47

76
6
×

10
−6

7.
64

63
8
×

10
−8

0.
1

−
1.

36
59

7
×

10
−1

9.
58

75
1
×

10
−2

2.
65

44
8
×

10
−2

3.
13

32
0
×

10
−4

7.
47

04
0
×

10
−6

1.
36

41
6
×

10
−7

0.
2

−
1.

50
94

7
×

10
−1

1.
09

41
8
×

10
−1

3.
07

18
0
×

10
−2

3.
63

59
1
×

10
−4

8.
66

92
5
×

10
−6

1.
74

36
9
×

10
−7

0.
3

−
1.

68
26

5
×

10
−1

1.
25

73
3
×

10
−1

3.
57

55
7
×

10
−2

4.
24

32
3
×

10
−4

1.
01

17
5
×

10
−5

2.
15

25
6
×

10
−7

0.
4

−
1.

90
21

6
×

10
−1

1.
45

62
2
×

10
−1

4.
18

53
3
×

10
−2

4.
97

77
6
×

10
−4

1.
18

69
1
×

10
−5

2.
61

67
3
×

10
−7

0.
5

−
2.

20
19

0
×

10
−1

1.
70

41
6
×

10
−1

4.
92

70
9
×

10
−2

5.
86

78
0
×

10
−4

1.
39

91
6
×

10
−5

3.
15

78
2
×

10
−7

0.
6

−
2.

63
71

2
×

10
−1

2.
02

43
1
×

10
−1

5.
83

72
5
×

10
−2

6.
94

90
9
×

10
−4

1.
65

69
9
×

10
−5

3.
79

93
3
×

10
−7

0.
7

−
3.

31
26

9
×

10
−1

2.
46

09
1
×

10
−1

6.
97

14
3
×

10
−2

8.
26

71
0
×

10
−4

1.
97

12
3
×

10
−5

4.
56

92
9
×

10
−7

0.
8

−
4.

46
03

7
×

10
−1

3.
10

86
5
×

10
−1

8.
42

68
6
×

10
−2

9.
88

02
9
×

10
−4

2.
35

57
4
×

10
−5

5.
50

24
3
×

10
−7

0.
9

−
6.

76
71

5
×

10
−1

4.
22

68
3
×

10
−1

1.
04

17
3
×

10
−1

1.
18

65
0
×

10
−3

2.
82

84
6
×

10
−5

6.
64

25
2
×

10
−7

1.
0

−
6.

94
79

4
×

10
−1

0.
89

75
6
×

10
−1

2.
23

08
5
×

10
−1

1.
43

26
8
×

10
−3

3.
41

28
6
×

10
−5

8.
04

61
8
×

10
−7



54

Tabela 5.19 – Erro Percentual - referente à P4

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0025 0.0002 0.0016 0.0009 0.0014 0.0089 −
−0.8 0.0054 0.0014 0.0048 16.4484 0.0010 0.0040 −
−0.6 0.0032 0.0009 0.0007 0.0003 0.0007 0.0028 −
−0.4 0.0002 0.0035 0.0011 0.0006 0.0005 0.0017 −
−0.2 − − 0.0010 0.0001 0.0005 0.0005 −
−0.0 0.0042 0.0010 0.0001 0.0009 0.0025 0.0011 −

0.0 − 0.0010 0.0001 0.0009 0.0025 0.0011 0.0187
0.2 − − 0.0009 0.0064 0.0013 0.0013 0.0001
0.4 − 0.0027 0.0018 0.0013 0.0009 − 0.0044
0.6 − 0.0033 0.0077 0.0006 0.0009 − 0.0012
0.8 − 0.0002 0.0033 0.0011 0.0007 90.0003 0.0004
1.0 − − 0.0022 0.0017 0.0002 0.0007 0.0002

Tabela 5.20 – Erro Percentual - referente à P5

µ x = 0 x = x0/20 x = x0/10 x = x0/5 x = x0/2 x = 3x0/4 x = x0

−1.0 0.0005 0.0001 − − − − −
−0.9 0.0007 − 0.0002 − 0.0009 0.0003 −
−0.8 0.0006 0.3531 − 0.0010 0.0008 − −
−0.7 0.0008 − − 0.0009 0.0008 0.0003 −
−0.6 0.0009 − − − 0.0007 0.0003 −
−0.5 − 0.0002 − 0.0008 − 0.0002 −
−0.4 0.0002 − 0.0002 0.0007 − − −
−0.3 0.0002 0.0010 0.0002 − − − −
−0.2 0.0005 − 0.0001 0.0006 0.0004 − −
−0.1 0.0016 − − 0.0005 − − −
−0.0 0.0241 − − − − 0.0001 −

0.0 − − − − − 0.0001 0.0251
0.1 − 0.0007 − − − − 0.0015
0.2 − − − − 0.0003 − 0.0006
0.3 − − − − 0.0002 − 0.0005
0.4 − 0.0005 − 0.0002 0.0002 0.0008 0.0004
0.5 − − − 0.0002 0.0001 − −
0.6 − − − − 0.0001 − −
0.7 − 0.0127 0.0004 − − 0.0005 0.0002
0.8 − − 0.0003 0.0001 0.0001 0.0004 −
0.9 − 0.0001 − 0.0009 − 0.0003 −
1.0 − − 0.0007 − 0.0007 − −

Na Tabela 5.19 temos o erro percentual do resultado encontrado na Tabela 5.17
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comparado com os resultados de Chalhoub, 1997 [Chalhoub, 1997].

No caso P5, representado na Tabela 5.18, os resultados foram comparados com

Garcia e Siewert [Garcia and Siewert, 1985] para construção da tabela de erro percentual

apresentados na Tabela 5.20.

Em todos os casos de anisotropia 82 e 299, a grande diferença que podemos observar

entre os métodos foi no tempo computacional. No método da convolução temos a desvan-

tagem que a ordem da quadratura aumenta de N para N = N + 22, isso ocorre pelo fato da

inclusão dos nós fict́ıcios, o que não ocorre no método dos coeficientes a determinar. Além

disto, quando usamos coeficientes a determinar, em vez de convolução, temos que resolver

um sistema de N equações por N incógnitas, o que é menos custoso do que inverter uma

matriz N + M (a matriz dos autovalores utilizada na convolução).



6. CONCLUSÕES FINAIS

O objetivo da presente dissertação foi alcançado quando a solução particular pôde

ser calculada por coeficientes a deteminar fazendo assim com o que o tempo computacinal

diminúısse.

Utilizamos no presente trabalho dois tipos de interpolação, “Inclusão de Nós fict́ıcios”

que aumenta a ordem da matriz LTSN e não aproxima bem a intensidade de radiação quando

µ se aproxima de zero, e a interpolação considerando µ cont́ınuo que apresenta bom compor-

tamento para aproximar a intensidade de radiação na singularidade em µ = 0 e não aumenta

a ordem da matriz LTSN .

Observando também que os resultados numéricos obtidos pelos métodos propostos

apresentaram uma boa precisão quando comparados com os da literatura, tendo uma co-

incidencia de 5 casas decimais. Podemos analisar melhor esta aproximação na análise das

tabelas de erros percentuais apresentadas no trabalho, onde tivemos o pior resultado com-

parado com a literatura um percentual de 77,91% de erro, onde esses erros ocorrem quando

utilizamos convolução com interpolação DNI - “Inclusão de nós fict́ıcios”, enquanto na mel-

hor aproximação tivemos um percentual de 0.0001% de erro, que ocorreu quando usamos

o método dos coeficientes a determinar com interpolação de µ cont́ınuo, o qual se mostrou

bastante eficiente, tanto para casos com N = 400, bem como para N maiores (que não foram

apresentados).

Fica proposto, para continuidade do trabalho, que se observado a simetria da matriz

A, existem relações entre os blocos quadrados A11 e A22 bem como A12 e A21 ambos de ordem

N/2. Com isto, fazendo uso dessas relações, esperamos encontrar uma forma para calcular

os autovalores e autovetores da matriz A através dos autovalores e autovetores destes blocos

de ordem N/2.
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palhamento Anisotrópico”, Anais do IX ENFIR - Encontro Nacional de F́ısica de
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