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ResumoEste trabalho vem a dar mais uma contribui�c~ao para o j�a consagrado uso de teo-ria das categorias para descrever e estabelecer rela�c~oes entre formalismos diferentes.O uso de formalismos tem se tornado cada vez mais freq�uente na Ciência da Com-puta�c~ao, onde pesquisas têm sido realizadas direcionadas por dom��nios de aplica�c~ao,muitas vezes se chegando a modelos matem�aticos que, em primeira instância, s~aototalmente distintos, n~ao tendo, aparentemente, nada em comum entre si. Por�em,analisados detalhadamente, tais formalismos podem revelar representarem intrinse-camente as mesmas id�eias.Esta disserta�c~ao tem como objetivo principal estabelecer uma rela�c~ao (por meiode funtores) entre os formalismos de redes de Petri e gram�aticas de grafos, a partir desuas j�a difundidas representa�c~oes categ�oricas, utilizando, para isto, a linguagem dateoria das categorias. Com este intuito, �e estabelecida uma rela�c~ao entre as catego-rias sint�aticas, onde �e identi�cada uma subcategoria da categoria das gram�aticas degrafos que �e equivalente �a categoria das redes de Petri. Para a semântica, ser�a usadoo modelo unfolding semantics, onde �e estabelecida uma rela�c~ao entre as categoriassemânticas.Palavras-chave: Formalismos, Gram�aticas de Grafos, Redes de Petri, Semântica,Teoria das Categorias.



10TITLE: \FORMAL RELATIONSHIPS BETWEEN GRAPH GRAMMAS ANDPETRI NETS"
AbstractThis work comes to be one more contribution to the well di�used use of categorytheory to describe and stablish relationships between di�erent formalisms. Recently,the use of formalisms has spread out to several areas of Computer Science, whereresearch are directed by application domains, sometimes elaborating mathematicalmodels that, at �rst sight, are totally di�erent. Nevertheless, under detailed analysis,such formalisms can be seen as representing the same ideas.The main goal of this dissertation is to stablish a relationship (through functors)between the Petri nets and graph grammar formalisms, using category theory andtheir categorical representations found in the literature. With this in mind, it willbe stablished a relationship between the sintactic categories, where a subcategoryof the category of graph grammars will be identi�ed and proved equivalent to thecategory of Petri nets. For the semantics, the model unfolding semantics will beused and a relationship between the semantic categories will also be stablished.Keywords: Formalisms, Graph Grammars, Petri Nets, Semantics, Category The-ory.
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1 Introdu�c~ao1.1 Gram�aticas de GrafosAs gram�aticas de Chomsky, tais como as usadas em linguagens de programa�c~ao,s~ao de�nidas por um smbolo inicial e um conjunto de regras, onde o smbolo iniciale os lados direito e esquerdo das produ�c~oes s~ao strings. As gram�aticas de grafossurgiram a partir destas gram�aticas, utilizando grafos no lugar de strings: um grafo(grafo-estado) �e usado para representar o s��mbolo inicial (estado inicial da gram�atica)e os lados esquerdo e direito das produ�c~oes (regras da gram�atica) tamb�em s~ao grafos.Deste modo, uma gram�atica de grafos consiste de um conjunto de produ�c~oes e umgrafo inicial. Analogamente �a aplica�c~ao de regras nas gram�aticas de Chomsky, umaregra em gram�aticas de grafos pode ser aplicada num grafo-estado se houver umaocorrência do lado esquerdo da regra no grafo-estado. Assim, quando um sistema �edescrito utilizando gram�aticas de grafos, seu estado (inicial) �e representado por umgrafo e uma mudan�ca de estado �e representada por rela�c~oes entre grafos, descritaspor meio das regras.A semântica operacional descrevendo o comportamento de um sistema descritopor uma gram�atica de grafos �e dada pela aplica�c~ao das regras da gram�atica a grafos-estado (iniciando-se no estado inicial). A aplica�c~ao de uma regra a um grafo-estado�e chamada deriva�c~ao direta.Diferentes modelos matem�aticos para representar grafos e gram�aticas de grafostêm sido propostos na literatura [RIB 96b, TAE 96, KOR 93]. Neste trabalho,ser~ao usados grafos dirigidos, representados algebricamente por meio de fun�c~oes econjuntos. Para as gram�aticas de grafos, ser�a seguida a abordagem alg�ebrica SPO(Single PushOut). Nesta abordagem, as regras s~ao representadas por um mor�smoparcial entre grafos e as deriva�c~oes diretas s~ao de�nidas por meio de um pushout,em contraste com DPO (Double PushOut), onde uma deriva�c~ao direta �e de�nidapor meio de dois pushouts [L�OW 93, EHR 96, COR 96]. Esta abordagem �echamada alg�ebrica porque os grafos s~ao considerados uma �algebra e uma deriva�c~ao(aplica�c~ao de regras) �e de�nida pela constru�c~ao alg�ebrica chamada pushout na cate-goria de grafos e mor�smos de grafos. Com isto, pode-se aplicar resultados gerais da�algebra e teoria das categorias em gram�aticas de grafos. Esta abordagem tem sidobastante pesquisada e provê resultados para a an�alise de paralelismo [RIB 96b,TAE 96], avalia�c~ao e�ciente de express~oes funcionais [AND 96] e mecanismos desincroniza�c~ao, sistemas distribu��dos e implementa�c~ao de tipos abstratos de dados[COR 96].1.2 Redes de PetriAsRedes de Petri foram apresentadas por C.A. Petri em sua tese de doutorado[PET 62] e est~ao sendo largamente usadas como modelo (formalismo) para con-corrência. Têm sido tamb�em usadas para modelar sistemas paralelos, concorrentes,



12ass��ncronos e n~ao-determin��sticos por possuirem uma representa�c~ao gr�a�ca que per-mite a visualiza�c~ao dos processos e a comunica�c~ao entre eles. Tem surgido grandeinteresse neste modelo sob o ponto de vista te�orico por causa de sua simplicidade enatureza concorrente.V�arios tipos de redes de Petri com diferentes representa�c~oes matem�aticas têmsurgido na literatura [LIN 96, REI 82]. Neste trabalho, ser~ao usadas as redesLugar/Transi�c~ao, que s~ao formadas por dois tipos de componentes: um ativo, de-nominado transi�c~ao, e um passivo, denominado lugar. A ativa�c~ao de uma transi�c~ao�e determinada pela presen�ca de tokens em certos lugares da rede. Estas redes po-dem ser usadas para modelar um sistema, onde os recursos s~ao representados peloslugares, as poss��veis a�c~oes pelas transi�c~oes e os recursos dispon��veis num dado mo-mento pelos tokens. Deste modo, a semântica operacional (comportamento) de umtal sistema �e dada pelo disparo de transi�c~oes, descrevendo uma movimenta�c~ao detokens na rede. Assim como em gram�aticas de grafos, v�arios modelos semânticos(estruturas matem�aticas) têm sido propostos para representar esta semântica. Nestetrabalho, ser�a usada tamb�em a abordagem alg�ebrica para representar as redes L/T[MES 94a, MES 94b].1.3 Ferramenta Matem�atica e Semântica UtilizadasUma semântica �e de�nida de modo a re
etir o comportamento de uma rede L/T(resp. gram�atica de grafos) atrav�es do disparo de transi�c~oes (resp. aplica�c~ao deregras), iniciando-se na marca�c~ao inicial (resp. grafo inicial). Com esta �nalidade,v�arias abordagens para a representa�c~ao e semântica de redes de Petri e gram�aticas degrafos têm sido propostas na literatura, que diferem basicamente na quantidade deinforma�c~oes que s~ao representadas na semântica e no modo de se representar tais in-forma�c~oes. Para um estudo comparativo de diversos modelos semânticos, vantagense desvantages, veja [RIB 96b, MES 94b, COR 95]. Neste trabalho, ser�a usada aabordagem alg�ebrica, utilizando teoria das categorias, e o modelo semântico a serutilizado para ambas redes L/T e gram�aticas de grafos neste trabalho ser�a unfoldingsemantics [MES 94a, RIB 96b]. Suas principais caracter��sticas/objetivos s~ao:� semântica concorrente;� n~ao-determinismo, concorrência e exclus~ao m�utua representados explicita-mente;� n~ao apenas a�c~oes, mas tamb�em dados s~ao representados no n��vel semântico;� rela�c~oes importantes que descrevem um sistema (tais como rela�c~ao de de-pendência, de con
ito e de ocorrência) possuem representa�c~ao;� representa todas as deriva�c~oes (seq�uenciais e concorrentes) de uma gram�aticade grafos/rede L/T.1.4 ObjetivosO objetivo deste trabalho �e estabelecer rela�c~oes sint�aticas e semânticas entreos formalismos de gram�aticas de grafos e redes L/T, utilizando o modelo semântico(unfolding semantics) de�nido em [MES 94b] (redes L/T) e [RIB 96b] (gram�aticasde grafos). Estas rela�c~oes ser~ao estabelecidas por meio dos funtores R, G , UR e UG .O funtor G descrever�a como transformar redes L/T, no n��vel sint�atico, emgram�atica de grafos, e vice-versa, atrav�es do funtor R. Isto ser�a feito pela escolha deuma subcategoria (GGD) de gram�atica de grafos onde os grafos obedecem a um certo



13padr~ao, identi�cando a classe das gram�aticas de grafos que podem ser transformadasem redes L/T. J�a o funtor UG relaciona a categoria semântica de redes L/T com acategoria semântica de gram�atica de grafos, e vice-versa, atrav�es do funtor UR . Odiagrama abaixo mostra as rela�c~oes destes funtores com as respectivas categorias.PTNetsG
��

UnfR
//❴❴❴❴❴ OccNetsUG

��GGDRUU UnfG
//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDURUUSer�a analisado no texto a comutatividade deste diagrama. Para isto, ser�a vistoo seguinte:� as categorias GGD e PTNets s~ao equivalentes, de modo que podem ser conside-radas \essencialmente a mesma" e desfrutam, assim, das mesmas propriedades;� ocorre \perda de informa�c~ao" com a aplica�c~ao do funtor UR : a semânticade uma gram�atica de grafos �e mais informativa do que a semântica de umarede L/T (para uma gram�atica de grafos de ocorrência discreta Occ, h�a ummor�smo h : Occ! UG (UR (Occ)), que, via de regra, n~ao �e um isomor�smo);� os funtores UG e UR preservam a semântica (preservam os colimites especiaisusados na de�ni�c~ao da semântica).A existência destes funtores signi�ca que qualquer rede de Petri pode ser mode-lada por uma gram�atica de grafos preservando sua semântica operacional. Istoquer dizer que as redes L/T podem ser consideradas um caso especial de gram�aticade grafos. Ser�a mostrado tamb�em que, para uma gram�atica de grafos (discreta)modelada por meio de uma rede L/T, a semântica operacional �e \preservada"atrav�es de um mor�smo que possui algumas propriedades especiais, garantindo umaequivalência em termos de comportamento.1.5 S��ntese dos Cap��tulos� cap��tulo 2: de�ni�c~ao da categoria de redes L/T PTNets, juntamente com asemântica de unfoldings, que tamb�em �e uma rede L/T, por�em, com carac-ter��sticas especiais: s~ao redes seguras livres de autocon
itos e de ciclos;� cap��tulo 3: apresenta�c~ao dos conceitos e de�ni�c~oes de grafos, regras, grafostipados e gram�aticas de grafos (categoria sint�atica GG) que s~ao usados nestetrabalho De�ni�c~ao da categoria OccGG das gram�aticas de ocorrência, queservir~ao como um dom��nio semântico para as gram�aticas de GG. Estas gram�ati-cas tamb�em possuem a propriedade de serem livres de ciclos e autocon
itos;� cap��tulo 4: de�ni�c~ao da categoria GGD das gram�aticas de grafos discretas, ques~ao as gram�aticas de GG que ser~ao transformadas em redes L/T de modo apreservar uma correspondência sint�atica e semântica. Os funtores R : GGD!PTNets e UR : OccGGD! OccNets s~ao tamb�em de�nidos;� cap��tulo 5: transforma�c~ao das redes L/T em gram�aticas de grafos: de�ni�c~aodos funtores G : PTNets! GGD e UR : OccNets! OccGGD;� cap��tulo 6: interrelacionamento entre as categorias sint�aticas e semânticas pormeio de funtores: prova de que as categorias GGD e PTNets s~ao equivalentes.Exemplos de que os funtores UR e UG preservam colimites e n~ao formamadjun�c~ao (pelo fato de a semântica de uma rede ser mais abstrata que asemântica de uma gram�atica de grafos).
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2 Redes de PetriAs Redes de Petri foram apresentadas por C.A. Petri em [PET 62] e desdeent~ao v�arios tipos com diferentes abordagens têm surgido na literatura [LIN 96].Neste trabalho, ser~ao usadas as redes Lugar/Transi�c~ao seguindo a abordagemalg�ebrica. No uso destas redes para modelar um sistema, o estado (recursos) dosistema �e representado por lugares, a disponibilidade de recursos (estado atual) portokens (marcas) nos lugares e uma mudan�ca de estado por (disparo de) transi�c~oes(i.e., a ocorrência de eventos �e equivalente ao disparo de transi�c~oes). Ao ser dis-parada, uma transi�c~ao remove tokens (consome recursos) de alguns lugares (pr�e-condi�c~ao da transi�c~ao) e cria novos tokens (disponibiliza recursos) em outros lugares(p�os-condi�c~ao da transi�c~ao). O comportamento de tal rede �e ent~ao dado pelo 
uxode tokens atrav�es dos disparo de transi�c~oes. O disparo de uma transi�c~ao n~ao con-some tempo e, dependendo da disponibilidade de tokens, v�arias transi�c~oes podemser disparadas \ao mesmo tempo" (paralelismo). Uma outra situa�c~ao ocorre quandoexistem duas transi�c~oes \aptas" a serem disparadas mas apenas uma delas pode serdisparada: a escolha de qual delas disparar �e n~ao-determin��stica (esta caracter��sticafavorece o uso das redes L/T para a modelagem de sistemas n~ao-determin��sticos).V�arios modelos semânticos (estruturas matem�aticas) têm sido propostos pararepresentar estas id�eias. Neste trabalho, ser�a usada a semântica de unfolding. Ounfolding �nito de uma rede R �e constru��do indutivamente, de modo que o unfoldingzero representa a marca�c~ao inicial de R e os outros unfoldings s~ao constru��dos a partirdo disparo de transi�c~oes.As de�ni�c~oes e conceitos deste cap��tulo foram retiradas de [LIN 96, MES 94b]e [MES 94a], onde tamb�em podem ser encontradas as provas para as proposi�c~oese teoremas apresentados.Estrutura do cap��tulo:� se�c~ao 1: de�ni�c~ao da categoria PTNets de redes L/T: os conceitos de redes L/Ts~ao apresentados juntamente com sua representa�c~ao gr�a�ca usual e alg�ebrica,em termos de multiconjuntos;� se�c~ao 2: conceitua�c~ao da semântica operacional das redes L/T, em termos dodisparo de transi�c~oes a partir da marca�c~ao inicial;� se�c~ao 3: de�ni�c~ao das redes seguras, que s~ao redes L/T onde os lugares têmmultiplicidade unit�aria e s~ao todos alcan�c�aveis;� se�c~ao 4: de�ni�c~ao das redes de ocorrência, que s~ao redes seguras que desfrutamde certas propriedades: n~ao possuem ciclos nem autocon
itos. Estas redesser~ao usadas como dom��nio semântico para as redes L/T;� se�c~ao 5: apresenta�c~ao do unfolding e de�ni�c~ao da semântica de uma rede L/Tem termos de unfoldings �nitos.
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Figura 2.1- Exemplo de redes Lugar/Transi�c~ao2.1 Redes Lugar/Transi�c~aoAs redes Lugar/Transi�c~ao (ou, simplesmente, redes L/T) têm sido largamenteusadas para modelar/especi�car sistemas concorrentes. Estas redes s~ao formadaspor dois tipos de componentes: um ativo (transi�c~oes) e um passivo (lugares).Na modelagem de um sistema, os lugares representam as vari�aveis de estado eas transi�c~oes representam as a�c~oes/eventos realizados pelo sistema. A realiza�c~aode a�c~oes est�a condicionada a um conjunto de pr�e-condi�c~oes que a habilitam, re-sultando um conjunto de p�os-condi�c~oes, que por sua vez habilitam outras a�c~oes(vale ressaltar que nas redes cl�assicas n~ao existe a no�c~ao de tempo para a rea-liza�c~ao de uma a�c~ao). A �gura 2.1 mostra duas redes L/T na sua representa�c~aogr�a�ca usual. Os c��rculos representam os lugares e os retângulos representam astransi�c~oes. As marcas dentro dos c��rculos representam tokens (ou recursos) na redee �e chamada a marca�c~ao da rede. Arcos valorados que chegam nas transi�c~oesrepresentam os recursos necess�arios (pr�e-condi�c~ao) para a ativa�c~ao/habilita�c~ao darespectiva transi�c~ao e os que saem delas representam os recursos gerados (valoresunit�arios est~ao omitidos na �gura). Num dado momento, as marca�c~oes de uma redeL/T representam as condi�c~oes em que se encontra o sistema modelado e a presen�cade uma marca (token) num determinado lugar pode ser interpretada como a pre-sen�ca de um recurso de um determinado tipo. Os tokens dispon��veis inicialmentenuma rede s~ao chamados marca�c~ao inicial. Uma vez ativada, uma transi�c~ao podeconsumir recursos (pr�e-condi�c~ao) e gerar recursos (p�os-condi�c~ao) na rede.Exemplo 2.1: Na rede R0 da �gura 2.1, a transi�c~ao v1 necessita de dois tokens do tipo apara ser ativada e disponibiliza na rede 2 tokens do tipo b e 1 do tipo c. Como existem 2tokens no lugar a, a transi�c~ao v1 est �a habilidada e pode ser disparada. 
..̀�V�arias ferramentas matem�aticas têm sido usadas para representar as redes L/T,como teoria dos conjuntos, teoria matricial ([LIN 96]) e teoria das categorias, entreoutras. O uso de categorias possui a vantagem de se poder de�nir combinadoresde redes (e outros conceitos) usando constru�c~oes categ�oricas. Neste trabalho, ser~aousados multiconjuntos (bags) e fun�c~oes (parciais) para representar as redes L/T. Asfun�c~oes parciais ser~ao representadas por fun�c~oes totais entre conjuntos apontados,de�nidos a seguir.



16Definic�~ao 2.1. (Conjunto Apontado) �E um par (S;OS) onde S �e um conjuntoe OS 2 S �e o elemento apontado. Mor�smos entre conjuntos apontados s~ao fun�c~oesque preservam os elementos apontados. 
̀�Considerando o elemento apontado como um valor inde�nido, a categoria deconjuntos e fun�c~oes parciais �e isom�or�ca �a categoria de conjuntos apontados e seusmor�smos.Exemplo 2.2: A fun�c~ao parcial f de�nida abaixo pode ser representada pela fun�c~ao to-tal g usando conjuntos apontados: os elementos com valor inde�nido s~ao mapeados para oelemento apontado.f : A! BA = fa; b; cgB = f1; 2; 3g x f(x)a 1b undefc undef g : A1 ! B1A1 = fOA; a; b; cgB1 = fOB; 1; 2; 3g x g(x)OA OBa 1b OBc OB 
..̀�Os multiconjuntos (conjuntos com elementos repetidos, ou bags) ser~ao usadospara representar as multiplicidades dos tokens dos lugares, pr�e- e p�os-condi�c~oes deuma rede L/T. Ser~ao de�nidos como uma fun�c~ao de um conjunto (de lugares) parao conjunto dos n�umeros naturais.Definic�~ao 2.2. (Multiconjunto) Dado um conjunto S, S� denota o conjuntodos multiconjuntos de S, i.e., o conjunto de todas as fun�c~oes de S para o conjuntoN dos n�umeros naturais. A fun�c~ao que mapeia todos os elementos de S para 0 ser�adenotada por OS e �e de�nida como o elemento apontado de S�. Para � 2 S�, [[�]]denota o subconjunto de S constitu��do dos elementos s 2 S tais que �(s) > 0. 
̀�Nota�c~ao: O multiconjunto � ser�a representado pela soma Ls2[[�]] �(s)s (com aomiss~ao das parcelas nulas).Exemplo 2.3: Por exemplo, para o multiconjunto (fun�c~ao) � de�nido abaixo, � = b� 2c�4d e [[�]] = fb; c; dg. O elemento apontado de S�, OS, que �e tamb �em uma fun�c~ao, mapeiatodos os elementos de S para zero.S = fa; b; c; dg� : S ! NOS : S ! NOS; � 2 S� x �(x)a 0b 1c 2d 4 x OS(x)a 0b 0c 0d 0 
..̀�Como um conjunto S tamb�em pode ser um conjunto da forma A� (conjunto demulticonjuntos), ser�a de�nida uma f�ormula para transformar um elemento de S� =(A�)� num elemento de A�. Este conceito ser�a usado na de�ni�c~ao de mor�smosentre redes L/T.Definic�~ao 2.3. (Combinação Linear de Multiconjuntos) Seja S = A�. Paran� 2 N , a seguinte f�ormula transforma um elemento de (A�)� num elemento de A�:M�2S n�� =Mn�(Ma2A �(a)a) =Ma2A(X�2S n��(a))a 
̀�



17Exemplo 2.4: Sejam A = fa; b; cg e S = A�. Sejam os multiconjuntos �1 = a� 2b; �2 =c � 2b e �3 = a � c. O multiconjunto � = 2�1 � �2 � 3�3 pertence a S�, uma vez que�1; �2 e �3 2 S, e �e calculado da seguinte maneira:� = 2(a� 2b)� (c� 2b)� 3(a� c)� = (2 + 0 + 3)a� (4 + 2 + 0)b� (0 + 1 + 3)c� = 5a� 6b� 4c x �1(x) �2(x) �3(x) �(x)a 1 0 1 5b 2 2 0 6c 0 1 1 4 
..̀�Como os multiconjuntos ser~ao usados na de�ni�c~ao das redes L/T, �e necess�ariode�nir mor�smos entre conjuntos do tipo S�. Estes mor�smos ser~ao de�nidos emtermos de combina�c~ao linear de multiconjuntos.Definic�~ao 2.4. (Morfismo entre Conjuntos de Multiconjuntos) Sejam A e Bdois conjuntos e h : A ! B� uma fun�c~ao total. Um mor�smo de A� para B� �euma fun�c~ao g : A� ! B� de�nida para todo � 2 A� porg(�) =Ms2A �(s)h(s)Para h1 : A ! B� e h2 : B ! C�, a composi�c~ao de h1 e h2 �e dada por: 8a 2A; h2 � h1(a) =Lb2B h1(a)(b)h2(b). 
̀�Isto signi�ca que a fun�c~ao g �e induzida pela fun�c~ao h e seu valor para cadaelemento �e calculado usando combina�c~ao linear de multiconjuntos. A composi�c~aodestes mor�smos representa \uma multiplica�c~ao de multiplicidades": se h1(a) =2b� 3c; h2(c) = 4d� 2e e h2(b) = 3k� 2d, ent~ao h2 � h1(a)(d) = 3� 4 + 2� 2 = 16.Exemplo 2.5: Para o mor�smo g : A� ! B� induzido pela fun�c~ao h e o multiconjunto� = 2a�b dados a seguir, tem-se que g(�) = �(a)h(a)��(b)h(b)��(c)h(c) = 2(u�v)�1(2z�u)�0(OB) = (2+1+0)u�(2+0+0)v�(0+2+0)z�(0+0+0)y = 3u�2v�2z.A = fa; b; cgB = fu; v; y; zg� = A! Nh : A! B� x h(x)a u� vb 2z � uc OB x �(x)a 2b 1c 0 x g(�)(x)u 3v 2z 2y 0 
..̀�Numa rede L/T, a marca�c~ao inicial e as pr�e- e p�os-condi�c~oes das transi�c~oesser~ao representadas por multiconjuntos. Uma fun�c~ao de origem (p) fornece a pr�e-condi�c~ao de uma transi�c~ao e uma de destino (d) fornece a p�os-condi�c~ao. Ser�aconsiderada aqui a restri�c~ao usual de que todas as transi�c~oes devem possuir pr�e-condi�c~ao diferente de vazio. Esta restri�c~ao �e necess�aria para viabilizar a de�ni�c~aodos unfoldings. Exce�c~ao a esta regra �e a transi�c~ao nula, que possui pr�e- e p�os-condi�c~oes vazias.Definic�~ao 2.5. (Rede Lugar/Transição) Uma rede lugar/transi�c~ao (rede L/T)�e uma estrutura R = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR), onde SR �e um conjunto cujoselementos s~ao chamados lugares; (TR; OT ) �e um conjunto apontado cujos elementos



18Rede R0:R0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0)SR0 = fa; b; c; dg(TR0 ; OT0) = fOT0; v1; v2; v3g�R0 = 2a x pR0(x) dR0(x)OT0 OSR0 OSR0v1 2a 2b� cv2 2b dv3 b aRede R1:R1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1)SR1 = fa; b; c; d; eg(TR1 ; OT1) = fOT1; t1; t2; t3; t4g�R1 = a� 3c� d x pR1(x) dR1(x)OT1 OSR1 OSR1t1 2c� a bt2 b a� 2ct3 c� d et4 e c� dFigura 2.2- Representa�c~ao alg�ebrica das redes da �gura 2.1.s~ao chamados transições; pR e dR s~ao mor�smos entre conjuntos apontados quefornecem, respectivamente, origem e destino das transi�c~oes; uR 2 S�N �e a marcação

inicial. Al�em disso, h�a a seguinte restri�c~ao: para todo t 2 (TR; OT ), se pR(t) = OSent~ao t = OT . 
̀�Pelo fato de pR e dR serem mor�smos entre conjuntos apontados, pR(OT ) = OSe dR(OT ) = OS. Ou seja, a transi�c~ao nula �e a �unica que pode ter origem e destinonulos.Exemplo 2.6: A �gura 2.2 mostra a representa�c~ao das redes R0 e R1 da �gura 2.1 usandoesta de�ni�c~ao. 
..̀�Definic�~ao 2.6. (Morfismo entre Redes L/T) Um mor�smo entre duas redesL/TR0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0) eR1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1)�e um par de fun�c~oes (f; h) que satisfaz as seguintes condi�c~oes:1: f : (TR0 ; OT0)! (TR1 ; OT1) �e um mor�smo entre conjuntos apontados;2: g : S�R0 ! S�R1 �e o mor�smo entre multiconjuntos induzido pela fun�c~ao h :SR0 ! S�R1 ;3: g(uR0) = uR1 (g preserva a marca�c~ao inicial);4: 8a 2 SR0 ; 8b 2 SR1 ; g(a)(b) � 15: 8a 2 SR1 e 8t 2 TR0 :� (pR1 � f(t))(a) = (g � pR0(t))(a)� (dR1 � f(t))(a) = (g � dR0(t))(a)S�R0 TR0 S�R0S�R1 TR1 S�R1✤pR0
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✤= =6: 8a; b 2 SR0 se [[g(a)]] \ [[g(b)]] 6= ; ent~ao a = b.A categoria de redes L/T �e denotada por PTNets. 
̀�O item 4 da de�ni�c~ao acima restringe a a�c~ao de g: a fun�c~ao h : SR0 ! S�R1 ,que induz o mor�smo g �e restrita a conjuntos, i.e., 8a 2 SR0 ; h(a) �e um conjunto.



19Isto implica que o contradom��nio de g restrito a SR0 �e restrito aos multiconjuntos� : S ! f0; 1g � N . Esta restri�c~ao n~ao �e imposta aos mor�smos de�nidos em[MES 94a] e �e inclu��da aqui para permitir a existência de um funtor de PTNetspara GG, a categoria de gram�aticas de grafos. Isto signi�ca que a quantidade detokens da marca�c~ao inicial ou de pr�e- ou p�os-condi�c~oes das transi�c~oes n~ao pode ser\aumentada" por um mor�smo, i.e., para d 2 [[g(b)]], se b �zer parte da marca�c~aoinicial, d ter�a a mesma quantidade de tokens que b e se b pertencer �a p�os- ou pr�e-condi�c~ao de alguma transi�c~ao t, ent~ao a multiplicidade de d na p�os- ou pr�e-condi�c~aoda transi�c~ao f(t) �e a mesma que a de b.O item 5 garante que os mor�smos respeitar~ao a origem e o destino das transi�c~oes.Esta �e uma caracter��stica presente tamb�em nos mor�smos entre grafos (de�ni�c~ao3.3).O item 6 �e inclu��do para permitir a existência do produto e coproduto na cate-goria. Esta condi�c~ao impede que lugares pertencentes �a marca�c~ao inicial ou �a p�os-ou pr�e-condi�c~ao de alguma transi�c~ao sejam mapeados para multiconjuntos tendoalgum lugar em comum, limitando a a�c~ao dos mor�smos. Em [MES 94a], estarestri�c~ao �e imposta apenas �a marca�c~ao inicial e �as p�os-condi�c~oes das transi�c~oes.Novamente, esta restri�c~ao �e extendida neste trabalho para permitir a existência dofuntor supracitado.A categoria PTNets �e bastante geral: os objetos s~ao redes L/T nas quais asmarca�c~oes podem ser in�nitas e as transi�c~oes podem ter pr�e- e p�os-condi�c~oes in�nitas(mas com multiplicidades �nitas para os lugares, i.e., o conjunto de lugares SR podeser in�nito). A �unica restri�c~ao �e que uma transi�c~ao n~ao pode ter pr�e-condi�c~aovazia. Os mor�smos s~ao bastantes gerais para permitirem constru�c~oes categ�oricas:esta categoria possui objeto �nal e o produto e coproduto podem ser interpretadoscomo as opera�c~oes de composi�c~ao paralela e n~ao-determin��stica, respectivamente.O objeto terminal �e uma rede com conjunto de lugares vazio, tendo como �unicatransi�c~ao a transi�c~ao nula.Exemplo 2.7: Para a rede R2 da �gura 2.3, o conjunto de transi�c ~oes �e (TR2 ; OT2) =fOT2 ; t1; t2; t3; t4g, o conjunto de lugares �e SR2 = fk; l;m; ng e a marca�c~ao inicial �e uR2 =2k � 2l. Um mor�smo (f; h) : R0 ! R2 entre as redes R0 da �gura 2.1 e R2, �e dado pelasfun�c ~oes f e h dadas a seguir (g �e induzida por h). Se c fosse, por exemplo, mapeado para l,chegar-se-ia �a contradi�c~ao [[g(a)]] \ [[g(c)]] = flg (contraria o item 6 da de�ni�c~ao). Como sepode notar, todos os elementos de [[g(x)]] para x em SR0 possuem multiplicidade menor ouigual a 1, i.e., h(x) �e um conjunto (item 4 da de�ni�c~ao). Veja ainda que g(2a) = 2k � 2l,g(2b) = 2m,g(b) = m, g(2b� c) = 2m, g(d) = OSR2 e g(a) = k� l, respeitando origeme destino das transi�c ~oes mapeadas.x h(x)a k � lb mc OSR2d OSR2
x f(x)OT0 OT2v1 t1v2 t2v3 t3 
..̀�
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<<③③③③③③ x pR2(x) dR2(x)t1 2k � 2l 2mt2 m OSR2t3 2m k � lt4 m nFigura 2.3- Exemplo de uma Rede L/T.2.2 Semântica Operacional de Redes L/TAs transi�c~oes formam a unidade b�asica de computa�c~ao numa rede L/T. Umatransi�c~ao t com origem p(t) = �1 e destino d(t) = �2 realiza uma computa�c~ao con-sumindo os tokens em �1 e produzindo os tokens em �2, i.e, a semântica operacional�e dada pela movimenta�c~ao dos tokens na rede. Para consumir tokens, uma transi�c~aoprecisa estar habilitada.Definic�~ao 2.7. (Transição Habilitada) SejaR uma rede L/T e uR sua marca�c~ao.Uma transi�c~ao t 2 (TR; OT ) est�a habilitada se, e somente se, 8a 2 SR; pR(t)(a) �uR(a). Com o disparo de t obtem-se uma nova marca�c~ao u1 2 S�R para R dada por:8a 2 SR; u1(a) = uR(a)� pR(t)(a) + dR(t)(a). 
̀�Uma transi�c~ao habilitada �e disparada para consumir os tokens de que necessitae gerar os tokens que disponibiliza. Num dado momento, mais de uma transi�c~aopode estar habilitada e qualquer uma pode ser (ou n~ao) disparada, dando umacaracter��stica n~ao-determin��stica �a semântica operacional.Exemplo 2.8: Na redeR0 da �gura 2.4, a transi�c~ao v1 pode ser disparada para produzir umanova marca�c~ao u1 = 2b� c (mostrada na rede R00):u1(a) = 2� 2 + 0 = 0u1(b) = 0� 0 + 2 = 2u1(c) = 0� 0 + 1 = 1u1(d) = 0� 0 + 0 = 0 
..̀�Na rede R1 da �gura 2.1, as transi�c~oes t1 e t3 est~ao ambas habilitadas e, nestecaso, podem ser disparadas ao mesmo tempo (i.e., em paralelo). Esta id�eia ser�arepresentada atrav�es de passo, que �e formado por um n�umero �nito de transi�c~oescompostas em paralelo. Um passo � ser�a representado por um multiconjunto detransi�c~oes e tem origem e destino. A origem �e a uni~ao das pr�e-condi�c~oes dastransi�c~oes que formam o passo e o destino �e a uni~ao das p�os-condi�c~oes.Definic�~ao 2.8. (Passo) Um passo � �e um multiconjunto de transi�c~oes. Umpasso com origem u e destino v �e representado por u[��� v. O conjunto de passos deuma rede R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR), P(R), �e gerado pelas seguintes regras:pR(t) = u e dR(t) = v; t 2 TR e w em S�(u� w)[t�� (v � w) em P(R) u[��� v e u0[��� v0 em P(R)(u� u0)[�� ��� (v � v0)em P(R)
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Figura 2.4- Disparo de uma transi�c~ao numa rede L/T.O conjunto PP(R) de seqüências de passos �e dado pela regrauR[�0�� v0; : : : ; un[�n�� vn em P(R) e ui = vi�1; i = 1; : : : ; nuR[�0�� [�1�� � � � [�n�� vn em PP(R)O conjunto de marcações alcançáveis de uma rede R, A(R), �e o conjunto dasmarca�c~oes que s~ao destino de alguma seq�uência de passos:A(R) = fvj9(uR[�0�� [�1�� � � � [�n�� v) 2 PP(R)g 
̀�Portanto, uma seq�uência de passos representa as transi�c~oes que podem ser dis-paradas, iniciando-se com as transi�c~oes habilitadas pela marca�c~ao inicial e um lu-gar alcan�c�avel �e um lugar que pode ser atingido atrav�es dos disparo de transi�c~oes,iniciando-se tamb�em na marca�c~ao inicial.2.3 Redes SegurasUm tipo especial de redes surge quando a marca�c~ao inicial e as pr�e- e p�os-condi�c~oes das transi�c~oes de uma rede L/T forem conjuntos no lugar de multicon-juntos e todos os lugares forem acess��veis a partir da marca�c~ao inicial: as redesseguras que, como conseq�uência, permitem apenas 1 token por vez em cada lugar.Estas redes ser~ao usadas na de�ni�c~ao de redes de ocorrência.Definic�~ao 2.9. (Redes Seguras) Uma rede R = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR)�e segura se, e somente se as seguintes condi�c~oes forem satisfeitas:1. 8t 2 TR; pR(t) e dR(t) s~ao conjuntos;2. 8v 2 A(R); 8a 2 SR; v(a) � 1, i.e., v �e um conjunto;3. 8a 2 SR; 9v 2 A(R)ja 2 [[v]], i.e., qualquer lugar ou pertence �a marca�c~aoinicial ou �e destino de alguma transi�c~ao.A categoria Safe �e de�nida como a subcategoria completa de PTNets que tem asredes seguras como objetos. 
̀�
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Figura 2.5- Exemplos de uma (a) rede segura e (b) rede de ocorrência.Exemplo 2.9: A �gura 2.5(a) mostra um exemplo de uma rede segura. Como exemplode passos para esta rede, tem-se (a � b � c[t1�� d � e � c) e (a � b[OT3�� a � b) (noteque a origem e o destino do passo formado apenas pela transi�c~ao nula, OT3 , s~ao sempreiguais, uma vez que esta transi�c~ao possui origem e destino vazios). S~ao seq �uências de passos(a� b[OT3�� [t1�� d� e) e (a� b[t1�� [t2�� b� c�d), por exemplo. O conjunto de marca�c ~oesalcan�c �aveis para esta rede �e A(R3) = fa� b; d� e; b� c� d; c� dg. 
..̀�2.4 Redes de OcorrênciaRedes de Ocorrência s~ao redes seguras ac��clicas sem con
itos (a serem de�nidosnesta se�c~ao) onde nenhum lugar da marca�c~ao inicial �e destino de qualquer transi�c~ao.O unfolding de uma rede L/T R possui estas caracter��sticas e, consequentemente,se R for uma rede de ocorrência, seu unfolding ser�a isom�or�co a R.Estas redes ir~ao constituir o dom��nio semântico para as redes L/T: suas transi�c~oesrepresentam poss��veis disparos de transi�c~oes da respectiva rede L/T e os lugares,lugares que s~ao acess��veis a partir da marca�c~ao inicial.De modo semelhante �a pr�e- e p�os-condi�c~ao de uma transi�c~ao, ser~ao de�nidas aspr�e-transi�c~oes de um lugar b, que s~ao as transi�c~oes que têm b como destino e asp�os-transi�c~oes, que s~ao as transi�c~oes que têm b como procedência.Definic�~ao 2.10. (Pré­, Pós­Transição) SejamR = (pR ; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR)uma rede L/T e a 2 SR. O conjunto das pré­transições do lugar a �e de�nido comoP(a) = ft 2 TRja 2 [[dR(t)]]g, e o conjunto das pós­transições do lugar a �e de�nidocomo D(a) = ft 2 TRja 2 [[pR(t)]]g. 
̀�As rela�c~oes de dependência e de con
ito, de�nidas a seguir, ser~ao usadas paracaracterizar uma rede de ocorrência.Definic�~ao 2.11. (Relação de Dependência) SejamR = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR)uma rede L/T, �1 a rela�c~ao de�nida por �1= f(a; t)ja 2 SR; t 2 TR; t 2 D(a)g [f(t; a)ja 2 SR; t 2 TR; t 2 P(a)g e � o fecho transitivo de �1. A rela�c~ao dedependência de R, denotada por �, �e de�nida como o fecho re
exivo de �. Se9a 2 TR [ SRja � a, a rede R possui ciclos. 
̀�
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✤Figura 2.6- Exemplos de uma (a) rede com ciclo e (b) rede com autocon
ito.Exemplo 2.10: Para a rede da �gura 2.6(a), a rela�c~ao �1 �e dada por �1= fa� t1; t1�a; b� t2; t2� ag. Seu fecho transitivo �e fa� b; t1 � t2; b� a; t2 � t1; a� a; b�b; t1� t1; t2� t2g. Portanto, � n~ao �e irre
exiva, e a rede possui um ciclo. 
..̀�Chega-se a uma situa�c~ao de con
ito numa rede quando h�a possibilidade deindeterminismo, que �e caracterizado quando um lugar �e origem de mais de umatransi�c~ao.Definic�~ao 2.12. (Relação de Conflito) SejamR = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR)uma rede L/T, � o fecho re
exivo da rela�c~ao � e m a rela�c~ao de�nida por 8t1; t2 2TR; t1 m t2 , [[pR(t1)]] \ [[pR(t2)]] 6= ; e t1 6= t2. A rela�c~ao de con
ito no conjuntoSR [ (TR; OT ), denotada por #, �e de�nida por8x; y 2 SR [ (TR; OT ); x#y , 9t1; t2 2 TR tais que t1 m t2 e t1 � x e t2 � ySe a rela�c~ao # n~ao for irre
exiva, R possui autoconflitos. 
̀�Exemplo 2.11: Para a rede da �gura 2.6(b), tem-se que �1= fa� t1; a� t2; t1�b; b�t3; t2�cg. Seu fecho transitivo �e fa�b; a�c; t1� t3; t2� t3; b�d; c�d; a�b; a�t3; a�d; a� c; t1�d; t2�dg. Como t1; t2 2 TR; t1 6= t2 e [[pR(t1)]] \ [[pR(t2)]] = fag,tem-se que t1 m t2. Portanto, # = ft1� t2; t1� c; t1� d; t2� b; t2� t3; t2� d; b�c; b� t3; b�c; c� t3; c�d; t3� t3; t3�d; d�dg e os pares sim �etricos, uma vez que#�e sim �etrica. Neste caso, a rela�c~ao # n~ao �e irre
exiva, uma vez que d#d e t3#t3 e, portanto,a rede possui autocon
ito. 
..̀�Definic�~ao 2.13. (Redes de Ocorrência) Uma rede de ocorrência �e uma redesegura R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) tal que:1. a 2 [[uR]], P(a) = ;;2. 8a 2 SR; Cd(P(a)) � 1;3. a rela�c~ao � �e irre
exiva e, 8t 2 TR, o conjunto ft0 2 TRjt0 � tg �e �nito paratodo t 2 TR.4. a rela�c~ao de con
ito # no conjunto TR [ SR �e irre
exiva.A categoria OccNets �e de�nida como a subcategoria completa de Safe que temcomo objetos as redes de ocorrência. 
̀�
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✤✤m(d; 1) m(c; 1)Figura 2.7- Exemplo de uma rede de ocorrência decorada.O item 1 da de�ni�c~ao proibe que lugares pertencentes �a marca�c~ao inicial sejamdestino de transi�c~oes. O item 2 proibe que um lugar seja destino de mais de umatransi�c~ao. O item 3 proibe ciclos e causas in�nitas e o item 4 proibe autocon
itos.Exemplo 2.12: A rede da �gura 2.5(b) �e um exemplo de uma rede de ocorrência: os lugaresda marca�c~ao inicial n~ao pertencem ao destino de qualquer transi�c~ao (condi�c~ao (1) da de�ni�c~ao)e as rela�c ~oes� e # s~ao irre
exivas (a rede n~ao possui ciclos nem autocon
itos). 
..̀�A seguir, ser~ao de�nidas as redes de ocorrência decoradas, que ser~ao usadas pararepresentar os unfoldings de redes L/T, levando em considera�c~ao as multiplicidadesdos lugares. S~ao redes de ocorrência nas quais o conjunto de lugares pertencentes �ap�os-condi�c~ao de uma mesma transi�c~ao �e particionado em fam��lias, que ser~ao usadaspara representar multiplicidade dos tokens.Definic�~ao 2.14. (Rede de Ocorrência Decorada) Uma rede de ocorrência de-corada �e uma rede de ocorrência R que satisfaz as seguintes condi�c~oes:1. SR �e da forma Sa2ARfag � f1; : : : ; nag para algum conjunto AR, na 2 N e oconjunto fag � f1; : : : ; nag �e chamado de famı́lia de a e ;2. 8a 2 AR; 8x; y 2 fag � f1; : : : ; nag;P(x) = P(y).A categoria DecOcc �e de�nida como a subcategoria completa de OccNets quetem como objetos as redes de ocorrência decoradas. 
̀�Exemplo 2.13: A rede R5 da �gura 2.7 �e uma rede de ocorrência decorada, onde AR =fa; b; c; dg. Para todo x 2 f(a; 1); (a; 2)g (fam��lia de a), P(x) = ;, uma vez que fazem parteda marca�c~ao inicial (R5 �e uma rede de ocorrência) e, para todo x 2 f(b; 1); (b; 2); (b; 3)g,P(x) = ft1g, i.e., os elementos de uma mesma fam��lia possuem as mesmas pr �e-transi�c ~oes.
..̀�O funtor F, de�nido a seguir, relaciona redes de ocorrência com as redes L/T,\juntando" os elementos de uma mesma fam��lia. Isto permitir�a relacionar a categoriasemântica com as redes L/T (lembre que DecOcc �e uma subcategoria de OccNets).Definic�~ao 2.15. (Funtor F) Sejam R uma rede de ocorrência decorada, ondeSR = Sa2ARfag � f1; : : : ; nag e h : S�R ! A� um mor�smo tal que h(a; j) = a. Ofuntor F : DecOcc! OccNets �e de�nido por:



25Objetos: F(R) �e a rede (h � p; h � d : (TR; OT )! A�; h(uR));Mor�smos: dado um mor�smo (f; g) : R ! R1, o mor�smo F(f; g) : F(R) !F(R1) �e de�nido por (f; h � g � �), onde � : A� ! S�R �e o mor�smo tal que�(a) = (a; 1). 
̀�Proposic�~ao 1. O funtor F : DecOcc! PTNets est�a bem de�nido.2.5 Unfolding de Redes Lugar/Transi�c~aoOs unfoldings fornecem uma semântica concorrente para as redes L/T. Estasemântica �e caracterizada pela escolha de explicar o comportamento da rede emtermos das no�c~oes de evento (disparo de transi�c~oes), causa (uma transi�c~ao habilitaoutras transi�c~oes) e con
ito (exclus~ao m�utua). Esta escolha tem a vantagem defornecer uma explica�c~ao totalmente causal das computa�c~oes numa rede, i.e., o dis-paro de uma transi�c~ao causa o disparo de uma outra.O unfolding de uma rede L/T R �e de�nido como o colimite dos unfoldings �nitosde R na categoria DecOcc. O unfolding �nito �e de�nido por regras de inferência e�e constru��do indutivamente: o primeiro unfolding (unfolding de profundidade zero)representa a marca�c~ao inicial de R expandida em fam��lias; o k-�esimo unfolding (un-folding de profundidade k) �e obtido disparando-se todas as poss��veis transi�c~oes de Rno (k� 1)-�esimo unfolding. Isto implica que uma rede com ciclos pode ter unfoldingin�nito, dependendo da marca�c~ao inicial, possuindo v�arias instâncias do disparo deuma mesma transi�c~ao. Os pares con
itantes tamb�em s~ao representados no unfold-ing, i.e., se duas transi�c~oes est~ao habilitadas, as duas s~ao representadas, de modoque cada transi�c~ao no unfolding corresponde a um poss��vel disparo na rede R.As multiplicidades dos tokens s~ao representadas por fam��lias, de maneira quecada lugar do unfolding corresponde a um token de um lugar alcan�c�avel da rede R.A seguir, ser~ao de�nidos elementos concorrentes, que identi�cam quais lu-gares se pode usar como pr�e-condi�c~ao para as transi�c~oes dos unfoldings �nitos. S~aoconstitu��dos de lugares alcan�c�aveis que n~ao est~ao em con
ito e n~ao s~ao interdepen-dentes.Definic�~ao 2.16. (Elementos Concorrentes) Dada uma rede de ocorrênciaR = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR), s~ao de�nidos:� para x; y 2 TR [ SR; x co y se (x � y ou y � x ou x#y) �e falso;� para X � TR [ SR, Co(X) se8x; y 2 X; x co y e o conjunto ft 2 TRj9z 2 X; t � zg �e �nito. 
̀�Definic�~ao 2.17. (Unfolding Finito de Redes L/T) Seja uma rede L/TR = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR). O unfolding (�nito) de profundidade k da redeR, UkR(R) = (pk; dk : (Tk; OT )! S�k ; uk), �e de�nido para todo k 2 N , como:k = 0 :� S0 = Sff(;; b)g � f1; : : : ; ngjuR(b) = ng;� T0 = fOTg� u0 =LS0.� p0(OT ) = d0(OT ) = OS0.k > 0 (J �e um conjunto de ��ndices):



261. B=f((xj ;bj);ij)jj2Jg�Sk�1;Co(B);t2TR;Lj2J bj=pR(t)(B;t)2Tk e pk(B;t)=LB2. t0=(B;t)2Tk;dR(t)=Lj2J njbjf(ft0g;bj)g�f1;::: ;njg�Sk;8j2J; e dk(t0)=Lj;i�i�nj ((ft0g;bj);i)3. uk =LS0 = u0.Para cada k 2 N , h�a uma inclus~ao ink : UkR(R)! Uk+1R (R). 
̀�O objetivo da premissa da regra de inferência 1 �e gerar todos os poss��veis sub-conjuntos do conjunto de lugares e, atrav�es do predicado Co, eliminar aqueles quelevam a con
ito ou que j�a foram \usados" num passo anterior. Se este conjuntopuder ser usado para disparar alguma transi�c~ao de R, ent~ao uma transi�c~ao �e ge-rada na rede de ocorrência. A regra de inferência 2 gera as p�os-condi�c~oes para astransi�c~oes geradas.O k-�esimo unfolding de uma rede R re
ete o comportamento de R at�e seq�uênciasde passos de tamanho m�aximo k (i.e., corresponde ao disparo de no m�aximo ktransi�c~oes). A �nalidade da de�ni�c~ao �e gerar todas as poss��veis instâncias de lugaresalcan�c�aveis e todos os poss��veis disparos de transi�c~oes de R , \decorando-os" com suahist�oria. As fam��lias de lugares em UkR(R) representam lugares com a mesma hist�oriae s~ao representados por pares (A; b) onde b 2 SR e A �e um conjunto contendo ahist�oria de b. Da��, os lugares ser~ao da forma ((A; b); i), onde i 2 N (para representara multiplicidade de b). De modo an�alogo, as transi�c~oes ser~ao pares (B; t), ondet 2 TR e B representa a hist�oria de t.A rede U0R(R) �e obtida formando fam��lias a partir da marca�c~ao inicial de R.Uk+1R (R) �e obtida, indutivamente, gerando uma nova transi�c~ao para cada subcon-junto poss��vel de lugares de UkR(R) cujo multiconjunto dos correspondentes lugaresem R constituem a origem de alguma transi�c~ao t de R. As fam��lias formadas apartir do destino de t s~ao tamb�em inclu��das em Uk+1R (R).Proposic�~ao 2. Dada uma rede L/T R, UkR(R) �e uma rede de ocorrência deco-rada (objeto de DecOcc).Definic�~ao 2.18. (Semântica de Redes L/T) O unfolding UnfR(R) de uma redeL/T R �e de�nido como sendo o objeto colimite do diagrama D : N ! DecOcc talque D(n) = UnR(R) e D(n ! n + 1) = inn. A semântica de uma rede L/T R �e oseu unfolding UnfR(R). 
̀�Proposic�~ao 3. O funtor UnfR : PTNets ! DecOcc est�a bem de�nido, com omapeamento dos mor�smos induzido pela inclus~ao inn.Pela de�ni�c~ao, redes ac��clicas �nitas ter~ao unfoldings �nitos, i.e., UnfR(R) �euma rede �nita se R for ac��clica e �nita.Exemplo 2.14: O unfolding U3(R0) da redeR0 da �gura 2.1, �e obtido da seguinte maneira:U0R(R0): esta rede �e formada apenas por dois lugares, com um token em cada lugar,representando a expans~ao da marca�c~ao inicial em fam��lias: a1 = ((;; a); 1) e a2 = ((;; a); 2)(o conjunto vazio indica que o respectivo lugar n~ao possui hist �oria).� S0 = fa1; a2g� (T0; OT ) = fOTg� u0 = a1 � a2
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 ! " #U1R(R0): O �unico subconjunto de S0 tais que seus elementos podem formar pr �e-condi�c ~oesde transi�c ~oes de R �e B1 = fa1; a2g, pois 2a �e a origem da transi�c~ao v1. Co(B1) �e ver-dadeiro, uma vez que ainda n~ao h �a transi�c ~oes na rede U0R(R0). Portanto, t1 = (B1; v1) 2T1 e p1(t1) = a1�a2. Como dR(v1) = 2b�c, tem-se queA1 = fb1; b2; c1g � S1 e d1(t1) =b1� b2� c1, onde b1 = ((t1; b); 1), b2 = ((t1; b); 2) e c1 = ((t1; c); 1). A hist �oria destes lu-gares �e (B; t), que signi�ca que estes lugares foram gerados atrav �es dos disparo da transi�c~aot, com a pr �e-condi�c~ao (e sua hist �oria) representada em B. Esta rede representa o disparo datransi�c~ao v1 da rede R0.� S1 = fa1; a2; b1; b2; c1g� (T1; OT ) = fOT ; t1g� u1 = a1 � a2 disparo datransi�c~ao v1: maU1R(R0) : v3 v1m� a1 m� a2 m��b m� ct1 v2mb1 mb2 mc1 md$$■
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 ! " #U2R(R0): Subconjuntos poss��veis de S1 que formam elementos concorrentes s~ao B2 =fb1g e B3 = fb2g que podem ser usados para o disparo da transi�c~ao v3. Portanto, t1 =(B2; v3) e t2 = (B3; v3) 2 T2. Como dR(v3) = a, tem-se os conjuntos A2 = fa3g �S2, A3 = fa4g � S2, d2(t1) = a2 e d2(t2) = a4, onde a3 = ((ft1g; a); 1) e a4 =((ft2g; a); 1). Outro subconjunto poss��vel de S1 que possui elementos concorrentes �e B4 =fb1; b2g, que pode ser usado para o disparo da transi�c~ao v2: t3 = (B4; v2) 2 T2 e, comodR(v2) = d, tem-se que A4 = fd1g � S2 e d2(t3) = d1, onde d1 = ((ft3g; d); t). Estasitua�c~ao representa o disparo da transi�c~ao v2 e aos dois disparos da transi�c~ao v3 na rede R0.Note-se que estas duas transi�c ~oes (v2 e v3) est~ao habilitadas e n~ao podem ser disparadas aomesmo tempo em R0 e ambas s~ao representadas no unfolding (representa�c~ao expl��cita don~ao-determinismo).� S2 = fa1; a2; b1; b2; c1; a3; a4; d1g� (T2; OT ) = fOT ; t1; t2; t3; t4g� u2 = a1 � a2
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 ! " #U3R(R0): O �unico subconjunto poss��vel de S2 que possui elementos concorrentes �e B5 =fa3; a4g pois pR(v1) = 2a. Neste ponto, surge uma situa�c~ao semelhante a U1R(R0), ou seja,volta-se a disparar v1 (ciclo): o unfolding se desdobra inde�nidamente, \repetindo-se" a redeU2R(R0).� S3 = fa1; a2; b1; b2; c1; a3; a4; d1; b3; b4; c2g� (T3; OT ) = fOT ; t1; t2; t3; t4; t5g� u3 = a1 � a2U3R(R0) : m� a1 m� a2t1mb1 mb2 mc1 mat2 t3 t4 v3 v1ma3 md1 ma4 m��b m��ct5 v2mb3 mb4 mc2 md
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3 Gram�aticas de GrafosAs gram�aticas de grafos surgiram a partir das gram�aticas de Chomsky pelo uso degrafos no lugar de strings, i.e., um grafo representa o s��mbolo inicial (s��mbolo inicialda gram�atica) e os lados esquerdo e direito das produ�c~oes (regras da gram�atica)tamb�em s~ao grafos. Analogamente �a aplica�c~ao de regras nas gram�aticas de Chomsky,uma regra em gram�aticas de grafos pode ser aplicada num grafo-estado se houveruma ocorrência (de�nida em termos de subgrafo) do lado esquerdo da regra nografo-estado.A semântica operacional (comportamento) de um sistema descrito por umagram�atica de grafos �e dada pela aplica�c~ao das regras da gram�atica a grafos-estado(inciando-se no estado inicial). A aplica�c~ao de uma regra a um grafo-estado, chamadaderiva�c~ao direta, s�o �e poss��vel se houver uma ocorrência do lado esquerdo da regrano grafo-estado. Esta ocorrência ser�a de�nida como um subgrafo do grafo-estadoisom�or�co ao lado esquerdo da regra.Neste cap��tulo, ser�a de�nida uma semântica para gram�aticas de grafos que des-creve todos os poss��veis estados e mudan�cas de estado e que tamb�em �e uma gram�aticade grafos. Tais gram�aticas s~ao as gram�aticas de grafos de ocorrência, que s~aogram�aticas que possuem dois grafos como tipo. Um destes grafos �e chamado grafo-n�ucleo e ser�a interpretado como poss��veis grafos-estado (e as regras como poss��veisderiva�c~oes) de uma gram�atica de grafos da categoria GG (i.e., nestas gram�aticas deocorrência s~ao representados os poss��veis grafos-estado e as deriva�c~oes necess�ariaspara se chegar a tais grafos-estado). Para isto, ser~ao de�nidas as gram�aticas degrafos duplamente tipadas, que s~ao gram�aticas que possuem dois tipos e, a partirda��, ser~ao de�nidas as gram�aticas de grafos de ocorrência como sendo gram�aticas degrafos duplamente tipadas que possuem algumas propriedades especiais (s~ao ac��clicase livres de con
itos).Uma gram�atica de grafos de ocorrência ser�a ent~ao usada para representar asemântica de uma gram�atica de grafos tipada, i.e., todas as computa�c~oes (deriva�c~oes)poss��veis ser~ao representadas. Isto ser�a feito atrav�es do unfolding, que �e de�nidocomo o colimite do diagrama formado pelos unfoldings �nitos de uma gram�atica degrafos GG. O unfolding �nito �e constru��do indutivamente a partir do grafo inicial deGG: o unfolding zero �e uma gram�atica de grafos de ocorrência onde o grafo-n�ucleo �eo grafo inicial de GG e o k-�esimo unfolding �e constru��do aplicando-se todas as regrasde GG que podem ser aplicadas ao grafo-n�ucleo do (k � 1)-�esimo unfolding. Destamaneira, o unfolding representar�a todas as poss��veis deriva�c~oes de GG.Todas as de�ni�c~oes e conceitos deste cap��tulo foram retirados de [EHR 96],[COR 96] e [RIB 96b], onde podem ser encontradas as provas para as proposi�c~oese teoremas apresentados.



30Estrutura do cap��tulo:� se�c~ao 1: �e apresentada a de�ni�c~ao dos grafos que ser~ao usados neste trabalho:s~ao grafos dirigidos onde todos os v�ertices possuem um destino e uma origem.A seguir, �e de�nida a categoria GraphP, dos grafos e mor�smos parciais entregrafos. Os mor�smos s~ao de�nidos de modo a preservarem uma compatibili-dade estrutural entre os grafos;� se�c~ao 2: s~ao de�nidos os grafos tipados, que s~ao grafos onde seu tipo �e tamb�emum grafo. Em seguida, �e de�nido o funtor de retipagem, que pode ser vistocomo uma maneira de transformar um grafo com um certo tipo num outrografo com outro tipo;� se�c~ao 3: �e apresentado o conceito das regras que ser~ao usadas nas gram�aticasde grafos a serem de�nidas: um mor�smo parcial entre grafos tipados. Emseguida, o funtor de retipagem �e usado para transformar uma regra com umcerto tipo numa outra regra com outro tipo;� se�c~ao 4: a categoria de gram�aticas de grafos GG �e de�nida: os objetos s~aogram�aticas de grafos que possuem um grafo T como tipo, um grafo inicialtipado com tipo T e as regras tamb�em com tipo T . Os mor�smos s~ao de�nidosem fun�c~ao do funtor de retipagem, de modo a preservar uma compatibilidadeestrutural e semântica;� se�c~ao 5: a semântica operacional das gram�aticas de grafos �e apresentada,sendo de�nida em termos da aplica�c~ao de regas a grafos-estado, iniciando-seno grafo inicial.� se�c~oes 6, 7 e 8: s~ao de�nidos os mesmos conceitos das se�c~oes 1, 2 e 3, por�empara o caso em que o grafo-tipo �e um grafo tipado;� se�c~ao 9: �e de�nido o conceito de grafo-n�ucleo e s~ao de�nidas as rela�c~oes deocorrência, con
ito, dependência e con
ito fraco para uma gram�atica de grafoscom tipo duplo que possue grafo-n�ucleo;� se�c~ao 10: as gram�atica de grafos de ocorrência s~ao de�nidas usando as rela�c~oesda se�c~ao 9. Estas gram�aticas s~ao livres de ciclos e autocon
itos;� se�c~ao 11: a semântica de uma gram�atica de grafos �e de�nida por meio deunfoldings. As gram�aticas de grafos abstratas s~ao de�nidas de modo que asemântica constitua um funtor.3.1 GrafosAl�em da representa�c~ao gr�a�ca de grafos, pode-se represent�a-los algebricamentepor meio de conjuntos e fun�c~oes: um grafo G �e formado por um conjunto V dev�ertices e um conjunto A de arcos conectando os v�ertices. As conex~oes s~ao repre-sentadas por duas fun�c~oes totais p; d : A! V que atribuem a cada arco uma origeme um destino, respectivamente.Definic�~ao 3.1. (Grafo) Um grafoG = (VG; AG; pG; dG) consiste de um conjuntode v�ertices VG, um conjunto de arcos AG, e duas fun�c~oes totais pG; dG : AG ! VG,chamadas origem e destino dos arcos, respectivamente. Um item x 2 G denota umelemento de VG [ AG. Um grafo �e �nito se VG e AG forem ambos �nitos. 
̀�Exemplo 3.1: A �gura 3.1 mostra dois grafos G e H e suas representa�c ~oes gr �a�cas ealg �ebricas. Neste trabalho, quase sempre haver �a mais de um grafo numa mesma �gura. Porisso, ser~ao sempre delimitados por um �. 
..̀�
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H = (VH ; AH ; pH ; dH)VH = f✄;☎;✆;✇;✈gAH = fk; l;m; ng x pH(x) dH(x)k ✄ ✄l ☎ ✆m ✇ ☎n ✈ ☎Figura 3.1- Exemplos de representa�c~ao alg�ebrica de grafos.Como as gram�aticas de grafos ser~ao constru��das a partir de grafos, os mor�smosacabar~ao por se resumir em mor�smos entre grafos. Um mor�smo f : G ! Hentre os grafos G e H expressa uma compatibilidade estrutural entre os grafos epode ser parcial ou total. Estes mor�smos ter~ao dois componentes: uma fun�c~ao fVque mapeia os v�ertices de G para os v�ertices de H e uma fun�c~ao fA que mapeiaos arcos de G para os arcos de H. A compatibilidade estrutural se resume narestri�c~ao de que todo arco que �e mapeado por fA precisa ser compat��vel com omapeamento de sua origem e seu destino por fV , i.e., se pG(a) = ✄ e dG(a) = ✆,ent~ao pH(fA(a)) = fV (✄) e dH(fA(a)) = fV (✆). O diagrama abaixo resume estacompatibilidade.
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 ! " #f : G! Hf = (fV ; fA)fV : VG ! VAfA : AG ! AH x fV (x)
✤ ✈

✎ ☎

✡ ✇

✠ ☎

x fA(x)e nb mFigura 3.2- Exemplo de um mor�smo entre os grafos G e H.Definic�~ao 3.3. (Morfismo entre Grafos) Um mor�smo (parcial) g : G! H deum grafo G para um grafo H �e um par g = (gV ; gA) consistindo de duas fun�c~oesparciais gV : VG ! VH e gA : AG ! AH tais que os diagramas abaixo comutemfracamente: AG AHVG VHgA
//❴❴❴❴❴

❴pG
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ pH

��
✤✤
✤✤
✤gV //❴❴❴❴❴❴

� AG AHVG VHgA
//❴❴❴❴❴

❴dG
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ dH

��
✤✤
✤✤
✤gV //❴❴❴❴❴❴

�Um mor�smo g �e chamado total, injetor, sobrejetor, de inclus~ao ou vazio seambos os componentes forem fun�c~oes totais, injetoras, sobrejetoras, de inclus~ao ouvazias, respectivamente. Um grafo G �e um subgrafo de H (G � H) se houver umainclus~ao g : G! H.A categoria de grafos e mor�smos parciais de grafos �e denotada por GraphP. Asubcategoria de GraphP consistindo de todos os grafos e mor�smos totais de grafos�e denotada por Graph. 
̀�Exemplo 3.2: Na �gura 3.2, h �a um mor�smo f entre os grafos G e H. Como se pode ver,o mor�smo �e parcial e estabelece uma compatibilidade estrutural entre os grafos. As fun�c ~oesparciais fV e fA satisfazem a comutatividade fraca, i.e, dom(fA) = fe; bg e fA � pH �pG � fV :� pH(fA(e)) = pH(n) = ✈ = fV (✤) = fV (pG(e))� dH(fA(e)) = dH(n) = ☎ = fV (✎) = fV (dG(e))� pH(fA(b)) = pH(m) = ✇ = fV (✡) = fV (pG(b))� dH(fA(b)) = dH(m) = ☎ = fV (✎) = fV (dG(b)) 
..̀�3.2 Grafos TipadosUm grafo tipado �e um grafo que possui um outro grafo como tipo, i.e., cadaelemento (arco ou v�ertice) possui um tipo. Neste trabalho, ser~ao usadas gram�aticasde grafos nas quais o grafo-estado �e um grafo tipado e as regras s~ao descritas pormor�smos entre grafos tipados onde o tipo, chamado grafo-tipo, tamb�em �e um grafo.
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 ! " #Figura 3.3- Grafo tipado (G; tG; T ).O uso de grafos tipados tem a vantagem de que algumas inconsistências nos estadosde um sistema s~ao eliminadas pela compatibilidade de tipos. Por exemplo, sen~ao houver um arco entre dois v�ertices ✡ e ✱ no grafo-tipo, n~ao poder�a haver nagram�atica de grafos arcos conectando v�ertices que têm ✡ e ✱ como tipos.Definic�~ao 3.4. (Grafo Tipado) Um grafo tipadoGT �e uma triplaGT = (G; tG; T )onde G e T s~ao grafos e tG : G! T �e um mor�smo total entre grafos. T �e chamado
grafo­tipo de GT . 
̀�Exemplo 3.3: Na �gura 3.3, h �a o grafo tipado GT = (G; tG; T ), onde T �e o grafo-tipo etG �e um mor�smo de tipo (mor�smo total entre os grafosG e T ). Como na maioria das vezesser~ao dados grafos tipados neste trabalho, para facilitar a representa�c~ao do mor�smo de tipo,ser �a adotada a conven�c~ao de que os itens do grafo-tipo n~ao ter~ao ��ndices, os itens dos grafoster~ao ��ndices e seu tipo ser �a o item sem ��ndices. Isto elimina a necessidade de representa�c~aogr �a�ca (setas pontilhadas) do mor�smo de tipo. 
..̀�Definic�~ao 3.5. (Morfismo entre Grafos Tipados) Um mor�smo entre grafostipados gt : GT1 ! HT2 �e um par de mor�smos gt = (g; t) com g : G! H e t : T1 !T2 tal que o diagrama abaixo comute fracamente em GraphP, i.e., t� tG �g? = tH �g!.G HT1 T2g

//❴❴❴❴❴❴
❴tG
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ tH

��
✤✤
✤✤
✤t //❴❴❴❴❴

�Um automorfismo entre grafos tipados �e um isomor�smo f t : GT ! GT que sejadiferente da identidade em GT .A categoria dos grafos tipados e dos mor�smos de�nidos acima �e denotada porTGraphP. Fixando um grafo-tipo T , a subcategoria TGraphP(T ) de TGraphP temcomo objetos todos os grafos tipados com tipo T e como mor�smos todos os mor�s-mos de TGraphP nos quais o componente de tipo �e a fun�c~ao identidade. A restri�c~aodas categorias acima a mor�smos totais s~ao denotadas por TGraph e TGraph(T ),respectivamente. 
̀�Exemplo 3.4: Omor�smo gt = (g; t) entre os grafosGT0 = (G; t0; T0) eHT1 = (H; t1; T1)da �gura 3.4 �e um mor�smo entre grafos tipados. Note-se que os mor�smos g e t obedecem�a compatibilidade estrutural. 
..̀�
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Figura 3.4- Exemplo de um mor�smo entre os grafos tipados GT0 e HT1 .Na de�ni�c~ao de mor�smos entre gram�aticas de grafos, ser~ao relacionadas gram�ati-cas de grafos com tipos diferentes. Para esta �nalidade, ser�a de�nido como trans-formar um mor�smo entre grafos tipados num outro mor�smo entre grafos tipadosonde os grafos-tipo sejam diferentes. A transforma�c~ao de um grafo tipado GT00 emGT11 ser�a de�nida em termos de um mor�smo f : T1 ! T0 entre os grafos-tipo T1e T0. A transforma�c~ao ser�a feita de tal modo que G1 seja (isom�or�co a) o maiorsubgrafo de G0 cujos elementos possuem como tipo elementos da imagem de f .A de�ni�c~ao de retipagem �e feita em termos da constru�c~ao categ�orica pullbackna categoria GraphP. Esta propriedade assegura a preserva�c~ao de deriva�c~oes (umaderiva�c~ao �e a aplica�c~ao de uma regra a um grafo-estado) atrav�es dos mor�smos entregram�aticas de grafos (compatibilidade semântica). Como os pullbacks s~ao �unicos amenos de isomor�smo, �e preciso um resultado concreto para de�nir uma constru�c~aodetermin��stica. A de�ni�c~ao a seguir formaliza esta id�eia.Definic�~ao 3.6. (Escolha de Pullback) Uma escolha de pullback numa categoriaCat que tenha pullbacks �e um pullback �xo PB(G3 g! G1 f G2) = (G3 f� G4 g�! G2)para cada diagrama (G3 g! G1 f G2) em Cat. 
̀�Definic�~ao 3.7. (Funtor de Retipagem) Seja f : T2 ! T1 um mor�smo emGraphP. Ent~ao h�a um functor Tf : TGraphP(T1) ! TGraphP(T2), chamado funtor

de retipagem, induzido por f . T1 TGraphP(T1)T2 TGraphP(T2)f OO✤✤✤✤✤✤
Tf
��
✤✤
✤✤
✤

Tf �e de�nido para cada objeto (G1; tG1 ; T1) e mor�smo gT1 : G1 ! H1 emTGraphP(T1) como:



35� Objetos: Tf (G1; tG1 ; T1) = (G2; f ? � tG1�; T2), onde (1) abaixo �e uma escolhade pullback em Graph, i.e., (G1 f !G G2 tG1�! dom(f)) = PB(G1 tG1! T1 f ! dom(f)). G1 T1G2 dom(f) T2✤ tG1
//❴❴❴❴❴❴❴❴

❴
f !G OO✤✤✤✤✤✤ ❴

f !OO✤✤✤✤✤
✤ tG1� //❴❴❴❴❴

(1)
� � f? //❴❴❴❴❴� Mor�smos: Tf(gT11 ) = gT22 , onde g1 : GT11 ! HT11 e g2 = g2! � g?2�1 �e assimde�nido: seja (3) o pullback em GraphP de g?1 : dom(g1)! G1 e f !G : G2 ! G1onde o mor�smo g?2 : dom(g2) ! G2 �e uma inclus~ao. O mor�smo g2! :dom(g2)! H2 �e o mor�smo universal induzido pelo pullback (2).dom(g1)G1 H1T1dom(g2)G2 H2dom(f)
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✕ tG1� **❯❯❯
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(1) (2)(3)

̀�Exemplo 3.5: A �gura 3.5 mostra a aplica�c~ao do funtor de retipagem ao mor�smo g1 :GT11 ! HT11 , Tf (g1) = g2 : G2 ! H2. Note que os grafos G2 e H2 s~ao obtidos atrav �esda aplica�c~ao do funtor Tf aos grafos G1 e H1, respectivamente. Na �gura est �a representadotamb�em o mor�smo f !G, obtido em Tf (G1). 
..̀�3.3 RegrasComo foi dito na introdu�c~ao, uma regra em gram�aticas de grafos �e um mor�smoentre grafos (no nosso caso, grafos tipados) e s~ao compostas por um lado direitoe um lado esquerdo. No uso de regras para descrever uma mudan�ca de estado, olado esquerdo representa o que deve estar presente no (grafo-)estado para que aregra seja aplicada e o mor�smo representa as mudan�cas que ocorrem no estadocom a aplica�c~ao da regra. A rela�c~ao (mor�smo) entre os lados direito e esquerdoexpressa as opera�c~oes envolvidas numa mudan�ca de estado, que s~ao preserva�c~ao,elimina�c~ao e adi�c~ao de itens do grafo-estado.
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OO f !

G2 H2 T2Figura 3.5- Retipagem do mor�smo g1.Seja r : L ! R uma regra. O signi�cado das opera�c~oes envolvidas numa mu-dan�ca de estado em termos do mor�smo s~ao:� preserva�c~ao: todo item que �e mapeado por r �e preservado pela regra;� elimina�c~ao: todo item que est�a em L e n~ao �e mapeado por r �e eliminadopela regra;� adi�c~ao: todo item emR que n~ao pertencem �a imagem de r �e criado/adicionadopela regra.Para permitir a de�ni�c~ao dos unfoldings, duas restri�c~oes ser~ao impostas �as regras:a primeira �e que as regras n~ao podem identi�car itens (i.e., o mor�smo precisa serinjetor) e a segunda �e que as regras devem eliminar algum item (i.e., o mor�smoprecisa ser parcial).Definic�~ao 3.8. (Regra) Seja T um grafo. Uma regra em rela�c~ao a T �e ummor�smo rT : LT ! RT em TGraphP(T ) tal que:1. rT �e um mor�smo injetor;2. rT n~ao �e total;O conjunto de todas a regras em rela�c~ao a um grafo T �e denotado por Rules(T ).Se substituirmos o segundo item por (20. r n~ao �e um isomor�smo), ser�a obtidauma regra geral. O conjunto de todas as regras gerais com um grafo-tipo T �xo �edenotado por GRules(T ). 
̀�Exemplo 3.6: A regra r : LT ! RT = (f; idT ), onde f �e o mor�smo entre os grafos L eR dado por f : L! R = (f✎1�✎2;✡2�✡3g; ;) da �gura 3.6 preserva os itens ✎1 e ✡2,elimina os itens a1;✡1 e a2 e cria os itens ✄1 e b1. 
..̀�No relacionamento entre gram�aticas de grafos, a rela�c~ao entre as regras ser�ade�nida em termos de subregras. Se um regra r1 �e subregra de uma regra r2, ent~aoelas criam os mesmos itens. Al�em disso, deve haver uma inclus~ao de r1 em r2 quesatisfa�ca a condi�c~ao de seguran�ca, de�nida a seguir.Definic�~ao 3.9. (Condição de Segurança) Sejam LT1 = (L1; tL1; T ) e LT2 =(L2; tL2 ; T ) dois grafos tipados com grafo-tipo T . Um mor�smo total e injetoriL : L1 ! L2 satisfaz a condi�c~ao de seguran�ca se, e somente se, para todo elementoe 2 L2, se tL2(e) 2 img(tL1) ent~ao 9p 2 L1 tal que iL(p) = e. 
̀�
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Figura 3.6- Exemplo de uma regra com tipo T .A condi�c~ao de seguran�ca assegura que L2 n~ao contenha elementos que tenham omesmo tipo que um elemento da imagem de iL e que n~ao esteja na imagem de iL.Definic�~ao 3.10. (Subregra) Sejam r1 : LT1 ! RT1 e r2 : LT2 ! RT2 duas regrascom grafo-tipo T . Ent~ao r1 ser�a uma subregra de r2, denotado por r1 �r r2, se, esomente se, houver mor�smos totais e injetores iL : L1 ! L2 e iR : R1 ! R2 taisque o diagrama abaixo seja um pushout em TGraphP(T ) e que satisfa�cam a condi�c~aode seguran�ca. L1 R1L2 R2r1

//❴❴❴❴❴
� _iL
��
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✤ � _iR

��
✤✤
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PODuas regras r1 e r2 s~ao isomórficas, denotado por r1 �= r2, se r1 �r r2 e iL eiR forem isomor�smos. A classe das regras isom�or�cas a uma regra r �e denotadapor [r]. Ser�a denotado por [r1] �R [r2] a extens~ao da rela�c~ao de subregra a classesde regras isom�or�cas. Os conjuntos de classes de regras isom�or�cas com tipo T s~aodenotados por IRules(T ) e, para as regras gerais, IGRules(T ). 
̀�Exemplo 3.7: Na �gura 3.7, a regra r1 : LT1 ! RT1 �e subregra da regra r2 : LT2 ! RT2 .Observe que o diagrama comuta e satisfaz a condi�c~ao de seguran�ca. Se houvesse em L2 maisalgum item do tipo ✄ (ou ☎ ou a), deveria haver mais um item deste tipo em L1 para sermapeado por iL e satisfazer, assim, a condi�c~ao de seguran�ca. 
..̀�A seguir, ser�a de�nido um funtor de regras, que ser�a usado da de�ni�c~ao de mor-�smos entre gram�aticas de grafos. Este funtor associa a cada grafo T o conjunto deregras com grafo-tipo T e a cada mor�smo entre grafos-tipo T1 e T2 a correspondentetradu�c~ao das regras atrav�es do funtor de retipagem T .Definic�~ao 3.11. (Funtor de Regras) IGRules de�ne um funtorR : GraphPOP !SetP, de�nido para todos os objetos T1; T2 e mor�smo fOP : T1 ! T2 em GraphPOPda seguinte maneira:� Objetos: R(T1) = IGRules(T1)� Mor�smos: R(f) = Rf : IGRules(T1)! IGRules(T2) �e de�nido para todo[r] 2 IGRules(T1) como
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Figura 3.7- Exemplo de subregra.Rf ([r]) = � [Tf (r)]; se Tf (r) n~ao for um isomor�smo;undef; caso contr�ario 
̀�Atrav�es do funtor R, uma regra r1 com grafo-tipo T1 pode ser \traduzida" paraum regra r2 com grafo-tipo T2 usando para isto um mor�smo f : T2 ! T1. Rfrelaciona a regra r1 : LT11 ! RT11 com a regra r2 : LT22 ! RT22 , onde r2 = Tf(r1),LT22 = Tf (LT11 ) e RT22 = Tf (RT11 ).L1r1
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3.4 Gram�aticas de GrafosNeste trabalho, ser~ao usadas gram�aticas de grafos onde os grafos s~ao grafostipados. Uma gram�atica de grafos consiste basicamente de um grafo inicial e umconjunto de regras. Sua de�ni�c~ao consiste de quatro itens:1. um grafo-tipo que especi�ca o tipo de todos os grafos envolvidos na gram�atica;2. um grafo inicial, que representa o estado inicial do sistema;3. um conjunto de nomes de regras, para identi�car as regras da gram�atica;4. uma fun�c~ao que associa a cada nome de regra uma regra.Definic�~ao 3.12. (Gramática de Grafos) Uma gram�atica de grafos �e uma tuplaGG = (T; I; N; n) onde:� T �e um grafo (o tipo da gram�atica);� I �e um grafo tipado em TGraphP(T ) (o grafo inicial da gram�atica),� N �e um conjunto de nomes de regras;� n : N ! Rules(T ) �e uma fun�c~ao total (a fun�c~ao de nomea�c~ao, atribuindo acada nome de regra uma regra em rela�c~ao ao tipo T ).
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r4Figura 3.8- Exemplo de uma gram�atica de grafos GG0.Ser�a denotado por n a extens~ao de n a classes de regras isom�or�cas, i.e., n(x) =[n(x)] para cada x 2 N . 
̀�Exemplo 3.8: Seja a gram�atica de grafos da �gura 3.8. O conjunto de nomes de regras �eN0 = fx1; x2; x3; x4g e T0 �e o grafo-tipo (o tipo da gram�atica). A regras s~ao:� r1 = (f1; idT ); f1 = (f☎1�☎2g; ;): esta regra preserva um item com tipo ☎, eliminaitens com os tipos b, c ✄ e ✆ e cria itens com tipo d e ✇;� r2 = (f2; idT ); f2 = (;; ;): esta regra n~ao preserva nenhum item, elimina um itemdo tipo ✄ e cria itens com tipo ✄, b e ✆;� r3 = (f3; idT ); f3 = (f✆1�✆2;☎1�☎2g; ;): esta regra preserva itens com tipo ✆e ☎, elimina um item com tipo d e cria itens com tipo c e e;� r4 = (f4; idT ); f4 = (f✇1 � ✇2g; ;): esta regra preserva um item com tipo ✇ eelimina um item com tipo ♥. 
..̀�Os mor�smos entre gram�aticas de grafos s~ao de�nidos de modo a expressar umacompatibilidade estrutural entre as gram�aticas e a implicar uma correspondenterela�c~ao semântica: se houver um mor�smo entre as gram�aticas GG0 e GG1, ent~aoh�a uma correspondente rela�c~ao entre as semânticas de GG0 e GG1, induzida pelomor�smo.Um mor�smo f : GG1 ! GG2 entre as gram�aticas GG1 e GG2 �e composto dedois componentes: um mor�smo fT : T2 ! T1 entre os grafos-tipo T1 e T2 e umafun�c~ao parcial fN : N1 ! N2 entre os conjuntos dos nomes das regras.Definic�~ao 3.13. (Morfismo entre Gramáticas de Grafos) Sejam as gram�aticasGG1 = (T1; IT11 ; N1; n1) e GG2 = (T2; IT22 ; N2; n2). Um morfismo entre gramáticas

de grafos f : GG1 ! GG2 �e um par f = (fOPT ; fN) onde fOPT : T1 ! T2 �e ummor�smo em GraphPOP e fN : N1 ! N2 �e uma fun�c~ao parcial tais que as seguintescondi�c~oes sejam satisfeitas:1. Subcomutatividade: n2 � fN �R RfT � n1, onde n1 e n2 s~ao as extens~oes den1 e n2 a classes de regras isom�or�cas e �R �e a rela�c~ao de subregra.
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�R2. IT22 �= TfT (IT11 ) 
̀�Observa�c~oes:� Sempre que uma regra x for mapeada por fN , a regra associada a fN (x) precisaser uma subregra de Tf (n(x)), a tradu�c~ao de n(x) atrav�es do mor�smo fT .Com isto, um mor�smo em gram�aticas de grafos pode mapear uma regra rpara uma subregra de Tf(r)� A condi�c~ao de subcomutatividade garante que se uma regra r n~ao for ma-peada, ent~ao Tf(r) �e um isomor�smo. Esta condi�c~ao �e necess�aria para garantiruma compatibilidade semântica (preserva�c~ao de deriva�c~oes).� O grafo inicial I2 precisa ser isom�or�co �a tradu�c~ao Tf (I1) do grafo inicial I1.Exemplo 3.9: Um mor�smo entre as gram�aticas de grafos GG0 da �gura 3.8 e GG1 da�gura 3.9 �e dado por: fT : T1 ! T0 = (fi� d;✡� ☎;✤� ☎;★� ✇;♣�✄g; ;) efN = fx1� y1; x2� y2; x3� y3; x4� undefg. A tradu�c~ao da regra r4 resulta na regrar04 abaixo, que �e um isomor�smo e, portanto, n~ao �e mapeada.
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413.5 Semântica Operacional de Gram�aticas de GrafosA id�eia b�asica de gram�aticas de grafos quando usadas para especi�car sistemas �erepresentar o estado inicial do sistema por um grafo tipado e as poss��veis mudan�casde estado por regras. O comportamento do sistema �e ent~ao dado pela aplica�c~ao dasregras a grafos representando os estados do sistema (grafos-estado). A aplica�c~ao deuma regra a um grafo-estado s�o �e poss��vel se houver um ocorrência para esta regra,i.e., se houver um subgrafo do grafo-estado que corresponda ao lado esquerdo daregra.O comportamento de uma gram�atica de grafos �e dado pela aplica�c~ao de umaregra a um grafo-estado. A aplica�c~ao de uma regra, chamada deriva�c~ao direta, s�o�e poss��vel se houver um ocorrência para a regra, i.e., um subgrafo do grafo-estadoque seja isom�or�co ao lado esquerdo da regra. Esta rela�c~ao entre o subgrafo e olado esquerdo da regra n~ao precisa ser um isomor�smo. Por�em, neste trabalho,esta exigência (isomor�smo) �e imposta para permitir o relacionamento com as redesL/T. Ademais, esta restri�c~ao tem sentido do ponto de vista pr�atico: por exemplo,se uma regra elimina dois itens de um tipo ✿, �e de se esperar que devam existir nografo-estado dois itens deste mesmo tipo para que a regra possa ser aplicada.A semântica operacional de uma gram�atica de grafos �e dada em termos dederiva�c~oes diretas, que s~ao aplica�c~oes das regras a algum grafo-estado. A aplica�c~aode uma regra r : L! R numa ocorrência m : L! IN , onde IN �e um grafo-estado,consiste em retirar do grafo IN tudo que �e removido por r e acrescentar tudo que �ecriado pela regra. Como algumas situa�c~oes de con
ito podem ocorrer neste processo([EHR 96, COR 96]), ser�a feito primeiro a adi�c~ao de itens e depois a elimina�c~ao:1. acrescentar a IN todos os itens que s~ao adicionados para regra r, i.e., oselementos que est~ao no lado direito R e que n~ao pertencem �a imagem de r;2. remover do grafo-estado resultante todos os itens que s~ao removidos por r,i.e., os elementos que n~ao pertencem ao dom��nio de r. Tamb�em s~ao removidosos v�ertices que porventura �carem sem origem ou sem destino.Definic�~ao 3.14. (Ocorrência) Dada uma regra r : LT ! RT com grafo-tipo T ,uma ocorrência m : LT ! INT de r num grafo INT �e um mor�smo total e injetorem TGraphP(T ). 
̀�A deriva�c~ao direta �e de�nida a seguir por um pushout na categoria TGraphP(T ),da�� o nome SPO (Single PushOut).Definic�~ao 3.15. (Derivação Direta) Uma deriva�c~ao direta s de um grafo INTusando a regra r de nome nr na ocorrência m �e uma tupla s = (nr; S), onde S �e umpushout de m e r em TGraphP(T ). L RIN OUTr
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SUma deriva�c~ao direta �e denotada por IN nr:m=) OUT . IN , OUT , r� e m� s~aochamados grafo de entrada, grafo de saı́da, co­regra e co­match, respectivamente.
̀�
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Figura 3.10- Deriva�c~ao direta do grafo I0 usando a regra r2.Exemplo 3.10: A �gura 3.10 mostra uma deriva�c~ao direta usando a regra r2 e usando comografo de entrada o grafo inicial I0, ambos da gram�atica da �gura 3.8. O grafo de sa��da OUTpode ser usado como grafo de entrada para uma outra deriva�c~ao usando a regra r3, formandouma seq �uência de deriva�c ~oes (deriva�c~ao seq �uencial). 
..̀�Uma deriva�c~ao direta descreve uma unidade de computa�c~ao (mudan�ca de estado)numa gram�atica de grafos. Estas deriva�c~oes podem ser combinadas seq�uencialmente(seq�uências de deriva�c~oes) de tal maneira que o grafo de sa��da de uma deriva�c~ao�e usado como grafo de entrada para a deriva�c~ao seguinte. Estas seq�uencias s~aochamadas deriva�c~oes seq�uenciais e formam a semântica seq�uencial de umagram�atica de grafos.3.6 Grafos Duplamente TipadosUm grafo tipado �e um grafo G que possui dois grafos-tipo TG e T , onde Ttamb�em �e o grafo-tipo de TG.Definic�~ao 3.16. (Grafo Duplamente Tipado) Seja T um grafo. Um grafo du-plamente tipado GTG%T �e uma tupla GTG%T = (GT ; t; TGT ) onde GT e TGT s~aografos tipados com grafo-tipo T e t : GT ! TGT �e um mor�smo total entre grafostipados em TGraphP(T ). O grafo tipado TGT �e denominado grafo-tipo duplo. Umitem x 2 GTG%T denota um elemento de VG [ AG. 
̀�Exemplo 3.11: No grafo duplamente tipado GTG%T da �gura 3.11, t0 = (t; idT ) �e ummor�smo total entreGT e TGT , t1 �e o mor�smo de tipo de GT e t2 �e o mor�smo de tipo deTGT . Como se pode notar, t1 = t2 � t. G t
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..̀�Ser~ao considerados três tipos de mor�smos entre grafos duplamente tipados: oprimeiro entre grafos de tipos diferentes; o segundo entre grafos com o mesmo grafo-tipo e o terceiro entre grafos com mesmo grafo-tipo duplo (estes dois �ultimos casosespeciais do primeiro). Estes três tipos ser~ao usados para de�nir mor�smos entregram�aticas de grafos duplamente tipadas e mor�smos entre unfoldings.
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Figura 3.11- Grafo duplamente tipado GTG%T .Definic�~ao 3.17. (Morfismo entre Grafos Duplamente Tipados) Seja GTG%T eHTH%T 0 dois grafos duplamente tipados e gt0 : GT ! HT 0 e tt0 : TGT ! THT 0 doismor�smos entre grafos tipados (mor�smos em TGraphP).GT HT 0TGT THT 0gt0
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(3)1. o par (gt0 ; tt0) ser�a um morfismo entre grafos duplamente tipados, denotadopor gt%t0 : GTG%T ! HTH%T 0, se, e somente se, o diagrama (1) comutarfracamente;2. se gt%t0 for um mor�smo e t0 = idT (i.e., T = T 0), ser�a usada a nota�c~ao gt%T .Neste caso, a comutatividade fraca se reduz �a do diagrama (2);3. se gt%T for um mor�smo e t = idTG (i.e., T = T 0 e TGT = THT 0), ser�a usadaa nota�c~ao gTG%T . Neste caso, a comutatividade fraca se reduz �a do diagrama(3).A categoria de grafos duplamente tipados �e denotada por DTGraphP. 
̀�Exemplo 3.12: A �gura 3.12 apresenta um exemplo de um mor�smo (gt0 ; tt0) entre osgrafos duplamente tipados GTG%T = (GT ; tGT ; TGT ) e HTH%T 0 = (HT 0; tTH0 ; THT 0)onde gt0 = (g; t0) e tt0 = (t; t0).T G H T 0T TG TH T 0OOidT
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..̀�Analogamente ao funtor de retipagem, �e de�nido o funtor de retipagem dupla,de�nido em fun�c~ao de T .
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̀�Exemplo 3.13: A �gura 3.13 apresenta a retipagem do grafo duplamente tipado G1TG1%T1atrav �es do mor�smo f t = (f; t) : TGT22 ! TGT11 . O resultado �e o grafo duplamente tipadoG2TG2%T2 , i.e., DT ft(G1TG1%T1) = G2TG2%T2. Note que G2 �e subgrafo de G1. 
..̀�A pr�oxima de�ni�c~ao estabelece uma rela�c~ao entre grafos duplamente tipados egrafos tipados chamada funtor de esquecimento de tipo. Este funtor eliminaum dos tipos do grafo duplamente tipado: pela de�ni�c~ao, GTG%T consiste de doisgrafos tipados GT e TGT e um mor�smo tGT = (t; idT ) : GT ! TGT que os conecta.O funtor elimina o componente TGT e o mor�smo tGT , resultando o grafo tipadoGT . Este funtor ser�a usado na de�ni�c~ao de gram�aticas de grafos de ocorrência.
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 ! " #Definic�~ao 3.19. (Funtor de Esquecimento de Tipo) SejamDTGraphP e TGraphPas categorias de grafos duplamente tipados e grafos tipados, respectivamente. O fun­

tor de esquecimento de tipo VT : DTGraphP! TGraphP �e de�nido por:� Objetos: VT (GTG%T 0) = GT 0 , para todo objeto GTG%T 0 = (GT 0; tGT 0 ; TGT 0)em DTGraphP.� Mor�smos: VT (f t%t0) = f t0, para todo mor�smo f t%t0 = (f t0 ; tt0) em DTGraphP.
̀�Exemplo 3.14: A �gura 3.14 mostra o resultado da aplica�c~ao do funtor VT ao mor�smoapresentado na �gura 3.12. 
..̀�3.7 Regras Duplamente TipadasAs regras duplamente tipadas s~ao de�nidas em termos de regras.Definic�~ao 3.20. (Regra Duplamente Tipada) Dado um grafo tipado TGT , umaregra com tipo duplo TGT �e um mor�smo a = rTG%T = (rT ; idTGT ) : LTG%T !RTG%T em DTGraphP(TGT ) se, e somente se, rT for uma regra em TGraphP.Ser�a denotado por Rules(TGT ) o conjunto das regras que têm o grafo TGT comotipo duplo e DRules(TGT ) a correspondente extens~ao para classes de equivalênciade regras (gerais).Uma regra r1TG%T �e uma subregra de uma regra r2TG%T , denotado por r1TG%T �rr2TG%T , se, e somente se, rT1 for uma subregra de rT2 . 
̀�Nota�c~ao: Sejam tL2 e tR2 os mor�smos de tipo em rela�c~ao a TG de L e R, respec-tivamente. Ent~ao s~ao de�nidos:� La = LT e Ra = RT , os lados esquerdo e direito da regra a = rTG%T� prea = tL2 : L! TG, a pr�e-condi�c~ao da regra a = rTG%T� posta = tR2 : R! TG, a p�os-condi�c~ao da regra a = rTG%T
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TGFigura 3.15- Regra duplamente tipada.� ra = rT , o padr~ao da regra a = rTG%TExemplo 3.15: A �gura 3.15 mostra a regra duplamente tipada a = rTG%T . Note que rT �euma regra, pois o mor�smo �e parcial (os itens ✆1 e c1 n~ao s~ao mapeados,i.e., s~ao eliminadospela regra). 
..̀�De modo aln�alogo ao funtor de regras (T ), �e de�nido o funtor de regras com tipoduplo.Definic�~ao 3.21. (Funtor de Regras Duplamente Tipadas) DRules de�ne umfuntor DR : DTGraphPOP ! SetP, de�nido para todo objeto TGT e mor�smof t : TGT22 ! TGT11 de DTGraphP:� Objetos: DR(TGT ) = DRules(TGT )� Morphisms: DR(f t) = DRft : DRules(TGT11 )! DRules(TGT22 ) �e de�nidopara todo [r] 2 DRules(TGT11 ) comoRft([r]) = � [DT ft(r)]; se DT ft(r) n~ao for um isomor�smo;undef; caso contr�ario 
̀�3.8 Gram�aticas de Grafos com Tipo DuploUma gram�atica de grafos com tipo duplo �e uma gram�atica de grafos onde ografo-tipo �e um grafo tipado, o grafo inicial �e um grafo com tipo duplo e as regrass~ao duplamente tipadas.Definic�~ao 3.22. (Gramáticas com Tipo Duplo) Uma gram�atica de grafos comtipo duplo �e uma tupla GG = (TGT ; ITG%T ; N; n) onde:� TGT �e um grafo tipado (tipo da gram�atica);� ITG%T �e um grafo com tipo duplo em DTGraphP(TGT ) (o grafo inicial dagram�atica);� N �e um conjunto de nomes de regras;� n : N ! Rules(TGT ) �e uma fun�c~ao total (fun�c~ao de nomea�c~ao) que atribui acada nome de regra uma regra com tipo duplo TGT . 
̀�
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❴❴❴❴ //r4Figura 3.16- Gram�atica de grafos com tipo duplo.Nota�c~ao: Ser�a denotado por inGG o mor�smo de tipo do grafo inicial em rela�c~aoa TG, i.e., inGG = t0 : I ! TG.Exemplo 3.16: A �gura 3.16 apresenta um exemplo de uma gram�atica de grafos com tipoduplo. 
..̀�Definic�~ao 3.23. (Morfismo entre Gramáticas com Tipo Duplo) Sejam duasgram�aticas GG1 = (TGT11 ; I1TG1%T1; N1; n1) e GG2 = (TGT22 ; I2TG2%T2; N2; n2). Um

morfismo entre gramáticas com tipo duplo �e um par f = (fOPT ; fN) onde fOPT :TGT11 ! TGT22 �e um mor�smo em TGraphPOP e fN �e uma fun�c~ao tal que as seguintescondi�c~oes sejam verdadeiras:1. O diagrama a seguir subcomuta, i.e., para todo x 2 dom(fN ) e x 2 dom(DRfT �n1), tem-se que n2 � fN(x) �R DRfT � n1(x) (n1 e n2 s~ao as extens~oes de n1e n2 a classes de isomor�smos de regras)N1 DR(TGT11 )N2 DR(TGT22 )✤ n1 //❴❴❴❴❴fN
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�R2. I2TG2%T2 �= DT fT (I1TG1%T1).A categoria de gram�aticas de grafos com tipo duplo �e denominada DTGG. 
̀�Definic�~ao 3.24. (Match) Dada uma regra r : L! R com tipo duplo TGT , um
match m : L ! IN de r num grafo duplamente tipado IN �e um mor�smo total einjetor em DTGraphP(TGT ). 
̀�Definic�~ao 3.25. (Derivação) Um derivação de um grafo IN com a regra r denome nr no ocorrênciam, denotado por IN nr:m=) OUT , �e uma tupla s = (ns; S), ondeS �e um pushout IN r�! OUT m� R de m e r em DTGraphP(TGT ). Os componentesIN , OUT , r� e m� s~ao chamados grafo de entrada, grafo de saı́da, co­regra e co­

match, respectivamente.
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̀�3.9 Rela�c~oes numa Gram�atica de Grafos com Tipo DuploNesta se�c~ao ser~ao de�nidas rela�c~oes entre regras e entre itens do grafo-tipo duplode uma gram�atica de grafos com tipo duplo. Estas rela�c~oes ser~ao usadas para de�niruma subclasse de gram�aticas de grafos com tipo duplo que podem ser consideradascomo comportamento dos objetos de GG. A id�eia b�asica �e considerar o grafo TG dotipo duplo TGT como um grafo que descreve ocorrências de itens com tipo T (da��esta subclasse ser chamada de gram�aticas de grafos de ocorrência). Estes itens re-presentar~ao v�ertices ou arcos que podem ocorrer nos grafos-estado de uma gram�atica.Estas ocorrências ser~ao representadas num grafo chamado grafo-n�ucleo. Todo itemde um grafo-n�ucleo precisa ter uma �unica origem: ou estava presente no grafo inicialda gram�atica ou foi criado por alguma regra. No unfolding de uma gram�atica GG,o grafo-n�ucleo representar�a todos os grafos-estado que podem ser atingidos pelaaplica�c~ao das regras de GG (iniciando-se no grafo inicial).Definic�~ao 3.26. (Grafo­núcleo) Seja GG = (CT ; IC%T ; N; n) uma gram�aticade grafos com tipo duplo. CT ser�a um grafo-n�ucleo se, e somente se, satis�zer aseguinte condi�c~ao:8x 2 CT : 9!y 2 (IT](Ua2img(n)Ra)) tal que x = � inGG(y); if y 2 IT ;posta(y); se y 2 Ra e y 62 dom(ra)Se CT for um grafo-n�ucleo, cada elemento de img(n) �e chamado a�c~ao de GG.Uma a�c~ao a cria um elemento b 2 (VC [ AC) se, e somente se, b 2 dom(posta) eb 62 dom(posta � ra). Uma a�c~ao a elimina b se, e somente se b 2 img(prea) e existeb1 2 La tal que prea(b1) = b e b1 62 dom(ra). 
̀�Exemplo 3.17: O grafo GT da gram�atica da �gura 3.16 n~ao �e um grafo-n �ucleo pois, para oitem ❀, 9y1 = ❀1 2 I e y2 = ❀5 2 R2 (o lado direito da regra r2) tal que ❀ = inGG(y1) =postr2(y2) e y2 62 dom(r3) (i.e., ❀ tem mais de uma origem: j �a estava no grafo inicial e foicriado pela a�c~ao r2). J �a o grafoGT da gram�aticaGG1 da �gura 3.17 �e um grafo-n �ucleo: todosos itens do grafo TG ou est~ao presentes no grafo inicial ou s~ao criados por alguma a�c~ao. 
..̀�Nota�c~ao:1. o conjunto de pr�e-condi�c~oes de um elemento a 2 A restrito a uma rela�c~aoR � A� A, denotado por PreR(a), �e de�nido porPreR(a) = fa0ja0Rag2. o conjunto de elementos m��nimos de uma rela�c~ao R, denotado por MinR, �ede�nido por MinR = fxj@y : yRxg
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❴❴❴❴ //r4Figura 3.17- Gram�atica duplamente tipada GG1.3. a restri�c~ao de uma rela�c~ao R a um conjunto de elementos S � A, denotadapor RjS � S � S, �e de�nida porRjS = faRbja; b 2 SgNeste trabalho, ser~ao de�nidas apenas rela�c~oes onde o grafo-tipo duplo da gram�a-tica for um grafo-n�ucleo. Estas rela�c~oes ser~ao usadas na de�ni�c~ao de gram�aticas degrafos de ocorrência e na constru�c~ao dos unfoldings.Rela�c~ao de Dependência: Uma a�c~ao a �e causa de uma a�c~ao b se a criaalgum item de que b necessita (para preservar ou eliminar). Isto implica que b podeocorrer apenas ap�os a ocorrência de de a (ou seja, b depende de a), i.e., esta rela�c~aoimp~oe uma ordem de ocorrência das a�c~oes em deriva�c~oes seq�uenciais. A rela�c~ao dedependência �e tamb�em extendida a tipos: um item x do grafo-n�ucleo �e causa de umitem y se a elimina�c~ao de x causa a cria�c~ao de y (i.e., existe uma a�c~ao que eliminax e cria y). Isto signi�ca que y s�o pode ocorrer ap�os a ocorrência de x (y dependede x).A formaliza�c~ao desta id�eia de dependência �e baseada na aplica�c~ao do inversode uma regra: para saber se uma a�c~ao a2 depende de uma a�c~ao a1, remove-se dografo-n�ucleo tudo que for adicionado por a1; se todos os items de que a2 necessitaainda estiverem presentes no grafo-n�ucleo resultante, a2 n~ao depende de a1; casocontr�ario, a2 depende de a1. Portanto, se uma a�c~ao a precisa de itens que j�a est~aono grafo inicial, ela n~ao depende de nenhuma outra a�c~ao que crie tais itens.Definic�~ao 3.27. (Relação de Dependência) Sejam GG = (CT ; I; N; n) umagram�atica de grafos com tipo duplo e CT um grafo-n�ucleo. Sejam n1; n2 2 N en(n1) = a1 = r1TG%T , n(n2) = a2 = r2TG%T , a1 6= a2. Sejam e1; e2 2 CT , e1 6= e2(e1; e2 2 CT signi�ca que e1; e2 2 VC [ AC).1. a a�c~ao n2 �e diretamente dependente de n1, denotado por n1 EN n2, se, e so-mente se, (ra1)�1� � prea2 n~ao �e total, onde (1) �e um pushout em TGraphP(T ).Caso contr�ario, n2 não é diretamente dependente de n1, denotado por n1 6ENn2. Se n1 6EN n2 e n2 6EN n1, diz-se que n1 e n2 s~ao diretamente indepen­

dentes.
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④ ④(1)2. a relação de dependência entre ações de uma gram�atica com tipo duplo,�N� (N �N), �e o fecho re
exivo e transitivo de EN ;3. o elemento e2 �e diretamente dependente de e1 denotado por e1 ET e2, se, esomente se, houver uma a�c~ao n1 2 N que elimina e1 e cria e2;4. a relação de dependência entre tipos de uma gram�atica de grafos com tipoduplo, �T� (C � C), �e o fecho transitivo e re
exivo de ET ;5. a relação de dependência de uma gram�atica de grafos com tipo duplo, ��(N �N) [ (C � C), �e de�nida por (�N [ �T ). 
̀�Exemplo 3.18: Para a gram�aticaGG1 da �gura 3.17, deriva-se a seguinte tabela relacionandoitens e regras: regra cria elimina preservax1 c1 a1;✱1 ✈1x2 ✎1 c1 ✈1x3 e1;❀1 ✈1 ✎1x4 � ❀1;✱1 �De acordo com a de�ni�c~ao 3.27, a rela�c~ao de dependência entre as a�c ~oes �e: x1 � x2; x2 �x3; x3 � x4 e, por transitividade, x1 � x3; x2 � x4; e x1 � x4 (e os pares re
exivos). Estarela�c~ao pode ser interpretada como: se houver uma deriva�c~ao seq �uencial que usa as 4 a�c ~oes,as deriva�c ~oes diretas podem ser feitas usando as a�c ~oes x1; x2; x3 e x4, nesta ordem (por �em,isto depende da rela�c~ao de con
ito, que ser �a vista adiante).A rela�c~ao de dependência entre os itens do grafo-n �ucleo �e: ✱1 � c1; a1 � c1; c1 �

✎1;✈1 � e1 e ✈1 � ❀1. E, por transitividade, a1 � ✎1 e ✱1 � ✎1 (e os pares re
exivos).
..̀�Rela�c~ao de Con
ito Fraco: Uma a�c~ao a est�a em con
ito fraco com umaa�c~ao b se a elimina algum item de que b necessita (para preservar ou eliminar).Isto implica que b n~ao pode ocorrer se a j�a houver ocorrido (ou seja, a impedea ocorrência de b). No caso de b tamb�em estar em con
ito fraco com a, ent~aoest~ao em con
ito (situa�c~ao de exclus~ao m�utua). A possibilidade de ocorrência deapenas con
ito fraco (i.e., sem exclus~ao m�utua) vem do fato de que itens podem serconsiderados como \apenas para leitura" e assim a�c~oes que usam estes itens podemocorrer em paralelo no modelo SPO (i.e., �e permitido que elimina�c~ao possa ocorrerem paralelo com preserva�c~ao). Portanto ent~ao que esta rela�c~ao n~ao �e sim�etrica: ofato de uma a�c~ao a estar em con
ito fraco com b n~ao implica que b esteja em con
itofraco com a. Obviamente, esta rela�c~ao �e sim�etrica se as regras n~ao preservarem itens.A rela�c~ao de con
ito fraco tamb�em �e extendida aos itens do grafo-n�ucleo: umitem a est�a em con
ito com um item b se a cria�c~ao de b exclui a cria�c~ao de a, i.e.,a regra que cria b elimina algum item que �e necess�ario para a regra que cria a.



52Definic�~ao 3.28. (Relação de Conflito Fraco) Sejam GG = (CT ; I; N; n) umagram�atica de grafos com tipo duplo e CT um grafo-n�ucleo. Sejam n1; n2 2 N en(n1) = a1 = r1TG%T , n(n2) = a2 = r2TG%T , a1 6= a2. Sejam e1; e2 2 C, e1 6= e2.1. a a�c~ao n2 est�a em conflito fraco com n1, denotado por n1 #�!N n2, se, esomente se, r�a2 � prea1 n~ao for total, onde (1) �e um pushout em TGraphP(T ).Caso contr�ario, n2 não está em conflito fraco com n1, denotado por n1 9N n2.Ra1 La1 La2 Ra2CT H2ra1
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(1)2. o elemento e2 est�a em conflito fraco com e1, denotado por e1 #�!T e2, se,e somente se, existirem a�c~oes n1 e n2 que criam e1 e e2, respectivamente, en1 #�!N n2.3. a relação de conflito fraco de uma gram�atica de grafos com tipo duplo, #�!�(N �N) [ (C � C), �e de�nida por ( #�!N [ #�!T ). 
̀�Exemplo 3.19: Considerando a gram�aticaGG1 da �gura 3.17, e a tabela do exemplo anterior,chega-se �a seguinte rela�c~ao de con
ito fraco:� entre as a�c ~oes: x1 #�! x4; x3 #�! x2 e x4 #�! x1, i.e., se a a�c~ao x1 ocorrer, o item
✱1 �e eliminado e, portanto, a a�c~ao x4 n~ao pode mais ocorrer (e vice-versa: x1 e x4est~ao em con
ito m �utuo). Se a a�c~ao x3 ocorrer, o item ✈1 �e eliminado e a a�c~ao x1 n~aopode mais ocorrer, uma vez que ela preserva este mesmo item.� entre os itens: e1 #�! ✎1 e ❀1 #�! ✎1, uma vez que x3 #�! x2 e x3 cria os itense1 e ❀1 e x2 cria o item ✎1. 
..̀�Rela�c~ao de Con
ito: Quando sim�etricas, situa�c~oes de con
ito fraco levam asitua�c~oes de con
ito, raz~ao esta que ser�a de�nida a rela�c~ao de con
ito em sua fun�c~ao:se duas a�c~oes est~ao em con
ito entre si, uma exclui a ocorrência da outra (exclus~aom�utua). Os con
itos s~ao herdados atrav�es da rela�c~ao de dependência: se uma a�c~aoa est�a em con
ito com uma a�c~ao b, ent~ao todas as a�c~oes que dependem de a tamb�emestar~ao em con
ito com b (se b ocorrer, nenhuma delas pode mais ocorrer). Se umaa�c~ao a est�a em con
ito com uma a�c~ao b, ent~ao n~ao existe uma deriva�c~ao seq�uencialque inclua ambas as a�c~oes, uma vez que uma exclui a ocorrência da outra.Definic�~ao 3.29. (Relação de Conflito) Sejam GG = (CT; INC%T; N; n) umagram�atica de grafos com tipo duplo e CT um grafo-n�ucleo. Sejam x1; x2; x3 2 N [C.1. a relação de conflito fraco herdado de GG, denotada por #=), �e de�nida por#=)� (N �N) [ (C � C) tal quex1 #=) x2 se, e somente se, 9x3jx1 #�! x3 e x3 � x2



532. a relação de conflito de GG, denotada por #(), �e de�nida por #()� (N �N) [ (C � C) tal quex1 #() x2 se, e somente se, x1 #=) x2 e x2 #=) x1Se x1 #() x1, GG possui autoconflito. 
̀�Exemplo 3.20: Com as rela�c ~oes de con
ito fraco e de dependência encontradas nos doisexemplos anteriores para a gram�atica da �gura 3.17, pode-se encontrar a seguinte rela�c~ao decon
ito para GG1: #�! � #=) #()x1 #�! x4 x4 � x4 x1 #=) x4 x1 #() x4x4 #�! x1 x1 � x1 x4 #=) x1 x3 #() x4x1 � x2 x4 #=) x2 x4 #() x4x1 � x3 x4 #=) x3x1 � x4 x4 #=) x4x3 #�! x2 x2 � x2 x3 #=) x2 x3 #() x3x2 � x3 x3 #=) x3x2 � x3 x3 #=) x4x3 � x3x3 � x4A rela�c~ao de con
ito para os itens do grafo-n �ucleo �e e1 #() ✎1 e ❀1 #() ✎1, umavez que os �unicos itens em con
ito fraco s~ao e1 #�! ✎1 e ❀1 #�! ✎1 e nenhum outro itemdepende de ✎1. 
..̀�Rela�c~ao de Ocorrência: Observe que as rela�c~oes� e #�! imp~oem restri�c~oes naordem na qual as a�c~oes podem ocorrer em seq�uências de deriva�c~oes. Por exemplo, sea � b, ent~ao a deve ocorrer antes de b em qualquer seq�uência de deriva�c~oes (porqueb precisa de algum item que �e criado por a). O mesmo �e v�alido para a rela�c~ao decon
ito fraco, pois, se a #�! b, b exclui a ocorrência de a e a a�c~ao b n~ao pode ocorrerantes de a numa mesma seq�uência de deriva�c~oes. Portanto, numa gram�atica degrafos, �e necess�ario considerar ambas estas rela�c~oes para estabelecer alguma ordemde ocorrência entre as a�c~oes da gram�atica, i.e., a combina�c~ao destas duas rela�c~oesnos fornece uma poss��vel ordem de ocorrência das a�c~oes. Esta combina�c~ao �e arela�c~ao de ocorrência e a id�eia b�asica �e que se um par (a; b) de a�c~oes pertencea esta rela�c~ao, ent~ao a deve ocorrer antes de b em qualquer deriva�c~ao seq�uencialque incluir ambas as a�c~oes. Ser�a usada para reconhecer poss��veis seq�uências dederiva�c~oes num conjunto de a�c~oes.Definic�~ao 3.30. (Relação de Ocorrência) Sejam GG = (CT ; I; N; n) uma gra-m�atica de grafos com tipo duplo, CT um grafo-n�ucleo e � e #�! as rela�c~oes dedependência e con
ito fraco, respectivamente. A relação de ocorrência de GG,
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❴❴❴❴ //r4Figura 3.18- Gram�atica de grafos de ocorrência GG2denotada por �#, �e de�nida por �#� (N � N) [ (C � C) tal que �# seja o fechore
exivo e transitivo de (� [ #�!).Seja a 2 N . A relação de ocorrência local restrita �a a�c~ao a, denotada por �#a ,�e o fecho re
exivo e transitivo de (� [ #�!)jPre�(a). De modo an�alogo, para umconjunto de a�c~oes A � N , �#A �e o fecho re
exivo e transitivo de (� [ #�!)jP , ondeP = fa0ja 2 A e a0 � ag. 
̀�Exemplo 3.21: Para a gram�atica GG1 da �gura 3.17, a rela�c~ao de ocorrência �e N � N ,n~ao havendo uma ordem total que seja compat��vel com tal rela�c~ao. Portanto, n~ao h �a umaderiva�c~ao seq �uencial que inclua todas as a�c ~oes deGG1. Para a gram�aticaGG2 da �gura 3.18,chega-se �as seguintes rela�c ~oes:regra cria elimina preservax1 ✠; a;✈ d kx2 b;✄ ✈ ✠x3 � ✠ �x4 � ✄ ✩� rela�c~ao de dependência entre as regras: x1 � x3; x1 � x2; x2 � x4; x1 � x4 e entreos itens do grafo-n �ucleo: ✠ � d; a � d;✈ � d; b � ✈;✄ � ✈ e sya � d (e os paresre
exivos);� rela�c~ao de con
ito fraco: x2 #�! x3. Como x3 n~ao cria nenhum item, a rela�c~ao decon
ito fraco entre os itens do grafo-n �ucleo �e vazia;� rela�c~ao de con
ito: como #=)= fx2�x3g, #()= ;;� rela�c~ao de ocorrência �e fecho re
exivo e transitivo de � [ #�!: E= fx1�x2; x1�x3; x1�x4; x2�x4; x3�x2g e os pares re
exivos.Portanto, uma poss��vel ordem para a ocorrência das a�c ~oes �e x1 < x2 < x3 < x4. 
..̀�3.10 Gram�aticas de Grafos de OcorrênciaA id�eia para a semântica que ser�a de�nir �e que ela deve descrever todos osposs��veis grafos-estado e todas as poss��veis deriva�c~oes e que seja tamb�em umagram�atica de grafos.A seguir, ser~ao de�nidas as gram�aticas de grafos de ocorrência, que s~ao gram�aticasde grafos duplamente tipadas com algumas propriedades especiais e que podem ser



55interpretadas como comportamento (semântica) dos objetos de GG. Ser~ao inter-pretadas como um dom��nio semântico que representa todo o comportamento dasgram�aticas de GG e ser~ao de�nidas em termos das rela�c~oes de�nidas na se�c~ao ante-rior.Uma gram�atica de grafos de ocorrência que representa as computa�c~oes de umagram�atica de grafos GG = (T; IT ; N; n) possui dois grafos-tipo: o grafo-tipo T deGG e um grafo-tipo C onde s~ao representadas as ocorrências dos itens de T queaparecem nas deriva�c~oes de GG. A id�eia �e que o grafo-n�ucleo represente todosos grafos-estado envolvidos em deriva�c~oes, i.e., seus itens representam os v�erticesou arcos que podem ocorrer nos grafos-estado. Isto signi�ca que os itens de C oupertencem ao grafo inicial de GG ou foram criados em alguma deriva�c~ao, uma vezque um mesmo item n~ao pode ser criado duas vezes (i.e., C �e um grafo-n�ucleo).Al�em disso, cada a�c~ao de uma gram�atica de grafos de ocorrência representar�a umaderiva�c~ao em alguma seq�uência de deriva�c~oes de GG.Definic�~ao 3.31. (Gramáticas de Grafos de Ocorrência) SejaOcc = (CT ; IC%T ; N; n)uma gram�atica de grafos com tipo duplo. Ent~ao Occ ser�a uma gramática de grafos

de ocorrência se, e somente se, satis�zer as seguintes condi�c~oes:1. rela�c~oes de ocorrência locais ac��clicas: 8a 2 N : �#a �e anti-sim�etrica;2. n~ao possuir auto-con
itos: #() �e irre
exiva;3. 8a 2 N : PreEN (a) �e �nito;4. CT �e um grafo-n�ucleo;5. 8(nr; a); (nr; b) 2 N : prea = preb e ra = rb ) posta = postb;6. os elementos de N s~ao do tipo (x; a), onde a �e um mor�smo em DTGraphP,n(x; a) = a e para todo (x; a1); (x; a2) 2 N : VT (a1) = VT (a2). 
̀�O signi�cado destes itens �e:1. este item assegura que a rela�c~ao de ocorrência local associada a cada a�c~ao deOcc seja uma ordem parcial (i.e., n~ao h�a ciclos, de modo que qualquer a�c~aopode fazer parte de alguma seq�uência de deriva�c~oes) e, portanto, a rela�c~ao dedependência de Occ (tanto para as a�c~oes quanto para os itens do grafo-n�ucleo)�e tamb�em uma ordem parcial.2. n~ao h�a a�c~oes em autocon
ito. Como a rela�c~ao de con
ito �e herdada atrav�esda rela�c~ao de dependência, sempre que duas a�c~oes a e b forem conseq�uênciade uma terceira, i.e., c � b e c � a, a e b n~ao estar~ao em con
ito.3. cada a�c~ao tem um n�umero �nito de causas, i.e., precisa ocorrer um n�umero�nito de a�c~oes (deriva�c~oes) antes que cada a�c~ao ocorra.4. cada item de CT tem uma �unica origem: �e imagem ou de algum item dografo inicial ou do lado direito de uma �unica a�c~ao de Occ. Isto implica que seum item do grafo inicial (ou que foi criado por uma alguma a�c~ao) aparecer nolado direito de alguma outra a�c~ao b, este item �e preservado por b, i.e., todas asa�c~oes precisam usar itens ou do grafo inicial ou que foram criados por outrasa�c~oes. Como todas as a�c~oes sempre eliminam algum item, todos os elementosm��nimos de CT em rela�c~ao a E pertencem ao grafo inicial.



565. este axioma implica que uma regra �e aplicada no m�aximo uma vez usandouma mesma ocorrência. Isto garante que as aplica�c~oes das regras ser~ao de-termin��sticas: a aplica�c~ao de uma regra a uma ocorrência resulta num �unicoresultado, ao inv�es de in�nitos resultados isom�or�cos.6. este item justi�ca o nome \gram�aticas de grafos de ocorrência": cada item(x; a) de N �e uma ocorrência da regra x. Os nomes das ocorrências s~ao parescontendo o nome da regra que foi usada e a pr�opria ocorrência, que �e usadapara diferenciar diferentes ocorrências de uma mesma regra. Ademais, todasas ocorrências que têm o mesmo nome de regra têm que usar a mesma regra.Exemplo 3.22: A gram�atica da �gura 3.18 �e uma gram�atica de grafos de ocorrência. Arela�c~ao de con
ito para esta gram�atica �e vazia, uma vez que as �unicas a�c ~oes em con
ito fracos~ao x2 e x3 e nenhuma a�c~ao depende de x3. ComoE �e anti-sim �etrica, as rela�c ~oesde ocorrêncialocais tamb �em s~ao anti-sim �etricas. 
..̀�Rela�c~oes entre gram�aticas de grafos de ocorrência ser~ao expressas por mor�smos,que s~ao mor�smos entre gram�aticas de grafos duplamente tipadas que preservam aestrutura da gram�atica de grafos de ocorrência. Como cada item do grafo-n�ucleoCT representa uma ocorrência de algum item de T , o mor�smo deve mapear estesitens de modo compat��vel e ainda deve respeitar os nomes das a�c~oes: se (na; a)for mapeado para (nb; b), todas as outras a�c~oes que usam o nome na precisam sermapeadas para as a�c~oes que usam o nome nb.Definic�~ao 3.32. (Morfismos entre Gramáticas de Grafos de Ocorrência) SejamOcc1 and Occ2 duas gram�aticas de grafos de ocorrência e f = (fOPT ; fN) : Occ1 !Occ2 um mor�smo em DTGG, onde fT = ct : CT11 ! CT22 . Ent~ao f ser�a um mor�smoentre gram�aticas de grafos de ocorrência se, e somente se, as seguinte condi�c~oes foremsatisfeitas:1. 8(rn; a1); (rn; b1) 2 dom(fN); fN(rn; a1) = (rn1; a2) e fN(rn; b1) = (rn2; b2))rn1 = rn2.2. no diagrama abaixo, (1) �e um pullback em GraphP, onde tdom(c) = (t?)�1�tC2�c?(este mor�smo precisa ser total pois ct comuta fracamente).C1 T1dom(c) dom(t)C2 T2
✤ tC1

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

✤ tC2 //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

❴
c! OO✤✤✤✤✤

� _c?
��
✤✤
✤✤
✤

❴
t!OO✤✤✤✤✤
� _t?
��
✤✤
✤✤
✤

✤tdom(c)//❴❴❴❴❴ (1)=A categoria de gram�aticas de grafos de ocorrência �e denotada por OccGG. 
̀�Os elementos do grafo-n�ucleo de uma gram�atica de grafos de ocorrência represen-tam itens do grafo-tipo que foram criados por alguma a�c~ao ou que j�a estavam pre-sentes no grafo inicial. Como ser~ao usadas gram�aticas para representar computa�c~oesde modo que o grafo-n�ucleo represente todos os (grafos) estados alcan�cados pelascomputa�c~oes(i.e., o grafo-n�ucleo representa todos os poss��veis grafos-estado), surge aquest~ao de quais subgrafos podem ser realmente encontrados em algum grafo-estado.



57Por exemplo, se um item x foi criado como conseq�uência da elimina�c~ao de um itemy, estes dois elementos nunca poder~ao ocorrer num mesmo grafo-estado. A pr�oximade�ni�c~ao estabelece as condi�c~oes para que um subgrafo G de um grafo-n�ucleo Cpossa ser um subgrafo de alguma computa�c~ao. Estes grafos s~ao chamados grafosconcorrentes. Em tal grafo, os itens s~ao independentes entre si e n~ao est~ao emcon
ito entre si.Definic�~ao 3.33. (Grafo Concorrente) Sejam Occ = (C; I;N; n) um objeto deOccGG e G um subgrafo de C. Seja A = fa 2 N ja � b e x 2 img(preb) e b 2N e x 2 Gg. G ser�a um grafo concorrente se, e somente se, as seguintes condi�c~oesforem verdadeiras para todo x; y 2 G:1. x 6E y2. x #() y �e falso (i.e., os itens de G n~ao est~ao em con
ito)3. �#A �e anti-sim�etrica.4. 8a 2 fb 2 N jx 2 img(preb)g; P re�#A(a) �e �nito. 
̀�Exemplo 3.23: Para a gram�atica da �gura 3.18, N �e �nito, E �e anti-sim �etrica e a rela�c~aode con
ito �e vazia para os itens de CT . Portanto, qualquer subgrafo de C que n~ao possuemitens dependentes entre si �e um grafo concorrente. 
..̀�Nem todo mor�smo entre gram�aticas de grafos de ocorrência preserva as rela�c~oesde ocorrência e de con
ito. Os mor�smos pre�xos, de�nidos a seguir, preservam taisrela�c~oes e grafos concorrentes. Al�em disso, este mor�smo, se existir, �e �unico. A provapara estas propriedades dos mor�smos pre�xos pode ser encontrada em [RIB 96b].Definic�~ao 3.34. (Morfismo Prefixo) Sejam Occ1 = (CT11 ; I1C1%T1; N1; n1) eOcc2 = (CT22 ; I2C2%T2 ; N2; n2) duas gram�aticas de grafos de ocorrência e p = (pOPT ; pN) :Occ1 ! Occ2 um mor�smo em OccGG, onde pT = ct : CT22 ! CT11 . Ent~ao, p ser�aum mor�smo pre�xo se, e somente se, as seguintes condi�c~oes forem satisfeitas:1. IT22 = IT11 .2. t = idT1 .3. pN (rn; a1) = (rn0; a2)) rn = rn0 e ra1 = ra2 . 
̀�Como as gram�aticas de grafos de ocorrência servir~ao como um dom��nio semânticopara os objetos de GG, ser�a de�nido um funtor F : OccGG ! GG. A id�eia �e quese uma gram�atica de grafos de ocorrência Occ se relaciona com uma gram�atica degrafos tipada G, ent~ao Occ descreve computa�c~oes de G.Definic�~ao 3.35. (Funtor F ) Sejam G = (CT ; I; N; n) um objeto de GG e f =(fOPT ; fN) : Occ1 ! Occ2 um mor�smo em OccGG, onde fT = ct. Ent~ao o funtorF : OccGG! GG �e de�nido por:� Objetos: F(G) = (T;VT (I); N 0; n0), onde N 0 = fxj(x; a) 2 Ng, n0(x) =VT (n(x; a)) e VT : DTGraphP! TGraphP �e o funtor de esquecimento de tipo.� Mor�smos: F(f) = (tOP ; f 0N), onde f 0N(x) = x0 if fN(x; a) = (x0; a0). 
̀�



583.11 Unfolding de Gram�aticas de GrafosNesta se�c~ao, ser�a constru��da uma gram�atica de grafos de ocorrência a partir deuma gram�atica de grafos GG e que representar�a todas as computa�c~oes de GG e ser�achamada de unfolding da gram�atica GG.A id�eia do unfolding �e construir um objeto que represente todos os poss��veisgrafos-estado e todas as poss��veis deriva�c~oes de uma gram�atica de grafos GG =(T; IT ; N; n). Este objeto ser�a uma gram�atica de grafos de ocorrência e �e de�nidocomo o colimite do diagrama formado pelos unfoldings �nitos de GG. O unfolding�nito de GG �e de�nido indutivamente atrav�es da aplica�c~ao de regras, de maneiraque o unfolding zero �e de�nido como uma gram�atica de grafos de ocorrência quepossui mesmo grafo inicial que GG e como grafo-n�ucleo tamb�em o grafo inicial. Ok-�esimo unfolding �e obtido aplicando-se todas as regras poss��veis (e em paralelo)ao grafo-n�ucleo do (k � 1)-�esimo unfolding, n~ao removendo, por�em, os elementosque porventura sejam eliminados por alguma regra (com isto o grafo n�ucleo vairepresentar todos os poss��veis grafos-estado de GG).A semântica de um objeto GG de GG �e de�nida como o unfolding de GG, que �econstru��do indutivamente da seguinte forma:Base da Indu�c~ao(Profundidade 0): O unfolding de profundidade 0 �e o un-folding vazio, que consiste do grafo inicial IT de GG como o grafo-n�ucleo, ITtipado com o mor�smo identidade como grafo inicial, conjunto de nomes deregras vazio e fun�c~ao de nomea�c~ao vazia.Passo da Indu�c~ao(Profundidade i + 1): O unfolding de profundidade i + 1�e constru��do em 4 passos:1. construir o conjunto ApplRulesi+1 de regras que s~ao aplic�aveis a algumgrafo de sa��da do unfolding do passo i. Este conjunto consiste de tu-plas contendo um nome para a regra, uma regra e o correspondenteocorrência2. aplicar todas as regras de ApplRulesi+1 ao grafo-n�ucleo do passo i detal maneira que nada �e removido, i.e., apenas s~ao inseridos os itens ques~ao criados pelas regras. Isto sign�ca aplicar uma regra paralela con-tendo todas as regras de ApplRulesi+1 no correspondente match para-lelo, por�em, iniciando n~ao do lado esquerdo, mas do dom��nio da regraparalela (deste modo, nenhum item �e removido).3. retipar os lados esquerdos das regras de ApplRulesi+1 em rela�c~ao aonovo grafo-n�ucelo.4. retipar todas as a�c~oes que estavam presentes no unfolding i em rela�c~aoao novo grafo-n�ucleo.Definic�~ao 3.36. (Conjunto de Regras Aplicáveis) Sejam Occ uma gram�aticade grafos de ocorrência com grafo n�ucleo CT e GG = (T; I; N; n) uma gram�atica degrafos. O conjunto de regras aplic�aveis de GG em CT �e de�nido como:ApplRules(Occ;GG) = f(nr; rT ; mT )jnr 2 N; n(nr) = rT : LT ! RT ;mT = mOUT : LT ! CT ; mOUT �e um ocorrência e dom(mOUT ) �e um grafo concorrenteg
̀�



59Definic�~ao 3.37. (Conjunto de Regras Aplicadas) Seja Occ = (CT ; I; N; n) umagram�atica de grafos de ocorrência. O conjunto de regras aplicadas de Occ �e de�nidocomo Applied(Occ) = f(na; ra; prea)j(na; a) 2 Ng 
̀�Definic�~ao 3.38. (Regra Paralela Aplicável) Seja A = ApplRule(Occ;GG) oconjunto de regras aplic�aveis de GG no grafo n�ucleo CT de Occ. Seja L+ o co-produto em TGraphP(T ) de todos os lados esquerdos das regras em A e R+ o co-produto em TGraphP(T ) de todos os lados direitos das regras em A. A regra paralelaaplic�avel �e um par (r+; m+) onde r+ : L+ � R+ e m+ : L+ � C s~ao os mor�smosuniversais induzidos pelo coproduto que gera o lado esquerdo L+.LTi RTiLT1 RT1L+ R+CT
rT1

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

rTi
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

� p lT1
  
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇

t TlTi
��✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍

❛mT1
##

❴

mTi
��

� p sT1
!!❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇

t TsTi
��✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍
✍ ✍

r+
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

❴ m+
��
✤✤
✤✤
✤ 
̀�Definic�~ao 3.39. (Unfolding de Profundidade d) O unfolding (�nito) UdG(GG)de profundidade d de uma gram�atica de grafos tipada GG = (T; IT ; N; n) �e obtidoindutivamente como se segue:Base da Indu�c~ao: Unfolding de profundidade 0:U0G(GG) = (IT ; II%T ; ;; ;)Hip�otese da Indu�c~ao: Seja U iG = (CTi ; INCi%T ; Ni; ni) um unfolding de pro-fundidade i.Passo da Indu�c~ao: Unfolding de profundidade i + 1:O unfolding de profundidade i + 1, U i+1G = (CTi+1; INCi+1%T ; Ni+1; ni+1) �econstru��do em 4 passos:1. construir o conjunto de regras aplic�aveis ApplRulesi+1:ApplRulesi+1 = ApplRules(U iG; GG)� Applied(U iG)2. construir o novo grafo n�ucleo Ci+1 e a inclus~ao cTi+1:Seja (r+; m+) a regra paralela aplic�avel de ApplRulesi+1. O grafo n�ucleodo passo i+1 �e de�nido como o pushout do diagrama (1) abaixo (pushoutem TGraphP(T )), e a correspondente inclus~ao �e dada pelo mor�smo(de�nido pelo pushout) cTi+1 : CTi ! CTi+1.



60L+ dom(r+) R+CTi CTi+1✤ r+! //❴❴❴❴❴❴
❴ m0
��
✤✤
✤✤
✤

? _r+?
oo❴ ❴ ❴ ❴ ❴

❴ m0�
��
✤✤
✤✤
✤✤

� � cTi+1 //❴❴❴❴❴❴❴❴

✟ m+
##❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍ (1)=3. acrescentar as regras de ApplRulesi+1 em U i+1G (GG):Para todo (nr; rT ; mT ) 2 ApplRulesi+1, (nr; a) 2 Ni+1, onde ra = rT ,prea = cTi+1 �mT , posta = m0� � sT .LT RT R+CTi CTi+1
rT

//❴❴❴❴❴❴
❴mT
��
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤ r prea

��
✷✷

✷✷
✷✷

✷✷
✷✷

✷✷
✷✷

✷ ❴ posta
��
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤✤
✤

� � cTi+1 //❴❴❴❴❴
� q sT

""❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊

✿m0�
||③ ③
③ ③
③ ③
③ ③= =

4. incluir as a�c~oes de Ni em U i+1G (GG):Para todo (nr; b) 2 Ni, (nr; a) 2 Ni+1, onde ra = rb, prea = cTi+1 � preb,posta = cTi+1 � postb.La = Lb Ra = RbCTi CTi+1ra=rb
//❴❴❴❴❴

❴preb
��
✤✤
✤✤
✤ ☞ prea

&&▲▲
▲▲▲

▲▲▲
▲▲▲ ❴ posta

��
✤✤
✤✤
✤✷postb

xxr r r
r r r

r r r
r r

� � cTi+1 //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴Entre os unfoldings UkG(GG) e Uk+1G (GG) h�a uma inclus~ao inn induzida pelomor�smo de inclus~ao entre os grafos-n�ucleo cTk e cTk+1 
̀�Definic�~ao 3.40. (Semântica de Gramáticas de Grafos) O unfolding UnfG(GG)de uma gram�atica de grafos GG �e de�nido como o colimite em OccGG do diagramaformado pelos unfoldings �nitos de GG e as correspondentes inclus~oes.A semântica de uma gram�atica de grafos GG �e o seu unfolding UnfG(GG). 
̀�Deste modo, o unfolding representa todas as computa�c~oes determin��sticas (deri-va�c~oes) e n~ao determin��sticas poss��veis (atrav�es das a�c~oes). Sendo de�nido comocolimite, �e �unico a menos de isomor�smo.Exemplo 3.24: Como exemplo, ser �a encontrado o unfolding de profundidade 3 da gram�aticaGG da �gura 3.19. Neste exemplo, os mor�smos das regras/grafo inicial em rela�c~ao ao grafo-n �ucleo ser~ao representados usando itens com mesmos ��ndices.U0G(GG): no unfolding de profundidade zero, o grafo-n �ucleo CT0 �e igual ao grafo inicialdeGG e o grafo inicial II%T �e o grafo duplamente tipado (IT ; id; IT ) e o conjunto de nomesde regras �e vazio (N0 = ;).CT0 : ✄1 ✿1 ✤1a1 //❴❴❴❴❴
' & % $

 ! " #U1G(GG): o conjunto de regras aplic �aveis em CT0 �e ApplRules1 = f(nr1; r1; m1);(nr2; r2; m2)g, onde img(m1) = ✿1 e img(m2) = ✄1 ✿1 , que s~ao grafos concorrentes,



61uma vez que N0 = ;. Portanto, N1 = fy1; y2g, onde y1 = (nr1; r01) e y2 = (nr2; r02). Estasitua�c~ao representa a aplica�c~ao da regra r2 ao grafo inicial de GG, seguida da aplica�c~ao de r1(deriva�c~ao seq �uencial). Observe que se r1 for aplicada em primeiro lugar, r2 n~ao pode maisser aplicada ao grafo de sa��da resultante (apesar das regras poderem ser aplicadas em paralelo,s �o existe uma ordem na qual podem ser aplicadas seq �uencialmente).
CT1 : ✄1 ✿1 ✤1 aplica�c~ao da regrar2 ao grafo I : ✤ ✿

✄2 ✇1 ✠1 ✠ OUT1y1 : ✿1 ✄2 ✇1 aplica�c~ao da regrar1 ao grafo OUT1: ✤ ✇y2 : ✄1 ✿1 ✿1 ✠1 ✠ ✄ OUT2
a1 //❴❴❴❴ b1 //❴❴❴❴

c1^^❂ ❂ ❂ ❂ ❂ ❂ ❂b1 //❴❴❴❴ c1 //❴❴❴❴

bOO✤✤✤✤✤✤
c
��✆ ✆
✆ ✆
✆ ✆
✆
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 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

❴❴❴ //
r01

❴❴ //
r02

U2G(GG): o conjunto de regras aplic �aveis em CT1 �e f(nr3; r3; m3)g, onde a imagem doocorrênciam3 �e o grafo-concorrente img(m3) = ✄2 b1�! ✇1 ✠1 . Observe que os itens deCT1 que s~ao eliminados por a�c ~oes (✿4 e ✄4) n~ao podem ser itens de grafo concorrente. Ent~aoN2 = fy1; y2; y3g, onde y3 = (nr3; r03). A regra r3, aplicada ao grafo OUT2, resulta nografo de sa��da OUT3 a seguir.CT1 : ✄1 ✿1 ✤1
✄2 ✇1 ✠1 ☎1 ✤ ✇y3 : ✄2 ✇1 ✇1 ☎1 ✠ ☎ OUT3

✠1 ✠1
a1 //❴❴❴❴❴ b1 //❴❴❴❴❴

c1``❅ ❅ ❅ ❅ ❅ ❅ ❅ ❅m1
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m @@��������
e
��
✤✤
✤✤
✤✤n

oo❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴b1 //❴❴❴❴❴ e1
//❴❴❴❴❴m1OO✤✤✤✤✤ n1

~~⑤ ⑤
⑤ ⑤
⑤ ⑤
⑤ ⑤

//

//

aplica�c~ao da regrar3 ao grafo OUT3:' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

❴❴❴❴ //
r04

U3G(GG): a �unica regra que pode ser aplicada ao grafoOUT3 �e r4. Portanto, o conjunto deregras aplic �aveis em CT2 �e f(nr4; r4; m4)g, onde img(m4) = ✤1 ✇1 e1�! ☎1 . Ent~aoN3 =fy1; y2; y3; y4g, onde y4 = (nr4; r04). A regra r4, aplicada ao grafo OUT3, resulta no grafo-estado OUT4. Note que os grafos-estado OUT1; OUT2; OUT3; OUT4 e I s~ao subgrafosdo grafo-n �ucleo CT3 . A �unica regra que pode ser aplicada ao grafo-estado OUT4 �e r1 e,em seq�uência, r3, que s~ao as regras que ser~ao usadas para construir U4G(GG) e U5G(GG),respectivamente.



62T : ✄ ✿ ✤ I : ✄1 ✿1 ✤1
✇ ☎ ✠x1 : ✿4 ✄3 ✇3 x2 : ✄1 ✿1 ✿2 ✠1x3 : ✄2 ✇1 ✇2 ☎3 x4 : ✤1 ✇4 ✿3
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❴❴❴❴ //r3 ❴❴❴❴ //r4

Figura 3.19- Gram�atica de Grafos GG.CT1 : ✄1 ✿1 ✤1 ✿2
✄2 ✇1 ✠1 ☎1 ✿y4 : ✤1 ✇1 ☎1 ☎1 ✿2 ✠ ☎ OUT5

a1 //❴❴❴❴ b1 //❴❴❴❴
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aplica�c~ao da regrar4 ao grafo OUT4:' & % $
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❴❴ //
r04 
..̀�Pelo fato do unfolding de uma gram�atica de grafos ser �unico a menos de isomor-�smo, GG ter�a v�arias semânticas isom�or�cas, fato este que n~ao ocorre nas redes L/T,que possuem unfoldings determin��sticos. Para de�nir a semântica como um funtor,ser~ao de�nidas as gram�aticas de grafos de ocorrência abstratas, que s~ao de�nidascomo uma classe de equivalência onde os elementos da classe est~ao relacionados pormor�smos pre�xos (de�ni�c~ao 3.34) que s~ao isomor�smos. De�nidos desta maneira,as gram�aticas de uma destas classes usar~ao as mesmas regras, possuir~ao o mesmografo inicial e ter~ao grafos-n�ucleo isom�or�cos. Esta condi�c~ao para os grafos-n�ucleo(serem isom�or�cos) re
ete o fato das deriva�c~oes serem �unicas a menos de isomor-�smo.Definic�~ao 3.41. (Gramática de Grafos de Ocorrência Abstrata) Uma gram�aticade grafos de ocorrência abstrata �e �e uma classe de equivalência de�nida por:[Occ] = fOcc0jp : Occ0 ! Occ �e um isomor�smo e um mor�smo pre�xogUm mor�smo [f ] : [Occ1]! [Occ2] �e de�nido por[f ] = fgjF(g) = F(f)gonde f; g : Occ1 ! Occ2 s~ao mor�smos em OccGG.A categoria das gram�atica de grafos de ocorrência abstratas �e denotada porOccGG. O funtor UnfG : GG ! OccGG �e de�nido por: UnfG(GG) = Occ ,UnfG(GG) = Occ 
̀�



63Observa�c~ao: UnfG (OccGG) ser~ao usados como sinônimo de UnfG (OccGG)quando puder ser inferido, do contexto, ao qual se refere.



64
4 Transformando Gram�aticas de Grafos em Redes L/TNeste cap��tulo, as gram�aticas de grafos ser~ao relacionadas com as redes L/Tatrav�es de dois funtores R e UR :PTNets UnfR

//❴❴❴❴❴ OccNetsGGDR OO✤✤✤✤✤✤ UnfG
//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDUROO✤✤✤✤✤GGD �e a categoria de gram�aticas de grafos discretas, que s~ao objetos de GGtais que os grafos n~ao possuem arcos e as regras n~ao preservam itens, que s~ao ascaracter��sticas (a serem discutidas na se�c~ao 1) das gram�aticas de grafos que ser~aotransformadas em redes L/T: os v�ertices dos grafos ser~ao mapeados para os lugarese as regras, mapeadas para as transi�c~oes (tanto para a categoria sint�atica GGDquanto para a categoria semântica OccGGD). No cap��tulo 6, ser�a mostrado que estediagrama comuta a menos de isomor�smo.Estrutura do Cap��tulo:� se�c~ao 1: de�ne como transformar uma gram�atica de grafos em uma rede L/T,analisando os casos;� se�c~ao 2: mostra como transformar um mor�smo entre gram�aticas de grafosem mor�smos entre redes L/T. Em seguida, �e provado que R �e um funtor;� se�c~ao 3: mostra como transformar uma gram�atica de grafos de ocorrência emuma rede de ocorrência. Demonstra�c~ao de que o resultado da transforma�c~ao�e uma rede de ocorrência;� se�c~ao 4: mostra como transformar mor�smos entre gram�aticas de grafos deocorrência em mor�smos entre redes de ocorrência.4.1 Transforma�c~ao dos Objetos de GGNas redes L/T, mudan�cas de estado s~ao representadas por transi�c~oes, que de-terminam a movimenta�c~ao (ou melhor, elimina�c~ao/cria�c~ao) de tokens na rede. Emgram�aticas de grafos, este conceito �e representado pelas regras, que podem elimi-nar, criar ou preservar itens. Ent~ao, uma regra ser�a representada atrav�es de umatransi�c~ao. Deste modo, preserva�c~ao, elimina�c~ao e cria�c~ao de itens ter~ao que serrepresentados em termos de elimina�c~ao/cria�c~ao de tokens. Surge ent~ao a quest~aode como representar a preserva�c~ao de itens. Uma possibilidade seria \elimina�c~aoseguida de cria�c~ao" (equivalente a \esquecer" o mor�smo das regras). Mas istoimplicaria em tornar equivalentes as regras x1 : ✈ ✎ 22 ✎ ✡' & % $ ! " # ❴❴❴❴ //r1 ' & % $ ! " # e x2 :

✈ ✎ ✎ ✡' & % $ ! " # ❴❴❴❴ //r2 ' & % $ ! " # . Por�em, estas regras possuem semânticas diferentes, pois,por exemplo, a regra x3 : ✎ ✩ ✱oo❴ ❴ ❴' & % $ ! " # ❴❴❴❴ //r3 ' & % $ ! " # pode ser aplicada em paralelo com r1



65(uma vez que elimina�c~ao de itens pode ocorrer em paralelo com cria�c~ao), mas n~ao opode com r2, pois eliminam o mesmo item ✎, sendo mutuamente exclusivas. Disto,conclu��mos que n~ao �e conveniente simplesmente \esquecer" a preserva�c~ao de itens,uma vez que se procura uma equivalência semântica entre redes L/T e gram�aticasde grafos. Portanto, para uma gram�atica de grafos poder ser transformada numarede L/T, nenhuma de suas regras pode preservar itens.Para a representa�c~ao de recursos em uma gram�atica de grafos, pode ser usadotanto v�ertices quanto arcos, mas nas redes L/T s�o �e poss��vel represent�a-los pormeio dos lugares. Tem-se agora um outro problema: como representar os v�erticese arcos em termos de lugares. Uma op�c~ao �e simplesmente ignorar os arcos e trans-formar somente os v�ertices em lugares, o que leva a semânticas bem diferentes,uma vez que menos recursos precisam estar presentes para o disparo da transi�c~aoequivalente. Outro problema que surge neste caso �e uma regra deixar de ser regra:por exemplo, ignorando o arco da regra x4 : ✺88
// ✺

' & % $
 ! " #

❴❴❴ //r4 ' & % $
 ! " # , chega-se �a \regra"x5 : ✺ // ✺

' & % $
 ! " #

❴❴❴ //r5 ' & % $
 ! " # , que n~ao �e mais uma regra, uma vez que �e um isomor�smo.Outra op�c~ao �e transformar tanto arcos quanto v�ertices em lugares. Neste caso, aregra x6 : ✺

a
//❴❴❴ ✩ ✇ bgg

' & % $
 ! " #

❴❴❴❴ //r6 ' & % $
 ! " # seria transformada na transi�c~ao t:
✺

##❋❋
❋

✩
��
✤✤


a
||② ②
②t

{{① ① ① ""❊
❊❊
✇ 
bUma poss��vel marca�c~ao v�alida para uma rede com esta transi�c~ao �e ✺ � a, o queimplicaria em um grafo-estado numa gram�atica equivalente a tal rede que apresenteum arco sem destino, i.e., apresenta recursos representados por ✺

a
//❴❴❴' & % $

 ! " # , o que, pelade�ni�c~ao de grafo (deste trabalho), n~ao �e poss��vel, uma vez que os arcos precisamter origem e destino. Portanto, neste caso as semânticas tamb�em ser~ao diferentes.Como um dos objetivos deste trabalho �e obter uma equivalência semântica entregram�aticas de grafos e redes L/T, os grafos usados na gram�atica a ser transformadadevem possuir apenas v�ertices.Os (tipos dos) poss��veis itens que podem ocorrer nos grafos das regras ou nografo inicial de uma gram�atica de grafos s~ao exatamente aqueles do grafo-tipo. Nasredes L/T, esta id�eia �e representada pelo conjunto de lugares, i.e., s�o se pode tertokens nos lugares que pertencem ao conjunto de lugares. Portanto, o grafo-tiposer�a transformado no conjunto de lugares.Os mor�smos de tipo tanto das regras quanto do grafo inicial ser~ao usados paraencontrar a multiplicidade dos tokens na rede L/T resultante da transforma�c~ao:se um elemento (v�ertice, pois est~ao sendo considerados apenas os grafos que n~aotêm arcos) x do grafo-tipo T de um grafo tipado (G; t; T ) da gram�atica de grafos�e imagem de n elementos do grafo G, n ser�a a multiplicidade do \lugar" x (i.e.,t(x1) = � � � = t(xn); xi 2 G; 1 � i � n e x 2 T ). Uma vez que os lugares em umarede L/T admitem multiplicidade �nita, n deve ser �nito.A seguir, ser�a de�nida uma categoria GGD onde os objetos s~ao os objetos de GGtais que os grafos n~ao possuam arcos e as regras n~ao preservem itens e ser�a de�nido,ent~ao, um funtor R desta categoria para a categoria PTNets.



66Definic�~ao 4.1. (Gramáticas de Grafos Discretas) Seja GG = (T; IT ; N; n) umagram�atica de grafos com grafo-tipo T . GG ser�a uma gram�atica de grafos discretase, e somente se, satis�zer as seguintes condi�c~oes:1: Os conjuntos de arcos dos grafos s~ao vazios (i.e., nenhum grafo de GG devepossuir arcos);2: 8x 2 N; n(x) = (;; idT ), i.e., os mor�smos r = (g; t) : LT ! RT emTGraphP(T ) onde g = ; e t = idT , com a restri�c~ao de que 8x 2 T , osconjuntos fy 2 LjtL(y) = xg, fy 2 RjtR(y) = xg e fy 2 IjtI(y) = xg sejam�nitos, i.e., existe um n�umero �nito de elementos que possuem tipo x.A categoria GGD �e de�nida como a subcategoria completa de GG que possuicomo objetos as gram�aticas de grafos discretas. 
̀�Definic�~ao 4.2. (Transformação dos Objetos de GGD) SejamGG = (T; IT ; N; n)um objeto da categoria GGD, I = (VI ; ;; ;; ;) e tI : I ! T o mor�smo de tipo de I.A rede L/T R(Occ) = R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) �e de�nida por:1. SR = VT , o conjunto de v�ertices do grafo-tipo T = (VT ; ;; ;; ;);2. (TR; OT ) = N [ fOTg, onde OT 62 N �e o elemento apontado de TR;3. 8x 2 N; n(x) = rT : LT ! RT , sejam os mor�smos de tipo tL : L ! T etR : R! T . Os mor�smos pR e dR s~ao de�nidos da seguinte maneira: 8a 2 VT(Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),� pR(x)(a) = � Cd(fy 2 VLjtL(y) = ag), se a 2 img(tL)0, caso contr�ario� dR(x)(a) = � Cd(fy 2 VRjtR(y) = ag), se a 2 img(tR)0, caso contr�ario4. pR(OT ) = dR(OT ) = OSR;5. 8a 2 VT ; uR(a) = � Cd(fy 2 VI jtI(y) = ag), se a 2 img(tI)0, caso contr�ario 
̀�Exemplo 4.1: Para transformar a gram�aticaGG0 da �gura 4.1 numa rede L/TR0, o seguintepasso pode ser seguido: como T0 = (fa; b; c; d; eg; ;; ;; ;), SR0 = fa; b; c; d; eg e, comoN = fv1; v2; v3; v4g, TR0 = fOT0; v1; v2; v3; v4g. Os elementos que pertencem a img(tL1),onde L1 �e o lado direito da regra v1, s~ao c e e. Portanto, estes ser~ao os �unicos que ter~aocardinalidade diferente de 0 em pR0(v1), a origem da transi�c~ao v1: pR0(v1)(e) = Cd(fe1g) =1, uma vez que tL1(e1) = e e pR0(v1)(c) = Cd(fc1; c2g) = 2, dado que tL1(c1) = c =tL1(c2). Portanto, pR0(v1) = e� 2c. Analogamente, para todas as transi�c ~oes:x pR0(x) dR0(x)v1 e� 2c a� 2bv2 �b d� cv3 2d OS1v4 b� a c� eA rede L/T resultante desta transforma�c~ao �e a rede R0 da �gura 4.2. 
..̀�A prova de que, para uma gram�atica de grafos GG que seja objeto de GGD,R(GG) �e uma rede L/T, �e simples: �e necess�ario provar que as condi�c~oes da de�ni�c~ao2.5 s~ao satisfeitas, i.e., que pR e dR s~ao mor�smos entre conjuntos apontados, queuR �e um elemento de S�R e que as pr�e-condi�c~oes das transi�c~oes n~ao s~ao vazias.



67GG0 GG1I0 : a1 b1 b2 c1 I1 : k1 l1 m1 j1 j2T0 : a b c d e T1 : j k l m nv1 : a1 b1 r1�! c1 e1 t1 : m1 m2 r1�! k1 l1 j1 j2v2 : c1 b1 r2�! c2 d1 t2 : m1 j1 r2�! m2v3 : d1 d2 r3�! ; t3 : j1 r3�! n1v4 : c1 c2 e1 r4�! a1 b1 b2 t4 : k1 l1 j1 r4�! m1Figura 4.1- Exemplo de gram�aticas de grafos discretas.R0 m��b v3 R1 t2 t1 m� mv4 m� a v1 md m��j m� k m� lme m� c v2 t3 mn t4//❴❴
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SR0 = fa; b; c; d; eguR0 = a� c� 2bTR0 = fOT0; v1; v2; v3; v4g SR1 = fj; k; l;m; nguR1 = k � l �m� 2jTR1 = fOT1; t1; t2; t3; t4gFigura 4.2- Redes L/T resultantes da aplica�c~ao do funtor R �asgram�aticas da �gura 4.1.Proposic�~ao 4. Dada uma gram�atica de grafos discreta GG, R(GG) �e uma redeL/T.Demonstra�c~ao:1: TR �e um conjunto apontado, pela de�ni�c~ao de R.2: pR e dR s~ao mor�smos entre conjuntos apontados, pois, pela de�ni�c~ao, pR edR s~ao fun�c~oes e pR e dR preservam os elementos apontados (i.e., pR(OT ) =dR(OT ) = OSR.3: 8t 2 T; pR(t); dR(t) e uR 2 S�R , i.e., s~ao fun�c~oes de SR para N : decorre dade�ni�c~ao.4: 8t 2 T; pR(t) = OSR ) t = OT , pois como as regras da gram�atica s~ao apenasconsumidoras (i.e., n~ao preservam itens), seus lados esquerdos s~ao diferentesde ;, i.e., possuem ao menos 1 v�ertice e, da��, as origens das transi�c~oes s~aodiferentes de OSR. Al�em disso, por de�ni�c~ao, pR(OT ) = OSR. 
..̀



684.2 Transforma�c~ao dos Mor�smos de GGDNa transforma�c~ao de uma gram�atica de grafos numa rede L/T, o grafo-tipo foitransformado no conjunto de lugares. Como um mor�smo entre duas gram�aticas �ede�nido em fun�c~ao de um mor�smo entre seus grafos-tipo, este mor�smo ser�a usadona transforma�c~ao. A fun�c~ao que mapeia as transi�c~oes ser�a de�nida em termos dafun�c~ao entre as regras e o mor�smo indutor ser�a de�nido em termos do mor�smoentre os grafos-tipo.Definic�~ao 4.3. (Transformação dos Morfismos de GGD) SejamGG0 = (T0; I0; N0; n0)e GG1 = (T1; I1; N1; n1) objetos de GGD e R0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0; uR0) eR1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1) duas redes L/T tais que R(GG0) = R0 eR(GG1) = R1. Seja (fT ; fN) um mor�smo entre GG0 e GG1. O mor�smo R(fT ; fN)entre R0 e R1 ser�a o par (f : TR0 ! TR1 ; h : SR0 ! S�R1) de�nido por:1. 8x 2 TR0 ; f(x) = � fN(x); se x 2 dom(fN )OT1; caso contr�ario2. 8a 2 SR0 ; h(a) = � Lb2A b; onde A = fbjfT (b) = ag se a 2 img(fT );OS1; caso contr�ario.Deste modo, h induz o mor�smo entre multiconjuntos g : S�R0 ! S�R1 . 
̀�Exemplo 4.2: Para exempli�car esta transforma�c~ao, considere as gram�aticasGG0 eGG1 da�gura 4.1 e o mor�smo (fT ; fN) : GG0 ! GG1 dado pelos mor�smos parciais fT : T1 !T0, fT = fj� b; k� a; l� a;m� c; n� undefg e fN : N0 ! N1, fN = fv1�t1; v2 � t2; v3 � undef; v4 � t4g. O mor�smo R(fT ; fN) �e dado pelo par (f; g), ondef : TR0 ! TR1 , f = fv1� t1; v2� t2; v3�OT1; v4� t4; OT0�OT1g e h : SR0 ! S�R1 ,h = fa�k � l; b�j; c�m; d�OS1; e�OS1g. 
..̀�Para provar que (f; g) �e um mor�smo em PTNets, �e necess�ario provar que ascondi�c~oes da de�ni�c~ao 2.6 s~ao satisfeitas.Proposic�~ao 5. Dadas duas gram�aticas de grafos discretas GG0 e GG1 e (fT ; fN) :GG0 ! GG1 um mor�smo entre GG0 e GG1, R(fT ; fN) �e um mor�smo entre asredes L/T G (GG0) = R0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0) e R(GG1) =R1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1).Demonstra�c~ao:1: f �e um mor�smo entre conjuntos apontados, pois segue de�ni�c~ao de R que f�e uma fun�c~ao total e, como f(OT0) = OT1 (uma vez que OT0 62 dom(fN)), fpreserva os elementos apontados;2: g(uR0) = uR1 , i.e., 8a 2 SR1 ; g(uR0)(a) = uR1(a). Como (fT ; fN) �e um mor-�smo em GG, o diagrama abaixo comuta, i �e um isomor�smo e (1) �e umpullback. Sejam a1 2 SR1 e m = uR1(a1). H�a ent~ao dois casos: os casos de mser igual ou maior que zero.T0 dom(fT ) T1I0 I 0 I1� �
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69Caso 1: m > 0. Pela constru�c~ao de uR1 , 9b1; : : : ; bm 2 I1jtI1(bj) = a1; 1 �j � m. Como i �e um isomor�smo, 9X1; : : : ; Xm 2 I 0ji(bj) = Xj. Dado quev �e total, (2) comuta e f ?T �e uma inclus~ao, tem-se que v(Xj) = a1, i.e.,a1 2 dom(fT ). Seja a0 2 T0jfT (a1) = a0. Pelo fato de que (1) �e pullback,9c1; : : : ; cm 2 I0ju(Xj) = cj e tI0(cj) = a0. Pela constru�c~ao de uR0; uR0(a0) =m. Como g(a0)(a1) = 1 (por de�ni�c~ao e do fato de que fT (a1) = a0) e pelade�ni�c~ao 2.3 (multiconjuntos), tem-se que g(uR0)(a1) = m.Caso 2: m = 0. Neste caso, a1 62 img(tI1). Suponha que g(uR0)(a1) > 0.Pela de�ni�c~ao de g, 9a0 2 [[uR1 ]]jfT (a1) = a0, ie a0 2 img(fT !) e a0 2 img(tI0).Como (1) �e pullback, 9X 2 I 0jfT !�v(X) = tI0 �u(X) = a0 e v(X) = a1. Comoi �e um isomor�smo e (2) comuta, 9b 2 I1jtI1(b) = a1, contrariando a hip�otesede que a1 62 img(tI1). Portanto, g(uR0)(a1) = 0.3: 8a 2 SR0 ; 8b 2 SR1 ; g(a)(b) � 1: segue pela constru�c~ao de g e do fato de fTser uma fun�c~ao (parcial).4: 8a 2 SR1 e 8r0 2 TR0 :4.1: (pR1 � f(r0))(a) = (g � pR0(r0))(a). Seja r0 2 N0. Para provar esta igual-dade, ser~ao considerados os casos de r0 pertencer ou n~ao ao dom��nio defN . Considere o diagrama a seguir, que comuta pelo fato de (fT ; fN) serum mor�smo na categoria GG, onde os diagramas (1) e (3) s~ao pullbackse (2) �e um pushout.T1 L1 R1 T1dom(fT ) L0 R0 dom(fT )T0 L0 R0 T0fT
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Caso 1: r0 62 dom(fN): neste caso, r0 �e um isomor�smo e, da��, L0 =R0 = ; (pois r0 n~ao preserva itens). Como iL e iR tamb�em s~ao iso-mor�smos, L1 = R1 = ;. Portanto, r1 = OT1, i.e., pR1(f(r0))(a) =pR1(OT1)(a) = 0. Como (1) �e pullback e L0 = ;, img(tL0)\ img(fT !) = ;(i.e., nenhum elemento da imagem de fT pertence �a imagem de tL0).Da��, pela de�ni�c~ao de h, h�pR0(r0) = OS1 . Portanto, g(pR0(r0))(a) = 0.Caso 2: r0 2 dom(fN ): neste caso, r0 = ; n~ao �e um isomor�smo e aprova �ca an�aloga ao item (3) acima.4.2: (dR1�f(t))(a) = (g�dR0(t))(a): prova de modo an�alogo ao item anterior.5: 8a; b 2 SR0 se [[g(a)]]\[[g(b)]] 6= ; ent~ao a = b. Suponha que [[g(a)]]\[[g(b)]] 6= ;.Seja c 2 [[g(a)]], i.e., fT (c) = a. Como c 2 [[g(b)]], fT (c) = b. Pelo fato de fTser uma fun�c~ao, a = b. 
..̀O pr�oximo passo �e provar que R �e um funtor.Proposic�~ao 6. O funtor R : GGD! PTNets �e bem de�nido.Demonstra�c~ao:Sejam GG, GG0, GG1 e GG2 gram�aticas de grafos discretas e h0 = (fT0 ; fN0) :GG0 ! GG1 e h1 = (fT1 ; fN1) : GG1 ! GG2 mor�smos na categoria GGD. Sejam



70R(h0) = (f0; g0);R(h1) = (f1; g1) e idGG = (idT ; idN) o mor�smo identidade de GG.(Nesta prova, ser�a usada a nota�c~ao afb para indicar que f(a) = b.)1: R(h0) : R(GG0) ! R(GG1): Pela proposi�c~ao 4, R(GG0) e R(GG1) s~ao redesL/T e Pela proposi�c~ao 11,R(h0) �e ummor�smo em PTNets. Segue diretamenteda de�ni�c~ao de R que R(h0) �e um mor�smo entre R(GG0) e R(GG1).2: R(h1 � h0) = R(h1) � R(h0): como h1 � h0 : GG0 ! GG2, pela de�ni�c~ao de R,R(h1 � h0) : R(GG0)! R(GG2).� (transi�c~oes): sejam t0 uma transi�c~ao de R(GG0) e t2 uma transi�c~ao deR(GG2).t0R(h1 � h0)t2 , t0(fN1 � fN0)t2 (pela de�ni�c~ao de R), 9t1 2 N1j(t0 fN0 t1) e (t1 fN1 t2) (pela de�ni�c~ao de mor�smos emGGD), (t0 f0 t1) e (t1 f1 t2) (pela de�ni�c~ao de R), t0(f1 � f0)t2 (pela composi�c~ao de mor�smos em PTNets), t0(R(h1) � R(h0))t2� (lugares): sejam a0 um lugar de R(GG0) e a2 um lugar de R(GG2). Pelade�ni�c~ao de R, R(h1 � h0)(a0) �e um conjunto, i.e.,R(h1 � h0)(a0)(a2) = 1, (fT1 � fT0)(a2) = a0 (pela de�ni�c~ao de R), 9a1 2 T1 (o grafo-tipo de GG1) j(a1 fT0 a0) e (a2 fT1 a1) (pelade�ni�c~ao de mor�smos em GGD), g0(a0)(a1) = 1 e g1(a1)(a2) = 1 (pela de�ni�c~ao de R), g0 � g1(a0)(a2) = 1 (pela composi�c~ao de mor�smos entre multicon-juntos), R(h1) � R(h0))(a0)(a2) = 13: R(idGG) = idR(GG)� (transi�c~oes): sejam t1 e t2 transi�c~oes de R(GG).t1R(idGG)t2 , t1 idN t2 (pela de�ni�c~ao de R), t1 = t2 (uma vez que idN �e identidade), t1idR(GG)t2, uma vez que t1 e t2 transi�c~oes de R(Occ).� (lugares): sejam a e b lugares de R(GG). Pela de�ni�c~ao de R, R(idGG)(b)�e um conjunto, i.e.,R(idGG)(b)(a) = 1, a idT b, a = b, idR(GG)(b)(a) = 1, uma vez que a e b lugares de R(GG). 
..̀4.3 Transforma�c~ao dos Objetos de OccGGDNesta se�c~ao, ser�a visto como transformar uma gram�atica de grafos de ocorrêncianuma rede de ocorrência. Aqui valem as mesmas discuss~oes j�a feitas a respeito detransformar arcos e preserva�c~ao de itens. Ser�a ent~ao de�nida uma categoria OccGGDcom as mesmas caracter��sticas de GGD: os grafos n~ao possuem arcos e as regras n~aopreservam itens.Definic�~ao 4.4. (Gramáticas de Grafos de Ocorrência Discretas) Seja Occ =(CT ; INC%T; N; n) um objeto de OccGG. Occ ser�a uma gram�atica de grafos deocorrência discreta se, e somente se, satis�zer as seguintes condi�c~oes:1: Os conjuntos de arcos dos grafos s~ao vazios (i.e., nenhum grafo de Occ devepossuir arcos);



712: 8x 2 N; n(x) = a n~ao preserva itens e 8x 2 CT , os conjuntos fy 2 Lajprea(y) =xg, fy 2 Rajposta(y) = xg e fy 2 IjinGG(y) = xgsejam �nitos.A categoria OccGGD �e de�nida como a subcategoria completa de OccGG quepossui como objetos as gram�aticas de grafos de ocorrência discretas. De modoan�alogo a gram�aticas de ocorrência abstratas (de�ni�c~ao 3.41), �e de�nida a categoriaOccGGD. 
̀�A transforma�c~ao de um objeto de OccGGD numa rede de ocorrência �e an�aloga�a transforma�c~ao de gram�aticas de grafos discretas em redes L/T; por�em, o grafon�ucleo �e tranformado no conjunto de lugares e o grafo-tipo �e \esquecido".Definic�~ao 4.5. (Transformação dos Objetos de OccGGD) Seja[Occ = (CT; INC%T ; N; n)] um objeto de OccGGD. A rede de ocorrência UR ([Occ]) =R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) �e de�nida por:1. TR = N [ fOTg, onde OT 62 N .2. SR = VC , o conjunto de v�ertices do grafo-n�ucleo CT .3. 8x 2 CT :uR(x) = � 1; se x 2 img(INC%T )0; caso contr�ario4. 8t 2 N e n(t) = a, 8x 2 CT :pR(t)(x) = � 1; se x 2 img(prea)0; caso contr�ariodR(t)(x) = � 1; se x 2 img(posta)0; caso contr�ario 
̀�Deste modo, os objetos de OccGGD que se diferenciam apenas pelo grafo-tipo s~aomapeados para a mesma rede de ocorrência. Qualquer gram�atica de grafos Occ0 queperten�ca �a classe de equivalência [Occ], a igualdade UR ([Occ0]) = UR ([Occ]) se veri-�ca, uma vez que as gram�aticas da classe [Occ] est~ao relacionadas por isomor�smosque s~ao mor�smos pre�xos (veja a de�ni�c~ao 3.34).A proposi�c~ao a seguir estabelece uma equivalência entre as rela�c~oes de con
itoe de ocorrência em gram�aticas de grafos de ocorrência e as rela�c~oes de con
ito eocorrência em redes de ocorrência.Proposic�~ao 7. Sejam Occ = (CT ; INC%T; N; n) um objeto de OccGGD e umarede L/T R = (pR ; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) tal que UR ([Occ]) = R. Ent~ao, asseguintes implica�c~oes s~ao verdadeiras para todo x1; x2 2 C ou x1; x2 2 N .1. x1 � x2 ) x1 � x22. x1 � x2 ) x1 � x23. x1 #�! x2 ) x1#x24. x1 #=) x2 ) x1#x25. x1#x2 ) 9x; x0 2 Cjx #�! x0 e x � x1 e x0 � x2Demonstra�c~ao:Ser~ao provadas as asser�c~oes para os itens do grafo-n�ucleo. A prova para as a�c~oes�e semelhante. Sejam x1; x2 2 C:1: Suponha que x1 �T x2. Como �T �e o fecho re
exivo e transitivo de ET , tem-se que 9y1; : : : ; yn 2 CT ; n � 0jx1 ET y1 ET y2 � � � yn ET x2. Pela de�ni�c~ao de



72ET , 9a0; : : : ; an 2 N tais que a0 elimina x1 e cria y1, a1 elimina y1 e cria y2,: : : , an elimina yn e cria x2, i.e., x1 2 img(prea0); y1 2 img(prea1); : : : ; yn 2img(prean) e y1 2 img(posta0); : : : ; yn 2 img(postan�1); x2 2 img(postan).Pela de�ni�c~ao de UR , x1 2 [[pR(a0)]]; y1 2 [[pR(a1)]]; : : : ; yn 2 [[pR(an)]] e y1 2[[dR(a0)]]; : : : ; xn 2 [[dR(an�1)]]; x2 2 [[dR(an)]]. Pela de�ni�c~ao de �1, tem-seque x1 �1 a0; y1 �1 a1; : : : ; yn �1 an e a0 �1 y1; : : : ; an�1 �1 yn; an �1 x2.Como � �e o fecho re
exivo e transitivo de �1, tem-se que x1 � a0 � y1 �a1 � � �an�1 � yn � an � x2. Portanto x1 � x2.2: Suponha que x1 � x2. Como � �e o fecho re
exivo e transitivo de �1, tem-seque 9t0; : : : ; tn 2 TR e 9b1; : : : ; bn; n � 0jx1 �1 t0 �1 b1 � � � bn �1 tn �1 x2,i.e., x1 2 [[pR(t0)]]; b1 2 [[pR(t1)]]; : : : ; bn 2 [[pR(tn)]] e b1 2 [[dR(t0)]]; : : : ; bn 2[[dR(tn�1)]]; x2 2 [[dR(tn)]]. Pela de�ni�c~ao de UR , tem-se que x1 2 img(pret0); b1 2img(pret1); : : : ; bn 2 img(pretn) e que b1 2 img(postt0); : : : ; bn 2 img(posttn�1),x2 2 img(posttn). Como as regras n~ao preservam itens, elas eliminam os itensda imagem de pre e criam os itens da imagem de post. Pela de�ni�c~ao de ET ,tem-se que x1 ET b1 ET b2 � � � bn�1 ET bn ET x2. Como �T �e o fecho re
exivoe transitivo de ET , tem-se que x1 �T x2.3: Suponha que x1 #�! x2. Pela de�ni�c~ao de #�!, existem a�c~oes a1; a2 2 N; a1 6=a2 tais que a1 cria o item x1 (i.e., x1 2 img(posta1)), a2 cria o item x2 (i.e.,x2 2 img(posta2)) e a1 #�! a2 (i.e., img(prea1) \ img(prea2) 6= ;). Sejax3 2 img(prea1) \ img(prea2). Pela de�ni�c~ao de UR , x3 2 [[pR(a1)]]; x3 2[[pR(a2)]]; x1 2 [[dR(a1)]] e x2 2 [[dR(a2)]] (lembre-se que as regras n~ao preservamitens). Portanto, a1 �1 x1 e a2 �1 x2. Como � �e o fecho re
exivo e transitivode �1, a1 � x1 e a2 � x2. Como a1 6= a2 e fx3g � [[pR(a1)]]\ [[pR(a2)]], tem-seque a1 m a2 e, portanto, x1#x2.4: Suponha que x1 #=) x2. Pela de�ni�c~ao de #=); 9x3 2 CT jx1 #�! x3 e x3 � x2.Portanto, 9a1; a2 2 N j a1 cria x1, a2 cria x2 e a1 #�! a2. Conclu��mos ent~aoque x1#x3, x3 � x2 e x1 � x1. Pela de�ni�c~ao de #, 9t1; t2 2 TRjt1 m t2 e t1 �x1 e t2 � x3. Pela transitividade de �, t2 � x2 e, portanto, x1#x2.5: Suponha que x1#x2. Pela de�ni�c~ao de# e m, tem-se que 9a1; a2 2 TRj[[pR(a1)]]\[[pR(a2)]] 6= ;; a1 6= a2; a1 � x1 e a2 � x2. Seja x3 2 [[pR(a1)]] \ [[pR(a2)]].Tem-se ent~ao que x3 �1 a1 e x3 �1 a2. Como � �e o fecho re
exivo e tran-sitivo de �1, tem-se que x3 � x1 e x3 � x2. Tem-se ent~ao que 9t1; : : : ; tn 2TR e 9b1; : : : ; bn; n � 0ja1 �1 b1 �1 t1 � � � bn �1 tn �1 x1 e 9t01; : : : ; t0n 2TR e 9b01; : : : ; b0n; n � 0ja1 �1 b01 �1 t01 � � � b0n �1 t0n �1 x2. Pela transi-tividade de �, tem-se que x3 � b1 � � � bn � x1 e x3 � b01 � � � b0n � x2. Dex3 �1 a1 �1 b1 e x3 �1 a2 �1 b01, tem-se que x3 2 [[pR(a1)]] \ [[pR(a2)]]; b1 2[[dR(a1)]] e b01 2 [[dR(a2)]]. Portanto, tem-se que x3 2 img(prea1) \ img(prea2)(i.e., a1 e a2 eliminam o mesmo elemento x3), b1 2 img(posta1) (i.e., a1 criab1) e b01 2 img(posta2) (i.e., a2 cria b01). Portanto, b1 #�! b01, b01 �T x2 eb1 �T x1. 
..̀A seguir, ser�a provado que UR ([Occ]) �e uma rede de ocorrência, i.e., que satisfazas condi�c~oes da de�ni�c~ao 2.13: �e uma rede segura, ac��clica e sem autocon
itos.Proposic�~ao 8. Sejam [Occ = (CT; INC%T; N; n)] uma gram�atica de grafos emOccGGD. A rede L/T R = UR ([Occ]) �e uma rede de ocorrência.



73Demonstra�c~ao:1: R �e uma rede segura, i.e., 8t 2 TR; pR(t) e dR(T ) s~ao conjuntos e 8v 2A(R); v �e um conjunto: pela de�ni�c~ao de R, pR e dR s~ao conjuntos. Sejav 2 A(R). Ent~ao, existe uma seq�uência de passos �0; �1; : : : ; �n tais queuR[�0�� v0; : : : ; un[�n�� v. Isto signi�ca que v �e destino de uma ou mais transi-�c~oes. Suponha que v n~ao seja um conjunto, i.e., 9a 2 [[v]]jv(a) � 2. Sejan = v(a). Existem dois casos: se a faz parte do destino de uma �unica transi�c~aoou mais de uma:Caso 1: 9t 2 TRjdR(t)(a) = n: neste caso, dR(t) n~ao seria um conjunto,mas o �e pela de�ni�c~ao de UR .Caso 2: 9t1; : : : ; tn 2 TRjdR(ti)(a) = 1; 1 � i � n e n � 2: como U(Occ)�e uma gram�atica de grafos de ocorrência, CTk �e um grafo-n�ucleo. Pela de�ni�c~aode UR , a �e um v�ertice do grafo-n�ucleo e �e imagem do v�ertice ai do lado direitoda regra ti. Pela de�ni�c~ao de grafo-n�ucleo, s�o existe uma tal regra e, portanto,i = 1; uma contradi�c~ao, j�a que n � 2. Portanto, v �e um conjunto.2: a 2 [[uR]] se, e somente se, P(a) = ;, i.e., lugares do grafo inicial n~ao s~aodestino de nenhuma transi�c~ao: seja a 2 [[uR]]. Isto signi�ca que a �e um v�erticede INCk%T . Como CTk �e um grafo-n�ucleo, n~ao existe regra r em Occ tal quea seja imagem de algum v�ertice do lado direito de r. Portanto, pela de�ni�c~aode UR , @t 2 TRja 2 [[dR(t)]], i.e., P(a) = ;.3: 8a 2 SR; Cd(P(a)) � 1, i.e., todo lugar da rede pertence ao destino de nom�aximo uma transi�c~ao: suponha que 9a 2 SRjCd(P(a)) > 1. Sejam t1,t2 2 TR tais que a 2 [[dR(t1)]]\ [[dR(t1)]]. Isto signi�ca que existe um v�ertice a1no lado direito da regra t1 e existe a2 no lado direito da regra t2 que possuema mesma imagem a em CTk . Como CTk �e um grafo-n�ucleo, isto n~ao �e poss��vel.Portanto, Cd(P(a)) � 1.4: � �e irre
exiva: segue da proposi�c~ao 7 e do fato de que �# �e irre
exiva emuma gram�atica de grafos de ocorrência.5: 8t 2 TR, o conjunto ft0 2 TRjt0 � tg �e �nito: segue do fato de que 8a 2 N , oconjunto PreEN (a) �e �nito.6: a rela�c~ao # (con
ito bin�ario) no conjunto TR [ SR �e irrefelexiva: segue dapropopi�c~ao 7 e do fato de que #() �e irre
exiva em uma gram�atica de grafosde ocorrência. 
..̀Na proposi�c~ao a seguir, ser�a estabelecida a rela�c~ao entre grafo concorrente e ele-mentos concorrentes. Este resultado ser�a usado para estabelecer um relacionamentoentre as semânticas de gram�aticas de grafos e redes L/T.Proposic�~ao 9. Seja [Occ = (CT; INC%T ; N; n)] um objeto de OccGGD e umarede L/T R = (pR ; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR) tal que UR ([Occ]) = R. Seja G =(VG; ;; ;; ;) um subgrafo do grafo-n�ucleo de [Occ]. Ent~ao, G �e um grafo concorrentese, e somente se, Co(VG).Demonstra�c~ao:1: ()) Suponha que G = (VG; ;; ;; ;) seja um subgrafo concorrente de CT . Pelade�ni�c~ao de Co, �e necess�ario que provar que 8x; y 2 VG; x co y e que o con-junto ft0 2 TRjt0 � zg �e �nito para todo z 2 VG. Pela de�ni�c~ao de co, x co yimplica que (x � y ou y � x ou x#y) �e falso. Suponha que x co y. �E



74necess�ario ent~ao provar que x � y e y � x e x#y s~ao os três falsos parax; y 2 VG:1.1: Como x 6� y, i.e., x � y �e falso, tem-se, pela proposi�c~ao 7, que x � y �efalso. Como � �e o fecho re
exivo de �, x � y �e falso. Do mesmo modo,y � x �e falso.1.2: Para os itens de um grafo concorrente, x #() y �e falso. Suponha quex#y seja verdadeiro. Pela proposi�c~ao 7, tem-se que 9b; b0 2 TRjb #�!b0; b #=) x e b0 #=) y. Portanto, existem a�c~oes a1; a2 2 N ja1 cria b, a2cria b0, e a1 #�! a2. Como as regras n~ao preservam itens, a2 #�! a1,o que �e uma contradi�c~ao uma vez que �#A �e anti-sim�etirca. Portanto,x#y �e falso.1.3: Como G �e um grafo concorrente, 8a 2 fb 2 N jx 2 img(preb)g; o con-junto Pre�#A(a) �e �nito. Portanto, pela de�ni�c~ao de Pre�#A , o con-junto A = fa 2 N ja � b e x 2 img(preb) e b 2 N e x 2 Gg �e�nito. Ent~ao, pela de�ni�c~ao de UR e pela proposi�c~ao 7, o conjuntoB = fa 2 N ja � b e x 2 [[dR(b)]] e b 2 N e x 2 VGg tamb�em �nito.Pela de�ni�c~ao de �1, b �1 x e, portanto, a � x, i.e., B = fa 2 N ja �b e b �1 x e b 2 N e x 2 VGg = fa 2 N ja � x e x 2 VGg.2: (() Suponha que Co(VG) �e verdadeiro. Ent~ao o conjunto ft0 2 TRjt0 � tg�e �nito e x � y e y � x e x#y s~ao os três falsos para x; y 2 VG. Sejamx; y 2 VG:2.1: como x � y �e falso, x � y tamb�em �e falso. Pela proposi�c~ao 7, x � y �efalso.2.2: Suponha que x #() y seja verdadeiro. Pela de�ni�c~ao de #(), x #=) ye x #=) y. Pela proposi�c~ao 7, tem-se que x#y, uma contradi�c~ao, umavez que x#y �e falso. Portanto, x #() y �e falso, i.e., os itens de G n~aoest~ao em con
ito.2.3: Sejam a1; a2 2 N ja1 �#A a2; a1 6= a2. Suponha que a2 �#A a1. Como arela�c~ao #�! �e vazia para os elementos de A, tem-se que a1 � a2 e a2 �a1. Pela proposi�c~ao 7, a1 � a2 e a2 � a1, uma contradi�c~ao, uma vez que� �e irre
exiva numa rede de ocorrência. Portanto, �#A �e anti-sim�etrica.2.4: 8a 2 fb 2 N jx 2 img(preb)g; o conjunto Pre�#A(a) �e �nito: pela de�ni�c~ao3.30, Pre�#A(a) = fb 2 N jb �#A ag. Como �#A �e o fecho re
exivo etransitivo de (� [ #�!)jP , onde P = fa0 2 N ja0 � a00 e a00 2 Ag. Comoft0 2 TRjt0 � xg �e �nito, tem-se, de modo an�alogo ao item 1.4 acima,que P tamb�em �e �nito. Portanto, P = fa0 2 N ja0 � a00 e a00 2 Ag ePre�#A (a) s~ao ambos �nitos. 
..̀4.4 Transforma�c~ao dos Mor�smos de OccGGDA transforma�c~ao dos mor�smos de OccGGD �e feita de modo an�alogo �a trans-forma�c~ao dos mor�smos de GGD, por�em o grafo-n�ucleo ser�a usado no lugar dografo-tipo, uma vez que o grafo-n�ucleo �e usado para encontrar o conjunto de lu-gares.



75Definic�~ao 4.6. (Transformação dos Morfismos de OccGGD) Sejam [Occ0 =(CT00 ; INC0%T0 ; N0; n0)] e [Occ1 = (CT11 ; INC1%T1 ; N1; n1)] objetos de OccGGD eR0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0) eR1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1) duasredes L/T tais que UR ([Occ0]) = R0 e UR ([Occ1]) = R1. Seja [(fT ; fN)] um mor-�smo entre [Occ0] e [Occ1], fT = ct : CT00 ! CT11 . O mor�smo UR ([(fT ; fN)]) entreR0 e R1 ser�a o par (f : TR0 ! TR1 ; h : SR0 ! S�R1) de�nido por:1. 8x 2 TR0 ; f(x) = � fN(x); se x 2 dom(fN )OT1; caso contr�ario2. 8a 2 SR0 ; h(a) = � Lb2A b; onde A = fbjc(b) = ag se a 2 img(c);OS1; caso contr�ario.Deste modo, h induz o mor�smo entre multiconjuntos g : S�R0 ! S�R1 . 
̀�Note que, para qualquer (f 0T ; f 0N) pertencente �a classe de equivalência [(fT ; fN)],o mor�mso UR ([(f 0T ; f 0N)]) �e �unico (veja a de�ni�c~ao 3.41). Como OccNets �e umasubcategoria de PTNets, a prova de que UR �e um funtor an�aloga �a prova de que R�e um funtor (proposi�c~ao 6). Note-se que UR �e como um funtor de esquecimento,uma vez que \esquece" um dos tipos das gram�aticas e, conseq�uentemente, um dosmor�smos (de tipo).
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5 Transformando Redes L/T em Gram�aticas de GrafosNeste cap��tulo, ser~ao de�nidos os funtores G : PTNets! GGD e UG : OccNets!OccGGD, estabelecendo um relacionamento entre redes L/T e gram�aticas de grafos.PTNets UnfR

//❴❴❴❴❴G
��
✤✤
✤✤
✤✤

OccNetsUG
��
✤✤
✤✤
✤GGD UnfG

//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDOs lugares ser~ao transformados em v�ertices e as transi�c~oes em regras, de modoque a gram�atica de grafos resultante �e tal que nenhum de seus grafos possui arcos(grafos discretos) e nenhuma regra preserva itens. Esta mesma representa�c~ao �eusada em [KOR 96], que relaciona redes de Petri com gram�aticas de grafos, usando�arvores como dom��nio semântico (relaciona apenas os objetos). No cap��tulo 6, ser�amostrado que UG preserva a semântica. Ser�a visto tamb�em que este diagrama n~aocomuta pelo fato de as redes de ocorrência serem mais abstratas que as gram�aticasde grafos de ocorrência.Estrutura do cap��tulo:� se�c~ao 1: de�ni�c~ao do objeto GG = G (R) a partir de uma rede L/T R e provade que GG �e uma gram�atica de grafos;� se�c~ao 2: transforma�c~ao dos mor�smos de PTNets, i.e., dado um mor�smoentre as redes R0 e R1 g : R0 ! R1, o mor�smo G (g) = f : G (R0)! G (R1)�e de�nido. Em seguida, a prova de que G �e um funtor;� se�c~ao 3: transforma�c~ao das redes de ocorrência em gram�aticas de grafos deocorrência e prova de que, para uma rede de ocorrência R, UG (R) �e umagram�aticas de grafos de ocorrência.� se�c~ao 4: de�ni�c~ao de como transformar mor�smos entre redes de ocorrênciaem mor�smos entre gram�aticas de grafos de ocorrência.5.1 Transforma�c~ao dos Objetos de PTNetsComo foi visto anteriormente, a marca�c~ao inicial numa rede L/T pode ser usadapara representar o estado inicial de um sistema e as transi�c~oes podem ser usadaspara representar poss��veis mudan�cas de estado do sistema. Seus equivalentes emgram�aticas de grafos s~ao o grafo inicial a as regras, respectivamente. Portanto, amarca�c~ao inicial ser�a transformada no grafo inicial e as transi�c~oes juntamente comorigem e destino ser~ao transformadas em regras.Os �unicos lugares que podem fazer parte de uma rede est~ao no conjunto de lugaresda rede; por esta raz~ao ser�a transformado no tipo da gram�atica. A seguir est~ao asregras para a transforma�c~ao. Note que nenhum grafo da gram�atica resultante possuiarcos. Para a representa�c~ao dos v�ertices dos grafos tipados, ser~ao usados pares (a; n)



77onde a �e um lugar e n um n�umero entre 1 e a multiplicidade de a na rede L/T, demodo que o tipo de (a; n) seja a (i.e., a mutiplicidade do lugar a �e representada pelon�umero de itens que têm tipo a).Definic�~ao 5.1. (Transformação dos Objetos de PTNets) Dada uma rede L/TR = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR), o objeto G (R) = (T; IT ; N; n) �e de�nido da seguintemaneira:1. T = (SR; ;; dT ; pT ), onde pT : ; ! SR e dT : ; ! SR;2. Para � 2 S�R , T R(�) transforma um elemento � de S�R no grafo tipado GT =(G; t; T ), com mor�smo de tipo t = (tV ; tA) : G! T :� G = (V; ;; ;; ;), onde V = Sffag � f1; : : : ; �(a)gja 2 SRg;� tA : ; ! ;;� tV : V ! SR �e a fun�c~ao dada por: 8(a; n) 2 V , tV (a; n) = a;3. IT = T R(uR);4. N = TR � fOTg;5. a fun�c~ao n : N ! Rules(T ) �e de�nida por n(x) = r : LT ! RT = (g; t), onde:� t = idT : T ! T ;� g = (gV : VL ! VR; gA : AL ! AR) : L! R = (;; ;)� LT = T R(pR(x));� RT = T R(dR(x)). 
̀�Exemplo 5.1: A �gura 5.1 mostra a transforma�c~ao da rede R na gram�atica de grafos GG(note que os grafos contêm apenas v �ertices). A forma alg �ebrica da rede R �e dada por:R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR)SR = fa; b; c; dgTR = fOT0; t1; t2; t3g�R = 2a x pR(x) pR(x)OT0 OS0 OS0t1 2a 2b� ct2 2b dt3 b aA gram�atica G (R) = GG = (T; IT ; N; n) resultante �e dada por:1. grafo-tipo: T = (fa; b; c; dg; ;; ;; ;);2. grafo inicial: IT = (G; t; T ) onde G = (f(a; 1); (a; 2)g; ;; ;; ;) e t(a; 1) = a =t(a; 2);3. conjunto de nomes de regras: N = ft1; t2; t3g;4. regras:� n(t1) = (;; idT ) = r1 : (L1; tL1 ; T )! (R1; tR1 ; T ), ondeL1 = (f(a; 1); (a; 2)g; ;; ;; ;), tL1(a; 1) = a = tL1(a; 2),R1 = (f(b; 1); (b; 2); (c; 1)g; ;; ;; ;), tR1(b; 1) = b = tR1(b; 2) e tR1(c; 1) =c;� n(t2) = (;; idT ) = r2 : (L2; tL2 ; T )! (R2; tR2 ; T ), ondeL2 = (f(b; 1); (b; 2)g; ;; ;; ;), tL2(b; 1) = b = tL2(b; 2),R2 = (f(d; 1)g; ;; ;; ;) e tR2(d; 1) = d;� n(t3) = (;; idT ) = r3 : (L3; tL3 ; T )! (R3; tR3 ; T ), ondeL3 = (f(b; 1)g; ;; ;; ;), tL3(b; 1) = b, R3 = (f(a; 1)g; ;; ;; ;) e tR3(a; 1) =a. 
..̀�Observa�c~ao: A transi�c~ao nula (OT ) n~ao �e traduzida, pois isto resultaria numaregra onde o lado direito seria um grafo vazio, o que implicaria que a respectiva



78m��a I : (a; 1)(a; 2)t3 t1 T : a b c dmb mc t1 : (a; 1)(a; 2) r1�! (b; 1)(b; 2)(c; 1)t2 t2 : (b; 1)(b; 2) r2�! (d; 1)md t3 : (b; 1) r3�! (a; 1)R GG
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Figura 5.1- Transforma�c~ao de uma rede L/T em uma gram�atica de grafos.regra n~ao eliminaria nenhum item, desrespeitando o fato de que uma regra deveeliminar algum item (ver de�ni�c~ao 3.8).O pr�oximo passo �e provar que, dada uma rede L/T R qualquer, G (R) �e umagram�atica de grafos, i.e., que satisfaz as condi�c~oes da de�ni�c~ao 3.12. De acordo comesta de�ni�c~ao, �e necess�ario provar que T �e um grafo e que I �e um grafo tipado. Paraas regras, �e necess�ario provar que elas pertencem a Rules(T ) (o conjunto das regrascom tipo T ), i.e., que s~ao mor�smos parciais e injetores na categoria TGraphP(T ).Como as regras n~ao preservam quaisquer itens, para provar a parcialidade, ser�aprovado que o lado direito n~ao �e um grafo vazio (i.e., ser�a provado que o conjuntode v�ertices dos lados esquerdos das regras n~ao �e vazio).Proposic�~ao 10. Para qualquer rede L/T R = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR),G (R) = GG = (T; IT ; N; n) �e uma gram�atica de grafos.Demonstra�c~ao:1: T �e um grafo: SR e ; s~ao conjuntos e dR e pR s~ao fun�c~oes.2: IT = (I; t; T ) �e um grafo tipado em TGraphP(T ), pois I e T s~ao grafos et = (tV ; tA) : I ! T �e um mor�smo total entre grafos, pois tA : ; ! ; etV : VI ! VT s~ao totais (pela de�ni�c~ao de T R). Al�em disso, os diagramasabaixo comutam fracamente (pois os conjuntos de arcos dos grafos I e T s~aovazios): ; ;VI VTtA=;
//❴❴❴❴❴❴❴

❴pI
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ pT

��
✤✤
✤✤
✤tV //❴❴❴❴❴

� ; ;VI VTtA=;
//❴❴❴❴❴❴❴

❴dI
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ dT

��
✤✤
✤✤
✤tV //❴❴❴❴❴

�3: n : N ! Rules(T ) �e uma fun�c~ao total pois, como pR e dR s~ao fun�c~oes totaisLT e RT est~ao de�nidos para todo x 2 N . Portanto, n �e um mor�smo total.4: 8x 2 N; n(x) = r = (g; t) 2 Rules(T ), i.e., r �e um mor�smo parcial e injetorna categoria TGraphP(T ):



794.1: LT e RT s~ao grafos tipados: prova an�aloga ao item (2) acima.4.2: r �e um mor�smo em TGraphP(T ), pois o diagrama (1) abaixo comutafracamente em GraphP (vem do fato de que os conjuntos de v�ertices dosgrafos L, R e T s~ao vazios, o diagrama (2) comuta fracamente e, comodom(gV ) = ;, o diagrama (3) tamb�em comuta fracamente).L RT Tg
//❴❴❴❴❴

❴tL
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ tR

��
✤✤
✤✤
✤idT //❴❴❴❴❴

(1) ; ;; ;gA
//❴❴❴❴❴

❴tLA
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ tRA

��
✤✤
✤✤
✤id //❴❴❴❴❴

(2) VL VRVT VTgV =;
//❴❴❴❴❴

❴tLV
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ tRV

��
✤✤
✤✤
✤id //❴❴❴❴❴

(3)4.3: r = (gV ; gA) �e um mor�smo injetor, pois gV : VL ! VR e gA : AL ! ARs~ao, por constru�c~ao fun�c~oes vazias (;).4.4: r n~ao �e um mor�smo total, pois como gV : VL ! VR �e ; (fun�c~ao vazia),o dom��nio de gV tamb�em �e vazio (dom(gV ) = ;). Suponha que VL = ;:Seja pR(x) = � o elemento de S�R que foi transformado em LT . ComoVL = Sffag�f1; : : : ; �(a)gja 2 SRg, isto s�o �e poss��vel se SR = ; (nestecaso, TR = fOTg e, da��, N = ;) ou se 8a 2 SR; �(a) = 0 (neste caso,� = OS, ou seja, pR(x) = OS, o que implica que x = OT ; mas OT 62 N):portanto, VL 6= ;, i.e., gV n~ao �e total. 
..̀5.2 Transforma�c~ao dos Mor�smos de PTNetsQuando uma rede L/T foi transformada numa gram�atica de grafos, o conjuntode lugares foi usado para formar o grafo-tipo. Como um mor�smo entre gram�aticasde grafos �e de�nido em fun�c~ao de um mor�smo entre os grafos-tipo das gram�aticas,o mor�smo g entre os lugares da rede ser�a usado para de�nir o mor�smo fT entre osgrafos-tipo das gram�aticas, por�em em \sentido contr�ario", i.e., ser�a usada a rela�c~aoinversa de g, pois num mor�smo (fT ; fN) : GG0 ! GG1, o mor�smo fT parte dografo-tipo de GG1 para o grafo-tipo de GG0. Para a de�ni�c~ao do mor�smo fN , ser�ausado o mor�smo f entre os conjuntos de transi�c~oes das redes.Definic�~ao 5.2. (Transformação dos Morfismos de PTNets) Sejam duas redesL/TR0 = (pR0 ; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0) eR1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1)e GG0 = (T0; I0; N0; n0) e GG1 = (T1; I1; N1; n1) gram�aticas de grafos discretas taisque G (R0) = GG0 e G (R1) = GG1. Seja (f; g) : R0 ! R1 um mor�smo entre asredes R0 e R1. Da transforma�c~ao dos objetos, tem-se que: T0 = (SR0 ; ;; ;; ;); T1 =(SR1 ; ;; ;; ;); N0 = TR0�fOT0g e N1 = TR1�fOT1g. O mor�smo G (f; g) = (fT ; fN)entre as gram�aticas de grafos GG0 e GG1 ser�a o par (fT ; fN) : GG0 ! GG1,fT = (gV ; gA) : T1 ! T0 e fN : N0 ! N1, de�nido por:1. gA : AT1 ! AT0 e gA = ;2. gV : VT1 ! VT0 e 8b 2 SR1 ; gV (b) = � a; se b 2 [[g(a)]];undef; caso contr�ario.3. 8x 2 N0; fN(x) = � f(x); se f(x) 6= OT1;undef; caso contr�ario. 
̀�



80R0 t1 R1 mlma m� b m� m v5t4 t2 v3 v1m� c t3 t5 m� n mkm� e m� d v2 v4
==③③③③③

��
✤✤
✤

}}④ ④
④ ④
④

��✌ ✌
✌ ✌
✌ ✌
✌ ✌
✌ ✌
✌ ✌

//❴❴❴ 2 ==④④④④④
2 !!❈
❈❈

❈❈

aa❈ ❈ ❈ ❈ ❈

��
✤✤
✤

��
✤✤
✤✤

OO✤✤✤✤✤✤✤✤✤✤✤
OO✤✤✤✤

��
✤✤
✤✤

2ZZ

��
✤✤
✤✤

//❴❴❴

�� ��
✤✤
✤✤

2OO✤✤✤✤ 2bb❊ ❊ ❊ ❊ ❊2}}③ ③
③ ③ ③
③

<<③③③③③③

bb❊ ❊ ❊ ❊ ❊

x pR0(x) pR0(x)OT0 OS0 OS0t1 a 2bt2 b at3 c� b dt4 a ct5 2d b
R0 = (pR0; dR0 : (TR0 ; OT0)! S�R0 ; uR0)SR0 = fa; b; c; d; egTR0 = fOT0; t1; t2; t3; t4; t5g�R0 = e� d� bR1 = (pR1; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1)SR1 = fk; l;m; ngTR1 = fOT1; v1; v2; v3; v4g�R1 = m� n

x pR1(x) pR1(x)OT1 OS1 OS1v1 k 2m� 2nv2 m� n kv3 m� n OS1v4 k OS1v5 2k �m lFigura 5.2- Duas redes L/T e suas representa�c~oes alg�ebricas.Esta op�c~ao para a transforma�c~ao dos mor�smos justi�ca algumas das restri�c~oesimpostas aos mor�smos em PTNets (veja a de�ni�c~ao 2.6). Por exemplo, suponhaque g(a) = 2b � c. �E necess�ario representar g em termos de um mor�smo entregrafos. Como pela transforma�c~ao o grafo-tipo cont�em apenas os elementos b e c,n~ao h�a como representar esta id�eia (de que g(a) �e um multi-conjunto, ao inv�es deum conjunto) por um mor�smo.Exemplo 5.2: A �gura 5.3 mostra as gram�aticas de grafos resultantes da aplica�c~ao do funtorG �as redesR0 eR1 da �gura 5.2. Um mor�smo entre as redesR0 eR1 �e o par (f; g) : R0 !R1 dado por: x g(x)a kb m� nc OS1d OS1e OS1
x f(x)t1 v1t2 v2t3 v3t4 v4t5 OT1O mor�smo G (f; g) = (fT ; fN) : GG0 ! GG1 �e dado por:mor�smo de tipos mor�smo de regrasfT (k) = a, pois k 2 [[g(a)]] = fkg fN(t1) = v1, pois f(t1) = v1fT (l) = undef, pois @x 2 SR0 jl 2 [[g(x)]] fN(t2) = v2, pois f(t2) = v2fT (m) = b, poism 2 [[g(b)]] = fm;ng fN(t3) = v3, pois f(t3) = v3fT (n) = b, pois n 2 [[g(b)]] = fn;mg fN(t4) = v4, pois f(t4) = v4fN(t5) = undef, pois f(t5) = OT1 
..̀�



81GG0 GG1I0 : (e; 1)(d; 1)(b; 1) I1 : (m; 1)(n; 1)T0 : a b c d e T1 : k l m nt1 : (a; 1) r1�! (b; 1)(b; 2) v1 : (k; 1) r1�! (m; 1)(m; 2)(n; 1)(n; 2)t2 : (b; 1) r2�! (a; 1) v2 : (m; 1) r2�! (k; 1)t3 : (c; 1)(b; 1) r3�! (d; 1) v3 : (m; 1) r3�! ;t4 : (a; 1) r4�! (c; 1) v4 : (k; 1) r4�! ;t5 : (d; 1)(d; 2) r5�! (b; 1) v5 : (k; 1)(k; 2)(m; 1) r5�! (l; 1)Figura 5.3- Gram�aticas resultantes da aplica�c~ao do funtor G �as re-des da �gura 5.2.Para provar que G (f; g) = (fT ; fN) �e um mor�smo em GG �e necess�ario provar quefT �e ummor�smo entre grafos tipados e que as regras mapeadas por fN s~ao subregras(no nosso caso as fun�c~oes de inclus~ao ser~ao isomor�smos) das regras traduzidas pelofuntor TfT induzido por fT (veja a de�ni�c~ao 3.13).Proposic�~ao 11. Dado um mor�smo (f; g) : R0 ! R1 na categoria PTNets,G (f; g) �e um mor�smo na categoria GGD.Demonstra�c~ao:1: fT �e um mor�smo em GraphP:1.1: gA e gV s~ao fun�c~oes (parciais), pois como gA = ;, gA �e trivialmenteum mor�smo. A funcionalidade de gV �e implicada pela de�ni�c~ao dosmor�smos entre redes L/T: sejam a 2 VT1, a0; a1 2 VT0 ; gV (a) = a0 egV (a) = a1; isto implica que a 2 [[g(a0)]] e a 2 [[g(a1)]]. Como [[g(a0)]] \[[g(a1)]] 6= ; tem-se que a0 = a1 (pela de�ni�c~ao 2.6). Portanto, gV �e ummor�smo.1.2: os diagramas abaixo comutam fracamente pois gV �pT0 �g?A = pT1 �gA! =gV � dT0 � g?A = dT1 � gA! = ;.; ;SR0 SR1gA=;
//❴❴❴❴❴❴❴❴

❴pT0
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ pT1

��
✤✤
✤✤
✤gV //❴❴❴❴❴

� ; ;SR0 SR1gA=;
//❴❴❴❴❴❴❴❴

❴dT0
��
✤✤
✤✤
✤ ❴ dT1

��
✤✤
✤✤
✤gV //❴❴❴❴❴

�2: fN �e uma fun�c~ao parcial: segue do fato de que o primeiro componente de ummor�smo entre redes L/T ser uma fun�c~ao: sejam t0 2 dom(fN); t0; t1 2 T0.fN (t0) = t0 e fN(t0) = t1 , f(t0) = t0 e f(t0) = t1. Como f �e uma fun�c~ao,t0 = t1.3: Subcomutatividade: �e necess�ario provar que o diagrama abaixo possui a pro-priedade da subcomutatividade, i.e., que n1 � fN �R RfT � n0:



82N0 R(T0)N1 R(T1)✤ n0 //❴❴❴❴❴fN
��
✤✤
✤✤
✤✤ RfT

��
✤✤
✤✤
✤

✤ n1 //❴❴❴❴❴

�RPara isto, sejam:� t0 2 N0� n0(t0) = r0 : LT00 ! RT00 ;� TfT (r0) = r0 : L0 ! R0, TfT (L0) = L0 e TfT (R0) = R0, onde os diagramas(1) e (2) abaixo s~ao pullbacks em Graph. Pela transforma�c~ao de t0,r0 = ((; : VL ! VR; ;); id). Portanto, r0 = ((; : VL0 ! VR0 ; ;); id).L0 T0L0 dom(fN) T1✤ tL0
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴

❴
u1 OO✤✤✤✤✤✤ ❴

fN !OO✤✤✤✤✤
✤ v1 //❴❴❴❴❴ (1)

� �f?N //❴❴❴❴❴

R0 T0R0 dom(fN) T1✤ tR0
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴

❴
u2 OO✤✤✤✤✤✤ ❴

fN !OO✤✤✤✤✤
✤ v2 //❴❴❴❴❴ (2)

� �f?N //❴❴❴❴❴H�a dois casos, caso t0 seja ou n~ao um elemento do dom��nio de fN :Caso 1: t0 2 dom(fN). Sejam:� t1 = fN(t0);� n1(t1) = r1 : LT11 ! RT11 ;Portanto: n1 � fN(t0) = n1(fN (t0)) = n1(t1) = [r1]RfT � n0(t0) = RfT (n0(t0)) = RfT ([r0]) = [TfT (r0)] = [r0]�E necess�ario provar que r0 n~ao �e um isomor�smo e que [r1] �R [r0], ouseja, que r1 �r r0. Para isto, �e preciso encontrar, para o diagrama abaixo,mor�smos iL e iR que sejam totais e injetores tal que (1) seja pushout. ComoiR �e de�nido de maneira an�aloga, ser�a de�nido apenas iL.L1 R1L0 R0r1
//❴❴❴❴❴

� _iL
��
✤✤
✤✤
✤ � _iR

��
✤✤
✤✤
✤r0 //❴❴❴❴❴❴

(1)3.1: de�ni�c~ao de iL: seja hL : L1 ! L0 o mor�smo de�nido por hL(a; n) =(c; n) , fT (a) = c. Ser�a provado que hL �e uma fun�c~ao total e sobre-jetora, que (c; n) 2 L0 e que o diagrama externo abaixo comuta. Istoimplica na existência do mor�smo universal iL : L1 ! L0 tal que (1) e(3) comutem. Ser�a ent~ao provado que iL �e um isomor�smo, i.e., �e total,injetor e sobrejetor.
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f?T OO✤✤✤✤✤

❴ fT !
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✤

✤ tR0 //❴❴❴❴❴❴❴❴3.1.1: hL �e uma fun�c~ao: f(a; n) = (c0; n) e f(a; n) = (c1; n), fT (a) =c0 e fT (a) = c1 , c0 = c1 (pois fT �e uma fun�c~ao parcial).3.1.2: hL �e um mor�smo total: f(a; n) = undef , fT (a) = undef ,a 62 dom(fT ). Como (a; n) 2 L1; a 2 [[pR1(t1)]], i.e., a 2 [[pR1(f(t0))]].Isto implica que pR1(t1)(a) > 0. Pela condi�c~ao 5 da de�ni�c~ao 2.6,(pR1 � f(t))(a) = (g � pR0(t))(a), i.e., g(pR0(t0))(a) > 0. Portanto,a 2 [[g(pR0(t0))]], i.e., 9b 2 SR0 ja 2 [[g(b)]] (pela de�ni�c~ao 2.4). Istoimplica que gV (a) = b, ou seja, fT (a) = b, contrariando a hip�otesede que a 62 dom(fT ). Portanto, f �e total.3.1.3: hL �e um mor�smo sobrejetor: seja (a0; n0) 2 L0. �E necess�arioprovar que 9(a1; n0) 2 L1jhL(a1; n0) = (a0; n0). Pela de�ni�c~ao de g,a0 2 img(fT ), i.e., a0 2 [[u0]] e fT (a1) = a0. Como (pR1�f(t0))(a) =(g�pR0(t0))(a), a1 2 [[u1]] e u0(a0) = u1(a1), i.e., (a1; a0) 2 L1. Pelade�ni�c~ao de hL, hL(a1; n0) = (a0; n0).3.1.4: (c; n) 2 L0: pela constru�c~ao de L0, �e necess�ario provar quepR0(t0)(c) � n. fT (a) = c , gV (a) = c , a 2 [[g(c)]] ) g(c)(a) =1 (pela condi�c~ao 4, de�ni�c~ao 2.6).(a; n) 2 L1 , a 2 [[pR1(t1)]] , a 2 [[pR1(f(t0))]] , pR1(f(t0))(a) >0Pela constru�c~ao de L1, n � pR1(t1)(a). Pela condi�c~ao 5 da de�ni�c~ao2.6, pR1(f(t0))(a) = g(pR0(t))(a), i.e., n � g(pR0(t))(a). Pelade�ni�c~ao 2.4, 9d 2 [[pR0(t0)]]ja 2 [[g(d)]]. Como d �e �unico (pelacondi�c~ao 6 da de�ni�c~ao 2.6), d = c e g(pR0(t0))(g(c)) = pR0(t0)(c).Como a 2 [[g(c)]], g(pR0(t0))(a) = pR0(t0)(c). Portanto, g(c)(a) =pR0(t0)(c). Como pR1(t1) = g(pR0(t0)), tem-se que pR0(t0)(c) � n.3.1.5: o diagrama externo comuta: claramente, fT � tL1 = tL0 � hL.3.2: iL e iR s~ao mor�smos totais: como hL �e total e (2) comuta, iL �e total.3.3: iL �e um mor�smo injetor: suponha que iL(a0; n0) = iL(a1; n1) = X.Seja v1(X) = (c; n). Como (1) comuta, hL(a0; n0) = (c; n) e hL(a1; n1) =(c; n), i.e., n0 = n = n1 e fT (a0) = c e fT (a1) = c. Como (3) comuta,f ?T � u1 � iL = tL1 , tL1(a0; n) = a0 = f ?T � u1(X) = tL1(a1; n) = a1.3.4: iL �e um mor�smo sobrejetor: seja X 2 I 0. Como u �e total e hL �esobrejetor, u(x) 2 img(h). Como (1) comuta, 9a1 2 L1jiL(a1) = X.3.5: o diagrama (4) abaixo �e pushout em TGraphP(T ): para isto �e precisoprovar que (4) comuta e que, dado que (1) �e pushout, provar que existeum isomor�smo h : R ! R0, i.e., mostrar que o mor�smo h existe, que�e total, injetor e sobrejetor. Como r1 = (; : VL1 ! VR1; ; : ; ! ;) er0 = (; : VL0 ! VR0 ; ; : ; ! ;), (4) comuta. Como (4) comuta e (1)



84�e pushout, h ser�a o mor�smo universal onde (2) e (3) comutam. Ser�aprovado que i �e um isomor�smo. Como iR tamb�em �e um isomor�smoe iR = i � h, h tamb�em �e um isomor�smo.L1 R1L0 R0r1
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✤✤
✤✤
✤ � _iR

��
✤✤
✤✤
✤r0 //❴❴❴❴❴❴
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(1)
Como iL �e um isomor�smo, e r1 = ;, r = ;. Como (1) �e pushout,i �e sobrejetor. Como (3) comuta e iR �e um isomor�smo, i �e total.Suponha que i n~ao seja injetor, i.e., a 6= b e i(a) = i(b). Como (3)comuta, h(i(a)) = iR(a) e h(i(b)) = iR(b). Como h �e um mor�smo,h(i(a)) = h(i(b)), i.e., iR(a) = iR(b), uma contradi�c~ao, pois iR �e umisomor�smo. Portanto, i �e um mor�smo injetor, i.e., �e um isomor�smo.3.6: iL e iR s~ao seguras: �e necess�ario provar que 8X 2 L0; tL0(X) 2 img(tL1))9p 2 L1jiL(p) = X. Seja tL0 = f ?T � u1.tL0(X) = a 2 img(tL1) ) 9nj(a; n) 2 L1. tL1(a; n) = a , f ?T � u1 �iL(a; n) = a, tL0 � iL(a; n) = a, tL0(iL(a; n)) = a. Como (3) comuta,iL(a; n) = X.3.7: r0 n~ao �e um isomor�smo: como r0 = ;, �e necess�ario mostrar que L0 6= ;,i.e., VL0 6= ;. Claramente isto se veri�ca, dado que (3) comuta e L1 6= ;.Caso 2: t0 62 dom(fN).3.8: r0 �e um isomor�smo: como r0 = (;; id), �e necess�ario mostrar que L0 =R0 = ;. Como, neste caso fN(t0) = undef, f(t0) = OT1 . Por de�ni�c~ao,pR1(OT1) = OS1 = dR1(OT1). Como [[pR1 � f(t0)]] = [[g � pR0(t0)]] e[[pR1(OT1)]] = [[pR1(f(t0))]] = ;, tem-se que [[g � pR0(t0)]] = ; e, portanto,[[pR1 � f(t0)]] = ;. No caso de pR0 = ;, L0 = ;. Da��, L0 = ; dado que�e um objeto pullback. Suponha que pR0(t0) 6= ;: seja a0 2 [[pR0(t0)]].Como [[g � pR)(t0)]] = ;, [[g(a0)]] = ;, i.e., a0 62 img(fT ). Portanto,img(tL0) \ img(fN !) = ; e, da��, L0 = ;, dado que �e um objeto pullback.4: I t11 �= TfT (IT00 ), i.e., �e preciso encontrar um isomor�smo i : I1 ! I 0 no dia-grama abaixo, onde (2) �e pullback em Graph. Para isto, �e necess�ario de�niro mor�smo i e provar que �e total, injetor e sobrejetor. i e h s~ao de�nidos demodo an�alogo a iL, i.e., i �e total, injetor e sobrejetor.T0 dom(fT ) T1I0 I 0 I1� �
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..̀O pr�oximo passo �e provar que G �e um funtor, o que pode ser feito de modoan�alogo �a prova da proposi�c~ao 6.Proposic�~ao 12. O funtor G : PTNets! GGD �e bem de�nido.5.3 Transforma�c~ao dos Objetos de OccNetsSer�a usada uma id�eia semelhante �a tranforma�c~ao de redes L/T em gram�aticasde grafos para transformar uma rede de ocorrência numa gram�atica de grafos deocorrência: o conjunto de lugares �e transformado no grafo-n�ucleo e tamb�em nografo-tipo. Portanto, o grafo-tipo ser�a o mesmo que o grafo-n�ucleo e o mor�smo detipo ser�a a fun�c~ao identidade.Definic�~ao 5.3. (Transformação dos objetos de OccNets) Dada uma rede deocorrência decoradaR = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR), sejaGG = G (R) = (T1; IT1; N1; n1).O objeto UG (R) = [(CT ; INC%T; N; n)] �e de�nido por:1. T = T12. CT = (T; idT ; T )3. INC%T = (IT ; t0; CT ), (t0 = tI ; idT ).4. regras: N = f(x; r)jx 2 N1 e r = �(x)g, onde �(x) �e dado por:�(x) = rt%t0 = (n1(x); idT ) : LCT ! RCTonde, para n1(x) = rT : LT ! RT :8<: LCT = (LT ; t1; CT )LT = (L; tL; T )t1 = (tL; idT ) e 8<: RCT = (RT ; t2; CT )RT = (R; tR; T )t2 = (tR; idT )5. n(x; a) = a 
̀�A proposi�c~ao a seguir estabelece uma equivalência entre as rela�c~oes de con
itoe de ocorrência em gram�aticas de grafos de ocorrência e as rela�c~oes de con
ito eocorrência em redes de ocorrência, tal como no cap��tulo anterior (proposi�c~ao 7). Aprova tamb�em �e an�aloga e ser�a omitida.Proposic�~ao 13. Seja [Occ = (CT ; INC%T; N; n)] e R = (pR ; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR)uma rede L/T tal que UR ([Occ]) = R. Ent~ao, as seguintes implica�c~oes s~ao ver-dadeiras para todo x1; x2 2 C ou x1; x2 2 N .1. x1 � x2 ) x1 � x22. x1 � x2 ) x1 � x23. x1 #�! x2 ) x1#x24. x1 #=) x2 ) x1#x25. x1#x2 ) 9x; x0 2 Cjx #�! x0 e x � x1 e x0 � x2O pr�oximo objetivo �e provar que, para uma rede de ocorrência R qualquer, oobjeto [Occ] = UG (R) �e uma gram�atica de grafos de ocorrência, satisfazendo ascondi�c~oes da de�ni�c~ao 3.31.Proposic�~ao 14. Dada uma rede de ocorrência R, o objeto [Occ = UG (R) =dtgg] �e uma gram�atica de grafos de ocorrência.



86Demonstra�c~ao:1: Occ �e uma gram�atica de grafos duplamente tipada:1.1: CT �e um grafo tipado, pois T = C e o mor�smo de tipo �e a identidade.1.2: INC%T �e um objeto de DTGraphP(CT ), i.e., �e um grafo duplamentetipado, uma vez que tI , o mor�smo de tipo do grafo inicial, �e total e odiagrama abaixo comuta.I C = TT T❴tI
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//❴❴❴❴❴❴❴❴

❴ idT
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✤✤
✤✤
✤1.3: n �e uma fun�c~ao total: segue da de�ni�c~ao.2: 8a 2 N;�#a �e anti-sim�etrica: seja a 2 N . Suponha que 9a1; a2 2 N ja1 6=a2; a1 �#a a2 e a2 �#a a1. Como �#a �e o fecho re
exivo e transitivo de (�[ #�!)jPre�(a), tem-se que a1 � a2 e a2 � a1, uma vez que os elementos dePre�(a) n~ao est~ao em con
ito (se 9x; y 2 Pre�(a)jx #�! y, pela proposi�c~ao13, x#y e como x � a e y � a, tem-se que a#a, o que �e uma contradi�c~aouma vez que uma rede de ocorrência n~ao possui autocon
itos). Portanto,a1 � a2 e a2 � a1. Como a1 6= a2, tem-se que a1 � a2 e a2 � a1. Pelatransitividade de �, tem-se que a1 � a1, uma contradi�c~ao, uma vez que � �eirre
exiva numa rede de ocorrência. Portanto, 8a 2 N;�#a �e anti-sim�etrica.3: #() �e irre
exiva: Suponha que, do contr�ario, 9x 2 N [ Cjx #() x. Pelade�ni�c~ao de con
ito, x #=) x, i.e., 9yjx #�! y e y � x. Pela proposi�c~ao13, x#x, uma contradi�c~ao, uma vez que R �e uma rede de ocorrência e, porconseguinte, livre de autocon
itos.4: 8a 2 N;Pre�N (a) �e �nito: segue do fato de que o conjunto ft 2 TRjt � ag �e�nito.5: CT �e um grafo-n�ucleo: i.e., 8x 2 CT ; 9!y 2 (IT ] (Ua2img(n) Ra)) tal quex = � inGG(y); if y 2 IT ;posta(y); se y 2 Ra e y 62 dom(ra)Como uma rede de ocorrência �e uma rede segura, todos os lugares fazemparte ou da marca�c~ao inicial ou da p�os-condi�c~ao de alguma transi�c~ao. Sejamy1 e y2 que s~ao mapeados para x. Existem três casos, dependendo de y1 ouy2 pertencerm ao grafo inicial ou a lado direito de regras.Caso 1: y1 e y2 pertencem ao grafo inicial. Pela de�ni�c~ao de UG isto n~ao�e poss��vel, uma vez que a marca�c~ao inicial de R �e um conjunto.Caso 2: y1 pertence ao grafo inicial e y2 pertence ao lado direito de algumaa�c~ao a. Isto tamb�em n~ao �e poss��vel, pois, pela de�ni�c~ao de rede de ocorrência,a marca�c~ao inicial n~ao faz parte do destino de transi�c~oes.Caso 3: y1 e y2 pertencem ambos ao lado direito de alguma a�c~ao a ou aa�c~oes diferentes b e c. Como numa rede de ocorrência os lugares s~ao destinode no m�aximo uma transi�c~ao e, al�em disso, a multiplicidade dos lugares �e 1,tem-se que y1 e y2 2 Sk, o que implica que y1 e y2 2 CT e, portanto, n~aopossuem a mesma imagem.6: 8(nr; a); (nr; b) 2 N; prea = preb e ra = rb ) posta = postb: segue direta-mente da de�ni�c~ao de UG .



877: 8(x; a) 2 N :7.1: a �e um mor�smo entre grafos duplamente tipados, pois a = (;; idT ).7.2: 8(x; a1); (x; a2) 2 N;VT (a1) = VT (a2): segue diretamente da de�ni�c~aode UG . 
..̀Na proposi�c~ao a seguir, ser�a estabelecida uma rela�c~ao entre grafo concorrente eelementos concorrentes, tal como no cap��tulo anterior, e a prova pode ser feita demaneira an�aloga.Proposic�~ao 15. Sejam R uma rede L/T e Occ um objeto de OccGGD tais queUG (R) = Occ. Seja G = (VG; ;; ;; ;) um subgrafo do grafo-n�ucleo de Occ. Ent~ao,G �e um grafo concorrente se, e somente se, Co(VG).5.4 Transforma�c~ao dos Mor�smos de OccNetsA transforma�c~ao dos mor�smos �e feita de modo an�alogo �a de�ni�c~ao 5.2: o mor-�smo entre os conjuntos de lugares ser�a usado para encontrar os mor�smo entre osgrafos-n�ucleo, uma vez que �e o conjunto de lugares que �e transformado no grafo-n�ucleo. Este mesmo mor�smo ser�a usado para encontrar o mor�smo entre os grafos-tipo.Definic�~ao 5.4. (Transformação dos Morfismos de OccNets) Sejam as redes deocorrência R = (pR; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) eR1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1) e as gram�aticas de grafos de ocorrência [Occ =(CT ; INC%T; N; n)] e [Occ1 = (CT11 ; INC1%T1; N1; n1)] tais que UG (R) = [Occ] eUG (R1) = [Occ1]. Das de�ni�c~oes de UR e UG , tem-se que T = C = (SR; ;; ;; ;),T1 = C1 = (SR1 ; ;; ;; ;), TR = N \ fOTg e TR1 = N1 \ fOT1g (veja a de�ni�c~ao 5.3).[(fT ; fN)] �e de�nido como o mor�smo dado por fN : N ! N1 e fT = (c; t) : CT11 !CT ; c = t = (c0; ;) : C1 ! C, onde:� 8x 2 TR � fOTg; f(x; r) = � f(x); se f(x) 6= OT1undef; caso contr�ario� 8a 2 SR1 ; c0(a) = � b; se a 2 [[g(b)]];undef; caso contr�ario. 
̀��E importante observar que, de�nido deste modo, UG n~ao �e sobrejetor em rela�c~aoaos mor�smos: pode haver mais mor�smos entre UG (R1) e UG (R2) do que entreR1 e R2.Proposic�~ao 16. Sejam R1 e R2 duas redes de ocorrência e g : R1 ! R2 ummor�smo entre R1 e R2. Ent~ao [(fT ; fN)] = UG (g) : UG (R1) ! UG (R2) �e ummor�smo em OccGGD.Demonstra�c~ao:1: Pela de�ni�c~ao 5.3, 8(nr1; a); (nr2; b) 2 N; (nr1; a) 6= (nr2; b) ) nr1 6= nr2 e,portanto, a condi�c~ao 1 da de�ni�c~ao 3.32 �e satifeita. Para a condi�c~ao 2 damesma de�ni�c~ao, tem-se o seguinte diagrama:
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(1) (2)Como f tamb�em �e a fun�c~ao identidade, (1) �e pullback e (2) comuta.Resta mostrar que (fT ; fN) �e um mor�smo em DTGG, i.e., que I1 �=DT fT (I) e que o diagrama a seguir subcomuta. O restante desta prova �ean�aloga �a prova da proposi�c~ao 11.N DR(CT )N1 DR(CT11 )✤ n //❴❴❴❴❴❴fN
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6 Rela�c~oes entre Gram�aticas de Grafos e Redes L/TNeste cap��tulo, ser~ao estabelecidas rela�c~oes entre as categorias PTNets, GGD,OccNets e OccGGD: PTNetsG

��

UnfR
//❴❴❴❴❴ OccNetsUG

��GGDRUU UnfG
//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDURUUEste diagrama n~ao comuta. Por�em, as categorias PTNets e GGD s~ao equivalentes.Ser�a visto que os funtores UR e UG preservam o colimite dos diagramas usados dade�ni�c~ao da semântica e tamb�em contra exemplos para uma poss��vel adjun�c~ao: asemântica de uma rede L/T �e mais abstrata que a semântica de uma gram�atica degrafos.Estrutura do Cap��tulo:� se�c~ao 1: prova de que as categorias GGD e PTNets s~ao equivalentes;� se�c~ao 2: prova de que os funtores UR e UG preservam colimites e contra-exemplos para uma poss��vel adjun�c~ao. Estabelecimento de uma rela�c~ao entreas semânticas de redes L/T e de gram�aticas de grafos.6.1 Rela�c~ao Sint�aticaNesta se�c~ao, ser�a mostrado que as categorias GGD e PTNets s~ao essencialmente amesma [ASP 91], i.e., s~ao equivalentes. Para isto, ser�a mostrado que, para uma redeL/T R, R �G (R) �= R, usando as de�ni�c~oes de R e G : ser�a aplicada a de�ni�c~ao de Rno resultado de G (R) e ser�a obtida uma rede isom�or�ca a R (neste caso espec���co,ser�a obtida a igualdade). De modo an�alogo, ser�a obtido um isomor�smo para asgram�aticas de grafos discretas.Proposic�~ao 17. As categorias PTNets e GGD s~ao equivalentes.Demonstra�c~ao:SejamR = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR) um objeto de PTNets eGG = (T; IT ; N; n)um objeto de GGD. �E necess�ario provar que G �R(GG) �= GG e que R � G (R) �= R.1: (Redes L/T) Seja GG = (T; IT ; N; n) um objeto de GGD tal que G (R) = GG.Pela de�ni�c~ao 5.1, a gram�atica GG �e dada por:1. T = (SR; ;; dT ; pT ), onde pT : ; ! SR e dT : ; ! SR;2. Para � 2 S�R , T R(�) transforma um elemento de S�R no grafo tipadoGT = (G; t; T ), com mor�smo de tipo t = (tV ; tA) : G! T :� G = (V; ;; ;; ;), onde V = Sffag � f1; : : : ; �(a)gja 2 SRg;� tA : ; ! ;;



90� tV : V ! SR �e a fun�c~ao dada por: 8(a; n) 2 V , tV (a; n) = a;3. IT = T R(uR);4. N = TR � fOTg;5. a fun�c~ao n : N ! Rules(T ) �e de�nida por n(x) = r : LT ! RT = (g; t),onde:� t = idT : T ! T ;� g = (gV : VL ! VR; gA : AL ! AR) : L! R = (;; ;)� LT = T R(pR(x));� RT = T R(dR(x)).Ser�a mostrado que as redes R e R(GG) = R1 = (pR1 ; dR1 : (TR1 ; OT1)! S�R1 ; uR1)s~ao iguais, i.e., possuem o mesmo conjunto de lugares, o mesmo conjunto(apontado) de transi�c~oes, que pR = pR1 , dR = dR1 e que possuem a mesmamarca�c~ao inicial. Pela de�ni�c~ao 4.2, a rede R1 �e dada por:1. SR1 = SR, o conjunto de v�ertices do grafo-tipo T = (SR; ;; ;; ;);2. (TR1 ; OT1) = N [ fOT1g = (TR; OT )� fOTg [ fOT1g, onde OT 62 N �e oelemento apontado de TR. Tomando OT1 = OT , uma vez que s~ao valoresquaisquer, tem-se que (TR1 ; OT1) = (TR; OT ).3. 8x 2 N; n(x) = rT : LT ! RT , sejam os mor�smos de tipo tL : L ! Te tR : R! T . 8a 2 VT (Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),� pR1(x)(a) = 8>><>>: Cd(fy 2 VLT jtL(y) = ag) == Cd(f(a; 1); : : : ; (a; pR(x)(a))g) == pR(x)(a), se a 2 img(tL)0 = pR(x)(a), caso contr�ario� dR1(x)(a) = 8>><>>: Cd(fy 2 VRT jtR(y) = ag) == Cd(f(a; 1); : : : ; (a; dR(x)(a))g) == dR(x)(a), se a 2 img(tR)0 = dR(x)(a), caso contr�ario4. pR1(OT ) = dR1(OT ) = OSR;5. 8a 2 VT = SR; uR1(a) = 8>><>>: Cd(fy 2 VI jtI(y) = ag) == Cd(f(a; 1); : : : ; (a; uR(a))g) == uR(a), se a 2 img(tI)0 = uR(a), caso contr�ario2: (Gram�aticas de Grafos) Seja R = (pR ; dR : (TR; OT)! S�R ; uR) um objeto dePTNets tal que R(GG) = R. De acordo com a de�ni�c~ao 4.2, a rede R �e dadapor:1. SR = VT , o conjunto de v�ertices do grafo-tipo T = (VT ; ;; ;; ;);2. (TR; OT ) = N [ fOTg, onde OT 62 N �e o elemento apontado de TR;3. 8x 2 N; n(x) = rT : LT ! RT , sejam os mor�smos de tipo tL : L ! Te tR : R! T . Os mor�smos pR e dR s~ao de�nidos da seguinte maneira:8a 2 VT (Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),� pR(x)(a) = � Cd(fy 2 VLT jtL(y) = ag), se a 2 img(tL)0, caso contr�ario� dR(x)(a) = � Cd(fy 2 VRT jtR(y) = ag), se a 2 img(tR)0, caso contr�ario4. pR(OT ) = dR(OT ) = OSR;5. 8a 2 VT ; uR(a) = � Cd(fy 2 VI jtI(y) = ag), se a 2 img(tI)0, caso contr�ario



91Ser�a de�nido um isomor�smo i : G (R) ! GG. De acordo com a de�ni�c~ao5.1, a gram�atica G (R) = GG1 = (T1; IT11 ; N1; n1) �e dada por:1. T1 = (SR; ;; dT ; pT ), onde pT : ; ! SR e dT : ; ! SR. Como SR = VT ,tem-se que T1 = T , i.e., GG e GG1 possuem o mesmo grafo-tipo;2. Para � 2 S�R , T R(�) transforma um elemento de S�R no grafo tipadoGT = (G; t; T ), com mor�smo de tipo t = (tV ; tA) : G! T :� G = (V; ;; ;; ;), onde V = Sffag � f1; : : : ; �(a)gja 2 SRg;� tA : ; ! ;;� tV : V ! SR �e a fun�c~ao dada por: 8(a; n) 2 V , tV (a; n) = a;3. IT11 = T R(uR);4. N1 = (TR; OT )�fOTg = N [fOTg = N . Portanto, GG e GG1 possuemo mesmo conjunto de nomes de regras;5. a fun�c~ao n1 : N1 ! Rules(T ) �e de�nida por n1(x) = r : LT ! RT =(g; t), onde:� t = idT : T ! T ;� g = (gV : VL ! VR; gA : AL ! AR) : L! R = (;; ;)� LT = T R(pR(x));� RT = T R(dR(x)).Note que 8a 2 SR; uR(a) = Cd(fy 2 VI jtI(y) = ag), para a 2 img(tI).Seja ma um isomor�smo entre os conjuntos A = fy 2 VI jtI(y) = ag e B =f(a; 1); : : : ; (a; uR(a))g (note que A e B possuem a mesma cardinalidade). Oselementos de A s~ao v�ertices do grafo I e os elementos de B s~ao v�ertices dografo I1 e todos possuem tipo a. O isomor�smo m : I ! I1 �e de�nido porm = Sa2SR ma. Portanto, o diagrama abaixo comuta.I m
//❴❴❴❴❴❴

❴ tI
��
✤✤
✤✤
✤ I1❴ tI1

��
✤✤
✤✤
✤T idT

//❴❴❴❴❴ TOs isomor�smos entre as regras s~ao de�nidos de maneira an�aloga, o queinduz um isomor�smo iN : N ! N1. O isomor�smo i �e ent~ao dado pori = (idT ; iN) e satisfaz as condi�c~oes da de�ni�c~ao 3.13:1. Subcomutatividade: n2 � fN �R RfT � n1. De fato, as regras s~aoisom�or�cas: n2 � fN �= RfT � n1.N R(T )N1 R(T1)✤ n
//❴❴❴❴❴❴idN

��
✤✤
✤✤
✤✤ RidT

��
✤✤
✤✤
✤

✤ n1 //❴❴❴❴❴

�R2. IT11 �= TidT (IT )3: de modo an�alogo, usando as de�ni�c~oes de R e G , pode-se mostrar que paratodo mor�smo f de PTNets (g de GGD), R � G (f) �= f (G � R(g) �= g). 
..̀6.2 Rela�c~ao SemânticaOs funtores UR e UG n~ao constituem adjun�c~ao, uma vez que os conjuntos A =OccGGD[UG (R); GG] (para uma categoria qualquer C, C[a; b] denota a classe dos



92R1 : m� a m� b R4 : m� a1
��
✤✤
✤R2 : m� a0 m� b0 t

||① ①
① ①
①

""❋
❋❋

❋❋
❋R3 : m� c ma2 ma3Figura 6.1- Exemplos de Redes de Ocorrência.mor�smos f : a! b) e B = OccNets[R;UR (GG)] n~ao s~ao isom�or�cos. No exemploa seguir, s~ao dadas uma rede R e uma gram�atica GG de modo que os conjuntos Ae B tenham cardinalidades diferentes.Exemplo 6.1: Nas �guras 6.1 e 6.2, as gram�aticas GG1, GG2 e GG3 possuem conjuntode regras vazio, UR ([GG2]) = R2 e UG (R1) = [GG1]. �E f �acil observar que existem doisisomor�smos f1; f2 : R1 ! R2. Por �em, n~ao existe nenhum mor�smo f 0 : [GG1]! [GG2]entre as gram�aticas [GG1] = UG (R1) e [GG2], uma vez que os �unicos mor�smos n~ao vaziosentre CT22 e CT11 s~ao:C1 a a T1 = C1 C1 a a T1 = C1b b b bC2 b0 a T2 C2 b0 a T2a0 a0II✓✓✓✓✓✓✓

c2 OO✤✤✤

;;tC //❴❴❴❴❴

id
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

//❴❴❴❴❴ t2OO✤✤✤✤ c1OO✤✤✤✤✤✤✤✤✤✤✤ UU✰ ✰ ✰ ✰ ✰ ✰ ✰ ✰ ;;tC //❴❴❴❴❴

id
//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

//❴❴❴❴❴ t1II✒✒✒✒✒✒✒✒(2) (1)' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $
 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $
 ! " #Neste caso, C2 = dom(c1) = dom(c2) e os diagramas (1) e (2) n~ao s~ao pullbacks.Portanto, estes mor�smos n~ao induzem nenhum mor�smo entre as gram�aticas de grafos deocorrênciaGG1 e GG2 (veja o item (2) da de�ni�c~ao 3.32). 
..̀�De modo an�alogo, os conjuntos de mor�smos A = OccGGD[GG;UG (R)] e B =OccNets[UR (GG); R] n~ao s~ao isom�or�cos. Como contra-exemplo, tamb�em s~ao dadasuma rede R e uma gram�atica GG de modo que os conjuntos A e B tenham cardi-nalidades diferentes.Exemplo 6.2: Observe tamb�em nas �guras 6.1 e 6.2 queUR ([GG3]) = R3 e queUG (R4) =[GG4]. Veja que existe apenas um mor�smo (n~ao vazio) f : R3 ! R4 entre as redes R3 eR4 e que existe mais de um mor�smo f 0 : [GG3] ! [GG4]. Por exemplo, os mor�smosg1; g2 : [GG3] ! [GG4] induzidos pelos dois mor�smos abaixo (note que a condi�c~ao (2) dade�ni�c~ao 3.32 �e satisfeita).C3 c c c1 T3 C3 c c c1 T3c2 c2C4 a1 a2 a1 a2 T4 = C4 C4 a1 a2 a1 a2 T4 = C4a3 a3 a3 a3

OO✤✤✤✤✤✤✤

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴
OO✤✤✤✤✤✤✤

OO✤✤✤✤✤✤✤

OO✤✤✤✤✤✤✤

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴
OO✤✤✤✤✤✤✤

VV✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

OO✤✤✤✤✤✤✤

VV✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲id�! id�!
' & % $
 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $
 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " #

' & % $

 ! " # 
..̀�



93GG1 GG2I1 : a b I2 : a0 b0T1 : a b T2 : aC1 : a b C2 : a0 b0GG3 GG4I3 : c I4 : a1T3 : c c1 c2 T4 : a1 a2 a3C3 : c C4 : a1 a2 a3t : a1 r�! a2 a3Figura 6.2- Gram�aticas de Grafos de Ocorrência Discretas.Note que, se estes funtores constitu��ssem uma adjun�c~ao onde a unidade (ouco-unidade) fosse um isomor�smo, o diagrama abaixo comutaria a menos de isomor-�smo. PTNetsG
��

UnfR
//❴❴❴❴❴ OccNetsUG

��GGDRUU UnfG
//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDURUUEstes funtores n~ao formam adjun�c~ao porque, devido ao fato de as gram�aticas degrafos de ocorrência possuirem dois (grafos) tipos, elas s~ao menos abstratas do queas redes de ocorrência e da�� n~ao �e sempre poss��vel obter um isomor�smo na rela�c~aosemântica. Esta situa�c~ao pode ser contornada de duas maneiras:1. de�nir uma nova categoria semântica UNets (para as redes L/T) onde os ob-jetos sejam redes de ocorrência que sejam unfoldings (�nitos e in�nitos) dasredes L/T. Como pode ser notado na de�ni�c~ao dos unfoldings, os lugaresda rede L/T original s~ao \guardados" no conjunto de lugares dos unfold-ings (veja a de�ni�c~ao 2.17). Da�� �e poss��vel retirar destes objetos-unfoldingsinforma�c~oes para de�nir o grafo-tipo, obtendo assim comutatividade para odiagrama abaixo.PTNets

��
✤✤
✤✤
✤✤

//❴❴❴❴❴ OccNets //❴❴❴❴❴❴❴ UNets
��
✤✤
✤✤
✤GGD //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

OO✤✤✤✤✤✤ OccGGDOO✤✤✤✤✤2. de�nir uma nova categoriaOccGGA para as gram�aticas de grafos de ocorrência,onde seus objetos possuem como tipo apenas um grafo (sendo, portanto, ob-jetos de GG). Esta categoria se relaciona com OccGG atrav�es de um funtorque \esquece" um dos tipos, deixando o grafo-n�ucleo. Assim, �e obtida comu-tatividade para o diagrama abaixo.



94PTNets
��
✤✤
✤✤
✤✤

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ OccNets
��
✤✤
✤✤
✤✤GGD //❴❴❴❴❴❴❴

OO✤✤✤✤✤✤ OccGGD //❴❴❴❴❴ OccGGDAOO✤✤✤✤✤✤Sendo assim, para estabelecer uma rela�c~ao entre UnfR(R) e UR (UnfG(GG)) eentre UG (UnfR(R)) e UnfG(GG), a seguinte rela�c~ao entre unfoldings �nitos ser�afeita:1. para uma rede L/T R, UkR(R) �= UR (UkG(G (R))). Deste modo, como UnfR(R)�e o colimite dos unfoldings �nitos UkR(R) e UR preserva os colimites dosdiagramas usados na de�ni�c~ao semântica, tem-se tamb�em que UnfR(R) �=UR (UnfG(G (R))).2. para as gram�aticas de grafos discretas, n~ao existe uma rela�c~ao por meio de umisomor�smo. Por�em, ser�a mostrado que h�a um mor�smo total e sobrejetorh : UkG(GG) ! UG (UkR(R(GG))), que determina um isomor�smo entre osgrafos-n�ucleo e entre as regras das duas gram�aticas (a diferen�ca reside apenasno grafo-tipo). Este fato decorre da escolha em de�nir UG (R) de maneira queo grafo-tipo �e o mesmo que o grafo-n�ucleo (veja a de�ni�c~ao 5.3). Deste modo,como UnfG(GG) �e o colimite dos unfoldings �nitos UkG(GG) e UG preservao colimite deste tipo de diagrama, UnfG(GG) e UG (UnfR(R(GG))) est~aotamb�em relacionados por um mor�smo com as mesmas propriedades de h.Veja que, se os funtores UG e UR constitu��ssem uma adjun�c~ao, a demosntra�c~aodestas propriedades poderia ser simpli�cada.Os Funtores UG e UR Preservam Colimites Especiais:Proposic�~ao 18. O funtor UG preserva o colimite dos diagramas usados nade�ni�c~ao da semântica de redes L/T.Demonstra�c~ao:1: Seja R uma rede L/T e (UnfR(R); ff0; f1; : : : ; fk; : : : g) o colimite do diagramaformado pelos unfoldings �nitos de R.U0R(R) U1R(R) � � � UkR(R) //❴❴❴❴❴ � � �� � �UnfR(R)in0
//❴❴❴❴❴ in1

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴
ink�1

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴ //❴❴❴❴❴❴❴❴❴f0
))❙❙❙

❙❙❙❙
❙❙❙❙

❙❙❙❙
❙❙❙❙ f1

$$■
■■

■■
■■

■■
■■ fk

zz✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ���Como cada mor�smo ink �e uma inclus~ao, cada mor�smo fk do colimitetamb�em �e uma inclus~ao (veja [MES 94b]). �E necess�ario ent~ao mostrar que oco-cone (UG (UnfR(R)); fUG (f0);UG (f1); : : : ;UG (fk); : : : g) �e o colimite dodiagrama D abaixo em OccGGD.UG (U0R(R)) UG (U1R(R)) � � � UG (UkR(R)) //❴❴❴❴❴ � � �UG (in0)

//❴❴❴❴❴
UG (in1)

//❴❴❴❴❴ //❴❴❴❴❴



95Como UG �e um funtor, (UG (UnfR(R)); fUG (f0);UG (f1); : : : ;UG (fk); : : : g)�e um co-cone deste mesmo diagrama. Seja (Occ; fg0; g1; : : : ; gk; : : : g) o colimi-te de D. Ent~ao, o mor�smo f : Occ! UG (UnfR(R)) existe e �e o �unico quefaz o diagrama abaixo comutar:UG (U0R(R)) UG (U1R(R)) � � � UG (UkR(R)) //❴❴❴❴❴ � � �UG (UnfR(R)) OccUG (in0)
//❴❴❴❴❴❴❴

UG (in1)
//❴❴❴❴❴❴❴ //❴❴❴❴❴

((◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗

��
✤✤
✤✤
✤

tt✐ ✐ ✐ ✐
✐ ✐ ✐ ✐

✐ ✐ ✐ ✐
✐ ✐ ✐ ✐

✐

,, **
��foo❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴Como os mor�smos ink s~ao inclus~oes, pela de�ni�c~ao de UG , UG (ink)tamb�em s~ao inclus~oes. Portanto, os mor�smos gk do colimite de D tamb�ems~ao inclus~oes (veja [RIB 96b]). Como cada mor�smo UG (fk) �e uma inclus~ao,uma vez que, pela de�ni�c~ao de Occ em [RIB 96b], cada elemento de Occ per-tence ao contradom��nio de algum mor�smo gk: isto implica que f �e injetor. Omor�smo f �e tamb�em sobrejetor, pois suponha que 9X 2 UG (UnfR(R))jX 62img(f). Isto implica que X n~ao pertence �a imagem de nenhum mor�smoUG (fk). Pela de�ni�c~ao de UG , 9X 0 2 UnfR(R)jX 0 62 img(fk). Mas isto �euma contradi�c~ao, uma vez que, pela de�ni�c~ao de colimite em [MES 94b],todo elemento (transi�c~ao ou lugar) de UnfR(R) �e imagem de algum fk. Por-tanto, f �e um isomor�smo. 
..̀Com um racionc��nio an�alogo, pode-se provar queProposic�~ao 19. O funtor UR preserva o colimite dos diagramas usados nade�ni�c~ao da semântica de gram�aticas de grafos discretas.Relacionamento entre unfoldings Finitos:Para a proposi�c~ao a seguir, ser�a usada indu�c~ao para mostrar que a rede UR (UkG(GG))�e isom�or�ca �a rede UkR(R(GG)).Proposic�~ao 20. Sejam GG uma gram�atica de grafos em GGD, GGk = UkG(GG)o seu k-�esimo unfolding e R e Rk duas redes L/T tais que R = R(GG) e Rk =UR (GGk). H�a um isomor�smo ik = (fk; gk) : Rk ! UkR(R) entre a rede deocorrência Rk e o unfolding �nito da rede R, UkR(R).Demonstra�c~ao:1: Caso base: k = 0 (trivial)2: Hip�otese da indu�c~ao: existe um isomor�smo ik = (fk; gk) : Rk ! UkR(R).3: Passo da indu�c~ao: �e preciso provar que, para cada regra em ApplRulesk+1,sua transi�c~ao equivalente em Rk+1 tem uma equivalente em Uk+1(R), e vice-versa, para cada transi�c~ao em TUk+1 � TUk , existe uma regra equivalente emApplRulesk+1 (se ApplRulesk+1 = ;, ik+1 = (fk; gk)).



96GG RGGk Rk UkR(R)GGk+1 Rk+1 Uk+1R (R)
R

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴UkG
��
✤✤
✤✤
✤✤Uk+1G

  

UR
//❴❴❴❴❴❴❴inGk

��
✤✤
✤✤
✤✤ UR

//❴❴❴❴❴

UkR
��
✤✤
✤✤
✤ Uk+1R

��

inRk
��
✤✤
✤✤
✤

ik
//❴❴❴❴❴❴❴ ik+1

//

ink
��Sejam:� GG = (T; IT ; N; n),� R(GG) = R = (pR; dR : (TR ; OT)! S�R ; uR),� GGk = (CTk ; Ik; Nk; nk),� Rk = UR (GGk) = (pk; dk : (Tk; OT )! S�k ; uk),� UkR(R) = (p0k; d0k : (T 0k; OT )! S 0�k ; u0k).Pela de�ni�c~ao de UR , o mor�smo ink, tal como inGk , tamb�em �e uma in-clus~ao. Portanto, �e su�ciente de�nir os valores de ik+1 apenas para os ele-mentos que n~ao pertencem �a imagem de ink, i.e., os elementos do conjunto delugares (transi�c~oes) de Rk+1 que pertencem a Sk+1 � Sk (Tk�1 � Tk).Seja y = (nr; rT ; mT ) 2 ApplRulesk+1 tal que (nr; a) 2 Nk+1. Por de�ni�c~ao,G = (VG; ;; ;; ;) = img(mT ) �e um subgrafo concorrente de CTk . Portanto,Co(VG) �e verdadeiro em Rk (proposi�c~ao 9) e, por conseguinte, Co(B) �e ver-dadeiro em UkR(R), onde B = fb 2 S 0kjgk(a) = b e a 2 VGg (a imagem de VGatrav�es de ik).Mapeamento das transi�c~oes: Os elementos deB s~ao da forma ((A; b); n).Seja � =L bj((A; b); n) 2 B; b 2 SR e n 2 N . Suponha que @t0 2 TRjpR(t0) =�, ou seja, 9b 2 SRjpR(t0)(b) 6= �(b). Sejam d = pR(t0)(b) e c = �(b). Pelade�ni�c~ao de R, t0 �e uma regra de TR e (b; 1); : : : ; (b; d) s~ao v�ertices do ladoesquerdo de t0. Como h�a apenas c elementos do tipo b em VG, e d 6= c, n~ao h�auma fun�c~ao bijetora do lado direito de t0 para G, o que �e uma contradi�c~ao,uma vez que mT �e uma match para a regra rT . Portanto, 9t0 2 TRjpR(t0) = �,i.e., (B; t0) 2 Tk+1. Conclui-se ent~ao que t0 = nr. A fun�c~ao fk+1 �e ent~ao dadapor: 8(nr; a) 2 Tk+1 � Tk; fk+1(nr; a) = (B0; nr)onde B0 �e a imagem de B atrav�es de ik e img(prea) = (B; ;; ;; ;).Mapeamento dos lugares: Como as regras n~ao preservam itens, ser~aode�nidos os valores de ik+1 para os itens (v�ertices) que pertencem �as p�os-condi�c~oes das regras (os itens das pr�e-condi�c~oes j�a est~ao mapeados por ik).Sejam uma a�c~ao (nr; a) 2 Nk+1 � Nk, os grafos img(posta) = (V; ;; ;; ;)e img(prea) = (B; ;; ;; ;) e o multiconjunto � = dR(B0; nr), onde B0 �e aimagem de B atrav�es de ik. Para cada x 2 T , seja ix um isomor�smo entre osconjuntos A = fy 2 V jt(y) = xg e A0 = f((D; x); n)j((D; x); n) 2 Bg, onde t�e o mor�smo de tipo do lado esquerdo da a�c~ao (nr; a). O mor�smo ik+1 parao conjunto V �e dado por:8y 2 VG; ik+1(y) = ((D; x); n), t(y) = x e ix(y) = ((D; x); n)



97Por esta constru�c~ao, pode-se concluir diretamente que o mor�smo ik+1 �etotal e injetor.4: O mor�smo ik+1 �e sobrejetor:Transi�c~oes: Seja (B; t) 2 TUk+1 � TUk e � = pk+1(B; t). Por de�ni�c~ao,Co([[�]]) �e verdadeiro. Seja V a imagem de [[�]] atrav�es de i�1k . Co(V ) tamb�em�e verdadeiro em Rk e, pela proposi�c~ao 9, G = (V; ;; ;; ;) �e um subgrafo con-corrente de CTk (lembre-se que numa rede de ocorrência, a multiplicidade doslugares �e unit�aria). Ser�a provado que G �e imagem de algum match de algumaregra de GG.Seja a 2 [[pR(t)]] e l = pR(t)(a). Pela de�ni�c~ao de U , Cd(A) = l, ondeA = f((A; x); m)j((A; x); m) 2 [[�]]; x = a e m 2 N g. Pela de�ni�c~ao de R,t 2 N e n(t) = r : LT ! RT e (a; 1); : : : ; (a; l) s~ao v�ertices de LT e possuemo tipo a. Como os elementos de A pertencem a S 0k, eles s~ao mapeados por i�1ke, portanto, sua imagem em Sk tem tipo a (lembre-se que Sk �e o conjunto dev�ertices do grafo-n�ucleo Ck). Isto implica que cada v�ertice do grafo LT possuiuma (�unica) imagem em Ck e, portanto, a regra r pode ser aplicada no matchformado por estas imagens.Lugares: Com um racioc��nio an�alogo ao mapeamento dos lugares, pode-se mostrar que gk+1 �e sobrejetor. 
..̀De modo an�alogo, por indu�c~ao, pode-se mostrar que h�a um mor�smo hk entre agram�atica de grafos UG (UkR(R)) e o unfolding �nito UkG(G (R)).Proposic�~ao 21. Sejam R uma rede L/T e Rk = UkR(R) o seu k-�esimo unfoldinge GG e GGk duas gram�aticas de grafos tais que GG = G (R) e GGk = UG (Rk).H�a uma mor�smo hk = (fkT ; fkN) : UkG(GG) ! GGk entre a gram�atica de grafos deocorrência GGk e UkG(GG), o unfolding de profundidade k da gram�atica GG, ondeo mor�smo fkN �e total e sobrejetor e fkN �e a identidade idNk .1: Caso base: k = 0 (trivial)2: Hip�otese da indu�c~ao: existe um mor�smo total e sobrejetor hk = (fkT ; fkN) :UkG(GG)! GGk, onde o mor�smo fkN �e total e sobrejetor e fkN �e a identidadeidNk .3: Passo da indu�c~ao: seja o diagrama abaixo, onde os mor�smos iR e iG s~aoinclus~oes. Ser�a ent~ao de�nido o mor�smo hk+1 = (fk+1T ; fk+1N ) : Uk+1G (GG)!GGk+1 e mostrar que onde o mor�smo fk+1N �e total e sobrejetor e fk+1N �e aidentidade entre os conjuntos de nomes de a�c~oes das duas gram�aticas.R GGRk GGk UkG(GG)Rk+1 GGk+1 Uk+1G (GG)
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��Pela de�ni�c~ao de UG , o mor�smo ink, tal como inGk , tamb�em �e uma in-clus~ao. Portanto, �e su�ciente de�nir os valores de ik+1 apenas para os elemen-tos que n~ao pertencem �a imagem de ink. Como se pode notar, a prova desta



98proposi�c~ao segue um racioc��nio an�alogo �a prova da proposi�c~ao anterior e ser�aomitida. 
..̀Relacionamento entre Colimites Especiais:Seja R uma rede L/T tal que GG = G (R). Qual o relacionamento entre assemânticas de R e de GG? Foi mostrado que cada fk do diagrama a seguir �e um iso-mor�smo. Como (UnfR(R); fh0; h1; : : : ; hk; : : : g) e (UR (UnfR(R)); fg0; g1; : : : ; gk; : : :g)s~ao colimites, pode-se concluir que UnfR(R) e UR (UnfR(R)) s~ao tamb�em isom�or�cos.UnfR(R)� � � � � �U0R(R) U1R(R) � � � UkR(R) //❴❴❴❴❴❴❴❴❴ � � �� � � � � �UR (U0G(GG)) UR (U1G(GG)) � � � UR (UkG(GG)) //❴❴❴❴❴ � � �� � � � � �UR (UnfG(GG))
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Sejam GG uma gram�atica de grafos discreta e R = UR (GG). Seguindo umracioc��nio an�alogo, pode-se concluir que existe um mor�smo f : UnfG(GG) !UG (UnfR(R)) com as mesmas propriedades de fk:UnfG(GG)� � � � � �U0G(GG) U1G(GG) � � � UkG(GG) //❴❴❴❴❴❴❴ � � �� � � � � �UG (U0R(R)) UG (U1R(R)) � � � UG (UkR(R)) //❴❴❴❴❴ � � �� � � � � �UG (UnfR(R))
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7 Trabalhos RelacionadosO interrelacionamento entre redes de Petri e gram�aticas de grafos j�a vem sendopesquisado h�a algum tempo. Em [KRE 80] �e descrita uma maneira de simularuma rede de Petri por uma gram�atica de grafos, onde cada transi�c~ao �e transformadanuma regra: um lugar com n tokens �e representado por um v�ertice com n arcos,cada arco com um �unico v�ertice de destino. Por exemplo, a transi�c~ao t abaixo �erepresentada pela regra r:m�
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 ! " #Uma desvantagem deste m�etodo �e que as marca�c~oes s~ao representadas duas vezes:para n marcas, h�a n v�ertices e n arcos. Note que, neste caso, os arcos s~ao necess�arios,pois caso contr�ario, n~ao haveria como identi�car em qual lugar est~ao as marcas. Vejaque estes grafos s~ao mais complexos do que os grafos discretos, usados neste tra-balho. Este m�etodo �e usado tamb�em em [KRE 86], onde �e extendido para redescom lugares de capacidade �nita. �E estabelecido tamb�em uma equivalência entre ocomportamento seq�uencial de uma rede e o comportamento seq�uencial da gram�aticade grafos simuladora da rede. Sistemas condi�c~ao/evento (redes onde os lugares pos-suem capacidade unit�aria e arcos valorados unit�arios, i.e., redes seguras) s~ao usadospara estabelecer uma equivalência entre comportamento n~ao-seq�uencial. Para umacompara�c~ao desta semântica com outros modelos, veja [RIB 96b] e [MES 94b].Em [MES 90], uma rede de Petri �e vista como um grafo dirigido (e n~ao comouma gram�atica de grafos) equipado com duas opera�c~oes alg�ebricas (composi�c~ao para-lela e seq�uencial de transi�c~oes): uma rede R �e considerada como um grafo onde oconjunto de v�ertices �e um subconjunto de S� (S �e o conjunto de lugares de R) e osarcos do grafo s~ao, portanto, rotulados com as transi�c~oes de R. A rede R abaixo �erepresentada pelo grafo G:R : t1 t3 G : b ema mb mc me md )t2 t4 2c� d c� d
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 ! " #Veja que, neste m�etodo, os elementos dos conjuntos de v�ertices dos grafos re-sultantes possuem uma estrutura de mon�oide. Obviamente, este m�etodo n~ao de



100adequada a este trabalho, uma vez que o modelo semântico utilizado n~ao leva emconsidera�c~ao a estrutura dos v�ertices.Em [COR 95], gram�aticas de grafos s~ao consideradas como uma generaliza�c~aode redes de Petri, onde o estado de um sistema �e descrito por um grafo, no lugarde uma cole�c~ao de tokens. Uma rede de Petri �e considerada como uma gram�aticade grafos onde os grafos s~ao discretos. As transi�c~oes s~ao transformadas em regrasutilizando a abordagem alg�ebrica DPO (nesta abordagem, uma deriva�c~ao direta �ede�nida por meio de dois pushouts, ao inv�es de um �unico, como em SPO), onde ografo-interface �e vazio. Por exemplo, a transi�c~ao t abaixo �e representada pela regrar: ma mbt )mc2 !!❉
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 ! " #O uso de grafos discretos na representa�c~ao de redes traz uma grande simpli-�ca�c~ao. Este m�etodo �e usado tamb�em em [KOR 96] por�em, usando a abordagemalg�ebrica SPO. Como foi visto no cap��tulo 4, este �e o m�etodo de transforma�c~aoseguido neste trabalho. Nesta referência �e tamb�em de�nida uma rela�c~ao semânticaentre redes e gram�aticas de grafos usando �arvores como dom��nio semântico.
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8 Conclus~aoNeste trabalho foi estabelecido um relacionamento entre os formalismos de redes(de Petri) lugar/transi�c~ao e de gram�aticas de grafos. Foi visto que as gram�aticasde grafos s~ao mais expressivas do que estas redes, o que resultou na necessidadede encontrar uma classe de gram�aticas de grafos que fossem equivalentes �as redes.Tecnicamente, foi mostrado que a categoria PTNets das redes lugar/transi�c~ao �eequivalente a uma subcategoria completa (GGD) das gram�aticas de grafos onde osgrafos s~ao grafos discretos (possuem apenas v�ertices) e as regras n~ao preservam itens(i.e., as regras apenas eliminam e/ou criam v�ertices). Para isto, foram de�nidos doisfuntores G e R.Para a semântica, foi visto que no modelo utilizado a semântica de uma rede �emenos informativa do que a semântica de uma gram�atica de grafos. Por�em, isto n~aofoi empecilho para estabelecer uma equivalência semântica. Tecnicamente, foramde�nidos os funtores UG e UR entre as categorias semânticas de redes L/T (OccNets)e de gram�aticas de grafos discretas (OccGGD). Foi mostrado que estes funtorespreservam a semântica e que o diagrama (1) abaixo comuta a menos de isomor�smo,havendo, portanto, uma equivalência entre as semânticas de uma rede L/T e de suagram�atica equivalente atrav�es de UR .PTNetsG
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✤GGD UnfG//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGDUROO✤✤✤✤✤(1) GGDROO✤✤✤✤✤✤ UnfG//❴❴❴❴❴❴❴ OccGGD(2)Foi visto que ocorre perda de informa�c~oes quando da aplica�c~ao do funtor UR auma gram�atica de ocorrência Occ. Por�em, esta informa�c~ao que �e perdida n~ao �e rel-evante para a descri�c~ao semântica: foi mostrado que a semântica de uma gram�aticade grafos discreta possui uma estreita rela�c~ao com a semântica de sua rede L/Tequivalente atrav�es do funtor UG , havendo, neste caso, uma equivalência em termosde comportamento (para cada poss��vel deriva�c~ao direta de GG, existe uma transi�c~aoque pode ser disparada em R(GG), e vice-versa). Isto ocorre devido ao fato de que ofuntor UR \esquece" informa�c~oes dos objetos de OccGGD: as redes de ocorrência s~aomais abstratas que as gram�aticas de grafos de ocorrência. Este problema pode sercontornado modi�cando-se a de�ni�c~ao das redes de ocorrência para torn�a-las maisconcretas ou modi�cando-se as gram�aticas de grafos de ocorrência para torn�a-lasmais abstratas, o que, obviamente, implica numa mudan�ca da de�ni�c~ao do modelosemântico utilizado. Por�em, isto foge ao escopo dos objetivos desta disserta�c~ao.Portanto, este trabalho mostrou que, usando a semântica de unfoldings, semprese tem comportamentos compat��veis entre as redes L/T e as gram�aticas de grafosdiscretas, de modo que qualquer uma delas pode ser modelada pela outra, preser-vando a semântica.



102Perspectivas para Trabalhos Futuros:1. com este relacionamento entre as duas teorias, analisar quais resultados/con-ceitos de uma teoria podem ser aplicados na outra;2. comparar o poder de express~ao dos formalismos utilizando as rela�c~oes e osfuntores de�nidos;3. modi�car as de�ni�c~oes da semântica obtendo novas categorias NOccNets eNOccGGD para que UR seja adjunto direito e esquerdo de UG , de modo aobter uma co-re
ex~ao nos termos de [SAS 93]. Assim, o diagrama a seguircomutar�a a menos de isomor�smo.PTNetsG
��

UnfR
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��GGDRUU UnfG
//❴❴❴❴❴❴❴ NOccGGDURUU4. extender os conceitos de�nidos neste trabalho para outros tipos de gram�aticasde grafos/redes de Petri;5. utilizar outros modelos semânticos para estabelecer rela�c~oes semânticas.
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A Transforma�c~ao de Gram�aticas de Grafos em Gram�aticasde Grafos DiscretasO objetivo deste apêndice �e estabelecer rela�c~oes entre as cagetorias GG e GGD.Estas rela�c~oes ser~ao representadas por funtores entre estas categorias (F : GG !GGD e H : GGD ! GG), sendo discutida a possibilidade de se encontrar de�ni�c~oesque permitam uma adjun�c~ao entre tais categorias. (�E sugerido mapeamento dosobjetos. O mapeamento dos mor�smos �e feito de modo an�alogo e compat��vel.)A.1 Transforma�c~ao DiretaComo GGD �e uma subcategoria de GG, uma de�ni�c~ao trivial para H �e umainclus~ao. Para uma de�ni�c~ao de F, foi visto no in��cio da se�c~ao 1 do cap��tulo 4 que osv�ertices dos grafos n~ao podem ser simplesmente esquecidos, pois isto pode resultarem regras que n~ao s~ao mais regras. Uma possibilidade �e simplesmente transformaros arcos em v�ertices e \esquecer" o mor�smo das regras. Neste caso, n~ao �e poss��velrecuperar os arcos ou mor�smos das regras pela aplica�c~ao de H , i.e., H (F(GG)) emgeral �e diferente de GG, para GG objeto de GG. Estes funtores n~ao constituem umaadjun�c~ao, pois, apesar de todos os v�ertices dos grafos de GG estarem presentes emH (F (GG)), quando alguma regra de GG preservar algum item, a rela�c~ao de subregra(de�ni�c~ao 3.10, p�agina 37) impor�a restri�c~oes aos mor�smos entre GG e H (F (GG)).Restri�c~oes tamb�em s~ao impostas se algum grafo de GG tiver arcos.Um contra-exemplo para uma poss��vel adjun�c~ao constitu��da por estes funtores �edado na �gura A.1, onde GG1 �e objeto de GG e GG2 �e objeto de ambas as categorias:os conjuntos de mor�smos [GG1; H (GG2)] e [F(GG1); GG2] n~ao s~ao isom�or�cos.A.2 Transforma�c~ao EstruturadaFornecendo uma estrutura aos elementos do conjunto de v�ertices, �e poss��vel umade�ni�c~ao para F e H de modo que H (F(GG)) = GG. Para isto, ser�a consideradaa categoria GGDE, onde os objetos s~ao grafos discretos em que os v�ertices possuemuma certa estrutura (em termos de uni~ao disjuntiva): o funtor F : GG ! GGDE �ede�nido como:GG1 : I1 = (;; ;; ;; ;) GG2 : I2 = (;; ;; ;; ;)N1 = ; N2 = ;T1 ✆

�� T2 ✄ ☎

' & % $

 ! " #
' & % $
 ! " #Figura A.1- Gram�atica de grafos discreta (GG2) e n~ao-discreta (GG1).



104� F esquece o mor�smo das regras;� F transforma os grafos da gram�atica da seguinte forma: um grafo G =(V;A; p; d) �e transformado no grafo G0 = (V ] A ] p ] d; ;; ;; ;)Portanto, cada grafo �e transformado num grafo discreto onde o conjunto dev�ertices �e dado pela uni~ao disjuntiva dos conjuntos V , A, p e d (lembre-se de queas fun�c~oes d e p n~ao s~ao nada mais do que um conjunto de pares ordenados). Destemodo, �e poss��vel reconstituir o grafo G a partir de G0, com a de�ni�c~ao direta dofuntor H : GGDE ! GG, de modo a desfazer a uni~ao disjuntiva. �E f�acil veri�car asseguintes propriedades:� H (F (GG)) = GG, qualquer que seja GG objeto de GG.� as categorias GG e GGDE s~ao equivalentes (a �unica diferen�ca �e que os grafosusados em GGDE possuem v�ertices \estruturados").Devido ao fato de que os v�ertices imp~oem restri�c~oes aos mor�smos, pode ocorrero caso de que, para objetos GG1 e GG2 de GGDE, se tenha mais mor�smos entreGG1 e GG2 do que entre H (GG1) e H (GG2), i.e., H �e sobrejetor em rela�c~ao aosmor�smos.Pelos mesmos motivos da se�c~ao anterior, os funtores F e H de�nidos deste modon~ao constituem adjun�c~ao.A.3 Adjun�c~ao entre GG e GGDA di�culdade em se de�nir uma adjun�c~ao entre estas categorias sempre recai nosmor�smos: a presen�ca de arcos restringe os mor�smos e a presen�ca de regras quepreservam itens os generaliza em alguns casos e os restringe em outros. Portanto, �enecess�ario realizar algumas modi�ca�c~oes nos mor�smos da categoria GG para que osfuntores de�nidos anteriormente passem a constituir uma adjun�c~ao. Por exemplo,as seguintes modi�ca�c~oes possibilitariam a de�ni�c~ao de uma adjun�c~ao:1. generalizar os mor�smos entre grafos de modo que seja poss��vel mapear ar-cos sem a necessidade de mapeamento de destino e/ou origem. Para isto,�e necess�ario modi�car a de�ni�c~ao 3.2, p�agina 31 (comutatividade fraca) e ade�ni�c~ao 3.1, p�agina 30 (grafo).2. restringir a rela�c~ao de subregra, pois se uma regra r1 for subregra de r2, itensque s~ao preservados em r2 n~ao precisam existir em r1. Para isto, �e necess�ariomodi�car a de�ni�c~ao de subregra (de�ni�c~ao 3.10, p�agina 37).Veja que a primeira modi�ca�c~ao pode vir a dar aos arcos status de v�ertice, i.e.,um v�ertice pode ser mapeado para um arco, e vice-versa. A realiza�c~ao destas mo-di�ca�c~oes fogem ao escopo deste trabalho, uma vez que implicam numa rede�ni�c~aodas categorias sint�atica e semântica.Com estas modi�ca�c~oes, tem-se uma adjun�c~ao entre as as cagetorias GG e GGD,por�em, em preju��zo da preserva�c~ao da semântica, uma vez que o funtor F \esquece"o mor�smo das regras que preservam itens. Vale enfatizar que, independentementede qualquer modi�ca�c~ao que possa ser feita para viabilizar uma adjun�c~ao, umagram�atica de grafos que tenha regras que preservam itens ser�a necessariamente ma-peada para uma gram�atica em que as regras n~ao preservam itens.



105A.4 Implica�c~ao SemânticaPelo fato das de�ni�c~oes anteriores de F ignorarem a preserva�c~ao de itens pelasregras, a rela�c~ao de con
ito (de�ni�c~ao 3.29, p�agina 52) entre as regras de umagram�atica GG, quando alguma de suas regras preservar itens, ser�a diferente darela�c~ao de con
ito entre as regras de F(GG), pois, como foi visto, uma regra queelimina um item n~ao est�a em con
ito com uma outra regra que preserva este mesmoitem. Por�em, duas regras que eliminam um mesmo item est~ao em con
ito e s~ao, porisso, mutamente exclusivas.A implica�c~ao semântica �e que regras que poderiam ocorrer (i.e., serem apli-cadas) em paralelo (veja a de�ni�c~ao 3.36, p�agina 58), agora somente podem ocorrerseq�uencialmente. Para gram�aticas de grafos, isto diminui o grau de paralelismo,uma de suas principais vantagens. Para efeitos de compara�c~ao com as redes dePetri, isto n~ao �e um problema, desde que se considere apenas os objetos de GGD nacompara�c~ao.Portanto, considerando os funtores suprade�nidos, tem-se que a semântica deuma gram�atica de grafosGG n~ao �e isom�or�ca �a semântica de F(GG) (i.e., a semântican~ao �e preservada). Note que isto independe da de�ni�c~ao de F, uma vez que, qual-quer que seja sua de�ni�c~ao, regras que preservam itens s~ao mapeadas para regrasque apenas eliminam itens. Obviamente, se for usada uma semântica que n~ao dis-tingue \preservar itens" de \eliminar e depois criar itens", este problema deixa deexistir.Do exposto, pode-se concluir que a de�ni�c~ao de uma adjun�c~ao as cagetorias GGe GGD n~ao se adequa a este trabalho, que objetiva uma equivalência semânticautilizando o modelo semântico unfolding.
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