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Resumo

Este trabalho vem a dar mais uma contribuicao para o ja consagrado uso de teo-
ria das categorias para descrever e estabelecer relacoes entre formalismos diferentes.
O uso de formalismos tem se tornado cada vez mais freqiiente na Ciéncia da Com-
putacao, onde pesquisas tém sido realizadas direcionadas por dominios de aplicacao,
muitas vezes se chegando a modelos matematicos que, em primeira instancia, sao
totalmente distintos, nao tendo, aparentemente, nada em comum entre si. Porém,
analisados detalhadamente, tais formalismos podem revelar representarem intrinse-
camente as mesmas idéias.

Esta dissertagao tem como objetivo principal estabelecer uma relagao (por meio
de funtores) entre os formalismos de redes de Petri e gramdticas de grafos, a partir de
suas ja difundidas representacoes categéricas, utilizando, para isto, a linguagem da
teoria das categorias. Com este intuito, é estabelecida uma relacao entre as catego-
rias sintdticas, onde é identificada uma subcategoria da categoria das gramaticas de
grafos que é equivalente a categoria das redes de Petri. Para a semantica, sera usado
o modelo unfolding semantics, onde é estabelecida uma relacao entre as categorias
semanticas.

Palavras-chave: Formalismos, Gramaticas de Grafos, Redes de Petri, Semantica,
Teoria das Categorias.
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TITLE: “FORMAL RELATIONSHIPS BETWEEN GRAPH GRAMMAS AND
PETRI NETS”

Abstract

This work comes to be one more contribution to the well diffused use of category
theory to describe and stablish relationships between different formalisms. Recently,
the use of formalisms has spread out to several areas of Computer Science, where
research are directed by application domains, sometimes elaborating mathematical
models that, at first sight, are totally different. Nevertheless, under detailed analysis,
such formalisms can be seen as representing the same ideas.

The main goal of this dissertation is to stablish a relationship (through functors)
between the Petri nets and graph grammar formalisms, using category theory and
their categorical representations found in the literature. With this in mind, it will
be stablished a relationship between the sintactic categories, where a subcategory
of the category of graph grammars will be identified and proved equivalent to the
category of Petri nets. For the semantics, the model unfolding semantics will be
used and a relationship between the semantic categories will also be stablished.

Keywords: Formalisms, Graph Grammars, Petri Nets, Semantics, Category The-
ory.
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1 Introducao

1.1 Gramaticas de Grafos

As gramaticas de Chomsky, tais como as usadas em linguagens de programacao,
sao definidas por um smbolo inicial e um conjunto de regras, onde o smbolo inicial
e os lados direito e esquerdo das producoes sao strings. As gramaticas de grafos
surgiram a partir destas gramaticas, utilizando grafos no lugar de strings: um grafo
(grafo-estado) é usado para representar o simbolo inicial (estado inicial da gramatica)
e os lados esquerdo e direito das produgoes (regras da gramdtica) também sao grafos.
Deste modo, uma gramatica de grafos consiste de um conjunto de producgoes e um
grafo inicial. Analogamente a aplicacao de regras nas gramaticas de Chomsky, uma
regra em gramaticas de grafos pode ser aplicada num grafo-estado se houver uma
ocorréncia do lado esquerdo da regra no grafo-estado. Assim, quando um sistema é
descrito utilizando gramaticas de grafos, seu estado (inicial) é representado por um
grafo e uma mudanca de estado é representada por relacoes entre grafos, descritas
por meio das regras.

A semantica operacional descrevendo o comportamento de um sistema descrito
por uma gramatica de grafos é dada pela aplicacao das regras da gramatica a grafos-
estado (iniciando-se no estado inicial). A aplicagao de uma regra a um grafo-estado
¢ chamada derivagao direta.

Diferentes modelos matematicos para representar grafos e gramaticas de grafos
tém sido propostos na literatura [RIB 96b, TAE 96, KOR 93]. Neste trabalho,
serao usados grafos dirigidos, representados algebricamente por meio de funcoes e
conjuntos. Para as gramaticas de grafos, sera seguida a abordagem algébrica SPO
(Single PushOut). Nesta abordagem, as regras sao representadas por um morfismo
parcial entre grafos e as derivagoes diretas sao definidas por meio de um pushout,
em contraste com DPO (Double PushOut), onde uma derivacao direta é definida
por meio de dois pushouts [LOW 93, EHR 96, COR 96]. Esta abordagem é
chamada algébrica porque os grafos sao considerados uma algebra e uma derivacao
(aplicagao de regras) é definida pela construgao algébrica chamada pushout na cate-
goria de grafos e morfismos de grafos. Com isto, pode-se aplicar resultados gerais da
algebra e teoria das categorias em gramaticas de grafos. Esta abordagem tem sido
bastante pesquisada e prové resultados para a andlise de paralelismo [RIB 96b,
TAE 96], avaliacao eficiente de expressoes funcionais [AND 96] e mecanismos de
sincronizacao, sistemas distribuidos e implementacao de tipos abstratos de dados
[COR 96].

1.2 Redes de Petri

As Redes de Petri foram apresentadas por C.A. Petri em sua tese de doutorado
[PET 62] e estao sendo largamente usadas como modelo (formalismo) para con-
corréncia. Tém sido também usadas para modelar sistemas paralelos, concorrentes,
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assincronos e nao-deterministicos por possuirem uma representacao grafica que per-
mite a visualizacao dos processos e a comunicagao entre eles. Tem surgido grande
interesse neste modelo sob o ponto de vista tedrico por causa de sua simplicidade e
natureza concorrente.

Varios tipos de redes de Petri com diferentes representagoes matematicas tém
surgido na literatura [LIN 96, REI 82]. Neste trabalho, serdo usadas as redes
Lugar/Transigao, que sao formadas por dois tipos de componentes: um ativo, de-
nominado transi¢ao, e um passivo, denominado lugar. A ativacao de uma transicao
¢ determinada pela presenca de tokens em certos lugares da rede. Estas redes po-
dem ser usadas para modelar um sistema, onde os recursos sao representados pelos
lugares, as possiveis acoes pelas transicoes e os recursos disponiveis num dado mo-
mento pelos tokens. Deste modo, a semantica operacional (comportamento) de um
tal sistema é dada pelo disparo de transicoes, descrevendo uma movimentacao de
tokens na rede. Assim como em gramaticas de grafos, varios modelos semanticos
(estruturas matemdticas) tém sido propostos para representar esta semantica. Neste
trabalho, serd usada também a abordagem algébrica para representar as redes L /T
[MES 94a, MES 94b|.

1.3 Ferramenta Matematica e Seméantica Utilizadas

Uma semantica é definida de modo a refletir o comportamento de uma rede L /T
(resp. gramdtica de grafos) através do disparo de transigoes (resp. aplicacdo de
regras), iniciando-se na marcacao inicial (resp. grafo inicial). Com esta finalidade,
varias abordagens para a representacao e semantica de redes de Petri e graméticas de
grafos tém sido propostas na literatura, que diferem basicamente na quantidade de
informagoes que sao representadas na semantica e no modo de se representar tais in-
formacoes. Para um estudo comparativo de diversos modelos semanticos, vantagens
e desvantages, veja [RIB 96b, MES 94b, COR 95]. Neste trabalho, serd usada a
abordagem algébrica, utilizando teoria das categorias, e o modelo semantico a ser
utilizado para ambas redes L/T e gramadticas de grafos neste trabalho serd unfolding
semantics [MES 94a, RIB 96b]. Suas principais caracteristicas/objetivos sao:

e semantica concorrente;

e nao-determinismo, concorréncia e exclusao mutua representados explicita-
mente;

e nao apenas acoes, mas também dados sao representados no nivel semantico;

e relagbes importantes que descrevem um sistema (tais como relagdo de de-
pendéncia, de conflito e de ocorréncia) possuem representacao;

e representa todas as derivagoes (seqiienciais e concorrentes) de uma gramatica

de grafos/rede L/T.

1.4 Objetivos

O objetivo deste trabalho é estabelecer relacoes sintiticas e semanticas entre
os formalismos de graméticas de grafos e redes L/T, utilizando o modelo semantico
(unfolding semantics) definido em [MES 94b] (redes L/T) e [RIB 96b| (graméticas
de grafos). Estas relagoes serdo estabelecidas por meio dos funtores R, G, UR e UG.

O funtor G descreverd como transformar redes L/T, no nivel sintatico, em
gramatica de grafos, e vice-versa, através do funtor R. Isto sera feito pela escolha de
uma subcategoria (GGD) de gramatica de grafos onde os grafos obedecem a um certo
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padrao, identificando a classe das graméticas de grafos que podem ser transformadas
em redes L/T. J4 o funtor UG relaciona a categoria seméantica de redes L/T com a
categoria semantica de graméatica de grafos, e vice-versa, através do funtor UR. O
diagrama abaixo mostra as relagoes destes funtores com as respectivas categorias.

UnfR
PTNgts —— OccNets

G(/)R UG(/ /jUR
Unf® __
GGD ——— OccGGD

Sera analisado no texto a comutatividade deste diagrama. Para isto, sera visto
o seguinte:

e as categorias GGD e PTNets sao equivalentes, de modo que podem ser conside-
radas “essencialmente a mesma” e desfrutam, assim, das mesmas propriedades;

e ocorre “perda de informacao” com a aplicacao do funtor UR: a semantica
de uma gramaética de grafos é mais informativa do que a semantica de uma
rede L/T (para uma gramética de grafos de ocorréncia discreta Occ, hd um
morfismo h : Oce — UG (UR(Occ)), que, via de regra, ndo é um isomorfismo);

e os funtores UG e UR preservam a semantica (preservam os colimites especiais
usados na defini¢do da semantica).

A existéncia destes funtores significa que qualquer rede de Petri pode ser mode-
lada por uma gramética de grafos preservando sua semantica operacional. Isto
quer dizer que as redes L/T podem ser consideradas um caso especial de gramética
de grafos. Serd mostrado também que, para uma gramética de grafos (discreta)
modelada por meio de uma rede L/T, a semantica operacional é “preservada”
através de um morfismo que possui algumas propriedades especiais, garantindo uma
equivaléncia em termos de comportamento.

1.5 Sintese dos Capitulos

e capitulo 2: defini¢do da categoria de redes L/T PTNets, juntamente com a
semantica de unfoldings, que também é uma rede L/T, porém, com carac-
teristicas especiais: sao redes seguras livres de autoconflitos e de ciclos;

e capitulo 3: apresentacao dos conceitos e definicoes de grafos, regras, grafos
tipados e gramadticas de grafos (categoria sintdtica GG) que sao usados neste
trabalho Definicao da categoria OccGG das gramdticas de ocorréncia, que
servirao como um dominio semantico para as gramaticas de GG. Estas gramati-
cas também possuem a propriedade de serem livres de ciclos e autoconflitos;

e capitulo 4: definicao da categoria GGD das gramaticas de grafos discretas, que
sao as gramaticas de GG que serdao transformadas em redes L/T de modo a
preservar uma correspondéncia sintatica e semantica. Os funtores R : GGD —
PTNets e UR : OccGGD — OccNets sao também definidos;

e capitulo 5: transformacao das redes L/T em gramaticas de grafos: defini¢ao
dos funtores G : PTNets — GGD e UR : OccNets — OccGGD;

e capitulo 6: interrelacionamento entre as categorias sintaticas e semanticas por
meio de funtores: prova de que as categorias GGD e PTNets sao equivalentes.
Exemplos de que os funtores UR e UG preservam colimites e nao formam
adjuncdo (pelo fato de a semantica de uma rede ser mais abstrata que a
semantica de uma gramética de grafos).
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2 Redes de Petri

As Redes de Petri foram apresentadas por C.A. Petri em [PET 62] e desde
entao varios tipos com diferentes abordagens tém surgido na literatura [LIN 96].
Neste trabalho, serdo usadas as redes Lugar/Transicao seguindo a abordagem
algébrica. No uso destas redes para modelar um sistema, o estado (recursos) do
sistema é representado por lugares, a disponibilidade de recursos (estado atual) por
tokens (marcas) nos lugares e uma mudanga de estado por (disparo de) transigoes
(i.e., a ocorréncia de eventos é equivalente ao disparo de transi¢oes). Ao ser dis-
parada, uma transicdo remove tokens (consome recursos) de alguns lugares (pré-
condigao da transi¢ao) e cria novos tokens (disponibiliza recursos) em outros lugares
(pds-condicao da transigao). O comportamento de tal rede é entao dado pelo fluxo
de tokens através dos disparo de transicoes. O disparo de uma transicao nao con-
some tempo e, dependendo da disponibilidade de tokens, varias transicoes podem
ser disparadas “ao mesmo tempo” (paralelismo). Uma outra situa¢ao ocorre quando
existem duas transicoes “aptas” a serem disparadas mas apenas uma delas pode ser
disparada: a escolha de qual delas disparar é nao-deterministica (esta caracteristica
favorece o uso das redes L/T para a modelagem de sistemas nao-deterministicos).

Vérios modelos semanticos (estruturas matemadticas) tém sido propostos para
representar estas idéias. Neste trabalho, serd usada a semantica de unfolding. O
unfolding finito de uma rede R é construido indutivamente, de modo que o unfolding
zero representa a marcacao inicial de R e os outros unfoldings sao construidos a partir
do disparo de transicoes.

As definigoes e conceitos deste capitulo foram retiradas de [LIN 96, MES 94b|
e [MES 94a], onde também podem ser encontradas as provas para as proposigoes
e teoremas apresentados.

Estrutura do capitulo:

e se¢ao 1: definigao da categoria PTNets de redes L/T: os conceitos de redes L./ T
sao apresentados juntamente com sua representagao grafica usual e algébrica,
em termos de multiconjuntos;

e se¢ao 2: conceituagao da seméantica operacional das redes L/ T, em termos do
disparo de transicoes a partir da marcacao inicial;

e secao 3: definicao das redes seguras, que sao redes L/T onde os lugares tém
multiplicidade unitaria e sao todos alcangaveis;

e secao 4: definicao das redes de ocorréncia, que sao redes seguras que desfrutam
de certas propriedades: nao possuem ciclos nem autoconflitos. Estas redes
serao usadas como dominio seméantico para as redes L/T;

e secao 5: apresentacao do unfolding e definigao da seméantica de uma rede L/T
em termos de unfoldings finitos.
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FIGURA 2.1- Exemplo de redes Lugar/Transigao

2.1 Redes Lugar/Transicao

As redes Lugar/Transicao (ou, simplesmente, redes L./T) tém sido largamente
usadas para modelar/especificar sistemas concorrentes. Estas redes sao formadas
por dois tipos de componentes: um ativo (transigoes) e um passivo (lugares).
Na modelagem de um sistema, os lugares representam as varidveis de estado e
as transi¢oes representam as acoes/eventos realizados pelo sistema. A realizagao
de acoes estd condicionada a um conjunto de pré-condicoes que a habilitam, re-
sultando um conjunto de pds-condicoes, que por sua vez habilitam outras acoes
(vale ressaltar que nas redes cldssicas nao existe a no¢ao de tempo para a rea-
lizagdo de uma acdo). A figura 2.1 mostra duas redes L/T na sua representacao
grafica usual. Os circulos representam os lugares e os retangulos representam as
transigoes. As marcas dentro dos circulos representam tokens (ou recursos) na rede
e é chamada a marcacgao da rede. Arcos valorados que chegam nas transicoes
representam os recursos necessarios (pré-condi¢ao) para a ativagao/habilitacao da
respectiva transicao e os que saem delas representam os recursos gerados (valores
unitarios estao omitidos na figura). Num dado momento, as marcagoes de uma rede
L/T representam as condigbes em que se encontra o sistema modelado e a presenca
de uma marca (token) num determinado lugar pode ser interpretada como a pre-
senca de um recurso de um determinado tipo. Os tokens disponiveis inicialmente
numa rede sao chamados marcacao inicial. Uma vez ativada, uma transicao pode
consumir recursos (pré-condicao) e gerar recursos (pds-condi¢ao) na rede.

Exemplo 2.1: Na rede Ry da figura 2.1, a transic3o v; necessita de dois tokens do tipo a
para ser ativada e disponibiliza na rede 2 tokens do tipo b e 1 do tipo ¢. Como existem 2
tokens no lugar a, a transicio vy esta habilidada e pode ser disparada.

Vérias ferramentas mateméticas tém sido usadas para representar as redes L/T,
como teoria dos conjuntos, teoria matricial ([LIN 96]) e teoria das categorias, entre
outras. O uso de categorias possui a vantagem de se poder definir combinadores
de redes (e outros conceitos) usando construcoes categéricas. Neste trabalho, serdo
usados multiconjuntos (bags) e fungdes (parciais) para representar as redes L/T. As
funcoes parciais serao representadas por fungoes totais entre conjuntos apontados,
definidos a seguir.
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DEFINICAO 2.1. (Conjunto Apontado) E um par (S,0s) onde S é um conjunto
e Og € S € o elemento apontado. Morfismos entre conjuntos apontados sao funcoes
que preservam os elementos apontados. &

Considerando o elemento apontado como um valor indefinido, a categoria de
conjuntos e funcoes parciais é isomorfica a categoria de conjuntos apontados e seus
morfismos.

Exemplo 2.2: A funcio parcial f definida abaixo pode ser representada pela funcio to-
tal g usando conjuntos apontados: os elementos com valor indefinido sio mapeados para o
elemento apontado.

z | g(x)
f:AsB 2 ff” g: A — B OA| Op
A={a,b,c} Z andef Ay ={04,a,b,¢c} | a 1
B = {17 2, 3} ¢ | undef By = {OBa 1, 273} b 8B

B

Os multiconjuntos (conjuntos com elementos repetidos, ou bags) serao usados
para representar as multiplicidades dos tokens dos lugares, pré- e pos-condicoes de
uma rede L/T. Serao definidos como uma fun¢ao de um conjunto (de lugares) para
o conjunto dos nimeros naturais.

DEFINIGAO 2.2. (Multiconjunto) Dado um conjunto S, S® denota o conjunto
dos multiconjuntos de S, i.e., o conjunto de todas as funcoes de S para o conjunto
N dos niimeros naturais. A funcao que mapeia todos os elementos de S para 0 serd
denotada por Og e é definida como o elemento apontado de S®. Para p € S, [u]
denota o subconjunto de S constituido dos elementos s € S tais que p(s) > 0. €

Notagao: O multiconjunto j serd representado pela soma €Pcq,; #(s)s (com a
omissao das parcelas nulas).
Exemplo 2.3:  Por exemplo, para o multiconjunto (func3o) i definido abaixo, 1 = b @ 2¢ &

4d e [u] = {b,c,d}. O elemento apontado de S%, Og, que é também uma funco, mapeia
todos os elementos de .S para zero.

S ={a,b,c,d} v plz) v ] Os(z)

u'S—;I,\I, al 0 a 0

Os: S — N ﬁ ; ﬁ 8
©®

Os,pes d| 4 d| 0

Como um conjunto S também pode ser um conjunto da forma A® (conjunto de
multiconjuntos), serd definida uma férmula para transformar um elemento de S® =
(A®)® num elemento de A®. Este conceito serd usado na defini¢gio de morfismos
entre redes L/T.

DEFINICAO 2.3. (Combinacdo Linear de Multiconjuntos) Seja S = A®. Para
n, € N, a seguinte formula transforma um elemento de (A®)® num elemento de A®:

D i = D @ la)a) = DY musn(a))a

nes acA a€A peS
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Exemplo 2.4: Sejam A = {a,b,c} e S = A®. Sejam os multiconjuntos 1y = a B 2b, iy =
c®2beps = a@®c. Omulticonjunto p = 241 D o D 33 pertence a SP, uma vez que
1, fo € i3 € S, e é calculado da seguinte maneira:

p=2a®20)®(cP2b)@3aPc)

p=02+0+3)a®(4+2+0)bd (0+1+3)c

1= 5a ® 6b D 4c

o QR
E
= oy oYy

Como os multiconjuntos serao usados na defini¢do das redes L /T, é necessério
definir morfismos entre conjuntos do tipo S®. Estes morfismos serao definidos em
termos de combinacao linear de multiconjuntos.

DEFINICAO 2.4. (Morfismo entre Conjuntos de Multiconjuntos) Sejam A e B
dois conjuntos e h : A — B® uma funcao total. Um morfismo de A® para B® é
uma funcao g : A® — B definida para todo pn € A® por

g(1) = D n(s)h(s)
sEA
Para hy : A — BY ehy : B — (C9, a composicao de hy e hy é dada por: Ya €
A, hy o hi(a) = @y hi(a)(D)ha(b). &

Isto significa que a funcao ¢g é induzida pela funcao h e seu valor para cada
elemento é calculado usando combinacao linear de multiconjuntos. A composicao
destes morfismos representa “uma multiplicacdo de multiplicidades”: se hy(a) =
20 ® 3¢, ho(c) = 4d ® 2e e hy(b) = 3k B 2d, entdo hy o hy(a)(d) =3 x4+ 2 x 2 = 16.
Exemplo 2.5:  Para o morfismo g : A® — B® induzido pela funcio h e o multiconjunto
1 = 2a®b dados a seguir, tem-se que g(11) = p(a)h(a)®u(b)h(b)®p(c)h(c) = 2(udv)®d
1(220u)®0(0p) = 2+1+0)ud(24+0+0)vPH (0+2+0)2H (04+0+0)y = 3ud2vH22.

A={a,b,c} x| h(x) x| p(x) < g(u?))(x)
B =A{u,v,y,z} a| udv al| 2 Y 5
p=A—-N b2z u b 1 v )
h:A— BY c| Op c| 0 ; .

Numa rede L/T, a marcagao inicial e as pré- e pos-condigdes das transigoes
serdo representadas por multiconjuntos. Uma funcdo de origem (p) fornece a pré-
condi¢do de uma transicdo e uma de destino (d) fornece a pés-condigdo. Serd
considerada aqui a restricao usual de que todas as transicoes devem possuir pré-
condicao diferente de vazio. Esta restricao é necessaria para viabilizar a definicao
dos unfoldings. Excecao a esta regra é a transicao nula, que possui pré- e pds-
condicoes vazias.

DEFINIGAO 2.5. (Rede Lugar/Transicdo) Uma rede lugar/transi¢ao (rede L/T)
é uma estrutura R = (pg,dg : (Tr,O7) — Sy, ur), onde Sg é um conjunto cujos
elementos sao chamados lugares; (Tg, Or) é um conjunto apontado cujos elementos
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Rede Ry:
x z) | dp, (x
RO = (pRov dRo : (TRoa OTO) — Sgo’ uRo) o) pg()( ) ORO( )
Sk, = {a,b,c,d} To | ™Sk SRy
Ro 1 v 2a 20 ¢
(TRm OTo) = {OTO,01,02,U3} !
— 24 (%) 2b d
HRo = Vs b a
Rede Ry:
T PR, (1‘) de (x)
Ry = (pR17 de : (TR17 OTI) - Sglv uRl) OTI OSRl OSRl
Sk, = {a,b,c,d e} ty |2c®a b
(TRNOTI) = {OT17t17t27t37t4} t2 b 0@20
Hr, =a®3cdd t3 | cdd e
ta e cdd

F1GURA 2.2- Representacao algébrica das redes da figura 2.1.

sao chamados transicées; pr e dr sao morfismos entre conjuntos apontados que
fornecem, respectivamente, origem e destino das transi¢oes; up € S5 é a marcagdo
inicial. Além disso, hd a seguinte restri¢ao: para todo t € (Tg,Or), se pr(t) = Og
entao t = Or. S

Pelo fato de pr e dp serem morfismos entre conjuntos apontados, pr(O7) = Og
e dr(O7) = Og. Ou seja, a transi¢ao nula é a tinica que pode ter origem e destino
nulos.

Exemplo 2.6: A figura 2.2 mostra a representac3o das redes Iy e Ry da figura 2.1 usando
esta definicdo.

DEFINICAO 2.6. (Morfismo entre Redes L/T) Um morfismo entre duas redes
L/TRO = (pRovdRo : (TRovOTo) - Sle%aoauRo) eR = (pRl?de : (TR17OTI) - S}G%,URI)
é um par de fungoes (f, h) que satisfaz as seguintes condi¢oes:

1: f: (Try, O1y) = (Tg,,Or,) é um morfismo entre conjuntos apontados;

2: g : S — S§ € o morfismo entre multiconjuntos induzido pela fungao h :

SRO — Sgl s

3: g(up,) = ug, (g preserva a marcacao inicial);

4: Ya € Sg,,Vb € Sg,,g(a)(b) <1

5: Va € Sk, eVt € Th,:

o (pr, o f(t))(a) = (g0 pr,(t))(a)
o (dr, o f(1))(a) = (g o dry(t))(a)

p R

d
o PR , @
SRO |7—"}{0 T SRO

] - - ]

S 1 Th, 1 S
R1 pRl Ry de R1

6: Va,b € Sg, se [g(a)] N [g(b)] # O entao a = b.
A categoria de redes L/T é denotada por PTNets. S

O item 4 da definicao acima restringe a agao de ¢: a funcao h : Sg, — S;‘gl,
que induz o morfismo ¢ é restrita a conjuntos, i.e., Ya € Sg,, h(a) é um conjunto.
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Isto implica que o contradominio de g restrito a Sg, é restrito aos multiconjuntos
p S — {0,1} € N. Esta restricdo nao é imposta aos morfismos definidos em
[MES 94a] e é incluida aqui para permitir a existéncia de um funtor de PTNets
para GG, a categoria de gramaticas de grafos. Isto significa que a quantidade de
tokens da marcacao inicial ou de pré- ou pos-condicoes das transicoes nao pode ser
“aumentada” por um morfismo, i.e., para d € [g(b)], se b fizer parte da marcacao
inicial, d terd a mesma quantidade de fokens que b e se b pertencer a pds- ou pré-
condicao de alguma transicao ¢, entao a multiplicidade de d na pés- ou pré-condicao
da transi¢do f(t) é a mesma que a de b.

O item 5 garante que os morfismos respeitarao a origem e o destino das transicoes.
Esta é uma caracteristica presente também nos morfismos entre grafos (defini¢ao
3.3).

O item 6 é incluido para permitir a existéncia do produto e coproduto na cate-
goria. Esta condicao impede que lugares pertencentes a marcac¢ao inicial ou a pés-
ou pré-condi¢ao de alguma transicao sejam mapeados para multiconjuntos tendo
algum lugar em comum, limitando a agdo dos morfismos. Em [MES 94a], esta
restricao é imposta apenas a marcacao inicial e as pos-condi¢oes das transicoes.
Novamente, esta restricao é extendida neste trabalho para permitir a existéncia do
funtor supracitado.

A categoria PTNets é bastante geral: os objetos sao redes L/T nas quais as
marcacoes podem ser infinitas e as transicoes podem ter pré- e pés-condicoes infinitas
(mas com multiplicidades finitas para os lugares, i.e., o conjunto de lugares Sy pode
ser infinito). A tnica restricdo é que uma transi¢do nao pode ter pré-condic¢ao
vazia. Os morfismos sao bastantes gerais para permitirem construgoes categéricas:
esta categoria possui objeto final e o produto e coproduto podem ser interpretados
como as operacoes de composicao paralela e nao-deterministica, respectivamente.
O objeto terminal é uma rede com conjunto de lugares vazio, tendo como tnica
transicao a transicao nula.

Exemplo 2.7:  Para a rede Ry da figura 2.3, o conjunto de transicdes é (Tg,,Or,) =
{Or,,t1,t2,t3,t4}, 0 conjunto de lugares é Si, = {k,l, m,n} e a marcacdo inicial é up, =
2k & 21. Um morfismo (f, h) : Ry — Ry entre as redes Ry da figura 2.1 e Ry, é dado pelas
funcdes f e h dadas a sequir (g € induzida por h). Se c fosse, por exemplo, mapeado para [,
chegar-se-ia a contradic3o [g(a)] N [g(c)] = {l} (contraria o item 6 da definicio). Como se
pode notar, todos os elementos de [¢(x)] para 2 em Sk, possuem multiplicidade menor ou
igual a 1, i.e., h(x) é um conjunto (item 4 da definicdo). Veja ainda que ¢g(2a) = 2k & 2I,
9(2b) = 2m,g(b) =m, g(2b® c) = 2m, g(d) = Osy, e g(a) = k @[, respeitando origem
e destino das transicdes mapeadas.

2] W) : /@
a k@l OTO OT2
b m U1 tl
¢ | Osp, U 123
d 0532 U3 t3
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R,
/ | R S
@k @l Om T | Pr,(2) | dr,(2)
k lz %l 2 ty m OSR2
—— Oy tl om | kel
t4 m n

FIGURA 2.3- Exemplo de uma Rede L/T.

2.2 Semantica Operacional de Redes L/T

As transigoes formam a unidade bésica de computacao numa rede L/T. Uma
transigdo t com origem p(t) = p; e destino d(t) = po realiza uma computagao con-
sumindo os tokens em p, e produzindo os tokens em o, i.e, a semantica operacional
¢ dada pela movimentacao dos tokens na rede. Para consumir tokens, uma transicao
precisa estar habilitada.

DEFINIGAO 2.7. (Transicdo Habilitada) Seja R uma rede L/T e up sua marcacao.
Uma transi¢ao t € (Tr,Or) estd habilitada se, e somente se, Ya € Sg,pr(t)(a) <
ur(a). Com o disparo de t obtem-se uma nova marcagao u; € Sy para R dada por:
Va € Sg,ui(a) = ur(a) — pr(t)(a) + dr(t)(a). €

Uma transicao habilitada é disparada para consumir os tokens de que necessita
e gerar os tokens que disponibiliza. Num dado momento, mais de uma transicao
pode estar habilitada e qualquer uma pode ser (ou nao) disparada, dando uma
caracteristica nao-deterministica a semantica operacional.

Exemplo 2.8: Narede Ry da figura 2.4, a transicio v, pode ser disparada para produzir uma
nova marcacdo u; = 2b @ ¢ (mostrada na rede Ry):

u(a) =2-240=0

u(c)=0—-0+1=1

u(d)=0-04+0=0

Na rede R; da figura 2.1, as transicoes t; e t3 estao ambas habilitadas e, neste
caso, podem ser disparadas ao mesmo tempo (i.e., em paralelo). Esta idéia serd
representada através de passo, que é formado por um nimero finito de transicoes
compostas em paralelo. Um passo a serd representado por um multiconjunto de
transicoes e tem origem e destino. A origem é a uniao das pré-condigoes das
transicoes que formam o passo e o destino é a uniao das pds-condicoes.

DEFINIGAO 2.8. (Passo) Um passo « é um multiconjunto de transi¢oes. Um
passo com origem u e destino v é representado por u[a> v. O conjunto de passos de
uma rede R = (pg,dg : (Tr,O7) — Sy, ur), P(R), é gerado pelas seguintes regras:

pr(t) =u edgr(t) =v,t € Tp e w em S¥ ula> v e u[B> v em P(R)
(W@ W[ty (v & w) em P(R) (W6 W)a® By (v & v)em P(R)
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@a dispfdrNO da Oa
\ transig¢ao v;: \
SN N

Ry Oy Ry, (O

F1GURA 2.4- Disparo de uma transicdo numa rede L/T.
O conjunto PP(R) de seqiiéncias de passos é dado pela regra

uglag > v, ...y Up[ay > v, em P(R) eu; = viq,i=1,...,n
ugfag > [ > -+ [ > v, em PP(R)

O conjunto de marcagées alcangéveis de uma rede R, A(R), é o conjunto das
marcacgoes que sao destino de alguma seqiiéncia de passos:

A(R) = {v|3(uR[a0> [a1> e [an> v) € PP(R)}
©

Portanto, uma seqiiéncia de passos representa as transicoes que podem ser dis-
paradas, iniciando-se com as transicoes habilitadas pela marcacao inicial e um lu-
gar alcancavel é um lugar que pode ser atingido através dos disparo de transicoes,
iniciando-se também na marcacao inicial.

2.3 Redes Seguras

Um tipo especial de redes surge quando a marcacao inicial e as pré- e pos-
condigoes das transi¢oes de uma rede L/T forem conjuntos no lugar de multicon-
juntos e todos os lugares forem acessiveis a partir da marcacao inicial: as redes
seguras que, como conseqiiéncia, permitem apenas 1 token por vez em cada lugar.
Estas redes serao usadas na definicao de redes de ocorréncia.

DEFINIGAO 2.9. (Redes Seguras) Uma rede R = (pg,dr : (Tr,Or) — S%,ur)
é segura se, e somente se as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:

1. Yt € Tgr,pr(t) e dg(t) sao conjuntos;

2. Vv € A(R),Va € Sg,v(a) <1, i.e., v é um conjunto;

3. Va € Sg,Fv € A(R)|a € [v], i.e., qualquer lugar ou pertence a marca¢ao
inicial ou é destino de alguma transicao.

A categoria Safe é definida como a subcategoria completa de PTNets que tem as
redes seguras como objetos. &
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FI1GURA 2.5- Exemplos de uma (a) rede segura e (b) rede de ocorréncia.

Exemplo 2.9: A figura 2.5(a) mostra um exemplo de uma rede segura. Como exemplo
de passos para esta rede, tem-se (a ® b @ c[t, > d D e ® c) e (a ® b[Or, » a & b) (note
que a origem e o destino do passo formado apenas pela transicdo nula, Op,, sdo sempre
iguais, uma vez que esta transicdo possui origem e destino vazios). S3o seqiiéncias de passos
(a®b[Og, > [t1 > dde) e (a®blts > [t b® cdd), por exemplo. O conjunto de marcacdes
alcancaveis para esta rede é A(R3) = {a® b, dPe,bDcd d,c® d}.

2.4 Redes de Ocorréncia

Redes de Ocorréncia sao redes seguras aciclicas sem conflitos (a serem definidos
nesta se¢ao) onde nenhum lugar da marcagao inicial é destino de qualquer transigao.
O unfolding de uma rede L/T R possui estas caracteristicas e, consequentemente,
se R for uma rede de ocorréncia, seu unfolding sera isomorfico a R.

Estas redes irao constituir o dominio semantico para as redes L/ T: suas transi¢oes
representam possiveis disparos de transicoes da respectiva rede L/T e os lugares,
lugares que sao acessiveis a partir da marcacao inicial.

De modo semelhante a pré- e pés-condicao de uma transicao, serao definidas as
pré-transicoes de um lugar b, que sao as transicoes que tém b como destino e as
poOs-transicoes, que sao as transicoes que tém b como procedéncia.

DEFINIGAO 2.10. (Pré-, Pés-Transicdo) Sejam R = (pg,dg : (Tr,Or) — S, ur)
uma rede L/T e a € Sg. O conjunto das pré-transi¢ées do lugar a é definido como
P(a) = {t € Trla € [dr(t)]}, e o conjunto das pés-transicées do lugar a é definido
como D(a) = {t € Tr|a € [pr(t)]}. &

As relagoes de dependéncia e de conflito, definidas a seguir, serao usadas para
caracterizar uma rede de ocorréncia.

DEFINIGAO 2.11. (Relacdo de Dependéncia) Sejam R = (pg,dg : (Tr,Or) — S5, ur)
uma rede L/T, < a relacao definida por <1= {(a,t)|a € Sg,t € Tg,t € ®(a)} U
{(t,a)|la € Sg,t € Tg,t € P(a)} e < o fecho transitivo de <;. A relagao de
dependéncia de R, denotada por =<, é definida como o fecho reflexivo de <. Se
da € TR U Sgla < a, a rede R possui ciclos. &
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FIGURA 2.6- Exemplos de uma (a) rede com ciclo e (b) rede com autoconflito.

Exemplo 2.10: Para a rede da figura 2.6(a), a relacdo <; é dada por <;= {a— ti,t; —
a,b— ty,to = a}. Seu fecho transitivo é {a » b, t; — t3,b — a,ty — t1,a — a,b —
b,t; 11, ty— 1y }. Portanto, < n3o é irreflexiva, e a rede possui um ciclo.

Chega-se a uma situacao de conflito numa rede quando ha possibilidade de
indeterminismo, que é caracterizado quando um lugar é origem de mais de uma
transicao.

DEFINIQAO 2.12. (Relacao de Conflito) Sejam R = (pR, dR : (TR, OT) — S;‘%, UR)
uma rede L/T, < o fecho reflexivo da relacao < e < a relagao definida por ¥t,,t; €
Tr,t1 = to & [pr(t1)] N [pr(t2)] # 0 ety # ty. A relagao de conflito no conjunto
Sr U (Tg,Or), denotada por #, é definida por

Ve,y € SRU (T, Or), x#y < Tty,ts € Th taisque ty Sty ety [z ety <y

Se a relacao # nao for irreflexiva, R possui autoconflitos. &

Exemplo 2.11: Para a rede da figura 2.6(b), tem-se que <1= {a—t1,a—ty,t;— b, b—
t3, ta — c}. Seu fecho transitivo é {a— b, a— ¢, t; —t3, ty—t3,0—d, c—>d, a—b,a—
t3, Gﬂ-’d, ar—cC, tl >—>d, t2 >—>d} Como tl, t2 € TR, tl 7£ t2 e [[pR(tl)]l N [[pR(tZ)]l == {a},
tem-se que t; < to. Portanto, # = {t; —to,t; — ¢, t1 —d, to — b, to — 3,y —d, b—
c,b—t3,b—c,cr—1t3,c—d, t3—t3,t3—d,d— d} e os pares simétricos, uma vez que #
é simétrica. Neste caso, a relacio # n3o é irreflexiva, uma vez que d#d e t3#t3 e, portanto,
a rede possui autoconflito.

DEFINICAO 2.13. (Redes de Ocorréncia) Uma rede de ocorréncia é uma rede
segura R = (pr,dp : (Tr,Or) — S5, ug) tal que:
1. a € [ug] & B(a) = 0;
2. Va € Sk, Cd(B(a)) < 1;
3. a relagao < é irreflexiva e, ¥t € Tg, o conjunto {t' € Tg|t' < t} é finito para
todot € Tg.
4. a relacao de conflito # no conjunto Ty U Sg é irreflexiva.

A categoria OccNets é definida como a subcategoria completa de Safe que tem
como objetos as redes de ocorréncia.

©
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FicuraA 2.7- Exemplo de uma rede de ocorréncia decorada.

O item 1 da definicao proibe que lugares pertencentes a marcacao inicial sejam
destino de transicoes. O item 2 proibe que um lugar seja destino de mais de uma
transicao. O item 3 proibe ciclos e causas infinitas e o item 4 proibe autoconflitos.

Exemplo 2.12: A rede da figura 2.5(b) € um exemplo de uma rede de ocorréncia: os lugares
da marcacdo inicial ndo pertencem ao destino de qualquer transicdo (condicdo (1) da definicdo)
e as relacdes < e # sdo irreflexivas (a rede nio possui ciclos nem autoconflitos).

A seguir, serao definidas as redes de ocorréncia decoradas, que serao usadas para
representar os unfoldings de redes L /T, levando em consideracao as multiplicidades
dos lugares. Sao redes de ocorréncia nas quais o conjunto de lugares pertencentes a
pos-condicao de uma mesma transicao é particionado em familias, que serao usadas
para representar multiplicidade dos tokens.

DEFINICAO 2.14. (Rede de Ocorréncia Decorada) Uma rede de ocorréncia de-
corada é uma rede de ocorréncia R que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Sg é da forma e, {a} x {1,... ,n.} para algum conjunto Ag, n, € Neo
conjunto {a} x {1,... ,n,} é chamado de familia de a e ;
2. Va € Ag,Vx,y € {a} x {1,... ,n.},B(z) = B(y).
A categoria DecOcc é definida como a subcategoria completa de OccNets que
tem como objetos as redes de ocorréncia decoradas. &

Exemplo 2.13: A rede Rj da figura 2.7 é uma rede de ocorréncia decorada, onde Ap =
{a,b,c,d}. Paratodo = € {(a, 1), (a,2)} (familia de a), P(x) = 0, uma vez que fazem parte
da marcac3o inicial (R5 € uma rede de ocorréncia) e, para todo € {(b,1), (b,2),(b,3)},
PB(x) = {t1}, i.e., os elementos de uma mesma familia possuem as mesmas pré-transicoes.

O funtor F, definido a seguir, relaciona redes de ocorréncia com as redes L/T,
“juntando” os elementos de uma mesma familia. Isto permitira relacionar a categoria
semantica com as redes L/T (lembre que DecOcc é uma subcategoria de OccNets).

DEFINICAO 2.15. (Funtor F) Sejam R uma rede de ocorréncia decorada, onde
Sk = Ugen, o} x {1,...,n.} e h: S§ — A% um morfismo tal que h(a, j) = a. O
funtor F : DecOcc — OccNets é definido por:
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Objetos: F(R) é a rede (hop,hod: (Tg,Or) — A® h(ug));

Morfismos: dado um morfismo (f,g) : R — Ry, o morfismo F(f,g) : F(R) —
F(Ry) é definido por (f,h o go p), onde p: A® — S¥ é o morfismo tal que
p(a) = (a,1).

©

PROPOSICAO 1. O funtor F : DecOcc — PTNets estd bem definido.

2.5 Unfolding de Redes Lugar/Transicao

Os unfoldings fornecem uma semantica concorrente para as redes L/T. Esta
semantica é caracterizada pela escolha de explicar o comportamento da rede em
termos das nogoes de evento (disparo de transigoes), causa (uma transicao habilita
outras transigoes) e conflito (exclusao mitua). Esta escolha tem a vantagem de
fornecer uma explicacao totalmente causal das computacoes numa rede, i.e., o dis-
paro de uma transicao causa o disparo de uma outra.

O unfolding de uma rede L /T R é definido como o colimite dos unfoldings finitos
de R na categoria DecOcc. O unfolding finito é definido por regras de inferéncia e
é construido indutivamente: o primeiro unfolding (unfolding de profundidade zero)
representa a marcagao inicial de R expandida em familias; o k-ésimo unfolding (un-
folding de profundidade k) é obtido disparando-se todas as possiveis transi¢oes de R
no (k — 1)-ésimo unfolding. Isto implica que uma rede com ciclos pode ter unfolding
infinito, dependendo da marcacao inicial, possuindo varias instancias do disparo de
uma mesma transicao. Os pares conflitantes também sao representados no unfold-
ing, i.e., se duas transicoes estao habilitadas, as duas sao representadas, de modo
que cada transicao no unfolding corresponde a um possivel disparo na rede R.

As multiplicidades dos tokens sao representadas por familias, de maneira que
cada lugar do unfolding corresponde a um token de um lugar alcancavel da rede R.

A seguir, serao definidos elementos concorrentes, que identificam quais lu-
gares se pode usar como pré-condi¢ao para as transicoes dos unfoldings finitos. Sao
constituidos de lugares alcancaveis que nao estao em conflito e nao sao interdepen-
dentes.

DEFINICAO 2.16. (Elementos Concorrentes) Dada uma rede de ocorréncia
R = (pR, dg : (TR, OT) — Sg, UR), sao definidos:
e parax,y € TR USg,x coy se (x <y ouy < x ou x#y) é falso;
e para X C Tpr U Sk, Co(X) se
Vo,y € X,x coy e o conjunto {t € Tg|3z € X,t < z} é finito.

©

DEFINIGAO 2.17. (Unfolding Finito de Redes L/T) Seja uma rede L/T
R = (pr,dr : (Tr,Or) — S%,ug). O unfolding (finito) de profundidade k da rede
R, UL(R) = (pk, di : (Ty, Or) — S, ux), é definido para todo k € N, como:
kE=20:
e So=U{{(®,0)} x{1,... ,nHugr(b) =n};
o 1o ={0r}
® Uy = @ S().
® po(Or) = do(Or) = Os,.
k >0 (J é um conjunto de indices):
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B={((,b;),i;)|j€T}CSy—1,C0(B)t€TR,D;c; bj=pr(t)
(B,t)ETk e pk(B,t):QB
tOZ(Bat)ETkadR(t):®]EJ anJ
({to}b,bj) b x{L,... nj}CSk Vi€, e di(to) =D i<i<n, ({0 }:,05)1)
3. U = @SU = Ug.
Para cada k € N, hd uma inclusdo iny, : Uk(R) — UL (R). &

2.{

O objetivo da premissa da regra de inferéncia 1 é gerar todos os possiveis sub-
conjuntos do conjunto de lugares e, através do predicado Co, eliminar aqueles que
levam a conflito ou que ja foram “usados” num passo anterior. Se este conjunto
puder ser usado para disparar alguma transicao de R, entao uma transicao é ge-
rada na rede de ocorréncia. A regra de inferéncia 2 gera as pés-condigoes para as
transicoes geradas.

O k-ésimo unfolding de uma rede R reflete o comportamento de R até seqiiéncias
de passos de tamanho méximo k (i.e., corresponde ao disparo de no méximo k
transigoes). A finalidade da defini¢ao é gerar todas as possiveis instancias de lugares
alcancaveis e todos os possiveis disparos de transicoes de R, “decorando-os” com sua
histéria. As familias de lugares em U%(R) representam lugares com a mesma histéria
e sao representados por pares (A,b) onde b € Sg e A é um conjunto contendo a
histéria de b. Dai, os lugares serdo da forma ((A, b),7), onde i € N (para representar
a multiplicidade de b). De modo andlogo, as transi¢oes serdo pares (B,t), onde
t € Tk e B representa a historia de .

A rede UY(R) é obtida formando familias a partir da marcagao inicial de R.
L{fz“(R) é obtida, indutivamente, gerando uma nova transi¢ao para cada subcon-
junto possivel de lugares de U%(R) cujo multiconjunto dos correspondentes lugares
em R constituem a origem de alguma transicao ¢t de R. As familias formadas a
partir do destino de ¢ sdo também incluidas em UL (R).

PROPOSIGAO 2. Dada uma rede L/T R, UE(R) é uma rede de ocorréncia deco-
rada (objeto de DecOcc).

DEFINIGAO 2.18. (Semantica de Redes L/T) O unfolding Unf®(R) de uma rede
L/T R é definido como sendo o objeto colimite do diagrama D : N — DecOcc tal
que D(n) = Ug(R) e D(n — n+ 1) = in,. A semantica de uma rede L/T R é o
seu unfolding Unf®(R). &

PROPOSICAO 3. O funtor Unf® : PTNets — DecOcc estd bem definido, com o
mapeamento dos morfismos induzido pela inclusao in,,.

Pela definicao, redes aciclicas finitas terao unfoldings finitos, i.e., Unff(R) é
uma rede finita se R for aciclica e finita.

Exemplo 2.14: O unfolding U?(Ry) da rede R da figura 2.1, é obtido da seguinte maneira:

UY(Ry): esta rede é formada apenas por dois lugares, com um token em cada lugar,
representando a expans3o da marcac3o inicial em familias: a; = ((0,a),1) e as = ((0, a), 2)
(o conjunto vazio indica que o respectivo lugar ndo possui histéria).

e Sy = {a1;a2}
e (To,Or) ={Or}

® Uy =a; D ay
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Up(Ro) : [@m @w}

Z/{II{(R[)): O (nico subconjunto de Sy tais que seus elementos podem formar pré-condicdes
de transicdes de R é By = {ay,as}, pois 2a é a origem da transicio v;. Co(By) é ver-
dadeiro, uma vez que ainda n3o hj transicdes na rede Uy (Ry). Portanto, t = (B, v1) €
Ti e pi(t1) = a1®ay. Comodp(v1) = 2bPc, tem-se que Ay = {by, by, c1} C Sy edi(ty) =
by @ by B c1, onde by = ((t1,0),1), b = ((t1,0),2) e ¢c; = ((t1,¢),1). A historia destes lu-
gares é (B, t), que significa que estes lugares foram gerados através dos disparo da transic3o
t, com a pré-condic3o (e sua historia) representada em B. Esta rede representa o disparo da
transicio vy da rede Ry.

Ld Sl - {a1;a27b17b2701}
o (TI;OT) = {OTatl}

e U =a; P ay

disparo da
transicao vq: . Oa

N |
On, Op, Oy Ou

L{%(Rg): Subconjuntos possiveis de S; que formam elementos concorrentes sio By =
{b1} e By = {by} que podem ser usados para o disparo da transicio v3. Portanto, t;
(By,v3) ety = (Bs,v3) € Ty. Como dg(v3) = a, tem-se os conjuntos Ay = {as}
Sg, A3 = {CL4} g Sg, dg(tl) = agedg(tg) = 04, onde as — (({tl},a),l) € a4
(({t2}, a),1). Outro subconjunto possivel de S; que possui elementos concorrentes é B, =
{b1, b2}, que pode ser usado para o disparo da transicio vo: t3 = (By,v3) € Ty e, como
dr(ve) = d, tem-se que Ay = {d;} C Sy edy(t3) = dy, onde d; = (({t3},d),t). Esta
situac3o representa o disparo da transicido v, e aos dois disparos da transic3o vz na rede Ry.
Note-se que estas duas transicdes (vq e v3) estio habilitadas e n3o podem ser disparadas ao
mesmo tempo em Ry e ambas s3o representadas no unfolding (representacio explicita do
ndo-determinismo).

il

L S2 - {a17a27b17b2;claa’3aa’4;d1}
L (TZ;OT) - {OTatlat27t3at4}
® Uy = a; D ay
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2 disparos da
transicao vs:

disparo da
transicao vq:

L{%(RO): O (Gnico subconjunto possivel de S, que possui elementos concorrentes é By =
{as, a4} pois pr(v1) = 2a. Neste ponto, surge uma situacio semelhante a U} (Ry), ou seja,
volta-se a disparar vy (ciclo): o unfolding se desdobra indefinidamente, “repetindo-se” a rede

Up(Ro).

[ 53 = {al,aQ,bl,bg,cl,a3,a4,d1,b3,b4,02}
[ ] (T3,0T) = {OT,tl,tQ,tg,t4,t5}

® u3 = a1 D a
3

U (Ro) :

N
ng Ocl

N

disparo da
transicao vy:
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3 Gramaticas de Grafos

As graméticas de grafos surgiram a partir das gramaticas de Chomsky pelo uso de
grafos no lugar de strings, i.e., um grafo representa o simbolo inicial (simbolo inicial
da gramética) e os lados esquerdo e direito das produgoes (regras da gramética)
também sao grafos. Analogamente a aplicacao de regras nas gramaticas de Chomsky,
uma regra em gramdaticas de grafos pode ser aplicada num grafo-estado se houver
uma ocorréncia (definida em termos de subgrafo) do lado esquerdo da regra no
grafo-estado.

A seméantica operacional (comportamento) de um sistema descrito por uma
gramatica de grafos é dada pela aplicacao das regras da gramética a grafos-estado
(inciando-se no estado inicial). A aplicagao de uma regra a um grafo-estado, chamada
derivacao direta, sé é possivel se houver uma ocorréncia do lado esquerdo da regra
no grafo-estado. Esta ocorréncia serd definida como um subgrafo do grafo-estado
isomorfico ao lado esquerdo da regra.

Neste capitulo, serd definida uma semantica para gramaticas de grafos que des-
creve todos os possiveis estados e mudancas de estado e que também é uma gramatica
de grafos. Tais gramaticas sao as gramaticas de grafos de ocorréncia, que sao
gramaticas que possuem dois grafos como tipo. Um destes grafos é chamado grafo-
niticleo e serd interpretado como possiveis grafos-estado (e as regras como possiveis
derivagoes) de uma gramética de grafos da categoria GG (i.e., nestas graméticas de
ocorréncia sao representados os possiveis grafos-estado e as derivacoes necessarias
para se chegar a tais grafos-estado). Para isto, serdo definidas as graméticas de
grafos duplamente tipadas, que sao gramaticas que possuem dois tipos e, a partir
dai, serao definidas as gramaticas de grafos de ocorréncia como sendo gramaticas de
grafos duplamente tipadas que possuem algumas propriedades especiais (sdo aciclicas
e livres de conflitos).

Uma gramatica de grafos de ocorréncia serd entao usada para representar a
semantica de uma gramatica de grafos tipada, i.e., todas as computagoes (derivagoes)
possiveis serao representadas. Isto serd feito através do unfolding, que é definido
como o colimite do diagrama formado pelos unfoldings finitos de uma gramatica de
grafos GG. O unfolding finito é construido indutivamente a partir do grafo inicial de
GG: o unfolding zero é uma gramatica de grafos de ocorréncia onde o grafo-nicleo é
o grafo inicial de GG e o k-ésimo unfolding é construido aplicando-se todas as regras
de GG que podem ser aplicadas ao grafo-niicleo do (k — 1)-ésimo unfolding. Desta
maneira, o unfolding representara todas as possiveis derivacoes de GG.

Todas as definigoes e conceitos deste capitulo foram retirados de [EHR 96],
[COR 96| e [RIB 96b], onde podem ser encontradas as provas para as proposicoes
e teoremas apresentados.
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Estrutura do capitulo:

e secao 1: é apresentada a definicao dos grafos que serao usados neste trabalho:
sao grafos dirigidos onde todos os vértices possuem um destino e uma origem:.
A seguir, é definida a categoria GraphP, dos grafos e morfismos parciais entre
grafos. Os morfismos sao definidos de modo a preservarem uma compatibili-
dade estrutural entre os grafos;

e secao 2: sao definidos os grafos tipados, que sao grafos onde seu tipo é também
um grafo. Em seguida, é definido o funtor de retipagem, que pode ser visto
como uma maneira de transformar um grafo com um certo tipo num outro
grafo com outro tipo;

e secao 3: é apresentado o conceito das regras que serao usadas nas gramaticas
de grafos a serem definidas: um morfismo parcial entre grafos tipados. Em
seguida, o funtor de retipagem é usado para transformar uma regra com um
certo tipo numa outra regra com outro tipo;

e secao 4: a categoria de gramaticas de grafos GG é definida: os objetos sao
gramaticas de grafos que possuem um grafo 7' como tipo, um grafo inicial
tipado com tipo T e as regras também com tipo 7". Os morfismos sao definidos
em funcao do funtor de retipagem, de modo a preservar uma compatibilidade
estrutural e semantica;

e secao 5: a semantica operacional das gramaéticas de grafos é apresentada,
sendo definida em termos da aplicacao de regas a grafos-estado, iniciando-se
no grafo inicial.

e secoes 6, 7 e 8: sao definidos os mesmos conceitos das secoes 1, 2 e 3, porém
para o caso em que o grafo-tipo é um grafo tipado;

e secao 9: é definido o conceito de grafo-niicleo e sao definidas as relacoes de
ocorréncia, conflito, dependéncia e conflito fraco para uma gramdtica de grafos
com tipo duplo que possue grafo-nicleo;

e secao 10: as gramaética de grafos de ocorréncia sao definidas usando as relacoes
da secao 9. Estas gramaéticas sao livres de ciclos e autoconflitos;

e secao 11: a semantica de uma gramatica de grafos é definida por meio de
unfoldings. As gramaticas de grafos abstratas sao definidas de modo que a
semantica constitua um funtor.

3.1 Grafos

Além da representacao grafica de grafos, pode-se representd-los algebricamente
por meio de conjuntos e fungoes: um grafo G é formado por um conjunto V' de
vértices e um conjunto A de arcos conectando os vértices. As conexoOes sao repre-
sentadas por duas funcoes totais p,d : A — V que atribuem a cada arco uma origem
e um destino, respectivamente.

DEFINIGAO 3.1. (Grafo) Um grafo G = (Vg, Ag, pa, da) consiste de um conjunto
de vértices Vg, um conjunto de arcos Ag, e duas funcoes totais pg,dqg : Ag — Vg,
chamadas origem e destino dos arcos, respectivamente. Um item x € G denota um
elemento de Vi U Ag. Um grafo é finito se Vg e Ag forem ambos finitos. &

Exemplo 3.1: A figura 3.1 mostra dois grafos G e H e suas representacdes graficas e
algébricas. Neste trabalho, quase sempre havera mais de um grafo numa mesma figura. Por
isso, serdo sempre delimitados por um [.
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z | pg(x) | da(z)
a O O
G = Vg, Ac,pe, de) b| O O
Ve ={0,0,0,0 c 0 0
AG’ - {aa ba c, da 6} d | O
e O O
z | py(z) | dy(x)
m H:(VHaAHapHadH) k O O
0——0 Vi ={0,0,0,0,0} I - -
/@X AH — {kalaman} m O O
0 0 0 n ] ]

Ficura 3.1- Exemplos de representacao algébrica de grafos.

Como as gramaticas de grafos serao construidas a partir de grafos, os morfismos
acabarao por se resumir em morfismos entre grafos. Um morfismo f : G — H
entre os grafos G e H expressa uma compatibilidade estrutural entre os grafos e
pode ser parcial ou total. Estes morfismos terao dois componentes: uma funcao fy
que mapeia os vértices de G para os vértices de H e uma funcao f4 que mapeia
os arcos de (G para os arcos de H. A compatibilidade estrutural se resume na
restricao de que todo arco que é mapeado por f4 precisa ser compativel com o
mapeamento de sua origem e seu destino por fy, i.e., se pg(a) = 0 e dg(a) = O,
entao pu(fa(a)) = fv(0) e duy(fala)) = fr(0). O diagrama abaixo resume esta
compatibilidade.

d
0 pa a G O

N

fo(0) 5= fala) —— fv(D)

Como o morfismo f pode ser parcial, a compatibilidade é exigida apenas nos
elementos mapeados pelos morfismos fir e f4. A comutatividade fraca, definida
a seguir, serd usada para representar esta compatibilidade e parcialidade dos mor-
fismos.

DEFINICAO 3.2. (Comutatividade Fraca) Sejam f : A — B uma funcao parcial
com dominio dom(f), f' uma fungao parcial e a e b fungées totais. Para o diagrama
abaixo, sera usada a notacao f'oa > bo f. Este diagrama comuta fracamente se,
e somente se, f'oao f*=bo fl. (f*:dom(f) — A é a inclusao do dominio de f e
f!:dom(f) — B é a restricao ao dominio de f.)

A%dam(f)nLB ALB
a] = [b < a]r > —[b

! !
A - B’ A 5 B



32

G 0 H
. z | fv(r)
t o = falz)
fv:Ve—=Vy E E Z "
fa:Ag — Ay - m

FiGURrRA 3.2- Exemplo de um morfismo entre os grafos G e H.

DEFINIGAO 3.3. (Morfismo entre Grafos) Um morfismo (parcial) g : G — H de
um grafo G para um grafo H é um par g = (gv,ga) consistindo de duas fungées
parciais gy : Vg — Vg e ga 1 Aq — Ap tais que os diagramas abaixo comutem
fracamente:

Ag 22 Ay Ag -2 Ay
pGI > L)H dGI > IdH
Vo —57— Vi Vo —5— Vi

Um morfismo g é chamado total, injetor, sobrejetor, de inclusao ou vazio se
ambos os componentes forem funcgoes totais, injetoras, sobrejetoras, de inclusao ou
vazias, respectivamente. Um grafo G é um subgrafo de H (G C H) se houver uma
inclusao g : G — H.

A categoria de grafos e morfismos parciais de grafos é denotada por GraphP. A
subcategoria de GraphP consistindo de todos os grafos e morfismos totais de grafos
é denotada por Graph. &

Exemplo 3.2: Na figura 3.2, ha um morfismo f entre os grafos G e H. Como se pode ver,
o morfismo é parcial e estabelece uma compatibilidade estrutural entre os grafos. As funcdes
parciais fy, e fa satisfazem a comutatividade fraca, i.e, dom(fa) = {e,b} e fa opy >
pg o fv:

o pu(fale)) =pu(n) =0= fv(0) = fv(pa(e))
o dy(fale)) =du(n) =0= fv(0) = fv(da(e))
® pi(fa(b)) =pu(m)=10= fv(0) = fv(pa(b))
o dy(fa(b)) =duy(m)=0= fy(0) = fv(da(b))

3.2 Grafos Tipados

Um grafo tipado é um grafo que possui um outro grafo como tipo, i.e., cada
elemento (arco ou vértice) possui um tipo. Neste trabalho, serdo usadas graméticas
de grafos nas quais o grafo-estado é um grafo tipado e as regras sao descritas por
morfismos entre grafos tipados onde o tipo, chamado grafo-tipo, também é um grafo.
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FIGURA 3.3- Grafo tipado (G,t%,T).

O uso de grafos tipados tem a vantagem de que algumas inconsisténcias nos estados
de um sistema sao eliminadas pela compatibilidade de tipos. Por exemplo, se
nao houver um arco entre dois vértices 0 e O no grafo-tipo, nao podera haver na
gramatica de grafos arcos conectando vértices que téem O e 0O como tipos.

DEFINIGAO 3.4. (Grafo Tipado) Um grafo tipado G é uma tripla GT = (G, t%,T)
onde G e T sao grafos e t% : G — T é um morfismo total entre grafos. T é chamado
grafo-tipo de G €

Exemplo 3.3: Na figura 3.3, h4 o grafo tipado GT = (G, t“,T), onde T é o grafo-tipo e
t¢ & um morfismo de tipo (morfismo total entre os grafos G' e T'). Como na maioria das vezes
serdo dados grafos tipados neste trabalho, para facilitar a representacdo do morfismo de tipo,
sera adotada a convencio de que os itens do grafo-tipo nio terdo indices, os itens dos grafos
terdo indices e seu tipo serd o item sem indices. Isto elimina a necessidade de representacdo
grafica (setas pontilhadas) do morfismo de tipo.

DEFINIGAO 3.5. (Morfismo entre Grafos Tipados) Um morfismo entre grafos
tipados g' : G — H™ é um par de morfismos ¢' = (¢,t) comg: G — H et : T, —
T, tal que o diagrama abaixo comute fracamente em GraphP, i.e., tot%og* = tH og!.

G—1-m

tf{ > LH

Tl T T2

Um automorfismo entre grafos tipados é um isomorfismo f': GT — GT que seja
diferente da identidade em G7 .

A categoria dos grafos tipados e dos morfismos definidos acima é denotada por
TGraphP. Fixando um grafo-tipo T, a subcategoria TGraphP(T) de TGraphP tem
como objetos todos os grafos tipados com tipoT" e como morfismos todos os morfis-
mos de TGraphP nos quais o componente de tipo é a funcao identidade. A restricao
das categorias acima a morfismos totais sao denotadas por TGraph e TGraph(T),
respectivamente. &

Exemplo 3.4: O morfismo g' = (g, t) entre os grafos G'° = (G, to, To) e H'* = (H, t,,T})
da figura 3.4 € um morfismo entre grafos tipados. Note-se que os morfismos g e ¢ obedecem
a compatibilidade estrutural.



T

FIGURA 3.4- Exemplo de um morfismo entre os grafos tipados G e H™.

Na defini¢cao de morfismos entre gramaticas de grafos, serao relacionadas gramati-
cas de grafos com tipos diferentes. Para esta finalidade, sera definido como trans-
formar um morfismo entre grafos tipados num outro morfismo entre grafos tipados
onde os grafos-tipo sejam diferentes. A transformacao de um grafo tipado GOTO em
GT' serd definida em termos de um morfismo f : T} — Ty entre os grafos-tipo T}
e To. A transformacao serd feita de tal modo que G seja (isomérfico a) o maior
subgrafo de GGy cujos elementos possuem como tipo elementos da imagem de f.

A definicao de retipagem é feita em termos da construcao categorica pullback
na categoria GraphP. Esta propriedade assegura a preservagao de derivagoes (uma
derivagao é a aplicagao de uma regra a um grafo-estado) através dos morfismos entre
gramaticas de grafos (compatibilidade semantica). Como os pullbacks sao nicos a
menos de isomorfismo, é preciso um resultado concreto para definir uma construcao
deterministica. A definicao a seguir formaliza esta idéia.

DEFINICAO 3.6. (Escolha de Pullback) Uma escolha de pullback numa categoria
Cat que tenha pullbacks é um pullback fixo PB(G'3 ENYeN L Gs) = (G3 L [ENEN G)
para cada diagrama (G5 2 G L Gs) em Cat. &

DEFINICAO 3.7. (Funtor de Retipagem) Seja f : To, — T} um morfismo em

GraphP. Entao ha um functor T; : TGraphP(T}) — TGraphP(73), chamado funtor
de retipagem, induzido por f.

T, TGraphP(T7)

fT JTf

T2 TGraphP(Tg)

T; é definido para cada objeto (G1,t%!,Ty) e morfismo ¢t : G, — H, em
TGraphP(T}) como:
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e Objetos: T;(G1,t“, T1) = (Gy, f* o t“**, Ty), onde (1) abaixo é uma escolha

X f!G tG1e tG1 !
de pullback em Graph, ie., (G &= G, ' dom(f)) = PB(G: = T L
dom(f)).

tG1
Gi——T

f!({ 1) If!

G2 W dom(f)CT T2
e Morfismos: T;(g)') = g3°, onde g, : G|* — H|' e gy = gyl 0 g5 ' 6 assim
definido: seja (3) o pullback em GraphP de gf : dom(g,) — Gy e f1¢: Gy — Gy
onde o morfismo g5 : dom(gs) — Go é uma inclusao. O morfismo go! :
dom(ge) — Hy é o morfismo universal induzido pelo pullback (2).

dom(gi)

97 g1!

G, & H,
\ oy
tG1
f!. : N
(3) T
e (1) ! i

dom(gs) (2)

93 g2!

©

Exemplo 3.5: A figura 3.5 mostra a aplicacio do funtor de retipagem ao morfismo ¢; :
Gipl — H;‘FI, T¢(91) = g2 : G2 — Hs. Note que os grafos G5 e H sio obtidos através
da aplicacdo do funtor 7 aos grafos GGy e Hj, respectivamente. Na figura esti representado
também o morfismo f!1¢, obtido em 7;(G}).

3.3 Regras

Como foi dito na introducao, uma regra em graméticas de grafos é um morfismo
entre grafos (no nosso caso, grafos tipados) e sao compostas por um lado direito
e um lado esquerdo. No uso de regras para descrever uma mudanca de estado, o
lado esquerdo representa o que deve estar presente no (grafo-)estado para que a
regra seja aplicada e o morfismo representa as mudancas que ocorrem no estado
com a aplicacao da regra. A relagdo (morfismo) entre os lados direito e esquerdo
expressa as operacoes envolvidas numa mudanca de estado, que sao preservagao,
eliminacao e adicao de itens do grafo-estado.



ne

Ficura 3.5- Retipagem do morfismo g;.

Seja r : L — R uma regra. O significado das operacoes envolvidas numa mu-
danca de estado em termos do morfismo sao:

e preservagao: todo item que é mapeado por r é preservado pela regra;

e eliminacao: todo item que estd em L e nao é mapeado por r é eliminado
pela regra;

e adigao: todo item em R que nao pertencem a imagem de r é criado/adicionado
pela regra.

Para permitir a definicao dos unfoldings, duas restri¢coes serao impostas as regras:
a primeira é que as regras nao podem identificar itens (i.e., o morfismo precisa ser
injetor) e a segunda é que as regras devem eliminar algum item (i.e., o morfismo
precisa ser parcial).

DEFINIGAO 3.8. (Regra) Seja T um grafo. Uma regra em relacao a T é um
morfismo r’ : LT — R" em TGraphP(T) tal que:

1. v é um morfismo injetor;

2. rT nao é total;

O conjunto de todas a regras em relacao a um grafo T é denotado por Rules(T).
Se substituirmos o segundo item por (2'. r nao é um isomorfismo), serd obtida

uma regra geral. O conjunto de todas as regras gerais com um grafo-tipo T fixo é
denotado por G Rules(T). €

Exemplo 3.6: Aregrar : LT — RT = (f,idy), onde f é o morfismo entre os grafos L e
Rdadopor f: L — R = ({01~—0,,0y— 03}, ) da figura 3.6 preserva os itens | e [,
elimina os itens aq, 0; e as e cria os itens 0 1 e by.

No relacionamento entre gramaticas de grafos, a relacao entre as regras sera
definida em termos de subregras. Se um regra r, é subregra de uma regra ro, entao
elas criam os mesmos itens. Além disso, deve haver uma inclusao de r; em ry que
satisfaca a condicao de seguranca, definida a seguir.

DEFINIGAO 3.9. (Condicdo de Seguranca) Sejam LI = (L, t"',T)e L} =
(Ly,t™,T) dois grafos tipados com grafo-tipo T. Um morfismo total e injetor
i1, - Ly — Ly satisfaz a condicao de seguranca se, e somente se, para todo elemento
e € Lo, se t™2(e) € img(t"1) entao dp € L, tal que ir(p) = e. &



FicUurA 3.6- Exemplo de uma regra com tipo 7.

A condicao de seguranca assegura que L, nao contenha elementos que tenham o
mesmo tipo que um elemento da imagem de 77, e que nao esteja na imagem de ij,.

DEFINIGAO 3.10. (Subregra) Sejam 1y : L] — R ery: LT — RY duas regras
com grafo-tipo T'. Entao r, sera uma subregra de ry, denotado por r1 C" 19, se, e
somente se, houver morfismos totais e injetores iy, : L1 — Ly e ig : Ry — Ry tais
que o diagrama abaixo seja um pushout em TGraphP(T') e que satisfacam a condi¢ao
de seguranca.

rl

L1—— Rl

iL[ PO inR
L2 —— R2
r2
Duas regras r| e ro sao isomérficas, denotado por r;y = r9, sery C" ry e ip e
i forem isomorfismos. A classe das regras isomorficas a uma regra r é denotada
por [r]. Serd denotado por [ri] CF [ry] a extensao da relacao de subregra a classes
de regras isomdrficas. Os conjuntos de classes de regras isomdrficas com tipo T' sao

denotados por I Rules(T) e, para as regras gerais, IGRules(T). &

Exemplo 3.7: Nafigura 3.7, aregrar, : LT — RT é subregra da regrary : LT — RT.
Observe que o diagrama comuta e satisfaz a condicio de seguranca. Se houvesse em Ly mais
algum item do tipo O (ou O ou a), deveria haver mais um item deste tipo em L; para ser
mapeado por ¢, e satisfazer, assim, a condicio de seguranca.

A seguir, serd definido um funtor de regras, que serd usado da definicao de mor-
fismos entre gramaticas de grafos. Este funtor associa a cada grafo 1" o conjunto de
regras com grafo-tipo 7" e a cada morfismo entre grafos-tipo 7 e 15 a correspondente
traducao das regras através do funtor de retipagem 7.

DEFINIGAO 3.11. (Funtor de Regras) /(G Rules define um funtor R : GraphPOP —
SetP, definido para todos os objetos Ty, Ty e morfismo f°F : Ty — T, em GraphP®”
da seguinte maneira:

e Objetos: R(T}) = IGRules(T})

e Morfismos: R(f) = R;: IGRules(T\) — IGRules(T3) é definido para todo

[r] € IGRules(T;) como
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Ry

FicuraA 3.7- Exemplo de subregra.

R, (r]) = [7;(r)], se T;(r) nao for um isomorfismo,
A= undef, caso contrdrio

©

Através do funtor R, uma regra r; com grafo-tipo 77 pode ser “traduzida” para
um regra rp com grafo-tipo T, usando para isto um morfismo f : To — Ti. Ry
relaciona a regra r : L] — R]* com a regra rp : Ly> — R;?, onde ry = T;(r1),
L = TH(LT) o R = Ty (D)

Ry
) P 7_f\ Ly
< |7
ne T Ty
Ry o o Ry

3.4 Gramaticas de Grafos

Neste trabalho, serao usadas gramaticas de grafos onde os grafos sao grafos
tipados. Uma gramatica de grafos consiste basicamente de um grafo inicial e um
conjunto de regras. Sua definicdo consiste de quatro itens:

1. um grafo-tipo que especifica o tipo de todos os grafos envolvidos na gramaética;

2. um grafo inicial, que representa o estado inicial do sistema;

3. um conjunto de nomes de regras, para identificar as regras da gramética;

4. uma fungao que associa a cada nome de regra uma regra.

DEFINIGAO 3.12. (Gramatica de Grafos) Uma gramadtica de grafos é uma tupla
GG = (T,I,N,n) onde:
e T é um grafo (o tipo da gramdtica);
e [ é um grafo tipado em TGraphP(T) (o grafo inicial da gramdtica),
e N é um conjunto de nomes de regras;
e n: N — Rules(T) é uma fungao total (a fun¢ao de nomeagao, atribuindo a
cada nome de regra uma regra em relagao ao tipoT).
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dq

o )

T()Z I[) D1<—D1
Ty . X3 -
T Ty -

FicurA 3.8- Exemplo de uma gramdtica de grafos GGy.

Serd denotado por i a extensao de n a classes de regras isomorficas, i.e., n(zr) =
[n(x)] para cada x € N.

©

Exemplo 3.8: Seja a gramatica de grafos da figura 3.8. O conjunto de nomes de regras é
Ny = {x1, 29, 23,24} € Ty € o0 grafo-tipo (o tipo da gramatica). A regras s3o:
o 7 = (f1,idr), f1 = ({0103}, 0): estaregra preserva um item com tipo [, elimina
itens com os tipos b, ¢ O e O e cria itens com tipo d e O;
e 7y = (fa,idr), fo = (0,(): esta regra n3o preserva nenhum item, elimina um item
do tipo O e cria itens com tipo O, b e O;
e 73 = (f3,idr), f3 = ({01 — 0o, 0y — 0Oz}, 0): esta regra preserva itens com tipo O
e [, elimina um item com tipo d e cria itens com tipo c e ¢;
o ry = (fy,idr), fy = ({01 — Oy}, 0): esta regra preserva um item com tipo O e
elimina um item com tipo v.

Os morfismos entre gramaticas de grafos sao definidos de modo a expressar uma
compatibilidade estrutural entre as gramaticas e a implicar uma correspondente
relacao semantica: se houver um morfismo entre as gramaticas GGy e GG, entao
ha uma correspondente relacao entre as semanticas de GGy e GG, induzida pelo
morfismo.

Um morfismo f : GG; — GGy entre as gramaticas GG, e GGy é composto de
dois componentes: um morfismo fr : 175 — T} entre os grafos-tipo 77 e T, e uma
funcao parcial fy : Ny — Ny entre os conjuntos dos nomes das regras.

DEFINICAO 3.13. (Morfismo entre Gramaticas de Grafos) Sejam as gramdticas
GGy = (T1, I, Ny,ny) e GGy = (Ty,13?, N3, n5). Um morfismo entre gramiticas
de grafos [ : GGy — GGy é um par f = (f2F fy) onde fOF : T\ — T, é um
morfismo em GraphP° e fy : Ny — N, é uma funcao parcial tais que as seguintes
condigoes sejam satisfeitas:

1. Subcomutatividade: 7; o fy C Ry, oy, onde ny e Ny sao as extensoes de
n1 e ny a classes de regras isomorficas e CF é a relacao de subregra.
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Y-

!
T2

FiGURA 3.9- Gramatica de grafos GG;.

Ni - R(T)

fNJ ch ‘/RfT

N2 I? R(TQ)

2. I = T (1)
©

Observacoes:

e Sempre que uma regra x for mapeada por fy, a regra associada a fy () precisa
ser uma subregra de Tr(n(z)), a traducao de n(x) através do morfismo fr.
Com isto, um morfismo em gramaéticas de grafos pode mapear uma regra r
para uma subregra de 7;(r)

e A condicao de subcomutatividade garante que se uma regra r nao for ma-
peada, entao 7;(r) é um isomorfismo. Esta condigao é necessdria para garantir
uma compatibilidade semantica (preservacao de derivagoes).

e O grafo inicial I, precisa ser isomérfico a traducao 7;(I;) do grafo inicial I.

Exemplo 3.9:  Um morfismo entre as gramaticas de grafos GG da figura 3.8 e GG da
figura 3.9 é dado por: fr : Ty — Tp = ({i—d,0—0,0—0,0—0,&—0}0)e
fn = {:E1 — Y1, Ty = Yo, T3 = Y3, Tg = undef}. A traducdo da regra r4 resulta na regra
rfl abaixo, que & um isomorfismo e, portanto, ndo é mapeada.
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3.5 Semantica Operacional de Gramaticas de Grafos

A idéia basica de gramaticas de grafos quando usadas para especificar sistemas é
representar o estado inicial do sistema por um grafo tipado e as possiveis mudancas
de estado por regras. O comportamento do sistema é entao dado pela aplicacao das
regras a grafos representando os estados do sistema (grafos-estado). A aplicacdo de
uma regra a um grafo-estado s6 é possivel se houver um ocorréncia para esta regra,
i.e., se houver um subgrafo do grafo-estado que corresponda ao lado esquerdo da
regra.

O comportamento de uma gramédtica de grafos é dado pela aplicacao de uma
regra a um grafo-estado. A aplicacao de uma regra, chamada derivagao direta, s6
é possivel se houver um ocorréncia para a regra, i.e., um subgrafo do grafo-estado
que seja isomoérfico ao lado esquerdo da regra. Esta relacao entre o subgrafo e o
lado esquerdo da regra nao precisa ser um isomorfismo. Porém, neste trabalho,
esta exigéncia (isomorfismo) é imposta para permitir o relacionamento com as redes
L/T. Ademais, esta restricao tem sentido do ponto de vista préatico: por exemplo,
se uma regra elimina dois itens de um tipo O, é de se esperar que devam existir no
grafo-estado dois itens deste mesmo tipo para que a regra possa ser aplicada.

A semantica operacional de uma gramatica de grafos é dada em termos de
derivacoes diretas, que sao aplicacoes das regras a algum grafo-estado. A aplicacao
de uma regra r : L — R numa ocorréncia m : L — I N, onde I N é um grafo-estado,
consiste em retirar do grafo I N tudo que é removido por r e acrescentar tudo que é
criado pela regra. Como algumas situacoes de conflito podem ocorrer neste processo
([EHR 96, COR 96)), sera feito primeiro a adi¢ao de itens e depois a eliminag¢ao:

1. acrescentar a IN todos os itens que sao adicionados para regra r, i.e., oS
elementos que estao no lado direito R e que nao pertencem a imagem de r;

2. remover do grafo-estado resultante todos os itens que sao removidos por r,
i.e., os elementos que nao pertencem ao dominio de r. Também sao removidos
os vértices que porventura ficarem sem origem ou sem destino.

DEFINICAO 3.14. (Ocorréncia) Dada uma regrar : LT — R com grafo-tipo T,

uma ocorréncia m : LT — INT de r num grafo INT é um morfismo total e injetor
em TGraphP(T). &

A derivagao direta é definida a seguir por um pushout na categoria TGraphP(T),
daf o nome SPO (Single PushOut).

DEFINIGAO 3.15. (Derivacdo Direta) Uma derivacao direta s de um grafo INT
usando a regra r de nome nr na ocorréncia m é uma tupla s = (nr, S), onde S é um
pushout de m e r em TGraphP(T).

L%R
mI S Im'
INTOUT

Uma derivacio direta é denotada por IN == OUT. IN, OUT, r* e m*® sao
chamados grafo de entrada, grafo de saida, co-regra ¢ co-match, respectivamente.

©
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FicurA 3.10- Derivacao direta do grafo Iy usando a regra rs.

Exemplo 3.10: A figura 3.10 mostra uma derivac3o direta usando a regra r5 e usando como
grafo de entrada o grafo inicial Iy, ambos da gramatica da figura 3.8. O grafo de saida QUT
pode ser usado como grafo de entrada para uma outra derivacdo usando a regra r3, formando
uma seqiiéncia de derivacdes (derivacdo seqiiencial).

Uma derivagao direta descreve uma unidade de computagao (mudanga de estado)
numa gramatica de grafos. Estas derivagoes podem ser combinadas seqiiencialmente
(seqiiéncias de derivagoes) de tal maneira que o grafo de saida de uma derivagao
é usado como grafo de entrada para a derivacao seguinte. Estas seqiiencias sao
chamadas derivagoes seqiienciais e formam a semantica seqiiencial de uma
gramatica de grafos.

3.6 Grafos Duplamente Tipados

Um grafo tipado é um grafo G que possui dois grafos-tipo TG e T, onde T
também é o grafo-tipo de T'G.

DEFINIGAO 3.16. (Grafo Duplamente Tipado) Seja T um grafo. Um grafo du-
plamente tipado GT%/T é uma tupla GT¢/T = (G, t,TGT) onde GT e TG" sao
grafos tipados com grafo-tipo T et : GT — TGT é um morfismo total entre grafos
tipados em TGraphP(T). O grafo tipado TG" é denominado grafo-tipo duplo. Um
item x € GTY”T denota um elemento de Vg U Ag. &

Exemplo 3.11:  No grafo duplamente tipado G7¢/'T da figura 3.1, t' = (t,idz) é um
morfismo total entre G7 e TG™, t; é o morfismo de tipo de G e t5 é 0 morfismo de tipo de
TG™. como se pode notar, t; =t o t.

Q

L T1a,
tﬂ%

A

to

~

Serao considerados trés tipos de morfismos entre grafos duplamente tipados: o
primeiro entre grafos de tipos diferentes; o segundo entre grafos com o mesmo grafo-
tipo e o terceiro entre grafos com mesmo grafo-tipo duplo (estes dois iltimos casos
especiais do primeiro). Estes trés tipos serao usados para definir morfismos entre
gramaticas de grafos duplamente tipadas e morfismos entre unfoldings.
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FIGURA 3.11- Grafo duplamente tipado GT¢/T.

DEFINICAO 3.17. (Morfismo entre Grafos Duplamente Tipados) Seja GTGC/T o
HTH/T' dois grafos duplamente tipados e ¢* : GT — HT e t' : TGT — TH"™ dois
morfismos entre grafos tipados (morfismos em TGraphP).

¢’ T T

ar -2 gr ar-2-.gr ar-2- . gr
tGT—[ (1) LHT' tGTI (2) ItHT tGTI (3) ItHT
TGT - -~ TH" TGT - --THT TGT - == TGT
tt t ZdTG’

1. o par (g",t") serd um morfismo entre grafos duplamente tipados, denotado
por ¢g/" « GTG/T — HTH/T'  ge e somente se, o diagrama (1) comutar
fracamente;

2. se g/ for um morfismo e t' = idy (i.e., T =T'), serd usada a notacao g'/'".
Neste caso, a comutatividade fraca se reduz a do diagrama (2);

3. se g¢T for um morfismo e t = idrg (i.e., T =T e TG" = TH""), serd usada
a notacao gT%”'T. Neste caso, a comutatividade fraca se reduz a do diagrama
(3).

A categoria de grafos duplamente tipados é denotada por DT GraphP. &

Exemplo 3.12: A figura 3.12 apresenta um exemplo de um morfismo (gt,,tt') entre os
grafos duplamente tipados GT¢/T = (GT 16", TGT) e HTH/T" = (H™ TH' TH™)
onde ' = (g,t) et! = (t,1).

Analogamente ao funtor de retipagem, é definido o funtor de retipagem dupla,
definido em fungao de 7.
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t1

TG TH

FicuraA 3.12- Morfismo entre grafos duplamente tipados.

DEFINICAO 3.18. (Funtor de Retipagem Dupla) Seja f' : TG2> — TG' um
morfismo em TGraphP. Hd um funtor DT j : DTGraphP(T'GT") — DTGraphP(TG3?)
induzido por f*.

TGh DTGraphP(TG™)

|

TG DTGraphP(TGS?)

DT é definido para todo objeto G761/t — (GlTl,tGlTl,TGTI) com mor-
T
fismo de tipo t%' = (t%/,idy,) e para todo morfismo g7¢ /Tt = (g7 id,m)
1
G, "M 1T em DT GraphP(TGTY) como:
e Objetos: DT ;(G, /") = (GgQ,tG?,TGZTQ), onde GE% = T;(GT") com

morfismo de tipo t“27" 1 Gy — TG, 19 = tT2 o0 t% : Gy — Th e 1Go? —
(927 idr,).

e dom(f f < t
tclf/




TGy T,

FIGURA 3.13- Retipagem do grafo duplamente tipado G/t

e Morfismos: DTft(gTGlle) — ngG2fT2 — (g,TG2,idTGT2); onde g/TG’2 —
2

Tp(g™).

©

Exemplo 3.13: A figura 3.13 apresenta a retipagem do grafo duplamente tipado G474/ 1!
através do morfismo f* = (f,t) : TGS — TGT". O resultado é o grafo duplamente tipado
G742 T e D'Tft(GlTGl/‘Tl) = G772 Note que G5 é subgrafo de G.
A proxima definicao estabelece uma relacao entre grafos duplamente tipados e
grafos tipados chamada funtor de esquecimento de tipo. Este funtor elimina
um dos tipos do grafo duplamente tipado: pela definicio, GT¢/T consiste de dois
grafos tipados GT e TGT e um morfismo t“T = (¢,idy) : GT — TGT que os conecta.
O funtor elimina o componente TG” e o morfismo G, resultando o grafo tipado
GT. Este funtor serd usado na definicdo de graméticas de grafos de ocorréncia.



FiGURA 3.14- Morfismo resultante da aplicacao de Vr ao morfismo
da figura 3.12.

O funtor elimina esta parte

DEFINICAO 3.19. (Funtor de Esquecimento de Tipo) Sejam DTGraphP e TGraphP
as categorias de grafos duplamente tipados e grafos tipados, respectivamente. O fun-
tor de esquecimento de tipo Vr : DTGraphP — TGraphP é definido por:

e Objetos: V;(GT4/ T = GT', para todo objeto GT¢/T = (G’T',tGTI,TG’T')
em DTGraphP.
e Morfismos: Vp(f) = ¥, para todo morfismo f* = (f*, ") em DT GraphP.

©
Exemplo 3.14: A figura 3.14 mostra o resultado da aplicacdo do funtor Vy ao morfismo
apresentado na figura 3.12.

3.7 Regras Duplamente Tipadas
As regras duplamente tipadas sao definidas em termos de regras.

DEFINIGAO 3.20. (Regra Duplamente Tipada) Dado um grafo tipado TG”, uma
regra com tipo duplo TGT é um morfismo a = 7T = (v idper) : LT¢/T —
RTG7T em DTGraphP(T'GT) se, e somente se, r* for uma regra em TGraphP.

Serd denotado por Rules(TG™) o conjunto das regras que tém o grafo TG" como
tipo duplo e DRules(TG") a correspondente extensao para classes de equivaléncia
de regras (gerais).

Uma regrar,7%/T é uma subregra de uma regrar,” /7, denotado por ri7¢/T C"
r TG/ T se, e somente se, T for uma subregra de rl . &

Notagao: Sejam t& e % os morfismos de tipo em relagao a TG de L e R, respec-
tivamente. Entao sao definidos:

e L,=L"e R, =R", os lados esquerdo e direito da regra a = r7%/7
e pre, =th . L — TG, a pré-condigao da regra a = r7¢/T
e post, = tf : R — TG, a pés-condigao da regra a = r7¢/T
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FIGURA 3.15- Regra duplamente tipada.

e 7, =r", o padrao da regra a = r7¢/7T

Z

Exemplo 3.15: A figura 3.15 mostra a regra duplamente tipada a = rTG/T  Note que r' é
uma regra, pois o morfismo é parcial (os itens 0; e ¢; ndo s3o mapeados,i.e., sdo eliminados
pela regra).

De modo alndlogo ao funtor de regras (7), é definido o funtor de regras com tipo
duplo.

DEFINIGAO 3.21. (Funtor de Regras Duplamente Tipadas) DRules define um
funtor DR : DTGraphP?” — SetP, definido para todo objeto TG" e morfismo
ft: TGP — TG de DTGraphP:

e Objetos: DR(TG") = DRules(TG")

e Morphisms: DR(f*) = DRy : DRules(TG1") — DRules(TG5?) é definido

para todo [r] € DRules(TG1') como

Ry([r]) = { [DT 4¢(r)], se DT s:(r) nao for um isomorfismo,

undef, caso contrario

3.8 Gramaticas de Grafos com Tipo Duplo

Uma gramatica de grafos com tipo duplo é uma gramatica de grafos onde o
grafo-tipo é um grafo tipado, o grafo inicial é um grafo com tipo duplo e as regras
sao duplamente tipadas.

DEFINIGAO 3.22. (Gramaticas com Tipo Duplo) Uma gramadtica de grafos com
tipo duplo é uma tupla GG = (TGT, 174”7 N, n) onde:

e T'G" é um grafo tipado (tipo da gramdtica);

o [T¢/T 6 um grafo com tipo duplo em DTGraphP(TGT) (o grafo inicial da
gramdtica);

e N é um conjunto de nomes de regras;

e n: N — Rules(TGT) é uma funcao total (fungao de nomeacao) que atribui a
cada nome de regra uma regra com tipo duplo TG".

©



48

xy Us
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FiguraA 3.16- Gramatica de grafos com tipo duplo.

Notagao: Sera denotado por ingg 0 morfismo de tipo do grafo inicial em relacao

aTG,ie., ingg=1t:1—TG.

Exemplo 3.16: A figura 3.16 apresenta um exemplo de uma gramatica de grafos com tipo

duplo.

DEFINICAO 3.23. (Morfismo entre Gramaticas com Tipo Duplo) Sejam duas
gramaticas GGy = (TG{I,IITGl/‘Tl,NI,nl) e GGy = (TG2T2,IQTG2/T2, Ny, ny). Um
morfismo entre gramiéticas com tipo duplo é um par f = (f2¥, fx) onde f2F :
TGIT1 — TG;F2 é um morfismo em TGraphP9" e fy é uma funcao tal que as seguintes
condicoes sejam verdadeiras:

1. O diagrama a seguir subcomuta, i.e., para todo x € dom(fy) ex € dom(DR .0
n1), tem-se que M o fx(z) CF DRy, omy(x) (M7 e My sdo as extensoes de ny
e ny a classes de isomorfismos de regras)

N = DR(TGT)
N ‘/ CcR ‘/D/R'fT
Nz —— DR(TGy’)

2. LT/ 2 DTy (LT T,
A categoria de gramaticas de grafos com tipo duplo é denominada DTGG. &)

DEFINIGAO 3.24. (Match) Dada uma regrar: L — R com tipo duplo TGT, um
match m : L — IN de r num grafo duplamente tipado IN é um morfismo total e
injetor em DTGraphP(T'GT). &

DEFINIGAO 3.25. (Derivacdo) Um derivacdo de um grafo IN com a regra r de

nome nr no ocorréncia m, denotado por IN = OUT, é uma tupla s = (ns, S), onde

S é um pushout IN BOUTZ Rdemer em DTGraphP(TG"). Os componentes
IN, OUT, r* e m®* sao chamados grafo de entrada, grafo de saida, co-regra e co-
match, respectivamente.
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3.9 Relacoes numa Gramatica de Grafos com Tipo Duplo

Nesta secao serao definidas relacoes entre regras e entre itens do grafo-tipo duplo
de uma gramatica de grafos com tipo duplo. Estas relacoes serao usadas para definir
uma subclasse de gramaticas de grafos com tipo duplo que podem ser consideradas
como comportamento dos objetos de GG. A idéia bésica é considerar o grafo T'G do
tipo duplo TGT como um grafo que descreve ocorréncias de itens com tipo 7' (daf
esta subclasse ser chamada de gramaticas de grafos de ocorréncia). Estes itens re-
presentarao vértices ou arcos que podem ocorrer nos grafos-estado de uma gramatica.
Estas ocorréncias serao representadas num grafo chamado grafo-niicleo. Todo item
de um grafo-nicleo precisa ter uma tinica origem: ou estava presente no grafo inicial
da gramdtica ou foi criado por alguma regra. No unfolding de uma gramatica GG,
o grafo-nicleo representard todos os grafos-estado que podem ser atingidos pela
aplicacao das regras de GG (iniciando-se no grafo inicial).

DEFINIGAO 3.26. (Grafo-niicleo) Seja GG = (CT, 17T N,n) uma gramética
de grafos com tipo duplo. CT sera um grafo-niicleo se, e somente se, satisfizer a
seguinte condicao:
in , ifyell,
vz e CT: 3y e (IT&J(Lﬂaeimg(n) R,)) tal que x = { pogz(éj)), seyy € Ry ey ¢ dom(ry)
Se CT for um grafo-niicleo, cada elemento de img(n) é chamado agao de GG.
Uma agao a cria um elemento b € (Vo U A¢) se, e somente se, b € dom(post,) e

b & dom(post, or,). Uma ac¢ao a elimina b se, e somente se b € img(pre,) e existe
b1 € L, tal que preg(by) = b e by & dom(r,). &

Exemplo 3.17: 0O grafo G'T’' da gramatica da figura 3.16 n3o é um grafo-nicleo pois, para o

item O, Jy; =01 € I e yo = O5 € Ry (0 lado direito da regra r3) tal que O = ingg(y1) =

post,,(y2) e yo & dom(rs) (i.e., O tem mais de uma origem: ji estava no grafo inicial e foi

criado pela ac3o 3). J4 o grafo GT" da graméatica GG da figura 3.17 é um grafo-ndcleo: todos

os itens do grafo T'G ou est3o presentes no grafo inicial ou s3o criados por alguma ac3o.
Notacao:

1. o conjunto de pré-condi¢oes de um elemento a € A restrito a uma relacao
R C A x A, denotado por Pre®(a), é definido por

Pref(a) = {d'|a' Ra}

2. o conjunto de elementos minimos de uma relacio R, denotado por Min', é
definido por

Min® = {z|{y : yRz}
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FicurA 3.17- Gramadtica duplamente tipada GG;.

3. a restricio de uma relacao R a um conjunto de elementos S C A, denotada
por R|s C S x S, é definida por

R|s = {aRbla,b e S}

Neste trabalho, serao definidas apenas relagoes onde o grafo-tipo duplo da grama-
tica for um grafo-nicleo. Estas relagoes serao usadas na definicao de gramaticas de
grafos de ocorréncia e na construcao dos unfoldings.

Relacao de Dependéncia: Uma acao a é causa de uma acao b se a cria
algum item de que b necessita (para preservar ou eliminar). Isto implica que b pode
ocorrer apenas apés a ocorréncia de de a (ou seja, b depende de a), i.e., esta relagao
impoe uma ordem de ocorréncia das acoes em derivacoes seqiienciais. A relacao de
dependeéncia ¢é também extendida a tipos: um item x do grafo-nicleo é causa de um
item y se a eliminacdo de x causa a criacdo de y (i.e., existe uma agao que elimina
x e cria y). Isto significa que y s6 pode ocorrer apds a ocorréncia de x (y depende
de x).

A formalizacao desta idéia de dependéncia é baseada na aplicacao do inverso
de uma regra: para saber se uma acao as depende de uma acao a;, remove-se do
grafo-nicleo tudo que for adicionado por a;; se todos os items de que as necessita
ainda estiverem presentes no grafo-nicleo resultante, a; nao depende de a;; caso
contrario, as depende de a;. Portanto, se uma acao a precisa de itens que ja estao
no grafo inicial, ela nao depende de nenhuma outra acao que crie tais itens.

DEFINIGAO 3.27. (Relacdo de Dependéncia) Sejam GG = (C7,I,N,n) uma
gramética de grafos com tipo duplo e CT um grafo-niicleo. Sejam ni,n, € N e
n(ni) = a, = 7’1TG/‘T7 n(ng) = ay = T2TGfT; ay # az. Sejam ej, ey € CT, e 7 e
(e1,eo € CT significa que ey, e; € Vo U Ag).

1. a acao ny é diretamente dependente de n, denotado por n; <V ns, se, e so-
mente se, (1,,)"'" opre,, nao é total, onde (1) é um pushout em TGraphP(T).
Caso contrdrio, n, ndo é diretamente dependente de n,, denotado por n; 4V
ny. Se ny AN ny e ny AN ny, diz-se que n, e ny sao diretamente indepen-
dentes.
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2. a relacdo de dependéncia entre acées de uma gramatica com tipo duplo,
<NC (N x N), é o fecho reflexivo e transitivo de <";

3. o elemento e, é diretamente dependente de ¢, denotado por e; <7 ey, se, e
somente se, houver uma acao ny € N que elimina e; e cria es;

4. a relacdo de dependéncia entre tipos de uma gramatica de grafos com tipo
duplo, <T'C (C x C), é o fecho transitivo e reflexivo de <T;

5. a relacdo de dependéncia de uma gramatica de grafos com tipo duplo, <C
(N x N)U (C x C), é definida por (<N U <T).

©

Exemplo 3.18: Paraagramitica GG dafigura 3.17, deriva-se a seguinte tabela relacionando
itens e regras:

regra | cria | elimina | preserva
T1 C1 ai, Uy Uy
T2 0 C1 Uy
r3 |e1, Uy Uy
T4 — Uy, 0q —

De acordo com a definicdo 3.27, a relacdo de dependéncia entre as acées é: T1 < Ty, Ty <
T3, T3 < T4 €, por transitividade, x1 < x3,79 < x4, € 1 < T4 (e 0s pares reflexivos). Esta
relacdo pode ser interpretada como: se houver uma derivacdo seqiiencial que usa as 4 acdes,
as derivacoes diretas podem ser feitas usando as acdes x1, o, T3 € x4, nesta ordem (porém,
isto depende da relacdo de conflito, que sera vista adiante).

A relacdo de dependéncia entre os itens do grafo-ntcleo é: 0y < ci,a1 < ¢1,6 <
Oq1,01 < ey el; < 0. E, por transitividade, a; < 07 e Oy < 04 (e os pares reflexivos).

Relacao de Conflito Fraco: Uma acao a estd em conflito fraco com uma
acao b se a elimina algum item de que b necessita (para preservar ou eliminar).
Isto implica que b nao pode ocorrer se a ji houver ocorrido (ou seja, a impede
a ocorréncia de b). No caso de b também estar em conflito fraco com a, entdo
estao em conflito (situagdo de exclusdo mitua). A possibilidade de ocorréncia de
apenas conflito fraco (i.e., sem exclusao miitua) vem do fato de que itens podem ser
considerados como “apenas para leitura” e assim acoes que usam estes itens podem
ocorrer em paralelo no modelo SPO (i.e., é permitido que eliminagao possa ocorrer
em paralelo com preservagao). Portanto entao que esta relagdo nao é simétrica: o
fato de uma acao a estar em conflito fraco com b nao implica que b esteja em conflito
fraco com a. Obviamente, esta relacao é simétrica se as regras nao preservarem itens.

A relagao de conflito fraco também ¢é extendida aos itens do grafo-niicleo: um
item a estd em conflito com um item b se a criagao de b exclui a criacao de a, i.e.,
a regra que cria b elimina algum item que é necessario para a regra que cria a.
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DEFINIGAO 3.28. (Relagdo de Conflito Fraco) Sejam GG = (CT I, N,n) uma
gramética de grafos com tipo duplo e CT um grafo-micleo. Sejam n;,n, € N e
n(ny) =a; = 17T n(ng) = ay = 1,77 ay # ay. Sejam ey, es € C, e, # es.

N
1. a acao ny esta em conflito fraco com n;, denotado por n; #, ng, se, e

somente se, 1y, © pre,, nao for total, onde (1) é um pushout em TGraphP(T).

Caso contrdrio, n, nio estd em conflito fraco com n, denotado porn; - n,.

Taq Tay
Ry, Lo, - R,,

L,
Preéay .
prea; ) (1) J/pre%
\ CT (

H,y

a2
4 T
2. o elemento ey esta em conflito fraco com e;, denotado por e, — e, Se,

e somente se, existirem acoes ni e ny que criam ey e ey, respectivamente, e
N

nq i) No.
3. a relacdo de conflito fraco de uma gramatica de grafos com tipo duplo, i@
N T
(N x N)U (C x C), é definida por (-5 U 5.

©

Exemplo 3.19: Considerando a gramitica GG da figura 3.17, e a tabela do exemplo anterior,
chega-se a seqguinte relacdo de conflito fraco:

e entre as acdes: I i) Ty, T3 i Ty € Ty i) Xy, i.e., se a acdo x ocorrer, o item
0, é eliminado e, portanto, a acdo x4 ndo pode mais ocorrer (e vice-versa: I e T4
estdo em conflito mdtuo). Se a acdo x3 ocorrer, o item O; € eliminado e a acdo x1 n3o
pode mais ocorrer, uma vez que ela preserva este mesmo item.

. # # # . .
e entre os itens: ey — Oy ey — Oq, uma vez que xs — To € T3 Cria os itens
epreld; exycriaoitemd;.

Relagao de Conflito: Quando simétricas, situacoes de conflito fraco levam a
situagoes de conflito, razao esta que sera definida a relacao de conflito em sua funcao:
se duas agoes estao em conflito entre si, uma exclui a ocorréncia da outra (exclusao
mitua). Os conflitos sdo herdados através da relacao de dependéncia: se uma acao
a esta em conflito com uma acao b, entao todas as agoes que dependem de a também
estardo em conflito com b (se b ocorrer, nenhuma delas pode mais ocorrer). Se uma
acao a estd em conflito com uma acao b, entao nao existe uma derivacao seqiiencial
que inclua ambas as agoes, uma vez que uma exclui a ocorrencia da outra.

DEFINIGAO 3.29. (Relagdo de Conflito) Sejam GG = (C7, INC/T N,n) uma
gramética de grafos com tipo duplo e CT um grafo-niicleo. Sejam x,, x5, 25 € NUC.

1. a relacdo de conflito fraco herdado de G(G, denotada por :#>, é definida por
:#>§ (N x N)U (C x C) tal que

# #*
T1 == Iy Se, e somente se, x| — w3 € r3 < Ty
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2. a relacdo de conflito de GG, denotada por é, é definida por ég

N)U (C x C) tal que

(N x

# # #
T <= Ty Se, e somente se, r1 = Ty € Ty = I

Se x LN x1, GG possui autoconflito.

©

Exemplo 3.20: Com as relacdes de conflito fraco e de dependéncia encontradas nos dois
exemplos anteriores para a gramatica da figura 3.17, pode-se encontrar a sequinte relacdo de
conflito para GG :

# < # #

# # #
TG —— Ty | Ty <Xy | T = 24 | 11 = 14
T4 N T |21 <X |24 =N Ty | T3 JEN Ty

r1 < X9 x4:># T :c4<:># Xy
rp < 3 x4:># x3
T < X4 I4:># T4
# # #
T3 —> Ty | To < X9 | T3 = X9 | T3 <= I3
ZL'QSZL';), 1'3:#>£C3
To < T3 x3:#>:c4
r3 < X3
T3 < Xy

A relacdo de conflito para os itens do grafo-nicleo é e é Oqe0q é 0¢, uma

vez que os Unicos itens em conflito fraco sdo e; i> O;el i> 1 e nenhum outro item
depende de 0.

Relacao de Ocorréncia: Observe que as relagoes < e N impoem restricoes na
ordem na qual as acoes podem ocorrer em seqiiéncias de derivagoes. Por exemplo, se
a < b, entao a deve ocorrer antes de b em qualquer seqiiéncia de derivagoes (porque
b precisa de algum item que é criado por a). O mesmo é vilido para a relacao de

conflito fraco, pois, se a #, b, b exclui a ocorréncia de a e a agao b nao pode ocorrer
antes de @ numa mesma seqiiéncia de derivagoes. Portanto, numa gramatica de
grafos, é necessario considerar ambas estas relacoes para estabelecer alguma ordem
de ocorréncia entre as agoes da gramaética, i.e., a combinagao destas duas relagoes
nos fornece uma possivel ordem de ocorréncia das acoes. Esta combinacao é a
relagdo de ocorréncia e a idéia bésica é que se um par (a,b) de agdes pertence
a esta relacao, entao a deve ocorrer antes de b em qualquer derivacao seqiiencial
que incluir ambas as agoes. Sera usada para reconhecer possiveis sequéncias de
derivagoes num conjunto de acgoes.

DEFINIGAO 3.30. (Relagdo de Ocorréncia) Sejam GG = (C7, I, N,n) uma gra-

mética de grafos com tipo duplo, CT um grafo-niicleo e < e #y as relacoes de
dependéncia e conflito fraco, respectivamente. A relacdo de ocorréncia de GG,
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Ty : {@D} ___________ ’_\,\D DLD} s {?%m
Ty @@LD] ne (o DJ _________ \DJ

FicUurA 3.18- Gramética de grafos de ocorréncia GG,

denotada por <¥, é definida por <#*C (N x N) U (C x C) tal que <* seja o fecho

reflexivo e transitivo de (< U i)

Seja a € N. A relagdo de ocorréncia local restrita a acao a, denotada por <7,
é o fecho reflexivo e transitivo de (< U i)|Pre§(a). De modo analogo, para um

conjunto de acoes A C N, gﬁ é o fecho reflexivo e transitivo de (< U i))h), onde
P={d]a€e Aed <a}. &

Exemplo 3.21: Para a gramética GG da figura 3.17, a relacdo de ocorrénciaé N x N,
ndo havendo uma ordem total que seja compativel com tal relacio. Portanto, ndo ha uma
derivacdo seqiiencial que inclua todas as acdes de G(G;. Para a gramatica GG da figura 3.18,
chega-se as sequintes relacoes:

regra | cria | elimina | preserva
r, |0a,0 d k
To b,0 0 0
xT3 - g -
T4 — a 0

e relacdo de dependéncia entre as regras: 11 < 3,71 < X9, Lo < T4, T1 < T4 € €Ntre
os itens do grafo-nicleo: 0< d,a < d,0 <d,b < 0,0 < 0Oesya < d (e os pares
reflexivos);

e relacdo de conflito fraco: x5 i> x3. Como T3 ndo cria nenhum item, a relacdo de
conflito fraco entre os itens do grafo-ntcleo é vazia;

~ . # #
e relacio de conflito: como === {1y — 13}, <==);
~ A . . #
e relacido de ocorréncia é fecho reflexivo e transitivo de < U —: J= {xl — Lo, Ty —
T3, X1 Ty, To— Ty, T3 — Lo} € 0s pares reflexivos.

Portanto, uma possivel ordem para a ocorréncia das acées é 11 < o < T3 < Ty4.

3.10 Gramaticas de Grafos de Ocorréncia

A idéia para a semantica que sera definir é que ela deve descrever todos os
possiveis grafos-estado e todas as possiveis derivagoes e que seja também uma
gramatica de grafos.

A seguir, serao definidas as gramaticas de grafos de ocorréncia, que sao gramaticas
de grafos duplamente tipadas com algumas propriedades especiais e que podem ser
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interpretadas como comportamento (semantica) dos objetos de GG. Serao inter-
pretadas como um dominio semantico que representa todo o comportamento das
gramaticas de GG e serao definidas em termos das relacoes definidas na segao ante-
rior.

Uma gramatica de grafos de ocorréncia que representa as computacoes de uma
gramatica de grafos GG = (T, I", N,n) possui dois grafos-tipo: o grafo-tipo T de
GG e um grafo-tipo C' onde sao representadas as ocorréncias dos itens de T que
aparecem nas derivacoes de GG. A idéia é que o grafo-nicleo represente todos
os grafos-estado envolvidos em derivagoes, i.e., seus itens representam os vértices
ou arcos que podem ocorrer nos grafos-estado. Isto significa que os itens de C' ou
pertencem ao grafo inicial de GG ou foram criados em alguma derivacao, uma vez
que um mesmo item nao pode ser criado duas vezes (i.e., C' é um grafo-nicleo).
Além disso, cada acao de uma gramatica de grafos de ocorréncia representara uma
derivacao em alguma seqiiéncia de derivacgoes de GG.

DEFINIGAO 3.31. (Gramaticas de Grafos de Ocorréncia) Seja Occ = (CT, 17T N, n)
uma gramatica de grafos com tipo duplo. Entao Occ sera uma gramatica de grafos
de ocorréncia se, e somente se, satisfizer as seguintes condicoes:

relacoes de ocorréncia locais aciclicas: Ya € N : <#, é anti-simétrica;

nao possuir auto-conflitos: DL irreflexiva;

Va € N: Pre2" (a) é finito;

CT é um grafo-niicleo;

V(nr,a), (nr,b) € N: pre, = prey e ro = r, = post, = posty;

os elementos de N sao do tipo (x,a), onde a é um morfismo em DTGraphP,
n(z,a) = a e para todo (x,ay), (x,as) € N: Vr(ar) = Vr(az).

SOt L =

©

O significado destes itens é:

1. este item assegura que a relacao de ocorréncia local associada a cada acao de
Occ seja uma ordem parcial (i.e., ndo hé ciclos, de modo que qualquer acgao
pode fazer parte de alguma seqiiéncia de derivagoes) e, portanto, a relagao de
dependéncia de Oce (tanto para as agoes quanto para os itens do grafo-niicleo)
¢ também uma ordem parcial.

2. nao ha agoes em autoconflito. Como a relacao de conflito é herdada através
da relacao de dependéncia, sempre que duas acoes a e b forem conseqiiéncia,
de uma terceira, i.e., c < b e ¢ < a, a e b nao estarao em conflito.

3. cada acao tem um numero finito de causas, i.e., precisa ocorrer um nimero
finito de acoes (derivacoes) antes que cada ac¢ao ocorra.

4. cada item de CT tem uma tnica origem: é imagem ou de algum item do
grafo inicial ou do lado direito de uma tnica acao de Oce. Isto implica que se
um item do grafo inicial (ou que foi criado por uma alguma ac¢ao) aparecer no
lado direito de alguma outra acao b, este item é preservado por b, i.e., todas as
acoes precisam usar itens ou do grafo inicial ou que foram criados por outras
acoes. Como todas as agoes sempre eliminam algum item, todos os elementos
minimos de C7 em relacio a < pertencem ao grafo inicial.
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5. este axioma implica que uma regra ¢é aplicada no maximo uma vez usando
uma mesma ocorréncia. Isto garante que as aplicacoes das regras serao de-
terministicas: a aplicacao de uma regra a uma ocorréncia resulta num tnico
resultado, ao invés de infinitos resultados isomérficos.

6. este item justifica o nome “gramaticas de grafos de ocorréncia’: cada item
(z,a) de N é uma ocorréncia da regra x. Os nomes das ocorréncias sao pares
contendo o nome da regra que foi usada e a propria ocorréncia, que é usada
para diferenciar diferentes ocorréncias de uma mesma regra. Ademais, todas
as ocorréncias que tém o mesmo nome de regra tém que usar a mesma regra.

Exemplo 3.22: A gramitica da figura 3.18 é uma gramitica de grafos de ocorréncia. A
relacdo de conflito para esta gramatica € vazia, uma vez que as Gnicas acées em conflito fraco
S30 Ty e x3 e nenhuma acido depende de 3. Como < € anti-simétrica, as relacdesde ocorréncia
locais também sdo anti-simétricas.

Relacgoes entre graméticas de grafos de ocorréncia serao expressas por morfismos,
que sao morfismos entre gramaticas de grafos duplamente tipadas que preservam a
estrutura da gramatica de grafos de ocorréncia. Como cada item do grafo-nicleo
CT representa uma ocorréncia de algum item de 7', o morfismo deve mapear estes
itens de modo compativel e ainda deve respeitar os nomes das agoes: se (ng,a)
for mapeado para (ny,b), todas as outras agdes que usam o nome n, precisam ser
mapeadas para as agoes que usam 0 nome ny.

DEFINICAO 3.32. (Morfismos entre Gramaticas de Grafos de Ocorréncia) Sejam
Occ, and Ocey duas gramaéticas de grafos de ocorréncia e f = (fQF, fx) : Oce; —
Occy um morfismo em DTGG, onde fr = ¢! : C]* — C3>. Entao f serd um morfismo
entre gramaticas de grafos de ocorréncia se, e somente se, as seguinte condicoes forem
satisfeitas:

1. Y(rn,ay), (rn,by) € dom(fn), fn(rn,a1) = (rng, az) e fa(rn, b)) = (rng, be) =
™1 = Tno.

2. no diagrama abaixo, (1) é um pullback em GraphP, onde t%™¢) = (t*)~1ot“2oc*
(este morfismo precisa ser total pois ¢! comuta fracamente).

tOl
Cl———— T1

A categoria de gramaticas de grafos de ocorréncia é denotada por OccGG. &)

Os elementos do grafo-niicleo de uma gramética de grafos de ocorréncia represen-
tam itens do grafo-tipo que foram criados por alguma acao ou que ja estavam pre-
sentes no grafo inicial. Como serao usadas gramaticas para representar computagoes
de modo que o grafo-nicleo represente todos os (grafos) estados alcangados pelas
computagoes(i.e., o grafo-nicleo representa todos os possiveis grafos-estado), surge a
questao de quais subgrafos podem ser realmente encontrados em algum grafo-estado.
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Por exemplo, se um item x foi criado como conseqiiéncia da eliminacao de um item
y, estes dois elementos nunca poderao ocorrer num mesmo grafo-estado. A préxima
definicao estabelece as condicoes para que um subgrafo G de um grafo-nicleo C
possa ser um subgrafo de alguma computacao. Estes grafos sao chamados grafos
concorrentes. Em tal grafo, os itens sao independentes entre si e nao estao em
conflito entre si.

DEFINIGAO 3.33. (Grafo Concorrente) Sejam Occ = (C,I, N,n) um objeto de
OccGG e G um subgrafo de C. Seja A = {a € Nla < bex € img(prey) eb €
N e x € G}. G serd um grafo concorrente se, e somente se, as seguintes condi¢oes
forem verdadeiras para todo x,y € G:

l.zdy

2.z < y é falso (i.e., os itens de G' nao estao em conflito)
3. <#, é anti-simétrica.
4. Ya € {b € N|z € img(prep)}, Pregf(a) é finito.

©

Exemplo 3.23: Para a gramitica da figura 3.18, N é finito, < é anti-simétrica e a relacdo
de conflito é vazia para os itens de C™. Portanto, qualquer subgrafo de C' que n3o possuem
itens dependentes entre si € um grafo concorrente.

Nem todo morfismo entre gramaticas de grafos de ocorréncia preserva as relacoes
de ocorréncia e de conflito. Os morfismos prefixos, definidos a seguir, preservam tais
relacoes e grafos concorrentes. Além disso, este morfismo, se existir, é inico. A prova
para estas propriedades dos morfismos prefixos pode ser encontrada em [RIB 96b].

DEFINICAO 3.34. (Morfismo Prefixo) Sejam Occ; = (C]', I, Ny, ny) e
Occy = (CF2, 1,272 Ny, ny) duas gramdticas de grafos de ocorréncia e p = (p2F, py) :
Oce; — Ocey, um morfismo em OccGG, onde pp = ¢t - €3> — C{'. Entdo, p serd
um morfismo prefixo se, e somente se, as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:

1. 1> =1}

2. t=1dp, .

3. pn(rnyar) = (rn/,as) = rn=1rn' ery =r,,.

©

Como as gramaticas de grafos de ocorréncia servirao como um dominio semantico
para os objetos de GG, serd definido um funtor F : OccGG — GG. A idéia é que
se uma gramatica de grafos de ocorréncia Occ se relaciona com uma gramatica de
grafos tipada G, entao Occ descreve computagoes de G.

DEFINIGAO 3.35. (Funtor F) Sejam G = (CT,I,N,n) um objeto de GG e f =
(fQF fn) : Oce; — Occy um morfismo em OccGG, onde fr = ¢!. Entao o funtor
F : OccGG — GG é definido por:

e Objetos: F(G) = (T,Vr(I),N',n'), onde N' = {z|(z,a) € N}, n'(z) =
Vr(n(z,a)) e Vp : DTGraphP — TGraphP é o funtor de esquecimento de tipo.
e Morfismos: F(f) = (t°F, fx), onde fy(x) = ' if fx(x,a) = (2',d').

©
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3.11 Unfolding de Gramaticas de Grafos

Nesta secao, sera construida uma gramatica de grafos de ocorréncia a partir de
uma gramatica de grafos GG e que representard todas as computacoes de GG e seréd
chamada de unfolding da graméatica GG.

A idéia do wunfolding é construir um objeto que represente todos os possiveis
grafos-estado e todas as possiveis derivagoes de uma gramatica de grafos GG =
(T, I",N,n). Este objeto serd uma gramdtica de grafos de ocorréncia e é definido
como o colimite do diagrama formado pelos unfoldings finitos de GG. O unfolding
finito de GG é definido indutivamente através da aplicacao de regras, de maneira
que o unfolding zero é definido como uma gramatica de grafos de ocorréncia que
possui mesmo grafo inicial que GG e como grafo-nicleo também o grafo inicial. O
k-ésimo unfolding é obtido aplicando-se todas as regras possiveis (e em paralelo)
ao grafo-nicleo do (k — 1)-ésimo unfolding, ndo removendo, porém, os elementos
que porventura sejam eliminados por alguma regra (com isto o grafo nicleo vai
representar todos os possiveis grafos-estado de GG).

A semantica de um objeto GG de GG é definida como o unfolding de GG, que é
construido indutivamente da seguinte forma:

Base da Inducgao(Profundidade 0): O unfolding de profundidade 0 é o un-
folding vazio, que consiste do grafo inicial I de GG como o grafo-niicleo, I
tipado com o morfismo identidade como grafo inicial, conjunto de nomes de
regras vazio e funcao de nomeacao vazia.

Passo da Indugao(Profundidade i + 1): O unfolding de profundidade i + 1
é construido em 4 passos:

1. construir o conjunto Appl Rules'*' de regras que sao aplicaveis a algum
grafo de saida do unfolding do passo i. Este conjunto consiste de tu-
plas contendo um nome para a regra, uma regra e o correspondente
ocorréncia

2. aplicar todas as regras de ApplRules'™! ao grafo-nicleo do passo i de
tal maneira que nada é removido, i.e., apenas sao inseridos os itens que
sao criados pelas regras. Isto signfica aplicar uma regra paralela con-
tendo todas as regras de ApplRules’! no correspondente match para-
lelo, porém, iniciando nao do lado esquerdo, mas do dominio da regra
paralela (deste modo, nenhum item é removido).

3. retipar os lados esquerdos das regras de ApplRules'"
novo grafo-nticelo.

4. retipar todas as acoes que estavam presentes no unfolding i em relagao
ao novo grafo-ntcleo.

L em relacdao ao

DEFINIGAO 3.36. (Conjunto de Regras Aplicaveis) Sejam Occ uma gramdtica
de grafos de ocorréncia com grafo niicleo C* e GG = (T, I, N,n) uma gramdtica de
grafos. O conjunto de regras apliciaveis de GG em CT é definido como:

ApplRules(Oce, GG) = {(nr,r",m")nr € N,n(nr) =+" : L" — R”,

OUTY) ¢ um grafo concorrente}

©

m?T =mOPUT . [T — OT,m®YT é um ocorréncia e dom(m
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DEFINIGAO 3.37. (Conjunto de Regras Aplicadas) Seja Occ = (CT, I, N,n) uma
gramatica de grafos de ocorréncia. O conjunto de regras aplicadas de Occ é definido
como

Applied(Occ) = {(ng, 7o, preq)|(ng, a) € N}

©

DEFINIGAO 3.38. (Regra Paralela Aplicavel) Seja A = ApplRule(Occ,GG) o
conjunto de regras aplicdveis de GG no grafo micleo CT de Occ. Seja LT o co-
produto em TGraphP(T) de todos os lados esquerdos das regras em A e R' o co-
produto em TGraphP(T') de todos os lados direitos das regras em A. A regra paralela
aplicavel é um par (r*,m™") onde r* : LT o R* e m* : Lt o C sao os morfismos
universais induzidos pelo coproduto que gera o lado esquerdo L™.

.

LT

)

li

LT ri

! RT ‘
1T sT
1 1
b y ? T‘+ PN A
Lt Rt
m{ I n/

CT

©

DEFINIGAO 3.39. (Unfolding de Profundidade d) O unfolding (finito) UL(GQ)
de profundidade d de uma gramdtica de grafos tipada GG = (T, I, N,n) é obtido
indutivamente como se segue:

Base da Inducao: Unfolding de profundidade 0:
UG(GG) = (I", 177, 0,0)

Hipétese da Inducdo: Seja Ul = (CF, IN/T N;,n') um unfolding de pro-
fundidade 1.
Passo da Indugao: Unfolding de profundidade ¢ + 1:
O unfolding de profundidade i + 1, U™ = (CFL,, IN“+/T N\, nitt) 6
construido em 4 passos:
1. construir o conjunto de regras aplicdveis Appl Rules'*!:

ApplRules™" = Appl Rules(U,, GG) — Applied(UL)

2. construir o novo grafo niicleo C**' e a incluséo ¢l :
Seja (r*,m™) a regra paralela aplicdvel de Appl Rules'™. O grafo niicleo
do passo i+1 é definido como o pushout do diagrama (1) abaixo (pushout
em TGraphP(T)), e a correspondente inclusao é dada pelo morfismo
(definido pelo pushout) cf,, : C"— C,.
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L+ Ldam(ﬁr) SLALI -

N

of—— <l
i+1
3. acrescentar as regras de ApplRules'™' em U™ (GG):
Para todo (nr,7T,mT) € ApplRulesi*', (nr,a) € Ny, onde ro = 77,
preq, = CiT_H o mT, post, = m'® o sT.

LTT—T>RT

Y
post,

re
mT pree - Rt

CZT’(T CZ{—I
Cit1
4. incluir as agoes de N; em UL (GG):
Para todo (nr,b) € N;, (nr,a) € Ny, onde 14 =1y, pre, = ckyy o prey,
post, = cZ-TJrl © posty,.

Ta=T}

La:Lb—>Ra:Rb

PrebI pM% Iposta

: LT
ct CT Cint

Entre os unfoldings UL(GG) e UET (GG) hd uma inclusdo in, induzida pelo
morfismo de inclusdo entre os grafos-niicleo c|, e c], &

DEFINIGAO 3.40. (Semantica de Gramaticas de Grafos) O unfolding Unf¢(GG)
de uma gramatica de grafos GG é definido como o colimite em OccGG do diagrama
formado pelos unfoldings finitos de GG e as correspondentes inclusoes.

A semadntica de uma gramdtica de grafos GG é o seu unfolding Unf%(GG). &

Deste modo, o unfolding representa todas as computagoes deterministicas (deri-
vagoes) e nao deterministicas possiveis (através das agoes). Sendo definido como
colimite, é inico a menos de isomorfismo.

Exemplo 3.24: Como exemplo, sera encontrado o unfolding de profundidade 3 da gramatica
GG da figura 3.19. Neste exemplo, os morfismos das regras/grafo inicial em relacio ao grafo-
ndcleo serdo representados usando itens com mesmos indices.

U (GG): no unfolding de profundidade zero, o grafo-nicleo C & igual ao grafo inicial
de GG e o grafo inicial I'”"T" é o grafo duplamente tipado (I",id, I") e o conjunto de nomes
de regras & vazio (N, = ().

cl:

01—~ Uy

~z

UL(GG): o conjunto de regras aplicaveis em C1 & ApplRules' = {(nry,r1,m,),

(nre,re, my)}, onde img(m,) = eimg(ms) = , que s3o grafos concorrentes,
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uma vez que Ny = (). Portanto, N1 = {y1, 5>}, onde y; = (nry,7}) e yo = (nry, 7). Esta
situac3o representa a aplicacdo da regra 75 ao grafo inicial de GG, seguida da aplicacio de ¢
(derivacdo seqiiencial). Observe que se 71 for aplicada em primeiro lugar, 79 ndo pode mais
ser aplicada ao grafo de saida resultante (apesar das regras poderem ser aplicadas em paralelo,
sO existe uma ordem na qual podem ser aplicadas seqiiencialmente).

T . . aplicacdo da regra
Ci s Ui Dl, th r9 ao grafo I: . O
Y /
Oz —— O Oh O oUT,
- J -
gl
( N ) aplicacdo da regra
e Dl} {DZTDI ry ao grafo OUT;: . O
Y2 - O 0 J[ 01 —=0 J O 0 OoUT,

UZ(GG): o conjunto de regras aplicaveis em CT & {(nr3,r3,m3)}, onde a imagem do

ocorréncia mg € o grafo-concorrente img(mg,) = |0y L) O; [ |- Observe que os itens de
CIT que s3o eliminados por acées (04 e O 4) ndo podem ser itens de grafo concorrente. Ent3o
Ny = {y1,92,y3}, onde y3 = (nrs,ry). A regra rs, aplicada ao grafo OUT5, resulta no
grafo de saida QU T3 a sequir.

aplicacdo da regra
r3 ao grafo OUT5:

Y3 : 52751 ............ s Oy 1 0,

L{g(GG'): a Gnica regra que pode ser aplicada ao grafo OUT5 é r4. Portanto, o conjunto de

regras aplicaveis em CF é {(nry, 74, m4)}, onde img(my) = |0y Oy — Oy |. Entdo N3 =
{y1,v2,Y3,ya}, onde y, = (nry,r}). A regrary, aplicada ao grafo OUT3, resulta no grafo-
estado OUT},. Note que os grafos-estado QUT,, OUT,, OUT3,OUT}, e I s3o subgrafos
do grafo-nicleo C;;F. A (nica regra que pode ser aplicada ao grafo-estado OUT, é r; e,
em seqiiéncia, 3, que s3o as regras que serdo usadas para construir Ug(GG) e UL (GQ),

respectivamente.
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T2,
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FicuraA 3.19- Gramatica de Grafos G@G.

aplicacdo da regra
r4 ao grafo OUT}:

Og— 0 — 0 «— 10 u
€1 _,,;g l‘/
l
we [0 o DI_J____E_,\DI;DQJ 00 | oum

Pelo fato do unfolding de uma gramatica de grafos ser tinico a menos de isomor-
fismo, GG terd varias semanticas isomorficas, fato este que ndo ocorre nas redes L/ T,
que possuem unfoldings deterministicos. Para definir a semantica como um funtor,
serao definidas as gramaticas de grafos de ocorréncia abstratas, que sao definidas
como uma classe de equivaléncia onde os elementos da classe estao relacionados por
morfismos prefixos (defini¢ao 3.34) que sao isomorfismos. Definidos desta maneira,
as gramaticas de uma destas classes usarao as mesmas regras, possuirao o mesmo
grafo inicial e terao grafos-nicleo isomérficos. Esta condicao para os grafos-nicleo
(serem isomérficos) reflete o fato das derivagbes serem tnicas a menos de isomor-
fismo.

DEFINIGAO 3.41. (Gramatica de Grafos de Ocorréncia Abstrata) Uma gramadtica
de grafos de ocorréncia abstrata é é uma classe de equivaléncia definida por:

[Occ] = {Occ|p : Occ’ — Oce é um isomorfismo e um morfismo prefixo}

Um morfismo [f] : [Occi] — [Occey] é definido por

/1= {9lF(9) = F(H)}

onde f,qg: Occy — Occy sao morfismos em OccGG.
A categoria das gramatica de grafos de ocorréncia abstratas é denotada por

0ccGG. O funtor Unf- : GG — 0ccGG 6 definido por: Unf (GG) = Occ &
Unf¢(GG) = Occ &
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Observagao: UnfG (OccGG) serdao usados como sinonimo de Unf¢ (OccGG)
quando puder ser inferido, do contexto, ao qual se refere.
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4 Transformando Graméticas de Grafos em Redes L/T

Neste capitulo, as gramdticas de grafos serao relacionadas com as redes L/T
através de dois funtores R e UR:

R

Unf
PTNets —— OccNets

Rl WUR
Unf® __
GGD —— QccGGD

GGD é a categoria de gramaticas de grafos discretas, que sao objetos de GG
tais que os grafos nao possuem arcos e as regras nao preservam itens, que sao as
caracteristicas (a serem discutidas na secao 1) das graméticas de grafos que serdo
transformadas em redes L/T: os vértices dos grafos serao mapeados para os lugares
e as regras, mapeadas para as transi¢oes (tanto para a categoria sintdtica GGD
quanto para a categoria semantica OccGGD). No capitulo 6, serd mostrado que este
diagrama comuta a menos de isomorfismo.

Estrutura do Capitulo:

e se¢ao 1: define como transformar uma gramaética de grafos em uma rede L/T,
analisando os casos;

e secao 2: mostra como transformar um morfismo entre gramaticas de grafos
em morfismos entre redes L/T. Em seguida, é provado que R é um funtor;

e secao 3: mostra como transformar uma gramatica de grafos de ocorréncia em
uma rede de ocorréncia. Demonstracao de que o resultado da transformacao
¢ uma rede de ocorréncia;

e secao 4: mostra como transformar morfismos entre gramaticas de grafos de
ocorréncia em morfismos entre redes de ocorréncia.

4.1 Transformacao dos Objetos de GG

Nas redes L/T, mudancgas de estado sao representadas por transicoes, que de-
terminam a movimentagao (ou melhor, eliminagao/criacao) de tokens na rede. Em
gramaticas de grafos, este conceito é representado pelas regras, que podem elimi-
nar, criar ou preservar itens. Entao, uma regra serd representada através de uma
transicao. Deste modo, preservacao, eliminacao e criacao de itens terao que ser
representados em termos de eliminagao/criagdo de tokens. Surge entdo a questdo
de como representar a preservacao de itens. Uma possibilidade seria “eliminacao
seguida de criagdo” (equivalente a “esquecer” o morfismo das regras). Mas isto
implicaria em tornar equivalentes as regras z; : (0 0G0 0) e o

(0 0O) - @ 0). Porém, estas regras possuem semanticas diferentes, pois,
por exemplo, a regra 3 : pode ser aplicada em paralelo com 7
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(uma vez que eliminagao de itens pode ocorrer em paralelo com criagao), mas nao o
pode com ry, pois eliminam o mesmo item O, sendo mutuamente exclusivas. Disto,
concluimos que nao é conveniente simplesmente “esquecer” a preservacao de itens,
uma vez que se procura uma equivaléncia semantica entre redes L/T e graméticas
de grafos. Portanto, para uma gramatica de grafos poder ser transformada numa
rede L/T, nenhuma de suas regras pode preservar itens.

Para a representacao de recursos em uma gramatica de grafos, pode ser usado
tanto vértices quanto arcos, mas nas redes L/T s6 é possivel representd-los por
meio dos lugares. Tem-se agora um outro problema: como representar os vértices
e arcos em termos de lugares. Uma opcao é simplesmente ignorar os arcos e trans-
formar somente os vértices em lugares, o que leva a semanticas bem diferentes,
uma vez que menos recursos precisam estar presentes para o disparo da transicao

equivalente. Outro problema que surge neste caso é uma regra deixar de ser regra:
T4

Ty a ------- , que nao é mais uma regra, uma vez que ¢ um isomorfismo.

7

Outra opcao é transformar tanto arcos quanto vértices em lugares. Neste caso, a

regra Tg :(D 20 J . L O D b )seria transformada na transicao t:

OD OD Oa
NS

Uma possivel marcacao valida para uma rede com esta transicao é O @ a, o que
implicaria em um grafo-estado numa gramatica equivalente a tal rede que apresente
um arco sem destino, i.e., apresenta recursos representados porﬂ , 0 que, pela

defini¢ao de grafo (deste trabalho), ndo é possivel, uma vez que os arcos precisam
ter origem e destino. Portanto, neste caso as semanticas também serao diferentes.
Como um dos objetivos deste trabalho é obter uma equivaléncia semantica entre
graméticas de grafos e redes L/ T, os grafos usados na gramaética a ser transformada
devem possuir apenas vértices.

Os (tipos dos) possiveis itens que podem ocorrer nos grafos das regras ou no
grafo inicial de uma gramatica de grafos sao exatamente aqueles do grafo-tipo. Nas
redes L/T, esta idéia é representada pelo conjunto de lugares, i.e., s6 se pode ter
tokens nos lugares que pertencem ao conjunto de lugares. Portanto, o grafo-tipo
sera transformado no conjunto de lugares.

Os morfismos de tipo tanto das regras quanto do grafo inicial serao usados para
encontrar a multiplicidade dos tokens na rede L/T resultante da transformagcao:
se um elemento (vértice, pois estao sendo considerados apenas os grafos que nao
tém arcos) x do grafo-tipo T" de um grafo tipado (G,t,T) da gramética de grafos
é imagem de n elementos do grafo G, n serd a multiplicidade do “lugar” z (i.e.,
t(ry) =+ =t(zy),z; € G, 1 <i<nex cT). Uma vez que os lugares em uma
rede /T admitem multiplicidade finita, n deve ser finito.

A seguir, serd definida uma categoria GGD onde os objetos sao os objetos de GG
tais que os grafos nao possuam arcos e as regras nao preservem itens e sera definido,
entao, um funtor R desta categoria para a categoria PTNets.
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DEFINIGAO 4.1. (Gramaticas de Grafos Discretas) Seja GG = (1,17, N,n) uma
gramatica de grafos com grafo-tipo T'. GG sera uma gramadtica de grafos discreta
se, e somente se, satisfizer as seguintes condicoes:

1: Os conjuntos de arcos dos grafos sao vazios (i.e., nenhum grafo de GG deve
pOSsuir arcos);

2: Vr € N,n(z) = (0,idr), ie., os morfismos r = (g,t) : LT — R" em
TGraphP(T) onde g = () e t = idy, com a restricao de que Yx € T, os
conjuntos {y € L|t"(y) = x}, {y € R|t®(y) = 2} e {y € I|t'(y) = x} sejam
finitos, i.e., existe um nimero finito de elementos que possuem tipo x.

A categoria GGD é definida como a subcategoria completa de GG que possui

como objetos as gramaticas de grafos discretas. &

DEFINIGAO 4.2. (Transformacio dos Objetos de GGD) Sejam GG = (T,I", N, n)
um objeto da categoria GGD, I = (V7,0,0,0) e t’ : I — T o morfismo de tipo de I.
A rede L/T R(Occ) = R = (pgr,dg : (Tr,Or) — S5, ug) é definida por:

1. Sk = Vr, o conjunto de vértices do grafo-tipo T = (Vr,0,0,0);

2. (Tr,Or) = NU{Or}, onde Op ¢ N é o elemento apontado de Tk;

3.V € Nyn(z) = rT : LT — RT, sejam os morfismos de tipo t* : L — T e
tf: R — T. Os morfismos pp, e dg sao definidos da seguinte maneira: Ya € Vy
(Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),

_ [ Cdl{y € Vil (y) = a}), se a € img(t")
* pr(z)(a) = { 0, caso contrario

| Cd({y € Vi|t"(y) = a}), se a € img(tR)
o dr(z)(a) = { 0, caso contrario

4. pr(Or) = dg(Or) = Ospg;

TN — : I

5. Va € Vir, up(a) = { Cd({y € VI|t'(y) = a}), se a € img(t")

0, caso contrario

©

Exemplo 4.1: Para transformar a gramatica GG da figura 4.1 numa rede L/T Ry, o sequinte
passo pode ser seguido: como Ty = ({a,b,c,d,e},0,0,0), Sr, = {a,b,c¢,d, e} e, como
N = {vy,ve,v3,v4}, Try = {Om,, v1, 09,03, 04 }. Os elementos que pertencem a img(tX1),
onde Lq é o lado direito da regra vy, sdo c e e. Portanto, estes serdo os Ginicos que terido
cardinalidade diferente de 0 em pg, (v1), a origem da transicio v1: pg,(v1)(e) = Cd({e1}) =
1, uma vez que tX'(e;) = e e pr,(v1)(c) = Cd({c1,c2}) = 2, dado que tF' (¢;) = ¢ =
t1(cy). Portanto, pr,(v1) = e @ 2c. Analogamente, para todas as transicoes:

T pRo(x) dRo(x)
v e®2 | ad2b
Vg @b d®c
U3 2d 051

w| b®a | che

A rede L/T resultante desta transformac3o € a rede Ry da figura 4.2.

A prova de que, para uma gramdatica de grafos GG que seja objeto de GGD,
R(GG) é uma rede L/T, é simples: é necessario provar que as condicoes da definigao
2.5 sao satisfeitas, i.e., que pg e dr sao morfismos entre conjuntos apontados, que
up é um elemento de S§ e que as pré-condigdes das transigoes nao siao vazias.
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v
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FicUrA 4.1- Exemplo de gramaticas de grafos discretas.

R & B SO
{ 5 é/é\'é
Ua]— (&) — [ d ' k I
N LN LJ\\i
O _®. [ (] — Oy " [t]

SRO = {aa b, ¢, d, 6} SRI = {j,k,l,m, n}
Up, =0 D cd2b ur, =k@ldmMe 2y
TRO — {OTO,Ul,UQ,U3,U4} TR1 — {OT17t17t27t37t4}

FIGURA 4.2- Redes L/T resultantes da aplicagdo do funtor R as
gramaticas da figura 4.1.

PROPOSIGAO 4. Dada uma gramdtica de grafos discreta GG, R(GG) € uma rede

L/T.

Demonstracao:

1: Tr € um conjunto apontado, pela definicao de R.

2: pr e dr sao morfismos entre conjuntos apontados, pois, pela definicao, pr e
dr sao funcoes e pr e dgr preservam os elementos apontados (i.e., pr(Or) =
dR(OT) - OSR-

8:Vt € T,pr(t),dr(t) eur € Sy, ie., sio fungoes de Sk para N: decorre da
definicao.

4:Vt € T,pr(t) = Og, = t = Or, pois como as regras da gramdtica sao apenas

consumidoras (i.e., ndo preservam itens), seus lados esquerdos sao diferentes
de (0, i.e., possuem ao menos 1 vértice e, dai, as origens das transicoes sao
diferentes de Og,. Além disso, por defini¢ao, pr(Or) = Og,.
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4.2 Transformacao dos Morfismos de GGD

Na transformacgao de uma gramaética de grafos numa rede L/T, o grafo-tipo foi
transformado no conjunto de lugares. Como um morfismo entre duas gramédticas é
definido em funcao de um morfismo entre seus grafos-tipo, este morfismo sera usado
na transformacao. A funcao que mapeia as transicoes sera definida em termos da
funcao entre as regras e o morfismo indutor serd definido em termos do morfismo
entre os grafos-tipo.

DEFINIGAO 4.3. (Transformacio dos Morfismos de GGD) Sejam GGy = (Ty, Iy, Ny, ng)
e GG = (Tl,ll, Nl,nl) objetos de GGD e Ry = (pRovdRo : (TRoaOTo) — SgO,URO) e
Ry = (pry»dg, : (Tr,,On) = S§,,ug,) duas redes L/T tais que R(GGy) = Ry e
R(GG1) = Ry. Seja (fr, fn) um morfismo entre GGy e GG1. O morfismo R(fr, fn)
entre Ry e Ry serd o par (f : Tr, — Tg,,h : Sg, — S§,) definido por:

1. Yz € Try, f(z) = { fn(z), sex € dom(fy)

Or,, caso contrario
2. Va € SRoa h(a) - { ®beA b’ onde A/: {b|fT(b) - CL} Se 0 € ng(fT)’
Og,, caso contrario.
Deste modo, h induz o morfismo entre multiconjuntos g : Sj; — S§ .

©

Exemplo 4.2: Para exemplificar esta transformac3o, considere as gramaticas GG e GG da
figura 4.1 e o morfismo (fr, fy) : GGy — GG dado pelos morfismos parciais fr : 177 —
Ty, fr = {j— bk —a,l—a,m»—c,n—undef} e fy : Ng = Ny, fxn = {v; —
t1,vy — t9,v3 > undef, vy — t4}. O morfismo R(fr, fn) é dado pelo par (f, g), onde
f . TRO — Ter f = {Ul >—>t1,1}2 >—>t2,U3>—>OTl,’U4 >—>t4,OTO >—>OT1} eh: SRO — Sgl,
h={a—k®l,b—jc—m,d—Og,e—0g}.

Para provar que (f,g) é um morfismo em PTNets, é necessdrio provar que as
condicoes da definicao 2.6 sao satisfeitas.

PROPOSIGAO 5. Dadas duas gramdticas de grafos discretas GGy e GGy e (fr, fn) :
GGy — GGy um morfismo entre GGy e GGy, R(fr, fx) é um morfismo entre as
redes L/T G(GGy) = Ry = (Pro»dry : (Try» Ony) — Sh,» ur,) € R(GGY) =
Rl = (pRIJde : (TR17OTI) — S;‘{al?uRl)'

Demonstracao:

1: f é um morfismo entre conjuntos apontados, pois segue definicao de R que f
é uma funcgao total e, como f(Or,) = Or, (uma vez que O, & dom(fx)), f
preserva os elementos apontados;

2: g(ug,) = ug,, i.e., Va € Sg,,g(ug,)(a) = ug,(a). Como (fr, fn) €é um mor-
fismo em GG, o diagrama abaixo comuta, i é um isomorfismo e (1) é um
pullback. Sejam a; € Sg, e m = ug, (a1). Hd entao dois casos: os casos de m
ser igual ou maior que zero.

TN

Ty 7 dom(fr) o T,

tIOI (1) lv (2) ]ﬁh

I LI : »Ih

u
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Caso 1: m > 0. Pela constru¢ao de ug,, 3by, ... , by € Li|t" (b;) = a1,1 <
j < m. Como i é um isomorfismo, 3X,,... ,X,, € I'li(b;) = X;. Dado que
v é total, (2) comuta e ff é uma inclusao, tem-se que v(X;) = ay, Ie.,
a1 € dom(fr). Seja ag € Ty|fr(ai) = ag. Pelo fato de que (1) é pullback,
Jery ..y em € Ip|u(X;) = ¢j e t™(cj) = ap. Pela construgao de ug,, ug,(ay) =
m. Como g(ag)(a1) = 1 (por defini¢ao e do fato de que fr(a;) = ag) e pela
defini¢ao 2.3 (multiconjuntos), tem-se que g(ug,)(a;) = m.
Caso 2: m = 0. Neste caso, a; & img(t"'). Suponha que g(ug,)(a;) > 0.
Pela definigao de g, Jag € [ug, ]| fr(a1) = ao, ie ay € img(f7!) e ay € img(t™).
Como (1) é pullback, 3X € I'| frlov(X) = tloou(X) = ag e v(X) = a;. Como
i 6 um isomorfismo e (2) comuta, 3b € I |t"(b) = ay, contrariando a hipdtese
de que a; & img(t"). Portanto, g(ug,)(a;) = 0.
3:Ya € Sg,,Vb € Sg,,g(a)(b) < 1: segue pela construgao de g e do fato de fr
ser uma fungao (parcial).
4:Va € Sp, eVry € Tg,:

4.1: (pr, o f(ro))(a) = (gopry(r0))(a). Sejary € Ny. Para provar esta igual-
dade, serao considerados os casos de ry pertencer ou nao ao dominio de
fn. Considere o diagrama a seguir, que comuta pelo fato de (fr, fx) ser
um morfismo na categoria GG, onde os diagramas (1) e (3) sao pullbacks
e (2) é um pushout.

Ly T

JfT (4) iL‘,\ (2) iR (5) fTJ
u

fr| dom(fr) ~—— I/ " R’ — dom (fr)

fT!—|: (1) [Ul U2 (3)

T[) i LO i RO f

tLo tRo

Caso 1: ry & dom(fn): neste caso, r' é um isomorfismo e, dai, L' =
R' = () (pois ry nao preserva itens). Como iy e ir também sao iso-
morfismos, L; = Ry = (). Portanto, 11 = Og,, i.e., pg,(f(r))(a) =
pr, (Or1,)(a) = 0. Como (1) é pullback e L' = 0, img(t"®) Nimg(fr!) =
(i.e., nenhum elemento da imagem de fr pertence a imagem de t'°).
Dai, pela defini¢ao de h, hopg,(ry) = Os,. Portanto, g(pg,(ro))(a) = 0.
Caso 2: 1y € dom(fy): neste caso, ' = () nao é um isomorfismo e a
prova fica andloga ao item (3) acima.

4.2: (dr,of(t))(a) = (godg,(t))(a): prova de modo andlogo ao item anterior.

5: Va,b € Sg, seg(a)]N[g(b)] # 0 entdo a = b. Suponha que [g(a)]N[g(b)] # 0.
Seja c € [g(a)], i.e., fr(c) = a. Como ¢ € [g(b)], fr(c) = b. Pelo fato de fr
ser uma funcao, a = b.

O proximo passo é provar que R é um funtor.
PROPOSICAO 6. O funtor R : GGD — PTNets ¢ bem definido.

Demonstracao:
Sejam GG, GGy, GG| e GG gramiticas de grafos discretas e hg = (fr,, fn,) :
GGy — GGy e hy = (fry, fn,) : GG1 — GG morfismos na categoria GGD. Sejam
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R(ho) = (fo,90),R(h1) = (f1,01) e idag = (idr,idy) o morfismo identidade de GG.
(Nesta prova, sera usada a notagao afb para indicar que f(a) = b.)

1: R(hy) : R(GGy) — R(GG,): Pela proposicao 4, R(GGy) e R(GG,) sao redes
L/T e Pela proposi¢ao 11,R(hg) é um morfismo em PTNets. Segue diretamente
da defini¢ao de R que R(ho) é um morfismo entre R(GGy) e R(GG).

2: R(hy o hg) = R(h1) oR(hg): como hy o hy : GGy — GG, pela defini¢ao de R,
R(hl o ho) : R(GG()) — R(GGQ)

e (transi¢oes): sejam ty uma transicao de R(GGy) e ty uma transicao de
R(GG,).
toR(hy o ho)ta < to(fn, © fn,)te (pela definicao de R)
& Tty € Ni|(ty fn, t1) e (t1 fn, t2) (pela definicao de morfismos em
GGD)
< (ty fo t1) e (t1 f1 t2) (pela definigao de R)
< to(f1 0 fo)ta (pela composicao de morfismos em PTNets)
=4 t[) (R(hl) e] R(ho))tQ

e (lugares): sejam ag um lugar de R(GGy) e ay um lugar de R(GGy). Pela
definicao de R, R(hy o hg)(ap) é um conjunto, i.e.,
R(hl o ho)(ao)(ag) =1& (le o fTO)(GQ) = Qg (pe]a deﬁnigéo de R)
< da; € Ty (o grafo-tipo de GGy) |(a1 fr, ao) e (ae fr, a1) (pela
defini¢ao de morfismos em GGD)
< golag)(ar) =1 e gi(ar)(az) =1 (pela defini¢ao de R)
< go o g1(ap)(az) = 1 (pela composicao de morfismos entre multicon-
juntos)
=4 R(hl) @) R(hg))(ao)(ag) =1

3: R(ngg) = idR(Gg)

e (transicoes): sejam t e ty transicoes de R(GG).
t1R(idgg)ta < t1 idy ty (pela definicao de R)
&ty =ty (uma vez que idy é identidade)
& tiidrGats, uma vez que ty ety transicées de R(Occ).

e (lugares): sejama e b lugares de R(GG). Pela defini¢cao de R, R(idgq)(b)
é um conjunto, i.e.,
R(idgg)(b)(a) =1 < aidp b
Sa=b
& idr(Gey(b)(a) = 1, uma vez que a e b Iugares de R(GG).

4.3 Transformacao dos Objetos de OccGGD

Nesta secao, serd visto como transformar uma gramdtica de grafos de ocorréncia
numa rede de ocorréncia. Aqui valem as mesmas discussoes ja feitas a respeito de
transformar arcos e preservagao de itens. Sera entao definida uma categoria OccGGD
com as mesmas caracteristicas de GGD: os grafos nao possuem arcos e as regras nao
preservam itens.

DEFINICAO 4.4. (Gramaticas de Grafos de Ocorréncia Discretas) Seja Occ =
(CT,IN®/T N ,n) um objeto de OccGG. Occ serd uma gramética de grafos de
ocorréncia discreta se, e somente se, satisfizer as seguintes condicoes:

1: Os conjuntos de arcos dos grafos sao vazios (i.e., nenhum grafo de Occ deve

pOSSUir arcos);
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2: Vo € N,n(x) = a nao preserva itens e Vz € C”', os conjuntos {y € L,|pre,(y) =
z}, {y € Rylpost,(y) = z} e {y € Iinge(y) = v}sejam finitos.
A categoria OccGGD é definida como a subcategoria completa de OccGG que
possui como objetos as gramaticas de grafos de ocorréncia discretas. De modo

andlogo a gramaticas de ocorréncia abstratas (defini¢ao 3.41), é definida a categoria
OccGGD. 3)

A transformacao de um objeto de OccGGD numa rede de ocorréncia é andloga
a transformagio de gramdticas de grafos discretas em redes L/T; porém, o grafo
nicleo é tranformado no conjunto de lugares e o grafo-tipo é “esquecido”.

DEFINICAO 4.5. (Transformacio dos Objetos de OccGGD) Seja
[Occ = (CT,IN“/T N, n)] um objeto de OccGGD. A rede de ocorréncia UR ([Occ]) =
R = (pr,dr : (Tr,Or) — S%,ug) é definida por:

1. TR =NU {OT}, onde OT ¢ N.

2. Sgr = Vi, o conjunto de vértices do grafo-niicleo C7.

3. Vx e CT: ¢
) 1, sex € img(IN="")
ur(z) = { 0, caso contrdrio
4.Vt € N en(t) =a, Vo € CT:

| 1, se x € img(pre,)
pr(t)(z) = { 0, caso contrario

| 1, sex € img(post,)
dr(t)(x) = { 0, caso contrario

©

Deste modo, os objetos de OccGGD que se diferenciam apenas pelo grafo-tipo sao
mapeados para a mesma rede de ocorréncia. Qualquer gramatica de grafos Occ’ que
pertencga a classe de equivaléncia [Occ], a igualdade UR([Occ/]) = UR([Occ]) se veri-
fica, uma vez que as gramadticas da classe [Occ] estao relacionadas por isomorfismos
que sao morfismos prefixos (veja a defini¢ao 3.34).

A proposicao a seguir estabelece uma equivaléncia entre as relacoes de conflito
e de ocorréncia em gramaticas de grafos de ocorréncia e as relacoes de conflito e
ocorréncia em redes de ocorréncia.

PROPOSIGAO 7. Sejam Occ = (CT,IN®/" N,n) um objeto de OccGGD e uma
rede L/T R = (pr,dr : (Tr,Or) = S%,ur) tal que UR([Occ]) = R. Entdo, as
sequintes implicacoes sao verdadeiras para todo x1,x9 € C' ou x1,x5 € N.

1.2 <29 = 21 X Ty
2. 11 Ty =21 < 19

3. 11 i) To = 1'1#1'2

4. rq :#> To = 1'1#1'2

5. r1#1xe = Jz, 2" € Clx Fr e <z ex <z
Demonstracao:

Serao provadas as assercoes para os itens do grafo-nucleo. A prova para as agoes
é semelhante. Sejam x{, 25 € C:

1: Suponha que z, <* x5. Como <™ é o fecho reflexivo e transitivo de <7, tem-
se que yi, ...y, € CT mn> 0|z, <7y, <7 yy- - -y, <7 x9. Pela definigao de
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<" Jay,...,a, € N tais que ay elimina x; e cria y;, a; elimina y; e cria v,

., a, elimina y, e cria xs, i.e., Ty € img(preg,),y1 € img(prea,), ... ,Yn €
img(pre,,) e y1 € img(postay),... Yo € img(post,, ,),x2 € img(post,,).
Pela defini¢ao de UR, =1 € [pr(ao)],y1 € [pr(a1)],... ,yn € [pr(an)] e y1 €
[dr(ao)],--- ,zn € [dr(an-1)],2z2 € [dr(an)]. Pela definicao de <, tem-se
que T1 <1 Gp, Y1 =1 Q1,---,Yn <1 Ap € Qg =1 Y1,--- ,0p1 =1 Yn, Ap <1 T2.
Como < é o fecho reflexivo e transitivo de <, tem-se que x1 < ag = y; =
a1y 1 = Yp = a, = Ty. Portanto x; <X x,.

2: Suponha que x; < x5. Como < € o fecho reflexivo e transitivo de <;, tem-se
que Ht[),... Jt, € Th e Hbl,... ,bn,n > 0|IL’1 <1 tg =1 byeb, <4t <4 Ta,
ie., Ty € [[pR(to)]],bl S [[pR(tl)]], e, by € [[pR(tn)]] eb € [[dR(tg)]], e, by €
[dr(tn-1)], z2 € [dr(t,)]. Pela definicao de UR, tem-se que x1 € img(prey,), b, €
img(prey,), ... by, € img(prey,) e que by € img(posty,), ... ,b, € img(posty, ),
zo € img(posty, ). Como as regras nao preservam itens, elas eliminam os itens
da imagem de pre e criam os itens da imagem de post. Pela definicao de <7,
tem-se que 1 <7 by <P by ---b, 1 <7 b, 4T 5. Como <' é o fecho reflexivo
e transitivo de <7, tem-se que x; <T x.

3: Suponha que x, #, xo. Pela definicao de i), existem acoes ay,ay € N, a; #
ap tais que ay cria o item xy (i.e., x1 € img(post,,)), as cria o item x5 (i.e.,

Ty € img(post,,)) € ay s a4 (i.e., img(preq,) Nimg(preq,) # 0). Seja
r3 € img(preg,) Nimg(pre,,). Pela definicao de UR, x3 € [pr(a1)], z3 €
[pr(a2)], z1 € [dr(a1)] e z2 € [dr(az)] (lembre-se que as regras nao preservam
itens). Portanto, a; <1 o1 € ag <1 xa. Como < é o fecho reflexivo e transitivo
de <1, a1 < x1 e ay < xo. Como ay # ay e {x3} C [pr(ar)] N [pr(asz)], tem-se
que a, < ao e, portanto, x1#xs.

4: Suponha que :#> To. Pela definicao de :#>, Jxz € CT |z, i Ts e Ty < Xy.

Portanto, Jay,ay € N| ay cria xy, ay cria x9 e a; i> as. Concluimos entao
que x1#x3, T3 S T e x; = 1. Pela definicao de #, 3ty,ty € Trlt; <ty ety =
x1 ety < x3. Pela transitividade de <, ty =< x5 e, portanto, x1#xs.

5: Suponha que x1# 5. Pela defini¢ao de # e <, tem-se que Jay, as € Tg|[pr(a)]N
[pr(az2)] # 0,a1 # az,a1 = x1 eay < x5, Seja v3 € [pr(a1)] N [pr(a)].
Tem-se entao que r3 <1 ay e 3 <1 as. Como =< é o fecho reflexivo e tran-

sitivo de <, tem-se que 3 = 1 e x3 < Ty. Tem-se entao que 3ty,... ,t, €
TReEIbl,... ,bn,n Z 0|a1 <1 bl <1 tlbn <1 tn <1 21 € Eltll, ,t;b €
TR eEIb’l, ,b;l,n Z 0|Cl1 <1 bll <1 tllb;L <1 tln <1 Z9. Pela transi-

tividade de =, tem-se que 3 < by---b, < x; ex3 2 b ---b =< 3. De
T3 <1 a1 <1 by e xy <1 ay <1 by, tem-se que x3 € [pr(a1)] N [pr(az)],b1 €
[dr(a1)] e b] € [dr(az)]. Portanto, tem-se que x3 € img(pre,, ) N img(preq,)
(i.e., ay e ay eliminam o mesmo elemento x3), by € img(post,,) (i.e., a; cria
b) eTb’1 € img(posts,) (i.e., as cria b,). Portanto, by — b, ¥, <T z, e
b1 S ZI.

A seguir, serd provado que UR([Occ]) é uma rede de ocorréncia, i.e., que satisfaz
as condicoes da definicao 2.13: é uma rede segura, aciclica e sem autoconflitos.

PROPOSIGAO 8. Sejam [Occ = (CT,IN°/T N,n)] uma gramdtica de grafos em
OccGGD. A rede L/T R = UR([Occ]) é uma rede de ocorréncia.
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Demonstracao:

1: R é uma rede segura, i.e., ¥t € Tg,pr(t) e dr(T) sio conjuntos e Yv €
A(R),v é um conjunto: pela definicao de R, pp e dp sao conjuntos. Seja
v € A(R). Entao, existe uma seqiiéncia de passos g, qq,... ,q, tais que
uR[a0> Vo, . . - ,un[an> v. Isto significa que v é destino de uma ou mais transi-
¢oes. Suponha que v nao seja um conjunto, i.e., Ja € [v]lv(a) > 2. Seja
n = v(a). Existem dois casos: se a faz parte do destino de uma iinica transi¢ao
ou mais de uma:

Caso 1: Jt € Tg|dg(t)(a) = n: neste caso, dgr(t) nao seria um conjunto,
mas o € pela definicao de UR.

Caso 2: Jty,...,t, € Tg|dr(ti)(a) = 1,1 <i<nen >2: como U(Occ)
é uma gramdtica de grafos de ocorréncia, C é um grafo-niicleo. Pela defini¢ao
de UR, a é um vértice do grafo-niicleo e é imagem do vértice a; do lado direito
da regra t;. Pela definicao de grafo-niicleo, sé existe uma tal regra e, portanto,
1 = 1; uma contradicao, ja que n > 2. Portanto, v é um conjunto.

2: a € [ug] se, e somente se, P(a) = ), i.e., lugares do grafo inicial nao sao
destino de nenhuma transicao: seja a € [ug]. Isto significa que a é um vértice
de IN“”T. Como Cl' é um grafo-niicleo, nao existe regra r em Occ tal que
a seja imagem de algum vértice do lado direito de r. Portanto, pela definicao
de UR, #t € Tgla € [dg(t)], i.e., B(a) = 0.

3:VYa € Sg,Cd(R(a)) < 1, ie., todo lugar da rede pertence ao destino de no
maximo uma transicao: suponha que Ja € Sg|Cd(P(a)) > 1. Sejam ty,
ty € Tg tais que a € [dr(t1)]N[dr(t1)]. Isto significa que existe um vértice a;
no lado direito da regra t, e existe a, no lado direito da regra ty que possuem
a mesma imagem a em C{. Como C} é um grafo-niicleo, isto nao é possivel.
Portanto, C'd(B(a)) < 1.

4: < € irrefleziva: segue da proposicao 7 e do fato de que <# é irreflexiva em
uma gramatica de grafos de ocorréncia.

5: Yt € Tg, o conjunto {t' € Tr|t' <t} € finito: segue do fato de que Va € N, o
conjunto Pre<" (a) é finito.

6: a relagiao # (conflito bindrio) no conjunto Tr U Sg € irrefelexiva: segue da

propopicao 7 e do fato de que & 6 irreflexiva em uma gramatica de grafos
de ocorréncia.

Na proposicao a seguir, sera estabelecida a relacao entre grafo concorrente e ele-

mentos concorrentes. Este resultado sera usado para estabelecer um relacionamento
entre as semanticas de graméticas de grafos e redes L/T.

PROPOSIGAO 9. Seja [Occ = (CT,IN®/T N,n)] um objeto de OccGGD e uma
rede L/T R = (pr,dg : (Tr,Or) = S,ur) tal que UR([Occ]) = R. Seja G =
(V, 0,0,0) um subgrafo do grafo-nicleo de [Occ]. Entio, G é um grafo concorrente
se, e somente se, Co(Vg).

Demonstracao:

1: (=) Suponha que G = (Vg,0,0,0) seja um subgrafo concorrente de C". Pela
definicao de Co, é necessario que provar que Vz,y € Vg, x coy e que o con-
junto {t' € Tr|t' < z} é finito para todo z € V. Pela defini¢ao de co, x co y
implica que (x < y ou y < = ou z#y) é falso. Suponha que x co y. E
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necessario entao provar que r < y e y < x e x#y sao os trés falsos para
r,y € Vg:

1.1:

1.2:

1.3:

Como © £ vy, i.e., v < y é falso, tem-se, pela proposicao 7, que r =< y é
falso. Como =< é o fecho reflexivo de <, x < y é falso. Do mesmo modo,
y < x é falso.

Para os itens de um grafo concorrente, x LN y € falso. Suponha que
x#y seja verdadeiro. Pela proposi¢ao 7, tem-se que 3b,0’ € Tg|b #,
b',b Fovet 2 y. Portanto, existem agoes ai,as € Nlay cria b, ay
cria b/, e aq i a,. Como as regras nao preservam itens, as i> ai,
o que é uma contradicao uma vez que gff é anti-simétirca. Portanto,
xF#y é falso.

Como G é um grafo concorrente, Va € {b € N|z € img(prey)}, o con-
junto Preﬁﬁ(a) é finito. Portanto, pela definicao de Prei#, 0 con-
junto A = {a € Nla < bex € img(pre;) eb € Nex € G} é
finito. Entao, pela definicao de UR e pela proposicao 7, o conjunto
B={a € Nla <bex € [dg(b)] eb € N ex € Vg} também finito.
Pela defini¢cao de <y, b <; z e, portanto, a =< x, i.e., B = {a € N|a <
beb<izebeNexeVgt={a€Nla<zexecVs}

2: (<) Suponha que Co(Vg) é verdadeiro. Entao o conjunto {t' € Tg|t' < t}
é finito e x < y ey < x e x#y sao os trés falsos para x,y € V. Sejam
x,y € Vg:

2.1:

2.4:

como x < y é falso, x < y também é falso. Pela proposicao 7, x < y é
falso.
Suponha que x 5N y seja verdadeiro. Pela definicao de é, v =5 Y

er == y. Pela proposicao 7, tem-se que x#y, uma contradicao, uma

vez que x#y é falso. Portanto, x & y € falso, i.e., os itens de G nao
estao em conflito.

Sejam ay,ay € N|a; fj a9, 07 # ay. Suponha que as fj a;. Como a
relacao i é vazia para os elementos de A, tem-se que a; < as e ay <
ay. Pela proposicao 7, a; < ay e as < a;, uma contradicao, uma vez que
< é irreflexiva numa rede de ocorréncia. Portanto, gff é anti-simétrica.
Va € {b € N|x € img(prep)}, o conjunto Pre<i(@ ¢ finito: pela definico
3.30, Presi® = {b € N|b <% a}. Como <% é o fecho reflexivo e
transitivo de (< U i>)|p, onde P ={d' € N|a' <a" ed" € A}. Como
{t' € Tg|t' < z} é finito, tem-se, de modo andlogo ao item 1.4 acima,
que P também é finito. Portanto, P = {a' € N|a' < d" ed" € A} e
Pre<%(a) sio ambos finitos.

4.4 Transformacgao dos Morfismos de OccGGD

A transformacgao dos morfismos de OccGGD é feita de modo andlogo a trans-
formacao dos morfismos de GGD, porém o grafo-nicleo serd usado no lugar do
grafo-tipo, uma vez que o grafo-nticleo é usado para encontrar o conjunto de lu-

gares.
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DEFINIGAO 4.6. (Transformacdo dos Morfismos de OccGGD) Sejam [Occq =
(CTo, IN“D/To Ny ng)] e [Oce; = (CT, INT 7T Ny, ny)] objetos de OccGGD e
R[) = (pRovdRo : (TRoaOTo) — SgO,URO) eR1 = (pRlvde : (TRlaOTl) — Sgl,uRl) duas
redes L/T tais que UR([Occy)) = Ry e UR([Oceq]) = Ry. Seja [(fr, fv)] um mor-
fismo entre [Occy) e [Occ], fr = ¢ : CF° — CT'. O morfismo UR([(fr, fx)]) entre
Ry e Ry serd o par (f : Tgy — Tg,,h: Sg, — S5,) definido por:

| fn(z), sex € dom(fy)

L Vo € Thy, f(x) = { Oy, caso contrdrio

2. VYa € Spy, ha) = { g}beA b, onde A/:. {blc(b) = a} se a € img(c);
s,, caso contrario.

Deste modo, h induz o morfismo entre multiconjuntos g : S;‘%O — 51%'

©

Note que, para qualquer (f}., fi) pertencente & classe de equivaléncia [(fr, fx)],
o morfimso UR([(f, fy)]) é unico (veja a definicdo 3.41). Como OccNets é uma
subcategoria de PTNets, a prova de que UR é um funtor andloga a prova de que R
é um funtor (proposicao 6). Note-se que UR é como um funtor de esquecimento,
uma vez que “esquece” um dos tipos das gramaticas e, conseqiientemente, um dos
morfismos (de tipo).
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5 Transformando Redes L/T em Gramaticas de Grafos

Neste capitulo, serao definidos os funtores G : PTNets — GGD e UG : OccNets —
OccGGD, estabelecendo um relacionamento entre redes L/T e graméticas de grafos.

R

Unf
PTNets —— OccNets

GJ lUG
Unf&

GGD — OccGGD

Os lugares serao transformados em vértices e as transicoes em regras, de modo
que a gramatica de grafos resultante é tal que nenhum de seus grafos possui arcos
(grafos discretos) e nenhuma regra preserva itens. Esta mesma representacao é
usada em [KOR 96|, que relaciona redes de Petri com graméticas de grafos, usando
arvores como dominio semantico (relaciona apenas os objetos). No capitulo 6, serd
mostrado que UG preserva a semantica. Sera visto também que este diagrama nao
comuta pelo fato de as redes de ocorréncia serem mais abstratas que as gramaticas
de grafos de ocorréncia.

Estrutura do capitulo:

e secao 1: defini¢ao do objeto GG = G(R) a partir de uma rede L/T R e prova
de que GG é uma gramatica de grafos;

e secao 2: transformacao dos morfismos de PTNets, i.e., dado um morfismo
entre as redes Ry e Ry g : Ry — Ry, o morfismo G(g) = f : G(Ry) — G(Ry)
é definido. Em seguida, a prova de que G é um funtor;

e secao 3: transformacao das redes de ocorréncia em graméticas de grafos de
ocorréncia e prova de que, para uma rede de ocorréncia R, UG(R) é uma
gramaticas de grafos de ocorréncia.

e secao 4: definicao de como transformar morfismos entre redes de ocorréncia
em morfismos entre gramdticas de grafos de ocorréncia.

5.1 Transformacao dos Objetos de PTNets

Como foi visto anteriormente, a marcagao inicial numa rede L/T pode ser usada
para representar o estado inicial de um sistema e as transicoes podem ser usadas
para representar possiveis mudancas de estado do sistema. Seus equivalentes em
gramaticas de grafos sao o grafo inicial a as regras, respectivamente. Portanto, a
marcacao inicial serd transformada no grafo inicial e as transicoes juntamente com
origem e destino serao transformadas em regras.

Os unicos lugares que podem fazer parte de uma rede estao no conjunto de lugares
da rede; por esta razao sera transformado no tipo da gramatica. A seguir estao as
regras para a transformacgao. Note que nenhum grafo da gramatica resultante possui
arcos. Para a representagao dos vértices dos grafos tipados, serao usados pares (a, n)
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onde a é um lugar e n um nimero entre 1 e a multiplicidade de a na rede L/T, de
modo que o tipo de (a,n) seja a (i.e., a mutiplicidade do lugar a é representada pelo
nimero de itens que tém tipo a).

DEFINIGCAO 5.1. (Transformacédo dos Objetos de PTNets) Dada uma rede L/T
R = (pr,dg : (Tr,O7) = S5, ug), 0 objeto G(R) = (T, I, N,n) é definido da seguinte
maneira:
1. T = (SR,Q,dT,pT), onde pr - 0 — Sgredr: 0 — SR,
2. Para p € S5, TR(u) transforma um elemento p de S¥ no grafo tipado GT =
(G,t, T), com morfismo de tipot = (ty,ta) : G —T:
= (V,0,0,0), onde V =J{{a} x {1,...,u(a)}a € Sg};
. tA 0 — 0;
e iy : V — Sg é a funcao dada por: ¥(a,n) € V, ty(a,n) = a;
3. IT TR(UR)
4. N = TR - {OT},‘
5. a fungao n : N — Rules(T) é definida por n(z) =r : L — R" = (g,t), onde:
o ! = ZdT T — T
.g—( VL_>VR;gA AL%AR) L-)R:(w,w)
o LT = TR(pR( );
o RT = TR(dg(x)).

©

Exemplo 5.1: A figura 5.1 mostra a transformacio da rede R na gramatica de grafos GG
(note que os grafos contém apenas vértices). A forma algébrica da rede R € dada por:

R = (pR, dR : (TR, OT) — SIG_%, ’LLR) Ox pg(x) pg(x)
Sr={a,b,c,d} R P
Tr = {Or,, t1, 12, 3} tl 2% d
IR =20 ti b a

A gramitica G(R) = GG = (T, I", N, n) resultante é dada por:

1. grafo-tipo: T' = ({a, b, c,d},0,0,0);

2. grafo inicial: I7 = (G,t,T) onde G = ({(a,1),(a,2)},0,0,0) e t(a,1) = a =
t(aa 2),

3. conjunto de nomes de regras: N = {t1, o, 13};

4. regras:

0,0,0),t5 (a,1) = a = tL1(a,2),
tR

Ry = ({(b,1), (b, 1(b,1) = b = tF1(b,2) etFi(c,1) =
o n(ty) = (0,idr) =1y : (Lo, 112, T) — (Ry,t%2,T), onde

Ly = ({(b,1), (b,2)},0,0,0), t7(b,1) = b = t£(5,2),

Ry =({(d,1)},0,0,0)e tR2(d 1) =d;
° n(tg = (@,ZdT) T3 : (Lg,tL3 T) — (Rg,tR3,T), onde

Ly = ({(0,1)},0,0,0), t"(b,1) = b, Rs = ({(a,1)},0,0,0) e t"(a,1) =

Observagao: A transi¢ao nula (Or) nao é traduzida, pois isto resultaria numa
regra, onde o lado direito seria um grafo vazio, o que implicaria que a respectiva
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» @a I: (a, 1)(&, 2)

T: |abcd

Ob Or e [@h@] S [G0m e

ty: [(6,1)(0,2)| 25| (d, 1)
|

Od t3: (b,1) | =+ (a, 1)

R GG

FIGURA 5.1- Transformacao de uma rede L/T em uma gramética de grafos.

regra nao eliminaria nenhum item, desrespeitando o fato de que uma regra deve
eliminar algum item (ver defini¢ao 3.8).

O préximo passo é provar que, dada uma rede L/T R qualquer, G(R) é uma
gramatica de grafos, i.e., que satisfaz as condic¢oes da definicao 3.12. De acordo com
esta definicao, é necessario provar que T é um grafo e que I é um grafo tipado. Para
as regras, é necessario provar que elas pertencem a Rules(T) (o conjunto das regras
com tipo T), i.e., que sdo morfismos parciais e injetores na categoria TGraphP(T).
Como as regras nao preservam quaisquer itens, para provar a parcialidade, serd
provado que o lado direito nao é um grafo vazio (i.e., serd provado que o conjunto
de vértices dos lados esquerdos das regras nao é vazio).

PROPOSIGAO 10. Para qualquer rede L/T R = (pgr,dg : (Tr,Or) — S5, ur),
G(R) = GG = (T,I",N,n) é uma gramdtica de grafos.

Demonstracao:

1: T € um grafo: Sp e () sao conjuntos e dr e pr sao funcoes.

2: 1" = (I,t,T) é um grafo tipado em TGraphP(T), pois I e T sao grafos e
t = (tv,ta) : I — T é um morfismo total entre grafos, pois ty : ) — 0 e
tv : Vi — Vr sao totais (pela defini¢ao de TR). Além disso, os diagramas
abaixo comutam fracamente (pois os conjuntos de arcos dos grafos I e T sao

vazios):
p—" g P g
pII > ]jpT d[]j > ]de
Vi——"Vr Vi——"Vr
\%4 \%

3:n: N — Rules(T) é uma funcdo total pois, como pg e dg sao fungées totais
L" e R estao definidos para todo x € N. Portanto, n é um morfismo total.

4:¥x € Nyn(x) =r = (g,t) € Rules(T), i.e., r é um morfismo parcial e injetor
na categoria TGraphP(T):
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4.1: L™ e R" sdo grafos tipados: prova analoga ao item (2) acima.

4.2: v € um morfismo em TGraphP(T'), pois o diagrama (1) abaixo comuta
fracamente em GraphP (vem do fato de que os conjuntos de vértices dos
grafos L, R e T sao vazios, o diagrama (2) comuta fracamente e, como
dom(gy) = 0, o diagrama (3) também comuta fracamente).

g gv=>0

LR D v, 2y,
t{ ) LR tﬁ[ @ }ﬁ te[ &) [té
T T D=0 V=g Ve

4.8: 1= (gv,ga) € um morfismo injetor, pois gy : Vi, = Vr e ga: A, — Ag
sdo, por constru¢ao funcgoes vazias (()).

4.4: r nao é um morfismo total, pois como gy : Vi, — Vi é () (fungao vazia),
o dominio de gy também é vazio (dom(gy) = 00). Suponha que Vi, = (:
Seja pr(x) = p o elemento de S5 que foi transformado em L. Como
Vi =U{{a} x{1,...,u(a)}a € Sg}, isto sé é possivel se Sp = () (neste
caso, Tp = {Or} e, dai, N = () ou se Va € Sg,u(a) = 0 (neste caso,
= Og, ou seja, pr(x) = Og, o que implica que x = Op; mas Op ¢ N):
portanto, Vi, # 0, i.e., gy nao é total.

5.2 Transformacao dos Morfismos de PTNets

Quando uma rede L/T foi transformada numa gramatica de grafos, o conjunto
de lugares foi usado para formar o grafo-tipo. Como um morfismo entre gramaticas
de grafos é definido em funcao de um morfismo entre os grafos-tipo das gramaticas,
o morfismo g entre os lugares da rede serd usado para definir o morfismo fr entre os
grafos-tipo das gramaéticas, porém em “sentido contrario”, i.e., serda usada a relagao
inversa de g, pois num morfismo (fr, fy) : GGy — GG1, o morfismo fr parte do
grafo-tipo de GG para o grafo-tipo de GG. Para a definicao do morfismo fy, serd
usado o morfismo f entre os conjuntos de transi¢oes das redes.

DEFINICAO 5.2. (Transformacdo dos Morfismos de PTNets) Sejam duas redes
L/TRU = (pRoadRo : (TRoaOTo) - S;?O,URO) el = (pR17de : (TR17OTI) - S;‘gl’uRl)
e GGy = (Ty, Iy, No,ng) e GGy = (T1, I, N1, ny) gramaticas de grafos discretas tais
que G(Ry) = GGy e G(R,) = GG,. Seja (f,g) : Ry — Ry um morfismo entre as
redes Ry e R;. Da transformacgao dos objetos, tem-se que: Ty = (Sg,,0,0,0), T1 =
(SRU (Z)a (Z)a (Z))a No =Tg, — {OTO} e Ny =Tg, — {OTI}' O morfismo G(fa g) = (fTa fN)
entre as gramdticas de grafos GG, e GGy serd o par (fr,fn) : GGy — GGY,
fr = (gv,g4) : Ty — Ty e fy : Ng — Ny, definido por:

1. gA:AT1—>ATOegA:(Z)

2. gv - VTl - VTO e Vbe SRl,gv(b) = @, 56 be [[‘g(a)]]’

undef, caso contrario.

3. Vz € Ny, fn(z) = { f(z), se f(z) # Or;

undef, caso contrario.
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FIGURA 5.2- Duas redes L/T e suas representagoes algébricas.

Esta opg¢ao para a transformacao dos morfismos justifica algumas das restri¢oes

impostas aos morfismos em PTNets (veja a definigao 2.6).

Por exemplo, suponha

que g(a) = 2b @ c. E necessirio representar g em termos de um morfismo entre

grafos.

Como pela transformacao o grafo-tipo contém apenas os elementos b e c,

nao ha como representar esta idéia (de que g(a) é um multi-conjunto, ao invés de
um conjunto) por um morfismo.

Exemplo 5.2: A figura 5.3 mostra as gramaticas de grafos resultantes da aplicacio do funtor
G as redes Ry e Ry da figura 5.2. Um morfismo entre as redes Ry e Ry é o par (f,g) : Ry —

R dado por:
a k tl U1
blméoén to V2
Cc 051 t3 Vs
d 051 t4 ()
e 051 t5 OT1

0 morfismo G(f, g)

= (fr, fn) : GGy — GG é dado por:

morfismo de tipos

morfismo de regras

V1

fT( ) =a, pois k € [g(a)] = {k} In(t1) = vy, pois f(t1) =
fr(l) = undef, pois fz € Sg,|l € [g(2)] | fn(tz) = vy, pois f(ts) = vy
fr(m) = b poism € [g(b)] = {m,n} ~(t3) = v3, pois f(t3) = v3
fr(n) = b, poisn € [g(b)] = {n, m} Ix(ts) = va, pois f(ts) = vs
fn(ts) = undef, pois f(t5) = Op,
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GG GGy
In: |(e,1)(d,1)(b,1) Li: |(m,1)(n,1)
To - T :
ti: [(a, 1) 21| (b,1)(b,2) vr (k1) |2 (m, 1) (m, 2)(n, 1)(n, 2)
ty: [(b,1)] 2] (a,1) vy |(my 1) | 25 (k1)

ts: (e, 1)(b,1)] = [(d, 1) vy [ (m,1)] 2 [0]
e (@] =5 e s [(k )] (0]

ts | (d,1)(d,2)| 2| (b,1) vs o | (k,1)(k,2)(m, 1) | = (1,1)

Fi1GURA 5.3- Gramaticas resultantes da aplicacao do funtor G as re-
des da figura 5.2.

Para provar que G(f, g) = (fr, fx) é um morfismo em GG é necessério provar que
fr ¢ um morfismo entre grafos tipados e que as regras mapeadas por fx sao subregras
(no nosso caso as fungoes de inclusao serao isomorfismos) das regras traduzidas pelo
funtor 7y, induzido por fr (veja a definicao 3.13).

PROPOSIGAO 11. Dado um morfismo (f,g) : Ry — Ry na categoria PTNets,
G(f,g) € um morfismo na categoria GGD.

Demonstracao:

1: fr € um morfismo em GraphP:

1.1: ga e gv sdo fungdes (parciais), pois como g4 = 0, ga é trivialmente
um morfismo. A funcionalidade de gy é implicada pela definicao dos
morfismos entre redes L/T: sejam a € Vg, ag,a1 € Vp,,gv(a) = ag e
gv(a) = ay; isto implica que a € [g(ap)] e a € [g(ay)]. Como [g(ag)] N
[g(a1)] # 0 tem-se que ag = a; (pela defini¢ao 2.6). Portanto, gy é um
morfismo.

1.2: os diagramas abaizo comutam fracamente pois gy opr, 0 g% = pr,ogal =
gVodTo ngszl OgA! :®

)y P2y
S
o g Sk, — Sk

2: fn € uma funcdo parcial: segue do fato de que o primeiro componente de um
morfismo entre redes L/T ser uma funcao: sejam t' € dom(fy),to,t; € To.
Int) =toe fn({t') =t < f(t') =ty e f(t') = t,. Como f é uma fungao,
t[) - tl-

3: Subcomutatividade: é necessario provar que o diagrama abaixo possui a pro-
priedade da subcomutatividade, i.e., que iy o fxy CF Ry, o p:
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No 2 R(Tp)

fNJ ch ‘/RfT

Ny b— R(T})

Para isto, sejam:

e thp € Ny

° ’no(t[)) =Tg: Lgb — Rgb,'

o Tp(ro)=71":L' = R, Tt (Ly) = L' e Tt (Ry) = R, onde os diagramas
(1) e (2) abaixo sao pullbacks em Graph. Pela transformacao de i,
ro = ((0: Vy — Vg,0),id). Portanto, r' = (0 : Vi — Vi, 0),id).

tLo tRo
Lo—— T, Ry—— 1T,
L’l—vfdom(fN)(ﬁ T, R’l—vgdom(fN)(f*—> T,
N N

Ha dois casos, caso ty seja ou nao um elemento do dominio de fy:

Caso 1: ty € dom(fy). Sejam:

o t1 = fn(to);
° nl(tl) =7Ty: L{l — Rfl,
Portanto:

n1 o fn(to) =ni(fn(to)) = mi(t:) = [r1]

Rir 0 Mo(to) = Ry (Mo(to)) = Ry ([ro]) = [Tpr(r0)] = [r']

E necessdrio provar que ' ndo é um isomorfismo e que [ri] CF [r'], ou
seja, que r; C" r'. Para isto, é preciso encontrar, para o diagrama abaixo,
morfismos iy, e ig que sejam totais e injetores tal que (1) seja pushout. Como

ig € definido de maneira analoga, sera definido apenas iy,.

L1LR1

Z'LJ/A (1) [iR

L'——R

3.1: defini¢ao de iy: seja hy, : Ly — Ly o morfismo definido por hy(a,n) =
(e,n) & fr(a) = c. Serd provado que hy é uma func¢ao total e sobre-
jetora, que (¢,n) € Ly e que o diagrama externo abaixo comuta. Isto
implica na existéncia do morfismo universal iy, : Ly — L' tal que (1) e

(3) comutem. Serd entao provado que iy, é um isomorfismo, i.e., é total,
injetor e sobrejetor.
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T1<—|L1 Ry———1T

% LA

I dom(fT) & L' (1)) hL hr R’ — dom(fT) I

3.4:

3.5:

fT!I ) Ivl w] IfT!

Ty +———— Ly Ry ——1Tj
tLo tRo

3.1.1: hy, é uma funcao: f(a,n) = (co,n) e f(a,n) = (c1,n) < fr(a) =
co e fr(a) =c1 < ¢y =1 (pois fr é uma fungao parcial).

3.1.2: hy, € um morfismo total: f(a,n) = undef < fr(a) = undef &
a & dom(fr). Como (a,n) € Li,a € [pg,(t1)], i.e., a € [pr, (f(t0))]-
Isto implica que pg, (t1)(a) > 0. Pela condi¢ao 5 da defini¢ao 2.6,
(PR, © f(t))(a) = (g © pr,(t))(a), ie., g(pr,(to))(a) > 0. Portanto,

€ [9(pry(to))], i-e., 3b € Sg,la € [g(b)] (pela defini¢ao 2.4). Isto
implica que gy(a) = b, ou seja, fr(a) = b, contrariando a hipdtese
de que a ¢ dom(fr). Portanto, f é total.

3.1.3: hy é um morfismo sobrejetor: seja (ag,ng) € Lo. E necessdrio
provar que (a1, ng) € Lyi|hg(a1,n9) = (ag, ny). Pela definigao de g,
aop € img(fr), i.e., ag € [ug] e fr(a;) = ag. Como (pr,of(ty))(a) =
(gopr,(to))(a), a1 € [u1] e ug(ag) = ui(ay), i.e., (a1,a9) € Ly. Pela
deﬁnigéo de hL, hL(CLl, ng) = (ao, no).

3.1.4: (¢,n) € Ly: pela construcao de Ly, é necessdrio provar que
Pro(to)(c) = n. fr(a) =c < gv(a) =c < a € [g(c)] = g(c)(a) =
1 (pela condigao 4, defini¢ao 2.6).

(a,n) € Ly & a € [pr,(t1)] & a € [pr, (f ()] < pr,(f(t))(a) >
0

Pela construcao de Ly, n < pg, (t1)(a). Pela condigao 5 da defini¢ao
2.6, pr,(f(t0))(a) = g(pr,())(a), ie, n < g(pr,(t))(a). Pela
definicao 2.4, 3d € [pgr,(to)]|la € [g(d)]. Como d é unico (pela
condi¢ao 6 da defini¢ao 2.6), d = c e g(pg,(to))(g(c)) = pr,(to)(c).
Como a € [g(c)], g(pro(to))(a) = pro(to)(c). Portanto, g(c)(a) =
Pro(to)(c). Como pg, (t1) = g(pr,(to)), tem-se que pg,(to)(c) > n.

3.1.5: o diagrama externo comuta: claramente, fp ot =tk o hy.

i eig sGo morfismos totais: como hy, é total e (2) comuta, iy, é total.

ir, € um morfismo injetor: suponha que ir(ag,ng) = ir(a;,ny) = X.

Sejavi(X) = (¢,n). Como (1) comuta, hy(ag,ng) = (¢,n) e hy(a;,ny) =

(e,n), ie, ng =n =ny e fr(ag) = ce fr(a1) = c. Como (3) comuta,

frouyoip =t & thi(ag,n) = ag = frou(X) =tl(a;,n) = a.

ir, € um morfismo sobrejetor: seja X € I'. Como u é total e hy, é

sobrejetor, u(x) € img(h). Como (1) comuta, Ja; € Lilir(a1) = X.

o diagrama (4) abaizo é pushout em TGraphP(T): para isto é preciso

provar que (4) comuta e que, dado que (1) é pushout, provar que existe

um isomorfismo h : R — R', i.e., mostrar que o morfismo h existe, que

é total, injetor e sobrejetor. Comory = (0 : Vi, — Vz,,0 : 0 — 0) e

r=0:Vy = Ve,0:0 — 0), (4) comuta. Como (4) comuta e (1)
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é pushout, h serd o morfismo universal onde (2) e (3) comutam. Serd
provado que ¢ é um isomorfismo. Como ir também é um isomorfismo
e ir =10h, h também é um isomorfismo.

L —— R, L —— Ry
iLJj (4) fiR iLJ/A (1) ll
I——R I——R o\
(2)&
7'" A R/
Como i7, é um isomorfismo, e 1y = 0, r = (. Como (1) é pushout,

i é sobrejetor. Como (3) comuta e ir é um isomorfismo, i é total.
Suponha que i nao seja injetor, i.e., a # bei(a) = i(b). Como (3)
comuta, h(i(a)) = igr(a) e h(i(b)) = ir(b). Como h é um morfismo,
h(i(a)) = h(i(b)), i.e., ig(a) = ir(b), uma contradigao, pois ir é um
isomorfismo. Portanto, ¢ é um morfismo injetor, i.e., é um isomorfismo.
3.6: iy, eip sdo sequras: é necessario provar que VX € L'ty (X) € img(tl) =
Jp € Lilir(p) = X. Seja t’" = frou.
t"'(X) = a € img(t") = 3n|(a,n) € L. t"(a,n) = a & frou o
ir(a,n) = a < tY oig(a,n) = a <t (ig(a,n)) = a. Como (3) comuta,
ir(a,n) =X.
3.7: ' nao é um isomorfismo: como r' = (b, é necessario mostrar que L' # (),
i.e., Vi, # (. Claramente isto se verifica, dado que (3) comuta e Ly # ().

Caso 2: ty & dom(fy).

3.8: 1" € um isomorfismo: como r' = (0),id), é necessdrio mostrar que L' =
R' = (). Como, neste caso fy(to) = undef, f(to) = Or,. Por definigao,
Pr,(Or) = Os, = dg,(Or,). Como [pg, o f(to)] = [g ° pr,(to)] e
[Pr, (Ory)] = [pr.(f(t0))] = 0, tem-se que [g o pg,(to)] = 0 e, portanto,
[pr, © f(to)] = 0. No caso de pr, = 0, Ly = 0. Dai, L' = () dado que
é um objeto pullback. Suponha que pg,(ty) # 0: seja ag € [pr,(to)]-
Como [g o pr(to)] = 0, [g(ao)] = 0, i.e, ap & img(fr). Portanto,
img(tto) Mimg(fy!) = 0 e, dai, L' = 0, dado que é um objeto pullback.

4: I =2 T, (I)?), i.e., é preciso encontrar um isomorfismo i : I, — I' no dia-
grama abaixo, onde (2) é pullback em Graph. Para isto, é necessario definir
o morfismo i e provar que é total, injetor e sobrejetor. i e h sao definidos de
modo analogo a iy, i.e., i é total, injetor e sobrejetor.

fr
To PELH dom(fT)CL T
tLOI (2) Iv 3) }Il
I - I ——1,

u

(1)
h
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O préximo passo é provar que G é um funtor, o que pode ser feito de modo
analogo a prova da proposicao 6.

PROPOSICAO 12. O funtor G : PTNets — GGD ¢ bem definido.

5.3 Transformacao dos Objetos de OccNets

Serd usada uma idéia semelhante & tranformacao de redes L/T em graméticas
de grafos para transformar uma rede de ocorréncia numa gramatica de grafos de
ocorréncia: o conjunto de lugares é transformado no grafo-nicleo e também no
grafo-tipo. Portanto, o grafo-tipo serd o mesmo que o grafo-nicleo e o morfismo de
tipo sera a funcao identidade.

DEFINICAO 5.3. (Transformacdo dos objetos de OccNets) Dada uma rede de
ocorréncia decorada R = (pr,dg : (Tr,Or) — S%,ugr), seja GG = G(R) = (Ty, I™, Ny, ny).
O objeto UG (R) = [(CT,IN®/T N, n)] é definido por:

1. T=1T

2. T = (T, idy, T)

3. INY/T = (1T ¢',CT), (t' =t!, idy).

4. regras: N = {(z,r)|lr € Ny er = 3(z)}, onde ((x) é dado por:

B(z) = " = (my(),idy) : L — RY"

onde, para ny(z) =r" : LT — R":

L = (L7, t,,C7) RC" = (R7,t,,CT)
LT = (L,t",T) e ¢ RT = (R,tR T)
t, = (tF,idr) ty = (t%,idr)

5. n(x,a) =a
©

A proposicao a seguir estabelece uma equivaléncia entre as relagoes de conflito
e de ocorréncia em gramaticas de grafos de ocorréncia e as relagoes de conflito e
ocorréncia em redes de ocorréncia, tal como no capitulo anterior (proposigao 7). A
prova também é analoga e sera omitida.

PROPOSIGAO 13. Seja [Occ = (CT,IN“/T N,n)] e R = (pr,dr : (Tr,Or) — S5, ur)
uma rede L/T tal que UR([Occ]) = R. Entdo, as sequintes implicagoes sio ver-
dadeiras para todo x1,xo € C' ou x1,x9 € N.

1. 21 <29 = 11 29
2. 11 2Ty =21 < 19

3. 11 i> To = T1H#To

4. 11 :#> To = T1H#To

5. r1#1xe = Jz, 2" € Clx Fr e <z ex <z

O proximo objetivo é provar que, para uma rede de ocorréncia R qualquer, o

objeto [Occ] = UG(R) é uma gramatica de grafos de ocorréncia, satisfazendo as
condicoes da definicao 3.31.

PROPOSIGAO 14. Dada uma rede de ocorréncia R, o objeto [Occ = UG(R) =
dtgg| € uma gramdtica de grafos de ocorréncia.
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Demonstracao:

1: Occ € uma gramdtica de grafos duplamente tipada:
1.1: CT € um grafo tipado, pois T = C' e o morfismo de tipo é a identidade.
1.2: INY7T ¢ um objeto de DTGraphP(CT), i.e., é um grafo duplamente
tipado, uma vez que t', o morfismo de tipo do grafo inicial, é total e o
diagrama abaixo comuta.

i
I—C=T

t! —[ —|:idT
idp

T———T

1.3: n é uma funcdo total: segue da defini¢ao.
2:Ya € N,<¥# ¢ anti-simétrica: seja a € N. Suponha que Ja;,a; € Nl|a; #
as,a; <¥ ay e ay <¥ a;. Como <¥ é o fecho reflexivo e transitivo de (<

U i>)|p,"eg(,l), tem-se que a; < as e ay < ay, uma vez que os elementos de

Pre=(a) nao estao em conflito (se dx,y € Pre=(a)|z #, y, pela proposicao
13, x#y e como x < a ey < a, tem-se que a#a, o que é uma contradi¢cao
uma vez que uma rede de ocorréncia nao possui autoconflitos). Portanto,
a, = az eay = a;. Como a; # ao, tem-se que a; < as e ay < ay. Pela
transitividade de <, tem-se que a; < a;, uma contradicao, uma vez que < é
irreflexiva numa rede de ocorréncia. Portanto, Va € N,<¥ é anti-simétrica.

3. &5 ¢ irrefleziva: Suponha que, do contrario, 3z € N U Clz s 2. Pela
definicao de conflito, x N x, Le., Jy|x #, yey < x. Pela proposicao
13, x#x, uma contradicao, uma vez que R é uma rede de ocorréncia e, por
conseguinte, livre de autoconflitos.

4:Ya € N, Pre<"(a) ¢ finito: segue do fato de que o conjunto {t € Tg|t < a} é
finito.

5: CT € um grafo-micleo: ie.,Vr € CT, 3y € (I" v (|4

_ { ing(;(y), 1fy € IT,

R,)) tal que

a€img(n)

post,(y), sey € R, ey & dom(r,)

Como uma rede de ocorréncia é uma rede segura, todos os lugares fazem
parte ou da marcacao inicial ou da pds-condicao de alguma transicao. Sejam
Y1 € Yo que sao mapeados para x. Existem trés casos, dependendo de y; ou
Yo pertencerm ao grafo inicial ou a lado direito de regras.

Caso 1: y; e ys pertencem ao grafo inicial. Pela definicao de UG isto nao
é possivel, uma vez que a marcacao inicial de R é um conjunto.

Caso 2: y; pertence ao grafo inicial e iy, pertence ao lado direito de alguma
acao a. Isto também nao é possivel, pois, pela definicao de rede de ocorréncia,
a marcacao inicial nao faz parte do destino de transicoes.

Caso 3: y; e y, pertencem ambos ao lado direito de alguma acao a ou a
acoes diferentes b e c. Como numa rede de ocorréncia os lugares sao destino
de no maximo uma transicao e, além disso, a multiplicidade dos lugares é 1,
tem-se que y, ey, € Sy, o que implica que y, e y, € CT e, portanto, nao
possuem a mesma imagem.

6: ¥Y(n,,a),(n.b) € N,pre, = pre, er, = r, = post, = post,: segue direta-
mente da definicao de UG.
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7:V(r,a) € N:
7.1: a é um morfismo entre grafos duplamente tipados, pois a = (0, idr).
7.2: ¥(x,a1), (x,a2) € N, Vr(a1) = Vr(az): segue diretamente da defini¢ao

de UG.

Na proposicao a seguir, sera estabelecida uma relacao entre grafo concorrente e
elementos concorrentes, tal como no capitulo anterior, e a prova pode ser feita de
maneira analoga.

PROPOSIGAO 15. Sejam R uma rede L/T e Occ um objeto de OccGGD tais que
UG (R) = Occ. Seja G = (Vig,0,0,0) um subgrafo do grafo-nicleo de Occ. Entao,

G é um grafo concorrente se, e somente se, Co(Vg).

5.4 Transformacgao dos Morfismos de OccNets

A transformagao dos morfismos ¢ feita de modo analogo a defini¢ao 5.2: o mor-
fismo entre os conjuntos de lugares sera usado para encontrar os morfismo entre os
grafos-niicleo, uma vez que é o conjunto de lugares que é transformado no grafo-
nicleo. Este mesmo morfismo sera usado para encontrar o morfismo entre os grafos-
tipo.

DEFINICAO 5.4. (Transformacdo dos Morfismos de OccNets) Sejam as redes de
ocorréncia R = (pgr,dg : (Tgr,Or) — S5, ug) e
Ry = (pr,,dr, : (Tr,,O1,) — S;‘gl ,UR, ) € as gramadticas de grafos de ocorréncia [Occ =
(CT IN“/T N,n)] e [Oce; = (C{1, IN“ /10 Ny, )] tais que UG(R) = [Occ] e
UG (Ry) = [Ocey]. Das defini¢gées de UR e UG, tem-se que T = C = (Sg,0,0,0),
T, =Cy = (Sg,,0,0,0), TR = NN {Or} e Tr, = Ny N {07, } (veja a definigao 5.3).
[(fr, fn)] é definido como o morfismo dado por fx : N — Ny e fp = (c,t) : CT" —
CTc=t=(d,0):C, — C, onde:

| f(x), se f(x) # Op
o Vo €Tk — {OT}v f(x, T) o { undef, caso contreifio
b, sea € [gb)];

undef, caso contrario.

e Va € Sg,,d(a) = {
©

E importante observar que, definido deste modo, UG nao é sobrejetor em relacao
aos morfismos: pode haver mais morfismos entre UG (R;) e UG(Rz) do que entre
R1 [§] RQ.

PROPOSICAO 16. Sejam R, e Ry duas redes de ocorréncia e g : Ry — Ry um
morfismo entre Ry e Ry. Entao [(fr, fv)] = UG(g) : UG(R;) — UG(Ry) é um
morfismo em OccGGD.

Demonstracao:

1: Pela definicao 5.3, ¥Y(nry, a), (nre,b) € N, (nry,a) # (nry,b) = nry # nry e,
portanto, a condicao 1 da definicao 3.32 é satifeita. Para a condicao 2 da
mesma definicao, tem-se o seguinte diagrama:
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C = dom(c) —=C,

z'd(;] o) If @ }-dq

T:C(t—!|d0mt(LT1¥CI

—Adom(t)——
t=c
Como f também é a fungao identidade, (1) é pullback e (2) comuta.
Resta mostrar que (fr, fy) é um morfismo em DTGG, i.e., que I

DT, (I) e que o diagrama a seguir subcomuta. O restante desta prova é
analoga a prova da proposicao 11.

N+— DR(CT)

fn l QR J/DRfT

Ny —— DR(CT")
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6 Relacoes entre Gramaticas de Grafos e Redes L/T

Neste capitulo, serao estabelecidas relacoes entre as categorias PTNets, GGD,
OccNets e OccGGD:

UnfEk
PTNets —— QOccNets

(e el Jon
Unf< __
GGD ——— OccGGD

Este diagrama nao comuta. Porém, as categorias PTNets e GGD sao equivalentes.
Sera visto que os funtores UR e UG preservam o colimite dos diagramas usados da
definicao da semantica e também contra exemplos para uma possivel adjuncao: a
semantica de uma rede L/T é mais abstrata que a semantica de uma gramética de
grafos.

Estrutura do Capitulo:

e secao 1: prova de que as categorias GGD e PTNets sao equivalentes;

e secao 2: prova de que os funtores UR e UG preservam colimites e contra-
exemplos para uma possivel adjuncao. Estabelecimento de uma relacao entre
as semanticas de redes L/T e de gramdticas de grafos.

6.1 Relacao Sintatica

Nesta secao, serd mostrado que as categorias GGD e PTNets sao essencialmente a
mesma [ASP 91], i.e., sio equivalentes. Para isto, serd mostrado que, para uma rede
L/T R, RoG(R) = R, usando as defini¢oes de R e G: serd aplicada a definicao de R
no resultado de G(R) e serd obtida uma rede isomérfica a R (neste caso especifico,
serd obtida a igualdade). De modo andlogo, serd obtido um isomorfismo para as
gramaticas de grafos discretas.

PROPOSICAO 17. As categorias PTNets ¢ GGD sao equivalentes.

Demonstracao:
Sejam R = (pg,dg : (Tr,Or) — S, ug) um objeto de PTNets e GG = (T, 17, N, n)
um objeto de GGD. E necessério provar que G o R(GG) = GG e que Ro G(R) = R.
1: (Redes L/T) Seja GG = (T, I", N,n) um objeto de GGD tal que G(R) = GG.
Pela definicao 5.1, a gramatica GG é dada por:
1. T = (SR,Q,dT,pT), onde pr - 0 — Sgedr: 0 — SR,
2. Para p € S5, TR(u) transforma um elemento de S§ no grafo tipado
G" = (G,t,T), com morfismo de tipo t = (ty,t4) : G — T
e G=(V,0,0,0), onde V = J{{a} x {1,... ,pu(a)}|a € Sr};
[ tA : @ — (Z),'
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e ity : V — S é a funcao dada por: Y(a,n) € V, ty(a,n) = a;

3. IT TR(’LLR)

4. N =Tr —{Or};

5. a fungao n : N — Rules(T) é definida por n(z) =r: LT — RT = (g,1),
onde:

e t=vudr:T — T

°g=(gv VL—>VR,9A Ap— Ag): L — R=(0,0)
o LT = TR(PR( );

e R" = TR(dg(x)).

Serd mostrado que as redes R e R(GG) = Ry = (pg,,dg, : (Tr,,Or,) — S5, ur,)
sao iguais, i.e., possuem o mesmo conjunto de lugares, o mesmo conjunto
(apontado) de transicoes, que pr = pr,, dr = dp, € que possuem a mesma
marcacao inicial. Pela definicao 4.2, a rede R, é dada por:

1. Sgr, = Sg, o conjunto de vértices do grafo-tipo T = (Sg, 0,0, 0);

2. (TRUOTl) =NU {OTl} = (TR,OT) — {OT} U {OTl}; onde OT € N éo
elemento apontado de Ty. Tomando O, = O, uma vez que sao valores
quaisquer, tem-se que (Tg,,Or1,) = (Tg, Or).

3.Vz € N,n(z) =r" : LT — R", sejam os morfismos de tipo t"* : L — T
etf:R—T. Va S Vi (Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),

( Cilly € Virlt'(y) = ) =
=Cd({(a,1),...,(a,pr(z)(a))}) =
— pr()(a), se a € imgl(")
0 = pgr(z)(a), caso contrario
ot
= a,1l),...,(a,dg(x)(a =
* A (@)@ =N 2 gp(2)(a), se a € img(tF)
| 0=dg(7)(a), caso contrdrio
4. pr,(Or) = dg,(Or) = Osy;
Sty iy
= a,1),...,(a,ug(a =
5. Va € Vp = SR,URI(GJ) = _ UR(CL), seac img(tl)
0 = ug(a), caso contrdrio
2: (Gramdticas de Grafos) Seja R = (pr,dg : (Tr,O7) — S5%,ur) um objeto de

PTNets tal que R(GG) = R. De acordo com a defini¢ao 4.2, a rede R é dada

por:

* pr, (2)(a) =

N7

. Sr = Vi, o conjunto de vértices do grafo-tipo T = (V,0,0,0);

. (Tgr,Or) = NU{Or}, onde Or ¢ N é o elemento apontado de Tg;

.Vz € N,n(z) =rT : LT — RT, sejam os morfismos de tipo t* : L — T
et : R — T. Os morfismos pr e dp sao definidos da seguinte maneira:
Va € Vi (Cd(A) = cardinalidade do conjunto A),

e pr(z)(a) = { Cd({y € Vir|th(y) = a}), se a € img(t")

W N

0, caso contrario

{ Cd({y € Vpr|th(y) = a}), se a € img(tT)
[ ] dR (a
0, caso contrario

) OSRﬂ

Cd({y € Vilt'(y) = a}), se a € img(t)

0, caso contrario

4. pR(OT) = dR OT
5. Va € Vp,ug(a) = {
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Serd definido um isomorfismo i : G(R) — GG. De acordo com a defini¢ao
5.1, a gramdtica G(R) = GGy = (Ty, I*, Ny, n,) é dada por:

1. Ty = (SR,Q,dT,pT), onde pr 0 — Sgr edr: 0 — Sg. Como S = Vr,

tem-se que Ty =T, i.e., GG e GG possuem o mesmo grafo-tipo;

2. Para p € S5, TR(u) transforma um elemento de S§ no grafo tipado

G" = (G,t,T), com morfismo de tipo t = (ty,t4) : G — T
e G=(V,0,0,0), onde V= J{{a} x {1,... ,p(a)}|a € Sr};
oty — 0;
e ty : V — Sg é a fun¢ao dada por: ¥(a,n) € V, ty(a,n) = a;
3. I = TR(ug);
4. Ny = (Tg,O7)—{Or} = NU{Or} = N. Portanto, GG e GG, possuem
o mesmo conjunto de nomes de regras;
5. a fungao ny : N; — Rules(T) é definida por ny(x) = r : LT — RT =
(g,t), onde:
ot—idp:T —T;
° g:(gV:VL%VR,gAIAL—)AR)IL-)R:(Q,Q)
o LT = TR(pr(x));
e RT = TR(dg(x)).

Note que Ya € Sg,ug(a) = Cd({y € Vi|t'(y) = a}), para a € img(t!).
Seja m, um isomorfismo entre os conjuntos A = {y € Vi|t!(y) = a} e B =
{(a,1),...,(a,ur(a))} (note que A e B possuem a mesma cardinalidade). Os
elementos de A sao vértices do grafo I e os elementos de B sao vértices do
grafo I; e todos possuem tipo a. O isomorfismo m : I — I, é definido por
m = U,es, Ma- Portanto, o diagrama abaixo comuta.

I /-1

idr

T——T
Os isomorfismos entre as regras sao definidos de maneira analoga, o que
induz um isomorfismo iy : N — N;. O isomorfismo i é entao dado por
i = (idr,iy) e satisfaz as condi¢oes da definigao 3.13:
1. Subcomutatividade: T o fy CF Ry, ony. De fato, as regras sao
isomodrficas: ng o fn = Ry, o ny.

N —— R(T)

idn ‘ gR JRidT

Ny b— R(T})

2. IT =2 Tig, (IT)
3: de modo analogo, usando as defini¢coes de R e G, pode-se mostrar que para
todo morfismo f de PTNets (g de GGD), Ro G(f) = f (GoR(g) = g).

6.2 Relacao Semantica

Os funtores UR e UG nao constituem adjuncao, uma vez que os conjuntos A =
OccGGD[UG (R), GG (para uma categoria qualquer C, Cla,b| denota a classe dos
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Ry : @a @b Ry : ®a1

|
Rr: Oy O
RN
R;: @c Oa2 Oag

FicUrA 6.1- Exemplos de Redes de Ocorréncia.

morfismos f : a — b) e B = OccNets|R, UR(GG)| nao sao isomorficos. No exemplo
a seguir, sao dadas uma rede R e uma gramatica GG de modo que os conjuntos A
e B tenham cardinalidades diferentes.

Exemplo 6.1: Nas figuras 6.1 e 6.2, as gramaticas GG, GG5 e GG'3 possuem conjunto
de regras vazio, UR([GG3]) = Ry e UG(R;) = [GG,]. E facil observar que existem dois
isomorfismos f1, fo : Ry — Rs. Porém, nio existe nenhum morfismo [’ : [GG1] — [GGs]
entre as gramaticas [GG1] = UG (R;) e [GGs), uma vez que os Gnicos morfismos n3o vazios
entre C;” e O] so:

Cl a id a Tl = Cl Ol Cli id 70/ Tl = 01
b b b b/,
2 (2) |t e (1)
Cs b < T Co b < Ty
al _ al _
Neste caso, Cy = dom(c;) = dom(cz) e os diagramas (1) e (2) n3o s3o pullbacks.

Portanto, estes morfismos n3o induzem nenhum morfismo entre as gramaticas de grafos de
ocorréncia GG e GG, (veja o item (2) da definicdo 3.32).
_
De modo andlogo, os conjuntos de morfismos A = OccGGD[GG, UG (R)] e B =
OccNets[UR (GG), R] nao sao isomérficos. Como contra-exemplo, também sao dadas
uma rede R e uma gramatica GG de modo que os conjuntos A e B tenham cardi-
nalidades diferentes.

Exemplo 6.2: Observe também nas figuras 6.1 € 6.2 que UR([GG3]) = R3 e que UG (Ry) =
[GG,). Veja que existe apenas um morfismo (n3o vazio) f : R3 — R, entre as redes R3 e
R4 e que existe mais de um morfismo f' : [GG3] — [GG4]. Por exemplo, os morfismos
g1, 92 : [GG3] — [GG4)] induzidos pelos dois morfismos abaixo (note que a condic3o (2) da
definicdo 3.32 é satisfeita).

13

T4 == 04 04 {al GJZ] i a; Qg T4 == 04
—
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GG1 GGQ

GG;), GG4

T3 . CC1 Cy T4 . a1 a9 Qs

Q
'I' = EE
Q

E =] [=] [~
= =

Cy: Jay az as

r

> [z aa]

FIGURA 6.2- Gramaticas de Grafos de Ocorréncia Discretas.

~
g
[

Note que, se estes funtores constituissem uma adjuncdo onde a unidade (ou
co-unidade) fosse um isomorfismo, o diagrama abaixo comutaria a menos de isomor-
fismo.

UnfR
PTNgts —— OccNets

oo o )

GGD —— OccGGD

Estes funtores nao formam adjunc¢ao porque, devido ao fato de as gramaticas de
grafos de ocorréncia possuirem dois (grafos) tipos, elas sdo menos abstratas do que
as redes de ocorréncia e dai nao é sempre possivel obter um isomorfismo na relagao
semantica. Esta situacao pode ser contornada de duas maneiras:

1. definir uma nova categoria semantica UNets (para as redes L/T) onde os ob-
jetos sejam redes de ocorréncia que sejam unfoldings (finitos e infinitos) das
redes L/T. Como pode ser notado na defini¢cao dos unfoldings, os lugares
da rede L/T original sdo “guardados” no conjunto de lugares dos unfold-
ings (veja a definicao 2.17). Dai é possivel retirar destes objetos-unfoldings
informacoes para definir o grafo-tipo, obtendo assim comutatividade para o
diagrama abaixo.

PTNets —— OccNets —— UNets

] |

GGD OccGGD

2. definir uma nova categoria OccGGA para as graméticas de grafos de ocorréncia,
onde seus objetos possuem como tipo apenas um grafo (sendo, portanto, ob-
jetos de GG). Esta categoria se relaciona com OccGG através de um funtor
que “esquece” um dos tipos, deixando o grafo-niicleo. Assim, é obtida comu-
tatividade para o diagrama abaixo.
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PTNets OccNets

1 1

GGD —— OccGGD — OccGGDA

Sendo assim, para estabelecer uma relagao entre Unf?(R) e UR(Unf%(GQ)) e
entre UG (Unf®(R)) e Unf¢(GG), a seguinte relagao entre unfoldings finitos serd

feita:

1.

para uma rede L/T R, Uk(R) = UR (UE(G(R))). Deste modo, como Unf?(R)
é o colimite dos unfoldings finitos UE(R) e UR preserva os colimites dos

diagramas usados na definigio semantica, tem-se também que Unff?(R) =
UR (Unf%(G(R))).

. para as gramaticas de grafos discretas, nao existe uma relacao por meio de um

isomorfismo. Porém, serd mostrado que ha um morfismo total e sobrejetor
h : UE(GG) — UG (UE(R(GG))), que determina um isomorfismo entre os
grafos-niicleo e entre as regras das duas gramaticas (a diferenca reside apenas
no grafo-tipo). Este fato decorre da escolha em definir UG (R) de maneira que
o grafo-tipo é o mesmo que o grafo-nicleo (veja a defini¢ao 5.3). Deste modo,
como Unf%(GG) é o colimite dos unfoldings finitos UL (GG) e UG preserva
o colimite deste tipo de diagrama, Unf¢(GG) e UG (UnfR(R(GG))) estao

também relacionados por um morfismo com as mesmas propriedades de h.

Veja que, se os funtores UG e UR constituissem uma adjuncao, a demosntracao
destas propriedades poderia ser simplificada.

Os Funtores UG e UR Preservam Colimites Especiais:

PROPOSICAO 18. O funtor UG preserva o colimite dos diagramas usados na
defini¢ao da semantica de redes L/T.

Demonstracao:

1:

Seja R umarede L/T e (Unfr(R),{fo, fi,--- s fk,-..}) 0colimite do diagrama
formado pelos unfoldings finitos de R.

mno

Up(R) — Up(R)

Unfa(R)

Como cada morfismo in;, é uma inclusao, cada morfismo f, do colimite
também é uma inclusao (veja [MES 94b)). E necessdrio entio mostrar que o
co-cone (UG (Unfr(R)),{UG(fy),UG(f1),...,UG(fx),...}) é o colimite do
diagrama D abaixo em OccGGD.

UG(ino)

UG (UR(R)) — UG (Ul(R)) ——

%"'%UG(UI]%(R))%"'
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Como UG é um funtor, (UG (Unfr(R)),{UG (fo), UG(f1),...,UG(fk),-..})
é um co-cone deste mesmo diagrama. Seja (Oce,{go, g1, -- , Gk, --- }) 0 colimi-
te de D. Entao, o morfismo f : Occ — UG (Unfr(R)) existe e é o unico que
faz o diagrama abaixo comutar:

UG Uh(R) " UG (R) " UG U(R) ——

= Occ

UG (Unfr(R))

f

Como os morfismos iny sao inclusées, pela definicao de UG, UG (iny)
também sao inclusées. Portanto, os morfismos g, do colimite de D também
sao inclusoes (veja [RIB 96b]). Como cada morfismo UG ( fy) é uma inclusao,
uma vez que, pela defini¢ao de Occ em [RIB 96b], cada elemento de Occ per-
tence ao contradominio de algum morfismo g: isto implica que f é injetor. O
morfismo f é também sobrejetor, pois suponha que 3X € UG (Unfr(R))|X ¢
img(f). Isto implica que X nao pertence a imagem de nenhum morfismo
UG (f). Pela definicao de UG, 3X' € Unfr(R)|X" & img(fr). Mas isto é
uma contradi¢ao, uma vez que, pela definicao de colimite em [MES 94b],
todo elemento (transi¢ao ou lugar) de Unfr(R) é imagem de algum fy. Por-
tanto, f é um isomorfismo.

Com um racioncinio analogo, pode-se provar que

PROPOSICAO 19. O funtor UR preserva o colimite dos diagramas usados na
definicao da semantica de gramdticas de grafos discretas.

Relacionamento entre unfoldings Finitos:

Para a proposi¢ao a seguir, ser usada inducao para mostrar que a rede UR (UL (GQ))
é isomérfica a rede UL(R(GQ)).

PROPOSIGAO 20. Sejam GG uma gramdtica de grafos em GGD, GG* = UL (GQ)
0 seu k-ésimo unfolding e R e R* duas redes L/T tais que R = R(GG) e RF =
UR(GG*). Hd um isomorfismo ix = (fr,gc) : R¥ — UE(R) entre a rede de
ocorréncia RF e o unfolding finito da rede R, UL(R).

Demonstracao:

1: Caso base: k =0 (trivial)

2: Hipétese da inducao: existe um isomorfismo iy, = (fi, gr) : R* — UE(R).

3: Passo da inducdo: é preciso provar que, para cada regra em ApplRules"™,
sua transi¢ao equivalente em RFt! tem uma equivalente em U (R), e vice-
versa, para cada transicao em Tklﬂrl — T, existe uma regra equivalente em
ApplRules™™ (se ApplRules* ™" =0, i1 = (fi, gr)).
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GG £ R
e N

us GG R UB(R) Jugr
JmkG znk znkRj

Gkt T g Lk )

Sejam:

e GG = (T,I",N,n),

L] R(GG) =R= (pRadR : (TR,OT) — Sg,UR),

® GGk = (Cg, Ik, Nk, nk),

° Rk = UR(GGk) = (pkadk : (Tk,OT) — S,?,uk),

« U(R) = (9}, dy : (T}, Or) — S, u}).

Pela definigao de UR, o morfismo ing, tal como in{, também é uma in-
clusao. Portanto, é suficiente definir os valores de iy, apenas para os ele-
mentos que nao pertencem a imagem de iny, i.e., os elementos do conjunto de
lugares (transicoes) de R**! que pertencem a Syy1 — Sk (Th—1 — Tk).

Sejay = (n,,r",m") € ApplRules*** tal que (n,,a) € Ny4,. Por definicao,
G = (Vg,0,0,0) = img(m™) é um subgrafo concorrente de C}". Portanto,
Co(Vg) é verdadeiro em R* (proposicao 9) e, por conseguinte, Co(B) é ver-
dadeiro em UL (R), onde B = {b € S,|gi(a) = b ea € Vg} (a imagem de Vg
através de iy,).

Mapeamento das transicoes: Os elementos de B sao da forma ((A, b), n).
Seja u = @ b|((A,b),n) € B,b € Sp en € N. Suponha que Pt € Tg|pr(t') =
i, ou seja, b € Sgrlpr(t')(b) # n(b). Sejam d = pr(t')(b) e ¢ = u(b). Pela
definicao de R, t' é uma regra de Tg e (b,1),...,(b,d) sao vértices do lado
esquerdo de t'. Como ha apenas ¢ elementos do tipo b em Vg, e d # ¢, nao ha
uma funcao bijetora do lado direito de t' para G, o que é uma contradicao,
uma vez que m* é uma match para a regra rT. Portanto, 3t' € Tg|pr(t') = u,
ie., (B,t') € Tyy1. Conclui-se entao que t' = n,. A fungao fr,1 é entao dada
por:

v(nra a) € Tk+1 - Tka fk+1(n7'7 a) = (Bla nr‘)

onde B' é a imagem de B através de iy e img(pre,) = (B, 0,0, 0).

Mapeamento dos lugares: Como as regras nao preservam itens, serao
definidos os valores de iy, para os itens (vértices) que pertencem as pos-
condi¢oes das regras (os itens das pré-condicoes ja estao mapeados por iy).

Sejam uma agao (n,,a) € N1 — Ni, os grafos img(post,) = (V,0,0,0)
e img(pre,) = (B,0,0,0) e o multiconjunto y = dr(B',n,), onde B' é a
imagem de B através de i,. Para cada x € T, seja i, um isomorfismo entre os
conjuntos A = {y € V|t(y) =z} e A = {((D,x),n)|((D,x),n) € B}, onde t
é o morfismo de tipo do lado esquerdo da acao (n,,a). O morfismo iy, para
o conjunto V' é dado por:

Vy € VGaikJrl(y) = ((D,x),n) And t(y) =zTe Zl‘(y) = ((D,x),n)
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Por esta construcao, pode-se concluir diretamente que o morfismo iy, é
total e injetor.

: O morfismo i1, é sobrejetor:

Transi¢bes: Seja (B,t) € T, — T e p = py1(B,t). Por definicao,
Co([u]) é verdadeiro. Seja V a imagem de [u] através de i, *. Co(V') também
é verdadeiro em RF e, pela proposicao 9, G = (V,0,0,0) é um subgrafo con-
corrente de C{' (lembre-se que numa rede de ocorréncia, a multiplicidade dos
lugares é unitdria). Serd provado que G é imagem de algum match de alguma
regra de GG.

Seja a € [pr(t)] el = pr(t)(a). Pela definicao de U, Cd(A) = [, onde
A = {((A,z),m)|((A,z),m) € [pu],z = a em € N}. Pela definicao de R,
teNen(t)y=r:L" - R" e (a,1),...,(a,l) sao vértices de L" e possuem
o tipo a. Como os elementos de A pertencem a Sy, eles sao mapeados por z',;l
e, portanto, sua imagem em Sy tem tipo a (lembre-se que Sy é o conjunto de
vértices do grafo-niicleo C},). Isto implica que cada vértice do grafo L™ possui
uma (iinica) imagem em CYy, e, portanto, a regra r pode ser aplicada no match
formado por estas imagens.

Lugares: Com um raciocinio andlogo ao mapeamento dos lugares, pode-
se mostrar que g1 é sobrejetor.

De modo andlogo, por inducao, pode-se mostrar que ha um morfismo hj, entre a
graméatica de grafos UG (UL(R)) e o unfolding finito UL (G(R)).

PROPOSIGAO 21. Sejam R uma rede L/T e R* = UX(R) o seu k-ésimo unfolding

e GG e GG* duas gramdticas de grafos tais que GG = G(R) e GG* = UG (RF).
Hd uma morfismo hy, = (f¥, f&) : UE(GG) — GG* entre a gramdtica de grafos de
ocorréncia GG* e UL(GQ), o unfolding de profundidade k da gramdtica GG, onde
o morfismo fx ¢ total e sobrejetor e fY é a identidade idy, .

1: Caso base: k =0 (trivial)

2: Hipdtese da indugdo: existe um morfismo total e sobrejetor hy = (f, %) :
UL(GG) — GG*, onde o morfismo f¥ 6 total e sobrejetor e f¥ é a identidade
idp, .

: Passo da inducao: seja o diagrama abaixo, onde os morfismos ip € ig Sao
inclusoes. Serd entao definido o morfismo hy. = (fE™, fit!) : UETH(GG) —
GG**' e mostrar que onde o morfismo f]]@“ é total e sobrejetor e f]]@“ € a

identidade entre os conjuntos de nomes de agoes das duas gramaticas.

R & GG

s o
w0 ph—2E aok — UGG Vs

R el
J/znk Ling ny l

it U8 Gk (6G)

Pela definigao de UG, o morfismo iny, tal como in$, também é uma in-
clusao. Portanto, é suficiente definir os valores de i;1 apenas para os elemen-
tos que nao pertencem a imagem de in;. Como se pode notar, a prova desta
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proposicao segue um raciocinio analogo a prova da proposicao anterior e sera

omitida.

Relacionamento entre Colimites Especiais:

Seja R uma rede L/T tal que GG = G(R). Qual o relacionamento entre as
semanticas de R e de GG? Foi mostrado que cada f; do diagrama a seguir é um iso-
morfismo. Como (Unfr(R),{ho,h1,...  hi,...}) e (UR(Unfr(R)), {90, 91, sGkr---})
sao colimites, pode-se concluir que Un fr(R) e UR(Un fr(R)) sao também isomdrficos.

ho
h1 hk

g1
90 o 9k
UR(Unfq(GG))
Sejam GG uma gramadtica de grafos discreta e R = UR(GG). Seguindo um

raciocinio andlogo, pode-se concluir que existe um morfismo f : Unfqs(GG) —
UG (Unfr(R)) com as mesmas propriedades de fy:

UG U (R) 220G (Ul (R)) — UG (UL(R)) —— -+~

g1
g0 9k

UG (Unfr(R))
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7 Trabalhos Relacionados

O interrelacionamento entre redes de Petri e gramaticas de grafos ja vem sendo
pesquisado ha algum tempo. Em [KRE 80] é descrita uma maneira de simular
uma rede de Petri por uma gramatica de grafos, onde cada transicao é transformada
numa regra: um lugar com n tokens é representado por um vértice com n arcos,
cada arco com um unico vértice de destino. Por exemplo, a transicao ¢ abaixo é
representada pela regra r:

® 9
NS
=
YARERN

O O

Uma desvantagem deste método é que as marcagoes sao representadas duas vezes:
para n marcas, ha n vértices e n arcos. Note que, neste caso, 0s arcos sao necessarios,
pois caso contrario, nao haveria como identificar em qual lugar estao as marcas. Veja
que estes grafos sao mais complexos do que os grafos discretos, usados neste tra-
balho. Este método é usado também em [KRE 86], onde é extendido para redes
com lugares de capacidade finita. E estabelecido também uma equivaléncia entre o
comportamento seqiiencial de uma rede e o comportamento seqiiencial da gramatica
de grafos simuladora da rede. Sistemas condi¢ao/evento (redes onde os lugares pos-
suem capacidade unitdria e arcos valorados unitarios, i.e., redes seguras) sao usados
para estabelecer uma equivaléncia entre comportamento nao-seqiiencial. Para uma
comparagao desta semantica com outros modelos, veja [RIB 96b] e [MES 94b].

Em [MES 90|, uma rede de Petri é vista como um grafo dirigido (e ndo como
uma gramatica de grafos) equipado com duas operagoes algébricas (composi¢ao para-
lela e seqiiencial de transigoes): uma rede R é considerada como um grafo onde o
conjunto de vértices é um subconjunto de S® (S é o conjunto de lugares de R) e os
arcos do grafo sao, portanto, rotulados com as transicoes de R. A rede R abaixo é
representada pelo grafo G:

e VA

Qa Ob Oc Oe Od = t1 t2 i3 ta

N N

Veja que, neste método, os elementos dos conjuntos de vértices dos grafos re-
sultantes possuem uma estrutura de mondide. Obviamente, este método nao de

2edd cdd
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adequada a este trabalho, uma vez que o modelo semantico utilizado nao leva em
consideracao a estrutura dos vértices.

Em [COR 95|, graméticas de grafos sao consideradas como uma generalizagao
de redes de Petri, onde o estado de um sistema é descrito por um grafo, no lugar
de uma colecao de tokens. Uma rede de Petri é considerada como uma gramatica
de grafos onde os grafos sao discretos. As transicoes sao transformadas em regras
utilizando a abordagem algébrica DPO (nesta abordagem, uma derivacao direta é
definida por meio de dois pushouts, ao invés de um tnico, como em SPO), onde o
grafo-interface é vazio. Por exemplo, a transicao ¢ abaixo é representada pela regra
r:

2]

O uso de grafos discretos na representacao de redes traz uma grande simpli-
ficagao. Este método é usado também em [KOR 96| porém, usando a abordagem
algébrica SPO. Como foi visto no capitulo 4, este é o método de transformacao
seguido neste trabalho. Nesta referéncia é também definida uma relacao semantica
entre redes e gramaticas de grafos usando arvores como dominio semantico.
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8 Conclusao

Neste trabalho foi estabelecido um relacionamento entre os formalismos de redes
(de Petri) lugar/transicao e de gramdticas de grafos. Foi visto que as gramdticas
de grafos sao mais expressivas do que estas redes, o que resultou na necessidade
de encontrar uma classe de gramaticas de grafos que fossem equivalentes as redes.
Tecnicamente, foi mostrado que a categoria PTNets das redes lugar/transicao é
equivalente a uma subcategoria completa (GGD) das gramadticas de grafos onde os
grafos sdo grafos discretos (possuem apenas vértices) e as regras nao preservam itens
(i.e., as regras apenas eliminam e/ou criam vértices). Para isto, foram definidos dois
funtores G e R.

Para a semantica, foi visto que no modelo utilizado a semantica de uma rede é
menos informativa do que a semantica de uma gramatica de grafos. Porém, isto nao
foi empecilho para estabelecer uma equivaléncia semantica. Tecnicamente, foram
definidos os funtores UG e UR entre as categorias semanticas de redes L/T (OccNets)
e de gramdticas de grafos discretas (OccGGD). Foi mostrado que estes funtores
preservam a semantica e que o diagrama (1) abaixo comuta a menos de isomorfismo,
havendo, portanto, uma equivaléncia entre as semanticas de uma rede L/T e de sua
gramatica equivalente através de UR.

Unfh UnfR
PTNets —— OccNets PTNets —— OccNets
GJ (1) WUR WR (2) UG[
GGD ch’ OccGGD GGD ch’ OccGGD

Foi visto que ocorre perda de informacoes quando da aplicacao do funtor UR a
uma gramatica de ocorréncia Ocec. Porém, esta informacao que é perdida nao é rel-
evante para a descricao semantica: foi mostrado que a semantica de uma gramatica
de grafos discreta possui uma estreita relagdo com a semantica de sua rede L/T
equivalente através do funtor UG, havendo, neste caso, uma equivaléncia em termos
de comportamento (para cada possivel derivagao direta de GG, existe uma transi¢ao
que pode ser disparada em R(GG), e vice-versa). Isto ocorre devido ao fato de que o
funtor UR “esquece” informacoes dos objetos de OccGGD: as redes de ocorréncia sao
mais abstratas que as gramaticas de grafos de ocorréncia. Este problema pode ser
contornado modificando-se a definicao das redes de ocorréncia para torna-las mais
concretas ou modificando-se as gramaticas de grafos de ocorréncia para torna-las
mais abstratas, o que, obviamente, implica numa mudanca da definicao do modelo
semantico utilizado. Porém, isto foge ao escopo dos objetivos desta dissertacao.

Portanto, este trabalho mostrou que, usando a semantica de unfoldings, sempre
se tem comportamentos compativeis entre as redes L/T e as gramdticas de grafos
discretas, de modo que qualquer uma delas pode ser modelada pela outra, preser-
vando a semantica.
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Perspectivas para Trabalhos Futuros:

1.

2.

4.

5.

com este relacionamento entre as duas teorias, analisar quais resultados/con-
ceitos de uma teoria podem ser aplicados na outra;

comparar o poder de expressao dos formalismos utilizando as relagoes e os
funtores definidos;

. modificar as definicoes da semantica obtendo novas categorias NOccNets e

NOccGGD para que UR seja adjunto direito e esquerdo de UG, de modo a
obter uma co-reflexao nos termos de [SAS 93]. Assim, o diagrama a seguir
comutara a menos de isomorfismo.

UnfR
PTNgts — NOchets

G ( ) R UG ( ) UR
Unf%
GGD —— NOccGGD
extender os conceitos definidos neste trabalho para outros tipos de gramaticas

de grafos/redes de Petri;
utilizar outros modelos semanticos para estabelecer relacoes semanticas.
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A Transformacao de Gramaticas de Grafos em Gramaticas
de Grafos Discretas

O objetivo deste apéndice é estabelecer relagoes entre as cagetorias GG e GGD.
Estas relagoes serao representadas por funtores entre estas categorias (F : GG —
GGD e H : GGD — GG), sendo discutida a possibilidade de se encontrar definigoes
que permitam uma adjuncao entre tais categorias. (E sugerido mapeamento dos
objetos. O mapeamento dos morfismos é feito de modo andlogo e compativel.)

A.1 Transformacgao Direta

Como GGD ¢é uma subcategoria de GG, uma definicao trivial para H é uma
inclusao. Para uma definicao de T, foi visto no inicio da secao 1 do capitulo 4 que os
vértices dos grafos nao podem ser simplesmente esquecidos, pois isto pode resultar
em regras que nao sao mais regras. Uma possibilidade é simplesmente transformar
os arcos em vértices e “esquecer” o morfismo das regras. Neste caso, nao é possivel
recuperar os arcos ou morfismos das regras pela aplicacao de H, i.e., H(F(GG)) em
geral é diferente de GG, para GG objeto de GG. Estes funtores nao constituem uma
adjuncao, pois, apesar de todos os vértices dos grafos de GG estarem presentes em
H(F(GG)), quando alguma regra de GG preservar algum item, a relagao de subregra
(definigao 3.10, pagina 37) impora restrigdes aos morfismos entre GG e H(F(GG)).
Restri¢oes também sao impostas se algum grafo de GG tiver arcos.

Um contra-exemplo para uma possivel adjuncao constituida por estes funtores é
dado na figura A.1, onde GG é objeto de GG e GG4 é objeto de ambas as categorias:
os conjuntos de morfismos [GG1, H(GGy)] e [F(GG1), GG5] nao sao isomorficos.

A.2 Transformacgao Estruturada

Fornecendo uma estrutura aos elementos do conjunto de vértices, é possivel uma
defini¢ao para F e H de modo que H(F(GG)) = GG. Para isto, serd considerada
a categoria GGDE, onde os objetos sao grafos discretos em que os vértices possuem
uma certa estrutura (em termos de unido disjuntiva): o funtor F : GG — GGDE é
definido como:

GGI : Il = (®7 ®7 ®7 @) GGQ . IZ = (®7 ®7 ®7 @)

FI1GURA A.1- Gramética de grafos discreta (GG3) e nao-discreta (GG ).



104

e [F esquece o morfismo das regras;
e [ transforma os grafos da gramdtica da seguinte forma: um grafo G =
(V, A, p,d) é transformado no grafo G' = (VW AW pWd,0,0,0)

Portanto, cada grafo é transformado num grafo discreto onde o conjunto de
vértices é dado pela unido disjuntiva dos conjuntos V', A, p e d (lembre-se de que
as fungoes d e p nao sdo nada mais do que um conjunto de pares ordenados). Deste
modo, é possivel reconstituir o grafo G a partir de G’, com a definicao direta do
funtor H : GGDE — GG, de modo a desfazer a unido disjuntiva. E facil verificar as
seguintes propriedades:

e H(F(GG)) = GG, qualquer que seja GG objeto de GG.
e as categorias GG e GGDE sao equivalentes (a tinica diferenca é que os grafos
usados em GGDE possuem vértices “estruturados”).

Devido ao fato de que os vértices impoem restricoes aos morfismos, pode ocorrer
o caso de que, para objetos GG e GGy de GGDE, se tenha mais morfismos entre
GGy e GGy do que entre H(GG,) e H(GG,), i.e., H é sobrejetor em relacao aos
morfismos.

Pelos mesmos motivos da secao anterior, os funtores F e H definidos deste modo
nao constituem adjuncao.

A.3 Adjungao entre GG e GGD

A dificuldade em se definir uma adjuncao entre estas categorias sempre recai nos
morfismos: a presenca de arcos restringe os morfismos e a presenca de regras que
preservam itens os generaliza em alguns casos e os restringe em outros. Portanto, é
necessario realizar algumas modificagoes nos morfismos da categoria GG para que os
funtores definidos anteriormente passem a constituir uma adjuncao. Por exemplo,
as seguintes modificacoes possibilitariam a definicao de uma adjuncao:

1. generalizar os morfismos entre grafos de modo que seja possivel mapear ar-
cos sem a necessidade de mapeamento de destino e/ou origem. Para isto,
é necessario modificar a defini¢do 3.2, pagina 31 (comutatividade fraca) e a
definigao 3.1, pagina 30 (grafo).

2. restringir a relacao de subregra, pois se uma regra r; for subregra de ry, itens
que sao preservados em 75 nao precisam existir em r;. Para isto, é necessario
modificar a definicao de subregra (defini¢ao 3.10, pagina 37).

Veja que a primeira modificacao pode vir a dar aos arcos status de vértice, i.e.,
um vértice pode ser mapeado para um arco, e vice-versa. A realizacao destas mo-
dificacoes fogem ao escopo deste trabalho, uma vez que implicam numa redefinicao
das categorias sintatica e semantica.

Com estas modificagoes, tem-se uma adjuncao entre as as cagetorias GG e GGD,
porém, em prejuizo da preservacao da semantica, uma vez que o funtor F “esquece”
o morfismo das regras que preservam itens. Vale enfatizar que, independentemente
de qualquer modificacao que possa ser feita para viabilizar uma adjuncao, uma
gramatica de grafos que tenha regras que preservam itens serd necessariamente ma-
peada para uma gramatica em que as regras nao preservam itens.
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A.4 Implicagao Semantica

Pelo fato das definicoes anteriores de F ignorarem a preservacao de itens pelas
regras, a relacdo de conflito (definicdo 3.29, pédgina 52) entre as regras de uma
gramatica GG, quando alguma de suas regras preservar itens, serd diferente da
relagdo de conflito entre as regras de F(GG), pois, como foi visto, uma regra que
elimina um item nao estd em conflito com uma outra regra que preserva este mesmo
item. Porém, duas regras que eliminam um mesmo item estao em conflito e sao, por
isso, mutamente exclusivas.

A implicacdo seméntica é que regras que poderiam ocorrer (i.e., serem apli-
cadas) em paralelo (veja a defini¢ao 3.36, pagina 58), agora somente podem ocorrer
seqiiencialmente. Para gramaticas de grafos, isto diminui o grau de paralelismo,
uma de suas principais vantagens. Para efeitos de comparacao com as redes de
Petri, isto nao é um problema, desde que se considere apenas os objetos de GGD na
comparagao.

Portanto, considerando os funtores supradefinidos, tem-se que a semantica de
uma gramatica de grafos GG nao é isomérfica a semantica de F(GG) (i.e., a semantica
nao é preservada). Note que isto independe da defini¢io de F, uma vez que, qual-
quer que seja sua definicao, regras que preservam itens sao mapeadas para regras
que apenas eliminam itens. Obviamente, se for usada uma semantica que nao dis-
tingue “preservar itens” de “eliminar e depois criar itens”, este problema deixa de
existir.

Do exposto, pode-se concluir que a definicao de uma adjuncao as cagetorias GG
e GGD nao se adequa a este trabalho, que objetiva uma equivaléncia semantica
utilizando o modelo semantico unfolding.
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