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Este trabalho compõe-se de duas partes. A pr imeira  

parte propõe-se a apresentar um estudo e um programa 

computacional para a &se não linear geométrica de treliqas 

pianas com propriedades: viscoelAsticaã. Na segunda parte, t e m - s e  

o estudo e um programa sobre pdrticas planos com propriedades 

viscoebticas,  usarido o modelo reoldgico stariaard e o dado pelo 

CEB. Leva-se em cansideraqSo o efeito de temperiatura e retraqão 

nesta ardise. E s t e n d e - s e  o trabalho sobre p6rtico para a es+udo 

sobre vigas mistas, levando em consideração a mudança d a  linha 

neutra. 

A f o r m ~ o  está baseada na rn&todo dos e l e m e n t o s  

f initos para grandes deformaçiões, particularizada para treliga e 

pb~ticcz.  E feita a descrição de ambos os programsis e rodados 

df versos exemplos.  



ABSTRACT 

T h i s  dissertation Lackles  t w o  probiems in the f ield of 

viscoelastic analysis of structures. 

Firstly,  w a  consider the nonlfnear g e o m e t r i c  analy i s  of 

viscoelastic plane trusses by numerical methods.  

In the secand part, plane frmes are studied, considerig 

ths viscolelastic behaviour of concrete represented by general 

reologicai mode l s  and ais0 by Lhe CEB equations; t e m p e r a t u r e ,  

shrinkage and support movements  effect are considered. The 

computatioriai prrigrm &o analise cornposite continuous beams. 

The formulation is based on a expression of the virtual 

work t h e o r e m  valid for finite deformatians,  and uses the finite 

elernent technique. The campil tat ion coães are described and severa1 

examples are analised. 
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LETRAS MAISCULAS. 

A Seção transversal da barra 

4 = Matriz das f-oes de posição 

40 o Area sob tensões prescritas 

A u  m Area sob deslocamentos prescritos 

B = C o r p o  original 
O 

B = Aproximação do corpo 

c MaLriz que reiaciona as deformações aos deslocamentos 

C n Matriz das f q B e s  & posição com as coordenadas nodais 

Ci e Cz = C o n s t a n t e s  viscoelAsticas 

2 = Velocidade de deformação especifica 

DCL,T> = Deformação  lenta especifica ou creep especifico 

E = Mbduio de elasticidade 

E<L> =n Mbdulo de ehticidade no tempo t. 

I 3 Momento de in&rcia 

K = Matrfz de rigidez 

L = Comprimento da barra 

L = Qradiente de velocidades 

M = Momento fletor 

= Matriz constitutiva elktica 

N = Esforça axid na barra 

ir Matriz das funções de interpoia+o 
n N = Matriz coluna com as forças axiais no nb 1 e 2 

P = Energia potencial 

Q Esforqo cortarite 

R = Mat~iz de rotação 

S = M a t r i z  coluna dos esforços internos 

T = Periodo de amortecimento ou t e m p o  de retardqão 

* M a t r i z  do segundo temor de tensões de Pioia-Kirchhoff 

= M a t r i z  contendo os deslocamento nodais 

Ye Matriz coluna com deslocamentos e giros ao longo do e l e m e n t o  

X - Matriz coluna de cargas ganerico 



V = Volume 
n W = M a L r i z  coluna com desiocamentos transversais e giros dos 116s 

1 e 2 da barra 

LETRAS MINi5SCüLAS. 

= Matriz contendo as forgas de volume 

dCt,tl = Função de fludncia 

n = Número de e l e m e n t o s ,  m e c a n i s m o s ,  ehc. 

qCt.3 = V a r i C i v e i s  de estado 

p = Per ímekro  

g = Coordenadas n o b i s  

t = Tempo 

$ = Mabriz contendo as forças de superficie 

u = ITes1ocament.o &a1 do eixo da barra 

v = Desiocarnento transversal do eixo da barra 

Cx,y,z> = Eixos coordenados e de integrqão 

Ya 
= D i s t k c i a  entre os centros de gravidade do %o e da seção 

reduzida <negativo> 

c 
= Distancia entre os centros de gravidade do concreto e da 

sesão reduzida 

Y~ 
= D i s t A n c i a  eritre os centros de gravidade da placa e do aço 

1 = grandeza referente ao primeifo nb da barra 

2 = grandeza referente ao segundo nb da barra 

a = grandeza referente ao aço 

b = grandeza da barra Ccoorespondente a s o m a  dos e l e m e n t o s >  

c = grandeza referent,e ao concreto 

d = grandeza referentes a~ daformac;2(es diferidas 

e = grandeza de um e l e m e n t o  e referente a coordenadas locais 

f = grandeza referente aos efeitos da fiu&ncia 

g = referente a coordenadas globais 

i = t e r m o  genbrico de uma serie 

1 = referentes a m a t r i z  de rigidez elástica 

m = referentes a matriz de rigidez geornBLríca  

n = grandeza decorrente das forgas de engastamento 

devido ao carregamsn+o externo 

o = grandeza no b m p a  zero ou inicial 

perfeito 



p = grandeza decorren+e da t -emperatura 

q = grandeza devida sórnents aas deslocamentos 

r = grandeza decorrentes da retração 

R = referenLe ao centro de gravidade da seçrão homogeirilzada -. 

s = grandeza devidas aos deslocamentos descontando a parte 

viscoeiAstica, retração e temperatura 

T = refere-se a +o+alidade da estrutura Crigidez ou 

cargas) 

u = grandeza calculada com a eq-ão 5.16 

v = grandeza decorrente do efeito viscoeibtico 

w = grandeza devido aos deslocamentos descontando a parte 

viscoelbtica, recrqão, t e m p e r a t u r a  e as forças 

erigastament-o perfeito devido as cargas externas 

x = referente ao deslocamento axial 

y = referente ao deslocamento bransversd 

z = referente ao giro 

SUPERf NDICES. 

n = referente aos n6s das barras 

T = transposta 

LETRAS QREOAS. 

o( = Matriz coluna cont-endo as cons+anbes a calcular 

= hngulo que a barra faz com o eixo horizontal no piario xy 

T = Idade do m a t e r i a l  

6 = Indica variação 

A = Indica incremen+o 

4 = M a C r i z  linha das furqões de interpolqão para os esforços 

axizais 

= Matriz coluna de deformações 

E = Defor-ão a x i a i  

sCt,r) = Deformação no t e m p o  t e idade T 

5 = Coordenada adimensional 

I: = Matriz linha com as f q E e s  de interpolqão para o moment-o 

f le tor 

%' = Matriz linha com as funções de interpelação para o 

deslocamen%o axial 

8 = Qiro 



h = Constante numerica ou coeficiente 

#i a #o = FunçZles de interpelação para elemen&o. de viga 

8 = Matriz linha das funç3es de interpola~ão para o deslocamento 

-. transversal 

g' = Matriz linha das funções de interpela@ para o giro 

Q = Tensão 

uCt> = T e n s õ e s  no t e m p o  L 

p = Matriz do temor de t-onsões do Cauchy 

ai = Tempo final ou infinito 

c,> = L- 
at = Derivada parcial em relação ao t.empo 

GUNvEMçesEs UTILIZADAS. 

a > - Esforços e deslocamenLos de extremidade 

Figura 1.1 - Sentido positivo dos esforços e deslocamentos. 

b > - E s f o r ç o s  inberrios 

Solicitqões normais N e M 

Solicit-ão tangencial Q 

Figura f .2 - Sentido posítivo das  resultantes de esfor~os. 

Observação : A conveqão do momento fletor t e m  o sen+ido 

indicado devido a definição de curvatura da eq. 2.2.32. 



CQNVERSXO DE UNIDADES. 

S i s k e m a  MKS. Unidades fundamentais e derivadas. 

Comprimen%o : me+ro Cm>, centimet-ro Ccm) 

Massa ; Uilogramo C@> 

Tempo : segundo <s>, dia 

O u t r a s  unidades derivadas 

Forqa : N e w t o n  (R>; 1 N = 1 Kg m/sZ 

Tensão : pascal CP); 1 Pa = 1 ~ / m '  

A m o r t e c i m e n t o  C q )  = ~ / c m ~ / d í a  ou semelhante 

Mbduio de elasticidade <E> = ~/crn' ou s e m e l h a n t e  

Coversão de aigumas unidades tbcnicas usuais para 

unidades SI. 

Conversão de algumas unidades angiosasõnicas a unidades 

t6cnicas e SI. 

1 polegada C i n >  

I pe <r+> 
1 jarda Cyd)  

1 libra-força C i b f )  = 0,454 Kp = 4,45 PI 

i lbf/ínz C p s i T  
2 = 0,0703 Kp/cm = 0.690 N/cniz 



1 - INTRODUÇXO. 
A introdução e s t A  dividida em duas partes. A pr imeira  

t e m  i n f o r m a ç ã e s  sobre os objet ivos ,  trabalhos anteriores e 

abordagem sobre trelfças e na segunda parte Cem-se o mesmo para 

pórtico. 

No capítuio 2 apresenta-se a formulação  empregada e o 

m&todo utiiizado para representar o comporLamento do concreto. NO 

capitulo 3 e 4 tem-se i n f o r m a ç õ e s  sobre o programa e exemplos, 

terminando a parte de trelças. 

Nos capítulos 5, 6 e 7 t e m - s e  a formuiação  sobre phrbico 

e nos capitulos 8 e 9 o programa e e x e m p l o s  desta última parLe. 

1.1 - Trel icas. 
1.1.1 - Objetivos. 

Na p r i m e i r a  parte da presente dissertaçZo ana l i sam-se  

treliças planas de material emtico ou viscoelAstico levando em 

conta a não linearidade geomébrica. A s s i m ,  podem ser anaiizados 

problemas de instabilfdade i n s t a r i L â n e a  ou diferida, determinando 

cargas de f lambagem ou snapping. A presença de I m p e r f e i ç E e s  na 

s i s t e m a  global tambern poder& ser analisada. 

O u t r o  problema estudado foi a diferenga encontrada 

entre os valores  de ponto cfitico, conforma definido no i t e m  

seguinte, obtida com o mktodo dos autovalores linear e o presente 

estudo. Viu-se  que o m&todo dos aut~valores em certos casos obtem 

uma carga acima da reai. 

1.1.2 - Indicacões de trabalhos anteriores sobre -lise não 

I i near g e o m e t r i  ca de krel i cas. 

E x i s t e  uma extensa IiteraLura a respeito, sendo que a 

m a i o r i a  dos trabalhos esta concentrada em não linearidades 

produzidas por r n u d q a s  na geomeLria ,  porque estes tipos de 

estruturas alcançam a ruptura por instabilidade antes de 



observar-se significativo comportamento da não finearidade do 

materiai. A seguir, t e m - s e  um apanhado geral dos metodos  de 

análise encontrados. 
-. 

i.f.2.1 - AnAl ise pela teoria geral da estabi 1 idade 

Na literatura sobre a estabilidade elástica a 

instaibiiídade B tratada cama um problema de autovalores. E s t e s  

estudos fornecem expressões teóricas gerais, teoremas sobre 

análise estrutural e dedwZ5es analiticas para problemas 

paftfculares que são, geralmente, estruturas pequenas. 

M u i t o s  desses trabaihos t r a t a m  da estabilidade globai 

ou local separadamente. A f h m b a g e m  local implica na f lambagem de 

um membro discreto da estrutura e é frequenkemente um fenBmeno do 

t ipo  bifurcação. E n t r e  as referencias sobre o t e m a  t e m - s e  os 

trabalhos croiii6, 23 29 
de Huseyin , Leipholz , ~i~art in~' ,  

4 0  52 54 57 
Przemieniecki , Thompson , Timoshenko e Zienckiewicz . 

A teoria geral classifica dois t ipos  fundamenLais da 

perda da estabilidade <I2iks4'>. Esses tipos de comportamento 

particular estão relacionados ao conceito de dois  pontos 

criticas: ponto l i m i t e  e ponta de bifurcação. 

O comportamento e b t i c a  de uma estrutura que está 

associada com a parda da estabilidade em um panLo l i m i t e  & 

chamado snapping - a denornin+ão inglesa B usada pois  não M uma 

tão curta em português - e representa a p a s s a g e m  súbita para 

outra configuração ocorrendo por exemplo com a resposLa de arcos 

P cascas rebaixadas. 

Por outro lado, se a perda da estabilidade ocorre em um 

ponto de bifurcaç%o o comportamento da estruLura B chamado 

flarnbagem e t e m - s e ,  por exemplo, na resposta de colunas 

elasbicas e torres sujeitas a cargas de compressão. 

No ponto l i m i t e ,  o estado de equilibrio na vizinhança 

deste ponto não existe para valores de cargas superiores a carga 

critica, enquanto isto não & geralmente verdade para um ponto de 

bifurcação. 

A diferença b k i c a  entre ponto 1imit.e e ponto de 

bifurcação pode tambkrn ser expressa m a t e n i a t i c a m e n t e  em urna 



maneira m a i s  formai ,  
52 

Thompson . 
ver por e x e m p l o  as refergncias 

1.1.22 - MBkodos de anAi ise numérica. 

Dentro do enfoque dado a n t e r i o r m e n t e ,  faz-se uma 

abordagem da literatura e alguns comentdrios sobre os rn&todos 

encontrados. 

E x i s t e m  diversars classificqões sobre os tipos de 

rn&todos &O U n e a r e s .  Pode-se classificar os rn&todos de aslise 

em relação ao ponto critico. Podem ser de pr& ou pbs ponto 

critico. A -se p6s ponto crltico Q irnporLante em certas 

estruturas pois pode predizer o possivel enrigecimenCo ou aumento 

da resfst&ncia da estrutura. O u t r a  classificação B quanta à 

maneira de efetuar a anAiise. Pode-se ter rn&todos incrementais ,  

iterativos e mistos. 

A predição da resposta não linear antes do ponto 

critico foi extensivamente estudada por m e i o  de diversas  soluções 

numéricas. E s s a s  incluem o m&todo da substituição sucessiva, da 

rigidez Incrementzd, de i L e r a ç ã o  de Newton-Raphson,  m é t o d o s  

corretivos de primeira e segunda ordem e de perturbação. Entre 

estes o método de Mewton-Raphson <modificado> e o método  aut.0- 

corretivo de p r i m e i r a  ordem CmBtado incrernental levando em 

consideraçHo forças residuais) são as tbcnicas mais poderosas 

para avai iar  o problema de prB ponto critico Cver H a i s l e r  8 

stricklin20>. 

Quando a estrutura exibe um conrporLamento  não finear 

usa-se m u i t o  u m&todo incramental, que resulta numa m a L r i z  de 

rigidez tangente C que inclui os efeitos g e o m & t . r i c o s  bem como 

mecAnicos>.  Entretanto, na análise da instabilidade não linear de 

estruturas pode ser interessante m o d i f i c a r  o rn&todo anterior 

pelas seguintes razões. 

a - Para evitar as dificuldades ãurgidas na anAlise da 

bifurcação, p6s  bifurcação e p6s  l imi te  associadas com as 

singularidades no ponto I fmito  e c o m  as m b l t i p l a s  soiuções 

estaveis avaiiaveis para um Único valor da carga. 

b - Para ser capaz de traçar a configuração de 



falmbagem da estrutura e 

c - P a r a  aumentar a efieiencia computacional. 

-. - Para superar as falhas mencionadas acima v A r i a s  

aitcrnat.ivas f o r a m  propostas. E n t r e  estes m e t o d o s  a introduqão da 

mola artifical CSharifi 8t ~ o p o v ~ ~ 3  que permite obter a curva de 

phs flambagem atraves do aumento da rigidez da estrutura coiocando 

uma m o l a  sobre o grau de liberdade considerado. 

O u t r a  caracteristica da anáiise incrernentai & que 

respostas apresentadas eia substimai as defiexaes quando 

estrutura estA perdendo a rigidez e vice-versa. 

nas 

a 

Entre os rn&todos iterativos h& o da referencia ~ e i l l ~ ~ ' ,  

que em cada ciclo cria m a  matriz de rigidez revisada sujeita a 

um vetor de cargas residuais. MBtodo  s i m i l a r  a este m a s  que 

analisam astfuLuras com barras com uma relação 

tensso-defor-ão inelgsLica pode ser encontrado por exemplo nas 
2f 3P referendas Hensley e P o w e i i  . 

Na referencia B e r g a n  et allb t e m - s e ,  Lambem, um metodo  

semelhanLe  a estes com incrementos de c a g a  controlados por um 

parAmetro definido pela variação da m a t r i z  de rigidez. 

Há o m&todo do controle dos deslocamentos C H a i s i e r  Bt 

~ t f i c k ~ i n ' ~  e 2ienkiewicz56> onde se prescreve os deslocameritas no 

ponto considerado e obtt5m-se um fator de c-ga que resulta numa 

rea+o nula no mesmo ponto <&o esquecendo a existencia de cargas 

externas). 

T e m - s e  ainda, a tbcnica do c o m p r i m e n t o  do arco constante 

~ ~ r i s f  ieidis, Kondoh & ~tluri'" RiksdZ.43 e > v.".' controla o 

desenvolvimeto da curva carga-deslocamento a t r a v é s  de par%metros 

adequados que variam para cada autor. Este rngtodo t e m - s e  m o s t r a d o  

m u i t o  Ú t i l  e t o m  oalucionado problemas não abordãveis por outras 

soluções. 

O m&todo da redução C N o o r  6t ~ e t , e r s ~ ~ >  visa aumentar a 

ef icigncia computa~ional para analisar grandes estruturas 

reduzindo os números de graus de Liberdade da discretizaçZo 

inicial. 

O mOtodo do Incremento  de carga coristarite CBaLhe & 



I)vorkin4> tarnbern, segundo os autores, se m o s t r o u  eficiente para 

contornar os problemas mencionados e aumentar a effciencia da 

-se pão -finear. 

A tOcnics do balanço de energia <szilardd5*> em que 

atravks da energia fundamental da estrutura o b t e m - s e  um fator 

escalar que B aplicada para eontroiar o vetor desiocamento ou 

para monitorar a seleção do passo de carga. 

0 rn4todo de itepação v e t o ~ l a l  <~a~adral<al<is'q em que 

&o 8 preciso m o n t a r  a matriz de rigidez total da estrutura. 

Pode-se Lambem considerar a presença de i m p e ~ f e i ~ õ e s  na 

estrutura. Exis tem quatro tipos principais de imperfe içoes:  

geom&trfcas ,  no sistema de carregamento, nas condiçZ5es de contorno 

e no material. Ainda, no estuda das imperfeições g e o m g t r i c a s  

pode-se ter imperfeições globais e/ou locais. N e s t a  dissertação 

s& serA analisada a presença de imperfeições globais. O estudo 

sobre i m p e r f e i ç õ e s  e s t A  iigado A otimização estrutural. Diversos 

trabalhos t e m  chamada a atenção para o perigo da ot imização  

estrutural que é m u i t o  sensivei a presença de imperfeições  
58 <Thompson > A otimização deve ser efetuada, mas eia deve ser 

definida em relação a economia e segurança do projeko. Na 

oLimização, o projetista deve t o m a r  em conta a presença de 

imperfeições tal que o projeto fihal obtido seja uma estrutura 

segura. Rosen & ~chrriit'~ apresentam um estudo para a ariáiise de 

treliças i m p e r f e i t a s  que l e v a  em consideração o fenbmeno acima 

referido. 

D u r a n t e  a solfcitqão da estrutura pode acontecer a 

f lambagem local de um m e m b r o  discreto e a suboequente 

Lransfer8ncia da carga p-a o resto da est&uLura. Nas 

referencias R o s e n  8 S c h i m i t  44.45 
Lem-se um rnbtodo para a anAlise 

de C r e l i ç a s  p i a n a s  que l eva  em consideração estes efeitos. 

P o s t e ~ i o r m e n t e  na referemia ~ondoh" t e m - s e  a m e s m a  ansiiise 

considerando tarnb4m a influencia - i m p e r f e i ç õ e s .  

E x i s t e m  poucos trabalhos considerando a análise não 

linear e comportamento viscoelástica. A s  referencias encontradas e 

utilizadas sZo as de ~ u l t ' ~  e de Szyszkowski  e ~ l o c k n e r ~ ~  



1.1.3 - Abordagem e l i m i  taçães d o  mktodo de anAi ise uti 1 izado. - - 
Como se v&, e x i s t e m  n u m e r o s o s  Crabalhos sobre anbhse 

geometrica m-o linear de treliças elClsticas. Entretanto, este não 

psrsce  *ser o caso com relação a eskruturas  que apresentam 

j u n t a m e n t e  o problema de deformação finkta e c~mportamento 

viscoeldstico. 

A estratkgia empregada no trabalho consiste na 

utilização do M&todo dos E l e m e n t o s  Finitos juntamente com uma 

descrição Lagrangeana atualizads.CFormuhÇão no capitulo 2) 

Part indo da f o r m u l q ã o  incremental do Principio dos 

Trabalhos Virtuais e empregando medidas adequadas de deformação 

f in i ta  o b t e m - s e  a f o r m d a ç ã o  variacionai inicial. Em continuação, 

introduzindo as fuwi3;es de interpelação de e l e m e n t o s  pr fsdt icos  

de treliqa piana e representando o comportamento viscoeiAstico do 

material atrav&s do forrnalismo das variáveis de estado, o b t e m - s e  

a relação m a t r f c i a i  que incorpora a m a t r i z  de rigidez geomBtr ica  

I um vetor de forças viscoeiAsticas. 

A formulação B LotalmenLe geral e aplicavel a qualquer 

t ipo de estrutura v i s t o  que a não linearidade geornetrica e OS 

efeltos viscael~sticos podem ser desacoplados. Foram rodados 

alguns exemplos com solução %&rica conheci da, obtendo-se 

excelente aproximagão. 

A a n A l i s e  B l imitada a esLruturas planas m a s  pode ser 

esteridida para treliças espaciais s e m  dificuldades tebricas c o m  a 

m e s m a  formulação descrita neste trabalho. 

E limitada tambern ao caso de cargas conservativas e a 

viscoelasticidade Unear .  E s t a s  1 imitaçEes  não são f a c i l m e n t e  

superáveis .  E n t r e t a n t o ,  comportamento viscoeibstico linear e 

cargas conservativas p e r m i t e m  resolver diversas  p r o b l e m a s  reais. 

Al&m dissorn, a não linearidade fisica do m a t e r i a l  não & 

tratado neste trabalho, por hipótese, os grandes des locamentos  

o c o r r e m  s e m  que as tens5es excedam o l i m i L e  de elasticidade do 

m a t e r i a l  e nern a presença de i m p e r f e i ç õ e s  locais d o s  m e m b r o s  da 

treiiqa ou a f lambagem local são levados em consideração nesLe 

estudo. 



1.2 - Vigas mistas. -- 
E s t r u t u r a s  mistas, que c o n s i s t e m  de uma viga de aço ou 

concreto prkfabricado <pr&tensionado ou armado> e uma laje de 

concretõ moldado no local são sensiveis a deformqão  lent,a 

<"creepM> e retração, tal que a influencia desses fenbmenos na 

diskribuição de tensões em seções m i s t a s  deve ser considerada 

cuidadosamente. 

1.2.1 - Aspectos sobre a construcão mista. 

a - Aspecto estruturd. 

Uma peça mista  consiste essenciaimente de tr&s 

e l e m e n t o s  estruturais: 

- seção de concreto 

- seç-- metálica 

- conectofes 

podendo estes ú l t i m a s  s e r e m  subsLituidos,  

peIa aderencia aço-concreto. 

parcialmente 

O concreto & obrigada a deformar-se em conjunto com o 

aço pelos conectores. A função deles consiste em e v i t a r  ou 

cont~olar os d e s l o c a m e n t o s  relativos de ambos os materiais. 

Os principais fenomenos que produzem esforços internos 

provenientes da q ã o  em um dos e l e m e n t o s  que compõe a seção são: 

- R e t r a ç S o  cio concreto: o encurtamento do concreto, 

parcialmente impedido pela aço atraves da conecção provoca 

esforços em ambos os m a t e r i a i s ,  com possivel fissura+o em zonas 

locais da seção de concreto. 

- D e f o r m a ç ã o  diferida do concreto por fiuencia: as 

perdas de LensEes Creiaxação> no concreto ao longo do t e m p o  

i n c r e m e n t a m  as tensões correspondentes no q o  estrutural 

- E f e i b s  Urmicos: a igualdade dos coeficentes de 

dilatqão termica  do aço o do concreto não produz normalmente  

esforços internos apreciáveis para variaçses hornogeneas de 

t e m p e r a t w a ,  m a s  a grande df fere~a  de inercias t e r m i c a s  - m u i t o  

pequena no aço <bom condutor> e grande no concreto Cmau coridutor)- 

leva a originar fortes diferenças e gradientes t,&rmicos e 

consequentemente, esforços parasitas nas seçBes de aço e concreto, 



a s s i m  como na conexão. 

b - Aspecto analitica. 

A t B  recentemente o cAiculo de seções m i s t a s  era feito 

c o m  criLBrios eiAsticos ou de tensões adrnissfveis, transformado 

as seç?Ses de concreto e armaduras  Cativas e pass ivas>  em suas 

equivalentes de %o esLrutural, mediante  os denominados 

coeficientes de equivalgncia, que relacionam entre si os mbdulos 

de eiasti cidade destes materiais. 

Do mesma modo, as considerações reiativas aos fendrnenos 

reolbgicos do concreto, retr-ão e f lugncia, efetuavam-se m e d i a n t e  

um cuntroie ideal elAstico de tensões apartir de diagramas 

tedricos simplificados das r e h ç E e s  d e f  orniação- tempo;  ou mais 

s i m p l e s m e n t e  ainda, mediante  a redução ideal do mbdulo de 

elasticidade do concreto chamando-se "mBtodo do mbdulo reduzido". 

O m e t o d o  na ruptura, ao definir a capacidade de uma 

seFãu no instante de seu esgotamento, analisa a possibilidade d e  

redi~tribui~ão interna das tensões rtas seqões, mediante a aparição 

de a m p l a s  deforrnqões de a l g u m a s  de suas f i b r a s ,  isto &, as 

tens2ies podem ser levadas at& um l i m i t e  Utirno, estabelecido 

convenientemente, ao longo de toda a ser;% transversal da peça. A 

ductilidade do %o permite alcançar estas situações s e m  problemas 

de ruptura locais ou frágeis. De f o r m a  análoga, o e m p r e g o  de 

m é t o d o s  de cCilculo pMst ico  p e r m i t e  controlar a capacidade 

porLante l i m i t e  e sua aplicação aos sistemas m i s t o s  & conveniente. 

A utilização destes métodos nZo pode fazer-se 

l i v r e m e n t e ,  m a s  requer o adequado controle das situações de 

serviço, para evitar que as estruturas , ainda possuindo uma 

resist&ncia suficiente frente As cargas p r e v i s t a s ,  a p r e s e n t e m  em 

estado normal  de utilização situaç8es inadequadas: f issuração 

excessiva, problemas de durabilidade, flechas, etc., que as 

i n u t i i i z e m  nas funções para as v i s  foram concebidas. E aqui onde 

novamente a p a r e c e m  os m é t o d o s  e h t i c o s  c o m o  necessArios. 

O u t r o  aspecto que pode-se levaritas é quanto a validade 

p r A t i c a  dos m&todos  exatos de angiíse da est-rutura e m  serviço. Com 

o aparecimento dos computadores e m a i s  r e c e n t e m e n t e  dos 



mícrocomputãdores que estão se Lornando acessiveis para um número 

cada vez maior de usuários, os m&todos  exatos de verificação do 

estado de utilização de estruturas podem ser feitas at& com 

maior  rapidez que os m&todos  aproximados manuais. Por isso B 

conveniente este t ipo  de abordagem, pois  permite obter toda a 

história de deformaçso da estrutura e não apenas as pontos 

l i m i t e s  como são dados pelos m&todo  do rnhdulo reduzido. 

Por f im,  a utiliza@o de conexões rigidas com 

distribuição ajustada dos esforços na fase ei-tica deixou lugar 

aos s i sGemas  semi-rigidos que permitem uma melhor adequação 

aos esforços locais provocados pelos esforços de retração, 

preLensionamenLo, eLc.. Na atualidade, disposiçSies do tipo m a i s  

uni forme baseadas na redistribuição de esforços internos das 

seções e do cizalhamento da conexão Cse esta apresenta um adequado 

grau de flexibilidade) 8 um mbtodo mais apropriado, como t e m  

demostrado expe~i&ncias recentes. 

1.2.2 - Trabalhos anteriores. 
E x i s t e m  normas e mariuais sobre 0 projeto de 

detalhamento de Lais tipos de estruturias, ver por exemplo 

~ a l z o n ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ,  G h a l i  & ~avre'', ~ a b n i s ~ ~ .  

Por outro lado, ainda conkinuam a ser feitas pesquisas 

sobre o comportamento de vigas mistas, especificamente quanto ao 

comportamento frente 

comportamento não linear e influ&ncia do desiizamento entre o aqo 
27 

e o concreto CJohrison 3. 

A l g u n s  trabalhos t e m  m&todas  de c A l c u l o  autornAtlcos e 

mariuais que levam em conta o aparecimento de fissuras, retraçSio, 

deformação lenta, a possfbilidade de deslizamento entre a viga e 
i 8  

a laje, etc. Sobre o assunto ver  U h a l i  & Favre que usam o 

metodo dos deslocamentos e o &todo das forças utilizando 

~ep~eserita+o do concreto atrav&s do AGI' e CEB'~. 

N e v i l e  a lIiIgers4 utilizam m&lodos  manuais e semi- 

a u L o m A L i c o s  de c A l c u l o .  Consideram o efeito da deformação lenta a 

retração em seçses mistas e p a r t e m  das equaçães de equilibrio das  

forças presentes M seção transversal sob  flexão, da expressão 

para a mudança nas deformações no concreto devido ao creep e junto 



com as exigedas de compatibilidade <a mudança na curvatura da 

viga de aço e no concreto deve ser a mesma) c h e g a m  a um conjunto 

de equaqões que podem ser resolvidas para determinar a mudança 

nas,forças na seção mista num dado t empo.  

8 
Sobre este assunto Bransrin apresenta dois m & t o d o s  

tedricos pseudo-elásticos para calcular os efeitos dá retração 

diferencial e do creep nas tensões e deflexões junt.0 com uma 

a v a i i q ã o  d a s  propriedades d a s  m a t e r i a i s  e coeficientes p-ara 

aplicqões p r A t i c a s .  

P a r a  o cálculo de flechas ex i sLem diversos fatores de 

depend&ncia ~ ~ e o n h a r d t ~ ~ 3 ,  entre eles a variaFão do m o m e n t o  

fletor em trechos onde o m o m e n t o  f l e L o r  existente & m e n o r  que o 

momento  fletor correspondente ao aparec imento  da p r i m e i r a  

fissura, ou seja, onde a zona tracionada não se f issura.  N e s t e s  

trechos a valor da rigidez corresponde a rigidez integral 

CeskAdio I .  Do mesma modo, e x i s t e m  regiões i n t e r m e d i á r i a s .  

F ina lmente  e x i s t e m  zonas que estão no e s t A d i o  11 <configuração 

fissurada definitiva, a quanLídade de fissuras e o valor de suas 

aberturas não v a r i a m  mais ) .  

O comprimenLo dos trechos destas t ~ & s  zonas depende por 

um lado da distribuição de carga e do s i s t e m a  estrutural e com 

isso do diagrama de momentos ,  e por outro lado, do grau de 

carregamento, que B expresso pela re laqZo entre a m o m e n t o  fletor 

devido à carga permanente ou à carga que atua por um longo 

periudo de t e m p o  e o momento devido a carga total de utiiização. 

Uma outra dependgncia resulta da distribuiçSo de 

armadura ,  expressa pela variação d a  perccinLagem de armadura,  a 

qual em geral n50 & constante, porque a armadura do banzo e 

escalonada. Finalmente  deve-se considerar. a drinsidade de armadura 

na zona efetiva. 

A respeito da utilização de elenientos f in i tos  pode-se 

refinar o c&lulo de vigas m i s t a s  utilizando o tradicional 

e l e m e n t o  de viga para a viga e laje, e elemento de mola para os 

conectores. Para região de tração pode-se utilizar e i e m e n t o s  
22 

compostos. V e r ,  por exemplo, as referencias A i r s t  & Yeo , Jokirson 

& ~ a ~ ' ~ ,  M o f f a t .  & ~ o w i o n ~ ~ ~  e Plum 8   orne^'. 



1.2.3 - Abordagem e l imitações do presente trabalho. 

O estudo feito pelo presente trabaIho utiliza a 

f o r m u l q ã o  geral baseada no mktoda dos e l emenLos  finitos. A 

-se *considera deslocamentos infinitesiamais considerando os 

materiais ebt icos  e v f s c o e ~ t i c o s .  

Primeiramente estuda-se pórticos viscoelAsticos 

homogBneos. A carga viscoeiAstica é calculada apartir dos 

esforços em cada barra. A lei de variação viscoeUsztica d 

baseada nas variaveis de estado utiiizando o modelo Kelvin 

generalizado e o do CES. A m e  ié feita incrementalmente 

ao longo do t empo.  

A andiise e s t A  limitada a flexZo reta Ceixo de s i m e t r i a  

no plana da carga). N ã o  são consideradas d e f o r m q õ e s  f in i tas  nem 

pórticos espaciais. A p r i m e i r a  l imi tação ,  pode ser superada 

adaptando a formulação apresentada para treliça plana e a segunda 

exigiria um estudo mais  aprofundado uma vez  que aparecem outro 

conjunto de esforços. Na sua presente f o r m a ,  o programa O 

adequado para estudar estruturas homogêneas ou m i s t a s  com 

conectores rigidos sob carga de serviço. 

Os esforços no inkerior da barra são interpolados 

Unearmente  apartir dos esforços nas extremidades e usados para 

calcula a carga viscoelAsLica. Assim, dispensa-se o calculo das 

defoirmações viscoelAsticas como t5 feito na parte  de treliça. 

A seguir, passa-se para a U i s e  de vigas mistas, para 

isso i5 necessário calcular a m a t r i z  d e  rigidez de e l e m e n t o s  

mistos que e s t A  descrito rio capituio 6. 

A s  hiphteses para i s k o  são as da teoria tbcnica de 

vigas: m o v i m e n t o s  infinitesimais Cteoria de pr imeira  ordem) ,  

v-dade da hipbtese de Navíer Cseções planas permanecem planas 

após os deslocamentos>, carregamento no plano de s i m e t r i a ,  

validade da lei de Hooke e que nZo hA deslizamento entre a placa 

de concreto e o perfil metAl ico .  

O cáilculo das rigidezes dos e l emenLos  das  barras B 

feito em relqão ao eixo neutro da seção homogeinizada, 

pela razão descrita na seção 6.6. A iocalizqão deste & feita 

atravcs da homogrinizaçZo das  partes que compEe a segão. D e s t a  



maneira os e l e m e n t o s  são referidos a um bico  eixo. Os 

deslocamentos do e l e m e n t o  são interpelados linearmente a 

partir dos deslocamentos do eixo neutro e, utilizando as 

fuwZ5es- de interpalação para e l e m e  n L o  de viga, pode-se 

calcular, atravbs do mbtodo dos e l e m e n t o s  f ini tos ,  a m a t r i z  de 

rigidez para e l e m e n t o s  m i s t o s .  

O erro introduzido ao considerar a excenLricidade dos 

e l e m e n t o s  em reiação ao eixo das barras em certas f o r m u l a q 8 e s  & 

discut ido  e apresentado num exemplo num&rico. 

A s  seções analisadas na dissertação são f o r m a d a s  por 

dois t ipos de materiais com wn eixo de s i m e t r i a  langiLudina1 no 

plano vert ica i .  

A s  armaduras podem ser levadas em consideração desde 

que s e j a m  s i m é t r i c a s  em relação ao eixo longitudinal no plano 

verticai substituindo desta maneira o perfil  m e t á l i c o .  

A s  estruturas m i s t a s  consideradas nesta publicação se 

l imitam aquelas f o r m a d a s  por pegas pr i smAt icas ,  excluindo-se as 

estruturas de t ipo  superficial <placas e liirninas 1 OU 

tridfmensional Cpiacas grossas, rnaciqos, eLc,>, ent.1-e as quais a 

utilização de sistemas mistos B m u i t o  l imitada ou inexistente, 

requerendo al&m disso a resolução de problemas de caculo e 

processos construtivos pouco ou nada estudados. 

N e s t a  d i s ~ e r t a ~ ã o  considera-se que a seção m i s t a ,  em sua 

Lotalidade, suporta o carregamento externo, alem do peso práprio 

da placa de concreto e da perfil  de aço. Esta hipótese exige o 

e s c o r a m e n t o  total da viga antes da cura do concreto. Mas, como 

sabe-se, existe umâ grande variedade de fases construtivas neste 

tipo de constrqãa. Alguns destes resultando em grande economia. 

Numa destas sequ&ncias construtivas a perfi l  de +o B 

colocada s e m  escoramento e a placa é concretada sobre o perfil .  

Para proceder o cAicuio usando o p r o g r a m a  d e s t a  dissertação usa-se 

o processo de superposição de efeitos. A n a l i s a - s e  o perfil ,  usando 

como carregamento o peso pr6prio do perfi l  m a i s  o peso pr6prio d o  

concreto e p o s t e ~ i o r m e n t e ,  analisa-se a sqãu m i s t a ,  suportando as 

cargas externas, e superpõe-se os d o i s  resultados. 



2 - FORMULAÇXO MATRICIAL V ISCOELAST I CA. 
----H- 

Nesds capitulo, apresenta-se alguns aspecLos da teoria 

viscoeiAstica e expressões usuais sobre o t e m a  utilizadas neska 

disserLagâio.  F a z - s e  ref erencla aos m o d e l o s  utilizados no 

comportamento viscoelástico do concreto e adota-se o modelo do CEB 

apresenbando um m4todo computacional para o caculo a u t o r n A t i c o  das 

constantes empregadas .  Na segunda parte desLe capitulo, está a 

formuiaqão m a t r i c i d  baseada no m e t o d o  dos e l e m e n t o s  finitos e 

particularizada para o caso de treliga plana com grandes 

deformações  e pbrtico plano usual. 

2.1 - Re 1 aFões v iscoel Asticas empregadas .  

2.1.1 - I n t r ~ d u ~ ã o  

A teoria da viscoelasticidade pretende descrever r. 

comporkamento das materiais que s o f r e m  def ormaçi5es diferidas ou 

não inst-antaneas. Estes m a t e r i a i s  são di to s  viscaelSlsticos. Como 

um exemplo deste fenbmeno, observa-se que alguns m a t e r i a i s  

continuam a deformar-se apesar da carga permanecer constante. Este 

processo B denominado deformaçZo lenta ou "creep". P o r  outro lado, 

t e m - s e  a relaxação, que a diminuição com o t e m p o  d a s  tensões, 

sob  def armações constantes impostas. 

Do mesmo modo que as d e f o r m a ç E e s  instantariects, as 

d e f o r m a i j õ e s  diferidas podem ser lineares ou não fine-es. São 

lineares quando a deformag% causada por uma tensão C u  +g > B 
i 2 

igual a s o m a  das deformações causadas por m e rr aplicadas 
i 2 

separadamente. No presente trabalho sb se trabalha com 

def ormaqões  diferidas lineares, valendo O principio da 

s u p e r p o ~ i ~ ã o  e, alOm disso,  o carregamento será do t ipo  estático. 

Se a deformação lenta 

caracterizada por uma deformqão 
49 

CCreus > que fica: 

& linear, ela pode ser 

i e n L a  especifica. D C t , r > .  



onde 

sCt,r> = d e f o ~ m a ç ã o  no t e m p o  t quando o m a t e r i a l  foi ca~regado na . . 
idade T 

D C t , r >  = deformação especifica no t e m p o  I, e coin idade 

2.1.2 - Relação viscaelEtstica 1 inear . Representação integral. 

P a r a  um material viscoelAstico linear, com uma variação 

tamb&m linear de tensões, pode-se integrar a histhria de tensões e 

obter a representar;ão integral & viscoelasticidade: 

Integrando por p a r t e s  a aterior, o b t b m - s e  uma relação 

tensão deformação viscoelástica na f o r m a  integral 

aiilm dos s i m b o l o s  descritos anteriormente, Lem-se E<t) que & o 

mbdulo de elasticidade, em geral variAvel no t e m p o  t, d<t,r) r& a 

f uqão de f lugncia que caracteriza o comportmento viscoelAstica 

do m a t e r i a l  e d a Lensão em t. Aiem disso, na representação 

anterior f o r a m  usadas as seguintes igualdades: 

onde 

I para t r .r 
O H C t , . r  3 = 

O O para t 5 -r 
O 

A expressão C2.1.3), bastante usada na literatura 

separa as deformações elbticas, calculadas no t e m p o  t e as 

dif eridas. 



2.1.3 - Representação  em f q ã o  das variaveis de estado. 

A representação integral indicada na seção anterior B 

rlgorosa e formalmente s i m p l e s .  Por outro lado, não B a m a i s  

ade&ah-  para a análise num&~ica com grandes s i s t e m a s  de equa@es 

como os que aparecem quando se aplica o método dos e l emenLos  

finitos. Para estes casos, a representação em furqão das 

variAveis de estado B m a i s  conveniente. 

Partindo da eq. 2.1.3 assume-se que a funqão dCt,r> pode 

ser desenvolvida em s&rie exponencial 

Com suficiente número de t e r m o s  no desenvoivimento 

pode-se obter tanta precisão como seja necessdria. Para a maior ia  

dos problemas p r A L f c o s ,  tres ou quatro t e r m o s  são em geral 

suficientes. Na eq. 2.15 T & 0 t e m p o  de retardaçao e ni 
i 

15 a 

coriskante do amortecedor C f  ig. 2.1). 

Definindo ais varfAveis de estado aomo 

Diferenciando a anterior em relqãc a t fica 

a 
onde C ) = - = derivada tempora l  e 

d t Ti = vi/ Ei 

Considerando a 2.1.3, 2.1.5 e 2.1.6 t e m - s e  a equação 

V&-se, a s s i m ,  que &C&> pode ser obtido por uma s i m p l e s  



s o m a  de valores das variAveis de estado no instante L. Ass im,  

pode-se deixar uma relação integral e obter um s i s t e m a  de I 

equagSies diferenciais lineares desacophdas de p r i m e i r a  ordem. 

- - Pode-se notar ainda, que as equações 2.1.7 e 2.1.8 

correspondem, rieste caso, a um modelo c o m  uma s&rie de e l e m e n t o s  

Keivin com mola  de elasticidade E = v i  e amortecedor com 
I i 

viscosidade r )  além da mola isolada de constante E. Ver f ig .  2.1. 
i' 

F igura  2.1 - S B r i e s  de e l e m e n t o s  Kelvin. 

S B r i e s  de e l e m e n t o s  Kelvin c o m  coeficientes var iAve i s ,  

comumente empregados para a represent,ação do comportamento 
14 

viscoelAotico do concreto, podem ser ericontrados em C r e u s  r 
5 

B a z a n t  e são casos particulares da representaçEo anterior. 

No caso linear, pode-se integrar a 2.1.6 dentro de cada 

intervalo de tempo.  Substituindo t por t+Ak e dividindo em dois 

intervalos pode-se escrever a 2.1.6 como: 

Se levar em conta a semelhança com a expressão 2.1.6, 

considerar V C T  > / ~ C T >  na segunda expressão como consLante 

dentro de cada intervalo e realizando as integraçBes, obti lm-se:  



onde EICt>= q i C t > / T i  

Esta expressão ser& usada no programa cornputacionai de 

treliça plana descrito adiante .  Para o programa de p6rtico piano, 

alem- desta expressão utiliza-se uma formulação m a i s  elaborada Cver 

seção 2.1.6). 

2.1.4 - Utilização do madelo sLandard para a ver i f i cqão  analitica 

d e  tensões e d e f o r m a ç õ e s .  -- 
2.1.4.1 - Modeio de Kelvin general izádõ. 

O modelo de Kelvin P regido pela séguinke 

dif erenciai 

@ a E E + q i  

equação 

<2.1*1t> 

O modelo  de Kelvin generalizado B formado pelo 

agrupamento de "n" unidades Kelvin em s&ries C f i g .  2.1). 

0bviamente.a t e n s Z o  em cada unidade B a mesma, enquanto que a 

deformação total B a s o m a  das deformar18es parciais de cada 

e l e m e n t o .  Escrevendo a a 2.1.11 na f o r m a  simbhlica, p a r a  um 

e l e m e n t o  i fica 

onde B um operador diferencial. Tem-se, para o modelo 

generalizado 

onde (Ei + v i  &'a>-' indica o operadoi. inverso. 

A função de creep especifica DCL,r>, para o modelo 

K e l v i n  generalizado é obtida resolvendo a equação diferencial 

2.1.11 para uma dada tensão constante unitaria, u C t > =  fl i i C t , ~ > :  
O 

O modela  standard & formado por um eleniento Kelvin em 

série c o m  uma moia e corresponde ao modelo Kelvin generalizado com 



o p r i m e i r o  = O. Substituindo este valor na eq. 2.1.13 obtbm-se  
i 

Integrando a 2-1-45 para uma tensão consLante u n i t A r i a ,  

cr H C t , r  >, correspondente a uma expel-iencia de creep, obtem-se,  
O O 

para n elementos K e l v i n  

Então, dada a deformação inical E O? obtida a partir de 

uma tensão Inicial imposka, pode-se obter ~ C t , - r )  como 

Na t e m p o  4. ai vê-se pelas eqs. 2.1.16 e 2.1.17 que para 

um elemento tem-se 

ECL,P> = coE/Eco ; Em = CEE >/CE+Ei> 
t=m i 

No caso da relaxa@, isto 8, d e f o r m q ã o  i m p o s t a  inicial 

u n i t A r i a  consLante, obteni-se 

E n t ã o ,  dada a tensão inicial u obtida a partir de uma 
o? 

def o r m a g ã o  inicial i m p o s t a ,  pode-se o b L e r  c C t  ,.r > como 

uCt,r> = 0 ECt,+r> / E 
O 

No t e m p o  t = oo vê-se pelas eqs. 2.1.19 e 2-3-20 que 

<2.1.21> 
:Eqa. 2. i. 22 ci 2. i. 23 

estao vagas rbs* 1 
Estas equações serão uzadas para verificação de -uns 

exemplos f e i tos  com os programas computaclanais propostos. 



2.1.5 - Representacão do comportamento do concreta. 

Esta seção aborda a lgumas  consideraçães sobre o creep 

ou deformação lenta do concreko. 
* - 

O funcionamenLo do mecan i smo  do creep depende da 

estrutura interna do concreto, da pasta  de c i m e n t o ,  da água 

presente na estrutura e do meio  ambiente.  Este trabalho não t e m  a 

fntençzo de descrever este fenõmeno fisico, que já foi e 
94 

sendo amplamente  estudado por diversos autores. Ver Neville e 
5 

B a z a n t  . 

iikeratura sobre o assunto, e ~ s t e m  diversas  

expressões m a t e m A t i c a s  que tentam represenLar a comportamento  

real das  estruturas observadas exper imenta lmente  em m o d e l o s  

silmpiif icados. E s t a s  expressães são do t ipo  assint6ticas, 

utilizando reiações hiperbólicas, l o g a r í t m i c a s ,  exponenciais, 

etc. A14m disso, elas u t i l i z a m  p a r ã m e t r o s  que são de terminados 

por experiencias e que dependem do t ipo de m a t e r i a l  e do m e i o  

ambiente. 

P a r a  a = A l i s e  estrutural, as formulaçEes  são 

apresentadas a t r a v 8 s  de gráficos, em que os fatores são 

independentes u m  do outro e compõe-se  da umidade relat iva do ar, 

espessura equivalente, percentagem Agua-cimento, idade do 

macer ia i ,  t e m p o  de carregamento, etc.  

A m a i o r i a  dos trabalhos considera o processo de creep 

coma  linear. Desta maneira aceitam o principio da superposição e 

e as equa$es podem ser descritas coma re-ões integrais, c o m  

diferentes f o r m a s  para a funqão de creep. 

Uma representaç5o detalhada sobre este assunta pode ser 
34 5 

encontrada em N e v i l l e  e B a z a n t  que dão posteriores refer4nclas. 

O rn&todo de Dishinger, que propos uma relação constitutiva ao 

estilo da equação 2.1.10, é apresentado e aplicado em R u s h  et 

slli4? Tem-se,  Lambem as fõrrnubs usadas pelas diversas  n o r m a s  

CEB-FIP'~ e ACI'. 



2.1.6 - RepresentacSo do comportamento do concreto através de um 

modelo reoiógico. - 
A s  curvas de deformacão lenta expostas no apendice D do 

cbdfgo *modelo CEB-FIP'~, foram usadas para representar O 

comportamento do concreta e estão reproduzidas no A p B n d i c e  A. 

E s t a s  curvas não são aplicaveis: 

- Concretos sujeitos a temperatura extremamente 

Cpor exemplo: reatores nucleares>. 

- Concretos sujeitos a cura por aquecimento por calor. 

altas 

E são apiicáveis em: 

- Concretos sujeitos a tensões de compressSo nSo 

excedendo ckJCf ck 
a resistBncia cilindrica caracteristica a 

compressão na idade j> e permitido endurecer sob. condicões de 

umidade e t e m p e r a t u r a  constantes. 

- Os valores num&ricos sSo valores mkdios e podem 

variar 20% em cada direta. Esta variacão ser& inLroduzida nos 

cAlculos quando apropriado, ao lado da seguranca. 

- Com respeito ao creep, sua aplicacão 4 para concreto 

s u b m e t i d o  a c o m p r e s s ã o .  

- No dominio das tensães de serviço, as d e f o r m a ç 5 e s  

devido a fraqão de tensão aplicada em diferentes kempos são 

consideradas adi t i v a s  Chipdtese da s~perposi~ão). 

Levando fsto em conta, a deformação lenta, sob tensão 

cansLante é linear em relqão as tensões. O coeficiente de 

de for maçã;^ lenta r p C t , r  > B definido peia equaFão 
Q 

onde E C ~ , T  > é a deformação lenta no t e m p o  t sob uma tensão 
C a 

constante apiicada no t e m p o  ro, E 
O C28 

B a rnbduio de elasticidade 

em 28 dias. 

A deformação em t sob tensE5es constantes <deformação 

inicial em T mais a deformação lenta) B dada por 
O 



onde. EcCro1 é o mddulo de elasticidade na idade T ~ .  O t e r m o  

B chamado "fuwão de deformaç50 lenka" ou "função de creep" e 

representa a deformação total do concreta em t. sob  tensão 

constante deste r 
O' 

A funçSo de deformação lenta pode ser desdobrada nas 

seguintes partes 

onde 

s: B a deformação inicial 
O 

E O a deforma,+ ebt ica  diferida 
d 

c B a deformação irreversivel, todas elas medidas  por unidade de 
f 

tensão inicial, u 
C' 

onde 

13 CT > corresponde a deformacSo elkkica iniciai, funcão s& de r 
i o o' 

p <-r > corresponde aa desenvo1vimenLo da deformacão  rApida inicial. 
8 O 

Cirreversivel> que B desenvolvida duranke o pr imeiro  dia 

apbs a aplicacão da carga. 

Vd 
8 o coeficiente de elast,icidade diferido <pd = 0.4). 

C j d C t , ~ ~ >  corresponde ao desenvolvimento com o t e m p o  da deformacão 

elktica diferi&, totalmente reversivel que assume-se ser 

independente do envelhecimento. 

"f lPf 2 
é o coeficiente de flu&ncia. O n d e  ~ ~ f í  & funcão & 

umidade relativa <Rh), em 55: e 
IPf z 

B func;ão da espessura 

efet iva Ch >, em cm. 
O 

pfCt,~o,h 3 corresponde ao desenvolviemnto com o t e m p o  da parte  
O 

irreversivel da deformacão diferida Cfiu&ncia> que B m u i t o  

afetada pela idade em que o carregmenLo corneca. 



t e T são a idade do concreto na m o m e n t o  e m  consideracão e no 
O 

momento  do carregamento, respectivamente,  corrigidas quando 

a temperatura ambiente durante a endurecimento for m u i t o  

. diferente de 20° C, conforme CEB. 

hQ 
& a espessura efetiva,  funcão da área da secão trailsversai do 

concreto, Ac, do p e r i m e t r o  em contado c o m  a a t m o s f e r a ,  p, e 

de um coeficiente que depende das condicões arnbientais, h. 

E n t ã o :  h = 2 A c h / p .  C2.1.31> 
O 

As expresszes analikicas para os t e r m o s  acima estão 

dadas no Apendica A. 

A equação 2.1.27 pode ser represenLada atraves da modelo 

reolbgico da fig. 2.2 e de acordo c o m  as equações 2.1.2 A 2.1.4 e 

t.amb&m 2.1.14, pode ser posta na f o r m a  

Fie;. 2.2 - Modelo reolhgico utilizado 

O primeiro t e r m o  do segundo membro corresponde a 

deformacão inicial e 8 calcuiada com ECT >, determinado a partir 
O 

dos valores de piC~o> + 132~~) <ver apgndice A>. No programa 

computaciona1 desenvolvido este valor entra d i r e t a m e n t e  na m a t r i z  

de rigidez do e l e m e n t o  e é. dado por: 



O segundo termo B a deformacão e&tica diferida. Para 

representar a parcela correspondente a E foram utilizados dois 
d 

e l e m e n t o s  Kelvin que demostraram dar precisão suficiente para a 

a W k e  desejada. Para isto, as constantes E e vi  da fig. 2.2 são i 
determinadas a part ir  da parcela tpd(3dCt-70> de acordo com a secão 

2.1.7 e a s s u m e m  os valores E = 4,96, T = 204, EZ= 5,7 e T = 5,7. 
i i Z 

Par fim, a úit ima parcela corresponde a deformacão 

irreversível <fluBncia> e no tempo t+At é dada por 

N e s t a s  expressões W<T 3 

Csemelhante  a dCt,.r> na 2-1-33 

i r r e v e ~ s i v e l  da deformação lenta. 

é a função de fluencia 

que caracteriza a parte 

Assumindo que OCT> O constante no intervalo t at& Ct+At> 

e considerando que 

v e m  

onde 

Desta maneira, a deformação total estA represenLada. A 

deformação viscoelástica B calculada com as eqs. 2.1.10 e 2.1.36 

e pode-se escrever 

onde 

n = nmero de m e c a n i s m o s  de K e i v i n  



onde T 

No p r i m e i r o  incremento de análise viscoelAtica 
n 

refere-se a m i s e  inicial ou el-tica. 

2.1.7 - D e t e r m i n a ç ã o  das constantes de um - modelo Kelvin 

generalizado em base a uma curva dada. 

A partir do metodo gráfico apresentado por 1shaiZ5, 

pode-se desenvolver um rnbkodo s e m i - a u t o m A t i ç o  p a r a  calcular as 

constantes dos m e c a n i s m o s  K e l v i n  <Ei e v.>. 5e for dada, por 
1 

exemplo, a seguinte curva 

onde, (3 6 definido no Ap&ndice A, Pode-se traçar um gráfico, v e r  
d 

fig. 2.3, com o t e m p o  nas abcissas e o iogaritmo de base 10 da 

dlferenca entre o coeficiente de deformacão lenta para o tempo 

considerado infinito, = 10000 dias, E C t  .r > e o coefiente d d o  
E CL,r ) no t e m p o  t. Ou seja, 
d 0 

Quando estfi curva tornar-se u m  reta, pode-se d e t e r m i m  

o primeiro mecanismo. Prolongando esta reta até a ordenada que 

passa em T obtPm-se  o valor de C. 
O 

A p a r L i r  da equaçSo da reta que define C t e m - s e  pela 

fig.2.3 que 



Fig. 2.3 - D e t e r m i n a c ã o  dos mecanismos de K e l v i n .  

O valor de C, como poder& ver - se  adiante, fornece 

onde antlog & a antilogariLmo. O tempo de retardacão T i a  v . /  1 E i B 

a declividade da curva da fig. 2.3 15 obtido a t r a v k s  da seguinte 

expressão 

t2- t 
1 

Ti = B - A  l o g l o  e 

onde "e" & a base do b g a r i t m o  natural = 2.718 e as d e m a i s  

constantes estão representadas na f ig. 2.3. 

Pode-se  interpretar as eqs. 2.1.46 e 2.1.47 &traves da 

seguinte deducao: 

A deformacSo lenta de um e l e m e n t o  s i m p l e s  de K ~ l v i n  
i 4  submeLida a u m a  tensão constante & dada por CCreus > 

onde h: & o valor final desta deformacão. A equacão 2.1. tamb&m 
dai 

podo ser escrita da seguinte forma 



Tornando o l o g a r i t m o  da eq. 2.1.49 vem 

A eq. 2.1.50 dA uma linha reta no piano C t - T  > c o m  
O 

- E ~ > ,  cuja interseccão com o eixo das ordenadas fornece o 
l0g1 OCSda, 
valor da deformacão lenta f i&, enquanto sua inclinacão 

represent-a o inverso do t e m p o  de retardacão multiplicado por 

b g L o  Ce> . Fazendo 

tem-se, f inalmento, pela 2.1-50 a 2.1.47. 

Desta f o r m a  o mecanismo 1 fica determinado como 

A g o r a ,  passa-se a determinacão da segundo mecanismo.  

T r a q a - s e  uma nova curva a parkir da diferenca entre 

E CL,T > e L <L,T > obtendo o creep resultante ~ d < t , ~ o > ,  ou seja 
d 0 i 0 

a part ir  desta expressão pode-se t1.a~- o grafico s e m e l h a n t e  a 

fig. 2.3, sb que nas ardenadas marca-se agora 

e procede-se como anteriormente a&& a determinacão  do mecanismo 

2, c C t , r  3. D e s t a  forma pode-se obter  outra curva resultante 
2 O 

descrita pela sequinte equaFão: 



C2.1.55> 

Obs. :Eqfz. 2. i. 56 a . 5P 
estao vagas. 

-. C -  1 
e p~oceder a s s i m  a t B  que a curva origfnai esteja suficientemente 

bem representada. A qualquer momento pode-se comparar E CL,T > com 
d o 

a s o m a  de C ~ < ~ , T ~ >  + 6 <t,'tO> + ...+ E CL,r > para verificar a 
2 n O 

precisão dos resultados. 

A única parte do presente m&todo que não estA 

au+omatizada B a eseoiha dos tempos  t e t 
i i+l 

. Estes tempos  devem 

estar sobre uma reta e são escolhidos visualmente a partir do 

t~açado da curva <figs. 2.3, 2.5 e 2.7) 

Para o termo da deformacão diferida eles sSo constantes 

para todos os t i p o s  de concreto uma v e z  que s6 dependem de C t - T  >. 
O 



2.1.8 - Exemplo de aplicacão sobre a secão 2.1 -6. 

A expressão do CEB usada para calcular deforma@ 

emtica diferida é a que segue 
-. 

onde cp 8 uma constante igual a 0.4 e Ct - T > deve ser considerada 
d O 

como a variAve1 da expressão. 

P a r a  melhor  compreender o rnéLodo de determinação das 

constantes do modelo K e l v i n ,  segue um exemplo num&rico. 

1.4 i,B 
2 8  D I A S  

F i g .  2.4 - Deformação diferida v e r s u s  t e m p o .  

Fixando -ro = 28 dias e variando L, o b t é m - s e  a curva da 

fig. 2.4, onde, nas ordenadas, t e m - s e  os valores para a expressão 

2.1.60 e, nas abscissas,  foi tomado o l o g a r i t m o  do tempo para 

meihor  representação. 

Aplicando a eq. 2.1.44, obtem-se a curva da fig. 2.5, 

s eme lhante  a fig. 2.3, onde t e m - s e  os s e g u i n L e s  valores: 



tempo t 

Fig. 2.5 - Determinação dos t e m p o s  de retardação. 

U L i l i z a n d o  as eqs. 2.1.49 a 2-1-47 t e m - s e  

Fig.2.6 - Diferença entre as d e f o r m a ç õ e s  versus Lempo.  



Deska maneira, o m e c a n i s m o  1 fica < v e r  eq. 2.1.523 

+. 

e pode-se passar para õ determinação do segundo mecanismo. 

Na fig. 2.6. estão representadas a curva original E ~ ,  a 

eq. 2.1.53 e E dado na eq. anterior. Novamente, tomou-se  nas 
i 

abscissas o l o g a r i t m o  do t e m p o  para melhor visualização. 

Outra vez, aplica-se a eq. 2.1.44 para obter a segunda 

curva da fig. 2.7, onde t e m - s e  os seguintes valores 

Utilizando as eqs. 2.1.45 a 2.1.47 t e m - s e  

1 I 1 I I I 1 1 

- 
Curvo usada paro determinar 
o primeiro mecanismo. - 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

TEMPO 

- i  1 1 r I 

Idem, segundo rnecan i m o ,  

F i g .  2.7 - CAlcu lo  do segundo mecanismo. 

Desta maneira, o mecanismo 2 fica C v e r  eq. 2.1.52): 



F e i t o  isso, pode-se ver na fig. 2.8, a representação dos 

dois mecanismos  calculados E e c- . sua s o m a  <E + E ) e a 
i í Z 

curva original E 
d ' 

-. 

Fig. 2.8 - Curva aproximada. 

Este metoda foi programado no computador, para utilizar 

qualquer kipo de curva de deformaqão lenta. Na seção seguinte, 

e s t A  o fluxograma de cEilcuio adotado. 

Inicialmente, a curva utilizada era a que representava 

todas as parceias da defrirmaçSo lenta C e q .  2-1-30> e f o r a m  

necessArkus cinco mecani smos  de Keivin para obLer uma boa 

aproximaçSo para c e r t ~  idades de carregamento, espessura efetiva 

e condiqões ambientais. 

Com a formulação  apresentada anteriormente <seção 

2.5.6>, onde f o r a m  separadas as parceks,  devido a deformação 

elbtica &ferida e devido A fluencia, s o m e n t e  dois  m e c a n i s m o s  

for- suficientes para representar a pr imeira  parcela. 

Com relação a parte do m&bodo que não foi  possivel 

a u t o m a t i z a r ,  que são as t e m p o s  L e tz, eles f o r a m  fixados 
P 

visualmente com a figs. 2.5 e 2.7. Como estas figuras foram 

geradas c o m  a curva de E COM T = 28 dias t e m - s e  que os valor-es 
d O 

de C L  - T 3 para a determinação dos dois m e c a n i s m o s  são 172, 32, 
O 



2.1.9 - F l  woerama do vraptrama comwutacional para a 

-determinação dos mecanf  s m o s  de Kelvin. - 
Com as equações da seção 2.1.6 e 2.1.7 foi montado  o 

diagrama de fluxo da fig. 2.9 . A seguir estão as sub rotinas 

utiiizadas nesLa fluxograma. 

Cálculo de 

Cálculo  da ordenada Y. 

L - t  
2 i 

Ti I B - A  iogioCe> 

C2.1 .&O> 
repetida 

C2.1.46) 
repetida 

C2.1.47)  
repeti da 



L e i t u r a  do número de m e c a n i s m o s  utilizados, N 
e idade de carregamento r O . 

1 L e i t u r a  para cada mecanismo de dois I 
I tempos Ct - T 3 e Ct2 - T > 

,i O O 

f 

I C a l c u l o  dos t&npos ti e t para cada mecanismo 
2 

ti= <LL- f 0 )  4 T~ e t2 = <tz - T > + T 
O O I 

Não 

C á i c u l o  de w 

4 
C á l c u l o  de c, e da ordenada Y 1 

ICAlculo de s, e & ordenada Y I 

Fig. 2.9 - Fluxograma para o cálculo de mecanismos .  



2.1.10 - ComparaciTes das expressões analiticas e o 

gráfico dado pelo CEB com a programa proposto. 

0 Cbdigo Modelo do CEB" representa o processo de 

defõrmação Ienta atravBs de gráficos e de expresões analíticas. 

A t r a v O s  das expressões analiticas este trabalho apresenta um 

mOtodo Cver seção 2.1.6) que descreve o fenBmeno citado. 

P m a  comparzw os resultados, foi uliUzada uma barra 

que, se fosse s6 =Estica, sofreria um deslocamento un i tb io  Cfig. 

2.10.a) sob a ação de uma carga Lamb&m unitCiria. Em outra 

situação, reagiria, com u m  reqãa unitaria, sob  a ação de um 

deslocamento imposto tamb&m unitário C f i g .  2.10.b>. 

Espessura e f e t i v o  = 40  

Ar ambiente 

Fie;. 2.10 - Estrutura com uma barra. 

Nas trgs figuras que s e g u e m  a estrutura foi carregada em 

i .  2.11 - Curva deslocamento versus t e m p o  dos dados 

obtidos com o programa PORTICO.BAS e os grAficos do CEB. 



tres idades diferentes: 3,  28 a 365 dias. A s  curvas da fig. 2 e 

2.12 r e p r e s e n t a m  a experiencia de creep, isto 15, a barra B 

submekida a uma carga constante, no caso unitaria, e é acompanhado 

o comportamento do deslocamento axial, ao longo do tempo. 

O 1 2 3 A 
3 DIAS 28 DIAS 565 OIAS 

m 

FPg. 2.12 - C w v a  do deslocamento versus t e m p o  obtida com 

as expressões anaiiLfcas e os gráficos do CEB. 

1.2 
FIEACE. - 

A: PROGRAMA 

I -- Po'RTI CO.BAS 

- 

0.8 - 

- 

0.6 - 

- 

0.4 - 

- 

0.2 

- 

O 
I 

Fig.  2-13 - Comparação do programa PORTICO.BAS com o 

CEB para a experiencia de relaxação. 



Na ffg. 2.11 t e m - s e  duas curvas para cada idade de 

carregamento. Uma foi obtida c o m  o programa do presente 

trabaiho e a outra são os dados retirados dos g r A f i c o s  do CEB. 

*. 
* Na fig. 2.12 foram comparados os dados obtidos com 

grAfico do CEB e as expresões analíticas do prdprio CEB. 

fihalmente, na fig. 2.13 t e m - s e  a experigncia de 

relaxagSo, isto 0, a estrutura é submeLida a um deslocamento, no 

caso unitArio, que B mantido constante, e analisa-se o esforço 

resultante, no caso tambkm unitario, ao longo da t empo.  Para cada 

idade de carregamento t e m - s e  duas curvas,  uma foi retirada 

d i r e t a m e n t e  dos dados do CEB e a outra foi obtida com o programa 

computacionai do presente trabalho. 

Variando-se a espessura e fek iva ,  condiç6es a m b i e n t a i s  e 

idade de carregamento pode-se ter uma grande variedade de 

grAficos. 

A partir de alguns exemplos rodados e comparados pode- 

se tirar algumas conclusões sobre as curvas de deform-ão lenta 

do CEB. 

Na ansilise dos t e r m o s  das deformação lenta pode-se 

observar que a deformação e l á s L i c a  diferida confere com os 

grAficos para idades de carregamento m a i o r e s  d o  que 28 dias .  P a r a  

fdades m e n o r e s  os resultados começam a ter m a i o r e s  diferenças. 

At& 20%. O mesmo acontece com os t e r n i o s  para a deformação 

irreversível. 

Para o conjunLo dos dados aparentemente ocorre 

mesmo. Ver figs. 2.11 e 2.12. 



2.2 - Formulaçao geral. - 
Terminada a parte introduthria sobre viscoeiasticidade, 

parte-se, como foi dito na introduçso deste capitulo, para a 

apresenGaqão da forrnukqgo geral baseada no m&todo dos e l e m e n t o s  

finitos para a -se de estruturas. 

2.2.1 - Principio dos trabalhos virtuais 
Nesta sega  ser& apresentado a principio dos trabalhas 

virtuais, a f o r m u i q ã o  do m&todo dos e l e m e n t o s  finitos, as 

equaçaes pma a obtenção das matrizes de rigidez emtica e 

geomktrica de trelíças planas e a matriz usual de pbrtico plano. 

O pelncipio dos trabaihos virtuais estabelece que 

durante qualquer deslocamento virtual arbitrArio do estado de 

equilibrio o incremento na energia de deformaçZo B igual ao 

trabalho feito pelas forças externas. 

E s s a  lei bCisica para processos com deformações finitas 
14.9 

pode sep escrita na forma incremenLal 

a qual corresponde a uma descrição Lagrangena atualizada, que 

acompanha todas as posições das particuias do corpo em seu 

movimento,  isto 8, da canfigurqâto original at& a final. 

Na equação anterior a operação 4 e = C com = 

= bii], impiica C = aijbij, sendo C um escalar.Al&m disso: 

T B m a t r i z  do segundo  tenso^ de tensões de Piola-Kirchoff, que 

permite caicuhr o trabalho virtual  com referenda ao volume 

originai do elemento; 

& O tensar de tensE5es de Cauchy, isto , forças internas 

do corpo por unidade de área na configuração atualizada; 

L & a gradiente de velocidade, L = @/e; 
e B a velocidade de deformação especifica, = I / ~ < E + L ~ >  

0 B o campo de velocidades rio continuo 



& e indicam as forças de superficie a volume respectivamente na 

configura+o atuaIizada caracterizada pelo volume V 

A = Au f Auonde Au 8 a área sob kensões prescritas e AU B a área 

c6m vélocidades prescritas tambem na c~nf igura~ão  aLualizada. 

Deve-se lembrar ainda que na 

atualizada, ã = e ,  m a s  3 # g . Tambern Q = E .  

Empregando o mbtodo dos e l e m e n t o s  f i ~ t o s  o corpo 

original Bo, tS ~ubs+itUILdo por una aproximação f o r m a d a  por n 

e l e m e n t o s  de volume V 
e' 

A hipd&ese b&ica desta formulação CBrebbia & 
9 

Ferrante > 6 que as velocidades em qualquer ponto sobre o e l e m e n t o  

pode ser aproximadamente represenkada por uma f-ão em t e r m o s  

de parame+ros deconhecidos. Essas funÇaes var iam de e l e m e n t o  

para e lemento .  Ass im,  para um e l e m e n t o  e, pode-se escrever 

A m a t r i z  4 cont&m as fu-ões de posiçrão apropriadamenbe 

escolhidas e a( um vetor contendo as conshantes a calcuiar para 

o elemen%o i, em nmero igual ao de velocidades nodais do 

elemento estrut+urai. 

Particularizando a equaFão anterior para os pontos 

nodais do e l e m e n t o  encontra-se 

onde u são as velocidades nos  pontos nodais e (F é obtida de 4 
"e 

pela inkrodução das coordenadas dos pontos nodais. Se as fiwq2les 

f o r e m  devidamente selecionadas para evitar singularidades, çj 

ser& uma m a t r i z  quadrada de constantes, invertendo a eqwão 

anterior se obtem 



com 

D e s t a  forma, cont&m as fuqões de interpolãção que 

determinam as velocidades no interior do e l e m e n t o  a partir das 

velocf dados nodais. 

Levando em con%a as reiaq8es deformação deslocamento 

especifica, a partir da equagão C2.2.7) chega-se: 

forma 

T = Y < P - E ,  > 

onde f l  é a mat.riz constitutiva e i A s t i c a  usual, empregada na 

análise de pequenas deformaçaes, 
%a 

são as velocidades de 

deformação especificas iniciais, que podem ter o r i g e m  em e f e i k o s  

viscooiCis+icos, temperatura  ou re+ração. 

Subskikuindo as equaç8es 2,2.8 a 2.2.11 na 2.2.1 e 

operando, obL&m-se para um eiemenko genhrlco, a macri2 de 

rigidez tangen&e na f o r m a  

O pr imeiro  &erma, Kel, ~epresenLa a parto i i n e e ,  rnabriz 

de rigidez elht.ica, e o segundo Lermo, 
'em' 

a parte  não linear, 

que depende das tensues g a R correntemente denominada m a t r i z  

g e o m 6 t r i c a .  Para o corpo B, tem-se a reIqSo 



O vetor de forças nodais do e l e m e n t o  B dado por 

onde estão incluidas as forças derivadas da deforrnaGão inicial. 

O somak6rio indicado em 2.2.13 B realizado adicionando a 

contribuição de cada e l e m e n t o  de uma maneira a organizar KT , 
YT 

e por partiç2les nodais. Quaiquer carga concen%rada atuando 

diretamente sobre um nb do s i s t e m a  é diretamente agregada em 

rT na correspondente posição. 

Por convenibncia, a m a t r i z  de rigidez do e l e m e n t o  e o 

veLor cargas equivalen+es são calcuiados c o m  respeito a um 

s i s i - e m a  de eixoos de referancia local, que são diferentes de 

elemento para e l e m e n h .  Quando se faz a montagem de KT e eT todos 

os coeficientes devem ser referidos a um sistema de eixos de 

ref erencia global. 

A n t e s  de resolver o sistema 2.2.13 ele deve ser 

modificado pela introdução das condiç5es de contorno. Com isso, a 

matriz de rigidez + O C A  que é originalmente singular, torna-se 

regular, quando condíçSles de cantorno consisLentes são 

especificadas e então o siskema pode ser resoivido. Depois da 

soiugão o viekor contendo todas as componentes da velocidades para 

todos os ponLos nodais 8 conhecido. D e l e ,  pode-sè r e L i r a r  o vetar 

de velocidades nodais do e l e m e n t o .  

2.2.2 - Matriz de Rigidez Tangente para uma B a r r a  de Treliqa Piana 

Considera-se uma barra de comprimento  L, drea A L 

mbdulo elástico E, originaimente ria direFão do eixo x. A equação 

que int-erpola os deslocamenkos ao longo do eixo da barra pelos 

deslocament-os nodais B 



. - 
onde u e v são ois velocidades n a  direções x,y, ao longo do eixo 

respectivamente. u e v são as velocidades na direFão x e y no r16 
i i 

I e u e v são as velocidades na direFão x e y no nd 2 e 
2 2 

A partir de 2.2.15 pode-se determinar as funções e 

correspondentes, substituindo em 

comprimento  da barra obtem-se 

2.2.12 e integrando sobre o 

ande o. foi subst..itufdo por N, forqa axial na barra C L r q ã o  

posi%iva>. 

Aplicando a rela+o 2.2.14 +em-se  ana logamente  

em ausgncia de forças de volume e de superficie. 

2.2.3 - Matriz de rigidez vara uma barra de ~brkico plano. 

Parbicularizando as equações gerais anteriores para uma 
5s  barra em flexão kem-se,  da Resist9ncia dos Materiais.. CVenAnc io  1 

que os deslocamentos transversais,~ do eixo da barra da figura 

2.14, s e m  carregamenLo transversal são dados por 



-. - Ao integrar a equação anterior em rei-ão a x obtem-se 
2 a v = a + a Z x + a  x + a 4 x .  Considerando esba equaFão e a 

i 3 

equação para dv/dx o b t e m - s e  para est-e exemplo, sob  forma 

matrícial a equação 2.2.3 particularizada abaixo 

Considere a figura 2.14. N e l a  estão indicadas o sentido 

posit ivo dos esforços e deslocamentos de exLremidade e Lambem, os 

deslocamenLos no interior do e lemento .  

onde 

Figura 2.14 - Esforqos e deslocamentos nodais de uma 

barra de pbrtica plano. 

Da figura anterior define-se os d e s i o c a m e n t o s  como 

T T n g = [U, u,) e Y. = ( V z  2 )  

Passando para o prbximo passo na definição das 

constantes, considera-se as condições de conLorno v = v 
X = O  n 

Cdv/dx> = 81; v - - 
x = o  %=L 2' x=L 2 

v ' Cdv/dx> = 8 , abt&m-se ,  equagão 

2.2.21 a 2.2.4, para es+e caso que 8 



Por inversão o b t é m - s e  da 3.2.24 a 2.2.5 como 

Introduzindo da 2.2.29 na 2.2.21 e considerando, 

bambérn, o deslocamento axiai, chega-se a uma equação s e m e l h a n t e  a 

2.2.7 para a viga 

Figura 2.15 - Forma dos deslocamentos 



Cada e l e m e n t o  da segunda linha de H da 2.2.26 representa 

a f o r m a  da deflexão assumida pela barra quando ocorre o 

correspondente desiocamento nodal unitdrio, Lodos os outros 

rnant&dos- nulos. Estas f o r m a s ,  que estão indicadas na figura 

2.15.a, são os modos de deformagão para o deslocamento 

transversal. Os e l e m e n t o s  da terceira linha de N representam as 

inclinaqE5es correspondentes aos respectivos modos de deflexão da 

fig. 2.lS.b. 

O m a t r i z  coluna g das  deformações generalizadas no 

elemento estruti~ral B definida por 

No exemplo em asLudo, es+b derivação 9 definida 

seguintes expressBes 

onde E 8 a deform-ão axial, associado ao esforço axiai e x 8 a 

curvatura do eixo da barra, a qual se associa o m o m e n t o  fletor e 

obtido pelo desiocamento Lransversal v. 

Efetuando a derivação apropriada a cada caso o b t e m - s e  a 

matriz f! a partir de da equação 2.2.26 ficando c o m  

nesta equação 



Desta maneira  ao substí+uii- esLes valores na 2.2.33 e 

int-ogrando pela 2.2.12 obt&m-se  a m a t r i z  de rigidez da barra 

para pbrtico plano que relaciona os esforços de extremidade  aos 

deslocament - z k n a d a ~  locais. 
. r 

para a b; 

para a 

analisar 

onde 

.igidcz geométrica 

ue foi deLerminada 

Assim,  poderia-se 

são os esforgos que p r o d u z e m  deformaçi5es aprecigveis, i s L o  8,  os 

w s f o r q o s  que são levadas em conta ria expressão do Principio dos 

Trabalhos Virtuais para pequenas d e f ~ r r n a ~ í r e s .  N e s t - a  expressão 

N 8 o esforqo normal  ou axial na seção e M B o m o m e n t o  fletor. O 

esforço cort-ante, Ci & desprezado p o i s  não produz deformaçEes  

signif icaLivas. 



Tem-se  ainda 

onda fi B a m a t r i z  constikutiva elástica, E o mddulo de 

elasi-icidade do material que compãe a barra, A B a se@o 

transversal da barra constante e I é o momento  de inbrcia tambbrn 

constante. 

O valor de E estd dado na eq. 2.2.29 e, por u l t i m o ,  

são as deformações generalizadas "iniciais" provenientes das 

fontes de auto-deformação, por exemplo, as causadas por gradientes 

iineares de t iemperaLura na esspessura e efeitos de reLração. Como 

o material se assume elastico linear e as variaçBes de tensões são 

iineares na esspessura, a deformação  lenta será tambern linear na 

esspessura, ficarido inserida dentro do conLexLo das d e f o r m a ç 8 e s  

iniciais, %, 
Estas expressões serão ext,endídas 

estruturas m i s t a s  rio capitulo 6. 

para o caso de 



3 - PROGRAMA COWUTAGIDNAL PARA A ANALISE DE TRELIÇAS PLANAS 

VISCOELASTI C A S  COM DEFOMAÇBES FI N ITAS. 

Neste capitulo ser& expucado qual o procedimento 

adotado para desenvoiver o programa sobre treliças. Na seção 3.1 

informa-se de onde foi ehraído o programa que serviu de base 

para o trabalho pfoposta e o equipamento utilizado. Na seção 3.2 

as equações emprega- são retiradas dos capitulas anteriores e 

resumidas. Na segão 3.3 t e m - s e  os d i a g r a m a s  de blocos e 

explica-se como o programa executa os cAlculos. Na se@o 3.4 

diz-se como foi organizada a entrada de dados um exemplo 

s i m p l e s  fazendo a -se com grandes d e f o r m a ç õ e s  e 

posteriormente a -se viscoelAstica. 

3.1 - Programa base. 
O programa base  utilizado para i m p i e m e n t a  t~ LrabaLho 

sobre treliça está baseado num programa para estruturas eLClsticas 

de t r s U ç a s  planas que e s t A  na refergncia Brebbia e 
i 0  

F e r r a n t e  e foi traduzido para a l inguagem B a s i c  e 

irnpleinenLado num rnicrocomputador compatlvel  c o m  a linha IBM-PC. 

Utilizando os m e s m o s  princípios de organização da 

referencia acima, o programa foi subdfvidido em sub rotinas que 

r e a l i z a m  tarefas especificas e podem ser reutilizadas. Essas 

subrotinas são comandadas por um programa principal que coordena 

e adapba o fluxo de cacuio de acordo com a analise desejada. 

3.2 - Algoritmo de &lise não linear geométrica e formulação 

empregada. 

Sob determinadas condigões, o prob lema  do equilibrio do 

m e i o  conLinuo conduzem a relaç6es do tipo 



onde K C s >  B a m a t r i z  de rigidez, são os deslacamentos e 5 são as 
cargas. 

Pode-se caracterizar o m&toda incremental ou metodo  de 

EuieF  me-diante o a l g o r i t m o  

e atualiza-se 

onde o indice i inafca a ordem da incremenko e s são as 

coordenadas que definem a posição da estrutura e que se usam 

pãra calcular a matriz de rigidez KCs>. 

Então, pode-se definir um incremento de carga A& L 

aplicar sobre a estrutura com uma certa rigidez K C s >  resultando um 

deslocamento v i .  Com esse deslocamento pode-se akualizar 

coordenadas e calcular novamente a matriz de rigidez e a s s i m  por 

diante. 

F i g u r a  3.1 - M4Lodo incremental. 

O m e t o d o  i n c r s m a n t a l  pode ser representado pela fig. 

3.1. ande com a plicação da carga AX1 se o b t é m  o deslocamento U 
"0 

<ponto A>, aplicando mais um i n c r e m e n t o  de carga, AX , t e m - s e  um 
" 2 

novo deslocamento s a s s i m  por diante. 
5' 

Como se vê, a precisa do m&tode depende do incremento 

utilizado. O erro B dificii de avaliar e necessita-se definir uma 

m a t r i z  de rigidez em cada etapa de carga, Q que c o n s o m e  volume 



computacional. 

A seguir t e m - s e  outras relaqões necessArias. A relação 

viscoelAstica utilizada será a equação 2.1.10 r e p e t i d a  abaixo 

C Z . 1  . l O >  
repetida 

part.icuiarizando para o presente casa e tomando para cada barra 

individualmente fica 

onde E ~ C ~ + A L >  B a deformação v i scoe iAst ica  correspondente a 

totalidade dos n mecani smos ,  E <L> B a deformação viscoeiAstica 
vi 

do ibsimo e l e m e n t o  de K e l v i n  do Lempo anterior, t é o t e m p o ,  At B 

incremento de tempo, "e" B a base do l o g a r f t m o  natural, Ti e 
são o t e m p o  de retardação e a constante e l A s t i c a  da mola para o i 

é s i m o  e l e m e n t o  de K O l v i n ,  N & o esf-orFo axial na barra <tração 

posit iva) ,  calcuiado no tempo t, e A é a area da seção 

transversal. F e i t o  isso, a carga nodal viscoelAtica equivalente P 

calcuiacla pela seguinte expressão 

X <t+At> = XV<t> " ---- 
V L v 

sen /3 

e adicionada por partições nodais, respect ivamente ,  no p r i m e i r o  nb 

<direção x e y ,  coordenadas globais) e no segundo nb <direFão x e 

y> de cada barra. Nesta expressão; E Q o mddulo de elasticidade, 13 

é. o b g u l o  que a barra faz com o eixo x global e L 4 o 

compr imento .  

Prosseguindo com as relações necessárias para a execução 

do programa rota-se as equações 2.2.17 e 2.2.18 que representam a 

m a t r i z  de rigidez elástica e g e o m & t r i c a  da barra,para o s i s t e m a  

de referPncia globai c o m  o m&todo descrito na seção 5.6, 

obtendo-se 



onde "c" B o cosenoCfi> e "s" B o sena C f i )  e os outros ternios  foram 

apresentados antes, E s s a s  matrizes serão calculadas para cada 

e lemento  e adcionadas ao sistema global de equações. 

Finalmente, os esforços nas barras são caicuiados 

modificando a eq. 2.2.19 repetida a seguir 

C Z . 2 . 1 9 )  
repetida 

N e s t A  Utirna expressão- os esforços esGbo em coordenadas 

locais, aplicando o m&todo de rotação da seção 5.6 obtem-se uma 

expressão s e m e l h a n t e  a esta, m a s  que fornece os esforças em 

coordenadas globais, que B 

onde r5 a matriz de rigidez da barra em coordenadas globais, 
eg 

!eg 
são os deslocament- nodais tamb&m em coordenadas globais. 

Papa calcular o esforço axid na barra em coardenaâas 

locais usa-se a projeçZío das  forças da extremidade do barra sobre 

o seu eixo pela equação abaixo 

N X 2x cos f i  + X sen (3 
2Y 

onde X e X são os esforgos horizontai e verLical do nó final da 
2x 2Y 

barra. 

F e i t a  isso, pode-se calcular as reaç8es nodais ao 

adicionar % convenientemente por partiçzes nodais nos nds que 



correspondem a barra em estudo. 

3.3 - Diagrama de blocos. 
-. 

Na fig. 3.2 e s t A  o diagrama de blocos para a análise 

mais geral que o programa realiza. A o  iniciar o programa os dados 

são fornecidos interativamente, sendo agrupados em conjuntos que 

são gravados num arquivo randornico em disco e podem ser corrigidos 

para acertar ou modi f i car  um exemplo .  

ENTRADA DE DADOS 

I 

4, 

I APLICA NOVO INCREMENTO DECARGA 

1 

F i g u r a  3.2 - D i a g r a m a  de blocos gerai 

O dirnensionamento dos arranjos utilizados é feito logo 

após a entrada de dados gerais da estrutura, presentes no p r i m e i r o  

e segundo conjunko de dados, composto ,  por exemplo, do n ú m e r o  de 

nds, número de barras, etc. <ver  seç& 3.4.1 para m a i s  detalhes 

sobre os conjunto de dados de entrada>. D e s t a  forma, o 

dirnensionamento dos arranjos ser& de acordo com o tamanho da 



estrutura. 

A seguir, tem-se a descrição de c o m o  & feita a pr imeira  

&se e-t-ica. E l a  B feita atraves de um conjunt.0 de etapas que 

estãb rc5presentadas na fig. 3.3, onde t e m - s e  o diagrama de blocos 

especifico para a análise eMtica. E s t a s  etapas serão 

reutilizadas cada vez que que estiver incrementando a carga ou o 

tempo. 

D e p o i s  da entrada de dados, o p r o g r a m a  começa  a executar 

os cAiculos autornakicamente. E feito o chlculo da matriz de 

rigidez elktica e g e o m é t r i c a  de cada e l e m e n t o  pelas equações 3.6 

e 3.7 em coordenadas globais e que são armazenadas para posterior 

uso no cdcuio cios esforças nas barras. 

A seguir, é feita a montagem da matriz de rigidez 

global da estrutura e do vetor de carga pela maneira convencional 

CBrsbbia e  errante*^>. 

F e i t a  isso, o vetar de cargas extefno e deslocamentos 

prescritos devem ser divididos pelo niimero de i n c r e m e n t o s  de 

carga, obtendo a s s i m ,  o incremento de carga exLerno, AXi  que esta 

na equação 3.2. Os incrementos de cargas e deslocamenLos 

prescritos devem ser preservados para s e r e m  utilizados no prriximo 

passo. 

1 CAlculo das  matrizes de ~igidezl 

Montagem do s i s t e m a  global de equações 
1 

1 
IntroduçSo das conâições de contorno 

i 
& 

SaluçSo do sistema de equações 

1 
L 

CAlcuio das forças nas barras 

I * 
Impressão dos resultados 

Fig. 3.3 - D i a g r a m a  de blocos especifico. 

Assim, a equação 3.1 estA montada e agora deve-se 

retirar a singularidade de KCs) pela introdução das condições de 



cont,orno. A seguir, pode-se resolver o s i s t e m a  de equaçEes 

utilizando o mgtodo de Uauss, OU s i m i l a r ,  obtendo como solução um 

conjunto de deslocamentos gi. 

-. - N e s t e  eãtagio rS possivel calcular os esforços nas barras 

pelas equações 3.8 e 3.9 e, por cansequ&ncia, as reagões nodais. 

Desta maneira,  terminou a pr imeira  a n A l i s e  e l A s t i c a  com 

a obtenLão dos deslocamentos, esforps e reaçses devidos ao 

incremento de carga aplicado. 

Aplicando agora, a 3.3 aLualiza-se as coordenadas. 

Pode-se  começar  a acumular os deslocamenLoã e reações para 

posterior i m p r e s s ã o .  Os esforços axiais nas barras tamb15m devem 

ses acumulados e preservados, pois  serão utilizados para calcular 

a matriz g e o m & t r i c a  pela 3.7. Se desejar guardar algum resultado 

em um arquivo separado pode-se faze-10 agora <ver sqão 3.4.1.6 

para informação sobre as arquivos de g r A f i c o s > .  

Novamente, passa-se a m o n t a g e m  da m a t r i z  de rigidez, 

etc. at& o cCilculo dos esforços e reaç5es f i r i a i s  rias barras. A 

seguir, começa  outro passo, corrigindo as coordenadas, e a s s i m  por 

diante, at& o final dos incrementos de carga e/ou d e s l o c a m e n t o s  

prescritos. 

Se não for feiLa a análise visclielAstica, o hltirno 

conjunko de dados pode ser preservado no arquivo para g r A f i c o .  

Terminada a anAlise não linear g e a r n B t r i c a  passa-se para 

a anAlise viscoelAstica. Como o programa pode ou não fazer a 

adlise não L i n e a r  g e o m é t r i c a  ou viscoelástica, os vetores de 

cargas e m a t r i z e s  devem levar isto em con~idera~ão.  

Se o número de i n c r e m e n t o s  de carga for maior  do que um 

multiplica-se novamente  o i n c r e m e n t o  de carga e d e s l o c a m e n t o  pelo 

número de increnientos para voltar a ter o s  valores originais. 

A seguir, inicia a ahlise viscoelCisLica, começando a 

incrernentar o tempo em m a  quantia At. Se estiver fazenf-!o anAlise 

não linear, corrige as coordenadas e acumula  os des locamentos ,  

forças axiais e reqões nodais. 

F e i L o  isso, calcula-se a def armação viscoelCistica pela 

3.4, e por conseguinte, a carga viscoelástica, em cada barra Ceq. 



3.S).Tsrminado esLe passo, pode-se adicionar estas cargas no vetor 

de cargas t o t d  viscoeiAstlca. 

Se estiver fazendo análise não linear, usa-se s o m e n t e  o 

veto* ánterior para carregar a estrutura, caso contrArio, 

adiciona-se ele no vetor de cargas original da estrutura. 

Desta meneíra, t e m - s e  o t e r m o  8 da expressão 3.9 e 

pode-se passar para os passos  seguint-es, montando a matriz de 

rigidez total, eLc., at& a resolução da equaFão 3.1. Então, estA 

pronto este passo da a n A l i s e  viscoeiAstica e pode-se incrementar 

kernpo novamente  até o t e m p o  f ina .  

3.4 - U s o  d o  programa. - 
Nesta seção, será m o s t r a d a  c o m a  realizar a entrada de 

dados do programa de análise viscoelktica de treliças planas com 

grandes deformações, chamado TRELIÇA.BAS e um exemplo numerico 

ilustrativo com os vaiores obtidos e m  cada passo. 

3.4.1 - Entrada d e  dados. 

A seguir, descreve-se os dados necessArios  para usar o 

programa TRELICA.BAS. Os dados são pedidos iseio p r o g r a m a  e deveni 

ser fornecidos na seguinte ordem: 

3.4.1.1 - Saida no video, i m p r e s s o r a  ou arquivo? CV/I/A> - - -- 

Se teciar "V" o programa i r A  para o prbximo passo e se 

for "I" ou "A" ele imprimirá na impressora ou num arquivo no 

disquete,  respecLivamente ,  os dados de entrada que jA d e v e m  estar 

gravados no disqueLe.  Para esta impressão,  ele perguntará tambkm 

o nome do projeto e subtltulo para ficar impresso no cabeçalho da 

l i s t a g e m  ou do arquivo. Por outro Lado, se for a opFão for "A" ele 

pedirA o nome do arquivo de entrada de dados que deverA ter menos  

de oito caracteres. 

3.4.1.2 - Nome do arquivo ? - 
Este nome de arquivo difere do anterior, pois este é 

s e m p r e  usada idependente do t ipo  de saida.  D i g i t e  o nome do 

arquivo, onde serão armazenados no disquete, o conjunto de dados 



da estrutura c o m o ,  por exemplo, coordenadas, conetividades, etc.  O 

nome do arquivo dever2  ter m e n o s  de quatro letras. Cada conjunLo 

de dados ter& o nome do arquívo m a i s  uma extensão, que tem um nome 

par-. cada conjunta de dados, por exemplo C00 para o conjunto de 

coordenadas nodais do s i s t e m a ,  eLc. No entanto, o usuário não deve 

se preocupar pois  o programa farA isto automaticamente. 

3.4.1.3 - Os dados ja f o r a m  gravados 5' < 5 / N >  - 

Se responder "S" o p r o g r a m a  começara a ler os dados do 

disquete e se responder "Nu ele pedirá os dados da estrutura. 

A continuação c o m e ç a  os conjunto de dados. 

3.4.1.4 - Tipo de análise. 
- Quer fazer analise não Linear ? CS/N> 

Se responder "S" a analise será feita considerando a 

matriz geornetrica das barras e correções de coordenadas em cada 

passo, se responder "N" será feito s o m e n t e  a n A l i s e  linear. 

- Quer fazer anaise viscoeiAstica ? < 5 / N >  

Se o us-io teclar "S" a análise viscuelAstica ser& 

feita e se responder "N" o programa para apbs a analise ebstica. 

O b s .  A p d s  cada entrada dos conjunto de dados aparece 

a mensagem "Dados corretos? CS/N> ". Se responder "S" ou RETURN - 
o programa seguirá em frente e se a resposta for "N" a entrada 

deste conjunto de dados será feita novamente .  

3.4.1.5 - Dados internos. 
- Nímero de nds. 

- Ntimero de barras. 

- Número de nds de conhrno. <apoios> 

- N l í m e r o  de nbs carregados. 

- Se for feita a n A l i s e  não linear, o programa pedir& o 

número d e  incrementos de carga, que dividirá a carga total - 
fornecida adiante, e aplicara o resultado sobre a estrutura em 

cada passo. Se for = A l i s e  linear, o n-ero de incrementos ser& 



um. 

- Se for feita anAiise viscoelAstica, o programa pedira 

o número de elemenLos da cadeia de Kelvin, que será constante - 
para- thdas as barras viscoelAsticas da estrutura e deve 

entre um e três inclusive. 

3.4.1.6 - Variaveis auxiliares. 

estar 

Se for a d i s e  viscoelAstica precisa-se: 

- Tempo maximo de análise. 

- Inc~emento de t e m p o .  

A p 6 ~  tem-se:  

- D e s e j a  resultados para g r A f i c o  ? <SAI>. 

Se responder "N" ele irá para a prbximo conjunto de 

dados e se for "S" vira o seguinLe: 

- Nome do arquivo para grfifico. 

- Número do deslocamento. 

- Número da reação. 

- N í m w r o  da barra da qual deseja a força axial. 

Obs. Estes ú l t i m o s  dados são fornecidos se o usufirio 

t e m  intenGão de formar um arquivo para desenhar um g r A f i c o  em um 

programa aplicativo. A seguir explica-se m e l h o r  este conjunto de 

dados. O nome do arquivo para gráf ico <máximo quatro caracteres) 

será adicionado ao n o m e  do arquivo dada anteriormente Ci tem 

3.4.1.2) e formar& um arquivo com extensão ".PRN" para ser 

utilizado num apucativo para gerar g r A f i c o  com os dados de 

des locamento ,  ~eação e força na barra. 

O número do deslocamento e da reação são obtidos 

apartir da numeragão dos nós da estrutura considerando que cada 

n6 tem dois graus de liberdade. Sendo que o p r i m e i r o  B horizontal 

e o segundo vertical. A s s i m ,  por exemplo, se quiser o deslocamento 

horizontal do nd 5, t o m e  C2xS)-I = 9 que será o núrnero do 

d e s l o c a m e n t o  desejado. Se quiser a reação vertical do nb 5 faça 

2x5 = 10. O d e s l o c a m e n t o ,  reação e barra na qual se quer a força 

axial correspondem aos resultados acumuiados provenientes dos 

passos anteriores e são os resultados to ta is  até aquele passo. 



3.4.1.7 - Coordenadas noda i S .  
-- 

Fornecer a coordenada em relação a um s i s t e m a  de eixos 

coordenadas global para toda a estrutura. 
-. 

3.4.1.8 - Conetividades. 
I n f o r m e  o nb inicial e final de cada barra. Lembre-se 

que o eixo de referencia local de cada barra terá o s e n t i d o  

indicado pelas conetividades e os esforços e m  coordenadas locais 

3.4.1.9 - GeameLr ia. 

Corresponde as áreas dos e l e m e n t o s .  

3.4.1.10 - Prapr iedados mecanicas das barras. 

Se o programa foi instruido no p r i m e i r o  conjunto de 

dados a não fazer análise viscoeUstica, ele perguntará s o m e n t e  o 

mddulo de eiasticidade de cada barra. 

Caso contrAria ele pedird: 

- Esta barra ser& viscoelAsLica ? CS/N> 

Se negabivo passa-se par a prbxima barra e se pos i t ivo  

deve-se fornecer a constante da mola e do a m o r t e c e d o r  de todos os 

e l e m e n t o s  da cadeia de K e l v i n  especificado nos dados internos 

Citem 3.4.1.5). 

3.4.1.11 - Carregamento nodal . - 
Fornecer: 

- N í n w r o  do nb. 

- Forca horizantai. 

- F o r c a  verbicd. 

O b s .  O sinal das fargas r e f e r e m - s e  ao s i s t e m a  de eixos 

coordenados ortogonais gerais da estrutura. 

3.4.1.12 - Condições de contorno e deslocamento prescrito. - 

Convenção adoCada: O = prescrito e i = l ivre .  



- Número do nó. 
- D i r e C ã o  x ==> O ou i 

- DireÇmZh y ==> O ou 1 

- Deslocamento i m p o s t o  ? <S/N> 

Se for "N" ou RETURN ele perguntará pela próxima 

e se for "S" vem: 

- Deslocamento x ==> 
- Deslocamento y ==> 

Da m e s m a  m a n e i r a  que as forFas, os sinais dos 

deslocamentos prescritas r e f e r e m - s e  ao sistema de eixos 

coordenados orLogonais gerais da estrutura. 

3.4.1.13 - Impressão dos resultados. -- 
Opções para impressão: 

i - Impressão m a t r i z e s  e ~ S ~ O P ~ O S .  

2 - Impressão  dos esforços. 

3 - Impressão de dados finais. 

4 - I m p r e s s ã o  resunuda. 

- Faca a escoLha =a) 

C o r n e n t A d o s  sobre os t ipos  de i m p r e s s ã o .  Se for "I" 

ser30 i m p r e s s o s  todos os dados gerais da esLrutura a medida que 

f o r e m  caiculados, como por exemplo, os vetares que c o n t é m  o 

conjunto de dados fornecidos na entrada de dados, as matrizes de 

rigidez elástica e g e o m & t r i c a  de cada barra, a matriz de rigidez 

total e o vetor de cargas também total, antes e depois da 

introduFão das condições de contorno. O s  des lr>camentos  nodais 

obt idos  apds a resolução do sistema de equações, as forqas nas 

barras em coordenadas globais, s e m  o desconta da carga 

viscoelAstica, idem, c o m  a carga viscoel~stica, as forFas nas 

barras em coordenadas localã, isto &, a força axial final e, 

t e r m i n a n d o  a solução, t e m - s e  as reações nodais. Ainda, se for o 

caso de analise viscoelAstica, obtkm-se os vetores com as 

deformaç5es viscoeiAsticas e cargas nodais Lambem viscaelAsLicas 

e por ul t imo ,  se for arialise não linear, ImprimfrA as coordenadas 

nodais corrigidas. 

Se for a segunda opção de i m p r e s s ã o  t e m - s e  os 



deslocamentos nodais, todas as forças, as reaFões nodais e os 

demais itens que v e m  ap6s as reqões nodais na opFão "1". 

Se for "3" o b t e m - s e  os deslocamentos nodais, as forças 

axiaiã é as reaçaes nodais, Se for a n A l i s e  não linear t e m - s e  

Lambbrn as coordenadas nodais corrigidas. 

F i n a l m e n t e  se for a opqão "4" t e m - s e  s o m e n t e  O 

armazenamento d a s  informações no disquete c o m  O nome do 

arquivo e demais  itens definidos no i t e m  3.4.1.6 de dados com a 

sua i m p r e s s ã o  ao p& da tela. 

O programa tambkrn imprime na tela um desenho das barras 

da estrutura no começo  da análise. Se for a opção "4" ele desenha 

em c i m a  da p r i m e i r a  flgura a opção deformada de cada passo. 

3.4.2 - Exemplo de entrada de dados e resolução. 
7- 

A seguir e s t A  um exemplo s i m p l e s  que foi rodado com o 

presente programa. Os dados de entrada são fornecidos pelo usuário 

e f o r a m  explicados na seção 3.4.1. 

A análise inicia com a divisão da carga total e dos 

desiocamentlis prescritos pelo número de i n c r e m e n t o s  de carga, 

resultando num certo incremento de forças externas. A seguir, este 

incremento de forg= externas B aplicado, e obtém-se os resultados 

do passo um. Os deslocamentos, esforços e reações correspondem ao 

i n c r e m e n t o  de f o r c ; a s  externas aplicado. Com os desiocamenLos 

obtidos corrige-se as cooordenadas, calcula-se novamente a 

m a t i z  de rigidez to ta l  e aplica-se outra vez o i n c r e m e n t o  da 

força externa aL& o Último incremento de carga <dois no caso>. 

A seguir, começa-se a incrernentar  t empo ,  com os 

d e l o c a m e n t o s  obtidos no passo anterior, corrige-se as coordenadas, 

calcula-se a def ormagão víscoei=istica e, consequentemente, a carga 

viscoelAstica, e aplica-se está sobre a estrutura, F e i t a  a ariase 

abtPm-se novos deslocamentos, esforços e reaçzes que correspondem 

s o m e n t e  a carga v i sco le~t ica  deste passo <tempo  um). No t e m p o  

seguinte, faz-se a mesma coisa Ctempo dois>. 

S e  fosse desejado calcular os resultados totais deve - se  

s o m a r  os deslocamenLos,  esforços e reações de todos os passos 

anteriores. 



Para o desilnvolvimento da dissertação e análise dos 

exemplos rodados não foi necessária i m p r i m i r  em cada passo os 

resultados totais, pois  foram utilizados resultados de 

deterrnindados púritos da estrutura. Na entrada de dados, quando 
-. 

são fornecida as variAveis auxiliares <seqão 3.4.1.6) pode-se 

obter os valores  acumulados, pois há vetores que acumulam os 

dados totais. Se for necessário, podem ser i m p r e s s o s  f a c i l m e n t e .  

Segue adiante o exernpio nrocessado, ri qual e s t A  

representado tamb8m na figura 3.4. 

A s  unidades são as adotadas na seGão de conversão de 

unidades. Salvo indicação em contrArio- 



t Exemplo: T r e l i ç a  de duas  barras * 
* t ipo  trihgulo com carga vertical* 

* Programa: TRELICA-BAS 4 

* Data = 30-11-1987 4 

* Hora = 20:38:36 a 

T i p o  de analise. Arquivo aT1A.TRE 

Nome do arquivo : a 

A n A l i s e  não finear? S f i  : S 

A n a l i s e  v i s c o e l ~ L i c a ?  S/N:  S 

O b s .  "a" 15 o nome do arquivo e TXA.POR & a exLerisão 

deste conjunto de dados. 

Dados internas. Arquivo aINT.TRE 

Número de nbs = 3 

Número de barras = 2 

N f m e r o  de nbs de contorno = 2 
Número  de nhs carregados = 1 

N . i n c r e m e n t o s  de carga = 2 
N. e lem.  da cadeia Keivin = 1 

VariAveis auxiliares. A r q u i v o  aTEM.TRE 

Tempo rnílxirno = 2 
I n c r e m e n t o  de tempo = 1 

R e s u l t a d o  p/ gráfica? S / N  = S 
Nome do arquivo p/ grAfico= A 

Número do deslocarnenLo = 1 

Número da reação = 2 
Nmero da barra <força> = 2 

C ~ o r  denadas riodals. Arquiva aCOO.TRE 

Coord. <X> Caord. CY> 

100 100 

O O 

100 O 



Conetividades. A r q u i v o  aCON.TRE 

B a r r a  No iniciai No final 

1 2 I 

-2 3 1 

aeornetria das barras. Arquivo aUEO.TRE 

B a r r a  Area 

1 10 

2 10 

Propriedades mecanicas .  Arquivo aMEC.TRE 

Barra Mod. E h t .  M o l a  K e l v i n  A m o r t e c e d o r  

1 1000 1000 f 0000 

2 1000 .I000 10000 

Carregamento nodal. Arquivo aCAN.TRE 

For. CX> For. CY> 

O -400 

C ~ n d i ~ õ e s  de contorno. Arquivo aPRE.TRE 

Condições dos valores prescriLos O - Inipedido, 1 - L i v r e  

No Dir. CX> Dir. CY> D e s i .  CX> D e s l .  CY> 

2 O O O O 

3 O O O O 

I00 crn I 
Fig. 3.4 - T r e l i ç a  sujeita a compressão. 



Aqui  termina a entrada de dados, agora passe-se para a 

resolução da estrutura aplicando as equações descritas 

anteriormente. 

.................................... 
* Exemplo : Treliça de duas barras * 
* t ipo  triângulo com carga vertical* 

t Programa: TRELIÇA.BAS * 
* DATA = 30-11-1987 * 
* Hora =r 20:39:36 a 

*******************a**************** 

**ir*** Ana i ise  efistica, passo= i li$$** 

Determinante da matriz global = 3535.535 

r)es locamentos  nodais. 

D e s i o c .  <X> 

2 

O 

o 

D e s l o c .  <Y> 

-2 

O 

O 

Esforço na barra em coord. globais Ceq. 3.8 com c = O>. 
v 

B a r r a  No Forca Horizontal Forca vertical 

1 2 O O 

1 O O 

3 O 200 

1 O -200 

Esfurqos fineris nas barras Ceq. 3.9). 

Barra Esforço n o r m a l  

1 O 

2 - 200 

R e a ç õ e s  nodais 

Forca Horizontal 

O 

O 

O 

Forca Vertical 

- 200 

O 

200 



***O** Nova ardise, passo = 2 ******** 
Coordenadas nodais corrigidas Ceq. 3.3). 

No Coord. X Coord. Y 

-1  102 98 

2 O O 

3 100 O 

Des locamentos  nodais, 

Dekerminantee  2947.272 

D e s l o c .  CX> 

2.253601 

O 

O 

D e s l o c .  CY> 

-2.092404 

O 

O 

E s f o r ç o  na barra em coord. globais Ceq. 3.8 com E = O>. 
V 

Barra No Forca Horizontal Forca vertical 

1 2 -8.942329 -8.581652 

1 8.942329 8.591652 

3 8.942329 208.5916 

I -8.942329 -208.5916 

Esforços finais nas barras C e q .  3.9). 

B a r r a  Esforço normal  

1 12.40088 

2 -208.7307 

R e a ç õ e s  nodais 

Forca Horizontal 

O 

-8.942329 

8.942329 

Forca V e r t i c a l  

-200 

-8.591652 

208.5916 

Aqui ,  Lermina a a n A l s e  i n c r e m e n t a l  e 

viscaelAstica. 

***ir** A n a l i s e  ~ i s c o e l ~ t i c a ,  t e m p o  = I **e*** 

Coordenadas nadais corrigidas <eq. 3.3) 

No Coord. X Coord. Y 

1 104.2536 95.90759 

2 O O 

3 iao t 

a análise 



Deformação viscoelCistica C e q .  3.4> 

B a r r a  Def s r m q ã o  

1 1.180099E-04 

, 2 -  -3.889586E-03 

Calcula-se a carga nodal viscoelAstica para cada barra 

pela 3.5 e adicionado-se convenientemente, par partições nodais, 

obLendo-se as 

Cargas nodais viscoelAsticas para a estrutura total. 

Porca Horizontal Forca V e r t i c a l  

- .8548822 - 38 .O587 

- .8684955 - -7989681 
1.723378 38.85767 

C o l o c a - s e  estas cargas no vetor de cargas globais da 

estrutura e resolve-se novamente o s i s t e m a  obtendo-se: 

Deslocament,os nodais, Tempo 1 

D e t e r m i m t e =  2405.816 

D e s l o c .  CX> D e s L o c .  CY) 

.4565622 - .4128051 

O O 

O O 

Esforça na barra em coord. globais s e m  a carga v i sc .  

Barra Mo Forca Horizontal Forca vertical 

1 2 -2.972897 -2.661999 

1 2.972897 2.661999 

2 3 3.82778 40.7207 

1 -3.82778 - 40.1207 

Esforça na barra em coord. globais com visc.CS.8) 

Barra No Forca Horizontal Forca vertical 

1 2 -2.104401 -1.863031 

1 2.104401 .1.863031. 

3 2.104402 1.863029 

I -2.104402 -i -863029 

Esforços finais nas barras Ceq. 3.9>. 

Barra Esforço normal 

1 2.810072 

2 - 1.954441 



Reações nodais 

Forca Hofizontal 

-9.536743E-07 

-2.104401 

2.104402 

Forca Vertical 

1.1921393E-06 

-1.863031 

1.863029 

****** Nova W s e ,  t e m p o s  2 ******* 
Coordenadas nodais corrigidas 

No Coord. X Coord. Y 

1 104.7102 95.49479 

2 O O 

3 100 O 

D e f  ormaGZo viscoeWtica 

B a r r a  D e f  orrnação 

i 1.335212E-04 

2 -3-5380426-03 

C a r g a s  nodais viscoelásticas 

Forca Horizontal Forca Vertical 

- .7564271 -34.43774 

- .P865512 - .8997264 

1.742978 35.33746 

D e s l a c a m e n t o s  nodais, Tempo 2 

D e t e r m i n a n t e =  2350.623 

D e s i o c .  CX> 

-419019 

O 

O 

D e s l o c .  CY> 

- .3766267 
O 

O 

Esforço na barra e m  coord. globais s e m  a carga visc .  

Barra No Forca Horizontai Forca verkical 

4 2 -2.950519 -2.609405 

1 2.950519 2.609405 

3 3.706946 37.04714 

1 -3.706946 -37.04714 

E s f o r F o  na barra em coord. globais com a carga v i sc .  

B a r r a  No Forca Horizontal Forca verLical 

i 2 -1.963967 - 1.709678 
1 1.963967 I .TO9678 



Esforços finais nas barras 

flarrã Esforqo  n o r m a l  

I 2.60318 

2 -1.804356 

R e a ç õ e s  nociais 

Forca Horizontal Forca V e r t i c a i  

- 4.768372E-07 -4.76837SE-07 

- 1.963967 -4.709678 

1.963968 1.709679 



4 - EXEMPLOS NUMERICOS DE TRELIÇA. - 

A seguir estão os exemplos selecionados. São seis 

estruturas com comportamento variado e que m o s t r a m  aplicações do 

presente programa computacional. 

4.1 - Exemplo sobre redistribuição de tens5es em uma kreliça --- 
hi peresLAt i ca. 

hiperestático 

figura 4.3 representa um reticulado piano 

c o m p o s t o  por tr&s barras. A s  barras 1 e 3 são 

eusticas e a 2 é viscoelCistiça, com propriedades correspondentes 

ao mode lo  standard indicado na mesma figura. 

0.6. BARRA 2 

r 

E = 100 

0.2.. E l a  100 

ri = I000 

TEMPO 

5 i O 

94.. 

Figura 4.1 - Redi~tribui~ões de tensões 

BARRA 1 E 3 

BARRA 1 E 5 BARRA 2 

Carrega-se a estrutura com uma carga vertical P unitaria 

aplicada na instante t = O e m a n t i d a  constanLe para L >O. Fazendo 

uma a n A l i s e  viscoelktica linear Cisto 8, s e m  considerar 

deformações finitas) observa-se um incremento d a s  furFas nas 



barras 1 e 3 e urna diminuição da força na barra 2, como indicado 

na figura. Este t ipo  de comportamento característico de 

estruLuras hiperestgticas c o m  propriedades viscoelâskicas não 

horn.og&neas. 

4.2 - Modela c o m  barras rígida e mola. - -- 
Considera-se o s i s t e m a  estrutural indicado na i .  4.2, 

composLa por uma barra rigida de comprimento  L, suportada por uma 

m o l a  linear de rigidez K c o m  incliriaqão inicial a 45O. 

PROPRIEDADES 

~ o b u ~ o s  ELASTICOS 
EI = 1 0 0  

E2=10000  

F i g .  4.2 - Modelo c o m  barra rigida e mola.  

Carregando a estrutura c o m  uma carga vertical P, e 

assumindo  que a carga pode atuar com uma excentricidade inicial 

Au <fig.4.2.a e 4.2.b>, pode-se gerar uma f a m i l a  de curvas 

carga deslocamento correspondentes ao s i s t e m a  i m p e r f e i t o .  

O des1ocament.o horizontal no ponto de aplicação da carga B 

indicado por u. 

Para o s i s L e m a  perfeito, a carga critica t e h ~ i c a  B 



onde" K B a rigidez da mola e L estA dado na figura 4.2. 

Para a sistema com imperfe ição A u  . 

P = 
CP 

K L  (I- -í 3 * u / r  
2 1 

Na a n A i i s e  num&rica, considera-se a rigidez da barra 1 

como conskante para s imular  o comporLamento da mola enquanto a 

barra 2 foi aLrlbuida uma rigidez bastante a l t a , < E A / L  = 100) para 

s imular  o campartamento rlgida.  Sendo que o programa só pode 

utilizar barras de treliça, a excentricidade inicial foi simulada 

mediante  a inclinação iniciai da barra 2, deslocando a sua 

extremidade e m  Au. 

Aplicando incrementos de deslocamento vertical Av , 
o b t e m - s e  a reação vertical no nó I, indicando por R e o 

Y 
deslocamento horizontal u no m e s m o  nó. A s s i m ,  & L e r m i n a - s e  a 

curva R versus u para cada valor da excenkicidade inicial. 
Y 

Ligando os pontos da reação máxima correspondentes a d i v e r s a s  

excentricidades, pode-se obter a carga c~itica do sistema 

perfeito extrapolancio para Au = 0.  

Foi  obtida uma razoavel correspond&ncia entre os valores 

numPricos processados e os tebricos c o n f o r m e  a expressão 4.2. 

Pode-se  observar Lambem, que ao rodar a esLrutura com a 

rigidez da barra variavei em cada passo, isto 4, variando 

- comprfmentu ,  a diferença dos resultados foi pequena. 



4.3 - Treliça simples tipo arco. 

A estrutura L i p o  arco s impl i f i cado  da fig. 

c o m p o s t a  de duas barras e submetida a uma carga vertical na 

arti-Eul+ão central. Este exemplo B cWsico na liLeratura sobre 

análise não linear. Mote-se que este e x e m p l o  foi selecionado pois 

representa um dos dois t ipos  de comportamento descritos na seção 

1.1.2.1, em que ocorre a muda-a súbita  da configuração, C" 

snapping" >. A expressão ai ialitica da histhr  ia carga-deslocamento 
3 29 

para este exemplo foi deduzida por B a t h e  , Leiphofz e ~ u i t ~ ~  e 

serA deduzida novamente aqui utllzarido uma f o r m u l a ç ã o  aproximada 
2 0  

baseada na referencfa do Leipholz . O estudo tebrico, que 

considera as barras elásticas e com rigidez constante, pode ser 
4 

encontrado na referenda de B a t h e  . 

Considere a estrutura da i 4.3 com ãng ulos 

indicados. 

Fig. 4.3 - T r e i i ç a  s i m p l e s  t ipo  arco. 

A equagZo de equiiibrio da para a força de compressão N 

na barra 

e tensão igual a 

onde A r5 a area normal da barra. A d e f o r m a ç ã o  especifica pode ser 

determinada considerando a fig. 4.3, truncando a s&rie que 

representa o coseno nu t e r m o  quadráLico e despri-sando os t e r m o s  

dos ângulos ao quadrado frente aos n ú m e r o s  inteiros na dedução da 

equação. Par esc& aproximaÇSo bem-se  



No caso e l A s t i c o  t e m - s e  pelo lei de Hooke 

ou seja 

donde 

Substituindo as eqpagões 4.2 e 4.3 na 4.4 vem 

O valor rnAx3mo de P corresponde a 

valores  correspondenkes ao ponto A na fig. 4.4. N e s t a s  expressões 8 s 

e P são o Arigulo  e a carga em que ocorre o snapping. 
S 

D e v e - s e  lembrar que a barra e s t A  submetida a uma força 

N, dada pela 4.1 e que cada barra poderá flambar no sentido 

clbsico para 

onde E o rnbdulo de elasticidade, I & o m o m e n t o  de inércia, L B 

o cornprimenko d a  barra e A, a seguir, B a A r e a  da seção 

Lransversa l .  

De modo que o processo de snapping acontece unicamente 

para 

Agora t e m - s e  um e x e m p l o  com dados num&ricos .  

A anádise num&rica já foi extensamente estuda, veja por 
28 

exemplo Kondok , ~ a ~ a d r a k a k i s ~ *  e ~ a t h e ~ .  

Ela fig. 4.4 esGo r-epresentadas a eq. 4.5 e o 

correspondente resultado numerico obtido com o programa 



desenvolvido nesta dissertação e que usou um incremento de 

deslocamento constanLe igual a 0.2 está indicado na m e s m a  figura. 

A diferença entre ambos resuitados P devida aos erros acumulados 

no -"processo incremental e pode ser reduzido diminuindo o t a m a n h o  

dos incrementos de deslocamenLos aplicados. 

b10utro coso. L1 

Figura 4.4 - A n á l i s e  e l A s t i c a  não linear. 

Cabe mencionar que para poder analisar a parte  

descendenLe da curva foi necessArio aplicar d e s l o c a m e n t o s  

prescritos. A explicação para isto B que o r a m o  descendente da 

curva carga-deflexão, na região de pós ponto crítico & 

caracterizado por uma m a t r i z  de rigidez negativa . definida. I s t o  

quer dizer que a estrutura s o m e n t e  pode suportar uma carga 

decrescenLe  apbs atingir este ponto. Por  e s L A  razão não se pode 

dekerminar a curva de pós  ponLo critico com incremenLos de carga, 

m a s  somente com incrementos de desiocamentos.  O u t r o  fato 

observado nesta a n A i i s e  e-tica, & que a expressão analitica 

calculada s e m  a p r ~ x i m a ~ õ e s  db praticamente o mesmo resultado que 

a expressão analitica aproximada. P m a  o caso da carga exLerna 

aplicada o ponto A corresponde ao colapso da estrutura. 

Usando-se as equações 4.7 e 4.8 o b t é m - s e  P = 255.8 e 
S 



O 
Bs = 2.88 , resultados estes que conferem c o m  a f ig. 4.4. 

Como foi d i t o  antes, esse exemplo exibe um 

comportamento do tipo snapping, m a s  se o Angulo indicado for 

aumtSntaiído o fen8meno passa a ser de bifurcação pura e para poder 

a n a l i s A - l o  ai&m do ponto de f lambagem seria necesshrio outro 

metodo  < ~ z i l ã r d ~ *  e FZiks4'>. 

Na anMise  viscaelAstica parte-se de um certo nivel de 

carregamento e, a partir d e s t e  ponto, rnantt-m-se a carga constante 

começando então a incrementar o tempo. Para obter u m a  comprovação 

dos resultados do programa computacionai, utilizou-se um modelo 

reológico s i m p l e s  com possibilidade de dete~rninar a expressão 

anaiítica para a estrutura da fig. 4.3. Utilizou-se O 

modelo de Maxwel i  c o m p o s t o  de uma moLa e amortecedor em s&rie 

da fig. 4.5. 

Aplicando uma tensão w no modelo t e m - s e  pelas equaçi5es 

constituLivas 

onde as indices rn e a são da mola e do amorLecedor 

respectivamente,  t B o t empo,  < >+ a/& e E & a deformção.  

P e l a  equ-30 de equillbiro 

e pela equ%ão de compatibilidade 

Derivando a eq. 4.13 em relacão a t vem 

,c = E 
a + Em 

Substituindo a eq. 4.10 e 4.11 na 4.14 v e m  



-.  - Esta tl a equação diferencial do mode lo  de Maxwei l .  

SubsLituindo os valores de e E da eqs. 4.2 e 4.3 na eq. 4.15 

o b t é m - s e  uma equação diferencial que resolvida e integrada 

f arnece 

onde T = q/E e 8 B O valor elbtico de 8 para t = 0,  isto 8, Be 
e 

assumida pela estrutura no cornego do processo de 

creep quando a treliça se manLém ainda e l A s t i c a .  

O t e m p o  critico, 
cr' 

B obtido da 4.16 quando 8 = @s' 

P e l a  eq. 4.8 tem-se 

Substituindo na eq. 4.16 v e m  

ou ainda 

Eqs. 4 .  i 8  a 4.  2 0  

e s t a 0  vagas 

Na fig. 4.5 t e m - s e  a repre~enta~ão da eq. 4.16, c o m  os 

dados num&ricos para a estrutura e o modelo de M a x w e i l  indicado. 

Como o programa computacional d e s t a  d i s ser taF% foi 

elaborada para o modelo staridard C f i g .  2.1) fez-se E = 100 para 
i 

e l i m i n a r  o efeito desta mola frente ao amortecedor que vale oi= 
7 

1.10 . A carga P = 191 coresponde a 8 = 4 O  da eq. 4.5 <ângulos e m  
e 

radianos e as d e m a i s  unidades estão na conversão de unidades). 

Salientando que o ponto A B o p o i ~ t o  l i m i t e ,  al&ni deste 

ponto o t e m p o  começa a recuar o que não t e m  significado fisico, 



isto é, estA a lem do t e m p o  critico, que pela eq. 4.17 vale 4,3. 

- 

- 8 - 
- 

L 

- MODELO DE MAXWELL 
U T I L I Z A 0 0  

- 

O 

Fig. 4.5 - Análise viscoeiAstica não linear da 

estrutura da f ig .  4.4., carregada at& 8 = 4O. 

m e s m a  

São m o s t r a d a s  tamb&rn m a i s  duas curvas obtidas c o m  o 

programa desta dissertação obt idas  com diferenLes incrementos de 

t e m p o .  Como o t e m p o  de retardação T B arbiLrArio o i n c r e m e n t o  de 

t e m p o  para a curva superior foi 0.2 unidades de teinpo e para a 

curva m a i s  pr6xima da curva exata, At=0.3.  indicando que, para 

i n c r e m e n t o s  m e n o r e s  t e m - s e  m e l h o r  aproximação. O programa da 

presente disserLagão indicou o final desta curvas C p o r i t o  B e C> 

atrav&-s do pivo negativo na m a t r i z  de rigidez. Pode-se  fazer 

oukras verficaçCíes com os m o d e l o s  standard, K e l v i n ,  etc., ou e m  
5 0  

outras estruturas s i m p l e s  C S z y s z k o w s k y  >. 



4.4 - Exemplo de fiambagem numa treliça s i m p l e s .  -- --- -- 
No exemplo anterior foi descrito o comportamento t ipo  

sriapping. N e s t e  exemplo descreve-se o outro t ipo de situação em 

que ='ocoi?re a f lambagem descrito na seC& 1.1.2.1. Mostra-se o 

cAlculo anaiitico, numkrico e alguns comentArios sobre o problema. 

Para exemplif  icar a analise de estabilidade pelo m e t o d o  
4 0  

matricial, Przernieniecki  considerou o treliça de duas barras 

m o s t r a d a  na figura 4.6. A s  área da seçZo transversal & A, G 

mtidulo de elasticidade B E. O carregamento externo consiste de uma 

força P aplicada no nb 1. Usando o método dos desiocamentos 

determina-se a carga que faz a treliça tornar-se instavei em seu 

prbprio plano. 

A s  matriz de rigidez ehstica para o e l e m e n t o  1 e 2 B 

onde os números das linhas e colunas, em c ima das  m a t r i z e s ,  

referem-se aos deslocaementoã m o s t r a d o s  na figura 4.5. 4s forças 

nos e l e m e n t o s  são dadas por 

Consequentemente, segue das eqs. 3.7 e 4.23 que as 

matrizes de rigidez geométricas sã;o dadas por 



A s  m a t r i z e s  de rigidez d o s  e l e m e n t o s  podem ser m o n t a d a s  

para f o r m a r  
&ie 'C,, para a estrutura total. A s s i m ,  depois de 

e l iminar  linhas e colunas correspondentes aos deslocamentos 3 a 6 ,  

onde K* & a m a t r i z  de rigidez g e o m e t r i c ã  para valores u n i t A r i o s  
'*Tm 

da carga aplicada. 

Da estabilidade, sabe-se que a carga critica & obtida 

quando o determinanLe  B igual a zero, isto é: 

onde X B uma constante. Substituindo as equaqEes 4.26 e 4.28 em 

4.29 resulta em 

det 
-J"-A E 

pela qual, o b t d m - s e  a carga de fiamkiagein 

54 Esse B o mesmo valor obtida por Timoschenko  8 Gere , 
de uma m a n e i r a  anditica considerando o equiubrio do conjunto. 



Nesta refergncia, observa-se que a f d r m u i a  é. v a i d a  s o m e n t e  para 

pequenos valores dos deslocamentos. O valor positivo indica que a 

carga de flambagem, estfi na direção correta m o s t r a d a  na fig. 4.6. 

( CARGA P I 1000 / 

L inear  :;i 
L = 100 in  
A =  10 i n2  
E = 100 Ksi  

Itera tivo 

Programo T REL I CA.BAS com 

incremento de deslocamento 

ver t ica l  no nó@ A ' 2 i n -  

F i g u r a  4.6 - Curva carga deslacanientri da t~e l i ça  s i m p l e s  

sujei  ta a f larnbagem. 

Para comparar o presente rnbtodo com um m é t o d o  iterativo, 

proposto por R e i l l y  & ~ u t t o n ~ ' ,  foi rodada a mesnia estrutura da 

figura 4.6. Este mékodo iLerativo consiste em cada cicio caicuiar 

os d e s l o c a m e n t o s  corretivos usando uma maLriz  de rigidez revisada 

sujeita a um vetor de cargas residual. Da m e s m a  f o r m a  que no 

m é t o d o  i n c r e m e n t a l  a matriz de rigidez é baseada sobre a g e o r n e L r i a  

deslocada da estrutura. O vetor de cargas residual é obtido 

calculando a diferença entre a carga aplicada e s componentes 

das forças nas barras e m  cada nb. A s  componentes das forças são 

baseadas sobre a IocalizaçSo d o s  nds desiocados.  Segundo R e i i l y  e 

~ut-tonqi  o m e t o d o  converge rápidamente. Neste exemplo, em cinco 



ciclos 36 o b t é m  o valor exato ao passo que o m é t o d o  incremental 

precisa de diversos passos para obter o m e s m o  resultado. 

Retomando os valores deste exemplo verifica-se o que 

foi -3ito' a n t e r i o r m e n t e .  A carga criLica determinada pelo m é t o d o  

iterativo é 1225 Ksi Ci K s i  = 1000 lbf/in2> para um deslocamento 

horizontal de 25 in, b e m  abaixo de carga te6rica de 2612 K s i ,  da 

mesmo modo, com o mktodo íncrement-al o b t é m - s e ,  com um i n c r e m e n l o  

de carga igual. a 50 in, um P = 1234 K s i ,  e com incremento de 
C?? 

deslocamento i m p o s t o  igual a -2 in uma carga critica igual a 

1280 Ksi. Com deslocamenta i m p o s t o  pode-se obker a curva de p6s 

flarnbagem. Aumentando o n ú m e ~ o  de i n c r e m e n L o  pode-se aumentar  a 

precisão. 

Verifica-se a s s i m  que os valores obt idos  c o m  os rn&Lodos 

não lineares são bem p r ó x i m o s  um do outro, sb diferindo a 

ef iciencia compu&acional d o s  mesmos.  

Como foi v i s t o ,  ao analizar a estrutura com o método  

i n c r e m e n t a l  obtem-se  uma carga de fiambagern bem m e n o r  do que a 

obtida como prescrito pelo  m&todo dos autovaiores. Essa abordagem 

descrita a c i m a  e sintetizada na equação 4.29 é utilizada e m  

problemas de estabilidade inicial. Muito f r e q u e n L e m e n t e  na 

lituratura, este t ipo  de m é t o d o  6 usado d & m  do seu Limite de 

aplicabilidade. O método dos autovalores sd pode dar respostas com 
56 

"signif i c a S Z o  f isica" CZienkiew icz > se as def armações são 

pequenas e K I  e Em podem ser escritos na posição indeformada e M o  

d i f e r e m  m u i t o  da posição deformada. I s t o  s o m e n t e  acontece em um 

número l imi tado  de situaçIres p r A L i c a s  Cpor exemplo ,  uma barra 

p e r f e i t a m e n t e  reta sob carga axial, esferas s o b  pressão externa 

uniforme, etc.>. Esse não B o caso deste exemplo  onde a carga 

critica causa defiexires de m a i s  de 25 in. Neste caso é necessArio 

um processo ineremental como, por exemplo ,  o de gresenLe 

trabalho. 

4.5 - Torre c o m  cargas nas direFTies vertical e horizontal. - 
A fig. 4.7 m o s t r a  uma torre treliçada c o m  cargas nas 

direções vertical e horizontai. Os parametros para a soluuSão são 

os seguintes: 

a - Incremento de carga AP = 0.5, exceto para a curva E 



onde AP = 0.25 

b - i n c r e m e n t o  de t e m p o  A t =  1. 

A curva A indica a análise e b t i c a ;  a curva B indica a 

carr-espõndente anSilise viscoelástica, tarnbkm linear. 

N a s  curvas C a H indica-se os resultados de análises 

elásticas e viscoelásticas não lineares. A curva C, tomada de 

tempo ~1 

u 
CAQGA P 

PROPRIEDADES 
AREA-I 
€19000 
~,=9.000 
n; - = 90000 

MODELO 

"I 

DESLOCAMENTD,U 
1 I 

5 10. 15 20 25 

Flg. 4.7 - A n a l i s e  de uma torre treliçada. 

Beilly e ~ u t t o n ~ ~  foi obtida por iteração m e d i a n t e  uma variante do 

m e t o d o  de N e w t o n ,  podendo ser considerada c o m o  uma solqão exata 

no canipo elAstico. A s  curvas D e E f o r a m  obt idas  n u m & r i c a m e n t e  

com incrementos de carga diferentes. Observa-se que como B 

n a L u r a i ,  o erro d a  análise i n c r e m e n L d  cresce com o i n c r e m e n t o .  

O b s e r v a - s e  tamb&m, que, para cargas m a i s  baixas, as 

deformaçires  viscoefiticas permanecem l i m i t a d a s ,  Ccurva F >  

criquanto que cargas m a i s  elevadas levam ao colapso d a  estrutura 

<curvas G e H> 



4.6 - Exemplo de trel i c a  c o m  imperfeiç8es. 

O exemplo da fig. 4.8 foi selecionado m o s t r a r  a 

influencia de i m p e r f e i ç õ e s  numa estrutura com o programa proposLo. 
-. 

Figura 4.8 - A r c o  treliçado. 

Ele foi inicialmenLe proposto por Thornpson & fiuntS2. Em 

seguida Rosen & ~ c h i m i t ~ ~  apresentam a análise considerando 
28 

imperfeiçães g e o m 6 t r i e a s  e Kondoh & A t l u r i  apresentam a a n A l i s e  

considerando a f lambagem individual dos membros  e a variação da 

Area da seção trarnsversal. 

A s  coodenadas nodais são dadas t i a  figura. A estrutura B 

composta de 35 e l e m e n t o s ,  dos quais Lodos t e m  uma seção circular 

cheia. A Area dos e l e m e n t o s  i a 21 4 8,5 in2 , enquanto a área dos 
2 7 

outros e l e m e n t o s  & 8 in . O módulo de Y o n g  para o m a t e r i a l  B 1.10 

psi .  H á  dois nós de contorno: nb 1 que & fixo e n6 19, onde o 

movimenta  na direção Y estA restringido. A estrutura B carregada 

por uma carga de compressão horizonLal P no nó 19. 

Duas diferentes estruturas são invesLigadas. A primeira 

chamada estrutura I & perfeita, i s t o  e ,  s e m  i m p e r f e i ç E e s  

geométricas, e a estrutura I1 que t e m  irnperfeigões no seu s i s t e m a  

< ai&m d i s s o ,  podemos ter irnperfeiçEes locais, tal como um membro 

m a i s  curto e que não i5 o objetivo do presente trabalho) 

Essa imperfeiqão do s i s t e m a  corresponde ao modo de 

f lambagem total do exemplo, caracterizado por um meio  coniprimento 

de onda senoidal do nh 1 ao 19. A s  posições iniciais dos nc5s na 

direção Y são localizadas ao longo de um m e i o  comprimenLo de anda 

senoidai e as imperfeições  na direção X não são iiiclrlidas. O nó 

número I 0  B o que estA m a i s  longe de sua posição perfeita e e s t A  

a 1 in afastado na ciireçSo Y. Esta & uma pequena mudança nas 

dimensões  da estrutura 0,5% no comprimento  e 7,7% na largura> e 



i m p e r f e i ç E e s  do s i s t e m a  desta o r d e m  podem ser esperadas em 

estrutura reais. 

- 
- A - 

- 

- 

- 

.. 

- 

A : Coso l inear ,  Estrutura perfeita 

0 : TRE L I CA. BAS. Est. perf. , AP= 50000 

D: Coso l inear .  Est. Imperfe i to  

E: TRELICA.BAS, Est. fmp., dP= 5000 

Deslocamento do no 10 
no direçóo Y. 

Fig. 4.9 - Curva carga deslocamento do arco treliçado. 

O c A l c u l o  dos dois diferentes t i p o s  de estruturas f o r a m  

executados até que fosse observada a flambageni. Na fig. 4.9 tem-se 

a deflexão no nb 10 como uma função da carga axial aplicada. 

A esLrutura I ,  com um incremento de carga AP, constante, 

igual a 50000 lb, f lambou em Pc,= 1,65.1fI6 lb, 30 passo que quando 

AP = 100000 Ib, fiambou em P = 1,7.106 Ib, indicando que pode-se 
cr 

obter uma carga de f l a m b a g e m  um pouco menor, com incrementos 
44 d m e n o r e s .  Rosen & Schirnit obteve Pcr = 1,497.10 ib. 

A estrututa I1 exibe um forte aumento da deflexão 

transversal induzida pelo carregamento axial. da estruLura, c o m o  

m o s t r a d o  na m e s m a  figura 4.9. Rosen & ~ c h i r n i t . ~ ~  o b s e r v a r a m  no seu 

in&todo que c o m  P = 1.10~ lb a solução é ainda avaliavel mas a 



força no e l e m e n t o  15 & 983% da sua carga de f l ambagem.  AlBm 

daquele ponto, qualquer tentativa de a u m e n t a r  a carga causa 

flambagem no e l e m e n t o  t5, e a fal&ncia da estrutura inteíra. N e s t e  

exe-plo,, observa-se que os deslocamentos se t o r n a m  m u i t o  grandes 
6 

e que para AP = 50000 lb o b L e m - s e  Pcr = 1,3.10 lb. 

O outro gráfico, m o s t r a d o  na figura 4.10, foi obtido da 

m e s m a  estrutura da figura 4.8, a qual, m o s t r a  a tensão absoluta no 

e l e m e n t o  15 C que 8 compressão axial, sinal negativo) c o m o  uma 

função da carga axial externa aplicado na estrutura. V ê - s e  

claramente a inf lugncf a da imperfe ição imposta. 

- 
CARGA 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

-. 

Legenda .  

A :  TREL1CA.BAS. Estrutura Perfei to,AP~100000 

0 : ROSEN, Est. Per f .  

C: TRELICA.BAS. Est. Imp..AP= 100000 

O:  ROSEN,Est, Imp ,  

Figura 4.10 - Curva carga-tensão do arco treliçado. 

Para a estrutura perfeita Cestriitura I >  R o s e n  & 

~ c k l m l ~ ~ ~  obtiveram uma carga de f iambagem para o s i s t e m a  de 

1,566.10~ lb mas,  como mencionado antes ,  a estrutura flainbou em 

P = 1,497.10~ Ib, porque a força no e l e m e n t o  15 excede a carga 
cr 

de f lambagem local. Estes dados f o r a m  obt idos  pela análise 



numkrica da publicação a c i m a  mencíoada. Na presente dissertação a 

curva carga-tensão aproxima-se m u i t o  bem na estrutura 1 e I1 corno 

pode ser observado pela figura 4.10. 

. . Como no exemplo 4.3 e 4.5 foi feita a analise 

viscoeiAstica com deformaçBes f ini tas m o s t r a d a  na figura 4.11. Da 

mesma m a n e i r a  parte-se de dois n íve is  de cargas diferentes,  mas 

desta vez,  considera-se as duas estruturas descritas antes, a 

perfeita e a i m p e r f e i t a .  Para a carga menor ,  as d e f o r m a ç õ e s  no 

Lempo são 1 imiLadas  e se e s t a b i l i z a m ,  enquanto que para um nivel  

de carga maior ,  a estrutura atinge o ponto critico. O modelo 

viscoelásLico utilizado foi o standard, c o m  as seguintes valores:  

E = 1.10~ E = 1.10~ e 1.10' . Os resultados nurnBricos 
i 

esLão represenLados na figura 4.11. 

L e g e n d a  
P, = Cargo  in ic ia l  

A : E s t .  P e r f e i t o ,  g= 6.10~ 
B : E S ~ .  Perf.. P,= 1.10~ 

C : Est. I m p e r f e i t o .  g=6.105 

0: Est. Irnp.. P, = I .  10 7 

TEMPO 
L I L I 1 

- 

O 
O 2 4 6 

DESLOCAMENTO DO ~6 10 NA DIREÇÃO Y .  

- 

- 

- 

- 

Figura 4.í1 - C u r v a  Lempo d e s l o c a m e n L o  do arco treliçado. 

- 

+ 

- - *- 
+ 

-. 
I 



5 -  ESFORÇOS EM BARRAS HOMOQÉNEAS DE P6RTICO PLANO SUJEITAS A -- - -- 
EFEITOS VISCOELASTICOS, - TEMPERATURA E RETRAÇBO. ---- 

Neste capitulo serA m o s t r a d o  c o m o ,  a partir dos 

esforços presentes em cada barra, pode-se calcular o i n c r e m e n t o  de 

carga viscoelAstica, a ser adicionado no vetor de cargas total da 

estruLra para obter um novo conjunto de deslocamentos. A seguir, 

parte-se dos deslocamentos nodais para calcular os esforços finais 

nas barras c o m  a c o n t r i b ~ i ~ ã o  da carga viscoelástica, d a s  forças 

de engastamento perfeito, temperatura e ret~.a~ão. A s  equações 

para isto, b e m  como a meneira  de fazer as roLaç8es do sistema de 

referencia locai para global das diversas  expressões são expostas.  

5.1 - Formul-ão  inicial .  

Utilizando o m&todo dos e l e m e n t o s  f ini tos, pode-se 

determinar a carga viscaelastica nas extreniidades de uma barra 

pr i smAt ica ,  utilizando as derivadas d a s  funç8es de forma,  c o n f o r m e  

estabelecido na seçaõ 2.2.3. Particuiarizando a eq. 2.2.14 para 

pequenas deforrnagões, e em aus&ncia de forças de superficie e 

volume,  o b t & n i - s e  a carga viscoe lAst ica ,  zv, e m  coordenadas locais 

Onde  é a rnaLr iz  deformação-deslocamento, F j  é a m a t r i z  

consLitutiva elktica e é o vetor de deformação inicial que no 
v 

presente caso denomina-se vetor de deformação viscoelástica. 

A ordem que os esforços aparecem e m  X foi rnantida de 
v 

acordo com a seção 2.2 e segue a m e s m a  convenção se sinais 

def inida a n t e r i o r m e n t e .  



5 -  ESFORÇOS EM BARRAS HOMOUENEAS DE P6RTICO PLANO SUJEITAS A 
A----- da--m -- -- 
EFEITOS VISCOELASTICOS, -- TEMPERATURA E RETRAÇXO. ------ 

Neste capitulo será m o s t r a d o  c o m o ,  a partir dos 

esforços presentes em cada barra, pode-se  calcular a incremento de 

carga viscoelástica, a ser adicionado no vetor de cargas total da 

estrutra para obter um novo conjunto de deslocamentos. A seguir, 

parte-se  dos deslocamentos nodais para caicular os esforças finais 

nas barras c o m  a c~ntribui~ão da carga viscoeldstica, d a s  forr;as 

de e n g a s L a m e n t o  perfeita, temperatura  e retração. A s  equaçaes 

para isto, b e m  c o m o  a m e n e i r a  de fazer as rotações do s i s t e m a  de 

refergncia local para global das diversas expressões são expostas. 

5.1 - FormulaqSo inicial. -- 
Utilizando o mt5todo dos e l e m e n t o s  f initos, pode-se 

d e t e r m i n a r  a carga viscoelastica nas extremidades  de uma barra 

pr i smAt ica ,  utilizando as derivadas d a s  funções de f o r m a ,  conforme 

estabelecido na se@ 2.2.3. Particularizando a eq. 2.2.14 para 

pequenas deformaçBes ,  e em ausbncia de forças de superficie e 

volume, o b t é m - s e  a carga viãcoelAstica, Xv, em coordenadas locais 

Onde  B a m a t r i z  deformaçZo-deslocamento, é a m a t r i z  

constitutíva eiAstica e E B o vetor de def~rrna~ão inicial que no 
"V 

presente caso denomina-se vetor de deformação viscoelAstica. 

A ordem que os esforços aparecem em X foi mant ida  de 
"V 

acordo com a seção 2.2 e segue a m e s m a  convenção se sinais 

def inida a n t e r i o r m e n t e .  



5.2 - O b t e r i c ã o  das def o r m a C 6 e s  vi scoe 1 A s L i  cas. 

Para obter as deformações  viscoelAsticas na barra 

t o m a - s e  como base a f o r m u h $ o  apresentada na seção 2.1. 
-. 

U t i l i z a - s e  a eq. 2.1.10 repeLida abaixo 

C 2 .  i . i O )  
repetida 

O vetor E num t e m p o  L, de acordo c o m  a eq. 2.1.10, pode 
v 

ser escrito na seguinte forma: 

onde 

e c e t e m  o mesmo significado das equações 2.2.35 e 2.2.36. 

No pr imeiro  passo da = A l i s e  a barra n ã o  t e m  de formação  

viscoelAstica para ser levada em conta, isto é, no tempo =r 1, 

E <t> = Q, logo a eq-ão 5.2 fica 
" V  

Substituido a eq. 5.3 em 5.1 t e m - s e  

V ê . - s e  a s s i m ,  que Xv deixou de ser dependente da 

d e f o r m a ç ã o  viscoeiAstica de forma direta e pode ser determinado 

em função dos esforços aplicados na barra no Lempo anterior. 

5.3 - Obtenção do m o m e n t o  f letor e esforqo n o r m a l  para o cAlculo - -- 
d a  carga viscoel2tstica. 

Como foi v i s to  na equaGão 2.2.35, i5 c o m p o s t o  pe lo  

esforço axial N e pelo m o m e n t o  fletor M em uma dada sec;ão da 



barra. 

O esforço axial pode ser relacionado com as I-orças 

axiais nas extremidades inicial e final da barra, N e N . 
+. 

f 2 

A convenção de sinais adotada & tração para o esforça 

axiai e esforços nas pontas para a direita como  posiLivo de 

acordo com a figura 5.1. 

Figura 5.1 - Converições para os esforços longitudinal. 

E n t ã o ,  se numa seFão A L i v e r  tração, N pode ser 

inkerpolado linearmente na forma: 

onde: 

4 = C-l+x/L x/L3 

O m o m e n t o  fietor, M sepá determinado,  a seguir, de 

f o r m a  s e m e l h a n t e  ao esforço axial. Dado o s i s t e m a  de esforços 

indicados na fig. 5.2, quer se interpelar o m o m e n t o  fletor no 

interior da barra a t r a v é s  das esforços nas extremidades.  

Figura 5.2 - Forças que d e t e r m i n a m  o momenLo fletor. 

Fazendo o s o m a t d r i o  de momentos  em torno do ponto P e 

considerando que a barra deve estar e m  equilíbrio, o b t e m - s e  



4 os' I 
I 

então fica: 

Fazendo agora, o s a m a t d r i o  em P pela esquerda t e m - s e  

Considerando a 5.7, somando e tirando a m e d i a  a r i t m e t i c a  

dos dois t e r m o s  fica 

ou eni  forma m a t r i c i a l :  

onde: 

Substituido as eqs. 5.5 e 5.11 na 5.4 e considerando 

ainda o valor de da seção 2.1 fica 

Fazendo o produto dentro das integrais e considerando os 
ri 

valores de !n e de 5.5 e 5.11, respect ivamente .  em cada 

integral, t e m - s e  

onde: 



N i s - N z s  
-N 3 

os 
1 

Q, ,-Q2, 

M i  s - Q z s  
L-M 

2 5  

-CP, s-P,,' 
-<M 5s - 91s L-"2i'- 

Onde,  os esforços, em cada barra, que e n t r a m  no cálculo 

de zu são calculados com os esforços que r e s u l t a m  da seguinte 

expressão: 

Onde  o subindice "s" significa esforços devido aos 

deslocamentos descontando a parte viscoehstica, retraFão e 

t e m p e r a t u r a .  

Para um t e m p o  L / T calcula-se a carga viscoelAstica 
O 

pela eq. 2.1.41, onde se considera a formulação m a i s  geral do CEB 

e que fica da seguinte m a n e i r a :  

onde 

Se t iver  só e i m e n t o s  de Kelv in X = e e a 5.18 só terá 
-f 

o primeiro t e r m o .  

5.3.1 - Verif icaFãa das equqões d e  interpelação cios esforços. 

a - ConferrSncia da eq. 5.5. 

.Mas extremidades a eq. 5.5 deve verificar, ou seja 

(5.5) 
repetida 



para x = 0 t e m - s e  N = -N 
i 

para x = L tem-se N = N 
2 

Q u e  B o resultado desejado <ver fig. 5.1). 

b - C o n f e r B n c i a  & eq. 5.40. 

N a s  extremidades a eq. 5.10 deve verificar. 

n o v a m e n t e  

Tomando-a 

<S. fO> 
repetida 

b.1 - P a r a  x = O, M = M <ver fig. 5.2) e t e m - s e  pela 5-10 
1 

o que confere Cver fig. 5.2>. 

b.2 - Para x = L, M = -M Cver fig. 5.2) e t e m - s e  pela 5.10 
2 

ou seja 

o que confere Cver fig. 5.2). 



5.4 - Forcas de e n g a s t a m e n t o  - devido ao efeit.0 da temperatura .  

Para analisar o efeito da temperatura usa-se as 

conv,enções da fig. 5.3 e os casos da fig. 5.4. 

Fig. 5.3 - ConvenSão da LemperaLura. 

Bordo superior 

posiçóo do de fo rmada  de uma bar ra  b i - a p o i a d o .  

- 

i - 
f 
r 

i= i n ic ia l  
f : f inal  

b -  l  
c 1 T r a p e z o i d o l  

L inha  d e  
r e f e r ê n c i a .  

> + 
Temperatura 
inicial 

d )  T r i õ n g u l a r  duplo 

Bordo in fe r io r  

d - l  

Fig.  5.4 - Casos lineares de variação de temperatura.  



Como se pode ver na fig. 5.4 pode-se ter os seguintes 

casos de variação de t e m p e r a t u r a :  

- Uniforme. 

- N S a  u n i f o ~ m e  <desigual>. 

- De sid coritrbio nos bordos. 

- De mesmo sinal em ambos os bordos. 

- S6 num bordo. 

A seguir introduz-se a seguinte nota@: 

ta 
3 t e m p e r a t u r a  inicial. 

t = t e m p e r a t u r a  no bordo superior. 
S 

ti = temperatura no bordo inferior. 

*S. 
= ts - t = variação de t emp.  no bordo superior. 

a 

A i  = ti - t = v a r i q Z o  de t e m p .  no bordo inferior. 
a 

A M s a n d o  a convenção acima junto com a fig. 5.4 pode-se 

determinar condiçires que c l a s s i f i q u e m  o caso que se apresenta. 

5.4.1 - Variação uniforme de temperatura. 

Corresponde aos casos retangulares. Pode-se ter 

A s = A i = A , > O  

Em uma viga bi-engastada <ver fig. 5-53 as forças de 

engastarnento produzida por este t ipo  de variação são 

Fig. 5.5 - VariaçãE uni forme de temperatura positiva. 

Ccaso b.1 da fig. 5.4) 



onde 

N esforço normal. 

A = +rea da seFão t ransversa i .  

a = coeficiente de dilatqão t b r m i c a .  

A = variação de temperatura.  
U 

5.4.2 - Variação não uniforme de temperat-ura, 

Corresponde aos demais  casos ande t e m - s e  A s # A i 

Pode-se ainda variar o sinal e Ler os casos 5.4.2.1 e 2. 

5.4.2.1 - Variaqão de temperatura  - nos bordos de sinal contrário e 

diferente de zero. 

Corresponde aos casos triangulares duplos 

condiFões são que o de (As> # sinal de <Ai>  e ainda 
8 'i 1 

onde 

5.4.2.2 - Variação de temperatura nos bordos de m e s m o  -- sinal e 

diferentes de zero. 

Corresponde aos casos trapezoidais ande as condigões são 

que [?inal de <A6> = sinal de < A - >  1 ] e ks e A )  i z O neste caso, 

deve-se dividir a variação em uma parte triangular e numa parte 

retangular, onde nesta parke, utiliza-se a menor variação para 

calcular o esforço normal de engastamento. 

5.4.2.3 - Variação de t e m p e r a t u r a  s6 num bordo. 

Correspondem aos casos triangulares onde a condição r2 que 

Valendo para estes 3 Úl t imos  casos a eq. 5.22 a seguir. 

As forças de engastamento produzidas por variação de 

temperatura  diferentes nos bordos são m o m e n t o s  f letores para 

variação LriAngular ou LriAngular dupla e m o m e n t o  fietor e 

esforço n o r m a l  para variação trapezaidal <ver  f ig . 5.4 >. 



Fig. 5.6 - F o r F a s  de e n g a s t a m e n t o  originadas numa viga 

bi-engastada por variação trihgular ou tr iCingular dupla de 

temperatura <ver caso a.2, a.3 e d.2 da fig. 5.4>. 

O valor  dos m o m e n t o s  de engastamento para variação 

triangular- ou triCingular dupla são 

onde 

1 = Momento de in&rcia da seção transversal 

d = D i s t h c i a  entre os bordos onde ocorre t. e t 
1 S 

a = Coeficiente de dilatação t é r m i c a  

ti e t B a variação da t e m p e r a t u r a  no bordo inferior e superior e 
S 

al&m disso, ti > t 
6: 

A s  forças de engasLamento devida a variação de 

temperatura dadas pelas eqs. 5.21 e 5.22 podem ser aplicadas 

insLanLâneamenLe ou var iAve i s  ao longo do tempo.  

A lei desLe c r e s c i m e n t o  pode ser qualquer e poderá ser 

mudada de acordo com a convenihncia, n i a s  neste trabalho foi tomada 

linear. com um valor total 10 dias apbs a aplicação inicial e B 

feita incidir d i r e t a m e n t e  sobre a coeficiente de dilaLação 

terrnica do material. Para o concreko e o aço a = 1.10-' C ~ / O C > .  



5.5 - Forcas de engastamento devido A retr+ção. 

A s  deflexões adicionais devido a retraqão sãa tão ou 
37 

mais importantes que as devidas as creep CPauw e Meyers > e por 

issom- devem ser levada em con~idera~ão numa analise de 

deformações lentas. 

Para o propósito desta a n A l i s e  a s s u m e - s e  que cada 

elemento do concreto na seção transversal total & sujeita a uma 

retr-ão uniforme,  E que se desenvolve gradualmente e cuja 
nh' 

expressão analitica B dada no apendice. A s  propriedades da seção 

estão baseadas na seçzo não fissurada A s  tens5es no concreto e 

na armadura são proporcionais as def~rma~ões. 

Desta forma, as forças geradas na segão são dadas por  

N = - N  
2 f 

C5.23) 

~ q s .  5 . 2 4  a 9 0  

eslao vagas 

5.6 - CAlculo dos esforFos nas barras. 

Os esforços nas barras são calculados w e l a  seguinte 

expressão 

onde 

Xbw 
são esforços finais nas barras 

é a m a t r i z  de rigidez da barra 
b 

U são os deslocameriLos nodais 
-b 

Zbn 
são ' as forças de engastamento perfeito devido as cargas 

exterilas ao longo do compr imento  das barras 

X idem,  devido a variqão de Lemperatura  
-bp 

Xbr idem, devido a reLração 

são as forças de o r i g e m  viscoerCisticas 

Para estruturas de p6rtic0, quando as cargas externas 

e s t i v e r e m  aplicadas na forma distribuida ou concentradas ao longo 

das barras, não há a correspondência e n L r e  os pontos de aplicação 

d a s  cargas e os desiocamentos nodziis. EntSo recorre-se a 

substi+ulção d a s  cargas nas barras por um s i s t e m a  de cargas 

equivalentes que produza a mesma resposta da estrutura que o 

conjunto de cargas originais e que possa ser def inida em fungão 



dos pontos nadais <5antos4'>. 

Este sistema de cargas equivalentes e que s u b s L i t u e m  as 

q õ e s  e x t r e m a s  atuando ao longo das  barras são as ações nodais -. 
equivalentes, que nada m a i s  sSo do que as forças < reações) de 

engastamento perfeito c o m  sinal trocado. A s  aqões nodaiã 

equivalentes são aplicadas no vetor de cargas externos por 

partições nodais para a solução do problema. Quando for calcular 

as forças nas barras deve-se s o m a r  5 para ker o esforço final. 
bn 

O efeito d a  retração e da temperat-ura, Lambem serA 

levado em consideração através de forças de engastamento 

perfeito da mesma maneira como foi feiko com as cargas externas 

ao longo das barras e com as fbrmulas  apropriadas descritas na 

seção 5.4 e 5.5, respectivamente. 

Quando se faz a a n A l i s e  viscoelAstica c a l c u l a m - s e  a 

carga viscaelãstica em cada barra, Xrbv' 
e adiciona-se ela no 

vetor de cargas externo global da esLrutura, calculando a s s i m ,  

apds uma nova solução um out~o conjunko de deslocamentos nodais, 

para cada t e m p o  t de anglise. A s s i m ,  ao calcular os esforços de 

e x t r e m o  de barra deve-se descontar a carga viscoelástica, 
%v, 

adicionada anteriormente Ceq. 5.31 >. 

Tambkm poderia-se calcular os esforços devidos s o m e n t e  

aos deslocamentos, para o quai, seria usado a seguinte expressão: 

N e s t a s  equações, todos  OS vetores estão em 

coordenadas locais, no entanto, um p6r tico inclui barras c o m  

diferentes orientaç8es relativas. Então ,  todas as m a t r i z e s  de 

rigidez das  barras e vetores, devem ser relacionadas ao sistema 

comum de eixos global de eskrututra, antes de proceder a m o n t a g e m  

do sistema total de equaçBes .  

Fia fig. S.? t e m - s e  as componentes de deslocamentos e 

esforços referidos A dois sistemas de eixos. O local x,y e o 

global X,Y. Pode-se rotar estas grandezas de um s i s t e m a  para o 

outro atravBs das seguintes expressGes: 



onde o superindice "gv' significa s i s t e m a  de referência global 

e ..Ta. siguinif ica matriz transposta. 

Figura 5.7 - Esforços e deslocamentos e m  coordenadas 

locais e globais. 

A m a t r i z  de rotação, R B dada por 

i cos J3 sen 0 O 

-sen (3 cos C 

O o 1 

O O O 

O O O 

O O O 

O o 
O C 

a o o I 
cos p sen f 3  1) 

-sen cos {I O 

O o 1 

T 
Note que E & uma m a t r i z  ortogonal, tal que E-' = R . 

R-& utilizada tambem, para calcular a m a t r i z  de rigidez de uma 

barra. Se levar em conta a 5.32 e 5.33 e fizer 

onde 



desta maneira  t e m - s e  a matriz de rigidez da barra no sistema 

globâi, - F e i t a  isso, possui-se todas as equaçzes para analisar a 

estrutura de pbrtico plano homoglsneo sob  efeito viscaelAstico, 

t e m p e r a t u r a  e retração dentro das hipdteses  adotadas. 



6 - MATRIZ DE RIOIDEZ MISTA -- - 

Neska seção apresenta-se as hipdteses adotadas nesta 

dissertação para a formulação  de um e l e m e n t o  de viga misto, o 

cAicuio das constantes g e o m é t r i c a s  e f i n a l m e n t e  a m a t r i z  de 

rigidez em f o r m a  explicita baseada na formulaCão do MQtodo dos 

E l e m e n t o s  Finitos apresentada na seção 2.1. 

6.2 - Ripdteses. 
A s  hipbtesas fundamentais da analise linear de 

estruturas m i s t a s  constituídas por peças p r i s m á L i c a s  e que são 

adotadas neste trabalho são as seguintes: 

a > - Movimentos são pequenos C LranslaFões e giros> 

bem como as d e f o r m a S 8 e s  C alongamentos e distorç8es>. Por este 

m o t i v o  todas as condiçi3es de equilibrio e compatibilidade de 

d e f o r m a ç E e s  se colocam adotando c o m o  suporte a g e o m e t r i a  prévia A 

deformação C teoria de primeira ordem>. 

b > - E va i da  a hipbtese de Navier C as seções manLBm- 

se planas e normais  a diretriz depois  da deformação>. A este 

efe i to ,  desprezam-se os desl izamentos produzidas pelas tensões 

tangenciais, c o m  o quai não h& efeito d i r e t o  do esforFo cortanLe 

nos m o v i m e n t o s  da pega. De fato, salvo para relaL5es altura/vão 

m u i t o  e lev adãs ,  as d e f  a r m a ç õ e s  devidas as tensões 

Langenciais são nit idamente inferiores as produzidas pelas 

tensíres n o r m a i s  longitudinais. 

- O carregamenko B feito no plano de s i m e t r i a  da 

barra. 

d > - Admitindo, conforme a teoria tbcnica de vigas, 

que as tensões transversais ao eixo da peça são despreziveis  

considera-se na flexão u n i c a m e n t e  os efeitos das tens'dies n o r m a i s  

3 - A s  d e f o r m a ç õ e s  instantaneas são elásticas e 



lineares e portanto, governa* pela lei de Hooke. 

f > - O comportamento viscoelástico segue um .dos 

modelos  indicados na seçSo 2.1 
*. 

g > - A seção transversal da peça e o seu módulo de 

elasticidade são constantes entre os pontos nodais. 

h > - Numa peça s u b m e t i d a  a um conjunLo de esforços não 

M desl izamento entre a piaca de concreto colocada sobre o perfil 

de aço. 

6.3 - Constantes estAticas reduzidas para uma seção tipica. 

A seguir, indica-se como pode-se obter as constantes 

geometricas de uma segão m i s t a  de diferentes m a t e r i a i s ,  para um 
ii LfatamenLo mais geral ver Calzon - 

Considera-se uma peça reta c o m  um plano de s i m e t r i a .  

Adota-se um sistema de coorde&das cartezianos x,y,z da forma 

indicada na figura 6.1 Cesto s i s t e m a  só ser& usado nesta seF%, 

adiante sera invertido o sentido do eixo y>. O piano xy 8 ,  

portanto, o plano de s i m e t r i a  da peça, x L+ sua coordenada 

longitudinal e y mede a profundidade das diferentes f i b r a s  da 

seção. Seja bCy> a lei de larguras destas últimas e ECy) o mbdulo 

F i g u r a  6.1 - SeGão s i m é t r i c a  tipica. 

de elasticidade em cada ponto y da seção 4. D e f i n e m - s e  as 

seguintes magnitudes:  



onde nCy> B o coeficiente de equivalencia para uma f ibra y ,  E & a 
2 

o rnódulo de elasticidade do aço, E = 2,1.10" kg/crn , E<y> 4 o a 
m6dulo de elasticidade do material para uma f ibra y ,  bCy3 e bRCy> 

sZo a largura real e a largura reduzida da seção, respectivamente 

riuma fibra y. 

Denomina-se seção "reduzida" ou "ideal" a que se o b t b m  

substituindo a largura real bCy> de cada f ibra por sua largura 

reduzida bIICyl e supondo E =r Ea =r constante em toda a seção. 

Considerando s o m e n t e  dois  tipos de m a t e r i a i s ,  de acordo 

com a seção tipica anterior, isto 8,  uma placa ou laje de 

concreto sobre um perf i l  genbrico de aço, o b t é m - s e  as constantes 

estAticas da seq2ío reduzida de  concreto da seguinte maneira:  

onde 

N e s t a s  equações define-se A e I como a Area e 
C R  C R  

m o m e n t o  de in&rcia da seção reduzida de concreto, respectivarnenLe. 

A s  constantes estáticas da seção do perfil de aço 

estrutural saem s e m  t r a n s f a r m q ã o  e são A = Area de do perfil de 
a 

% O 9  Yaa = Y,, + ha / 2, ha = altura e Ia = momento de inércia do 

perfi l  de aço. 

A superf icie equivalente e m  aço da seção m i s t a  B 

*R 
3 A + A . AO calcuiar o momento e s t A t i c o ,  em relação ao eixo 

CR S 

z da figura anterior pode-se determinar a localização do eixo 

neutro, desta m a n e i r a  



I e Ia, são EsLes bois Últ imos  valeres, a l é m  de Aa, AL*, 

utilizados no cMculo da matriz de rigidez. Ut i l zando  o t e o r e m a  

se Steiner pode-se obter o momento de in&rcia da seqão 

homegeneizada total 

6.4 - Cálculo da matriz de rigidez. 
Os deslocamentos para pontos no interior da barra, fora 

do eixo baricêntrico da seção mista, m a s  no plano de s i r n e L r i a  são 

dados peia figura 6.3 e podem ser interpolados da seguinte maneira 

Figura 6.3 - Barra com deslocamento e giro. 

a > para a seção superior, ou seja, a placa de concreto 

t e m - s e  



b > da m e s m a  f o r m a ,  para a sec?& inferior, ou seja o 

p e r f i l  de aço, i+ s6 trocar a subindice c por a. 

Os centros de gravidade G1 ,a e UR apbs os 
C a 

deslocamentos p a s s a m  para U' ,a; e U' ,com referência a eles 
C R 

estão assinalados os deslocamentos acorridos. O gira 8 = dv/dx & 

a m e s m o  para todos os pontos e v = v = v , de acordo com as 
C a 

hipbteses  anteriores e u e u são interpelados de acordo com a 
C a 

equação 6.8. 

Prosseguindo, usa-se a m e s m a  formulação  do MBtodo dos 

E l e m e n t o s  Finitos da seção 2.2.3 para calcular a m a t r i z  de rigidez 

dos e l e m e n t o s  da barra m i s t a .  

Interpela-se os desiocamentos ao longa do e lemento ,  ve, 
n 

atrav&s d o s  deslocamenLos d o s  nbs, vn + W Cver figura 2.14) 

localizados no eixo baricgntrico , como 

A s  funções de interpelação e g dadas na equção 2.2.27 

constikuem a solução exata da flexo-compressão de vigas,  quando os 

par%metros nodais são baricêntricos da seção composta .  Quando os 

p a r A m e t r n s  nodais baric@nt,ricos são relatados, atravgs de uma 

transformação consistente Ceq. 6.8, por exemplo>,  c o m  garâmetros 

locados em um eixo excgntrico, a interpolaçSo continua sendo exata 

e a m a t r i z  referidas a estes novos parãmetros. não introduz nenhum 

erro na formulação excgntrica. 

Substituindo a 6.9 na 6.8 fica 

onde 

Utilizando def ormaFão-des locamenLo,  para 



e l e m e n t o  de viga, a partir da 6.14, pode-se calcular 

Realizando as derivadas acima o b t é m - s e  

onde E é a deformação axial baric&nt.rica e 2 B a curvatura do 
C C 

eixo da seção da placa. 

Substituindo os valores correspondentes das funções de 

interp~la~ão d a  seç& 2.2.3 em E e realizando a integração da 
C 

2.2.12 repekida abaixo, e particularizada para pequenas 

def o r m a ç 5 e s  

(2 .2 12) 
repetida 

o b t é m - s e  f i n a l m e n t e  

2 
onde = I + yc Ac 

C, C 

da m e s m a  maneira,  o b t é m - s e  a makriz de rigidez do aço, que B 

s e m e l h a n t e  a anbrior o6 diferindo nos subindices c por a 



Com r e k ã o  a m a t r i z  de rigidez 6.13 ela poderia ser 

reordenada de f o r m a  a ter as rigidezes associadas aos 

deslocamentos do n6 inicial coiocados p r i m e i r o  e logo após as 

rigidezes associadas aos desiocarnentos do nó final. Na 

apresentação a c i m a  as rigidezes associadas aos deslocamentos 

axiais são colocadas antes dos demais .  A matriz P. a m e s m a  estando 

numa f o r m a  ou outra, m a s  no p r o g r a m a  foi utilizada a p r i m e i r a  

maneira  de dispor os t e r m o s ,  embora no desenvolvimento da 

esposição foi conveniente a segunda maneira .  

D u r a n t e  a exposição foi conveniente a segunda m a n e i r a  

pois  os d e s l o c a m e n t o s  axiais estão desacopiados dos d e s l o c a m e n t o s  

transversais e giros Cvlr equaqão 2.2.26). No programa foi 

convenienLe a p r i m e i r a  maneira por causa da i m p r e s s ã o  dos 

resultados dos esforços nas barras que se dd nd por  nb. 

6.5 - VerificaqZies na matriz de rigidez mista. - -- 
A seguir t e m - s e  verificações de 

m a t r i z  de rigidez encontrada. 

aig uns termos 

Realizando a s o m a  das duas m a t r i z e s  5 e 5, o b t B m - s e  a 
C 

m a t r i z  de rigidez LoLal da barra 5 . 
T 

Analizando alguns d o s  t e r m o s  vê-se que a s o m a  que segue 

deve-s* anular. 

corno y & negativo, L & comum a a m b o s  e considerando que nc= E /Ec 
a a 

fica-se com 

COMO 
Y c  e Ya f o r a m  obt idos  dest,a m a n e i r a  na equaSão 6.5 ve-se que 

a igualdade r& verdadeira. Portanto, Lodos os t e r m o s  da f o r m a  

y i  Ei A./L anulam-se ao efetuar-se 
1 

+ K  . ICc *a 

Tomando outro t e r m o  da m a t r i z  de rigidez Leni-se 



2 - Z 
considerando que r = I* + ya A= , Ia = 1 + yp Ap , na a 

= E* /Ec 

e fazendo as s impl i f i cações  convenientes obtem-se 

Esta é, natura lmente ,  a expresao obtida na eq. 6.7. 

6.6 - Excentricidade dos elementos e m  relação ao eixo das  barras. 

Esta seção trata do prob lema  da excentricidade que os 

e l e m e n t o s  m i s t o s  apresentam em relação ao eixo em cujas 

extremidades estão os pontos nodais da barra. ContBm alguns 

c o m e n t á r i o s  encontrados na bibliografia sobre a formuiação 

utilizada n e s L a  disserLação e um exemplo. 

No trabalho de (jiupta & bfai9 é discutido a natureza do 

erro introduzida quando a matriz de rigidez de um e l e m e n t o  de 

viga B transformado linearmente para levar em conta a 

excentricidade com respeito a uma placa ligada a ela. 

O erro e s t A  associado ao fato de que quando se d e t e r m i n a  

o deslocamento axial da viga, u em função do des locamento  axial 
a ' 

da placa, u e do giro da seção, 8, cria-se uma incompatibilidade 
c' 

dos deslocamentos. 

I s t o  acontece porque u B interpolado por uma função 
C 

linear e 8 por um poiinBmio quadrhtico e ao ser calculado 

onde z B a distancia entre as centros de gravidade da seção da 

placa e da viga, 
Ua 

torna-se tambkm quadrbtica, isto B,  a s s u m e - s e  

ria formuiação da rigidez da placa que o deslocamento axiai ao 

longo da viga B tambkm quadratico, o que não B verdade, 

introduzindo a s s i m  a incompatibilidade mencionada acima.  A solução 

apresentada na referkncia a c i m a  é aumentar  o número de e l e m e n L o s ,  

o que rninirniza o erro. 

2 
Em outro C r a b a l h o ,  B a l m e r  , faz alguns cornentArios sobre 

o os modos de deformaçZío d a 1  e de flexão, indicando que no modo 

de deformação axial o erro não ocorre. 



Fina lmente ,  na úit ima referência encontrada <~iller"> 

existe a proposta de colocar um grau de liberdade adicional e 

interpelar o deslocamento axiai com um polinbmio de segundo grau. 

Isto-,aumenta a complexidade da m a t r i z  de rigidez. 

Na formulação  apresentada nesta dissertação, em vez de 

referir os deslocamentos da viga em relagão aos d a  placa, os 

deslocamentos da viga e da placa são referidos a um eixo comum de 

refergncia obtido atravks  da homegenei~a~ão da se,+, ficando 

a s s i m ,  assegurada a possibilidade de adição do momento cenLrai de 
2 

de inkrcia como assinalado ankeriormente por Balnier . 

Para ilustração das formulaçi5es citadas a n t e r i o r m e n t e  
i 9  

uLiliza-se o mesmo exemplo de Uupta & Ma , aplicando os diversos  

m&Lodos de chlculo. Por simplicidade a viga homoggnea, 

engastada numa extremidade e livre na outra e com as 

caracteristicas indicadas na figura 6.4. 

Figura 6.4 - ExempIo sobre excentricidade. 

S o m e n t e  d feito o cálculo do d e s l o c a m e n t o  

da extremidade livre da viga sobre a ação de 

transversal, Q,  aplicada na mesma externidade. 

P o r  ~ u p t a  8 p ~ a ' ~  t e m - s e  

onde 

transversal 

uma carga 



onde-' A i5 a Area, I o momento  de in&rcia, o incide "c" 15 da placa e 

"a" da viga e E B o L e ~ m o  de erro. Para os dados do problema 

32 
Com a formulação de Miiler o rnestiro des iocamento & dado 

peia seguinte expressão 

onde todos os dados jA f o r a m  definidos anteriormente.  Então 

o b t é m - s e  V = 2,551. Este é o valor exata da deslocamento. 

Ma formuiação d e s t e  trabalho, ao carrtrzkrio  de U u p t a  & 

M a t 0 ,  a interpelação exata B definida nos eixos baric&ntricos, e a 

transformação para o eixo excentrico, segundo o processo indicado, 

não Introduz nenhum erro, c o m o  ser& d e m o s t r a d o  a segui. 

Para a forsnulação deste trabalho, & preciso calcular o 

centro de gravidade da seçZo t o L a l .  

Ai&m d i s so ,  observando as m a t r i z e s  de 

e l e m e n t o s  m i s t o s  da seFão 6.4 0btÉ.m-se 

rigides 

Observando 

v e r i f i c a r  

SubstiLuinda os valores dados obL&ni-se  = 1306,67 

para 

- 
Lago, I = I* e o deslocamento tra-ve~ss l  será o mesmo.  

- 
as equaqses para I e I* a seguinte igualdade deve se 



lembrando que 

Substituindo a 6.6.4 na 6.6.3 L i r a  

Da m e s m a  f o r m a  com y o b t é m - s e  
C* 

Substitriindo, f i n a l m e n t e  , a 6 - 6 3  e 6.6.6 na direita 

da 6.6.1 encontra-se a igualdade presente na 6.6.1 e que d e m o s t r a  
* 

que I = 1 - obtendo-se. com esta f~rrnula~ão, o valor 

exato. 

Este s i m p l e s  processo, baseado na solução clássica da 

teoria de Bernolli-Navier dispensa em absoluto todas outras 

sof is t icagEes ,  coma a inLrodução de um par%mLro interno, tal c o m o  
32 M i l l e r  , e corrobora que a teoria de vigas não introduz nunhum 

erro intrinseco na formulação exc&ntrica. Para uiii aprofundamento 
7 

m a i o r  sobre o t e m a  veja Bignon . 



onde 
- A L A  

C = < I - e  
2 

> 
At B o incremento de t e m p o  

A s  forças se originam na seção de 

concreto, portanto, deve-se calcular estas forças a part ir  dos 

esforços correspondentes s o m e n t e  A esta seFão. 

Os esforços, em cada barra, que entram no cdcuio de X u 
são calculados com a 5.i7 modificada para considerar sb a seção de 

concreLo e que fica 

Onde o subindice "s" significa esforços devido aos 

desiocamenLos descontando a parte viscoeMstica, ret.ragãa e 

t-ernperatura, "c" refere-se a seção de concreto e "b" ao conjunto 

bar-ra m a i s  aço. 

K P a parte correspondente ao concreto da m a t r i z  de 
"C 

rigidez da seção homogeinizada referida ao centro de gravidade do 

con j u r i t o .  

LIb são os deslocamentos nodais do centro de gravidade da 

seção homogeinizada. 

Xcp e sSo as forças devido a t e m p e r a t u r a  e retração. 

Na presente cslculo &O são levadas em consideração, portanto, são 

igual a zero. 

&v 
são as forças viscoelásticas do passo Ctempoi 

anterior correspondentes a seção de concreto, referidas, como todo 

o resto, ao centro de gravidade da seção hornogeinizada. 



7 - CALCULO DA CARGA VISCOELASTICA PARA BARRAS MISTAS E NOVA ---- - - - - - c  

LOCAL1 ZAÇKO DO E1 XO NEUTRO. ----- - 

Esta seção utilizará a fo~rnula~ão empregada na seGão 5.3 

que trata do cAlculo de cargas viscoelAsticas em barras hornogbneas 

e tarnbem as equações deduzidas para o c A l c u l o  da m a t r i z  de 

rigidez m i s t a  da seção 6.4. 

Calcula-se a carga víscoelAstica em seçães m i s t a s  para 

alguns L i p o s  particulares de des locamentos  que o c o r r e m  num 

e l e m e n t o  de viga e e x p õ e - s e  o procedimenLa empregado para a 

mudanLa da linha neutra. Os efeitos da t e m p e r a t u r a  e retração não 

s3o levados e m  consideração. 

7.1 - mrxiiu l as e m p ~ e c a d a s .  - 
Considere a m e s m a  

desenhada na figura 7.1. 

seção transversal do caplLulo 6 

Figura 7.1 - Seção tipica. 

Para calcular a carga viscoelAstica, 
X v  

na barra 

necessita-se dos esforços que a t u a m  s o m e n L e  na seção do concreLo, 

que B a única que sofre deformasão lenta. 

Para uma barra homoggnea a carga viscoelástica em 

t = At C= 1 por exemplo) B dada pela equaFZo 5.15 a seguir 

<5.15> 
repet i  da 



A s  fopças de engastamento p e r f e i L o  devido as cargas 

externas ao longo do comprimento  das barras não e n t r a m  no c A i c u i o  

das esforços na seção de concreto ou de a p ,  m a s  s o m e n t e  depois, 

quando se s o m a r  a contribuição de a m b a s  as partes do conjunto, 

porque não se sabe qual a quantia d a s  forças de engastamento 

perfeito cabem para cada um dos e l emenLos  que compõe  a barra. 

No decorrer da analise, ao longo do t e m p o ,  a rigidez da 

barra vai variar devido a mudança da localização da linha neutra, 

decorrentes dos efeitos viscoelAsticos sobre o concreto. I s t o  pode 

ser v is to  como u m  dirninuigão do módulo de elasticidade da 

concreto que tende a baixar a linha neutra diminuindo a capacidade 

resistente da seçZo. 

A modificação da linha neutra certamente vai depender da 

carga viscoelAstica E 
' Xcv T V  . A seguir, estuda-se um caso 

particular da mudança da linha neutra. 

7.2 - Mova locafização do eixo neutro para vigas c o m  - dois giros. 
Parte-se do exemplo de uma viga bi-apoiada coni carga q 

aplicada numa meLade perto do apoio, de acordo c o m  a figura 7.2. 

F i g u r a  7.2 - V i g a  bi-apoiada com dois giros. 

Sobre os efeitos do carregamento a viga  sofre os 

deslocamentos indicados, eo e 8:. 0s esforps correspondentes ao 
i 

concreto que s u r g e m  nas exkremidades são dados pela 7.1. No t e m p o  

+ = 1, zCV = TV = C), então t e m - s e  

onde 

XO são 05: esforços devidos aos d e s l o c a m e n t o s  na sqão de concreto 
--CS 

descontando a parte  viscoelAstica, retraqão e t e m p e r a t u r a .  

E s t e s  f l l t i m o s  dois  são consideradas nulos nesta análise. 



onde o subindice indica o nb ou o t ipo  de soficitação e o 

supérindice indica o t e m p o  em que se e s t A  calculando. 

Logo, utilizando uma parte da mat-ríz de rigidez da barra 

<referente ao cancreko) fornecida peia 6.13, c o m  os coeficientes 

rearranjados, o b t e m - s e  peia 7.2 

onde * indica valores não calculados e que não influenciam 
O 

cdlculo para a mudança da linha neutra e KO = y c  Ec Ac /L. 
C 

E, A, L e YQ são o rn6dulo de elasticidade, a A r e a ,  o 

compr imento  da barra e a distsncia  ao centro de gravidade do 

concreto. 

Os esforços da 7.3 só são calculados: com a finalidade 

de obter a carga viscoeMstica âada pela 5.15. Então, o b L 8 m - s e  

1 O vetor de cargas X serA adicionado ao vetar de cargas 
cv 

i 
total da estrutura papa obter um novo conjunto de deslocamento 

b- 

F e i t o  isso, ao calcular a força resu1tant.e na barra 

utiliza-se a equação abaixo 

i'.' 



Na equa&o anterior, falta a contribuição das forças de 

engastamento perfeito devido as cargas externas, que entrarão 

posteriormente. 

Então ,  aplicando esta equação, obtém-se 

Uma maneira de modi f i car  a linha neutra B anular o termo 
i = C2 K: <e0 - 8: >, que não ser& afetado pelas forças de 

1 

engastarnento perfeito. A única f o r m a  de 3nulb-lo & mudar o k e r m o  

K O  U' na 7.5 que d igual a 
b -b 

Tomando o t e r m o  do esforço axiai da 7.7 e igualando-o a 
i força normal viscoeiAs+ica N da 7.4 Lem-se 
1v 

onde f? = Ec Ac A e = Ea Aa /L, C 

Reordenando a anterior e considerando que 

pode-se escrever 



onde 
-. 

i 
para o presente caso, em que tem-se N = -CZ K: < 8 O  - eO> 

i v  i 2 

A m u d a v a  da linha neutra, baseada na 7.8, não poder& 
i 

ser realizada pois não t e m - s e  LJb, porque não foi montada,  ainda, a 

m a t r i z  de ~igidez da estrutura no tempo um. Portanto, para mudar a 

Linha neutra, utiliza-se V; Cisto &, e eO> em vez de na 
i 2 b 

7.14 c o m o  aproximação, podendo, assim, m o n t a r  a matriz de 
f 

rigidez e c o m  r, vetor de cargas incrernentado c o m  5 obter vi 
v> b' 

Ao utilizar U' para calcular a força na barra pela 7.1 a 
i 

-b 
forqa aia1 NIV não será t o t a l m e n t e  anulada, pois a mudança da 

linha neutra foi feita utilizando U O  
-b - 

Então, deve-se modif icar  a linha neutra novamente pelas 
I 

eqs. 7-11 A 7-13 utilizando Vb. Desta f o r m a ,  ao ser calculada 

novamente a nova m a t r i z  de rigidez e o novo conjunto de 
-i d e s l o c a m e n t o s ,  vb, estes não serão m u i t o  diferentes dos 

encontrados anteriormente Cver diagrama de blocos da fig. 8.1, 

adiante>. Se o cáiculo B executada outra vez abtkm-se mais 

pre&sSo, dentro de cado passo de tempo.  

Como se v&, trata-se de um processo 

Observou-se, tamb&m, que com o segundo c A l c u i o  

sensivelmente a força axfal resulLante da 7.6. 

iterativo. 

diminui 

A seguir estão algumas verificações efetuadas c o m  a 

f o r m u k ã s  apresentada a n t e r i o r m e n t e .  Obs . :  MLN & Mudança da Linha 

N e u t r a  e Padrão B a MLN p w a  a viga bíapolada descrita 



anteriormente. 

a >- A MLN é a igual ao padrão para o caso da viga 

bi-apoíada com carregamento distribuido u n i f o r m e  ao longo de todo 

P c6mprimento  da vão. 

b )- A PILN B independente da camprimenLo do vão. 

c 3- A MLN é independente do valor da carga diskribuida 

bem como do carregamento externo. 

d >- Se as mddulos de elasticidade mudarem na niesma 

proporção, a MLN ocorrerá da mesma forma que o padrão. 

e >- A MLN O igual ao padrão para uma viga  engasLada 

-apoiada sujeita a carregamento uniforme. 

f >- A MLN B igual ao padrão para uma viga engastada 

- l ivre  com restrição na direção longitudinal. 



8 - PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA A ANALISE DE P6RTICO PLANO 
. . . . . . . 

V ISCOELASTI C0 COM VIGAS MISTAS. 

Neste capitulo serA explicado qual u procediniento 

adotado para desenvolver o programa sobre pórLico. 

Na seção 8.1 informa-se de onde foi  extraído o prograrm 

que serviu de base para o trabaiho proposto e o equipamento 

utilizado. Na seção 8.2 as equações empregadas  são retiradas dos 

capitulas anteriores e resumidas. Na seção 8.3 t e m - s e  os 

diagramas de blocos, explica-se como o programa executa 0s 

çAicufrzs e e seçZo 8.4 diz-se como foi organizada a entrada de 

dados e, f inalmenke,  um exemplo s i m p l e s  fazendo -3 a n A l i s e  

viscoeXástica de uma viga biapoiada. 

8.1 - Progran ia  base.  

O programa sobre pbrtico desta d i ~ s e r t a ~ ã o  estA baseado 

num programa para estruturas elásticas de pbrtico plano que pode 
i 0  

ser encontrado na refergncia Brebbia e Ferrante e foi  traduzido 

p a r a  a l inguagem Basic e ímplementado num niicrocomputador 

cornpativel com a linha TBM-PC. 

Utilizando os m e s m o s  principias de or gai~iza~ão d a  

referência, a c i m a  o programa foi subdividido em s u b  rotinas que 

reallzarn tarefas especificas e podem ser utilizadas d iversas  

v e z e s .  Essas subrotinas são comandadas por uin programa principal 

que coordena e adapta a fluxo de c A l c u l o  de acordo c o m  a analise 

desejada. 



8.2 - Formulação empregada. -- 
A p d s  a entrada de dados o programa procede ao cAlcuio e 

montagem da matriz de rigidez dos e l e m e n t o s  na matriz de 
i 0  

rigidez pelos m&todos  convencionais. CFerrante e Brebbia >. 

A m a t r i z  do rigidez para e l e m e n t o s  misLos é dada na 

seção 6.4 e está repetida a seguir: 

onde - 
L. = I + 
1 = momento  de inbrcia do e lemento .  

A = seção tranasversal do e lemento .  

y = distaric ia  entre o centro de gravidade do ehenLo e o ceiltro de 

gravidade da seção reduzida. 

L = c o m p r i m e n t o  do e l e m e n t o .  

Se o tipo de mecanismo for o do CEB Cver i t e m  8.1.43 

onde 

E = m6dula de elasticidade aos 28 dias. 
C28 

i e fia são constantes do CEB que dependem da idade de apiic+o 

da carga e são dados no apendice A. 

Caso o modelo realbgica for eidshico ou standard E ser& 

o m6dulo de elasticidade dada na entra& de dados. 



F e i t o  isso calcula-se cio outro e l e m e n t o  da barra, se 

houver, e s u m a - s e  ambos, apbs, esta soma & rotada para o sistema 

de eixos global d a  estrutura e montada na m a t r i z  de rigidez 

global. - 

Terminada a montagem das rigidezas de todas as barras 

passa-se para o cAiculo das forqas de engastarnento perfeito que 

a t u a m  sobre a estrutura. 

A s  forças de e n g a s t a m e n t o  perfeito devido a temperatura  

sãp caiculadas pelas fbrrndas da, seqão 5.4 para cada e l e m e n t o  das 

barras e são dadas pelas fbrmulas  seguintes: 

E I a C T i - T )  s 
M = 

h 
M = - M A  

i 2 

onde 

Ni e Nz são OS esforços axiais no nb I e 2. 

a = coeficiente de dilatação t é r m i c a  ~ 1 . 1 0 - ~  para o concreto e aço> 

h =r altura do e l e m e n t o .  

AT = variaqão de temperatura uni forme .  

Ti e Ts = temperacura na parte inferior e superior do e l e m e n t o .  

E,A e I f o r a m  dados antes. 

A s  forças de engastamento perfeito devido a r e L r a ç ã o  

são caiculadas pelas fdrmulas  da seGão 5.6 para cada e l e m e n t o  das  

barras e são dadas a seguir: 

onde .c 8 dado pelas! f ó r m u l a s  do CEB dadas no apendice A, y & a 
s h  

distancia entre a centro de gravidade do e l e m e n t o  e o centro de 

gravidade da seção homogeinizada e as demais notações f o r a m  dadas 

anteriorrnenLe. 

Depois de calcular as forças de engastamento perfeito 

devido as cargas externas Cver. ref. Santos >, t emperatura  e 

retrqão, coloca-se estas forças com sinai trocado no vetor de 



cargas externos global da estrutura. 

A p b s  isso, B feito a introduç3u das 

contorna e soluqão do sistema de equações. 
-. 

A s  f o r ~ a s  nas bmras são calculadas de acordo c o m  o 

seção 5.6. feiLo um looping sobre o nilirviero total de barras da 

estrutura e utiliza-se a seguinte formulação: 

onde tudo est& em coordenadas locais e 

Kb B a m a t r i z  de rigidez da barra Csoma dos dois e l e m e n t o s  que 

compõe a barra. 

U são os deslocamentos nodais da barra. 
-b 

Znb SZQ as forças de engastarnento perfeito devido ao carregamento 

externo. 

Xpb 
são as f.e.p. devido a t e m p e r a t u r a  de a m b o s  os eleinentos que 

compõe a barra. 

idem retraÇão. 

TV, são as forças viscoelAsticas de ambos os e l e m e n t o s  que compõe  

a barra. 

Xwbsão OS esforFus finais nas barras. 

Tamb&rn feito o cCiiculo dos esforqos em cada 

e l e m e n t o  da barra para posterior uso no cálcufo da carga 

viscoelAsLica. A e x p r e s s ã o  B a m e s m a  anterior só que as grandezas 

se r e f e r e m  a um e l e m e n t o  em parLlcular e não entrani as f.e.p. 

devido as cargas externas. 

Como se verá a seguir no diagrama de blocos nu c o m e ç o  

de cada nova anAfise B feito o c A l c u l o  da carga viscoel~stica 

pela formulação dada ria seção 5.3. 

A p b s  B feito um looping sobre o nfimero total de barras e 

de e l e m e n t o s  em cada barra. 

A seguir estão as equ-ões utilizadas. 



onde -. 

A s  notaç?3es não indicadas estão nesta seção, na seção 

2.1.6 ou nas notações utilizadas no fnico da dissertação. 

N e s t a s  expressães E a s s u m e  os seguintes valores: 
D 

- Para o modelo standard ED = E e Xf & nulo. 

- P a r a  o modelo do CEB ED .*s 1 / C pi + Ba> 

TambBrn, no diagrama de blocos a seguir, indica-se como 15 

feita i t era t ivamente  a mudanSa da linha neutra e esLá de acordo 

c o m  a f o r m u l a ç ã o  do capitulo 7. 

E f e i t o  

calcula-se: 

um looping sobre o número total de barras e 

i 
onde C & a m a i o r  valor e n L r e  

Eska a formulação usada no programa PORTICQ.BAS. 

8.3 - Diagrama d e  blocos. 
Ma fig. 8.1 t e m - s e  o diagrama de blocos para a o 

p r o g r a m a  de pórtico. A entrada de dados é descrita na seção 8.4. É 

fei ta uma primeira a d i s e  e i2skica  e após 4 feito um teste se já 

foi atingido o t e m p o  Wirno. Se positivo, o programa t e r m i n a  e, se 

negativo, B feito a &lise viscoelástica. No caso de vigas m i s t a s  

a iinha neutra deve ser corrigida para e l i m i n a r  a força normal 



parasita. E um processo iterativo. O erro a d m i s s i v e l  pode ser 

fixado ou escolher o nQrnero de iteraçires. No programa o ndmero de 

iterações foi fixado em duas vezes obtendo-se bons resultados. 

I ANÁLISE PARA O TEMPO = TEMPO INICIAL 
I 

I IMPRESSÃO DOS RESULTADOS I 
1 

FIM 
I 

 TEMPO = TEMPO ANTERIOR + INCREMENTO I 
1 

/ CALCUlO DA CARGA VISCOEL~STICA I 

CORREÇÃO DA LINHA NEUTRA PARA O CASO 
DE V I G A S  CONSTITU~DAS DE PERFIS MISTOS 

4 
] MONTAGEM. RESOLUÇÃO DO SISTEMA 

E CÁLCULO DOS ESFORÇOÇ 1 

Figura 8.1 - Diagrama de blocos para o programa de pdrtica. 



8.4 - U s o  do proerama 

8.4.1 - Entrada de dados 
A seguir descreve-se os dados necessarios para usar o 

-. 

programa de nome PORT1CO.BAS. A o  iniciar o programa os dados 

serão fornecidos interativamente, são agrupados em conjunLos que 

são gravados num arquivo randomico e m  disco e podem ser corrigidos 

para acertar OU modi f i car  um exemplo .  A estrutura de entrada de 

dados & a m e s m a  que o programa d e  treliFa descrito no capitulo 3. 

A seguir sb serão i ndicadas as modificações feitas em 

relação ao citado capitulo. Os dados são pedidos pelo programa e 

d e v e m  ser fornecidos na seguinke ordem: 

8.4.1.1 - Saida no video, i m p r e s s o r a  ou arquivo? CV/I/A> - -- 
8.4.1.2 - Nome do arquivo ? 

8.4.1.3 - Os dados ja f o r a m  gravados ? CS/N> - - 
Estes Lr&s itens são identicus aos do capiLulo 3. 

A continuagão c o m e c a  os conjuntos de dados. 

8.4.1.4 - Tipo d e  anAl lse. 
- Considerar retração <S/N> ? 

Se responder S ele pedir& os dados 

fazer a analise dos efeitos de retração em 

dados apropriado caso contrário seguir& adiante. 

- VarlaçSo de temperatura <S/N> ? 

Idem anterior 

- Sec;% transversal da barra: 

-f - M i s t a  Claje + perfil de aço) 

2 - Hornog&nea. 

Escolha o tipo de <1/2>: 

necess21-ios para 

outro conjunto de 

Se a estrutura t iver  algum eleniento m i s t o  

escolher a se@ f e se for sb barras de um sh m a L e r i a l ,  

um sb e l e m e n t o  no interior de cada barra, escolher a seção 2. 

- T i p o  de deslocamento de apoio <Se  houver^ 

deve-se 

isto 15, 

S - Subito <ou ausente). 

P - Pragress ivo .  



Escolha o t ipo  CP/S>: 

Esta opção foi colocada para p e r n i i t i ~  ter o 

deslocamento de apoio progressivamente ao longo do t e m p o  de 

acordo Com uma lei dada por U h a l i  & ~avre" para argilas; em caso 

posit ivo os demais dados necesshios para fazer esta análise 

serão solicitados adiante. Caso não haja deslocamei-iLo de apoio na 

estrutura ou se deseje dar ele s u b i t a m e n t e  escolha o t ipo  S .  

Obs. Apos cada enLrada de um conjunto de dados aparece 

a m e n s a g e m  "Dados corretos ? CS/N[> ". Se responder S ou RETURN o 

programa seguira em frente e se a resposta for N a entrada deste 

conjunto de dados ser& feita novamente. 

8.4.1.5 - Dados f nternos. 

Dados  internos: 

- Nbmero de nos. 

- N h v s r o  de ba~ras .  

- Número de SIOS de contorrio. <apoios> 

- Número de nos ca~regados. 

- Nhmero de cargas concentradas na estruLu~a.  

- Numero de ca~gas  distribuidas na esLrutuya. 

Após esLes dados o p r o g r a m a  faz o dfmensionamento  de 

Lodos os vetores e m a t r i z e s  utilizados no programa menos a m a t r i z  

de rigidez que ainda precisa da semi largura de banda. 

8.4.1.6 - Coordenadas. 

Idem capltulo 3. 

A seguir é. feito um looping sobre todas as barras da 

est-rukura e B perguntado o seguinte: 

- Se no tipo de anAiise foi escolhido seções de 

e l e m e n t o s  m i s t o s  B perguntado quantos e l e m e n t o s  c o m p õ e  a barra C1 

ou 2) e no caso de barras h o m o g & n e a s  assume-se que o n ú m e r o  de 

e l e m e n t o s  que c o m p 5 e  a barra B i. 

A seguir é feito um looping sobre o número de e l e m e n t o s  

que c o m p õ e  a barra e deve-se fornecer: 



- Q caso de ser andiise com e l e m e n t o s  m i s t a s  e a 

presente bwra ter 2 e l e m e n t o s  B perguntado a distancia entre  o 

centro de gravidade do e l e m e n t o  e o centro de gravidade da seção 

homogeinizada. Este cáiculo deve ser feito a g a r L e  atrav&s dos 

rn&todos convencionais da g e o m e t r i a  d a s  m a s s a s .  V e r  seção 6.3.  

- A l t u r a  do elemento ou da barra. 

Fim do looping sobre os e lementos  e as barras. 

8.4.1.9 - Tipo de mecanf smo. - 
Neste conjunto de dados define-se que lei constitutiva 

ser& utilizada para represenLar as propriedades mecânicas das 

barras. 

Tipo de material: 

I - Modelo CEB 

2 - Modelo standard 

3 - Materiais e l A s t i c o s  

T l p a  escolhido C1/2/3> 'r 

Para o t ipo  "1" o modelo de envelhecimento do m a t e r i a l  

serA o adotado p e b  f ó r m u l a s  do CEB e os d e m a i s  dados 

necessArios serão pedidos adiante. 

S e  for o tipo "2" o m a t e r i a l  s e g u i r A  o niodela staridard 

descrito na se$o 2.1.4, fig. 2.1 e a programa ainda neste 

con-junto de dados pedirh o número de inecanlsmos usados para 

Lodos os e l e m e n t o s  de todas as B a r r a s .  

Se for  o t ipo "3" os m a t e r i a i s  dos e l e m e n t o s  serão 

somente  el8sticos e não sofrerão enveihecirnento ou efeitos da 

viscoelasticidade. 

8.4.1.10 - Material que segue o modelo d o  CEB. - 
Na caso de no i t e m  anterior Ler escolhido o Lipo "I" ou 

"3" será neste conjunto de dados que se dar& a entrada das 

propriedailes i n e c h i c a s .  

E feito um looping sobre o n ú m e r o  total de barras da 

estrutura e sobre a nijmero L o t a i  de e l e m e n t o s  da barra e m  



particular. 

O p r o g r a m a  pede pelo rnbdulo de elasticidade aos 28 dias 

que como foi convencionado deve-se entrar em N e w t o n  por 

cenblmeriLxro quadrados. Se necessArio ver conversão de unidades 

ukizadas no inicio da dissertasão. 

Também para o t ipo "3" ele pede o módulo de 

elasticidade aos 28 dias apesar de não irnporLar em que idade ele 

é dado pois não sofrer& modificaçBes.  

Se não for o t ipo  "3" ele pedird: 

Este e l e m e n t o  ser& viscolelAstico? <S/N> 

Esta pergunta foi incluida para p e r m i t i r  colocar 

e l e m e n t o s  eiásLicos junto c o m  e l e m e n t o s  viscoelAsticos. 

8.4.1.11. - Materiai que segue o modelo standard. - - 
No caso de no i t e m  8.4.1.9 ter escolhido o t ipo "2" 

ser& neste conjunto de dados que se dará a entrada d a s  

propriedades m e c A n i c a s .  

E f e i t o  um looping sobre o número total de bal-1-as da 

estrutura e sobre o nhrnero total de e l e m e n t o s  da barra em 

particular. 

O programa pede pelo rnbdulo de elasticidade que c o m o  

fui convencionado deve-se entrar em N e w L o n  por centimentros 

quadrados. Se necessArio ver conversão de unidades utizadas no 

inicio da dissertação. A seguir vem: 

Este e l e m e n t o  ser& viscolelás~ico? < S / N >  

Esta pergunta foi incluida para p e r m i t i r  colocar 

e l e m e n t o s  e l A s t i c o s  junto com eienientos viscoelásticos. 

Se a resposta for "M" ele passará para u prbximo 

e l e m e n t o  ou prhxirna barra e se for "5" ele farA um looping sobre 

o nbmero de m e c a n i s m o s  que foi fixado r i o  i t e m  8.4.1.9 que & o 

mesmo para todas os e l e m e n t o s  da estrutura e pedirá: 

- G o n s t a n L e  da moia: 

- C o n s t a n t e  do amortececkir: 

Fim do looping dos mecani smos ,  e l e m e n t o s  e barras. 



8.4.1.12 - Tempos necessbrios para a anA1 ise. - 
Se não for anAiise elástica ou l evar  em con+a os 

efeitos de retração e t e m p e r a t u r a  o programa pedirá: 

Desenvolvimento do tempo: 

1 - Arbitrado t e m p o  e incremento fixo. 

2 - Arbitrado passo do palin6mio interpolador at-B 10000 

dias. 

Faça a escolha <IA) : 

Se for "1" o programa pedira: 

- Tempo máximo: 

- Increntenb de tempo: 

Se for "2" o programa pedira: 

- Passo do plin8mia irrkerpolaclor <O a 1) 

Nilimero de passa ser& C i O / P a s s o >  : 

Na caso "2" foi adotado um polin6mia que t o m a  para a 

varia@ de 1 a 10 respectivamente, os valores 3, 7, 14, 28, 60, 

100,IO0, 200, 365, 1000 e 10000. Para o passo p = i estes serão os 

valores adotados. Para p = 0,s serão tomados estes valores m a i s  um 

i n t e r m e d i A r i a  entre eles, para p=0.25 são tornados dois 

intermediários e a s s i m  por diante. 

A seguir B solicitado: 

- Idade <dias> do carregamento da e~L~utura: 

Este se& o t e m p o  O au inicial dentro da a n A I i s e .  

- Se for levado em c~nsldera~ão os efe i tos  

t e m p e r a t u r a  deve-se fornecer a idade da aplicação da t e m p e r a t u r a .  

- Se houver deslocamento de apoio e foi feita a opção 

por deslocamento de apoio progressivo no i t e m  8.4.1.4 entso deve 

ser fornecidoo Lempo em que 95ó do deslocamento de apoio t o t a l  

ocorre. 

8.4.1.13 - Carregamento  noda 1 

Se houver cargas nodais & feito um looping s o b r e  

número total cargas nodais da estrutura e perguntado: 



- Forca horizontal! 

- Farca v e ~ t i c a k  

- Momento f1eL.o~: 

-. - O b s .  O sinal das forças r e f e r e m - s e  ao s i s t e m a  de eixos  

coordemdos ortogods gerais da estrutura. 

8.4.1.14 - Cargas concentradas. 

Se houver cargas concentradas é. feito um louping sobre 

o número total cargas concentradas na estrutura e perguntado: 

- Número do barra: 

- V a l o r  da forFa: 

- Ponto de aplicação: 

- Direção X<O> ou YCO: 

O b s . :  Deve-se k e r  em m e n t e ,  que as cargas concentradas 

estão referidas ao sistema de eixos locais de cada barra, tendo 

este s i s t e m a  de eixos a o r i g e m  nu p r i m e i r o  nb da barra. O sinal da 

forGa C+ ou ->, a ponto de aplicação Cdistancia ao primeiro nb) e 

direção X Ceixo longitudinal do primeiro ao segundo nb> ou Y Ceixa 

Lransversal)  refere-se ao s i s t e m a  local de coordenadas. 

8.4.1.t5 - C a r g a s  d istr ibuidas. 

Se houver cargas distribuidas é f e i to  um looping sobre 

o ni imera  total cargas distribuidas na estrukura e perguntado: 

- N i a m e r o  do barra: 

- V a l o r  da for~a:  

- Ponto inídal de aplicaCZo: 

- P o n t o  final de aplicaçao: 

- Direqão X<U> ou Y<i): 

O b s .  Ver observação no i t e m  8.4.1.14, o qual barnbem & 

vAlidn para o ponto inicial e final de aplicaqão. 

8.4.1.16 - Condicoes de conLornr, e deslocamento prescrito. 

Convengão adotada: O = prescrito e 1 = livre 

f: feito um laoping sobre o niírnero de nós de coritorno e 

perguntado: 

- NGnIero do no. 

- D i r e ç ã o  x ==> O ou 1: 



- Deslocamenk i m p o s t , ~  ? <S/N) 

Se for N ou RETURN ele perguntara pelo prbxirno nh de 

contorno e se for S vem: 

Da m e s m a  maneira que as forças os 

desiocarnentos prescritos r e f e r e m - s e  ao s i s t e m a  

coordenados ortogonais gerais da estrutura. 

8.4.1.17 - Variáveis vara grMico. 

sinais 

de 

dos 

eixos 

- Deseja resultados para grafico ? CS/N>.  

Se responder PI ele ira para o proximo conjunto de dados 

e se for 5 vira o seguinte: 

- Nome do arquiva para grafico. 

- Número do deslocamenLo. 

- Nhmero da reagZo.  

- Numera da bõrra da qual deseja a farqa. 

- Se as seções das barras f o r e m  de e l e m e n t o s  mistos o 

programa pede o número da p r i m e i r a  e da segunda linha neutra. 

E s t e s  dados são fornecidos se o usuário Lem intenção de 

f o r m a r  um arquivo papa desenhar um grafico em um p r o g r a m a  

aplicativa. A seguir explicamos melhor este conjunto de dados. O 

iiorne do arquivo para grafico Crnaximo quatro caracteres) será 

adicionado ao nome do arquivo dado a n L e r i o r m e n t e  C ponto 2) e 

f o r m a r a  um arquivo com exkensão ".PRNH para ser utilizado num 

aplicativo, por exemplo, t ipo  LOTUS ou SYMPHONY para gerar 

grafico com os dados dos deslocamentos,  reagão, f o ~ * ~ a  na barra e 

distancias ate a linha neutra. 

O número do deslocamento e da reação são obtidos 

aparLir da numeração  dos nos da estrutusa consideraiido que cada 

no t e m  trgs graus de liberdade. Serido que o priiiieiro e 

horizontal, o segundo vertical e o Lerceiro giro. Assim, por 

exemplo, se desejar o deslocamento horizontal do no 5 t o m a - s e  



<3x4>+1 = 14 que ser& o número do desiocamento desejado, o mesmo 

vale para as reações. 

Se precisar a força na barra considere que cada barra 

t e m = 6  ekforços C 3  em cada extremidade) e estão ordenados p r i m e i r o  

o esforqo narmai, depois o cortante e por últ imo o mometo f l e L o r  

em cada n6. A s s i m ,  par exemplo, se desejar a esforço cortante do 

primeiro no da barra 3, t o m a - s e  <6*2>+2 = 14 que ser& o nQrnero da 

f orFa na barra desejado. 

F i n a l m e n t e  se desejar as linhas neutras considere que 

cada barra t e m  duas e o programa permite fornecer dois n ú m e r o s .  

A s s i m ,  por exemplo, ae quiser a linha neutra superior da quarta 

barra e inferior da sexta bafra t e m  C2*3>+1 = 7 e C2*5>+2 = 12 

respectivamente. 

8.4.1.18 - Dados para t e m p e r a t u r a .  

E feito um loopging sobre o numero de barras e 

elemenkos em cada bmra e perguntado: 

T i p o  de aumento de temperatura: 

i - Aumento  uni forme de temperatura. 

2 - Gradiente de Lemperatura. 

3 - Elemento  s e m  efeito de t e m p e r a t u r a .  

Faça a escolha C1/2/3> .: 

Se for "3" a opção já diz e passa para o próximo 
e l e m e n t o .  

Se for "1" ou "2" vem: 

E n t r e  com a temperatura em graus centigrados. 

-Temperatura  ambienh Cinicical) ==> 

F e i t a  isso t e m - s e  duas opções: 

- Se for "3" fornecer a kemperatura final ==> 

- Se for "2" fornecer: 

- Temperatura fianl na parbe superior da viga ==> 

Fim da looping sobre o número de e1ernenLoç e de barras. 

8-4.1.19 - Dados para defosmação lenLa. 

Este conjunto de dados B pedido s o m e n t e  se o modelo 

constituLivo dos m a t e r i a i s  for do CEB ou levar e m  conta os 



efeitos da retração. 

E feiLo um looping sobre o número de barras e o número 

de e l emenLos  em cada barra e se a e l e m e n t o  não for eiAstico segue 

o seguinte: 

Crindiç8es ambientais:  

1 - Agua. 2 - A r  Úmido. 3 - A r  ambiente .  4 - A r  seco 

- F a ç a  a escolha Ci a 4): 

Unidades e m  c e n t í m e t r o s .  

- Perímetro em contato com o ar: 

Fim do looping sobre o nQmero de e l ementos  e o numero 

de barras. 

Este 4 o Ciitirno conjunta de dadas de entrada. 

8.4.1.20 - O p ç 6 e s  para  correção, - 
A seguir v e m  a o p ç ã o  para cori-eção em que se pode 

vol tar  a um conjunto de dados em particular e corrigi-los. Deve- 

se t o m a r  cuidado neskas correções pois a inodificaçZo de um 

conjunt-o de dado s e m  alterar outro que lhe d i g a  respeita pode 

causar inconipati bilidade. Por exemplo, alterar r i o s  dados iriternos 

o n ú m e r o  de nhs de contorno para menos  e não alterar nos nós de 

contorno de m a n e i r a  carreta causarb erro. Ou m o d i f i c a r  o t ipo de 

mecanismo, de CEB para standard, e não dar as novas propriedades 

do modelo standard e no t ipo de anAiise onde entra o número de 

r n e c a i i i s m o s  Lambem dar& erro, e a s s i m  por diante, cLc. 

No caso de dúvida B aconselhável rodar o e x e m p l o  desde 

o inicio. 

8.4.1.21 - X mpressão dos resul Lados. 

O p c u e s  para i m p r e s s ã o :  

1 - I m p r e s s ã o  das matrizes e esfoyos.  

2 - I m p r e s s ã o  dos esforços. 

3 - Impressão de output. 

4 - Dados para arquivo. 

5 - C A i c u l o s  da visco. 

6 - C A l c u l o s  da mudarqa da linha ncutra. 

7 - E f e i t o s  da temperatura.  

S - E f e i t o s  da retração. 



- Faca a escolha a=> 

C o m e n t a r i o s  sobre os kipos de impressão. 

E s t e s  t ipos de i m p r e s s ã o  f o r a m  incluídos para a fase de 
-. 

depuração do programa e f o r a m  mantidos por s e r e m  titeis. 

Se for "1" serão i m p r e s s o s  todos os dados gerais da 

estrutura a medida  que f o r e m  calculados, isto 8, as r n a L r i z e s  de 

rigidez de cada e l e m e n t o  e sua soma,  isto 8,  a da barra. A s  

forças de engastamento perfeito devida as cargas externas, 

retração e t e m p e r a t u r a .  A m a t r i z  de rigidez global e o vetor de 

cargas tambem global antes e depois da introdução das condicoes 

de contorno e da inclusão das cargas viscoeMst icas .  Os 

deslocamentos nodais obtidos apos a resolyão do s i s t e m a  de 

equacoes, as forças nas barras em coordenadas locais C s &  K U>, as 

m e s m a s  forças com o desconto da carga viscoelastica, t e m p e r a t u r a  

e retraGão. Os esforFos finais em cada barra em coordenadas 

locais com as farpas de engastamento perfeito e t e r m i n a n d o  a 

solução Lem-se  as reacoes nodais. Ainda, imprime-se  os esforços 

nas e lementos  de cada barra em coordenadas locais s e m  e com os 

esforços viscoel~t icos ,  temperatura  e retração. 

A1Bm disso, no começo de cada nova a l i s e  imprime-se  

as forças viscoekhtieas nos elementos,  as cargas nodais 

viscoelfiskicas e a nova linha neuLra modificada para cada barra 

alPm de imprimir tudo novamente o que esta no parágrafo arikerior. 

Se for "2" imprime-se  as forças de engastamento 

perfeito devida as cargas externas, temperatura e ret.ração 

separadamente, as d e s l o c a m e n t o s  nodais, todos OS esforços 

descritos anLeriormente e as m u d a q a s  da linha neutra. 

Se for "3" o b t e m - s e  os deslacamenLos nodais, as forças 

axiais e as reacoes nodais. 

Se for "4" obt9m-se s o m e n t e  a impresãw dos dados que 

serão a r m a z e n a d o s  no disquete c o m  o nome  do arquivo e demais  

itens definidos no conjunto de dados para grAfico. 

Se for "5" obtem-se  todos os c A l c u i o s  feitos 

subrotfna v i s c o  e que não são impressos nem na opçZo "1". 

Idem para a "6" sobre a subrotina do cálculo da mudança 



da linha neutra. 

Idem para a "7" sobre a subrotina temperatura. 

idem para a "8" sobre a subrotina retração. 
-. 

8.4.1.22 - Tipo de saida. 
Idern i t e m  3.4.1.1. 

A q u i  termina a ent~ada de dados e a seguir começa  a 



8.4.2 - Exemplo d e  enLrada de dados e resoiução. 

A seguir esta um exemplo s i m p l e s  que foi rodado corri o 

p r o e a m â  PQRTICO. A enLrada de dados é fornecida pelo usuario e 

foi explicada na seção 8.4.1 e a formulação & a descrita neste 

capiLulo. 

.................................... 
* Exemplo  de entradada de dados de * 
* wna viga m i s t a  biapoiada. * 
* f rograma: PORT1CO.BAS * 
.................................. 

T I P O D E A N A L I S E. ATIA-POR 

Nome do arquivo = ATIA-POR 

Considerar retração = N 

Variação de t emperatura  = N 
Seção transversal da barra M i s L a  C h j e  + perfil> 

Des locamento  de apoioCSe houver>= Subito 

Obs. ATIA.POR é o nome  do arquivo onde os dados são 

gravados. "A" B o n o m e  e "TIA.POR" 8 a extensão deste conjunto de 

dados.  

D A D O S  I N T E R M O S .  AINT-POR 

Número de nos = 2 
Número de barras- = 1 

Número  de nos de contorno = 2 

Número de nos car~egados = O 

N. cargas conc. na eãtrut.= O 

N. cargas d i s t .  na estrut.= 1 

C O O R D E N A D A S  

No Coord. CX> 

1 O 

2 !i 

N 0 D A I 5. ACOO.POR 

Cuord. <Y> 

O 

O 

C O N E T I V I D A D E 5. ACON.POR 

Barra No inicial No final 

1 1 2 



G E O M E T R I A  D O S  E L E M E N T O S . A G E O . P O R  

Barra Elem. Area Inercia D i s t . i . n e u L r a  A l t u r a  

1 1 -12 -0004 .i286605 O 

2 .O118 .O002921 - .I713396 3 

O b s .  A l L u r a  sb é fornecida se t i v e r  

temperaLura  que g e r e m  m o m e n t o s  fletores. 

L E 1 @ Q N S T I T U T I: V A.  ATME.POR 

T i p o  escolhido ==> Modelo Standard 

Número de mecani smos  K e l v i n  ==> I 

P R O P R I E D A D E S  M E C A N I C A S  

B a r r a  Elem. Mod-Eiast. Mola K e l v i n  Amortecedor  

1 1 2.7SEW9 9.94E-8 2E+09 

A 2.1Et iO < == e l e m e n t o  e lAstico 

T E M P O S  D E 

Desenvo1viment.o do t e m p o  

1 - A r b i t r a d o  t e m p o  e incremento fixo 

Tempo maximo ==> 10 

I n c r e m e n t o  de t e m p o  ==> -3333 

IdadeCdias> da carreg.da estrutura ==> O 

C A R G A S  D I S T R 1 B U I D A S . A C A D . P O R  

B a r r a  Forca P t o  inicial P t o  final Direção XCO) ou YC1) 

f -9600 O 5 1 

C O N D I C O E S  D E  C O N T O R N O . A P R E . P O R  

Condiqões dos valores prescritos: O=Impedido, l=Liv .re .  

No D i r .  CX> Dir. CY> G i r o  D e s i .  CX> D e s l .  <Y> Qiro 

1 O O 1 O O 

2 O o 1 O O 

VARIAVEIS PARA aRAFXCO. AQRA.POR 

R e s u l L a d o  p/ grafico? S/N = S 

Nome do arqu%vo p/ grafico= A 

Número do des locamento  3: 6 

Número  da força na barra = I 

N1hrne1-0 da reação = 2 

N. da primeira 1. neutra = 1 

N. da segunda 1. neutra = 2 

Terminada  a entrada de dados t e m - s e  a resolução do 



exemplo. 

*************************************a 

* R e s u l t a d o s  da resoluCão de uma 

* viga  biapoida. 

* Programa: PORTICO.BAS 

.......................................... 

* * * *  P R I M E I R A  A N A L I S E , T e m p o =  O 

O b s .  Cálculo das rigidezes pela eq. 8.1 

Rigidez KeC 
6.6EHl7 O -8491593 -6.6E-7 O 8491593 

630015.8 1575039 O -630015.8 1 5 r S O 3 Y  

5250131 8491593 - 1575039 2625066 

Rigidez Kea 
4.956E+Q7 0 8491590 -4.956EM7 

S i m é t r i c a .  

R i g i d e z  total da barra 
+ Kea ec 

1.155CiE+08 O -3 -1.1556E+08 

1'317263 4793159 O 

1.5977EW7 3 

1.1556E+08 

Rigidez rotada da barra r 

Conio barra esta na horizontal a rigidez & a mesma 

anterios. 



Aplicando agora a eq. 8.10 vem 

A = 3586354, B = 3586354 e dai C = 3586354 

e a s s i m  encontra-se a nova posição da linha neutra, eq. 8.9: 
*. - .  

Posição da linha neutra. 

Barra YCT 

0.3 

Agora m o n t a - s e  novamente as matrizes de rigidez:  

R i g i d e z  'Cec 
6.6EI07 O - 1 .OS39E+07 - 6.6EW7 

913519.5 2283799 O 

Rigidez Kea 
4.956EW7 O 6953519 -4.956EW7 

Rigidez Kec + Kea 
1.1556EW8 O -3586355 

S i m é t r i c a .  

Deve-se rotar a gee: + Ke,? m a s  como a barra B 

horizontal ela & identica a anterior. 

Rigidez global s e m  as cond. de contorno 

E f e i L a  montagem c o m o  antes. 

Carga iriiciai m a i s  carga visc. 

17957.37 -24080 -22775.64 -17957.37 -24000 22775.64 

Rigidez global c o m  contarno fica da m e s m a  f o r m a  como  antes 



Vetor de carga c o m  as cond. de contorno 

O O -22775.64 O O 22773.64 

Desiocamentos nodais, tempo= .3333 

No --- Desloc. CX> Desioc. <Y> U i r o  

1 O O -2.773729E-03 

2 f O 2.773729E-03 

Com estes novos deslocamentos aplica-se as eq. 8.9 e 

8.10 novaniente e t e m - s e  os novos vaiores 

A = 3237044, 3 = 3237044 e dai C = 3237044 

e a s s i m  encontra-se pela segunda vez dentro d e s t e  passo de t e m p o  

a nova posição da linha neuLra: 

P o s i ç ã o  da linha neutra. 

Barra d.l.n.conc. 

1 .I566723 

YCT 

0.3 

Monta-se novamei-ite as m a t r i z e s  de rigidez e resolve-se o 

s i s t e m a  com o m e s m o  vetor de cargas ex te l~nos  Ccarga inicial m a i s  

carga viscoelástica> do começo da análise obtendo OS 

deslacamentos f inals des t e  t e m p o .  

Des locamentos  nodais, tempo= 0.3333 ' 

No Desloc. < X >  D e s l o c .  <Y> G i r o  

i O 0 -2.787734E-03 

2 O O 2.787734E-O3 

E s f  opc;os devido aos des locamentos  <Eb l-,lb> 

B a r r a  Nu Normal C o ~ . t a n t e  Momerito 

i 1 18048.04 O -22745.64 

2 - 18048.04 O 22775.6,4 

Esforços e l á s L i c o s  Ccom visco, Xwb, eq. 8.4) 

B a r r a  No Normal  Cortante Momento 

1 1 90.61188 O -20000 

2 -90.67188 O $  20000 

A força 
N l w  

= 90.6 P a furga parasita que restou das 

duas iLerações feitas. Se f i z e s s e m o s  m a i s  uma ittix~açSo i seria 

menor- air~cila. Observa-se, al&m d i s s o ,  que se h o u v e s s e m  forças 

devido a retração e temperatura elas deveriam ser descontadas aqui 

tarnbkm. 



Esforços f inais  Ccom f .e .p.> = Xwb Çeq. 8.4) 

Barra No Normal C o r t a n t e  Momento 

I 1 1.502141E-02 24000 1.953125E-03 

2 -1.502t4iE-02 24000 - 1.953125E-03 

A seguir coloca-se a contribuição dos esforços nos 116s e 

t e m - s e :  

R e a c o e s  nodais 

Horizontal 

1.50214iE-02 

-1.502141E-02 

V e r t i c a l  

24000 

24000 

Momento  

4.953125E-03 

-1.9S312SE-03 

A seguir, começa a analise viscoelástica. 

E s f o r q o s  elkticos nos e i e m e n t o s  eq. 5.17 lembrando 

que em t=O ,  Xv=g 
B a r r a  Elem Na N o r m a l  Momento 

I 1 1 42518.57 - 6572.031 
L -42518.57 6572.031 

1 -42518.55 - 13427.97 

2 42518.55 13427.97 

Cortante 

O 

O 

O 

I 

N O V A  A N A L I S E ,  TEMPO = 0.3333 

A seguir usa-se a eq. 8.5 e t e m - s e :  

Normal 

N = 17957.37 

N = -17957.37 

O 

O 

Forcas víscoelAsticas nos o len ienkos  C% 1.Eq. 8.5 c o n i  v 
X f = O e n = l  

B a r r a  E lem No 

i 1 1 

2 

C o r t a r i t  e 

O 

O 

M o m e n t o  

-2775.643 

2775.643 

O 

O 

Obseibve que as forFas viscoelAsticos do e l e m e n t o  2 são 

nulos por-que ele & elktico.  Colocando a contribuição em cada n6 

v e m  as 

Cargas nodais viãcoelAsLicas. 

Horizontal Vertical 

17957.37 O 

- 17957.37 O 



F o r c a  de engastaniento perfeito e m  coordenadas globais 

devido a carga distribuida, Xnb- 
B a r r a  No Normal  Cortante 

1 -.. 1- O 24000 

2 O 24000 

Momento  

20000 

-20000 

Rigidez global Cem forma de banda). 

1.1556E+08 O -3 - 1.1556E+08 O 3 

1917263 4793159 O -1917263 4793159 O 

i .5977EW7 3 -4793159 7988597 O O 

1.1556E+08 O -3 O O O 

1917263 -4793159 O O O O 

1.5977E+0? 0 O O O O 

Vetor de cargas externas. 

O -24000 -20000 O -24000 20000 

E s t e  vetor B armazxenado pais é o vetor de cargas 

iniciais da estrutura. 

R i g í d e z  global c o m  contorno. 

1 O O O O O 

i O o O O O 

1.5977E+(37 O 0 7988597 O O 

1 O O 5 O O 

1 0 O O O O 

1.5977EW7 0 O O O O 

Vetur de carga c o m  as cond. de contorrio 

O O -20000 O O 20000 

A p á s  a solução do s i s t e m a  t e m - s e :  

O Des locamentos  nodais, 

D e s l a c .  CX> D e s k u c .  CY) 

O O 

O O 

Aplicando a eq. 8.4 vem: 

E s f o r ç o s  devido a v, <g UO > = zs 
b -b {ey. 5-17) 

B a r r a  N o  Normal  Cortante Monieiito 

i 1 1.502141E-02 O -20000 

2 - 1.502141E-OS O 20000 



E s f o r ç o s  finais Ccom f.e.p.>. 

Barra No N o r m a l  Cortante 

I 1 90.67188 24000 

-. 2 -90.67188 24000 

Reacoes nodais 

Horizontal 

90.67188 

-90.67188 

Vertical 

24000 

24000 

Momento 

O 

O 

Momento  

O 

O 

E s f o r ç o s  s e m  visco no e l e m e n t o  CsS 
e yb' 

B a r r a  Elem No N o r d  Cortante Momento 

f 1 1 57652.41 O - 10259.14 

2 -57652.41 O 10259.14 

I -39604.38 O -12516.51 

2 39604.38 O 12316.Sl 

E s f  o ~ ç o s  e l A s t i c o s  no e l e m e n t o  Cconi visco, %se)- 

Barra Elem No Normal Cortanhe Momento  

1 1 1 39695.05 0 -7483.496 

2 -39695.05 O 7483.496 

1 -39604.38 O - 12516.51 
2 39604.38 O 12516.51 

Da m e s m a  f o r m a  que antes, se h o u v e s s e m  forças devido a 

Lernperatura e retração elas dever iam ser incluidas aqui. 

N O V A  

Forcas viscoelkticas nos e l e m e n t o s  

B a r r a  Eleni No Normal C o r t a n t e  

1 1 1 31980.92 

2 -31980.92 

1 O 

2 O 

C a r g a s  naciais viscoeiásticas 

Horizontal V e r t i c a l  

33980.92 O 

-31980.92 O 

Momento  

-5512.514 

5512.5 14 

A g o r a  faz-se a mudança da linha neutra e a s s i m  por 

diante. 



A seguir são m o s t r a d a s  onze exemplos 

mostrando comportamentos variados.  A s  unidades das 

selecio nados 

grandezas 

envolvidas estão dadas nas "Convers?jes de uriidades". Nus exeniplos 

onde procurou-se mostrar algum fenBmeno apenas qual i tat ivamenLe . 
as unidades devem ser c o m p a t i v e i s  entre si. 

9.1 - Viga de dois,vãos, homogenea, viscoel*tica, sujeita $a carga - 
constante. 

A viga da fig. 9.1 t e m  as propriedades e o carrregamento 

indicados. 

SEÇAO TRANSVERSAL: 

5 0  crn 

PROPRIEDADES M E C Ã M I C A S  
DO MODELO STANDARD: 

2 1 : 2.5.10 K p / c m  /dia 

A t :  30 dias  

Fig .  9.1 - V i g a  de dois vãos do exemplo 3 A 4. 

GIRO DO 

P R L M E I R O  

1 / CONTROLE DOS DESLOCAMENTOS 

1 DA VIGA HOMOOEHEA DE DOIS . 

Fig.  9.3: - ExpeeE4ncía de weep papa a v&e da fig, 9,1. 



Na fig. 9.2 v&-se o comporLamento do giro no n6 1 ao 

longo do t e m p o  obtido com o programa camputacional POKTICO.BAS, 

j u n t a m e n t e  c o m  os dados obtidos da solução analítica baseada na 

aplisação da equação diferencial do modelo standard CDCt , . r  >EBo, 
O 

ver  eq. 2.1.16 e 2.1.173. Pode-se ver a p ~ ~ f e i t a  concord%ncia 

entre os dois resuitados. 

9.2 - Viga de dois vãos c o m  recalque de apoio. 

U L i l i z o u - s e  a m e s m a  viga da fig. 9.1, submetendo-a a um 

deslocamento i m p o s t o  igual. a 5 cm no nd central para baixo na 

ausencia de cargas externas. 

Na fig. 9.3 pode-se v e r  a reação vertival no nb 3. em 

função do t e m p o  obtido com o programa fORTICO.BAS e que está 

comparada com a solução analitica obtida c o m  a resolução da 

equação diferencial do modela standard. CECt ,T o>Fo/E> 

REAÇÃO 
VERTICAL DO 
PRIMEIRO NÓ 
I / I O O O ~  

I I L 

DESLOCAMENTO IMPOSTO 

NA V I G A  DE 001s VÃOS 

Fig .  9.3 - Experiencia d e  relaxação da viga da fig.9.1. 

9.3 - V i g a  de doís vãos c o m  recalque progressivo. 

A viga da fig. 9.1 8 sujeita a um d e s l o c a m e n t o  de 

apoio para baixo no nh 2. Foi  encontrado a variação da força F 

<reaSõo no apoio central). F foi expresso em função de Fs , o 
valor da reação inkantanea quando o deslocament,~ B inLroduzido 

subi L a m e n t e  considerando a m a t e r i a l  e-tico. Este exemplo foi 
i B  progosto por O h a l i  Favre . 



Considere  d o i s  casas: 

a> 6 é introduzido subitamente em t = 14 d i a s  e m a n t i d o  
O 

constante até L = 10.000 dias. 
2 

-. 

h> O recalque & introduzido gradualmente de zero em t O 

= 14 dias at& uin valor 6 em t = 24, 104 e 319 d i a s  e m a n t i d o  
i 

constante ao longo do Lempo até t = 10.000 dias .  
2 

A s  propriedades niecanicas do mat . er ia l  f o r a m  tomadas do 

CEB c o m  uma condição ambienta1 conia ar aiiibiente < CA = 3) e 

esspessura efetiva h = 40 crn e que corresponde a uni p e r i m e t r o  de 
O 

375 cm. Portanto, na'o v a l e m  as propriedades do modelo stanadard 

da fig. 9.1, apenas o mhduio de emticidade. 

No caso, t B o vaior e m  que 95% do recalque ocorre. 
1 

Assume-se que a variação do recalque com o t e m p o  segue a seguinte 

lei: 

onde d < t >  e d s3o o recalque no t en ipo  t e o recaique últiinu no 
m 

t e m p o  infinita; t B t e m p o  ein que o recalque corne~a; t é o 
O O .  95 

t e m p o  em que 95% da i i l t imo recalque ocorre. A eq. 9.1 foi 

elaborada por GhaLi  8r ~ a v r e ~ '  e aproxima-se da curva de 

c o n s ~ l i d a d a ~ ã o  para argilas dada por  T e r z a g l i i  t3c P ~ c k  na f o r n i a  de 

um tabela. 

O s  resultados da anslise, usando o pragrarna PORTICO.BAS, 

são m o s t r a d o s  na fig. 9.4 em que o periodo <L - L. > <tempo S i ,  Y 5  

durante a qual 95% do recalque ocorre> é igual a 0,10,90,36S ou 5 

anos. O gráfico m o s t r a  a variação de F coni o t e m p o ;  os valores de 

F são expressos e m  t e r m o s  de F que é a reação instantânea em B se 
S 

o recalque total ocorre subi tamente  e m  t = 14 dias .  P curva 
0 

superior representa o caso em que <t - L 1 = 5 anos, c o m  o 
0 . 9 5  O 

creep iguinorado. A curva da fig. 9.4 m o s t r a  claramente e efeibo 

proi~u~iciado do creep nas forFas induzidas pelo  recalque do apoio B. 

Quarido o recalque B sdbito, a curva para F vei .sus t e m p o  

t e m  a m e s m a  f o r m a  da função de relaxação, que representa a 

variação da tensão c o m  o t e m p o  devido a irlefur~ia~3o inipusta na 



f 2 
idade + o mantida aontirLan+e no o r i v e 1 h ~ ~ ~ ~ n ~ n t . o  <CEB >. A queda 

O 

sríbita, AC, da força na idade t O (fig. 9.4 > & causada pelo  c r e e p  

que B desenvolvido nos p r i m e i r o s  poucos d i a s  m a s  & considerado 

come-  se'acorrese no t empo t C quase instantAneo>. 
O 

R e a ç õ o  

Reação SObita 
A '  I I 

1 i I I I I 1 

A A 
- 

Curva e m q u e o  ? - 
reta l q u e  f o i  súbito 5 unos sem 

/ alivio do creep 1 
I Periodo 

reca lsue 

Fig .  9.4 - Tempo versus reação para recalque de apoio 

ocorrida em um periodo de: 0,10,90,365 d i a s  

ou 5 anos CExeiiiplo 9 . 3 )  

9.4 - Viga de dois vãos c o m  propriedades d i f  crentes ein - cada vão 

s u b m e t i  da a carga constante s o m e r i t e  - riuxn - deles. 
Este e x e m p l o  f ai selecionado pa1.a 

redistribuiqSo de esforços que ocorre na I i i e s i i i a  v i g a  da fie;. 9.1 

com as seguintes rnodificaçi5;es. 

- A carga B aplicada s o m e n k e  sobre u v50 d a  direita c o m  

o m e s m o  valor da fig. 9.1. 

- A s  propriedades mecânicas da barra da esquerda foi 
2 alterada passando a ser ehstica, c o m  E = 2,5.10" kp/crn e a barra 

da direi ta  continua a ser viscueldstica, com as pl-opriedades 

inecanicas íridicadas na f i g .  9.1. 

9.5 estão os resultados obtidos com o programa 



PORTICO.BAS. No m e s m o  grafico estão representados as reaF2ies e 

giros nos LrPs nós da viga ao longo do t e m p o .  A s  reações e giros 

f o r a m  divididos pelos seus valores i-io tenipo 0, isto , s e u s  

valores - e l A s t i c o s ,  Lornando-se a s s i m ,  valores relativos. 

G I R O  REL. NO NÓ I E 2  - 

E REACÃO R E L .  NO NÓI 

- 
REAÇÃO REL. NO NÓ 2 

REAÇÃO REL. NO NÓ 3 
- 

Figura 9.5 - Controle das reações e giro versus t e n i p o  da 

viga do exemplo 9.4. 

A curva "A" & o giro re la t iva  do r16 3 e a curva "B" P 

giro relativo dos nbs 1 e 2. Observa-se que o nd 9 por estar m a i s  

carregado sofre um giro relativo m a i o r .  

A curva "B" tãrnb&m represent,a a reação relativa do nb i 

e as curvas "C" e "D" as reagões relativas nos nhs 2 e 3. 

Observa-se  que como a barra esquerda B elgstica ela absorve  uma 

r da ~*ea~So que a outra barra, por  ser viscoelAstica, 

perde. Então a reação do nó I deve aumentar, o que confere < v e r  

curva "B". A reação no n6 3 deve diminuir  Cver curva "D">. 



9.5 - Viga biengastada submetida h variação de temperatura. 
A viga  biengastada da fig. 9.6 d homogBnea e 

consbituída par um m a t e r i a l  que segue as propriedades do modelo  

stArda~cX indicado. 

E l a  foi submet ida  a uma variação de 
O 

iguais na parte  superior e inferior de 30 C. 

t e m p e r a t u r a  

Se a temperatura for aplicada s i i b i t a m e n t e  o esforço 

normal na viga & dado por Cver seção 5.4). 

I s t o  representa urna tensão de compressão de 

bastante e levada  para uma variação no concreto e ir-iadii~issivel se 

fosse o caso inverso de tração. 

T = ,VoriÚvel= 4 0  e 10 dios 

Fig. 9.6 V i g a  biengastada dos e x e m p l o s  9.5 e 9.7. 

Nu caso de aplicar a teinperatura ~ i r o g r e s s i v a n i e n t e  de O a 

$0 dias, t e m - s e  a curva A da fig. 9.7, onde a m a t e r i a l  foi 

considerado elAstico durante d o d a  a ai-iAiilise. A força axial cresce 

linearmente at& 10 dias e após, permanece constante. 

N a s  curvas B e C o m a t e r i a l  foi considerado 

visccieiástico c o m  um t e m p o  de retardação T = / E  = 4 0  e 1 0  
1 

r e s p e c t i v a m e n t e .  Observa-S.. em ambas  as curvas o efeito da 

relaxqão sobre o esforço axial tendendo ambas  para um mesma valor 

num ten ipo  infinito. 

A curva E, como t e m  T maior ,  sofre m e n o s  rapidamente o 

efeit-o da relaxação que a curva A. 



Forço o x i a l  A 
I r n i i l  Viga e-Ias t i co  

Idem. T -  10 i 

Força temperatura 
Força ternp. total 

Tempo '1 10 40 

Figura 9.7 - Força axial versus t e m p o  para viga 

biengastada submet ida  a variaqão de t e m p e r a t u r a .  

9.6 - PSrtico homog&neo submetido A variação de L e m p e r a C u r a .  - - - 
O pórtico da fig. 9.8 foi subnietido a uma variação 

u n i f o r m e  de t e m p e r a t u r a  e m  todas as barras. 

F i g .  9.8 . Pdrt ico  dos exemplos 9.6 c 9.8. 



A Area e o momento de inbrcia das barras estão 

indicadas na figura e são as m e s m a s  para todas  as barras. A 

condiçSo a m b i e n t a 1  & normal CCA = 3 ). A estrutura foi carregada 

em >.o E- 28 dias e a t e m p e r a t u r a  foi aplicada i n t e g r a l m e n L e  Lambem 

em t = 28 dias. 
O 

Na fig. 9.9 e s L A  representado o mumentu  no no nh i ao 

longo do tempo.  Pode-se ver o efeito da relaxaqão nas curvas "B" e 

"C". A curva "A" corresponde a estrutura elástica e a "B" e "C" 

correspondem a estrutura viscoel&tica com as propriedades do CEB 

dadas anteriormente. 

Momento 
no nó 7 

( m i l )  

1 I I I i 4 1 I I 1 1 I 

A 
I50 - 

+ 

B a r r o s  e I6st icas 
* 

- - 

120 - - 
- 

h - 

90 - - 

Idem. incremento - 
- - 

60 - - 

- 

30 I L I I I I I 1 I I r I 1 

1.4 I ,B 2 2  2 8  3 3,4 3,8 
L 0  G (Tempo)  

Figura 9.9 - R e l a x a c ã o  no pártico subniet ido a variação 

de temperatura.  

9.7 - V i g a  biengastada submeLida A retração. 

Novamente foi utilizada a viga biengastada da fig, 9.6, 

submetendo-a aos efeitos da retraGão. 

A ki de variaFão da retraLão r& a mesma dada pelo CEB 

<apendice A). Foi considerada uma condição ambienta1 normal ,  i s L o  

&, ar arnbienLe, e uma esspessurã efetiva de 40 crn, correspoxidendo 

para a viga da figura um p e r i m e t r o  de 375 cm. 



D o i s  casos f o r a m  corsiderados e e s G o  m o s t r a d o s  na fig. 

9.10 . Foi feito o controle da força axial ao longo de t e m p o .  Na 

curva A o m a t e r i a l  foi considerado e i A s t i c o  e na curva 8 

visc~elAstico com um t e m p o  do retardação T = 100. 

Pode-se observar o efeito viscoelAsLica na diminuição 

da força axial da curva '9" para a "A". 

O i n c r e m e n t o  de t e m p o  foi de 20 dias .  Para a curva "B" 

a forqa de engastamento perfeito N no t e m p o  t = 20 dias foi de r 
17735 Kp,  sendo a carga viscoelástica , N = O. Em t = 40 d i a s  , 

v 
N = 31448 Kp e Nv = 3214 Kp resultando o esforço final N = 
r W 

28234 Kp c o m  os sinais dependendo do nó analisado. 

Forço ox ia l  

( m i l  1 

com efe i tos  
visco>Idst ieos 

T e m p o  
I 1 

O 2 00 40 O 

Fig. 9-10 - Força axial versus t e m p o  nunia viga 

biengastada s u b m e t i d a  a retração. 

9.8 - Pórtico homogeneo submetido a retração. - 
O pórtico da fig. 9.8 foi submetido ao 

retração dadu pela lei fornecida pelo CEB, ver apendice A. 

efeito da 

Foi considerado dois t ipos  de m a t e r i a i s  para a 

esLrutura, um elástico e outro viscaelAstico que segue a lei 

viscuelAs tica dado pelo CEB, c o n f o r m e  a for iiiulaFão apresentada na 

seção 2.1.6. Escolheu-se a condição ambienta1 n o r m a l  CCA = 3> e h 
O 



= 40 cm para todas as barras. 

I D e s l o c a m e n t o  
v e r t i c a l  no nó 
c e n t r o 1  E s t r u t u r a  

v iscoelist ica 

Fig.  9-11 - Curva des locamento  v e r s i m  t e m p o  

sobre efeito da retração. 

do pórtico 

- 

- - 
Mome n t o  - * 

no nó 6 - - 
- - 
- - 
- 
- 

- - 
- - 
- 

" 

" 

L 0  G í tempo) 

F i g .  9.12 - Curva momento  versus t e m p o  do pórtico sobre 

efeito da retração. 



Na fig. 9.11 v&-se o comportamento ao longo do t e n i p o  do 

deslocamei~to ver t i ca l  no nh centrai. Pode-se  notar que o efeito 

vieoelAstico tendo a aumentar o desiocamento.  

+. + Na fie;. 9.12 estA representada as curvas de reação 

correspondent.e ao m o m e n t o  fieLor no nó 6 ao longo do tenipo para 

os dois tipos de materiais. Pode-se v e r  o efeito da relaxação na 

estrutura que B viscoeUshíca comparada c o m  a eUstica. 

9.9 - EfeiCos viscoelásticos numa viga bi-apoiada m i s t a  submetida - -- 
a carga constante. 

D a d a  a viga da fig. 9.13 c o m  as propriedades e 

carregament,~ indicado. Este exemplo foi proposto por Calzon C >. 
P r i m e i r a m e n t e  são caiculadas as & s t A n c i a s  do centro de gravidade 

das seção reduzida epios m&todos  usuais da g e o m e t r i a  das massa 

CCaizon >. 0s valores obtidos tairibéni estão indicados na figura. 

9 9600 Kp/m 
A A - PROPRIEDADES MECANICAS : 

L 5 m 10 
I, 

7 .I 

t 
E, = 2.1. 10 ~ ~ l r n ~  

Y E, ; 2,?5. tO t i  

0.128 
c I 

1 ~ , = 9 . 9 4 . 1 d  a 

Caizan determinou o coef icieri-te de equivalilncia n=Ea/Ec 

para um tempo inffnjto e cansequentemente riovfrs propibiedades e 

tensEes para o carregamenLo dado. 

P a r a  ut- o programa PORTICQ.BAS & necessário 

calcular as con;stantes do modelo K e l v i n  a f i m  de .ter o m e s m o  n na 

t e m p o  inf'inito. Fo i  dado no exemplo de Caizon  que n = 28,75 e 
rn 

Ila eq?.m+o 2.1.18 da viscoelasticidade sabe-se que 



Para a a n A l i s e  foi utilizado o valor de 

Com estes dados entra-se nu programa PORTICO.BAS, 

obtendo-se a curva da fig. 9.14 . Os dados f o r a m  obt idos  c o m  2 

modif icaçEes  da linha neutra em cada t e m p o  de a n A i i s e .  Na figura 

LambBrn estd indicada a dist$ncia entre os centros de gravidade do 

concreto e da seção reduzida para ri t e m p o  infinito obtido por 
li 

Calzon . 

C E N T ~ O  

DA PLP 

S E Ç Ã O  

DE GRAV.  

, C A  E DA 
VALOR 0 8 T f D 0  POR CALZON 

R E D U Z I D A  

VALORES OBTIDOS COM O 

PROGRAMA PROPOSTO ' 

0,15 

EMPO 
0,12 

INCREMENTO DE TEMPO l / J  

9.10 - Efeitos viscaelAsticas nuni pórtico i i i isto - submetido - a carga 

constante. 

viga 

O phrtico da fig. 9-15 e m i s t o .  A se(;Za transversal da 

BC: e s t A  indicada na fig. 9.1!3.c, c o m  as seguinLes 
2 2 = 532400 crn 4 , Ia - 

Aa = 390 crn , lc propriedades: A = 13200 crn , - 
C 

4 2 
1,5.10' crn , Ec= 3.10~ N/cm , 

Eaa 
2.10~~/crn~, onde o subindice "c" 

é para a concreto e o subindice "a" é. para D aço. 

A seF& de concreLo foi considerada esposta a coridições 

ambientais n o r m a i s  CCEB), c o m  um p e r i m e t r o  e m  conLaLo com o ar de 

990 cm, resultante num h = 40 cm. 
O 

A s  colunas BE e CF sã3 c o m p o s L a s  de dois perf i s  de aço 
Z 6 4 7 2 com A = 300 c m  , 

=a 
= 1,2.10 crn e E = 3.10 N/cm . 

a a 



Para a entrada de dados do programa PORTICO.BAS 6 

necessArio calcular, para a viga BC, onde localiza-se a linha 

neutra e as distâncias dos e l e r n e n L o s  que comp2St3 a barra at& ela. 

Ccrga q =  40 KN/m aplicodo no tempo to 

E i x o  da seção t rosformado 
no t e m p o  to 

1,875 , 

de c ,  . - .  1 pA 1.70 m 

\ 
Centro do p e r f i l  de aço 

Fig. 9.15 - Pbrtico n r i s t o  sujeito a efeitos viscoelástios. 

E r i t ã a  t e m - s e  Cver fig. 9.15.~) 

e dai tira-se 

a 
= -101,l cni  

A s  coordenadas da estrutura d e v e m  ser dadas c o m  rela~ão 

a y . F o i  aplicada uma carga de 400 N/cm de baixo para c ima na 
O 

viga  BC e mar~tida constante ao longo da t e m p o .  A s  coiurias, por 

s e r e n i  de aço foram consideradas elhticas s não g e r a m ,  por  isso, 

cargas viscoeldsticas. 

Os resultados para a análise e l A s t i c a  estzrii dadas na 

fig. 9.15.b e d i f e r e m  aproximadamente em 5% d o s  resultados obtidos 

por Ghali e Favre. 



Na fig. 9.16 L&m-se os resultados da anAlise 

viscoelAstica. Todos os valores apresentados f o r a m  tornados 

relativos, dividindo-os pelo seu r e s p e c t i v o  valor obtido na 

-&se elbstica para p e r m i t i r  representar d i f e r e n L e s  resultados 

num m e s m o  grafico. O t e m p o  f o i  tomado em escala logar i tmlca .  

I I L I I 1 I I I I 1 1 

- Volores  r e  l o  t i  v o s  

- - 

- - 

- - 
+ - 
- 
* 

- 

- 

.. 
B 

I 

1.4 2 -2, 2.6 3 3.4 3*8 
L o g  l t e m p o )  

Fig .  9.16 - R e s u l t a d o s  do pbrtíco n i i s t o  viscoeiástico. 

A curva A & a distancia à linha neutra da placa de 

concreto até a centro de gravidade da seFSo humogeinizada. Ela 

Lends  a a u m e n t a r .  Pode ser v i s t o  com uma diininuiçãu do niúdulo de 

elasticidade cio concreLo ao longo do tempo.  

A curva E B o m o m e n t o  relativo i i o  nli F e a cur-va C B o 

deslucamei-it,o vertical no nd central. 

9-13 - Efeitos viscoelAsticos num pilar artiiado s.ini&Lricarriente. - - -- 

O pilar da fig. 9.17 & armado s i m & t r i c a m e n t e  e o 

concreto t e m  as propriedades do modelo  sLandard c- aço é- 

considerado e l A s t i c o .  

2 A área da concreto B A = i00 ciii . A s  cor~starites do 
C 

2 Z mode lo  r~oltigico são E = 200000 Kp/r:m , E = IOOOCiO Kp/ciri e 0 = 
i 

2 
1 . d  Kp/cin /dia. O mddulo de elasticidade do sqo B E = 1.20~ 

a 
2 Kp/cm . F = i000 Kp e o i r i c r e m e n t o  de t e m p o  tl At = 10 dias. 



Na Lenipo t = O o deslocamento verticai em A & de 3,571 

1 0 - ~ c r n  e a posteriar desenvolvierntno c o m  o t.ernpo deste 

deslocamerito para o modelo reolhgico ado Lado está indicado na 

figura 917. 

Deslocamento 

- 

Tempo 

F i g .  9.17- Curva desiocantento v e r s u s  t e n i p a  do pilar. 

a io  

1 I I I I r I t & I I I I I 

C a r g  v e r t i c a l  - 
- 

A 

- 

Força n o  aço ... 

- - 
- 

Forço no concreto 

- 
- 

- 
Tempo 

I I I I I I 1 I I I I I I I 

Fíg .  9.18 - Curva forqa versus te inpo  do pilar.  

Ma fig. 9.18 estzo indicadas as forSas no concreto no 



aço ao longo do tempo.  Em t = O o concreto absorve uma força de 

714 K p  enquanto o aço, n a t u r a l m e n t e ,  fica com o que falta para 

1000 Kp.  

-. - Devido aos efeitos da relaxação as força no concreto 

t e n d e m  a diminuir e as no aço t endem a aumentar. Poderia-se 

rodar a m e s m o  exemplo no programa PORTICO.BAS adotando o modelo  

reológico dado pelo CEB. 



10 - CONCLUSi3ES E INDICACGES PARA TRABALHOS POSTERIORES. - - -- ---- - -- 

A pr imeira  parte da dissei-tação andisa o yr-oblema das 

def ormaçzes f initas em treliFas viscoelAsticas. E uiii assunto de 

interesse especialmente acadêmico, no geral e x i s t e m  poucas 

refergncias e, m disso, ainda estão referidas a modelos m u i t o  

simplificados. A f orrnula~ãu e o programa desenvolt?idos f orm 

verificados com as ooluçEes existenLes e perrnikein a soiuçSo de 

treliças planas de qualquer tipo de m a t e r i a l  e g e o m e t r i a ,  podendo 

descrever toda a história de deformação da estrutura. A formulação 

basica pode, em principio, ser estendida, s e m  dificuldades, ã 

outros L i p o s  de estruturas, c o m o  pbrtkcos, cascas, e t c .  

A segunda parte  da dissert,a&o analisa pdrticos planos 

ieventualinente com vigas mistas) e P d e  bastante  aplicação 

prática. P e r m i t e  analisar a maioria d o s  problemas relacionados c o m  

d e f o r m a ç ã o  lenta em estruLuras de c o x t c r e L c i  sob carga de serviço:  

deformaçães, redistribuiçãa de tensões, efeitos de t e m p e r a t u r a ,  de 

reLragão e de deslocamento de apoio. Pode trabalhar coin qualquer 

representação da deformação lenta, e e m  partiuular. com a 

furniulação do CEB, que estA irserida r i o  progrania. A extensso  d e s t a  

f arniulaí;ao 3i phrt icos  espaciais não deve apresentar dificuldades 

iiiaioi5es. M a i s  interessante, e tarnbem n ia i s  complexa, ci anAlise do 

desfizarnento na interf ace concreto- aqo e do curnporLame~-itu nSo 

l i r i e a r  dos i n a t e r i a i s .  
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12 - APENDICES 
Apêndice A. 

Este apgndice reproduz as f b r m u l a s  do Apendice D do CEB, 

usadas  principalmente no seção 2.1.6 e representam deforma$íes  

dependentes do t e m p o  no concreto. A seguir, estão as expressões 

a n a i í L i c a s  usadas. Seu significado está na seIS% acima refe~ ida .  

Expressões para calocular deformaçSo lenta: 



ExpressZ5es para calcular retração: 

59 < - 0,1254444 < + 0,36888 Rh - 228) 10 -5 

= [ 90000 si 

O b s e r v q ã o  : A expressão para L foi niodif icada. pois  
S1 

desta f o r m a  representa melhor as valores dados na tabela do 

apgndice D do CEB. 

N o t a :  Em todas as equqões deste apisndice k está em 
O 

c e n t i m e t r o s ,  t e T estão ein dias e R e s t A  e m  percentagem. 
O h 

Diferenciação de integrais. 


