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RESUMO

O presente trabalho trata da modelagem da condução de calor transiente com geração
de calor em meios heterogêneos, e tem o objetivo de desenvolver um modelo multiescala
adequado a esse fenômeno. Já existem modelos multiescala na literatura relacionados ao
problema proposto, e que são válidos para os seguintes casos: (a) o elemento de volume re-
presentativo tem tamanho desprezível quando comparado ao comprimento característico
macroscópico (e como consequência, a microescala tem inércia térmica desprezível); ou (b)
a geração de calor é homogênea na microescala. Por outro lado, o modelo proposto nesta
tese, o qual é desenvolvido utilizando uma descrição variacional do problema, pode ser
aplicado a elementos de volume representativos finitos e em condições em que a geração de
calor é heterogênea na microescala. A discretização temporal (diferenças finitas) e as dis-
cretizações espaciais na microescala e na macroescala (método dos elementos finitos) são
apresentadas em detalhes, juntamente com os algoritmos necessários para implementar a
solução do problema. Nesta tese são apresentados casos numéricos simples, procurando
verificar não só o modelo teórico multiescala desenvolvido, mas também a implementação
feita. Para tanto, são analisados, por exemplo, (a) casos em que considera-se a microescala
um material homogêneo, tornando possível a comparação da solução multiescala com a
solução convencional (uma única escala) pelo método dos elementos finitos, e (b) um caso
em um material heterogêneo para o qual a solução completa, isto é, modelando direta-
mente os constituintes no corpo macroscópico, é obtida, tornando possível a comparação
com a solução multiescala. A solução na microescala para vários casos analisados nesta
tese sofre grande influência da inércia térmica da microescala. Para demonstrar o po-
tencial de aplicação do modelo multiescala, simula-se a cura de um elastômero carregado
com negro de fumo. Embora a simulação demonstre que a inércia térmica não precise
ser considerada para esse caso em particular, a aplicação da presente metodologia torna
possível modelar a cura do elastômero diretamente sobre a microescala, uma abordagem
até então não utilizada no contexto de métodos multiescala. Essa metodologia abre a
possibilidade para futuros aperfeiçoamentos da modelagem do estado de cura.

Palavras-chave: condução de calor transiente; geração de calor; método multiescala;
método dos elementos finitos; cura de elastômeros.
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ABSTRACT

This work deals with the modeling of transient heat conduction with heat generation in
heterogeneous media, and its objective is to develop a proper multiscale model for this
phenomenon. There already exist multiscale models in the literature related to this pro-
posed problem, and which are valid for the following cases: (a) the representative volume
element has a negligible size when compared to the characteristic macroscopic size (and,
as a consequence, the microscale has a negligible thermal inertia); or (b) the heat gener-
ation is homogeneous at the microscale. On the other hand, the model proposed in this
thesis, which is developed using a variational description of the problem, can be applied
to finite representative volume elements and in conditions in which the heat generation is
heterogeneous at the microscale. The time discretization (finite difference) and the space
discretizations at both the microscale and the macroscale (finite element method) are
presented in details, together with the algorithms needed for implementing the solution
of the problem. In this thesis, simple numerical cases are presented, aiming to verify not
only the theoretical multiscale model developed, but also its implementation. For this, it
is analyzed, for instance, (a) cases in which the microscale is taken as a homogeneous ma-
terial, making it possible the comparison of the multiscale solution with the conventional
solution (one single scale) by the finite element method, and (b) a case in a heterogeneous
material for which the full solution, that is, modeling all constituents directly on the
macroscale, is obtained, making it possible the comparison with the multiscale solution.
The solution at the microscale for several cases analyzed in this thesis suffers a large in-
fluence of the microscale thermal inertia. To demonstrate the application potential of the
multiscale model, the cure of a carbon black loaded elastomer is simulated. Although the
simulation shows that the thermal inertia does not have to be considered for this case in
particular, the application of the present methodology makes it possible to model the cure
of the elastomer directly at the microscale, an approach not used in multiscale methods
context until now. This methodology opens the possibility for future improvements of the
state of cure modeling.

Keywords: transient heat conduction; heat generation; multiscale method; finite
element method, elastomers cure.
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Y Notação compacta para ∂q/∂θ, W m−2 K−1

Y Operador tangente definido por ∂q/∂θ, W m−2 K−1

Y Matriz tangente de elementos finitos microscópica, W m−3 K−1
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Símbolos Gregos

α Conversão de uma reação química, —
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ε Parâmetro de separação de escalas no método de homogeneização assintótica,
—

ε Energia interna específica, J kg−1

εr Densidade de energia interna na configuração de referência, J m−3

xxvi



εεε Deformação infinitesimal, —
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θ Temperatura absoluta, K
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θr Temperatura da fonte radiativa, K
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θθθ Vetor temperatura microscópico, K

θ̂θθ1 Vetor com componentes unitárias, —

θθθ� Vetor com as variáveis nodais correspondentes a θ�, K

θ̂θθ� Matriz com as variáveis nodais associadas a xj−xj , m

θ̂θθ∼g Matriz com as variáveis nodais correspondentes às sensibilidades θ̂∼(i)
g , m

θ̂θθ∼θ Vetor com as variáveis nodais correspondentes às sensibilidades θ̂∼
θ
, —

θθθ Vetor temperatura macroscópico, K

ι Representa todas as quantidades escalares presentes na descrição macroscópica
do problema de condução de calor transiente com geração de calor, W m−3
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo inicial deste trabalho era aplicar alguma metodologia multiescala para o
problema de condução de calor já disponível na literatura à solução do problema acoplado
de condução de calor e cinética química em materiais heterogêneos, tal como a cura de
elastômeros carregados. O estado de cura1 em um dado ponto do material depende
da história térmica local; o calor liberado na reação de cura, por sua vez, depende da
derivada temporal do estado de cura. Disso resulta o acoplamento entre os problemas.
O elastômero, macio e pegajoso quando não curado (não vulcanizado), tem o módulo de
elasticidade e o limite de resistência à tração melhorados (aumentados) com a cura. A
magnitude do módulo de elasticidade é diretamente proporcional à densidade de ligações
cruzadas [Callister e Rethwisch, 2009, p. 589], as quais são formadas durante a cura.

O fenômeno mencionado é transiente. De acordo com a pesquisa bibliográfica
feita pelo autor, dentre os chamados métodos computacionais multiescala, pode-se citar
o trabalho de Özdemir et al., 2008, como o primeiro a tratar do problema de condução de
calor transiente. Porém, além de o método não considerar a geração de calor, a microescala
é considerada em regime estacionário. Essa hipótese, assumida pelo fato de presumir-se
um Elemento de Volume Representativo2 (EVR) de tamanho desprezível, pode parecer,
a princípio, um tanto controversa. De fato, porém, há demonstrações de que a relação
divq = 0 deve ser respeitada na microescala [Temizer, 2012], mesmo para um problema
intrinsecamente transiente e com geração de calor. As referidas demonstrações advêm
do método de homogeneização assintótica, aplicado na sua forma clássica a materiais
periódicos.

O método de homogeneização assintótica já foi, inclusive, aplicado ao problema
da cura de materiais compósitos periódicos e com propriedades independentes da tem-
peratura [Meliani e Paoli, 2004, 2007; Amosov e Panasenko, 2012]. Como resultado, o
tensor de condutividade térmica efetivo é determinado a partir de um problema de célula
independente do tempo, enquanto a variação da energia interna, a geração de calor e a
evolução do estado de cura do material são descritas apenas macroscopicamente, a partir
das informações microscópicas. Ocorre que os resultados de homogeneização assintótica
surgem ao tomar o limite, tendendo a zero, da relação entre o tamanho do elemento de
volume representativo (ou célula, nesse caso, por se tratar de um material periódico) e o
comprimento característico macroscópico3. Esse limite, porém, não condiz com a realidade
física [Auriault et al., 2009, pág. 101]. Além disso, a cinética química é um fenômeno in-
trinsecamente associado à microescala e, desse modo, a compreensão e o aperfeiçoamento
na modelagem do fenômeno (tal como o acoplamento com técnicas de mais baixo nível,

1Uma descrição mais precisa do problema de cura de elastômeros carregados será apresentada no
Cap. 7; o estado de cura diz basicamente qual a fração do fenômeno de cura que já se processou.

2Para o significado de elemento de volume representativo, veja a Definição 4.4 na pág. 22.
3Para o significado de comprimento característico macroscópico, veja a Definição 4.4 na pág. 22.



2

como dinâmica molecular) parecem inconsistentes com uma modelagem macroscópica.
Por outro lado, recentemente surgiram métodos que procuram descrever o problema

microscópico de forma completa, ou seja, as equações de difusão de calor ou de balanço do
momento linear, em se tratando de um problema mecânico, são consideradas em sua forma
completa na microescala, em oposição aos métodos mais tradicionais, que consideram
divq = 0 ou DivTr = 0. Para fazer referência a um problema mecânico cuja equação
de balanço de momento linear (veja a Eq. (2.26)) na microescala é considerada em sua
forma completa, pode-se dizer, sem alteração de significado, que as forças de inércia e
de corpo estão sendo consideradas na microescala. Quanto ao problema de condução
de calor, parece não haver uma terminologia adequada. Nesta tese, será utilizada a
expressão inércia térmica da microescala4 quando considerar-se a equação de difusão
de calor na sua forma completa na microescala. No que diz respeito aos métodos que
consideram essa descrição completa da microescala, pode-se citar os trabalhos de Larsson
et al., 2010, e de Souza Neto et al., 2015, dentro do contexto de métodos computacionais
multiescala, o primeiro dizendo respeito ao problema de condução de calor e o segundo
ao problema mecânico. Cabe ressaltar, no entanto, que o modelo de Larsson et al.,
2010, supõe uma geração de calor homogênea na microescala. Algumas das vantagens
dos métodos computacionais multiescala é que pode-se considerar materiais não-lineares,
não-periódicos, com geometrias complexas.

Como mencionado por Larsson et al., 2010, seus resultados numéricos indicam
que quando o tamanho do EVR tende a zero, a importância de considerar-se todos os
termos na descrição microscópica torna-se desprezível. Ou seja, o resultado rigoroso obtido
pelo método de homogeneização assintótica é recuperado quando o tamanho do EVR é
diminuído. Assim, os trabalhos de Larsson et al., 2010, e de Souza Neto et al., 2015, são
especialmente adequados a problemas nos quais o EVR tem tamanho finito, embora sejam
aplicáveis a problemas nos quais o EVR tem tamanho desprezível (quando comparado ao
comprimento característico macroscópico).

A inovação dos trabalhos recém citados é relevante, uma vez que propõem extensões
ao princípio de Hill-Mandel [Hill, 1963, 1972; Mandel, 1972], muito utilizado na área
de homogeneização. Há uma grande correlação entre os dois trabalhos, conforme será
demonstrado nesta tese. Os dois utilizam uma abordagem variacional e contêm termos
não-usuais na descrição macroscópica, que surgem justamente do fato de considerar-se as
equações microscópicas na sua forma completa. Percebeu-se, ao estudar esse problema de
forma mais detalhada, que a contribuição desta tese poderia iniciar no desenvolvimento
do método multiescala propriamente dito, para então propor-se o acoplamento com a
cinética química.

4Embora o objetivo seja fazer menção não só à taxa de variação da energia interna, mas também à
geração de calor (veja a Eq. (3.2)).
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Cura de
Elastômeros
Carregados

Fenômenos

Cinética
Química
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Computacional

Elementos
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Figura 1.1 – Representação esquemática de uma possível aplicação do modelo multiescala
a ser desenvolvido nesta tese.

Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho é desenvolver um modelo multies-
cala para o problema de condução de calor transiente com geração de calor que possa ser
aplicado concomitantemente a:

• problemas em que a inércia térmica da microescala não pode ser desprezada (o
que geralmente está associado a um EVR com tamanho não desprezível quando
comparado ao comprimento característico macroscópico, conforme será mostrado
ao longo deste trabalho);

• materiais cujas propriedades podem variar com a temperatura;

• materiais possivelmente não-periódicos;

e, em particular, à cura de materiais compósitos. Para implementar o modelo descrito,
será utilizado o Método dos Elementos Finitos Multinível (FE2), que consiste em utilizar
o Método dos Elementos Finitos (MEF) para resolver tanto o problema macroscópico
quanto o problema microscópico. Desse modo, uma possível aplicação para o modelo
multiescala a ser desenvolvido nesta tese é aquela apresentada na Fig. 1.1.

Este documento está organizado da maneira a seguir descrita. No próximo capítulo
serão enunciados os fundamentos da mecânica e termodinâmica do contínuo. A neces-
sidade de enunciar os fundamentos termodinâmicos é evidente. Embora a modelagem
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mecânica não seja o foco desta tese, os fundamentos da mecânica do contínuo, por sua
vez, serão tratados pelo fato de que em determinados pontos do texto será feita referência
à homogeneização de problemas mecânicos e termomecânicos. No Cap. 3, o problema de
condução de calor em sólidos será descrito com certo detalhamento. No capítulo seguinte,
os conceitos de homogeneização serão introduzidos e o modelo multiescala será desenvol-
vido utilizando uma abordagem variacional. Na introdução desse capítulo é apresentada
uma revisão estendida de métodos de homogeneização computacional. Mais adiante, no
Cap. 5, as estratégias para a implementação da solução numérica do problema multies-
cala serão apresentadas, tanto no que diz respeito às discretizações espacial e temporal,
quanto à apresentação de algoritmos com um certo nível de detalhamento. Logo a seguir,
no Cap. 6, serão realizadas verificações do modelo desenvolvido, isto é, serão realizadas
comparações de resultados da modelagem multiescala com soluções analíticas e soluções
convencionais pelo método de elementos finitos para casos simples que indicam a correta
implementação do modelo multiescala; nesse mesmo capítulo também serão avaliadas
condições em que a consideração da inércia térmica da microescala tem importância fun-
damental sobre a solução do problema. No Cap. 7, o modelo multiescala proposto será
aplicado à cura de um material elastomérico carregado. No último capítulo serão feitas
as conclusões. Por fim, o Apêndice A contém as definições quanto à notação utilizada
neste trabalho, enquanto o Apêndice B contém a descrição macroscópica decorrente de
um EVR infinitesimal.

A implementação do modelo, a ser descrita no Cap. 5, foi feita em um software
próprio desenvolvido em linguagem de programação Fortran [Metcalf et al., 2011; Markus,
2012; Clerman e Spector, 2011]. A escolha por desenvolver um software próprio deve-se
aos seguintes fatos:

• Seria particularmente difícil realizar as implementações não-convencionais necessá-
rias ao modelo multiescala em um software comercial;

• É importante ter controle sobre todos os aspectos numéricos relacionados à imple-
mentação de um problema como o tratado nesta tese.
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2 MECÂNICA E TERMODINÂMICA DO CONTÍNUO

2.1 Considerações gerais

Antes de abordar o assunto propriamente dito, é importante definir-se os seguintes
termos, para indicar quando uma grandeza está dada por unidade de massa e quando está
dada por unidade de volume.

Definição 2.1: O termo específica é utilizado para indicar que uma dada grandeza deve
ser normalizada pela massa. Exemplo: energia interna específica significa energia interna
por unidade de massa.

Definição 2.2: O termo densidade é empregado para indicar que uma certa grandeza
deve ser normalizada pelo volume. Exemplo: densidade de energia interna significa energia
interna por unidade de volume.

Para que a definição seja unívoca, é necessário indicar se a grandeza (assim como
a massa, ou o volume) deve ser calculada na configuração espacial ou na configuração
de referência, a serem definidas mais adiante. Por exemplo, a expressão densidade de
energia interna na configuração de referência define completamente a grandeza, e deve
ser calculada pela razão entre a energia interna e o volume, ambos medidos na configuração
de referência. Quando não houver indicação sobre qual configuração deva ser utilizada,
subentende-se que se trate da configuração espacial. Por exemplo, entropia específica
indica a razão entre a entropia e a massa, ambas calculadas na configuração espacial.

Em realidade, não há necessidade de diferenciar as configurações espacial e de
referência para abordar um problema puramente térmico. Entretanto, com o propósito
de tornar mais claras as discussões e comparações com problemas mais gerais tratados na
literatura, torna-se conveniente introduzir essas definições, o que é feito mais adiante.

As expressões apresentadas neste capítulo, bem como a notação utilizada, têm
como base Gurtin et al., 2010.

2.2 Cinemática

Nesta seção serão feitas algumas considerações sobre o movimento de um corpo no
espaço Euclideano. Na sua configuração de referência, ou original, o corpo é identificado
por meio da região B ∈ R3 que ele ocupa (inicialmente).

Definição 2.3: Um ponto X em B é denominado ponto material. O ponto espacial
ocupado pelo ponto material X no tempo t é dado por

x =χχχ(X, t) , (2.1)

onde χχχ(X, t) é denominada função movimento. A função
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χχχt (X) :=χχχ(X, t) (2.2)

é denominada deformação, com o corpo deformado sendo denotado por

Bt :=χχχt (B) . (2.3)

Definição 2.4: Uma região do espaço Euclideano formada por pontos materiais é de-
nominada região material. Diz-se que a região At se move em convecção com o corpo1 se
há uma região material A tal que

At =χχχt (A) ∀t. (2.4)

2.2.1 Operadores materiais e espaciais

Tendo em vista que o gradiente e o divergente de uma função podem ser definidos
tanto em relação ao ponto material X quanto em relação ao ponto espacial x, torna-se
necessário diferenciá-los.

Definição 2.5: Denota-se por ∇ e Div, respectivamente, o gradiente material e o di-
vergente material, ou seja, com relação a X. Por outro lado, denota-se por grad e div,
respectivamente, o gradiente espacial e o divergente espacial, isto é, com relação a x.

Definição 2.6: O gradiente de um campo é definido em termos da expansão em série de
Taylor do referido campo, assumindo que tal expansão exista. Dados um campo escalar
ϕ(y) e um campo vetorial v(y), seus gradientes são definidos, respectivamente, por meio
das expressões

ϕ(y + h)−ϕ(y) = [gradϕ(y)] ·h + o(|h|) quando |h| → 0, (2.5)
v(y + h)−v(y) = [gradv(y)]h + o(|h|) quando |h| → 0. (2.6)

Pode-se mostrar, com alguma manipulação algébrica, que a Definição 2.6 implica
em

gradϕ(y) = ∂ϕ(y)
∂yi

ei, (2.7)

gradv(y) = ∂vi (y)
∂yj

ei⊗ej . (2.8)

Definição 2.7: Dados um campo vetorial v(y) e um campo tensorial A(y), seus diver-
gentes são definidos, respectivamente, por

divv(y) := ∂vi (y)
∂yi

, (2.9)

1A expressão se move em convecção com o corpo foi traduzida livremente da expressão em inglês
convects with the body utilizada por Gurtin et al., 2010.
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divA(y) := ∂Aij (y)
∂yj

ei. (2.10)

Definição 2.8: O tensor gradiente de deformação é denotado por

F :=∇χχχ (2.11)

e o seu determinante por
J := detF, (2.12)

o qual é denominado Jacobiano volumétrico do mapeamento χχχt no ponto material X.

2.2.2 Derivadas temporais

Existem duas definições possíveis para a derivada temporal de um campo ϕ. É
importante, portanto, diferenciá-las.

Definição 2.9: Dado um campo ϕ, sua derivada (espacial) é denotada por

∂ϕ(x, t)
∂t

(mantendo x fixo), (2.13)

enquanto sua derivada material é denotada por

ϕ̇(X, t) := ∂ϕ(X, t)
∂t

(mantendo X fixo). (2.14)

A notação
dt (ϕ) = dtϕ := ϕ̇ (2.15)

é utilizada como alternativa para a derivada material.

A notação introduzida na Eq. (2.15) é particularmente útil para expressar a deri-
vada de uma grandeza formada pela soma e/ou produto de outras.

2.3 Princípios mecânicos

Nesta seção serão enunciados os princípios mecânicos para um meio contínuo, a
saber, o balanço de massa, o balanço de momento linear e o balanço de momento angular.
Esses princípios serão enunciados na forma global para regiões que se movem em convecção
com o corpo e apenas depois as formas locais serão apresentadas, como consequência da
formulação integral.

Seja uma região espacial Pt que se move em convecção com o corpo, de forma que
Pt =χχχt (P) para alguma região material P. Então, os seguintes princípios são formulados.

Princípio 2.1: O balanço de massa é expresso requerendo-se que a relação∫
P
ρr dvr =

∫
Pt
ρ dv (2.16)



8

seja satisfeita para cada região material P, onde ρ é a densidade mássica, ρr é a densidade
mássica na configuração de referência, dv é o elemento de volume e dvr é o elemento de
volume na configuração de referência.

Princípio 2.2: O balanço de momento linear, dado por∫
∂Pt

t(n) da+
∫
Pt

b dv = d
dt

∫
Pt
ρv dv, (2.17)

deve ser satisfeito para todo tempo t e para todas as regiões espaciais Pt que se movem
em convecção com o corpo, onde t é o vetor tração, n é um vetor unitário perpendicular
e externo a ∂Pt, b é a força de corpo por unidade de volume e v = v(x, t) é a velocidade.

Princípio 2.3: O balanço de momento angular, expresso por meio de∫
∂Pt

r× t(n) da+
∫
Pt

r×b dv = d
dt

∫
Pt

r× (ρv) dv, (2.18)

deve ser satisfeito para todo tempo t e para todas as regiões espaciais Pt que se movem
em convecção com o corpo, onde r := x−o é o vetor posição.

A existência do tensor tensão de Cauchy, T, é demonstrada como uma consequência
do balanço de momento linear no teorema de Cauchy, segundo o qual a relação

t(n) = Tn. (2.19)

deve ser satisfeita.

2.3.1 Forma espacial local

É possível mostrar, com alguma manipulação algébrica, que os Princípios 2.1, 2.2
e 2.3, juntamente com a Eq. (2.19), implicam nas seguintes formas (espaciais) locais:

ρ̇+ρdivv = 0 (balanço de massa), (2.20)
divT + b = ρv̇ (balanço de momento linear), (2.21)

T = T> (balanço de momento angular). (2.22)

2.3.2 Forma referencial local

Antes de obter as formas referenciais locais, é interessante definir as seguintes
grandezas.

Definição 2.10: O tensor tensão de Piola e a força de corpo por unidade de volume de
B são definidos, respectivamente, por

Tr := JTF−>, (2.23)
br := Jb. (2.24)
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É possível demonstrar, após algumas manipulações algébricas, que os Princípios
2.1, 2.2 e 2.3, a Eq. (2.19) e a Definição 2.10 implicam nas seguintes formas referenciais
locais:

ρr = Jρ (balanço de massa), (2.25)
ρrχ̈χχ= DivTr + br (balanço de momento linear), (2.26)

TrF> = FT>r (balanço de momento angular), (2.27)

sendo χ̈χχ a aceleração na configuração de referência.

2.4 Princípios termodinâmicos

2.4.1 Primeira lei da termodinâmica

Antes de enunciar a primeira lei da termodinâmica, os conceitos de energia cinética
e potência externa são definidos.

Definição 2.11: A energia cinética de Pt é definida por

K (Pt) :=
∫
Pt

1
2ρ |v|

2 dv. (2.28)

Definição 2.12: A potência externa é definida por

W (Pt) :=
∫
∂Pt

Tn ·v da+
∫
Pt

b ·v dv. (2.29)

Princípio 2.4: A primeira lei da termodinâmica assume que

d
dt [E (Pt) +K (Pt)] =W (Pt) +Q(Pt) , (2.30)

onde E (Pt) é a energia interna de Pt e Q(Pt) é a taxa na qual a energia, na forma de
calor, é transferida a Pt.

Agora, as seguintes hipóteses2 em torno de E (Pt) e Q(Pt) são enunciadas.

Hipótese 2.1: Há um campo escalar ε, denominado energia interna específica, tal que

E (Pt) =
∫
Pt
ρε dv. (2.31)

Hipótese 2.2: A taxa na qual a energia, na forma de calor, é transferida a Pt pode ser
escrita como

Q(Pt) =−
∫
∂Pt

q ·n da+
∫
Pt
r dv, (2.32)

2Neste texto, o termo hipótese é utilizado com um significado amplo: tanto para indicar uma suposição
a partir da qual são deduzidas consequências lógicas quanto para fazer referência a uma suposição admi-
tida para explicar dados experimentais, a qual, em sentido estrito, deixaria de ser chamada de hipótese
após sua confirmação.
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onde q é o fluxo de calor e r é a densidade de fornecimento de calor.3

Por meio das Hipóteses 2.1 e 2.2, a primeira lei da termodinâmica, Eq. (2.30), pode
ser reescrita como

d
dt

∫
Pt
ρ
(
ε+ 1

2 |v|
2
)
dv =−

∫
∂Pt

q ·n da+
∫
Pt
r dv+

∫
∂Pt

Tn ·v da+
∫
Pt

b ·v dv. (2.33)

2.4.2 Segunda lei da termodinâmica

Princípio 2.5: A segunda lei da termodinâmica estabelece que a produção líquida de
entropia,

H (Pt) := dS (Pt)
dt −J (Pt) , (2.34)

onde S (Pt) é a entropia interna líquida de Pt e J (Pt) é a taxa na qual a entropia é
transferida a Pt, deve ser não-negativa em cada região espacial Pt:

H (Pt)≥ 0. (2.35)

De forma semelhante ao realizado para a primeira lei da termodinâmica, são enun-
ciadas hipóteses que resultam em uma descrição integral que mais adiante será utilizada
na obtenção das formas locais da segunda lei da termodinâmica.

Hipótese 2.3: Há um campo escalar η, denominado entropia específica, tal que

S (Pt) =
∫
Pt
ρη dv. (2.36)

Hipótese 2.4: A taxa na qual a entropia é transferida a Pt pode escrita como

J (Pt) =−
∫
∂Pt

j ·n da+
∫
Pt
j dv, (2.37)

onde j é o fluxo de entropia e j é a densidade de fornecimento de entropia.

Hipótese 2.5: Há um campo escalar

θ > 0, (2.38)

denominado temperatura absoluta, tal que

j = q
θ
, (2.39)

j = r

θ
. (2.40)

Utilizando as Hipóteses 2.3–2.5, a segunda lei da termodinâmica, dada pelas Eqs.
(2.34) e (2.35), pode ser reescrita na forma a seguir, conhecida como desigualdade de

3A expressão geração de calor será utilizada ao longo do trabalho com o mesmo significado de forne-
cimento de calor.
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Clausius-Duhem:
d
dt

∫
Pt
ρη dv ≥−

∫
∂Pt

q
θ
·n da+

∫
Pt

r

θ
dv. (2.41)

2.4.3 Forma espacial local

É possível mostrar, com alguma manipulação algébrica, que as Eqs. (2.33) e (2.41)
implicam nas seguintes formas (espaciais) locais:

ρε̇= T : D−divq + r (primeira lei — balanço de energia), (2.42)

Γ = ρη̇+ div
(q
θ

)
− r
θ
≥ 0 (segunda lei — desigualdade de entropia), (2.43)

onde
D := 1

2
[
gradv + (gradv)>

]
(2.44)

é o tensor taxa de deformação e Γ representa a densidade de produção de entropia.

Definição 2.13: A energia livre (de Helmholtz) específica é definida por

ψ := ε− θη. (2.45)

Utilizando a primeira lei da termodinâmica, Eq. (2.42), e a Eq. (2.45) na Eq. (2.43),
obtém-se uma forma alternativa para a segunda lei da termodinâmica:

ρ
(
ψ̇+ηθ̇

)
−T : D + 1

θ
q ·gradθ =−θΓ≤ 0, (2.46)

onde θΓ representa a dissipação por unidade de volume.

2.4.4 Forma referencial local

Definição 2.14: A densidade de energia interna, εr, a densidade de entropia, ηr, o
fluxo de calor, qr, a densidade de fornecimento de calor, rr, e a densidade de produção
de entropia, Γr, todos relativos à configuração de referência, são definidos por

εr := ρrε, (2.47)
ηr := ρrη, (2.48)
qr := JF−1q, (2.49)
rr := Jr, (2.50)
Γr := JΓ. (2.51)

É possível mostrar, com alguma manipulação algébrica, que as Eqs. (2.33) e (2.41)
e a Definição 2.14 implicam nas seguintes formas referenciais locais:

ε̇r = Tr : Ḟ−Divqr + rr (primeira lei — balanço de energia), (2.52)
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Γr = η̇r + Div
(qr
θ

)
− rr
θ
≥ 0 (segunda lei — desigualdade de entropia). (2.53)

Definição 2.15: A energia livre (de Helmholtz) por unidade de volume na configuração
de referência é definida por

ψr := ρrψ. (2.54)

Utilizando a primeira lei da termodinâmica, Eq. (2.52), bem como as Eqs. (2.45),
(2.47), (2.48) e (2.54) na Eq. (2.53), obtém-se uma forma alternativa para a segunda lei
da termodinâmica: (

ψ̇r +ηrθ̇
)
−Tr : Ḟ + 1

θ
qr ·∇θ =−θΓr ≤ 0. (2.55)

2.4.5 Forma espacial local para o problema puramente térmico

Ao tratar de um problema puramente térmico, ou seja, um problema no qual o
termo T : D é nulo, a forma alternativa da segunda lei da termodinâmica, Eq. (2.46), se
reduz a

ρ
(
ψ̇+ηθ̇

)
+ 1
θ

q ·gradθ =−Γθ ≤ 0. (2.56)

Ao considerar relações constitutivas da forma

ψ = ψ̂ (θ,g) , (2.57)
η = η̂ (θ,g) , (2.58)
q = q̂ (θ,g) , (2.59)

onde
g := gradθ, (2.60)

tem-se
ψ̇ = ∂ψ̂ (θ,g)

∂θ
θ̇+ ∂ψ̂ (θ,g)

∂g
· ġ (2.61)

e, então,

ρ

∂ψ̂ (θ,g)
∂θ

+ η̂ (θ,g)
 θ̇+ρ

∂ψ̂ (θ,g)
∂g

· ġ + 1
θ

q̂ (θ,g) ·g =−Γθ ≤ 0 (2.62)

para todos os campos de temperatura θ.
Dado um ponto qualquer em Bt e um tempo qualquer, é possível encontrar um

campo de temperatura tal que θ, g, θ̇ e ġ tenham valores prescritos arbitrariamente no
ponto e tempo mencionados. Assim, os termos que multiplicam θ̇ e ġ devem ser iguais a
zero, pois, caso contrário, poder-se-ia violar a desigualdade acima. Essa constatação leva
às seguintes conclusões:

(a) A energia livre e a entropia não dependem do gradiente de temperatura;
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(b) A entropia depende da energia livre por meio de

η̂ (θ) =−dψ̂ (θ)
dθ . (2.63)

(c) A desigualdade de condução de calor,

q̂ (θ,g) ·g≤ 0, (2.64)

deve ser respeitada para todo (θ,g).
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3 CONDUÇÃO DE CALOR EM SÓLIDOS

Das equações apresentadas no capítulo anterior, a mais importante para o presente
trabalho é a primeira lei da termodinâmica, Eq. (2.42), que será aplicada a um material
infinitamente rígido, isto é, um material para o qual o produto T : D é nulo. Neste capítulo
serão definidas a condição inicial e as condições de contorno que podem ser aplicadas à
referida equação diferencial. Também será descrita uma possível relação constitutiva
entre o fluxo de calor e a temperatura, a saber, a Lei de Fourier, embora o método
multiescala que será desenvolvido no Cap. 4 não esteja restrito a uma relação constitutiva
em particular. Boa parte deste capítulo baseia-se em Reddy e Gartling, 2000.

3.1 Equação diferencial

Definição 3.1: O intervalo de tempo de interesse é denotado por

I :=
{
t ∈

(
t0, tf

]
: t0 ≥ 0

}
. (3.1)

A Fig. 3.1 mostra o corpo Bt, em um instante de tempo t ∈ I arbitrário, ao qual
pode-se associar um campo de temperaturas θ (x, t). Considerando o corpo como sendo
infinitamente rígido, o balanço de energia na forma local, Eq. (2.42), assume a forma

−divq + r−ρε̇= 0 em Bt×I. (3.2)

Nesse problema em específico, o calor transferido a um elemento de volume no interior do
corpo Bt pode ter duas origens distintas: (a) transferência de calor das vizinhanças por
condução; ou (b) fornecimento de calor, tal como na liberação de energia de uma reação
química exotérmica ou na dissipação de calor por efeito Joule que se observa em uma
resistência elétrica.1

A fim de facilitar as manipulações algébricas no desenvolvimento do método mul-
tiescala (Cap. 4), define-se a seguir a densidade de energia interna.

Definição 3.2: A densidade de energia interna é definida por2

φ := ρε. (3.3)

Com o auxílio da Definição 3.2, a Eq. (3.2) é reescrita como

−divq + r− φ̇= 0 em Bt×I, (3.4)

uma vez que, considerando ρ̇= 0, tem-se φ̇= dt (ρε) = ρε̇+ ρ̇ε= ρε̇.
1No caso de haver fornecimento de calor propriamente dito, r > 0. Por outro lado, r < 0 implica na

existência de um sorvedouro de calor.
2φ= εr para um meio infinitamente rígido.
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Em geral, o fluxo de calor é descrito por meio da Lei de Fourier, dada por

q =−κκκgradθ, (3.5)

em que κκκ é o tensor condutividade térmica do material, embora, conforme já comen-
tado, o modelo multiescala desenvolvido mais adiante não esteja restrito a essa relação
constitutiva.

e1

e2

n

q

∂Bqt∂Bθtθ = θ̂
Bt

o

Figura 3.1 – Corpo Bt sujeito a temperatura θ̂ e fluxo de calor q ·n prescritos na sua
fronteira ∂Bt. O vetor n é unitário e normal à superfície ∂Bt.

3.2 Condição inicial

A condição inicial do problema é expressa por

θ (x,0) = θ0 (x) em Bt. (3.6)

3.3 Condições de contorno

No que diz respeito às condições de contorno, em cada ponto da superfície ∂Bt é
possível prescrever a temperatura ou o fluxo de calor normal. Denota-se por ∂Bθt a região
da superfície em que a temperatura é prescrita e por ∂Bqt a região em que o fluxo de calor
é prescrito (ver Fig. 3.1). Tem-se, então,

∂Bθt ∪∂B
q
t = ∂Bt, (3.7)

∂Bθt ∩∂B
q
t =∅. (3.8)

A temperatura é prescrita mediante

θ (x, t) = θ̂ (x, t) em ∂Bθt ×I, (3.9)

ao que se denomina condição de contorno essencial. O fluxo de calor pode ser prescrito
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mediante a equação [Reddy e Gartling, 2000, p. 19]

qn := q ·n = qc+ qr + q̂ em ∂Bqt ×I, (3.10)

em que:

• qn é o fluxo de calor normal à superfície;

• qc é a parcela do fluxo de calor transferida por convecção;

• qr é a parcela do fluxo de calor transferida por radiação;

• q̂ é um fluxo de calor prescrito.

O fluxo de calor por convecção geralmente pode ser expresso por meio da Lei de
Newton de resfriamento:

qc = hc (θ− θc) em ∂Bct ×I, (3.11)

em que ∂Bct é a região de ∂Bqt em que ocorre transferência de calor por convecção, hc
é o coeficiente local de transferência de calor por convecção3 e θc é a temperatura do
ambiente.

Já o fluxo de calor transferido por radiação é descrito em termos da expressão

qr = hr (θ− θr) em ∂Brt ×I, (3.12)

em que ∂Brt é a região de ∂Bqt em que ocorre transferência de calor por radiação, θr é
a temperatura da fonte radiativa e o coeficiente de transferência de calor por radiação é
dado por

hr = Fσ (θ+ θr)
(
θ2 + θ2

r

)
, (3.13)

onde σ = 5,67×10−8 W m−2 K−4 é a constante de Stefan-Boltzmann e F é um fator de
forma.4

Em geral, as expressões

∂Bct ∩∂Brt 6=∅, (3.14)
∂Bct ∩∂B⊥t 6=∅, (3.15)
∂Brt ∩∂B⊥t 6=∅ (3.16)

são válidas, em que ∂B⊥t é a região de ∂Bqt em que q̂ é prescrito.

3É comum se utilizar um coeficiente médio de transferência de calor por convecção dado por

hm = 1
A

∫
A
hc da,

em que A é a área de ∂Bct .
4Na Eq. (3.13), em particular, observa-se a necessidade de se expressar a temperatura em K.
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4 MODELAGEM MULTIESCALA

No presente capítulo, algumas questões a respeito de homogeneização serão apre-
sentadas e, posteriormente, o método multiescala será desenvolvido.

Materiais compósitos, isto é, materiais heterogêneos compostos por dois ou mais
diferentes constituintes [Ortolano et al., 2013], são vastamente utilizados em engenharia,
uma vez que permitem obter vantagem das diferentes propriedades desses materiais cons-
tituintes, bem como de suas estruturas geométricas e da interação entre eles. Grande parte
dos materiais tem uma característica multiescala intrínseca, no sentido de que é possível
diferenciar uma escala macroscópica (macroescala), e as escalas inferiores, denominadas
microscópicas (microescala) [Kanouté et al., 2009].

Em tese, seria possível resolver um problema envolvendo ummaterial compósito, tal
como a condução de calor, considerando diretamente a microescala [Kanouté et al., 2009],
ou seja, modelando todas as características da microestrutura ao longo de todo o corpo
sob análise. No entanto, essa abordagem é em geral inviável, considerando-se os recursos
computacionais atualmente disponíveis. Diante disso, torna-se necessária a utilização de
modelos homogeneizados em praticamente todos os ramos das ciências físicas. Em geral,
obtém-se propriedades homogeneizadas, as quais são utilizadas posteriormente na análise
macroscópica.

Dentre as técnicas descritas na literatura, pode-se citar os esquemas de homo-
geneização de campo médio, os quais assumem determinadas hipóteses a respeito da
interação entre os constituintes. Em geral, esses esquemas têm como base soluções ana-
líticas do problema de valor de contorno no nível da microescala [Ortolano et al., 2013].
As propriedades efetivas podem ser consideradas por meio dos limites de Voigt, Reuss
ou Hashin-Shtrikman [Hashin e Shtrikman, 1963], ou por meio das estimativas obtidas
a partir de métodos como Dilute, Mori-Tanaka, etc., derivados do trabalho pioneiro de
Eshelby [Eshelby, 1957], o qual é válido para inclusões elipsoidais e assume uma perfeita
união entre os constituintes [Ortolano et al., 2013]. As propriedades efetivas determina-
das com esses modelos dependem de parâmetros que caracterizam a microestrutura, tais
como as razões volumétricas e as propriedades dos constituintes. Efeitos de percolação,
por exemplo, não são capturados com esses métodos [Ortolano et al., 2013].

Outra técnica de homogeneização clássica é o método de homogeneização assintó-
tica [Bensoussan et al., 1978; Sanchez-Palencia, 1980], aplicada principalmente a proble-
mas lineares com duas escalas [Kanouté et al., 2009] envolvendo estruturas periódicas.
Essa técnica é, em geral, baseada em uma expansão assintótica do campo de interesse
em termos de um parâmetro pequeno ε := l/L, onde l é o tamanho da célula e L é o
comprimento característico macroscópico (o menor dentre o comprimento característico
associado à geometria do corpo macroscópico e o comprimento característico fenomeno-
lógico, esse último associado aos gradientes do campo de interesse). Como consequência,
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obtém-se um conjunto de equações diferenciais parciais com condições de contorno perió-
dicas. Esse sistema de equações diferenciais pode ser resolvido, por exemplo, por meio do
método de elementos finitos [Ortolano et al., 2013]. Dentre as técnicas de homogeneiza-
ção, essa é a mais rigorosa do ponto de vista matemático. Porém, é estritamente válida
somente para materiais periódicos. Além disso, segundo Auriault et al., 2009, pág. 101,
existe um abismo entre o ponto de vista matemático — onde ε→ 0 e a descrição ma-
croscópica é infinitamente exata — e a realidade física, em que tem-se um elemento de
volume representativo finito, para o qual 0< ε� 1.

Atualmente as técnicas computacionais multiescala têm sido muito utilizadas, em
particular o método FE2. Junto a esses métodos sempre há associado o conceito de
elemento de volume representativo1, que deve ser estatisticamente representativo do ma-
terial, o que significa que deve conter um grande número de heterogeneidades [Ortolano
et al., 2013]. No método FE2, a escala macroscópica é discretizada de acordo com o
método dos elementos finitos, e para cada ponto de integração da malha macroscópica
se associa um EVR, onde um problema de valor de contorno é resolvido novamente por
meio do método dos elementos finitos [Ortolano et al., 2013]. As informações obtidas a
partir da solução do problema associado ao EVR servem para retroalimentar o problema
macroscópico, de forma que tem-se uma solução aninhada.

4.1 Propriedades efetivas

As propriedades efetivas de um material heterogêneo periódico podem ser deter-
minadas por meio da técnica de homogeneização assintótica, válida na sua forma clássica
para materiais periódicos. Em outro contexto, válido para materiais periódicos ou não, as
propriedades efetivas podem ser determinadas por meio da solução de problemas definidos
em um elemento de volume representativo da microescala, denotado aqui por �.2 Nesse
contexto são assumidas determinadas condições de contorno e tem sido usual considerar

divq = 0 em � (4.1)

para o problema térmico e

divT = 0 ou DivTr = 0 em � (4.2)

para o problema mecânico ao determinar-se tais propriedades efetivas, conforme observa-
se, por exemplo, nos trabalhos de Auriault et al., 2009, e Castaneda, 2004.

No âmbito mecânico, Castaneda, 2004, argumenta que uma propriedade básica
de um material homogêneo é que uma deformação uniforme é produzida quando uma
condição de contorno de deslocamento linear é aplicada sobre ∂�, isto é, quando

1O Elemento de Volume Representativo é definido mais rigorosamente na pág. 22.
2Para o significado mais preciso de EVR (denotado por �), veja a Definição 4.4 na pág. 22.
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u = Ex em ∂�, (4.3)

sendo E um tensor constante. Como o autor define o EVR como um material macros-
copicamente uniforme, espera-se que o EVR produza uma tensão macroscópica uniforme
quando a referida condição de contorno é aplicada. E isso, por sua vez, sugere a defi-
nição das propriedades efetivas como a relação entre os campos uniformes de tensão e
deformação.

Argumentos similares podem ser utilizados quando se aplica, no lugar da condição
de contorno de deslocamento linear, a condição de contorno de tração uniforme, dada por

Tn = τττn em ∂�, (4.4)

sendo τττ um tensor constante.
No que diz respeito ao problema de condução de calor, as propriedades efetivas

podem ser determinadas a partir da solução de problemas no EVR com condições de
contorno de temperatura linear,

θ = G ·x em ∂�, (4.5)

ou fluxo uniforme,
q ·n = Q ·n em ∂�, (4.6)

onde G e Q são vetores constantes.

4.1.1 Princípio de Hill-Mandel

Dentro do contexto dos métodos que utilizam o conceito de EVR, surge o prin-
cípio de Hill-Mandel [Hill, 1963, 1972; Mandel, 1972], estabelecido originalmente para
problemas mecânicos. Esse princípio assume formas variadas, dependendo do problema
específico. Duas das mais utilizadas são3

〈Tr : F〉� = 〈Tr〉� : 〈F〉� (4.7)

e4

〈T : εεε〉� = 〈T〉� : 〈εεε〉� , (4.8)

onde εεε é a deformação infinitesimal.
No que diz respeito ao problema de condução de calor, o princípio de Hill-Mandel

é dado por [Ostoja-Starzewski, 2002; Auriault et al., 2009]

〈q ·g〉� = 〈q〉� · 〈g〉� . (4.9)
3A notação 〈•〉� indica a média de • sobre o EVR, conforme a Definição 4.6.
4O mesmo símbolo está sendo utilizado para a deformação infinitesimal e para a energia interna

específica. Entretanto, a deformação infinitesimal só será considerada em sua forma tensorial, escrita em
negrito.
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Em parte da literatura, encontra-se menções ao lema de Hill-Mandel, em vez de o
princípio de Hill-Mandel. De fato, desde que se assuma um campo de tensão ou fluxo de
calor com divergente nulo e uma das condições de contorno mencionadas anteriormente5,
o princípio de Hill-Mandel torna-se o lema de Hill-Mandel, já que pode ser demonstrado.
Ranganathan e Ostoja-Starzewski, 2009, por exemplo, utilizam o princípio de Hill-Mandel
em uma forma que denominam condição de Hill, a partir da qual extraem as condições de
contorno (4.5) e (4.6), além das condições de contorno mistas-ortogonais, menos usuais.

4.2 Métodos computacionais multiescala

As técnicas computacionais multiescala são baseadas na solução de dois problemas
de valor de contorno aninhados [Pham et al., 2013], um associado à microescala e outro à
macroescala, e permitem a consideração de constituintes com geometria arbitrária, bem
como relações constitutivas arbitrárias [Kanouté et al., 2009]. Dentre esses métodos,
pode-se citar o método dos elementos finitos multiescala, abreviado por FE2 [Feyel, 1999;
Feyel e Chaboche, 2000], de acordo com o qual a cada ponto de integração da malha de
elementos finitos macroscópica se associa um EVR, cujo problema associado também é
resolvido pelo método de elementos finitos. Esse método não requer a especificação de
relações constitutivas macroscópicas [Kanouté et al., 2009].

A partir deste ponto do texto, em que vai se lidar simultaneamente com grandezas
na macroescala e com grandezas na microescala, torna-se importante definir certas gran-
dezas associadas à macroescala, de modo a distingui-las claramente das suas contrapartes
microscópicas, as quais, por sua vez, continuam sendo denotadas pela forma usual.

Definição 4.1: O gradiente e o divergente macroscópicos (na configuração espacial) são
denotados, respectivamente, por grad e div. Na configuração de referência, o gradiente e
o divergente macroscópicos são denotados por ∇ e Div, respectivamente.

Definição 4.2: A temperatura na macroescala, denominada temperatura macroscópica,
é denotada por θ. O fluxo de calor na macroescala, ou fluxo de calor macroscópico, é
denotado por q. Na configuração de referência, o fluxo de calor macroscópico é denotado
por qr. O gradiente de temperatura na macroescala, também denominado gradiente de
temperatura macroscópico, é denotado por

g := gradθ. (4.10)

Definição 4.3: O tensor tensão de Piola macroscópico é denotado por Tr. O tensor ten-
são de Cauchy macroscópico é denotado por T. O gradiente de deformação macroscópico
é denotado por

F :=∇χχχ, (4.11)
5Em verdade, as condições de contorno periódicas, descritas na pág. 32, também podem ser utilizadas.
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onde χχχ é a função movimento macroscópica.

4.2.1 Princípio de Hill-Mandel em termos de grandezas macroscópicas

Os modelos multiescala em geral consideram a microescala, por meio do seu EVR,
sob a condição (4.1) para o problema térmico ou (4.2) para o problema mecânico. Além
disso, assume-se em geral que os fluxos e os gradientes macroscópicos sejam dados pelas
médias de suas contrapartes microscópicas:

q = 〈q〉� , (4.12)
g = 〈g〉� , (4.13)

e

Tr = 〈Tr〉� , (4.14)
F = 〈F〉� . (4.15)

Dessa forma, o princípio de Hill-Mandel para os problemas mecânico e de condução de
calor pode ser escrito, respectivamente, como

〈Tr : F〉� = 〈Tr〉� : 〈F〉� = Tr : F (4.16)

e
〈q ·g〉� = 〈q〉� · 〈g〉� = q ·g. (4.17)

4.3 Microescala usualmente modelada com divq = 0

Mesmo para problemas transientes alguns autores como Özdemir et al., 2008, e
Fish et al., 2012, consideram a microescala em estado estacionário6, o que pode ser jus-
tificado quando “o menor comprimento de onda característico é várias vezes maior que
o comprimento característico de cada fase microestrutural” [Pham et al., 2013]. Conse-
quentemente, na ausência de forças de corpo e de geração de calor, as equações (4.1) e
(4.2) podem ser tomadas como válidas na microescala. Em Özdemir et al., 2008, a mu-
dança da energia interna na microescala não é considerada por meio da justificativa de
um EVR de tamanho pequeno. Essa consideração juntamente com a ausência de geração
de calor leva à hipótese divq = 0 em �, enquanto divq 6= 0 em Bt. Um outro exemplo,
no contexto termomecânico, é dado em Temizer e Wriggers, 2011, no qual as relações
Divqr = 0 e DivTr = 0 são assumidas em �7 sob a justificativa de preservar somente a
resposta intrínseca do material, enquanto Divqr 6= 0 e DivTr 6= 0 em B.

6Ou seja, não há variação de energia interna para a condução de calor e não há variação de momento
linear para o problema mecânico.

7O EVR �, no referido trabalho, está definido na configuração de referência. Daqui por diante, o
contexto definirá em qual configuração � está definido.
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De fato, Temizer, 2012, demonstrou a validade da relação Divqr = 0 em � para
um problema de condução de calor transiente com geração de calor ao utilizar a primeira
lei da termodinâmica e condições de contorno periódicas dentro do contexto de homoge-
neização assintótica. O autor também demonstrou a validade da relação DivTr = 0 em
� para um problema mecânico com forças de corpo e de inércia, utilizando o balanço de
momento linear e condições de contorno periódicas. Porém, é importante observar que
esses resultados são válidos apenas para ε→ 0.

Vale ainda ressaltar que, mesmo no caso em que ε → 0, a inclusão de termos
adicionais na expansão assintótica para corrigir a solução em instantes iniciais dá origem
a problemas de célula transientes (veja [Matine et al., 2015]), contrastando com o caráter
estacionário recém descrito.

De acordo com Germain et al., 1983, se a temperatura não pode ser assumida
como aproximadamente constante no EVR8 ou se o tempo característico no EVR e na
macroescala são da mesma ordem, então a relação divq = 0 em � não é válida, uma vez
que os efeitos de inércia devem ser levados em consideração. A consequência de um fluxo
de calor com divergente não-nulo na microescala é que é o princípio de Hill-Mandel na
sua forma usual não mais se aplica.

Trabalhos que propõem uma descrição mais detalhada do EVR9 são aqueles de
Larsson et al., 2010, no contexto de homogeneização computacional de condução de calor
transiente, e de de Souza Neto et al., 2015, e Pham et al., 2013, no contexto de mecânica
de corpos deformáveis com efeitos de inércia e de forças de corpo na microescala. Tais
trabalhos são de especial interesse para esta tese.

Na seção a seguir será proposta uma extensão para o princípio de Hill-Mandel
aplicado à homogeneização de problemas de condução de calor transientes com geração
de calor, o qual incorpora efeitos de inércia térmica que surgem da consideração de um
EVR finito.

4.4 Desenvolvimento do modelo multiescala: Preliminares

Uma representação esquemática dos corpos real e homogeneizado pode ser obser-
vada na Fig. 4.1, que também apresenta as condições de contorno usuais e homogeneiza-
das, sendo as últimas derivadas ao longo deste trabalho. As temperaturas e suas variações
também são definidas em termos dos conjuntos admissíveis e dos espaços das variações.
A definição de tais conjuntos e espaços é feita mais adiante.

Definição 4.4: O EVR, denotado neste trabalho por � e apresentado na Fig. 4.1, tem
um tamanho l que é assumido (i) várias vezes maior que o comprimento característico, d,

8Os autores usam o termo célula em vez de EVR, uma vez que lidam com materiais periódicos.
9Por descrição mais detalhada do EVR faz-se menção à incorporação das força de inércia e de corpo

no contexto mecânico e de geração de calor e variação da energia interna no contexto de condução de
calor.
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de cada inclusão e (ii) muito pequeno quando comparado ao comprimento característico
macroscópico, L, que é o menor dentre o comprimento característico associado à geometria
do corpo macroscópico, Lg, e o comprimento característico fenomenológico, Lf .

Mais adiante será feita menção ao Elemento de Superfície Representativo (ESR),
denotado por  , que é o análogo superficial do EVR. No contexto de homogeneização,
o problema real, que consiste no corpo heterogêneo (real) Bt sujeito às condições de
contorno θ = θ̂ em ∂Bθt e q ·n = q̂ em ∂Bqt (Fig. 4.1), é substituído por um problema que
consiste de um corpo homogeneizado Bt sujeito às condições de contorno θ =

〈
θ̂
〉
 
em

∂Bθt e q? ·n = q̂ em ∂Bqt , em que os significados dessas quantidades serão tornados claros
no decorrer do trabalho. A heterogeneidade do corpo real é levada em consideração na
descrição macroscópica ao associar-se a cada ponto x ∈ Bt um EVR adequado (Fig. 4.1c)
e a cada ponto x ∈ ∂Bt um ESR adequado, nos quais os constituintes são modelados.
Conforme observado por Larsson et al., 2010, quando o EVR tem um tamanho finito, os
EVRs associados a dois pontos macroscópicos suficientes próximos se sobrepõem. Como
será visto ao longo do trabalho, (i) as quantidades macroscópicas serão escritas em termos
de médias apropriadas das quantidades na microescala e (ii) a temperatura macroscópica e
seu gradiente definem o problema do EVR. Dessa forma, o problema original é substituído
pelos problemas macroscópico e do EVR, que são resolvidos de maneira aninhada.

Algumas definições essenciais são agora enunciadas:

Definição 4.5: O volume10 do EVR associado ao ponto macroscópico x é denotado por

|�(x)| :=
∫
�
dv, x ∈ Bt. (4.18)

Definição 4.6: A média de um campo ϕ no EVR associado ao ponto macroscópico x é
denotada por

〈ϕ〉� (x) := 1
|�(x)|

∫
�
ϕ(x) dv, x ∈ Bt,x ∈�. (4.19)

Definição 4.7: A área11 do ESR associado ao ponto macroscópico x é denotada por

| (x)| :=
∫
 
da, x ∈ ∂Bt. (4.20)

Definição 4.8: A média de um campo ϕ no ESR associado ao ponto macroscópico x é
denotada por

〈ϕ〉 (x) := 1
| (x)|

∫
 
ϕ(x) dv, x ∈ ∂Bt,x ∈  . (4.21)

Definição 4.9: A notação θ (x, t;x) é utilizada para tornar clara a separação de escalas.

10Ou área, no caso de modelagem plana.
11Ou comprimento, no caso de modelagem plana.
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Figura 4.1 – Representação esquemática dos corpos (a) real e (b) homogeneizado, conec-
tados pelo (c) elemento de volume representativo associado ao ponto macroscópico x. As
condições de contorno usual e homogeneizada também estão apresentadas, bem como as
temperaturas e suas variações em termos, respectivamente, dos conjuntos admissíveis e
dos espaços das variações admissíveis.
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Definição 4.10: Tanto no EVR quanto no ESR, a temperatura microscópica é decom-
posta aditivamente em

θ (x, t;x) = θ� (x, t;x) + θ∼ (x, t;x) , x ∈ Bt∪∂Bt,x ∈�∨x ∈  , (4.22)

em que θ� (x, t;x) representa a parte suave da temperatura, a qual é completamente
definida pelas quantidades macroscópicas, enquanto θ∼ (x, t;x) representa a flutuação da
temperatura observada na microescala. A ponte entre as escalas micro e macroscópica é
feita assumindo θ� ≈ θ dentro de cada EVR ou ESR.

Observação 4.1: A diferença θ�− θ representa um erro do modelo.

Este trabalho segue os conceitos de homogeneização de primeira ordem. Portanto,
assume-se que somente a temperatura macroscópica e seu gradiente são transferidos da
macroescala para a microescala.

Hipótese 4.1: Dada a temperatura macroscópica θ (x, t) e seu gradiente

g (x, t) := gradθ (x, t) , (4.23)

a parte suave da temperatura na microescala é

θ� (x, t;x) = θ (x, t) + g (x, t) · (x−x) , x ∈ Bt∪∂Bt,x ∈�∨x ∈  , (4.24)

com o EVR (ou ESR) sendo centrado no ponto macroscópico x, como pode-se observar na
Fig. 4.1c, de tal forma que 〈x−x〉� = 0 (ou 〈x−x〉 = 0). Pode-se identificar diretamente
a Eq. (4.24) como uma expansão de Taylor de primeira ordem em torno de θ (x, t).

A decomposição da temperatura na microescala, dada pelas Eqs. (4.22) e (4.24),
está representada esquematicamente na Fig. 4.2. Dessa decomposição segue que, em geral,

θ 6= 〈θ〉� , (4.25)
g 6= 〈gradθ〉� . (4.26)

Hipótese 4.2: A temperatura varia suavemente na fronteira ∂Bt do corpo macroscópico,
de forma é possível assumir θ∼ = 0 em cada ESR.

Ao tomar a média da equação

θ+ g · (x−x) + θ∼︸ ︷︷ ︸
=θ

= θ̂ em ∂Bθt ×I (4.27)

sobre um ESR, considerando a hipótese anterior, encontra-se

θ+ g · 〈x−x〉 ︸ ︷︷ ︸
=0

=
〈
θ̂
〉
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x

θ

x

θ

x

x

θ(x,t;x) = θ�+θ∼

θ�(x,t;x) = θ+g(x−x)θ

κ1

κ2

Macroescala

Microescala

θ∼(x,t;x) ∈H∼

Figura 4.2 – Representação esquemática da temperatura na macro e na microescala para
um problema unidimensional, em que o EVR consiste em dois materiais com condutivi-
dades térmicas κ1 e κ2. O produto g · (x−x) foi escrito como g (x−x). A flutuação da
temperatura microscópica, θ∼, está de acordo com a futura definição do conjunto H∼ (ver
Eq. (4.73)). Adaptado de Larsson et al., 2010.
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θ =
〈
θ̂
〉
 

em ∂Bθt ×I. (4.28)

O conjunto das temperaturas admissíveis e o espaço das variações admissíveis das
temperaturas são a seguir definidos da maneira usual.

Definição 4.11: Temperatura convencional12:

(a) Conjunto das temperaturas admissíveis:

H :=
{
θ (x, t) ∈H1 (Bt×I) : θ = θ̂ em ∂Bθt ×I

}
, (4.29)

onde H1 é um espaço de Sobolev de ordem 1;

(b) Espaço das variações admissíveis das temperaturas:

H0 := {v : v = θa− θb; θa, θb ∈H} . (4.30)

A decomposição de temperatura, dada pelas Eqs. (4.22) e (4.24), e a Eq. (4.28)
motivam a definição dos seguintes conjuntos de temperaturas admissíveis e espaços das
variações admissíveis das temperaturas:

Definição 4.12: Temperatura macroscópica13:

(a) Conjunto das temperaturas macroscópicas admissíveis:

H :=
{
θ (x, t) ∈H1

(
Bt×I

)
: θ =

〈
θ̂
〉
 
em ∂Bθt ×I

}
; (4.31)

(b) Espaço das variações admissíveis das temperaturas macroscópicas:

H0 :=
{
v : v = θa− θb; θa, θb ∈H

}
. (4.32)

Definição 4.13: Temperatura microscópica14:

(a) Conjunto das temperaturas microscópicas lineares admissíveis:

H� :=
{
θ� (x, t;x) ∈H1 (�×I) : θ� = θ (x, t) + g (x, t) · (x−x) , θ ∈H

}
; (4.33)

(b) Espaço das variações admissíveis das temperaturas microscópicas lineares:

H�0 :=
{
v� : v� = θ�a − θ

�
b ; θ�a , θ

�
b ∈H

�
}

; (4.34)

(c) Conjunto das flutuações das temperaturas microscópicas admissíveis, o qual é deno-
tado por H∼ e será definido posteriormente pelo método multiescala (veja a pág. 34);

12Associada ao corpo real (ver Fig. 4.1a).
13Associada ao corpo homogeneizado (ver Fig. 4.1b).
14Associada ao EVR (ver Fig. 4.1c).
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(d) Espaço das variações admissíveis das flutuações das temperaturas microscópicas, o
qual é denotado por H∼0 e também será definido posteriormente (veja a pág. 34).

4.5 Desenvolvimento do modelo multiescala: Extensão do princípio de Hill-
Mandel para o problema de condução de calor transiente com geração
de calor

Inicia-se pelo enunciado usual do problema real, dado por: Encontre θ ∈ H de
forma que ∫

Bt

(
q · δg + rδθ− φ̇δθ

)
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da= 0, ∀δθ ∈H0, t ∈ I. (4.35)

Esse enunciado variacional é equivalente15 à equação diferencial expressa por

−divq + r− φ̇= 0, em Bt×I, (4.36)

à condição de contorno essencial

θ = θ̂ em ∂Bθt ×I (4.37)

e à condição de contorno natural (não serão tratadas condições de contorno que envolvam
radiação ou convecção)

q ·n = q̂ em ∂Bqt ×I. (4.38)

Além disso, condições iniciais devem ser especificadas para completar o enunciado. Juntas,
elas definem o problema de valor de contorno inicial para a condução de calor transiente
em sólidos.

A demonstração da equivalência entre o enunciado variacional e as Eqs. (4.36)–
(4.38) pode ser feita com o auxílio do teorema da divergência ao reescrever-se a Eq. (4.35)
como

0 =
∫
Bt

(
q ·gradδθ+ rδθ− φ̇δθ

)
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da

=
∫
Bt

[
div(qδθ)− δθdivq + rδθ− φ̇δθ

]
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da

=
∫
∂Bθt

q ·nδθ da︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫
∂Bqt

q ·nδθ da+
∫
Bt
δθ
(
−divq + r− φ̇

)
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da

=
∫
∂Bqt

(q ·n− q̂)δθ da+
∫
Bt
δθ
(
−divq + r− φ̇

)
dv, ∀δθ ∈H0, t ∈ I, (4.39)

de onde as Eqs. (4.36) e (4.38) seguem por meio da utilização do lema fundamental do
cálculo das variações, enquanto a Eq. (4.37) decorre da restrição θ ∈H.

15No sentido do cálculo das variações.
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Hipótese 4.3: Considerando os conceitos de EVR e ESR, o enunciado variacional, dado
pela Eq. (4.35), pode ser reformulado como: Encontre θ∼ ∈H∼ de forma que∫

Bt

〈
q · δg + rδθ− φ̇δθ

〉
�
dv−

∫
∂Bqt
〈q̂δθ〉 da= 0, ∀δθ ∈H0, δθ

∼ ∈H∼0 , t ∈ I. (4.40)

A Eq. (4.40) pode ser derivada do enunciado variacional original assumindo que as
integrais que aparecem nele possam ser aproximadas como∫

Bt
ϕ(x) dv ≈

∫
Bt
〈ϕ〉� (x) dv (4.41)

e ∫
∂Bt

ϕ(x) da≈
∫
∂Bt
〈ϕ〉 (x) da. (4.42)

A reformulação mencionada baseia-se no trabalho de Larsson et al., 2010. Nesta tese, no
entanto, a condição inicial não foi incluída nos enunciados variacionais. Essa abordagem
foi escolhida para manter os resultados tão concisos quanto possível. Observe que a
Eq. (4.40) foi escrita em termos de δθ e δθ∼ tendo por base o fato que δθ depende
implicitamente dessas variações, como pode-se observar das Eqs. (4.22) e (4.24).

O objetivo do presente método multiescala é transformar a Eq. (4.40) em uma
equação suave, macroscópica. Considerando que o termo δθ∼ não deve estar presente
na descrição macroscópica do corpo homogeneizado, Bt, assume-se o seguinte enunciado
variacional macroscópico.

Hipótese 4.4: O enunciado variacional do problema homogeneizado (macroscópico) é:
Encontre θ ∈H de forma que∫

Bt

(
q? · δg + ιδθ

)
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da= 0, ∀δθ ∈H0, t ∈ I, (4.43)

onde δg = gradδθ.

A quantidade q? é um fluxo de calor macroscópico não-usual, como será mostrado
mais adiante, enquanto ι representa todas as quantidades escalares presentes na descrição
macroscópica. A grandeza q̂ é o fluxo de calor macroscópico normal prescrito. As
expressões para essas quantidades em termos das médias microscópicas serão reveladas ao
longo do trabalho. A hipótese recém enunciada pode ser tomada como a mais importante
do método que está sendo desenvolvido.

A Eq. (4.43) é equivalente a assumir-se para o corpo Bt a equação diferencial
(macroscópica) dada por

−divq?+ ι= 0 em Bt×I (4.44)

e para a sua fronteira natural ∂Bqt a condição de contorno natural (macroscópica)

q? ·n = q̂ em ∂Bqt ×I, (4.45)



30

enquanto a condição de contorno essencial é

θ =
〈
θ̂
〉
 

em ∂Bθt ×I (4.46)

e deve-se à restrição θ ∈H. A demonstração da equivalência é similar à apresentada para
o enunciado variacional do problema real.

Subtraindo a Eq. (4.43) da Eq. (4.40), tem-se
∫
Bt

〈
q · δg + rδθ− φ̇δθ

〉
�
dv−

∫
∂Bqt
〈q̂δθ〉 da=

∫
Bt

(
q? · δg + ιδθ

)
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da,

∀δθ ∈H0, δθ
∼ ∈H∼0 , t ∈ I. (4.47)

Proposição 4.1: Tendo por base a Eq. (4.47), escreve-se∫
Bt

(
q? · δg + ιδθ

)
dv =

∫
Bt

〈
q · δg + rδθ− φ̇δθ

〉
�
dv, ∀δθ;∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I, (4.48)∫

∂Bqt
q̂δθ da=

∫
∂Bqt
〈q̂δθ〉 da, ∀δθ ∈H0, t ∈ I. (4.49)

Na Eq. (4.49) a restrição δθ∼ ∈ H∼0 não é considerada porque δθ∼ = 0 em ∂Bt,
o que decorre da Hipótese 4.2. Além disso, a Eq. (4.48) é válida para qualquer campo
δθ, uma vez que não faria sentido manter a restrição δθ ∈ H0 em Bt. De fato, observe
que, conforme a definição de H0, dada na Eq. (4.32), a restrição aplica-se somente à
fronteira essencial de Bt. Com relação à motivação para a Proposição 4.1, observe que a
Eq. (4.47) se reduz à Eq. (4.48) quando toda a fronteira do corpo é essencial. Por outro
lado, ao prescrever-se q̂ = 0 na fronteira natural, não espera-se que q̂ seja diferente de zero
e, portanto, assume-se que a Eq. (4.48) seja satisfeita. Por essas razões, propõe-se que as
Eqs. (4.48) e (4.49) sejam válidas em um caso geral.

A Eq. (4.48) será utilizada para revelar as quantidades volumétricas, bem como as
condições de contorno e a forma variacional do problema do EVR. A Eq. (4.49), por sua
vez, será utilizada para revelar as quantidades superficiais homogeneizadas. A Eq. (4.48)
serve de base para a seguinte proposição, que funciona como um princípio que faz a ponte
entre as escalas:

Proposição 4.2: A versão estendida do princípio de Hill-Mandel para o problema de
condução de calor transiente com geração de calor assume a seguinte forma:

q? · δg + ιδθ =
〈
q · δg + rδθ− φ̇δθ

〉
�
, ∀δθ;∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt. (4.50)

Conforme será mostrado no decorrer deste trabalho, a importância da Eq. (4.50)
reside no fato de que ela engloba as condições de contorno e a forma variacional do
problema do EVR, e também as relações de homogeneização para as variáveis volumétricas
presentes na descrição macroscópica. Embora baseada em Larsson et al., 2010, a derivação
feita aqui é diferente. Em especial, as Proposições 4.1 e 4.2 são proposições originais deste
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trabalho.

Observação 4.2: A Eq. (4.50) é análoga à Eq. (29) apresentada no trabalho de de Souza
Neto et al., 2015, no contexto mecânico, que na notação do presente trabalho pode ser
escrita como

Tr : δF− f rδu = 〈Tr : δF−br · δu +ρrü · δu〉� , ∀δu; ∀δu ∈H∗0, (4.51)

em que H∗0 é um espaço definido de forma que os postulados u = 〈u〉� e F = 〈F〉� assu-
midos pelos autores sejam respeitados. É interessante observar que no referido trabalho
essa equação é assumida sem uma justificativa aparente, ao contrário do realizado nesta
tese para a Eq. (4.50). A estratégia utilizada na obtenção da Eq. (4.50), bem como sua
analogia direta com a Eq. (4.51), sugerem uma abordagem geral para a consideração de
efeitos inerciais que surgem da microescala.

Observação 4.3: Larsson et al., 2010, também obtêm uma equação que identificam
como uma generalização do princípio de Hill-Mandel, porém em uma forma menos clara
que a expressa pela Eq. (4.50).

Dada a Proposição 4.2, serão agora identificadas as condições de contorno e a forma
variacional do problema do EVR, bem como a natureza de q? e ι. No que segue, isso é
realizado utilizando um procedimento que é similar ao proposto por de Souza Neto et al.,
2015. Inicia-se empregando a expressão para θ na microescala, dada pelas Eqs. (4.22) e
(4.24):

θ (x, t;x) = θ (x, t) + g (x, t) · (x−x) + θ∼ (x, t;x) , (4.52)

de onde segue que
g = g + gradθ∼. (4.53)

Então, as variações de θ e g são dadas, respectivamente, por

δθ = δθ+ δg · (x−x) + δθ∼ (4.54)

e
δg = δg + gradδθ∼. (4.55)

Substituindo as duas últimas equações na Eq. (4.50), a versão estendida do princípio
de Hill-Mandel assume a seguinte forma:

q? · δg + ιδθ =
〈
q · (δg + gradδθ∼) +

(
r− φ̇

)[
δθ+ δg · (x−x) + δθ∼

]〉
�
,

∀δθ;∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt. (4.56)

Considerando que a Eq. (4.56) deve ser satisfeita para qualquer δθ, faz-se δθ = 0
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(e, consequentemente, δg = gradδθ = 0) para obter〈
q ·gradδθ∼+

(
r− φ̇

)
δθ∼

〉
�

= 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt. (4.57)

Essa equação representa a forma variacional do problema associado ao EVR. Equivalen-
temente, a Eq. (4.57) pode ser reescrita como

1
|�(x)|

∫
∂�
δθ∼q ·n da= 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt, (4.58)

onde a equação diferencial na microescala, Eq. (4.36), foi utilizada. Neste trabalho
emprega-se a Eq. (4.58) para definir-se as condições de contorno do problema associado
ao EVR.

As seguintes condições satisfazem a Eq. (4.58):

1. Condição de flutuação nula de temperatura na microescala:

θ∼ = 0, ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈�∪∂� . (4.59)

Portanto, δθ∼ = 0 ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈�∪∂�.

2. Condição de contorno de temperatura linear:

θ∼ = 0, ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂� . (4.60)

Portanto, δθ∼ = 0 ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂�. De maneira alternativa, essa condição
pode ser enunciada como

θ = θ+ g · (x−x) , ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂� . (4.61)

3. Condições de contorno periódicas:

q+
n =−q−n , ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂�, (4.62)
θ+ = θ−+ g ·

(
x+−x−

)
, ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂� . (4.63)

onde os índices + e − indicam pontos homólogos. Denotando faces homólogas por
�+ e �−, a Eq. (4.58) pode ser reescrita como∫

∂�
qnδθ

∼ da=
∫
∂�+

q+
n δθ

∼+ da+
∫
∂�−

q−n δθ
∼− da

=
∫
∂�+

(
q+
n δθ

∼+ + q−n δθ
∼−
)
da

=
∫
∂�+

q+
n

(
δθ∼+− δθ∼−

)
da, ∀t ∈ I,x ∈ Bt. (4.64)
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Da Eq. (4.54), pode-se escrever

δθ∼ = δθ− δθ− δg · (x−x) (4.65)

e, então,

δθ∼+ = δθ+− δθ− δg ·
(
x+−x

)
, (4.66)

δθ∼− = δθ−− δθ− δg ·
(
x−−x

)
. (4.67)

Subtraindo a Eq. (4.67) da Eq. (4.66), tem-se

δθ∼+− δθ∼− = δθ+− δθ−− δg ·
(
x+−x−

)
, (4.68)

e da Eq. (4.63) segue que

δθ+− δθ−− δg ·
(
x+−x−

)
= 0. (4.69)

Logo, das Eqs. (4.68) e (4.69), obtém-se

δθ∼+− δθ∼− = 0, (4.70)

que, utilizada na Eq. (4.64), faz com que a Eq. (4.58) seja satisfeita.

4. Condição de contorno de fluxo de calor uniforme (com g = 〈g〉�):
16

q ·n = q? ·n, ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂� . (4.71)

Neste caso, a Eq. (4.58) pode ser escrita como∫
∂�

q ·nδθ∼ da=
∫
∂�

q? ·nδθ∼ da

= q? ·
∫
∂�

nδθ∼ da

= q? ·
∫
�

gradδθ∼ dv, ∀t ∈ I,x ∈ Bt.

Da Eq. (4.55), tem-se
δ 〈g〉� = δ 〈g〉� + 〈gradδθ∼〉� . (4.72)

Se a hipótese g = 〈g〉� é utilizada, então 〈gradδθ∼〉� = 0, satisfazendo a Eq. (4.58).

Neste trabalho será utilizada a condição de contorno de temperatura linear, dada
pela Eq. (4.61). Uma consequência dessa condição de contorno é a relação g = 〈g〉�,
usualmente assumida nos modelos multiescala.

Em vista dos resultados anteriores, agora é possível definir o conjunto H∼ e o
16q? será definido mais adiante.
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espaço H∼0 como
H∼ :=

{
θ∼ ∈H1 (�×I) : θ∼ = 0 em ∂�×I

}
(4.73)

e
H∼0 := {v∼ : v∼ = θ∼a − θ∼b ; θ∼a , θ∼b ∈H∼} . (4.74)

Então,
H∼0 =H∼. (4.75)

Observação 4.4: A Eq. (4.57) é análoga à Eq. (32) apresentada por de Souza Neto et
al., 2015, no contexto mecânico, que na notação do presente trabalho pode ser escrita
como17 ∫

�
[Tr : ∇δu∼− (br−ρrü) · δu∼] dv = 0, ∀δu∼ ∈H∼0 ∗, (4.76)

onde H∼0 ∗ é o espaço das variações admissíveis das flutuações dos deslocamentos micros-
cópicos. Os autores, no entanto, ainda simplificam o problema ao considerar postulados
anteriores, isto é, u = 〈u〉� e F = 〈F〉�.

Observação 4.5: É importante mencionar que no trabalho de de Souza Neto et al., 2015,
as condições de contorno para o problema do EVR são derivadas previamente a partir dos
postulados u = 〈u〉� e F = 〈F〉�, enquanto nesta tese as condições de contorno surgem
naturalmente a partir da formulação multiescala, de maneira semelhante ao realizado por
Larsson et al., 2010.

Observação 4.6: No trabalho de Larsson et al., 2010, o cancelamento do primeiro dos
termos

−
∫
I

〈
q ·gradδθ∼+

(
r− φ̇

)
δθ∼

〉
�
dt+ 〈[φ(θ|t=0+)−φ0] δθ∼|t=0+〉� , (4.77)

que aparecem na primeira linha da Eq. (27) do referido trabalho (sendo φ0 a densidade
de energia interna inicial), define o problema do EVR. Exceto pela presença do termo

〈[φ(θ|t=0+)−φ0] δθ∼|t=0+〉� ,

e da integração no tempo do outro termo, que decorrem da inclusão da condição inicial nos
enunciados variacionais, o termo apresentado é idêntico ao que aparece no lado esquerdo
da Eq. (4.57)18. Além disso, o cancelamento do primeiro dos termos

−
∫
I

(
1

|�(x)|

∫
∂�
δθ∼q ·n da

)
dt+ 〈[φ(θ|t=0+)−φ0] δθ∼|t=0+〉� , (4.78)

que aparecem na segunda linha da Eq. (27) do trabalho mencionado, serve para definir
as condições de contorno do problema do EVR. As semelhanças com a Eq. (4.58) são
evidentes.

17O EVR �, no referido trabalho, está definido na configuração de referência.
18Porém, como pode-se observar, com o sinal trocado.
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Agora, para revelar a natureza de q? e ι, toma-se δθ∼ = 0 na Eq. (4.56), isto é,

q? · δg + ιδθ =
〈
q · δg +

(
r− φ̇

)
δg · (x−x) +

(
r− φ̇

)
δθ
〉

�
, ∀δθ;∀t ∈ I,x ∈ Bt. (4.79)

Definição 4.14: Define-se as seguintes médias na microescala:

q := 〈q〉� , (4.80)
φ := 〈φ〉� , (4.81)
φφφ := 〈φ(x−x)〉� , (4.82)
r := 〈r〉� , (4.83)
r := 〈r (x−x)〉� . (4.84)

Dada a definição anterior, a Eq. (4.79) pode ser reescrita como

q? · δg + ιδθ =
(

q + r−φ̇φφ
)
· δg +

(
r− φ̇

)
δθ, ∀δθ;∀t ∈ I,x ∈ Bt. (4.85)

Considerando a arbitrariedade de δθ (e δg), tem-se

q? = q + r−φ̇φφ, (4.86)

ι= r− φ̇. (4.87)

Logo, a natureza matemática do fluxo de calor macroscópico não-usual q? e da grandeza
escalar ι foram reveladas. Pode-se escrever também

q? =
〈
q +

(
r− φ̇

)
(x−x)

〉
�
, (4.88)

ι=
〈
r− φ̇

〉
�
. (4.89)

A Eq. (4.43) pode então ser reescrita como∫
Bt

[(
q + r−φ̇φφ

)
· δg +

(
r− φ̇

)
δθ
]
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da= 0, ∀δθ ∈H0, t ∈ I, (4.90)

e representa a forma variacional do problema macroscópico.

Observação 4.7: A Eq. (4.88) é análoga à Eq. (31) do trabalho de de Souza Neto et
al., 2015, que na notação do presente trabalho é escrita como

Tr =
〈
Tr− (br−ρrü)⊗

(
X−X

)〉
�
. (4.91)

Já a Eq. (4.89) é análoga à Eq. (33) do referido trabalho, a qual na notação desta tese é
escrita como

f r = 〈br−ρrü〉� . (4.92)

A comparação com o trabalho de Larsson et al., 2010, é mais clara por meio da equação
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diferencial, conforme apresentado mais adiante.

Substituindo as Eqs. (4.86) e (4.87) nas Eqs. (4.44) e (4.45), identifica-se a equação
diferencial macroscópica como

−div
(

q + r−φ̇φφ
)

+ r− φ̇= 0 em Bt×I, (4.93)

e a condição de contorno natural macroscópica como(
q + r−φ̇φφ

)
·n = q̂ em ∂Bqt ×I. (4.94)

Observação 4.8: Agora deseja-se comparar as Eqs. (4.93) e (4.94) com as Eqs. (36) e
(37) apresentadas por Larsson et al., 2010, as quais, após um pequeno rearranjo e na
notação do presente trabalho, são escritas como

−div
(

q−φ̇φφ
)

+ r− φ̇= 0 em Bt×I, (4.95)(
q−φ̇φφ

)
·n = q̂ em ∂Bqt ×I. (4.96)

As equações são idênticas, exceto pela ausência do termo r no trabalho de Larsson et
al., 2010. No entanto, tal ausência é uma consequência da hipótese de geração de calor
homogênea na microescala do referido trabalho. Ao considerar que a geração de calor é
homogênea na microescala, o termo r vai a zero e as equações apresentadas no trabalho
de Larsson et al., 2010, são obtidas. Além disso, como uma consequência da inclusão
da condição inicial na formulação variacional, Larsson et al., 2010, também obtêm uma
condição inicial homogeneizada.

Como pode-se observar na Eq. (4.93), a descrição macroscópica homogeneizada
depende não somente do divergente da média do fluxo de calor na microescala (q), mas
também do divergente da distribuição das taxas de energia interna e geração de calor
volumétricas ao longo do EVR finito, dadas por suas integrais ponderadas pela posi-
ção (dt 〈φ(x−x)〉� =

〈
φ̇(x−x)

〉
�

e 〈r (x−x)〉�). Essas duas últimas equações são as
contribuições da inércia térmica que surgem de uma descrição finita da microescala. A
Eq. (4.88) também pode ser escrita como

q? = 〈q〉� + 〈(divq)(x−x)〉� , (4.97)

utilizando-se a Eq. (4.36).
O termo x−x pode ser visto como uma influência da escala. Quando |x−x| → 0,

os efeitos de inércia térmica desaparecem, conforme mostrado no Apêndice B.
Na descrição macroscópica, a energia interna também depende do gradiente de

temperatura, uma dependência que viola os postulados da termodinâmica irreversível
clássica, conforme pode-se observar a partir do item (a) na pág. 12. Tal dependência
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pode ser vista ao escrever-se

φ̇= dt 〈φ〉� =
〈
φ̇
〉

�
=
〈
ρcθ̇

〉
�

=
〈
ρc

d
dt
[
θ+ g · (x−x) + θ∼

]〉
�
, (4.98)

onde c é o calor específico do material. De fato, a descrição macroscópica se encaixa
em uma abordagem termodinâmica não-local, na qual permite-se que a energia interna
dependa do gradiente de temperatura. Veja, por exemplo, Nguyen e Andrieux, 2005, e
Giusti e Blanco, 2012.

Agora volta-se a atenção para a identificação dos termos de fronteira na Eq. (4.49).

Proposição 4.3: Da Eq. (4.49), escreve-se

q̂δθ = 〈q̂δθ〉 , ∀δθ ∈H0, t ∈ I,x ∈ ∂B
q
t . (4.99)

Usando a Eq. (4.54), a Eq. (4.99) pode ser reescrita como

q̂δθ =
〈
q̂
[
δθ+ δg · (x−x) + δθ∼

]〉
 

= 〈q̂〉 δθ+ 〈q̂ (x−x)〉 ·gradδθ, ∀δθ ∈H0, t ∈ I,x ∈ ∂B
q
t , (4.100)

onde fez-se uso da Hipótese 4.2 (θ∼= 0 em cada ESR) para obter-se δθ∼= 0. É conveniente
rearranjar a Eq. (4.100) como(

q̂−〈q̂〉 
)
δθ = 〈q̂ (x−x)〉 ·gradδθ, ∀δθ ∈H0, t ∈ I,x ∈ ∂B

q
t . (4.101)

Assume-se que q̂−〈q̂〉 6= 0 em algum ponto arbitrário x∗ ∈ ∂Bqt . Então escolhe-se uma
variação δθ que em x∗ é não-nula e tem um gradiente (macroscópico) nulo. Essa variação
está no espaço H0. Se é substituída na Eq. (4.101), tem-se(

q̂−〈q̂〉 
)

︸ ︷︷ ︸
6=0

δθ︸︷︷︸
6=0

= 0, ∀t ∈ I. (4.102)

Isso é claramente uma contradição. Portanto, q̂−〈q̂〉 = 0 em x∗. No entanto, como x∗

foi escolhido de forma arbitrária, tem-se

q̂−〈q̂〉 = 0, ∀t ∈ I,x ∈ ∂Bqt , (4.103)

ou
q̂ = 〈q̂〉 em ∂Bqt ×I. (4.104)

Esse resultado indica qual é a expressão para o fluxo de calor macroscópico prescrito e
é o primeiro dos dois resultados a serem obtidos com a Eq. (4.101). Agora, utilizando a
Eq. (4.104) na Eq. (4.101), encontra-se

〈q̂ (x−x)〉 ·gradδθ = 0, ∀δθ ∈H0, t ∈ I,x ∈ ∂B
q
t . (4.105)
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Assume-se então que 〈q̂ (x−x)〉 6= 0 para algum ponto arbitrário x∗ ∈ ∂Bqt . Então
escolhe-se uma variação δθ cujo gradiente em x∗ é não-nulo e não-ortogonal a 〈q̂ (x−x)〉 .
Essa variação está no espaço H0, e se é substituída na Eq. (4.105), tem-se

〈q̂ (x−x)〉 ︸ ︷︷ ︸
6=0

·gradδθ︸ ︷︷ ︸
6=0

= 0, ∀t ∈ I. (4.106)

Essa é uma contradição, uma vez que gradδθ é não-ortogonal a 〈q̂ (x−x)〉 . Portanto,
〈q̂ (x−x)〉 = 0 para x∗. Porém, como x∗ foi escolhido de forma arbitrária, tem-se

〈q̂ (x−x)〉 = 0, ∀t ∈ I,x ∈ ∂Bqt , (4.107)

ou
〈q̂ (x−x)〉 = 0 em ∂Bqt ×I. (4.108)

Esse resultado indica quais formas funcionais de q̂ são passíveis de homogeneização de
acordo com esse modelo multiescala.

Observação 4.9: As Eqs. (4.104) e (4.108) são iguais às apresentadas por Larsson et
al., 2010; essas equações não são numeradas, mas podem ser encontradas na pg. 1665, no
texto após a Eq. (21).

A descrição macroscópica para um EVR infinitesimal está apresentada no Apêndice
B.

4.6 Resumo do modelo multiescala

Nesta seção será feito um pequeno resumo do modelo multiescala desenvolvido.

• Enunciado variacional do problema microscópico: Encontre θ∼ ∈H∼ tal que〈
q ·gradδθ∼+

(
r− φ̇

)
δθ∼

〉
�

= 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt. (Eq. (4.57))

• Condição por meio da qual as condições de contorno do problema microscópico
podem ser determinadas:

1
|�(x)|

∫
∂�
δθ∼q ·n da= 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 , t ∈ I,x ∈ Bt. (Eq. (4.58))

• Condição de contorno do problema microscópico utilizada neste trabalho:

θ = θ+ g · (x−x) , ∀ t ∈ I,x ∈ Bt,x ∈ ∂� . (Eq. (4.61))

• Quantidades macroscópicas:

q := 〈q〉� , (Eq. (4.80))
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φ := 〈φ〉� , (Eq. (4.81))
φφφ := 〈φ(x−x)〉� , (Eq. (4.82))
r := 〈r〉� , (Eq. (4.83))
r := 〈r (x−x)〉� , (Eq. (4.84))
q̂ = 〈q̂〉 . (Eq. (4.104))

• Enunciado variacional do problema homogeneizado (macroscópico): Encontre θ ∈H
de forma que∫

Bt

[(
q + r−φ̇φφ

)
· δg +

(
r− φ̇

)
δθ
]
dv−

∫
∂Bqt

q̂δθ da= 0, ∀δθ ∈H0, t ∈ I.
(Eq. 4.90)

• Forma forte do problema macroscópico:

– Equação diferencial:

−div
(

q + r−φ̇φφ
)

+ r− φ̇= 0 em Bt×I. (Eq. (4.93))

– Condição de contorno natural:(
q + r−φ̇φφ

)
·n = q̂ em ∂Bqt ×I. (Eq. (4.94))

– Condição de contorno essencial:

θ =
〈
θ̂
〉
 

em ∂Bθt ×I. (Eq. (4.46))

• Fluxo prescrito passível de homogeneização:

〈q̂ (x−x)〉 = 0 em ∂Bqt ×I. (Eq. (4.108))
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5 IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO MULTIESCALA

O modelo multiescala que resultou das definições, hipóteses e proposições descritas
no capítulo anterior é consistente com o apresentado em Larsson et al., 2010, e, portanto,
a estratégia de solução apresentada no referido trabalho pode ser, e de fato é, utilizada
como base neste capítulo. Deve-se observar, no entanto, que a implementação descrita
neste trabalho tem termos adicionais que decorrem da consideração de uma geração de
calor não-homogênea na microescala.

Definição 5.1: Define-se o intervalo de tempo

In := (tn−1, tn) , (5.1)

em que tn é o tempo correspondente ao passo de tempo n e tn−1 é o tempo correspondente
ao passo de tempo n−1.

A seguir, o subscrito n serve para indicar que uma grandeza deve ser avaliada em
t= tn.

Definição 5.2: A derivada temporal de um campo ϕ no instante de tempo n é aproxi-
mada por meio do método de Euler-Galerkin implícito:

ϕ̇n ≈
(
ϕn−ϕn−1

∆t

)
, (5.2)

com ∆t := tn− tn−1.

5.1 Solução do problema na microescala

Como a Eq. (4.57) deve ser verificada para qualquer intervalo de tempo In, pode-se
estabelecer o seguinte enunciado.

Enunciado 5.1 (Forma semi-discreta da microescala): Para cada intervalo de tempo
In, n= 1,2, . . . ,N , dado θ�n , encontre θ∼n ∈H∼ tal que

R�
(
θ�n + θ∼n ;δθ∼

)
:= 〈δθ∼ (φn−φn−1)〉�−〈δθ

∼rn〉� ∆t−〈qn ·gradδθ∼〉� ∆t

= 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 . (5.3)

Definição 5.3: Com o objetivo de simplificar a expressão para a variação de R�, apre-
sentada a seguir, define-se as seguintes notações compactas para derivadas:

φ′ := dφ
dθ (escalar), (5.4)

r′ := dr
dθ (escalar), (5.5)
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Y := ∂q
∂θ

(vetor), (5.6)

K :=−∂q
∂g

(tensor de segunda ordem). (5.7)

A variação de R�
(
θ�n + θ∼n ;δθ∼

)
em θn fica expressa por

R′� (θn;δθ∼,dθ) =
〈
δθ∼

dφn
dθ dθ

〉
�
−
〈
δθ∼

drn
dθ dθ

〉
�

∆t−
〈
∂qn
∂θ

dθ ·gradδθ∼
〉

�
∆t

−
〈(

∂qn
∂ (gradθ) graddθ

)
·gradδθ∼

〉
�

∆t, ∀δθ∼ ∈H∼0 , (5.8)

ou então, utilizando a Definição 5.3,

R′� (θn;δθ∼,dθ) =
〈
δθ∼φ′ndθ

〉
�
−
〈
δθ∼r′ndθ

〉
�

∆t−〈Yndθ ·gradδθ∼〉� ∆t

+ 〈(Kn graddθ) ·gradδθ∼〉� ∆t, ∀δθ∼ ∈H∼0 . (5.9)

Seja uma determinada iteração k, com temperatura correspondente θkn. A nova
estimativa para a temperatura é dada por

θk+1
n = θkn+dθ, (5.10)

em que a atualização dθ ∈H∼0 é obtida de

R�
(
θk+1
n ;δθ∼

)
=R�

(
θkn;δθ∼

)
+R′�

(
θkn;δθ∼,dθ

)
= 0 (5.11)

∴−R′�
(
θkn;δθ∼,dθ

)
=R�

(
θkn;δθ∼

)
, ∀δθ∼ ∈H∼0 . (5.12)

A estimativa inicial pode ser assumida como

θ0
n = θ�n . (5.13)

Quando o resíduo R�
(
θkn;δθ∼

)
é suficientemente pequeno (dentro de uma tolerância pré-

estabelecida), o processo iterativo é finalizado.

5.2 Solução do problema na macroescala

Para a solução do problema macroscópico, a integração no tempo é naturalmente
escolhida de forma idêntica à microescala. Então, a Eq. (4.90) deve ser verificada para
qualquer intervalo de tempo In. O seguinte problema pode então ser enunciado.
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Enunciado 5.2 (Forma semi-discreta da macroescala): Para cada intervalo de tempo
In, n= 1,2, . . . ,N , encontre θn ∈H tal que

R
(
θn;δθ

)
:=
∫
Bt
δθ
(
φn−φn−1

)
dv−

∫
Bt
δθrn dv∆t−

∫
Bt

qn ·gradδθ dv∆t

+
∫
Bt

(
φφφn−φφφn−1

)
·gradδθ dv−

∫
Bt

rn ·gradδθ dv∆t

+
∫ tn

tn−1

∫
∂Bqt

q̂δθ da dt= 0, ∀δθ ∈H0. (5.14)

Definição 5.4: Define-se os seguintes operadores tangentes para simplificar a notação
na sequência do trabalho:

B := ∂φ

∂g
(vetor), (5.15)

C := ∂φ

∂θ
(escalar), (5.16)

B̂ := ∂φφφ

∂g
(tensor de segunda ordem), (5.17)

Ĉ := ∂φφφ

∂θ
(vetor), (5.18)

D := ∂r

∂g
(vetor), (5.19)

E := ∂r

∂θ
(escalar), (5.20)

D̂ := ∂r
∂g

(tensor de segunda ordem), (5.21)

Ê := ∂r
∂θ

(vetor), (5.22)

Y := ∂q
∂θ

(vetor), (5.23)

K :=−∂q
∂g

(tensor de segunda ordem). (5.24)

Considerando a Definição 5.4, pode-se escrever

dφ= Cdθ+ B ·dg, (5.25)

dφφφ = Ĉdθ+ B̂dg, (5.26)
dr = Edθ+ D ·dg, (5.27)

dr = Êdθ+ D̂dg, (5.28)
dq = Ydθ−Kdg. (5.29)

Utilizando a Definição 5.4 e agrupando termos, a variação de R
(
θn;δθ

)
fica ex-

pressa por
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R′
(
θn;δθ,dθ

)
=
∫
Bt
δθ
(
Cn−En∆t

)
dθ dv+

∫
Bt
δθ
(
Bn−Dn∆t

)
·graddθ dv

−
∫
Bt

gradδθ ·
(

Yn∆t− Ĉn+ Ên∆t
)
dθ dv

+
∫
Bt

gradδθ ·
[(

Kn∆t+ B̂n− D̂n∆t
)

graddθ
]
dv, ∀δθ ∈H0. (5.30)

Seja uma determinada iteração K, com temperatura correspondente θKn . O novo
valor para a temperatura é dado por

θ
K+1
n = θ

K
n +dθ, (5.31)

em que a atualização dθ ∈H0 é obtida de

R
(
θ
K+1
n ;δθ

)
=R

(
θ
K
n ;δθ

)
+R′

(
θ
K
n ;δθ,dθ

)
= 0 (5.32)

∴−R′
(
θ
K
n ;δθ,dθ

)
=R

(
θ
K
n ;δθ

)
, ∀δθ ∈H0. (5.33)

Quando o resíduo R
(
θ
K
n ;δθ

)
é suficientemente pequeno (dentro de uma tolerância

pré-estabelecida), o processo iterativo é finalizado. Para a determinação da variação do
resíduo macroscópico, R′

(
θn;δθ,dθ

)
, é necessário determinar os operadores tangentes, o

que será feito na seção seguinte.

5.3 Cálculo dos operadores tangentes

O objetivo desta seção consiste em determinar os operadores tangentes da Defini-
ção 5.4. Para tal, é preciso determinar como varia a temperatura θ na microescala (ou
seja, em um determinado EVR) conforme variam θ e g. Por isso, θ e g são, nesse contexto,
independentes:

θ = θ
(
θ,g

)
, (5.34)

de forma que
dθ = ∂θ

∂θ
dθ+ ∂θ

∂g
·dg. (5.35)

Inicialmente, deve-se expressar o diferencial dθ = dθ�+dθ∼ em termos de dθ e dg.
O diferencial de θ� pode ser escrito como

dθ� = dθ+ (x−x) ·dg. (5.36)

Definição 5.5: Define-se as sensibilidades θ̂∼
θ

e θ̂∼(i)
g como

θ̂∼
θ

:= ∂θ∼

∂θ
, (5.37)

θ̂
∼(i)
g := ∂θ∼

∂gi
. (5.38)
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De acordo com a Definição 5.5, pode-se escrever

dθ∼ = θ̂∼
θ
dθ+ θ̂

∼(i)
g dgi. (5.39)

e, então, utilizando a Eq. (5.36),

dθ = dθ�+dθ∼ =
(
1 + θ̂∼

θ

)
dθ+

(
xi−xi+ θ̂

∼(i)
g

)
dgi. (5.40)

Agora que dθ está expressa em termos de dθ e dg, pode-se obter os operadores
tangentes listados na Definição 5.4 (pág. 42). Esses operadores serão escritos como função
das sensibilidades apresentadas na Definição 5.5. Na próxima seção, as expressões para a
determinação de tais sensibilidades serão obtidas.

Primeiramente, serão determinadas as expressões para Y e K, e os demais opera-
dores serão determinados fazendo uso da mesma estratégia. Observa-se que

dqi = dq ·ei = d(q ·ei) = d
(
〈q ·ei〉�

)
= 〈Ydθ ·ei〉�−〈(Kgrad dθ) ·ei〉� . (5.41)

Substituindo a expressão para dθ, Eq. (5.40), tem-se, após alguma manipulação algébrica,

dqi =
[
〈[Y]i〉� +

〈
[Y]i θ̂

∼
θ

〉
�
−
〈[

Kgrad θ̂∼
θ

]
i

〉
�

]
dθ

−
[〈

[K]ij
〉

�
+
〈[

Kgrad θ̂∼(j)
g

]
i

〉
�
−〈[Y]i (xj−xj)〉�−

〈
[Y]i θ̂

∼(j)
g

〉
�

]
dgj , (5.42)

de onde, por comparação com a Eq. (5.29), se identifica[
Y
]
i
= 〈[Y]i〉� +

〈
[Y]i θ̂

∼
θ

〉
�
−
〈[

Kgrad θ̂∼
θ

]
i

〉
�
, (5.43)[

K
]
ij

=
〈
[K]ij

〉
�

+
〈[

Kgrad θ̂∼(j)
g

]
i

〉
�
−〈[Y]i (xj−xj)〉�−

〈
[Y]i θ̂

∼(j)
g

〉
�
. (5.44)

Já dφ pode ser obtido de

dφ= d〈φ〉� =
〈
φ′dθ

〉
�
. (5.45)

Substituindo a expressão para dθ, Eq. (5.40), tem-se

dφ=
(〈
φ′
〉

�
+
〈
φ′θ̂∼

θ

〉
�

)
dθ+

(〈
φ′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
φ′θ̂
∼(i)
g

〉
�

)
dgi, (5.46)

de onde se identifica, por comparação com a Eq. (5.25),

C =
〈
φ′
〉

�
+
〈
φ′θ̂∼

θ

〉
�
, (5.47)[

B
]
i
=
〈
φ′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
φ′θ̂
∼(i)
g

〉
�
. (5.48)
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Quanto a dφφφ, pode-se escrever[
dφφφ
]
i
= d〈φ(xi−xi)〉� =

〈
φ′ (xi−xi)dθ

〉
�
. (5.49)

Substituindo a expressão para dθ, dada pela Eq. (5.40), tem-se

[
dφφφ
]
i
=
[〈
φ′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
φ′ (xi−xi) θ̂∼θ

〉
�

]
dθ

+
[〈
φ′ (xi−xi)(xj−xj)

〉
�

+
〈
φ′ (xi−xi) θ̂∼(j)

g

〉
�

]
dgj . (5.50)

A comparação da Eq. (5.50) com a Eq. (5.26) resulta na identificação[
Ĉ
]
i
=
〈
φ′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
φ′ (xi−xi) θ̂∼θ

〉
�
, (5.51)[

B̂
]
ij

=
〈
φ′ (xi−xi)(xj−xj)

〉
�

+
〈
φ′ (xi−xi) θ̂∼(j)

g

〉
�
. (5.52)

O diferencial dr é análogo ao diferencial dφ. Então, pode-se escrever

dr =
(〈
r′
〉

�
+
〈
r′θ̂∼

θ

〉
�

)
dθ+

(〈
r′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
r′θ̂
∼(i)
g

〉
�

)
dgi. (5.53)

Comparando esse resultado com a Eq. (5.27), identifica-se

E =
〈
r′
〉

�
+
〈
r′θ̂∼

θ

〉
�
, (5.54)[

D
]
i
=
〈
r′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
r′θ̂
∼(i)
g

〉
�
. (5.55)

Já o diferencial dr é análogo ao diferencial dφφφ, de onde pode-se escrever

[dr]i =
[〈
r′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
r′ (xi−xi) θ̂∼θ

〉
�

]
dθ

+
[〈
r′ (xi−xi)(xj−xj)

〉
�

+
〈
r′ (xi−xi) θ̂∼(j)

g

〉
�

]
dgj , (5.56)

e de onde, por comparação com a Eq. (5.28), se identifica[
Ê
]
i
=
〈
r′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
r′ (xi−xi) θ̂∼θ

〉
�
, (5.57)[

D̂
]
ij

=
〈
r′ (xi−xi)(xj−xj)

〉
�

+
〈
r′ (xi−xi) θ̂∼(j)

g

〉
�
. (5.58)

5.4 Cálculo das sensibilidades correspondentes à flutuação de temperatura

Na seção anterior os operadores tangentes foram escritos em termos das sensibilida-
des θ̂∼

θ
, θ̂
∼(i)
g ∈H∼0 . Nesta seção serão obtidas expressões com as quais essas sensibilidades

podem ser determinadas.
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Inicialmente observa-se que, da Eq. (5.3), pode-se escrever

R� (θ;δθ∼) = 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 (5.59)

e
R� (θ+dθ;δθ∼) = 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 , (5.60)

o que implica em
R′� (θ;δθ∼,dθ) = 0, ∀δθ∼ ∈H∼0 . (5.61)

Substituindo a expressão para dθ, dada pela Eq. (5.40), na Eq. (5.61), e considerando o
fato de que essa equação deve ser satisfeita para quaisquer dθ e dgi, obtém-se as seguintes
equações:1

(i) Encontre θ̂∼
θ
∈H∼0 tal que

〈
δθ∼φ′θ̂∼

θ

〉
�
−
〈
δθ∼r′θ̂∼

θ

〉
�

∆t−
〈
θ̂∼
θ

Y ·gradδθ∼
〉

�
∆t

+
〈(

Kgrad θ̂∼
θ

)
·gradδθ∼

〉
�

∆t=−
〈
δθ∼φ′

〉
�

+
〈
δθ∼r′

〉
�

∆t

+ 〈Y ·gradδθ∼〉� ∆t, ∀δθ∼ ∈H∼0 ; (5.62)

(ii) Encontre θ̂∼(i)
g ∈ H∼0 , i = 1, . . . ,ndim , onde ndim é o número de dimensões do pro-

blema, tal que〈
δθ∼φ′θ̂

∼(i)
g

〉
�
−
〈
δθ∼r′θ̂

∼(i)
g

〉
�

∆t−
〈
θ̂
∼(i)
g Y ·gradδθ∼

〉
�

∆t

+
〈(

Kgrad θ̂∼(i)
g

)
·gradδθ∼

〉
�

∆t=−
〈
δθ∼φ′ (xi−xi)

〉
�

+
〈
δθ∼r′ (xi−xi)

〉
�

∆t+ 〈Y (xi−xi) ·gradδθ∼〉� ∆t

−〈(Kei) ·gradδθ∼〉� ∆t, ∀δθ∼ ∈H∼0 . (5.63)

5.5 Solução do problema na microescala pelo método dos elementos finitos

Nesta seção a solução do problema na microescala, dado pelas Eqs. (5.3), (5.9) e
(5.12), será descrita em termos do método de elementos finitos. Para tanto, é introduzido
o espaço de elementos finitos H∼h da forma usual (com o espaço das variações correspon-
dente denotado por H∼h0 ). Antes de descrever a solução do problema na microescala, no
entanto, são necessárias algumas definições.

Definição 5.6: O vetor funções de forma microscópico é definido por

N :=
[
N1 (x) N2 (x) · · · Nnnós (x)

]>
(5.64)

e contém as chamadas funções de forma da microescala [Hughes, 2000], Ni (x), i =
1O índice n não está apresentado nas equações com o objetivo de não sobrecarregar a notação.
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1,2, . . . ,nnós, onde nnós é o número de nós da malha de elementos finitos associada ao
EVR.

Definição 5.7: O vetor temperatura microscópico é definido por

θθθ :=
[
θ1 (t) θ2 (t) · · · θnnós (t)

]>
(5.65)

e contém os coeficientes da combinação linear mostrada a seguir (ver Eq. (5.66)), a qual
aproxima o campo de temperatura microscópica. Como está sendo utilizado o método
dos elementos finitos, as funções de forma, cada qual associada a um nó da malha que
representa o domínio físico na microescala, têm propriedades que tornam as componentes
θi(t), i= 1,2, . . . ,nnós, os valores nodais da temperatura microscópica.

O campo de temperatura é então aproximado por

θh (x, t) = N>θθθ = N l>θθθ l+ Np>θθθp, (5.66)

onde os sobrescritos l e p indicam nós com temperatura livre e prescrita, respectivamente.
De acordo com essa aproximação, tem-se

dθh = N l>dθθθ l. (5.67)

Já o campo das variações é aproximado por

δθ∼h = N l>v l, (5.68)

onde v l é um vetor arbitrário.

Definição 5.8: Define-se a matriz gradiente das funções de forma microscópicas por

B := grad N =



∂N1
∂x1

· · · ∂N1
∂xndim

∂N2
∂x1

· · · ∂N2
∂xndim

... ... ...

∂Nnnós

∂x1
· · · ∂Nnnós

∂xndim



. (5.69)

Assim, o gradiente de temperatura microscópico pode ser aproximado por

gh = B>θθθ . (5.70)
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Definição 5.9: A reelaboração do problema em termos de um sistema de equações algé-
bricas, conforme mostrado logo a seguir (ver Eq. (5.75)), motiva a definição das seguintes
matrizes:

C :=
〈
φ′nN N>

〉
�
, (5.71)

Q :=
〈
r′nN N>

〉
�
, (5.72)

Y :=
〈

B [Y]n N>
〉

�
, (5.73)

K :=
〈

B [K]n B>
〉

�
. (5.74)

Substituindo as Eqs. (5.3) e (5.9) na Eq. (5.12), e então usando as aproximações
para dθ e δθ∼, dadas pelas Eqs. (5.67) e (5.68), e considerando a arbitrariedade do vetor
v l, obtém-se o seguinte sistema de equações algébricas (omitindo o índice k):

A l,ldθθθ l =−r l, (5.75)

onde a matriz tangente microscópica (completa) é definida por2

A := C +
(
−Q − Y + K

)
∆t, (5.76)

e o vetor resíduo microscópico é definido por

r := 〈N (φn−φn−1)〉�−〈Nrn〉� ∆t−
〈

B [q]n
〉

�
∆t. (5.77)

A matriz C l,l, por exemplo, é definida por C l,l :=
〈
φ′nN lN l>

〉
�
. Já a matriz C l,p, a ser

mencionada futuramente, é definida por C l,p :=
〈
φ′nN lNp>

〉
�
. As demais matrizes e o

vetor r l são definidos de forma análoga.

Observação 5.1: No caso de considerar-se a microescala em regime estacionário e sem
geração de calor, as Eqs. (5.76) e (5.77) passam a ser, respectivamente,

A :=
(
−Y + K

)
∆t (5.78)

e
r :=−

〈
B [q]n

〉
�

∆t. (5.79)

Mesmo nesse caso, os efeitos da taxa de variação de energia interna e da geração de calor
devem ser considerados diretamente sobre a macroescala, porquanto, caso contrário, o
problema seria estacionário e sem geração de calor do ponto de vista macroscópico tam-
bém. Para que isso seja feito, as matrizes C e Q precisam ser sempre computadas, uma

2Na realidade, apenas a submatriz A l,l = C l,l +
(
−Q l,l− Y l,l+ K l,l

)
∆t é utilizada na solução do

problema, conforme a Eq. (5.75). Porém, mais adiante será feita menção à submatriz A l,p (veja, por
exemplo, a Eq. (5.94) na pág. 50) e, portanto, preferiu-se a definição da matriz (completa) A já neste
ponto do texto.
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vez que serão utilizadas no cálculo dos operadores tangentes (ver Eqs. (5.95)–(5.102)),
embora possivelmente não sejam necessárias para o cômputo da matriz tangente micros-
cópica, conforme observa-se na Eq. (5.78).

5.6 Solução dos problemas de sensibilidade pelo método dos elementos finitos

Nesta seção será descrita a solução dos problemas de sensibilidade, dado pelas
Eqs. (5.62) e (5.63), pelo método dos elementos finitos. Para tal, é necessário escrever
as sensibilidades em termos das funções de forma do método dos elementos finitos, bem
como fazer uso de outras definições, a seguir enunciadas.

Definição 5.10: Para o caso bidimensional, as variáveis nodais correspondentes às sen-
sibilidades θ̂∼(i)

g são denotadas pela matriz

θ̂θθ∼g =
[
θ̂θθ
∼(1)
g θ̂θθ

∼(2)
g

]
:=
 θ̂θθ∼l(1)

g θ̂θθ
∼l(2)
g

θ̂θθ
∼p(1)
g θ̂θθ

∼p(2)
g

=
θ̂θθ∼l(1)

g θ̂θθ
∼l(2)
g

0 0

 , (5.80)

onde os termos nulos decorrem do fato que a derivada ∂θ∼/∂gi é nula para os nós pres-
critos.

Observação 5.2: Os vetores e matrizes do método de elementos finitos devem ser cons-
truídos de forma que os nós prescritos tenham numeração sempre superior aos nós livres,
para que a construção dada pela Eq. (5.80) seja possível.

Por meio da Definição 5.10, a sensibilidade θ̂∼(i)
g é aproximada por

θ̂
∼(i)
g = N> θ̂θθ∼(i)

g (5.81)

= N l> θ̂θθ
∼l(i)
g . (5.82)

Definição 5.11: As variáveis nodais correspondentes à sensibilidade θ̂∼
θ

são denotadas
pelo vetor

θ̂θθ∼θ :=
 θ̂θθ∼lθ
θ̂θθ
∼p
θ

=
θ̂θθ∼lθ

0

 , (5.83)

onde os termos nulos decorrem do fato que a derivada ∂θ∼/∂θ é nula para os nós prescritos.

Por meio da Definição 5.11, a sensibilidade θ̂∼
θ

é então aproximada por

θ̂∼
θ

= N> θ̂θθ∼θ (5.84)
= N l> θ̂θθ∼lθ . (5.85)

Definição 5.12: Para o caso bidimensional, as variáveis nodais associadas a xj−xj são
denotadas pela matriz
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θ̂θθ� =
[
θ̂θθ�(1) θ̂θθ�(2)

]
:=
 θ̂θθ�l(1) θ̂θθ�l(2)

θ̂θθ�p(1) θ̂θθ�p(2)

 , (5.86)

onde o componente
[
θ̂θθ�

]
ij

da matriz é definido como

[
θ̂θθ�

]
ij

:= (xj−xj)|nó i . (5.87)

Com auxílio dessa definição, o termo xi−xi pode ser escrito como

xi−xi = N> θ̂θθ�(i). (5.88)

Definição 5.13: O vetor θ̂θθ1 é definido como

θ̂θθ1 :=
θ̂θθ l1
θ̂θθ
p
1

 , (5.89)

com
θ̂1i = 1, i= 1,2, . . .nnós. (5.90)

De acordo com essa definição, tem-se

1 = N> θ̂θθ1. (5.91)

Agora que as sensibilidades estão escritas em termos das funções de forma do
método dos elementos finitos, pode-se reescrever as Eqs. (5.62) e (5.63) em termos das
matrizes de elementos finitos. Após algumas manipulações, a Eq. (5.62) pode ser reescrita
como

A l,l θ̂θθ∼lθ =
(
−C l,l+ Q l,l∆t+ Y l,l∆t

)
θ̂θθ l1 +

(
−C l,p+ Q l,p∆t+ Y l,p∆t

)
θ̂θθ
p
1, (5.92)

onde se faz uso da Definição 5.9 (pág. 47).

Observação 5.3: No caso de considerar-se a microescala em regime estacionário sem
geração de calor, a Eq. (5.92) passa a ser

A l,l θ̂θθ∼lθ =
(
Y l,l θ̂θθ l1 + Y l,p θ̂θθ

p
1
)

∆t, (5.93)

sendo A dada pela Eq. (5.78).

A outra equação a ser resolvida é a Eq. (5.63). Após manipulações, obtém-se

A l,l θ̂θθ
∼l(i)
g =−A l,l θ̂θθ�l(i)− A l,p θ̂θθ�p(i), (5.94)

onde A l,p é definida de maneira análoga à definição de C l,p discutida anteriormente (ver
texto após a Eq. (5.77)).
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Uma vez que θ̂θθ∼lθ e θ̂θθ
∼l(i)
g , e, portanto, θ̂θθ∼θ e θ̂θθ

∼(i)
g , estejam determinados, os

operadores tangentes podem ser reescritos utilizando notação matricial:[
B
]
i
= θ̂θθ>1 C

(
θ̂θθ�(i) + θ̂θθ

∼(i)
g

)
, (5.95)

C = θ̂θθ>1 C
(
θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
, (5.96)[

B̂
]
ij

=
(
θ̂θθ�(i))> C (θ̂θθ�(j) + θ̂θθ

∼(j)
g

)
, (5.97)[

Ĉ
]
i
=
(
θ̂θθ�(i))> C (θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
, (5.98)[

D
]
i
= θ̂θθ>1 Q

(
θ̂θθ�(i) + θ̂θθ

∼(i)
g

)
, (5.99)

E = θ̂θθ>1 Q
(
θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
, (5.100)[

D̂
]
ij

=
(
θ̂θθ�(i))> Q (θ̂θθ�(j) + θ̂θθ

∼(j)
g

)
, (5.101)[

Ê
]
i
=
(
θ̂θθ�(i))> Q (θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
, (5.102)[

Y
]
i
=
(
θ̂θθ�(i))> Y (θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
−
(
θ̂θθ�(i))> K θ̂θθ∼θ , (5.103)[

K
]
ij

=
(
θ̂θθ�(i))> K (θ̂θθ�(j) + θ̂θθ

∼(j)
g

)
−
(
θ̂θθ�(i))> Y (θ̂θθ�(j) + θ̂θθ

∼(j)
g

)
. (5.104)

Para exemplificação, a determinação de C pode ser demonstrada a partir da Eq.
(5.47) como:

C =
〈
φ′
〉

�
+
〈
φ′θ̂∼

θ

〉
�

=
〈
φ′
(
1 + θ̂∼

θ

)〉
�

=
〈
φ′
(
Nj θ̂1j +Nj θ̂

∼
θj

)〉
�

=
〈
φ′Nj

(
θ̂1j + θ̂∼

θj

)〉
�

=
〈
φ′1Nj

(
θ̂1j + θ̂∼

θj

)〉
�

=
〈
φ′Niθ̂1iNj

(
θ̂1j + θ̂∼

θj

)〉
�

= θ̂1i
〈
φ′NiNj

〉
�

(
θ̂1j + θ̂∼

θj

)
= θ̂θθ>1

〈
φ′N N>

〉
�

(
θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
= θ̂θθ>1 C

(
θ̂θθ1 + θ̂θθ∼θ

)
. (5.105)

5.7 Solução do problema na macroescala pelo método dos elementos finitos

Nesta seção a solução do problema na macroescala, dado pelas Eqs. (5.14), (5.30) e
(5.33), será descrita em termos do método de elementos finitos. Para tanto, introduz-se o
espaço de elementos finitosHh da forma usual (com o espaço das variações correspondente
denotado por Hh0). Antes de descrever a solução do problema na macroescala, no entanto,
são necessárias algumas definições.

Definição 5.14: O vetor funções de forma macroscópico é definido por

N :=
[
N1 (x) N2 (x) · · · NNnós (x)

]>
(5.106)

e contém as chamadas funções de forma da macroescala, N I (x), I = 1,2, . . . ,Nnós, onde
Nnós é o número de nós da malha associada ao corpo macroscópico.
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Definição 5.15: O vetor temperatura macroscópico é definido por

θθθ :=
[
θ1 (t) θ2 (t) · · · θNnós (t)

]>
(5.107)

e contém os coeficientes da combinação linear mostrada a seguir (ver Eq. (5.108)), a qual
aproxima o campo de temperatura macroscópica. Como está sendo utilizado o método
dos elementos finitos, as funções de forma, cada qual associada a um nó da malha que
representa o domínio físico na macroescala, têm propriedades que tornam as componentes
θI (t), I = 1,2, . . . ,Nnós, os valores nodais da temperatura macroscópica.

O campo de temperatura macroscópica é aproximado por

θ
h (x, t) = N>θθθ = N l>θθθ l+ Np>θθθp. (5.108)

De acordo com essa aproximação, tem-se

dθh = N l>dθθθ l. (5.109)

Deve-se observar que dθθθp é nulo pelo fato de que essa equação será utilizada para uma
iteração fixa na solução do problema macroscópico, para a qual a temperatura prescrita
se mantém constante.3

O campo das variações é aproximado por

δθ
h = N l>v l, (5.110)

onde v l é um vetor arbitrário.

Definição 5.16: Define-se a matriz gradiente (macroscópico) das funções de forma ma-
croscópicas por

B := gradN =



∂N1
∂x1

· · · ∂N1
∂xndim

∂N2
∂x1

· · · ∂N2
∂xndim

... ... ...

∂NNnós

∂x1
· · · ∂NNnós

∂xndim



. (5.111)

Assim, o gradiente de temperatura macroscópico pode ser aproximado por

gh = B>θθθ . (5.112)
3Embora, naturalmente, a temperatura prescrita possa variar ao longo do tempo.
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A solução do problema sugere a definição das seguintes matrizes.

Definição 5.17: De forma a escrever a linearização do problema de forma sucinta, con-
forme mostrado logo a seguir, as seguintes matrizes são definidas:4

B :=
∫
Bt

N
[
B
]>
n

B> dv, (5.113)

C :=
∫
Bt

NCnN> dv, (5.114)

B̂ :=
∫
Bt

B
[
B̂
]
n

B> dv, (5.115)

Ĉ :=
∫
Bt

B
[
Ĉ
]
n

N> dv, (5.116)

D :=
∫
Bt

N
[
D
]>
n

B> dv, (5.117)

E :=
∫
Bt

NEnN> dv, (5.118)

D̂ :=
∫
Bt

B
[
D̂
]
n

B> dv, (5.119)

Ê :=
∫
Bt

B
[
Ê
]
n

N> dv, (5.120)

Y :=
∫
Bt

B
[
Y
]
n

N> dv, (5.121)

K :=
∫
Bt

B
[
K
]
n

B> dv. (5.122)

Substituindo as Eqs. (5.14) e (5.30) na Eq. (5.33), e utilizando as aproximações
para dθ e δθ, dadas pelas Eqs. (5.109) e (5.110), e considerando a arbitrariedade do vetor
v l, obtém-se o seguinte sistema de equações algébricas:

A l,ldθθθ l =−r l, (5.123)

onde a matriz tangente macroscópica é definida por

A := C + B + Ĉ + B̂ +
(
K − Ê − Y − D − E − D̂

)
∆t (5.124)

e o vetor resíduo macroscópico é definido por

r :=
∫
Bt

N
(
φn−φn−1

)
dv−

∫
Bt

Nrn dv∆t−
∫
Bt

B [q]n dv∆t

+
∫
Bt

B
([
φφφ
]
n
−
[
φφφ
]
n−1

)
dv−

∫
Bt

B [r]n dv∆t+
∫ tn

tn−1

∫
∂Bqt

q̂N da dt. (5.125)

4Nas expressões da Definição 5.17, o índice n refere-se ao instante de tempo.
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5.8 Integração

Nesta tese, as integrações numéricas são realizadas por meio da quadratura de
Gauss-Legendre.5 O número de pontos de integração necessários para uma integração
exata depende do grau do polinômio a ser integrado (veja a seção 5.5.5 de Bathe, 1996).
Neste trabalho, o número de pontos de integração está assim definido:

• Elementos triangulares lineares: 3 pontos de integração;

• Elementos quadrilaterais bilineares: 4 pontos de integração;

• Elementos quadrilaterais quadráticos incompletos: 9 pontos de integração.

5.9 Linearizações

5.9.1 Cálculo de φ′

Considerando que o meio é assumido como infinitamente rígido, a Eq. (5.4) pode
ser escrita como

φ′ = dφ
dθ = d

dθ

∫ θ

θref
ρc(θ∗) dθ∗ = ρc(θ) , (5.126)

onde θref é a temperatura de referência para o cálculo da energia interna.

5.9.2 Cálculo de K e Y

Será utilizada a Lei de Fourier para descrever a condução de calor na microescala
(veja Cap. 3). Desse modo, as equações relativas ao fluxo de calor encontradas na Definição
5.3 serão calculadas fazendo uso explícito do modelo de condução de Fourier. Assumindo
uma relação

q =−κκκ(θ)gradθ, (5.127)

tem-se (veja as Eqs. (5.6) e (5.7))

K = κκκ(θ) , (5.128)

Y =−dκκκ(θ)
dθ gradθ. (5.129)

5.10 Algoritmo

Nesta seção são apresentados os algoritmos empregados na solução do problema
multiescala. Ao iniciar pelo algoritmo mais externo, isto é, o Algoritmo 1, todos os
demais são referenciados no devido momento. O vetor θθθ� que aparece nos algoritmos
contém os valores nodais de θ�. Os comentários são iniciados pelo símbolo ..

5A estratégia de integração de Gauss-Legendre tem sido amplamente utilizada no contexto dos méto-
dos multiescala. Entretanto, poderiam ser utilizadas regras de integração diferentes, tais como aquelas
definidas para os pontos de Barlow.
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Há dois programas, um macroscópico, denominado Conducao_Calor_Macro (veja
o Algoritmo 1), e um microscópico, denominado Conducao_Calor_Micro (veja o Algo-
ritmo 2). A transferência de informações da macroescala para a microescala é feita por
meio de argumentos na chamada do programa Conducao_Calor_Micro. As variáveis que
devem ser transferidas da microescala para a macroescala são salvas em arquivos, que
são lidos pelo programa Conducao_Calor_Macro à medida que isso se faz necessário.
Deve-se ressaltar que as variáveis associadas a cada ponto de integração só são salvas na
estrutura de programação quando o problema pertinente (macroscópico ou microscópico)
converge. De modo semelhante, os arquivos de restart dos problemas microscópicos para
um dado instante de tempo só são salvos após os problemas microscópicos e macroscópi-
cos convergirem. Os arquivos de restart mencionados servem para recuperar as soluções
microscópicas do instante de tempo anterior.

Neste trabalho, as tolerâncias para os erros nos resíduos macroscópico e microscó-
pico são ambas definidas em termos do passo de tempo como

tolr = 10−6∆t (5.130)

e
tolr = 10−9∆t. (5.131)

Algoritmo 1 Programa Conducao_Calor_Macro
1: programa Conducao_Calor_Macro ()
2: Inicialize o tempo: t← 0.
3: Inicialize o incremento de tempo: ∆t← 0.

. ∆t é inicializado por ser um argumento da subrotina Resolva_Problema_Micro,
chamada a seguir.

4: Compute o vetor temperatura macroscópico: θθθ l0.
5: Resolva_Problema_Micro(θθθ l0, t, ∆t, .verdadeiro.) . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 14
6: Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Macro( ) . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 3

. As variáveis associadas a cada ponto de integração são atualizadas a partir das infor-
mações dos arquivos micro_<elem>_<pi>, advindos da microescala, onde elem e
pi indicam, respectivamente, o elemento finito e o ponto de integração macroscópicos.

7: Escreva_Saida_Macro(θθθ l0, t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 11
8: Inicialize o vetor temperatura macroscópico: θθθ l← θθθ l0.
9: Compute o incremento de tempo: ∆t← tf/N .

10: Atualize o tempo: t← t+ ∆t.
11: enquanto t≤ tf faça
12: Resolva_Sistema_Nao_Linear_Macro(θθθ l, θθθ ln−1, t) . . . . . . . . . . Algoritmo 15
13: Escreva_Saida_Macro(θθθ l, t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 11
14: Atualize o tempo: t← t+ ∆t.
15: Atualize o vetor temperatura macroscópico: θθθ ln−1← θθθ l.
16: fim enquanto
17: fim programa
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Algoritmo 2 Programa Conducao_Calor_Micro
1: programa Conducao_Calor_Micro (t, ∆t, θh, gh, elem, pi, reg)
2: Prescreva as condições de contorno: θθθp← θθθ�p.
3: se t= 0 então
4: Compute o vetor temperatura microscópico: θθθ ln−1← θθθ�l.
5: Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Micro(θθθ ln−1, t) . . . .. Algoritmo 4
6: Compute_E_Escreva_Quantidades_Macro(θθθ ln−1, elem, pi) . . Algoritmo 6
7: se reg = .verdadeiro. então
8: Escreva_Restart_Micro(θθθ ln−1, t, elem, pi) . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 10
9: fim se

10: Defina θθθ l: θθθ l← θθθ ln−1.
. Para utilização na chamada da subrotina Escreva_Saida_Micro.

11: senão
12: Leia_Restart_Micro(θθθ ln−1, elem, pi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 13
13: Inicialize o vetor temperatura microscópico: θθθ l← θθθ�l.
14: Resolva_Sistema_Nao_Linear_Micro(θθθ l, θθθ ln−1, t, A , C , K , Q , Y)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Algoritmo 16
15: Compute_E_Escreva_Quantidades_Macro(θθθ l, elem, pi) . . . . . Algoritmo 6
16: Compute θ̂θθ�. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.86)
17: Compute θ̂θθ1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.89)
18: Compute_Sensibilidades(A , C , K , Q , Y , θ̂θθ�, θ̂θθ1, θ̂θθ∼θ , θ̂θθ

∼
g ) . . . . . Algoritmo 9

19: Compute_E_Escreva_Operadores_Tangentes(C , K , Q , Y , θ̂θθ�, θ̂θθ1, θ̂θθ∼
θ
,

θ̂θθ∼g , elem, pi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 5
20: se reg = .verdadeiro. então
21: Escreva_Restart_Micro(θθθ l, t, elem, pi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Algoritmo 10
22: fim se
23: fim se
24: se reg = .verdadeiro. então
25: Escreva_Saida_Micro(θθθ l, t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Algoritmo 12
26: fim se
27: fim programa

Algoritmo 3 Subrotina Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Macro
1: procedimento Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Macro( )
2: para elem← 1,Nelem faça

. Nelem é o número de elementos finitos da malha macroscópica.
3: para pi← 1,Npi faça

. Npi é o número de pontos de integração em cada elemento da malha macroscópica.
4: atualize as variáveis do ponto de integração pi do elemento elem a partir da leitura

das informações contidas no arquivo micro_<elem>_<pi>.
5: fim para
6: fim para
7: fim procedimento
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Algoritmo 4 Subrotina Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Micro
1: procedimento Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Micro(θθθ l, t)
2: para i← 1,nelem faça

. nelem é o número de elementos finitos da malha microscópica.
3: para j← 1,npi faça

. npi é o número de pontos de integração em cada elemento da malha microscópica.
4: Compute e atualize as variáveis associadas a este ponto de integração.
5: fim para
6: fim para
7: fim procedimento

Algoritmo 5 Subrotina Compute_E_Escreva_Operadores_Tangentes
1: procedimento Compute_E_Escreva_Operadores_Tangentes(C , K , Q , Y , θ̂θθ�,

θ̂θθ1, θ̂θθ∼θ , θ̂θθ
∼
g , elem, pi)

2: Compute o operador tangente
[
B
]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.95)

3: Compute o operador tangente C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.96)
4: Compute o operador tangente

[
B̂
]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.97)

5: Compute o operador tangente
[
Ĉ
]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.98)

6: Compute o operador tangente
[
D
]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.99)
7: Compute o operador tangente E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.100)
8: Compute o operador tangente

[
D̂
]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.101)

9: Compute o operador tangente
[
Ê
]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.102)

10: Compute o operador tangente
[
Y
]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.103)

11: Compute o operador tangente
[
K
]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.104)
12: Escreva os operadores tangentes no arquivo micro_<elem>_<pi>.
13: fim procedimento

Algoritmo 6 Subrotina Compute_E_Escreva_Quantidades_Macro
1: procedimento Compute_E_Escreva_Quantidades_Macro(θθθ l, elem, pi)
2: Compute o fluxo de calor macroscópico, q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.80)
3: Compute a densidade de energia interna macroscópica, φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.81)
4: Compute a densidade de energia interna macroscópica ponderada, φφφ. . . . . . . . . . . (4.82)
5: Compute a densidade de fornecimento de calor macroscópica, r. . . . . . . . . . . . . . . . (4.83)
6: Compute a densidade de fornecimento de calor macroscópica ponderada, r. . . . . (4.84)
7: Compute o fluxo de calor macroscópico normal prescrito, q̂. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.103)
8: Escreva as quantidades macroscópicas no arquivo micro_<elem>_<pi>.
9: fim procedimento
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Algoritmo 7 Subrotina Compute_Matriz_Tangente_Macro
1: procedimento Compute_Matriz_Tangente_Macro(θθθ l, ∆t, A l,l)
2: Compute a matriz tangente B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.113)

. Nesta, e em cada uma das matrizes tangentes computadas, a informação do operador
tangente correspondente é lida no arquivo micro_<elem>_<pi>.

3: Compute a matriz tangente C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.114)
4: Compute a matriz tangente B̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.115)
5: Compute a matriz tangente Ĉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.116)
6: Compute a matriz tangente D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.117)
7: Compute a matriz tangente E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.118)
8: Compute a matriz tangente D̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.119)
9: Compute a matriz tangente Ê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.120)

10: Compute a matriz tangente Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.121)
11: Compute a matriz tangente K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.122)
12: Compute a matriz tangente A l,l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.124)
13: fim procedimento

Algoritmo 8 Subrotina Compute_Matrizes_Tangentes_Micro
1: procedimento Compute_Matrizes_Tangentes_Micro(θθθ l, ∆t, A , C , K , Q , Y)
2: Compute a matriz tangente C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.71)
3: Compute a matriz tangente Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.72)
4: Compute a matriz tangente Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.73)
5: Compute a matriz tangente K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.74)
6: se considera-se divq = 0 na microescala então
7: Compute a matriz tangente A reduzida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.78)
8: senão
9: Compute a matriz tangente A completa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.76)

10: fim se
11: fim procedimento

Algoritmo 9 Subrotina Compute_Sensibilidades
1: procedimento Compute_Sensibilidades(A , C , K , Q , Y , θ̂θθ�, θ̂θθ1, θ̂θθ∼θ , θ̂θθ

∼
g )

2: se considera-se divq = 0 na microescala então
3: Compute a sensibilidade θ̂θθ∼

θ
reduzida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.83), (5.93)

4: senão
5: Compute a sensibilidade θ̂θθ∼

θ
completa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.83), (5.92)

6: fim se
7: Compute a sensibilidade θ̂θθ∼g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.80), (5.94)
8: fim procedimento

Algoritmo 10 Subrotina Escreva_Restart_Micro
1: procedimento Escreva_Restart_Micro(θθθ l, t, elem, pi)
2: Escreva t, θθθ e as variáveis associadas a cada ponto de integração no arquivo

restart_micro_<elem>_<pi>.
3: fim procedimento



59

Algoritmo 11 Subrotina Escreva_Saida_Macro
1: procedimento Escreva_Saida_Macro(θθθ l, t)
2: Escreva o tempo, a temperatura, etc., em um arquivo para pós-processamento.
3: fim procedimento

Algoritmo 12 Subrotina Escreva_Saida_Micro
1: procedimento Escreva_Saida_Micro(θθθ l, t)
2: Escreva temperatura, fluxo de calor, etc., em um arquivo para pós-processamento.
3: fim procedimento

Algoritmo 13 Subrotina Leia_Restart_Micro
1: procedimento Leia_Restart_Micro(θθθ ln−1, elem, pi)
2: Leia a temperatura do arquivo restart_micro_<elem>_<pi>: θθθ ln−1.
3: para i← 1,nelem faça
4: para j← 1,npi faça
5: Armazene as variáveis deste ponto de integração, lendo-as do arquivo

restart_micro_<elem>_<pi>.
6: fim para
7: fim para
8: fim procedimento

Algoritmo 14 Subrotina Resolva_Problema_Micro
1: procedimento Resolva_Problema_Micro(θθθ l, t, ∆t, reg)
2: para elem← 1,Nelem faça
3: para pi← 1,Npi faça
4: Compute a temperatura no ponto de integração: θh. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.108)
5: Compute o gradiente de temperatura no ponto de integração: gh. . . . . . (5.112)
6: Conducao_Calor_Micro(t, ∆t, θh, gh, elem, pi, reg) . . . . . . . . Algoritmo 2
7: fim para
8: fim para
9: fim procedimento
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Algoritmo 15 Subrotina Resolva_Sistema_Nao_Linear_Macro
1: procedimento Resolva_Sistema_Nao_Linear_Macro(θθθ l, θθθ ln−1, t)
2: para K = 1,Kmáx faça
3: Resolva_Problema_Micro(θθθ l, t, ∆t, .falso.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 14
4: Compute o vetor resíduo macroscópico: r l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.125)

. Para o cômputo do vetor resíduo macroscópico, as grandezas associadas ao ponto
de integração pi do elemento elem são lidas no arquivo micro_<elem>_<pi>,
advindo da microescala.

5: Compute o erro no vetor resíduo macroscópico: er ←
∥∥∥r l

∥∥∥
∞
.

6: se er ≤ tolr então
7: Saia do laço.
8: fim se
9: Compute_Matriz_Tangente_Macro(θθθ l, ∆t, A l,l) . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 7

. Para o cômputo da matriz tangente macroscópica, os operadores tangentes são
lidos nos arquivos micro_<elem>_<pi>, advindos da microescala.

10: Resolva o sistema A l,ldθθθ l =−r l para dθθθ l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.123)
11: Atualize o vetor temperatura macroscópico: θθθ l← θθθ l+dθθθ l.
12: fim para
13: Resolva_Problema_Micro(θθθ l, t, ∆t, .verdadeiro.) . . . . . . . . . . . . . . . .. Algoritmo 14

. Após a solução do problema microscópico, deve-se gerar os arquivos de restart e de
pós-processamento; por isso o valor .verdadeiro. para a variável muda reg.

14: Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Macro( ) . . . . . . . . . . . . . . Algoritmo 3
. As variáveis associadas a cada ponto de integração são atualizadas a partir das in-
formações dos arquivos micro_<elem>_<pi>, advindos da microescala.

15: fim procedimento
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Algoritmo 16 Subrotina Resolva_Sistema_Nao_Linear_Micro
1: procedimento Resolva_Sistema_Nao_Linear_Micro(θθθ l, θθθ ln−1, t, A , C , K , Q ,
Y)

2: para k = 1,kmáx faça
3: se considera-se divq = 0 na microescala então
4: Compute o vetor resíduo microscópico reduzido: r l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.79)
5: senão
6: Compute o vetor resíduo microscópico completo: r l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (5.77)
7: fim se
8: Compute o erro no vetor resíduo microscópico: er ←

∥∥∥r l
∥∥∥
∞
|�|.

. Achou-se conveniente multiplicar o erro no resíduo pelo volume do EVR, de forma
a manter consistência com o cálculo do erro do resíduo na solução do problema
convencional (uma única escala) pelo método dos elementos finitos.

9: se er ≤ tolr então
10: Saia do laço.
11: fim se
12: Compute_Matrizes_Tangentes_Micro(θθθ l, ∆t, A , C , K , Q , Y)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Algoritmo 8
13: Resolva o sistema A l,ldθθθ l =−r l para dθθθ l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.75)
14: Atualize o vetor temperatura microscópico: θθθ l← θθθ l+dθθθ l.
15: fim para
16: Compute_Matrizes_Tangentes_Micro(θθθ l, ∆t, A , C , K , Q , Y) . Algoritmo 8
17: Atualize_Variaveis_Ponto_Integracao_Micro(θθθ l, t) . . . . . . . . . . . Algoritmo 4
18: fim procedimento

5.10.1 Oscilações espúrias devidas a um passo de tempo inadequado

É importante mencionar possíveis problemas relacionados à escolha do passo de
tempo utilizado na solução do problema transiente. Para determinados esquemas de in-
tegração no tempo existe um valor máximo para o incremento de tempo, ∆tmáx , acima
do qual a solução torna-se instável. Esse não é o caso para o esquema de integração
backward Euler, utilizado neste trabalho, o qual é incondicionalmente estável. Porém,
quando o passo de tempo é reduzido para uma malha com tamanho fixo, oscilações es-
paciais espúrias podem poluir a solução para valores pequenos de passo de tempo. Como
um exemplo de tal situação, a Fig. 5.1 apresenta a temperatura6 em x= 0,6Lp para uma
placa 0 < x < Lp, sem geração de calor, com fluxo nulo em x = 0, temperatura nula em
x= Lp e temperatura inicial igual a θ0. A solução foi computada por Harari, 2004, com 5
elementos lineares iguais e utilizou-se o esquema de integração no tempo backward Euler,
o mesmo utilizado nesta tese, com um passo de tempo pequeno. Dadas as condições
inicial e de contorno do problema descrito, o valor extremo da temperatura deve ocorrer
em t= 0 e, portanto, a solução obtida contém oscilações espaciais espúrias para instantes
iniciais de tempo.

Conforme esperado, bem como observado em simulações realizadas neste trabalho,
6Nesta subseção, as grandezas dizem respeito a uma única escala.
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Figura 5.1 – Temperatura θ normalizada pela temperatura inicial θ0 em x = 0,6Lp para
uma placa 0 < x < Lp, sem geração de calor, com fluxo nulo em x = 0 e temperatura
nula em x= Lp. A solução foi computada com 5 elementos lineares iguais e utilizou-se o
esquema de integração no tempo de backward Euler com um passo de tempo de 0,025h2/k,
onde h é o tamanho do elemento e k é a difusividade térmica. A solução analítica também
está apresentada. Adaptado de Harari, 2004.

as oscilações espúrias também podem ocorrer para a solução do problema multiescala. Os
resultados apresentados neste trabalho foram obtidos com um passo de tempo definido
manualmente de forma que tais oscilações não estivessem presentes.

5.10.2 Paralelização

Com o objetivo de reduzir o tempo de solução dos problemas, o laço que inicia na
linha 3 do Algoritmo 14 foi paralelizado. Isso significa que dentro de um elemento finito
macroscópico, os problemas da microescala associados a cada ponto de integração desse
elemento são resolvidos simultaneamente. Naturalmente, a quantidade de problemas da
microescala que são resolvidos simultaneamente é limitada pelo número de núcleos do
processador utilizado. No caso deste trabalho, utilizou-se um processador com 8 núcleos,
o que significa que no máximo 8 problemas associados à microescala são resolvidos si-
multaneamente. A paralelização foi realizada por meio da Interface de Programação de
Aplicativos (API, do inglês Application Programming Interface) OpenMP.
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6 VERIFICAÇÃO DO MODELO MULTIESCALA

Este capítulo tem como proposta a verificação do modelo multiescala. É importante
ressaltar que por verificar o modelo entende-se avaliar:

1. se em casos especiais, simples, ele reproduz a solução esperada;

2. se ele de fato captura os efeitos de inércia térmica, e quando eles são importantes.

Na parte inicial deste capítulo o modelo multiescala será aplicado a materiais ho-
mogêneos. Na Seção 6.1, propõe-se um problema linear transiente bastante simples, de
solução conhecida na macroescala. O resultado do procedimento multiescala é também
comparado com a solução convencional (uma única escala) obtida pelo método de ele-
mentos finitos1. Na Seção 6.2, um problema semelhante ao anterior é apresentado. A
diferença é que o problema é não-linear, isto é, algumas propriedades são dependentes da
temperatura. Comparações entre as soluções fornecidas pelo método multiescala FE2 e
pelo método de elementos finitos convencional são apresentadas. Na Seção 6.3 é proposta
a análise da solução de um problema de condução de calor transiente linear com gera-
ção de calor. No modelo multiescala a geração é dada no EVR homogêneo, enquanto no
método de elementos finitos convencional ela é incorporada de forma convencional pelo
termo de geração na forma fraca.

Na Seção 6.4 é proposta a análise da influência da inércia térmica da microescala.
Para tanto, uma microescala heterogênea é modelada. São analisados casos variando
a difusividade térmica da matriz e da carga, e também o tamanho do EVR. Ainda,
nessa seção é proposta a análise de um problema com geração de calor considerando uma
microescala heterogênea com presença de duas fases distintas, onde apenas uma apresenta
geração de calor. Em todos os casos são mostradas comparações entre os resultados do
modelo multiescala, com e sem a inclusão dos termos de inércia térmica, levando, para o
último, a uma modelagem da microescala em regime estacionário. Em especial, a solução
completa (isto é, modelando as inclusões diretamente na macroescala) de um problema
linear transiente é comparada à solução multiescala, sendo possível analisar o efeito da
consideração ou não da influência da inércia térmica da microescala sobre os resultados
do modelo.

Para o problema não-linear analisado neste capítulo são apresentadas curvas mos-
trando a convergência do resíduo macroscópico para alguns instantes de tempo seleciona-
dos.

No capítulo seguinte serão realizadas algumas simulações com um elastômero car-
regado com negro de fumo, com o objetivo de demonstrar a aplicabilidade do modelo,

1A expressão solução convencional pelo método dos elementos finitos será empregada neste trabalho
para fazer referência a uma solução para um problema com uma única escala, obtida pelo método dos
elementos finitos.
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bem como as possibilidades de trabalhos futuros.

6.1 Problema linear de condução de calor

Nesta seção será analisado um problema no qual o EVR é homogêneo. Serão
apresentadas as soluções em alguns nós da malha macroscópica, comparando-as com a
solução convencional obtida pelo método de elementos finitos. Para esse problema em
particular, a solução multiescala macroscópica também será comparada com a solução
analítica, uma vez que ela existe.

Problema 6.1: Trata-se de um problema unidimensional, porém simulado com elemen-
tos 2D em estado plano. Uma placa 0 ≤ x1 ≤ Lp = 1 homogênea, que inicialmente se
encontra a θ = 0, tem suas faces x1 = 0 e x1 = 1 mantidas, respectivamente, a θ = 0 e
θ = 100 para t > 0 (veja a Fig. 6.1a). O corpo macroscópico é discretizado conforme a
Fig. 6.1b, na qual estão descritas as condições de contorno aplicadas sobre a malha de
elementos finitos. No que diz respeito à microescala, cada EVR é um quadrado de lado
0,002, conforme a Fig. 6.1c. As características das malhas macroscópica e microscópica
estão apresentadas na Tab. 6.1, bem como as propriedades físicas do constituinte. O passo
de tempo utilizado está descrito a seguir.

Considerando-se uma solução convencional por elementos finitos desse problema, o
uso de elementos quadrilaterais bilineares de 4 nós, de lado h, implica na necessidade de
utilizar-se um passo de tempo [Thomas e Zhou, 1997]

∆t≥ h2

2k = 0,0003125, (6.1)

para evitar oscilações espaciais espúrias, sendo

k := κ

ρc
(6.2)

a difusividade térmica do material. Tanto para a solução do problema multiescala quanto
para a solução convencional por elementos finitos, descrita mais adiante, utilizou-se um
passo de tempo ∆t= 0,0004.

A solução analítica desse problema [Carslaw e Jaeger, 1959, pg. 310], na notação
desta tese, pode ser escrita como

θ (x1, t) = θ|x1=Lp

∞∑
m=0

{
erfc

[
(2m+ 1)Lp−x1

2
√
kt

]
− erfc

[
(2m+ 1)Lp+x1

2
√
kt

]}
, (6.3)

onde
erfc(ϕ) := 1− erf (ϕ) (6.4)

é a função erro complementar e
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x1 = 0 x1 = 1

θ = 0 θ = 100

x1

(a) Uma placa 0 ≤ x1 ≤ Lp = 1 homogênea, com temperatura inicial nula, é submetida às con-
dições de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [0, 1] e x2 = [0, 0,05]. As condições de con-
torno nas faces verticais estão indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q̂ = 0, dado o caráter unidimensional do problema.

(c) Malha do EVR.

Figura 6.1 – Representação esquemática e malhas do corpo macroscópico e do elemento
de volume representativo para o Problema 6.1.
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Tabela 6.1 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.1

Grandeza Macroescala Microescala

c — 0,5
ρ — 0,5
κκκ — 11a

Elementos 20 Quad4b 4 Quad4b

Nós 42 9
a 1 é a identidade.
b Quad4: Quadrilateral bilinear de 4 nós.

erf (ϕ) := 2√
π

∫ ϕ

0
e−ω

2
dω, (6.5)

por sua vez, é a função erro. Para a obtenção da solução analítica aproximada, m foi
variado de 0 a 1000.

A comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução analítica pode
ser observada na Fig. 6.2. A concordância entre as soluções é excelente, exceto quando o
gradiente de temperatura é elevado, o que ocorre, por exemplo, para os instantes iniciais
em x1 = 0,9 (veja a Fig. 6.2b).

Uma solução convencional pelo método dos elementos finitos também foi obtida.
Nessa solução, há apenas uma escala, discretizada de maneira idêntica à discretização
da macroescala e na qual estão definidas diretamente as propriedades do material. A
solução desse problema é virtualmente igual à solução multiescala, e ambas as soluções
estão apresentadas na Fig. 6.3. A sobreposição das curvas é um bom indicativo, no que
diz respeito tanto ao modelo multiescala quanto à sua implementação.

6.2 Problema não-linear de condução de calor

Problema 6.2: Um problema semelhante ao Problema 6.1 é agora analisado. A dife-
rença entre este problema e o anterior é que agora analisa-se um material não-linear. As
malhas da macroescala (bem como as condições de contorno) e da microescala são as
mesmas apresentadas na Fig. 6.1, e suas características estão reapresentadas na Tab. 6.2,
que também contém as propriedades do material não-linear em questão. Um passo de
tempo ∆t= 0,0004 foi novamente utilizado.

A solução multiescala macroscópica e a solução convencional por elementos finitos
estão apresentadas na Fig. 6.4 e são virtualmente idênticas. Esse resultado é importante,
uma vez que trata-se de um problema não-linear, ou seja, embora as propriedades térmicas
variem ao longo do EVR associado a um determinado ponto de integração da malha
macroscópica, a resposta macroscópica é igual àquela obtida pela solução convencional,
na qual a propriedade é avaliada apenas no ponto de integração. A convergência do
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(b) Visualização de uma porção reduzida do gráfico. Apenas 1 a cada 2 pontos está marcado.

Figura 6.2 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução analítica
para o Problema 6.1.
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Figura 6.3 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução convencional
por elementos finitos para o Problema 6.1.
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Tabela 6.2 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.2

Grandeza Macroescala Microescala

c — 0,002θ+ 0,5, 0≤ θ ≤ 100
ρ — 0,5
κκκ — (0,01θ+ 1)1, 0≤ θ ≤ 100

Elementos 20 Quad4 4 Quad4
Nós 42 9

resíduo macroscópico para alguns instantes de tempo selecionados pode ser observada na
Fig. 6.5. O bom comportamento do gráfico indica que as matrizes tangentes associadas
à macroescala (ao menos aquelas associadas a esse problema em particular) e, portanto,
os operadores tangentes macroscópicos, estão bem calculados e implementados. Como os
operadores tangentes macroscópicos dependem das matrizes tangentes microscópicas, o
mesmo vale para essas também.

6.3 Problema linear de condução de calor com geração de calor

Para completar a análise de um EVR homogêneo, é proposto agora um problema
com geração de calor na microescala. As soluções são apresentadas em alguns nós da
malha macroscópica, comparando-as com a solução convencional obtida pelo método de
elementos finitos. As soluções serão primeiramente comparadas com a solução analítica,
já que ela pode ser encontrada na literatura.

Problema 6.3: Trata-se, assim como anteriormente, de um problema 1D (veja a Fig. 6.6)
simulado com elementos 2D. Uma placa −Lp ≤ x1 ≤ Lp, Lp = 0,5, homogênea, que inici-
almente se encontra a θ = 0, tem suas faces mantidas a θ = 0 para t > 0 (veja a Fig. 6.6a).
Devido à simetria em torno de x1 = 0, apenas metade do corpo macroscópico é discre-
tizado para a simulação por elementos finitos, impondo-se, então, a condição de fluxo
normal nulo em x1 = 0 (veja a Fig. 6.6b). A discretização do corpo macroscópico está
apresentada na Fig. 6.6c, na qual as condições de contorno estão descritas. No que diz
respeito à microescala, cada EVR é novamente um quadrado de lado 0,002, discretizado
de acordo com a Fig. 6.1c. As características das malhas macroscópica e microscópica
estão apresentadas na Tab. 6.3, bem como as propriedades físicas do constituinte, que são
iguais às do material do Problema 6.1, porém com densidade de fornecimento de calor
não-nula e igual a r = 1. Para a solução do problema utilizou-se um passo de tempo
∆t= 0,001.
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Figura 6.4 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução convencional
por elementos finitos para o Problema 6.2.
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Figura 6.5 – Convergência do resíduo macroscópico para o Problema 6.2 para alguns
instantes de tempo selecionados. A tolerância para o erro no vetor resíduo macroscópico
é de 4×10−10 e está indicada pela linha tracejada.

Tabela 6.3 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.3

Grandeza Macroescala Microescala

c — 0,5
ρ — 0,5
κκκ — 11
r — 1

Elementos 10 Quad4 4 Quad4
Nós 22 9
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x1 =−0,5 x1 = 0,5

θ = 0 θ = 0

x1

r = 1

(a) Problema original: uma placa −0,5 ≤ x1 ≤ 0,5 homogênea, com temperatura inicial nula e
densidade de fornecimento de calor r = 1, tem suas faces mantidas a θ = 0.

x1 = 0 x1 = 0,5

θ = 0

x1

r = 1q̂ = 0

(b) Problema simplificado devido à simetria em x1 = 0.

(c) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [0, 0,5] e x2 = [0, 0,05]. As condições de
contorno nas faces verticais estão indicadas em (b), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q̂ = 0, dado o caráter unidimensional do problema.

Figura 6.6 – Representação esquemática e malha do corpo macroscópico para o Problema
6.3.
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A solução analítica desse problema [Carslaw e Jaeger, 1959, pg. 130], na notação
do presente trabalho, é expressa por

θ (x1, t) =
rL2

p

2κ

{
1− x2

1
L2
p
− 32
π3

∞∑
m=0

{
(−1)m

(2m+ 1)3 cos
[

(2m+ 1)πx1
2Lp

]
e−k(2m+1)2π2t/(4L2

p)
}}

.

(6.6)
Para a obtenção da solução analítica aproximada, variou-se m de 0 a 1000.

A comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução analítica pode
ser observada na Fig. 6.7. A concordância entre as soluções é muito boa. De maneira si-
milar ao realizado para as simulações anteriores, obteve-se uma solução convencional pelo
método dos elementos finitos, na qual há apenas uma escala. Nesse problema, a malha
é idêntica à malha macroscópica e nela estão definidas diretamente as propriedades do
material. A solução desse problema é virtualmente igual à solução multiescala macroscó-
pica, e ambas as soluções estão apresentadas na Fig. 6.8. Novamente, a sobreposição das
curvas é um comportamento que indica a correta implementação do modelo multiescala.

6.4 Influência da inércia térmica da microescala

Nesta seção são estudados alguns casos “limites”, de forma a avaliar a influência
da inércia térmica da microescala sobre as soluções macroscópica e microscópica para o
problema de condução de calor transiente. Para todas as simulações a microescala será
heterogênea.

Neste trabalho não são realizadas análises de modo a determinar se um elemento de
volume é representativo, embora seja empregado o adjetivo representativo (assim como a
sigla EVR) ao longo de todo o texto de forma indistinta. A determinação do EVR é uma
tarefa relativamente complexa e não está entre os objetivos desta tese. Uma vez que tais
análises não serão realizadas, cabe mencionar o trabalho de Jiang et al., 2002. A Fig. 6.9
apresenta os tipos de células unitárias empregadas no referido trabalho para extrair a
condutividade térmica aparente2 de um material periódico. Os autores demonstraram
que as propriedades aparentes tendem de forma muito mais rápida para as propriedades
efetivas quando utilizam-se janelas que consistem do posicionamento, lado a lado, das
células unitárias do tipo (2). Considerando esses resultados, serão utilizados elementos
de volume desse tipo.

Problema 6.4 (matriz com baixa difusividade térmica): Uma placa 0 ≤ x1 ≤ 1
m heterogênea, que inicialmente se encontra a θ = 0 ◦C, tem suas faces x1 = 0 m e
x1 = 1 m mantidas, respectivamente, a θ = 0 ◦C e θ = 300 ◦C para t > 0 (ver Fig. 6.10a).
A Fig. 6.10b apresenta a malha macroscópica, bem como a descrição das suas condições de
contorno, enquanto o EVR utilizado nas simulações é mostrado na Fig. 6.10c. A Tab. 6.4

2Utiliza-se o termo aparente para indicar a propriedade extraída a partir de um elemento de volume
possivelmente não representativo.
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Figura 6.7 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução analítica
para o Problema 6.3.
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Figura 6.8 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução convencional
por elementos finitos para o Problema 6.3.
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Figura 6.9 – Células unitárias utilizadas nas simulações realizadas por Jiang et al., 2002.
Retirado de Jiang et al., 2002.

apresenta as características da discretização espacial de ambas as escalas, bem como as
propriedades físicas dos constituintes. Para a solução do problema utilizou-se um passo
de tempo ∆t= 4.000 s.

Tabela 6.4 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.4

Grandeza Unidade Macroescala
Microescala

Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 — 1,0×1001 4,0×1021
ρ kg m−3 — 9,0×103 9,0×103

Elementos — 20 Quad4 800 Tri3a

Nós — 42 441

a Tri3: Triangular linear de 3 nós.

A comparação entre as soluções pode ser observada na Fig. 6.11. Observa-se que a
diferença entre as soluções macroscópicas para a microescala em regime transiente e para
a microescala estacionário é praticamente inexistente.

Observação 6.1: Para a solução com divq = 0 na microescala, os termos não-usuais r
e φφφ foram removidos da descrição macroscópica, de modo a obter-se uma descrição mais
“usual”.

Analisa-se agora a solução na microescala. A Fig. 6.12 mostra mapa de tempera-
turas para o primeiro incremento de tempo para a microescala em regime transiente ou
estacionário, para um ponto de integração x≈ (0,9894, 0,0394) m. Mesmo nesse primeiro
incremento de tempo e em uma posição em que o gradiente de temperatura é elevado,
a influência da inércia térmica da microescala é muito pequena. De fato, para entender
esse comportamento, basta observar que o processo de condução é governado pela matriz,
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x1 = 0 m x1 = 1 m

θ = 0 ◦C θ = 300 ◦C

x1

(a) Uma placa 0≤ x1≤ 1 m heterogênea, com temperatura inicial nula, é submetida às condições
de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [0, 1] m e x2 = [0, 0,05] m. As condições de
contorno nas faces verticais estão indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q̂ = 0, dado o caráter unidimensional do problema.

(c) Elemento de volume representativo, de lado igual a 20 mm, cuja malha é formada por 800
elementos triangulares lineares e 441 nós. O subdomínio em cinza representa a matriz, enquanto
os subdomínios em azul representam as inclusões, com diâmetro de 6,5 mm.

Figura 6.10 – Representação esquemática e malhas do corpo macroscópico e do elemento
de volume representativo para o Problema 6.4.
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Figura 6.11 – Comparação entre as soluções multiescala macroscópicas do Problema 6.4,
considerando a microescala em regime transiente ou estacionário.



79

que possui uma difusividade térmica muito inferior a das inclusões. Como as inclusões
apresentam uma inércia térmica relativamente baixa, elas estão sempre “acompanhando”
a distribuição de temperatura na matriz.

Por outro lado, questiona-se qual seria o comportamento se os materiais fossem
invertidos. Esse problema é a seguir enunciado.

Problema 6.5 (matriz com elevada difusividade térmica): Este problema é se-
melhante ao Problema 6.4, exceto pelo fato de que os materiais são invertidos, conforme
indica a Tab. 6.5, de forma que a matriz tenha difusividade térmica relativamente elevada
em comparação às inclusões. As discretizações espaciais são mantidas iguais, tanto para
a macroescala quanto para a microescala. Para este problema, no entanto, o passo de
tempo precisa ser alterado. Utilizou-se ∆t= 12 s nas simulações.

De acordo com a Fig. 6.13, observa-se que a diferença nas soluções macroscópicas
é grande para os instantes iniciais, especialmente em posições onde o gradiente de tem-
peratura é elevado. A Fig. 6.14 apresenta as soluções na microescala para o primeiro
incremento de tempo, tanto para o modelo microscópico transiente quanto para o modelo
microscópico estacionário. Nesse caso, a inércia térmica da microescala torna-se clara.
A condução térmica se dá principalmente pela matriz, com difusividade 400 vezes maior
que as inclusões, as quais, portanto, apresentam uma inércia térmica relativamente ele-
vada. Em contraste, na solução com o modelo microscópico estacionário, observa-se uma
distribuição mais “linear” de temperatura. Intuitivamente, sabe-se que a solução para
o modelo microscópico transiente se parecerá muito mais com a solução verdadeira; não
seria esperado um mapa de temperaturas conforme aquele mostrado na Fig. 6.14b para
os instantes iniciais de tempo, uma vez que a baixa difusividade térmica impede que
as inclusões tenham a distribuição de temperaturas mostrada. Esse resultado é impor-
tante, já que apresenta um caso em que é fundamental considerar-se a inércia térmica da
microescala.

Tabela 6.5 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.5

Grandeza Unidade Macroescala
Microescala

Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 — 4,0×1021 1,0×1001
ρ kg m−3 — 9,0×103 9,0×103

Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nós — 42 441

A Fig. 6.15 apresenta a solução no nó central da inclusão superior direita do EVR
associado ao ponto macroscópico x ≈ (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em
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(a) Microescala em regime transiente.

(b) Microescala em regime estacionário.

Figura 6.12 – Comparação entre as soluções microscópicas do Problema 6.4 para o primeiro
incremento de tempo (t= 4.000 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estacionário. Estas soluções dizem respeito a um ponto de integração localizado
em x≈ (0,9894, 0,0394) m.
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Figura 6.13 – Comparação entre as soluções multiescala macroscópicas do Problema 6.5,
considerando a microescala em regime transiente ou estacionário.



82

(a) Microescala em regime transiente.

(b) Microescala em regime estacionário.

Figura 6.14 – Comparação entre as soluções microscópicas do Problema 6.5 para o primeiro
incremento de tempo (t = 12 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estacionário. Estas soluções dizem respeito a um ponto de integração localizado
em x≈ (0,9894, 0,0394) m.
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Figura 6.15 – Curva de aquecimento no nó central da inclusão superior direita do EVR
(ver Fig. 6.10c) associado ao ponto de integração localizado em x ≈ (0,9894, 0,0394) m,
para o Problema 6.5.

regime transiente quanto em regime estacionário. As curvas de temperatura para esse
ponto da microescala em particular são muito distintas. O aquecimento é muito mais
suave quando se considera a inércia térmica da microescala. Agora será analisada a
influência do tamanho do EVR.

Problema 6.6 (EVR 10 vezes menor): Este problema é idêntico ao Problema 6.5,
exceto pelo fato que o EVR tem agora um lado de 2 mm, isto é, 10 vezes menor que o do
EVR do Problema 6.5. A discretização do EVR é igual à apresentada na Fig. 6.10c.

Para esse problema, as soluções na macroescala se tornam praticamente idênticas
(veja a Fig. 6.16). As soluções na microescala para o primeiro incremento de tempo
estão apresentadas na Fig. 6.17 e demonstram que a influência da inércia térmica sobre
a solução microscópica é muito pequena na magnitude da temperatura. Entretanto, as
formas dos mapas de temperatura são ligeiramente diferentes. A Fig. 6.18 apresenta a
solução no nó central da inclusão superior direita do EVR associado ao ponto macroscópico
x≈ (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em regime transiente quanto em regime
estacionário. As curvas de temperatura para esse ponto da microescala em particular são
muito semelhantes, em oposição ao que ocorre quando o EVR é 10 vezes maior. Isso pode
ser explicado pelo fato de que à medida que o EVR é reduzido, as inclusões também o
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são, diminuindo, portanto, suas inércias térmicas.

Observação 6.2: Esse último resultado demonstra que a importância de levar em consi-
deração a inércia térmica da microescala na modelagem depende do tamanho do EVR. De
fato, talvez a terminologia elemento de volume representativo não seja a mais adequada,
uma vez que algumas teorias pressupõem que o EVR deva ser infinitesimal, tal como a
teoria de homogeneização assintótica. Os teoremas de convergência da teoria de homoge-
neização são baseados matematicamente na condição de que o parâmetro de escala ε que
define o tamanho do EVR tende a zero (ε→ 0). Na prática de engenharia, a validade
da abordagem clássica por homogeneização é garantida desde que ε� 1, com efeitos de
escala podendo prevalecer quando ε cresce. Por outro lado, essa terminologia (EVR) tem
sido utilizada na literatura mais recente para fazer menção a elementos de volume para
os quais ε não é infinitesimal. A questão das palavras, no entanto, não deve se sobrepor à
conclusão: quando o elemento de volume tem um tamanho l suficientemente pequeno em
comparação ao comprimento característico macroscópico L, a inércia térmica não precisa
ser levada em consideração.

Uma pergunta pertinente é: qual é a solução completa (uma única escala) de um
problema tal como os Problemas 6.4, 6.5 ou 6.6? Esse problema completo está descrito a
seguir.

Problema 6.7: Um problema semelhante ao Problema 6.5 é analisado, porém com ape-
nas uma escala. O corpo é construído por meio do posicionamento, lado a lado, de
elementos de volume tal como o apresentado na Fig. 6.10c, porém com lado igual a apro-
ximadamente 7,14286 mm. Dada as condições de contorno do problema, utiliza-se apenas
a metade do EVR para construir o corpo (Veja a Fig. 6.24a), que tem domínio x1 = [0, 1] m
e x2 = [0, 3,57143] mm. As propriedades térmicas dos constituintes e as características
da malha de elementos finitos estão apresentadas na Tab. 6.6. A solução deste problema
será referida como solução completa, ou ainda como solução convencional por elementos
finitos.

Tabela 6.6 – Propriedades térmicas e características da malha de elementos finitos para
o Problema 6.7

Grandeza Unidade Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 4,0×1021 1,0×1001
ρ kg m−3 9,0×103 9,0×103

Elementos — 56.000 Tri3
Nós — 30.811
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Figura 6.16 – Comparação entre as soluções multiescala macroscópicas do Problema 6.6,
considerando a microescala em regime transiente ou estacionário.
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(a) Microescala em regime transiente.

(b) Microescala em regime estacionário.

Figura 6.17 – Comparação entre as soluções microscópicas do Problema 6.6 para o primeiro
incremento de tempo (t = 12 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estacionário. Estas soluções dizem respeito a um ponto de integração localizado
em x≈ (0,9894, 0,0394) m.
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Figura 6.18 – Curva de aquecimento no nó central da inclusão superior direita do EVR
(ver Fig. 6.10c) associado ao ponto de integração localizado em x ≈ (0,9894, 0,0394) m,
para o Problema 6.6.
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O comprimento de 7,14286 mm para a aresta do elemento de volume do Problema
6.7 justifica-se pelo fato de que existirão elementos de volume centralizados em uma
posição muito próxima à posição dos pontos de integração macroscópicos dos elementos
quadrilaterais bilineares utilizados na simulação multiescala descrita no Problema 6.8
(veja a Fig. 6.19). Dessa forma, espera-se que a solução na microescala associada a um
determinado ponto de integração reproduza a solução completa na região correspondente.

Problema 6.8: Esse problema corresponde à modelagem multiescala da Problema 6.7,
utilizando elementos quadrilaterais bilineares e EVRs conforme a Fig. 6.10c, porém em
uma escala menor, isto é, com um lado de 7,14286 mm. As propriedades térmicas dos
constituintes e as características das malhas de elementos finitos macroscópica e micros-
cópica estão apresentadas na Tab. 6.7.

Tabela 6.7 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.8

Grandeza Unidade Macroescala
Microescala

Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 — 4,0×1021 1,0×1001
ρ kg m−3 — 9,0×103 9,0×103

Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nós — 42 441

A Fig. 6.20 apresenta uma comparação entre a solução multiescala macroscópica e
a solução completa em alguns pontos selecionados. De fato, para a comparação ser con-
sistente, é necessário levar em consideração a flutuação da temperatura na microescala
no centro do EVR. Porém, como sabe-se que a flutuação térmica é pequena no referido
ponto, a comparação é feita (apenas em caráter preliminar). Observa-se na Fig. 6.20 que
a solução multiescala, ao contrário do esperado, é bastante diferente da solução completa,
ao menos nos locais onde o gradiente de temperatura é elevado. A existência de um
gradiente elevado próximo a x = 1 m, com uma modelagem que utiliza elementos qua-
drilaterais bilineares com tamanhos relativamente elevados, é uma possível causa para a
diferença observada. Tendo isso em vista, a seguir será definida uma modelagem multi-
escala utilizando elementos quadrilaterais quadráticos (incompletos). Com isso, embora
nem todos pontos de integração dos elementos macroscópicos estejam diretamente asso-
ciados a “fatias” da modelagem completa, os pontos de integração com coordenada ξ = 0
têm uma correspondência direta com regiões do corpo modelado em uma única escala
(veja a Fig. 6.21).
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η
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EVR associado ao ponto de integração B

Figura 6.19 – Representação esquemática de um elemento finito macroscópico quadrila-
teral bilinear, definido pelas coordenadas ξ e η, e parte de outros dois elementos finitos
adjacentes. Os quatro nós desse elemento estão apresentados na figura. Os EVRs, re-
presentados pelos quadrados menores, têm um tamanho tal que quando colocados lado a
lado, a posição de cada ponto de integração macroscópico (indicado em azul) praticamente
coincide com o centro de um desses EVRs, como por exemplo, aqueles indicados por A e
B. O Problema 6.7 pode ser modelado, por exemplo, pela faixa de EVRs mostrados em
vermelho, quando estendida ao longo de todo o corpo macroscópico.
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Figura 6.20 – Comparação entre a solução convencional por elementos finitos (solução
completa) correspondente ao Problema 6.7 e as soluções multiescala macroscópicas do
Problema 6.8, considerando a microescala em regime transiente ou estacionário. Para a
solução completa, as curvas são obtidas em x2 = 0.
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Problema 6.9: Esse problema corresponde à modelagem multiescala do Problema 6.7,
porém utilizando elementos quadrilaterais quadráticos incompletos. As propriedades tér-
micas dos constituintes e as características das malhas de elementos finitos macroscópica
e microscópica estão apresentadas na Tab. 6.8.

Tabela 6.8 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.9

Grandeza Unidade Macroescala
Microescala

Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 — 4,0×1021 1,0×1001
ρ kg m−3 — 9,0×103 9,0×103

Elementos — 20 Quad8a 800 Tri3
Nós — 103 441

a Quad8: Quadrilateral quadrático incompleto (8 nós).

Conforme observa-se na Fig. 6.22, as soluções multiescala macroscópicas, com ou
sem a consideração da inércia térmica da microescala, têm ótima concordância com a
solução completa, embora essa comparação seja preliminar, conforme discutido anterior-
mente. Uma vez que as curvas são semelhantes, faz-se a comparação da solução completa
com a solução na microescala. A Fig. 6.23 apresenta a solução no centro da inclusão
superior direita dos EVRs associados aos pontos macroscópicos x = (0,925, 0,025) m e
x = (0,975, 0,025) m, bem como a solução nas posições correspondentes na modelagem
completa. A concordância entre a solução multiescala microscópica transiente e a solu-
ção completa é excelente, ao contrário do que ocorre para a solução multiescala quando
a inércia térmica da microescala é desprezada. Esse resultado indica a importância de
considerar-se a inércia térmica nesse caso. Além, disso, a concordância entre os mapas de
temperatura para o problema completo e para o problema multiescala com a consideração
da inércia térmica da microescala é muito boa, como pode-ser observar na Fig. 6.24.

Problema 6.10: Analisa-se agora um problema com geração de calor, em que uma placa
0≤ x1 ≤ 1 m contém inclusões (fios) de um material condutor que geram calor (por efeito
Joule, por exemplo), os quais estão inseridos em uma matriz com baixa difusividade
térmica. A placa, que inicialmente se encontra a θ = 0 ◦C, tem suas faces isoladas ter-
micamente para t > 0 (veja a Fig. 6.25a). Devido à simetria do problema em torno de
x1 = 0,5 m, é possível considerar apenas o domínio x1 = [0, 0,5] m, com a face x1 = 0,5 m
novamente sendo sujeita à condição q̂= 0. De fato, pode-se prosseguir dividindo o domínio
de maneira sucessiva. Como resultado dessa argumentação, segue que apenas 1 elemento
macroscópico precisa ser utilizado na solução deste problema (veja a Fig. 6.25b). A malha
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EVR associado ao ponto de integração A

Figura 6.21 – Representação esquemática de um elemento finito macroscópico quadrilateral
quadrático incompleto, definido pelas coordenadas ξ e η, e parte de outros dois elementos
finitos adjacentes. Os oito nós desse elemento estão apresentados na figura. Os EVRs,
representados pelos quadrados menores, têm um tamanho tal que quando colocados lado
a lado, um ponto de integração com coordenada ξ = 0 coincide com o centro de um desses
EVRs, tal como aquele indicado por A. Novamente, o Problema 6.7 pode ser modelado,
por exemplo, pela faixa de EVRs mostrados em vermelho, quando estendida ao longo de
todo o corpo macroscópico.



93

0

50

100

150

200

250

0 50 100 150 200 250 300

Te
m
pe

ra
tu
ra

(◦
C
)

Tempo (s)

x1 = 0,5 m

x1 = 0,8 m

x1 = 0,9 m

x1 = 0,95 m

Solução numérica multiescala
Solução numérica multiescala (divq = 0 na microescala)

Solução numérica convencional

(a) Soluções até 300 s.
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(b) Visualização de uma porção reduzida do gráfico.

Figura 6.22 – Comparação entre a solução convencional por elementos finitos (solução
completa) correspondente ao Problema 6.7 e as soluções multiescala macroscópicas do
Problema 6.9, considerando a microescala em regime transiente ou estacionário.
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(b) Visualização de uma porção reduzida do gráfico.

Figura 6.23 – Curva de aquecimento no nó central da inclusão superior direita do EVR (ver
Fig. 6.10c) associado aos pontos macroscópicos x = (0,925, 0,025) m (curvas inferiores) e
x = (0,975, 0,025) m (curvas superiores), para o Problema 6.9. A solução completa nos
nós correspondes também estão apresentadas.
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(a) Solução completa em torno de x1 = 0,975 m.

(b) Solução no EVR associado ao ponto macroscópico x = (0,975, 0,025) m para o modelo
multiescala com a microescala em regime transiente. Apenas a metade superior do EVR está
apresentada.

Figura 6.24 – Comparação dos mapas de temperatura em t = 12 s para a solução con-
vencional por elementos finitos (solução completa) e para a solução multiescala com a
consideração da inércia térmica da microescala.
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microscópica é igual à da Fig. 6.10c. As propriedades das malhas macroscópica e micros-
cópica estão apresentadas na Tab. 6.9, que também contém as propriedades térmicas dos
constituintes. Utilizou-se para as simulações um incremento de tempo ∆t= 2 s.

Tabela 6.9 – Propriedades térmicas e características das malhas macroscópica e
microscópica para o Problema 6.10

Grandeza Unidade Macroescala
Microescala

Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 3,9×102

κκκ W m−1 K−1 — 1,0×1001 4,0×1021
ρ kg m−3 — 9,0×103 9,0×103

r W m−3 — 0 9,0×107

Elementos — 1 Quad4 800 Tri3
Nós — 4 441

A solução na macroescala apresenta uma grande diferença para os modelos micros-
cópicos transiente e com divq = 0 (veja a Fig. 6.26). A diferença para as soluções na
microescala, no entanto, é ainda maior. Para o modelo microscópico transiente, os fios
apresentam-se mais quentes que a matriz e o nó central do EVR é aquele em que a tempe-
ratura é mais defasada em relação aos fios. Já para o modelo microscópico com divq = 0,
a temperatura é constante no EVR para cada instante de tempo (veja a Fig. 6.27).

Agora será suposto que o material é perfeitamente periódico, de forma que possa ser
modelado pela união de vários EVRs, lado a lado. A atenção ficará restrita à simulação
desse problema completo, isto é, considerando as inclusões diretamente sobre a escala
macroscópica, sem fazer uso do modelo multiescala. Utilizando argumentos similares aos
utilizados para justificar a escolha de apenas 1 elemento macroscópico, o problema recém
descrito pode ser simulado apenas com o elemento apresentado na Fig. 6.28, com fluxo
de calor nulo prescrito em todas as faces. Espera-se que a solução desse problema seja
reproduzida pelo método multiescala.

As soluções em nós de particular interesse estão apresentadas na Fig. 6.29. Há
uma boa concordância entre a solução convencional por elementos finitos e a solução na
microescala, quando seus efeitos de inércia térmica são considerados. Por outro lado, a
consideração de divq = 0 na microescala dá origem a valores de temperatura muito dis-
tantes do esperado. A Fig. 6.30 apresenta a solução na microescala com a consideração
dos seus efeitos de inércia térmica, bem como a solução convencional por elementos fini-
tos, para o instante de tempo t = 8 s. A consideração dos efeitos de inércia térmica da
microescala é particularmente importante quando a microestrutura do material depende
de sua história térmica.
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x1 = 0 m x1 = 1 m

q̂ = 0 q̂ = 0

x1

(a) Uma placa 0≤ x1 ≤ 1 m, com temperatura inicial nula e geração de calor na microescala, é
submetida às condições de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [0, 0,05] m e x2 = [0, 0,05] m. Todas as faces
estão isoladas termicamente.

Figura 6.25 – Representação esquemática e malha macroscópica para o Problema 6.10. A
malha microscópica é igual à da Fig. 6.10c.
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Figura 6.26 – Comparação entre as soluções macroscópicas do Problema 6.10, considerando
a microescala em regime transiente ou estacionário sem geração de calor (divq = 0). A
solução apresentada diz respeito ao nó em x = (0, 0).
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(a) Microescala em regime transiente.

(b) Microescala em regime estacionário sem geração de calor.

Figura 6.27 – Comparação entre as soluções microscópicas do Problema 6.10 para o pri-
meiro incremento de tempo (t= 2 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b)
em regime estacionário sem geração de calor. Estas soluções dizem respeito a um ponto
de integração localizado em x≈ (0,0106, 0,0106) m.



100

Figura 6.28 – Malha utilizada na solução convencional por elementos finitos do Problema
6.10.

Esse possivelmente seja o resultado numérico mais importante desta tese. Seria
interessante, fazendo o uso de simulações semelhantes à recém descrita, verificar o efeito
que algumas alterações no modelo trariam aos resultados, tais como (a) impor que a
temperatura macroscópica fosse dada pela média da temperatura na microescala, (b)
prescrever condições de contorno periódicas, dentre outras. De fato, a simulação descrita
anteriormente poderia servir de base para várias comparações entre diferentes modelos
multiescala.

Observação 6.3: A solução macroscópica obtida para o Problema 6.10 não é perfeita-
mente homogênea. Isso provavelmente é um artefato causado pela assimetria da malha
do EVR.
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Figura 6.29 – Soluções do Problema 6.10 no nó frio (nó central do EVR) e no nó quente (nó
central da inclusão) para o EVR associado ao ponto macroscópico x≈ (0,0106, 0,0106) m.
Para a microescala em regime estacionário sem geração de calor, a solução é igual para
todos os nós do EVR em cada instante de tempo. A forma pela qual se obtém a solução
convencional é descrita no texto.
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(a) Solução na microescala obtida pelo método multiescala.

(b) Solução convencional obtida pelo método dos elementos finitos ao prescrever-se fluxo de calor
nulo em todas as faces do corpo.

Figura 6.30 – Comparação entre as soluções do Problema 6.10 para o instante de tempo
t= 8 s.
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7 APLICAÇÃO: CURA DE ELASTÔMEROS
CARREGADOS
Neste capítulo o método multiescala desenvolvido é aplicado para a modelagem dos

fenômenos acoplados de condução de calor e cinética química associados à cura de um
elastômero. Tendo em vista a dificuldade de conhecer-se as propriedades dos materiais,
bem como das interfaces, este capítulo representa apenas uma exposição das possibilidades
de aplicação do método desenvolvido neste trabalho. Uma modelagem mais realista torna
necessário um conhecimento mais preciso das propriedades dos materiais.

Inicialmente, na Seção 7.1 será descrito o processo de cura de um elastômero.
Logo após, na Seção 7.2, será descrita a modelagem do fenômeno de cura. Na Seção 7.3
serão feitas mais verificações do modelo multiescala: inicialmente um problema acoplado
de condução de calor e cinética química em um material homogêneo será resolvido pelo
método multiescala e pelo método convencional de elementos finitos; após, será simulado
um caso totalmente hipotético, para o qual será verificada a importância de considerar a
inércia térmica da microescala. Por fim, na Seção 7.4, serão simulados dois problemas de
cura de um elastômero carregado. Conforme discutido neste capítulo, essas simulações
têm como principal objetivo demonstrar a aplicabilidade do método. A modelagem de
um fenômeno real exige o conhecimento mais preciso de determinadas propriedades dos
materiais.

7.1 Cura de elastômeros carregados

Elastômeros são polímeros que exibem elasticidade como a da borracha1 [Alemán
et al., 2007], ou seja, apresentam deformações elevadas e recuperáveis produzidas a bai-
xos níveis de tensão [Callister e Rethwisch, 2009, p. 571]. Os elastômeros podem sofrer
alongamentos reversíveis de até 600−1.000% [François et al., 2012, p. 91].

Um elastômero, como sintetizado, é essencialmente um líquido com baixa elasti-
cidade e resistência [Hamed, 2001, p. 19]. O exemplo mais comum de elastômero é a
borracha natural, a qual é produzida a partir do látex da seringueira (Hevea brasiliensis),
e consiste principalmente de cis-poliisopreno [Hamed, 2001, p. 14], cuja estrutura química
está apresentada na Fig. 7.1. A denominação cis resulta do fato de que, na cadeia po-
limérica, o grupo CH3 e o átomo H estão posicionados do mesmo lado da ligação dupla
[Callister e Rethwisch, 2009, p. 549].

Para adquirir propriedades mais interessantes do ponto de vista de aplicações, o
elastômero sofre um processo denominado vulcanização, ou cura, que consiste na formação
de uma rede molecular com ligações cruzadas, cuja consequência é aumentar a elasticidade
e diminuir a plasticidade do material. Uma ligação cruzada é uma ligação química entre
as cadeias e pode consistir, por exemplo, de um único átomo de enxofre ou de um grupo

1Por esse motivo, elastômeros são popularmente conhecidos como borrachas.
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Figura 7.1 – Estrutura química do cis-poliisopreno.

(a) Material antes da cura.

carga

ligação cruzada

ligação física

(b) Material após a cura.

Figura 7.2 – Modelo molecular do processo de cura de um elastômero carregado. Adaptado
de André e Wriggers, 2005.

deles, de uma ligação carbono-carbono, etc. [Coran, 2005, p. 322–323].
A Fig. 7.2 apresenta esquematicamente um elastômero (com cargas) antes e após

a cura. A vulcanização geralmente se realiza por meio do aquecimento do elastômero,
misturado a agentes vulcanizantes em um molde sob pressão. O primeiro método comer-
cial de vulcanização data do ano de 1841 e é atribuído a Charles Goodyear, consistindo
do aquecimento da borracha natural com enxofre, que é, até os dias atuais, o agente
vulcanizante mais utilizado para a fabricação de compostos de borracha. Após a cura,
a borracha se torna praticamente insolúvel em qualquer solvente, impossibilitando pro-
cessamentos em que a borracha precise fluir, como por exemplo, na extrusão. Assim, a
cura deve ser aplicada ao corpo em sua forma final [Coran, 2005, p. 321–323],[Guimarães,
2008].

Um conceito importante associado ao problema de cura é o estado, ou grau, de
cura de um elastômero2, que indica a razão da reação de cura que se processou, e que
pode ser estimado a partir de medidas obtidas em equipamentos denominados reômetros.
Um dos reômetros existentes é o de disco oscilatório, apresentado na Fig. 7.3. A amostra
elastomérica é inserida na cavidade e então o torque necessário para manter uma dada
amplitude de oscilação é medido, em uma certa temperatura [Coran, 2005, p. 326]. Curvas
típicas obtidas nestes experimentos estão apresentadas na Fig. 7.4. Inicialmente, quando
a amostra é aquecida, a viscosidade diminui, causando uma redução no torque. Quando o

2A expressão estado, ou grau, de vulcanização também é válida.
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Cavidade

Figura 7.3 – Reômetro de disco oscilatório. Adaptado de Coran, 2005, p. 326.

material começa a vulcanizar3, o comportamento elástico se acentua e, consequentemente,
observa-se um aumento no torque. Embora possa haver cisão de cadeias simultaneamente,
o aumento no torque significa que a formação das ligações cruzadas é o fenômeno domi-
nante. Se a curva atinge um platô, o material está curado e tem-se uma rede estável.
No entanto, quando o processo de cisão de cadeias torna-se dominante, observa-se uma
diminuição do torque com o tempo. Esse fenômeno é denominado reversão. Alguns com-
postos apresentam um aumento de torque com o tempo. Isso geralmente ocorre devido
à quebra de ligações polissulfídricas e posterior formação de ligações cruzadas com me-
nor quantidade de átomos de enxofre, aumentando o número total de ligações cruzadas
[Hamed, 2001, p. 21]. Esse fenômeno é conhecido como marcha4 [Coran, 2005, p. 327].

A adição de cargas (partículas) pode aumentar a resistência de uma borracha
amorfa em até 10 vezes [Hamed, 2001, p. 23] (ver Fig. 7.2). De fato, não fosse pela
presença desses materiais particulados, a ampla gama de aplicações existente para os
elastômeros não seria possível [Donnet e Custodero, 2005, p. 367]. Como materiais utili-
zados como cargas, pode-se citar o negro de fumo, a sílica, argilas, grafeno, dentre outras
[Valentín et al., 2010]. Para um melhor reforço, as partículas devem ser pequenas. Uma
carga grosseira geralmente não irá reforçar o material. Essas cargas até podem ser utili-
zadas para aumentar levemente o módulo de elasticidade do compósito, porém reduzem
significativamente a deformação de ruptura [Donnet e Custodero, 2005, p. 368]. Outros
fatores importantes das cargas são a estrutura, descrita mais adiante para o negro de
fumo, e as características químicas da superfície [Hamed, 2001, p. 24]. Uma formulação
típica para um composto de borracha natural carregado com negro de fumo, para uso
geral em engenharia, pode ter, por exemplo, 25, 50, 75 phr de carga, em que a unidade
phr vem do inglês Parts per Hundred Rubber e significa partes por 100 partes de borracha

3O tempo necessário para o início do processo de vulcanização é denominado tempo de indução.
4O termo marcha foi traduzido livremente da expressão marching cure, encontrada em algumas lite-

raturas em língua inglesa.
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Figura 7.4 – Três tipos de respostas distintas observadas nas medidas obtidas em um
reômetro de disco oscilatório. Adaptado de Hamed, 2001, p. 21.

(em peso) [Hamed, 2001, p. 30].
A borracha é um material que apresenta baixa difusividade térmica. Em um regime

transiente de condução de calor, tal como no processo de cura de um corpo espesso, a
distribuição de temperatura será significativamente heterogênea. Uma vez que a reação de
cura é ativada pela temperatura, o grau de cura do material será não-uniforme. Por outro
lado, já que a reação de cura libera calor, observa-se um acoplamento entre os problemas
de transferência de calor e de cinética química. Nesse contexto, é importante observar
que as cargas geralmente modificam a difusividade térmica do composto elastomérico e,
como consequência, alteram a cinética de cura. No trabalho de Bafrnec et al., 1999, por
exemplo, observa-se um aumento de 1×10−7 para 1,8×10−7 m2 s−1 na difusidade térmica
de um certo composto elastomérico ao se aumentar a quantidade de negro de fumo de
27% para 44% em peso. De acordo com o trabalho de De et al., 2013, o tempo ótimo
de cura e o tempo de indução diminuem ao se adicionar negro de fumo a um compósito
elastomérico de borracha natural, borracha de polibutadieno e borracha recuperada.

Na indústria de pneus, por exemplo, utiliza-se termopares em diversas regiões do
produto para monitoramento da temperatura [Pinheiro, 2001, p. 64], com a finalidade de
estimar o grau de cura local. Entretanto, esse processo de obtenção da história térmica
demanda um longo tempo, além de ser destrutivo [Pinheiro, 2001, p. 65]. Uma alternativa
é resolver o problema acoplado de cinética química e condução de calor numericamente,
o que pode ser realizado determinando-se previamente as propriedades do composto em
análise. Para cada composto, é obviamente necessário determinar as propriedades de
interesse antes de resolver o problema numericamente. Um trabalho importante nesse
sentido é o de Toth et al., 1991, onde os autores acoplam o problema de condução de
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calor e cinética química para simular a cura de pneus utilizando o método dos elementos
finitos.

Nesse contexto, a tentativa de considerar o comportamento individual dos com-
ponentes, para então resolver o problema por meio da modelagem da microestrutura do
material, consiste em um avanço interessante.

Sabe-se, entretanto, conforme discutido nos Caps. 1 e 4, que os recursos compu-
tacionais atualmente disponíveis impossibilitam a solução do problema nessa escala fina
(veja a idealização da Fig. 4.1). Para lidar com essa situação, será empregado o método
multiescala desenvolvido nesta tese. Existem, no entanto, várias dificuldades para execu-
tar a modelagem proposta. A primeira delas é escassez de trabalhos na literatura com as
propriedades do elastômero não-carregado, bem como das cargas isoladamente.

Para as simulações, os efeitos de difusão de massa serão desprezados. Além disso,
embora seja notório que um corpo elastomérico se deforme durante o processo de cura,
o material a ser modelado será assumido como infinitamente rígido, já que o modelo
desenvolvido neste trabalho não incorpora os efeitos mecânicos. Portanto, apesar de ser
um importante passo na modelagem completa da cura de um composto elastomérico
carregado, o acoplamento com o problema mecânico é indicado como um trabalho futuro.

Outro ponto a ser destacado é que serão consideradas duas fases:5 a matriz, cons-
tituída pelo elastômero (ou elastômeros) e por todos os outros componentes, tais como
aceleradores de cura, exceto as cargas; e as cargas, as quais serão individualmente consi-
deradas se houver mais de um tipo. A ideia é que, conhecendo as propriedades individuais
da matriz e da(s) carga(s), seja possível modelar a microestrutura (fração de cada fase,
distribuição e morfologia) e então resolver o problema acoplado de cinética química e
condução de calor. Uma hipótese fundamental adotada nessa aplicação é de que não há
necessidade de modelar os fenômenos de interface. Alternativamente, essa hipótese pode
ser enunciada como:

Hipótese 7.1: Assume-se que o modelo cinético para a matriz (sem cargas), cujos parâ-
metros são determinados experimentalmente, pode ser aplicado na descrição do fenômeno
de cura do ponto de vista da microescala; ou seja, assume-se que a carga (quantidade,
configuração, etc.) não tenha influência sobre a cinética de cura da matriz.

Essa hipótese nem sempre é válida. Sabe-se, por exemplo, que a densidade de
ligações cruzadas diminui significativamente em compostos de borracha natural e em
compostos de estireno-butadieno (SBR) ao se adicionar sílica [Valentín et al., 2010], ou
seja, a sílica adicionada interage com a matriz de forma a modificar a cinética de cura do
composto elastomérico.

Por outro lado, a densidade de ligações cruzadas praticamente não se altera com
a quantidade de carga em diversos compósitos, como por exemplo, borracha natural com

5Ou dois tipos de fases, para ser mais preciso.
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negro de fumo e nanocompósitos de borracha natural e grafeno [Valentín et al., 2010]. Essa
observação é utilizada como justificativa para a razoabilidade da hipótese mencionada.

7.2 Cinética Química

Nesta seção serão introduzidos alguns conceitos de cinética química utilizados na
modelagem da cura de um elastômero.

7.2.1 Conversão e taxa da reação química

Seja uma reação estequiométrica representada por

0 =
∑
i

νiAi, (7.1)

em que Ai é o i-ésimo reagente ou produto e νi é o número de moles de Ai, sendo negativo
para reagentes e positivo para produtos.

Definição 7.1: Seja ni o número de moles da substância Ai no tempo t. A conversão
da reação é definida como [Connors, 1990]

α := ni−n0
i

νi
, (7.2)

em que n0
i é o número de moles da substância no tempo t= 0.

Observação 7.1: A grandeza νi representa o número de moles que aparece na repre-
sentação da reação química, Eq. (7.1), ou seja, correspondente à reação completa. Por
outro lado, n0

i e ni representam o número de moles presentes nos instantes t = 0 e t,
respectivamente, ou seja, no início e durante a reação química.

Em termos práticos, a conversão da reação de cura é designada pelo termo estado,
ou grau, de cura,6 a seguir definido.

Definição 7.2: De acordo com a norma DIN 53529-2, o estado, ou grau, de cura é
definido por

α := S−Smín
Smáx −Smín

, (7.3)

onde S é o torque no tempo t e Smáx e Smín são, respectivamente, os torques mínimo e
máximo (ver Fig. 7.4). Alternativamente, o grau de cura pode ser calculado pela expressão
[Isayev e Deng, 1988, p. 341]7

6Em trabalhos de língua inglesa é muito utilizada a expressão state of cure (SOC) para referir-se a
essa variável de conversão (veja Isayev e Deng, 1988).

7Na referência citada, as grandezas são absolutas, e não por unidade de volume. Aqui, achou-se
conveniente expressá-las por unidade de volume.
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Figura 7.5 – Representação esquemática de como o estado de cura evolui com o tempo nas
temperaturas θ1 e θ2 > θ1.

α :=

∫ t

0
r dt∫ ∞

0
r dt

, (7.4)

onde as integrais que aparecem no numerador e no denominador representam, respectiva-
mente, o calor liberado pela reação de cura, por unidade de volume, até o instante t e o
calor total da reação de cura por unidade de volume. Tais quantidades podem ser obtidas
por meio de calorimetria exploratória diferencial (DSC) [Höhne et al., 2003].

A Fig. 7.5 apresenta uma representação esquemática de como o grau de cura evolui
para reações de cura isotérmicas em duas temperaturas distintas: θ1 e θ2 > θ1.

Hipótese 7.2: Para a reação de cura de um elastômero a temperatura constante (pro-
cesso isotérmico), assume-se que a taxa de reação seja dada por [Chan et al., 1993]

dα
dt =K (θ)f (α) , (7.5)

onde K (θ) e f (α) indicam, respectivamente, uma função de θ e uma função de α.

Os modelos de cura isotérmicos são normalmente utilizados para modelar processos
de cura não-isotérmicos, por meio da hipótese a seguir enunciada.

Hipótese 7.3: Assume-se, em conformidade com Chan et al., 1993, que um processo
não-isotérmico consista de muitos passos infinitesimais isotérmicos.

7.2.2 Determinação do calor liberado pela reação de cura

O calor liberado pela reação de cura até o tempo t, por unidade de volume, pode
ser determinado pela Eq. (7.4) como

r = dα
dt

∫ ∞
0

r dt. (7.6)
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Então, fazendo uso da Eq. (7.5), tem-se

r =K (θ)f (α)
∫ ∞

0
r dt. (7.7)

Observando que o calor total da reação por unidade de volume pode ser escrito como∫ ∞
0

r dt=−ρ∆h, (7.8)

onde ∆h é a variação de entalpia específica devida à reação, obtém-se a forma final para
a densidade de fornecimento de calor:

r =−ρ∆hK (θ)f (α) . (7.9)

7.2.3 Tempo de indução

Há um período inicial no processo de cura de elastômeros durante o qual não há
reação química, denominado tempo de indução.

Hipótese 7.4: Assume-se, em conformidade com Claxton e Liska, 1964 [apud Isayev e
Deng, 1988], que o tempo de indução em um processo de cura isotérmico seja descrito
por uma equação do tipo Arrhenius:

ti (θ) = t0 exp
(
θ0
θ

)
, (7.10)

em que t0 e θ0 são parâmetros do material que independem da temperatura.

É importante ressaltar que Isayev e Deng, 1988, determinaram o tempo de indução
para vários processos de cura isotérmicos e verificaram que a Eq. (7.10) é adequada. A
Hipótese 7.3 motiva a seguinte definição para o tempo de indução em um processo de
cura não-isotérmico.

Definição 7.3: Para um processo de cura não-isotérmico, define-se o tempo de indução
tI como aquele para o qual a expressão∫ tI

0

dt
ti (θ)

= 1 (7.11)

é satisfeita, onde ti é dado pela Eq. (7.10) [Isayev e Deng, 1988].

7.2.4 Modelo cinético de Kamal e Sourour

O modelo cinético de Kamal e Sourour, 1973 [apud Shyu et al., 1994] para a cura
isotérmica é dado por

α = kt∗n

1 +kt∗n
, (7.12)

em que t∗ := t− ti, n é a ordem da reação e a constante de velocidade é dada por uma
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função do tipo Arrhenius,
k (θ) = k0 exp

(
− E

Rθ

)
, (7.13)

onde k0 é o fator pré-exponencial, E é a energia de ativação e R= 8,3144621(75) J mol−1

K−1 é a constante dos gases ideais. Esse modelo descreve muito bem a cura isotérmica
de diversos compostos elastoméricos [Chan et al., 1993] e, por esse motivo, foi o escolhido
para ser implementado nesta tese.

Como consequência da Hipótese 7.3, a Eq. (7.12) é válida para cada instante de
tempo e, por isso, será utilizada neste trabalho para modelar processos de cura não-
isotérmicos. Conforme observa-se na Eq. (7.9), a densidade de fornecimento de calor, r,
é escrita em termos de K (θ) e f (α). Portanto, deve-se reescrever o modelo dado pela
Eq. (7.12) na forma dada pela Eq. (7.5). Para tal, inicia-se derivando a Eq. (7.12) em
relação a t∗ [Shyu et al., 1994, p. 320]:

dα
dt∗ = nkt∗n−1

[1 +kt∗n]2
. (7.14)

O tempo t∗, por sua vez, pode ser determinado a partir da Eq. (7.12) como

t∗ =
[

α

k(1−α)

]1/n
. (7.15)

Substituindo a Eq. (7.15) na Eq. (7.14), tem-se uma nova expressão para o modelo de
Kamal e Sourour [Shyu et al., 1994, p. 320]:

dα
dt∗ = nk1/nα(n−1)/n (1−α)(n+1)/n =K (θ)f (α) , (7.16)

onde
K (θ) = k (θ)1/n (7.17)

e
f (α) = nα(n−1)/n (1−α)(n+1)/n . (7.18)

Na solução do problema de cinética química, detalhado mais adiante, será neces-
sário o conhecimento de df (α)/dα. É adequado, entretanto, que essa expressão seja
apresentada neste ponto do texto. Da Eq. (7.18), pode-se escrever

df (α)
dα = (n−1)α−1/n (1−α)(n+1)/n− (n+ 1)α(n−1)/n (1−α)1/n . (7.19)

7.2.5 Determinação dos parâmetros do modelo

Os parâmetros cinéticos do modelo, tal como o tempo de indução, podem ser
determinados por meio do ajuste do modelo a dados experimentais obtidos em várias
varreduras isotérmicas em um calorímetro exploratório diferencial [Isayev e Deng, 1988,
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p. 347].

7.2.6 Cálculo de r′

A partir da Eq. (7.9), a derivada de r com θ (veja a Eq. (5.5)) pode ser escrita
como

r′ = rE

nRθ2 . (7.20)

7.2.7 Solução do problema de cinética química

Ao longo desta seção foram apresentadas as equações relativas à cinética química.
Foi mostrada a dependência da densidade de fornecimento de calor, r, com o estado
de cura, α, dada pela Eq. (7.9). Nesta subseção serão apresentadas as discretizações
temporais das equações pertinentes. Conforme observa-se da Eq. (7.11), para que a reação
química seja ativada em um determinado ponto da matriz elastomérica, é necessário que
a grandeza

Z :=
∫ t

0

dt
ti (θ)

(7.21)

atinja o valor unitário. A discretização temporal dessa equação pode ser expressa conforme
a seguir.

Enunciado 7.1 (Determinação do início da reação de cura): Para cada intervalo de
tempo In, n= 1,2, . . . ,N , calcule

dZ = ∆t
ti (θn) (7.22)

e, então, determine o novo valor de Z por meio de

Zn = Zn−1 +dZ, (7.23)

com Z0 = 0. Quando Zn ≥ 1, a reação de cura tem início.

Já a forma discreta da equação de cinética química, Eq. (7.16), é expressa como:

Enunciado 7.2 (Forma discreta da equação de cinética química): Para cada intervalo
de tempo In, n= 1,2, . . . ,N , se Zn ≥ 1 e αn−1 < 1, encontre αn, tal que

G(αn) = (αn−αn−1)−K (θn)f (αn)∆t= 0, (7.24)

com 0≤ αn ≤ 1 e α0 = 0.

Da Eq. (7.24), pode-se expressar o diferencial de G(αn) como

G′ (αn;dα) = dG(αn)
dαn

dα (7.25)
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=
(

1−K (θn) df (αn)
dαn

∆t
)
dα. (7.26)

Seja uma determinada iteração k, com conversão correspondente αkn. A nova esti-
mativa para a conversão é dada por

αk+1
n = αkn+dα, (7.27)

em que a atualização dα é obtida de

−G′
(
αkn;dα

)
=G

(
αkn
)
. (7.28)

Em geral, a estimativa inicial pode ser assumida como

α0
n = αn−1. (7.29)

7.2.8 Algoritmo para a solução do problema de cinética química

A subrotina Cinetica_Quimica e a função Determine_Alfa, apresentadas por meio
de seus Algoritmos 17 e 18, são utilizadas nos cálculos do vetor resíduo e da matriz
tangente associados à densidade de fornecimento de calor no problema associado à micro-
escala, bem como na atualização das variáveis internas.

Observação 7.2: A escolha de ∆t tem influência no algoritmo de solução para o pro-
blema de cinética química. De fato, observou-se que a partir de um determinado valor
de ∆t pode ocorrer de, ao iniciar o fenômeno de cura, obter-se valores negativos para α
dentro do método de Newton-Raphson (veja a linha 11 do Algoritmo 18), o que resultará
em indeterminação no cálculo de df/dα na próxima iteração (veja a linha 8 do Algoritmo
18 e a Eq. (7.19)). Nesse caso, uma possível estratégia para correção do problema é dividir
o intervalo de tempo ∆t em intervalos menores apenas para a solução do problema de ci-
nética química. Essa foi a estratégia utilizada no Problema 7.4 (descrito mais adiante, na
pág. 128), uma vez que o passo de tempo utilizado no problema multiescala dá origem à
indeterminação recém descrita. Nesse procedimento alternativo, o valor das propriedades,
em cada um dos novos instantes intermediários de tempo, estão sendo todos assumidos
como correspondentes ao instante de tempo n. Essa estratégia relativamente simples é
utilizada porque o objetivo do Problema 7.4 é apenas mostrar a aplicabilidade do método.
Uma análise mais profunda deste problema e da melhor estratégia de correção será feita
futuramente.
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Algoritmo 17 Subrotina Cinetica_Quimica
1: procedimento Cinetica_Quimica(θ, t, ∆t, Z, α, r)
2: Compute o tempo de indução para um processo isotérmico: ti. . . . . . . . . . . . . . . . . (7.10)
3: Compute o incremento na integral utilizada no tempo de indução: dZ. . . . . . . . . (7.22)
4: Atualize o valor da integral: Z← Z+dZ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.23)

. Em t= 0, a variável Z é inicializada externamente: Z← 0.
5: se Z ≥ 1 então
6: se α < 1 então
7: se α= 0 então
8: Inicialize o estado de cura: α← 1×10−3.

. Observe que α não pode ser igual a zero na Eq. (7.19).
9: fim se

10: Compute a constante de velocidade da reação química: k. . . . . . . . . . . . . . . (7.13)
11: Compute o termo dependente de θ na taxa de reação química: K. . . . . . . (7.17)
12: Compute o estado de cura: α = Determine_Alfa(α, K, n, ∆t).

. n é a ordem da reação.
13: Compute o termo dependente de α na taxa de reação química: f . . . . . . .. (7.18)
14: Compute a densidade de fornecimento de calor: r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.9)
15: fim se
16: fim se
17: fim procedimento

Algoritmo 18 Função Determine_Alfa
1: função Determine_Alfa(αn−1, K, n, ∆t)
2: Inicialize o estado de cura: α← αn−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.29)
3: Inicialize o erro na equação de cinética química: eG← 1.
4: enquanto eG > tolG faça
5: Compute o termo dependente de α na taxa de reação química: f . . . . . . . . . . . (7.18)

. Se α > 1, faz-se f ← 0.
6: Compute o resíduo da equação de cinética química: G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (7.24)
7: Compute o erro em G: eG← |G|.
8: Compute a derivada de f em relação a α: df/dα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (7.19)
9: Compute a derivada de G em relação a α: dG/dα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ver (7.26)

10: Resolva a equação −(dG/dα)dα=G para dα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (7.25) e (7.28)
11: Atualize o estado de cura: α← α+dα.
12: fim enquanto
13: retorne α
14: fim função
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Tabela 7.1 – Propriedades térmicas e cinéticas e características das malhas macroscópica
e microscópica para o Problema 7.1

Grandeza Unidade Macroescala Microescala

c J kg−1 K−1 — 1,5×103

κκκ W m−1 K−1 — 3,0×10−11
ρ kg m−3 — 1,0×103

n — — 1,0×100

k0 s−1 — 1,0×108

E J mol−1 — 9,0×104

t0 s — 1,0×10−9

θ0 K — 1,0×104

∆h J kg−1 — −1,0×104

Elementos — 10 Quad4 4 Quad4
Nós — 22 9

7.3 Problema acoplado de condução de calor e cinética química: verificações
do modelo

Nesta seção serão feitas mais duas simulações com o intuito de verificar o modelo.
Na primeira delas será utilizado um material homogêneo, e espera-se que a solução na
macroescala seja próxima da solução convencional por elementos finitos. Depois, será
simulado um caso totalmente hipotético, para o qual será verificada a importância de
considerar a inércia térmica da microescala.

Problema 7.1: Novamente é proposta a solução de um problema 1D por meio de si-
mulações com elementos 2D. Uma placa 0 ≤ x1 ≤ 10 mm homogênea, com temperatura
inicial nula, tem suas faces mantidas a 200 ◦C para t > 0 (veja a Fig. 7.6a). Devido à si-
metria em torno de x1 = 5 mm, apenas metade do corpo macroscópico é discretizado para
a simulação por elementos finitos, impondo-se, então, a condição de fluxo normal nulo em
x1 = 5 mm (veja a Fig. 7.6b). A discretização do corpo macroscópico está apresentada
na Fig. 7.6c, na qual as condições de contorno estão descritas. Utiliza-se um EVR com
lado igual a 2 µm, discretizado de acordo com a Fig. 6.1c. As características das malhas
macroscópica e microscópica estão apresentadas na Tab. 7.1, bem como as propriedades
térmicas e cinéticas do constituinte. Embora as propriedades do material sejam constan-
tes, há não-linearidade no problema devida à reação de cura. Para a solução do problema
utilizou-se um passo de tempo ∆t= 1 s.

Novamente uma solução convencional pelo método dos elementos finitos foi obtida.
As soluções multiescala macroscópica e convencional mais uma vez são bastante próximas,
conforme a Fig. 7.7.

O próximo caso a ser analisado correspondente a um problema hipotético, no qual
uma matriz com elevada difusividade térmica contém inclusões elastoméricas.
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x1 = 0 mm x1 = 10 mm

θ = 200 ◦C θ = 200 ◦C

x1

(a) Problema original: uma placa 0≤ x1 ≤ 10 mm homogênea, com temperatura inicial nula, é
submetida às condições de contorno apresentadas acima.

x1 = 5 mm x1 = 10 mm

q̂ = 0 θ = 200 ◦C

x1

(b) Problema simplificado devido à simetria em x1 = 5 mm.

(c) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [5, 10] mm e x2 = [0, 0,5] mm. As condições de
contorno nas faces verticais estão indicadas em (b), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q̂ = 0, dado o caráter unidimensional do problema.

Figura 7.6 – Representação esquemática e malha do corpo macroscópico para o Problema
7.1.
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Figura 7.7 – Comparação entre a solução multiescala macroscópica e a solução convencional
por elementos finitos para o Problema 7.1. Apenas 1 a cada 10 pontos está apresentado.
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x1 = 0 m x1 = 1 m

θ = 0 ◦C θ = 200 ◦C

x1

(a) Uma placa 0≤ x1≤ 1 m heterogênea, com temperatura inicial nula, é submetida às condições
de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscópica, definida no domínio x1 = [0, 1] m e x2 = [0, 0,05] m. As condições de
contorno nas faces verticais estão indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q̂ = 0, dado o caráter unidimensional do problema.

Figura 7.8 – Representação esquemática e malha macroscópica para o Problema 7.2.

Problema 7.2: Uma placa 0 ≤ x1 ≤ 1 m heterogênea, com temperatura inicial θ0 = 0
◦C, tem a face x1 = 0 mantida a 0 ◦C, enquanto a face x1 = 1 m é mantida a 200 ◦C
para t > 0 (veja a Fig. 7.8a). A Fig. 7.8b apresenta a malha macroscópica utilizada na
solução deste problema, bem como a descrição de suas condições de contorno. No que diz
respeito à microescala, cada EVR é um quadrado de lado 20 mm, conforme a Fig. 6.10c.
As características das malhas macroscópica e microscópica estão apresentadas na Tab. 7.2,
que também contém as propriedades térmicas e cinéticas dos constituintes. Para a solução
do problema utilizou-se um passo de tempo ∆t= 12 s.

A Fig. 7.9 apresenta as temperaturas macroscópicas correspondentes à microescala
em regime transiente ou em regime estacionário sem geração de calor. Conforme pode-se
observar, as curvas apresentam uma diferença razoável. Embora esse problema seja hipo-
tético, no sentido de que a matriz é condutora e o elastômero é o material das inclusões,
é possível que uma condição semelhante ocorra na prática. Existem cargas com elevada
condutividade térmica que têm sido estudadas para reforço de materiais poliméricos. Tal
é o caso dos nanotubos de carbono e das folhas de grafeno. Se houver uma situação prática
na qual o calor seja conduzido por um caminho condutivo formado pelas inclusões, então
a matriz deverá apresentar uma certa defasagem na temperatura em relação às inclusões
adjacentes. Nesse caso, como já se demonstrou, a consideração do caráter transiente da
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Tabela 7.2 – Propriedades térmicas e cinéticas e características das malhas macroscópica
e microscópica para o Problema 7.2

Grandeza Unidade Macroescala Microescala
Matriz Inclusões

c J kg−1 K−1 — 3,9×102 1,5×103

κκκ W m−1 K−1 — 4,0×1021 3,0×10−11
ρ kg m−3 — 9,0×103 1,0×103

n — — — 1,0×100

k0 s−1 — — 1,0×108

E J mol−1 — — 9,0×104

t0 s — — 1,0×10−9

θ0 K — — 1,0×104

∆h J kg−1 — — −1,0×104

Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nós — 42 441

microescala seria fundamental.
A Fig. 7.10 apresenta a solução no nó central da inclusão superior direita do EVR

associado ao ponto macroscópico x ≈ (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em
regime transiente quanto em regime estacionário sem geração de calor. As curvas de
aquecimento para esse ponto da microescala em particular são muito distintas, com o
aquecimento correspondente ao modelo com a microescala transiente sendo muito mais
suave.

A Fig. 7.11 apresenta o estado de cura das inclusões elastoméricas para a microes-
cala em regime transiente ou com divq = 0.

Observação 7.3: Os valores do estado de cura dizem respeito, originalmente, aos pon-
tos de integração. Para o pós-processamento, os valores dos pontos de integração são
extrapolados para os nós, e sobre esses valores nodais extrai-se a média. Por esse motivo,
o estado de cura apresenta as características observadas na Fig. 7.11, tal como variar
desde zero até um dado valor na transição da matriz para a inclusão; na realidade, a
matriz possui estado de cura igual a zero, ou de forma alternativa, não possui estado de
cura definido, uma vez que não há reação de cura na matriz.

A diferença entre ambas as soluções é ainda mais facilmente visualizada por meio
da Fig. 7.12, que apresenta o estado de cura no centro da inclusão superior direita do
EVR ao longo do tempo. De acordo com a Observação 7.3, o valor nodal corresponde
a uma extrapolação. Como pode-se observar, é fundamental considerar-se a microescala
em regime transiente nesse caso.
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Figura 7.9 – Comparação entre as soluções multiescala macroscópicas para a microescala
em regime transiente ou com divq = 0 para o Problema 7.2.
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Figura 7.10 – Curva de aquecimento no nó central da inclusão superior direita do EVR
(ver Fig. 7.11) associado ao ponto de integração localizado em x≈ (0,9894, 0,0394), para
o Problema 7.2.
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(a) Microescala em regime transiente.

(b) Microescala em regime estacionário sem geração de calor.

Figura 7.11 – Comparação entre o estado de cura para o Problema 7.2 para t= 60 s, com a
microescala (a) em regime transiente ou (b) em regime estacionário sem geração de calor.
Estas soluções dizem respeito a um ponto de integração localizado em x≈ (0,9894, 0,0394)
m.
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7.4 Simulação da cura de um elastômero carregado com negro de fumo

Nesta seção pretende-se fazer uma simulação 2D da cura de um elastômero carre-
gado com negro de fumo. O objetivo é demonstrar a aplicabilidade do modelo multiescala
desenvolvido.

Para fazer a simulação da cura de um elastômero carregado com negro de fumo, é
necessário conhecer as propriedades tanto do elastômero quanto da carga. As propriedades
térmicas para formulações típicas de elastômeros podem ser encontradas na literatura
com certa facilidade. As propriedades cinéticas, por outro lado, geralmente são fornecidas
para um modelo cinético em particular, e são relativamente escassas as referências com
as propriedades cinéticas de elastômeros sem cargas. Com relação ao negro de fumo, há
dificuldade na determinação do valor da condutividade térmica, conforme será discutido
mais adiante.

Observação 7.4: A Lei de Fourier é assumida como válida também para os problemas
analisados a seguir, embora existam questionamentos quanto à sua validade para materiais
de característica (tamanho) nanométrica. Veja, por exemplo, o trabalho de Chang et al.,
2008, que evidencia que a referida lei não é válida para nanotubos de carbono e nanotubos
de nitreto de boro. Uma modelagem mais realista do fenômeno implica na necessidade
de verificar se tal relação constitutiva é válida para elastômeros carregados com negro de
fumo.

O negro de fumo é um material em que partículas esféricas com diâmetro de 10
a 90 nm, formadas por camadas quasi-grafíticas, se arranjam de maneira complexa [Le-
blanc, 2002]. O termo quasi-grafíticas se refere ao fato de que as camadas da partícula de
negro de fumo são formadas por arranjos hexagonais de átomos de carbono, de maneira
similar às camadas da grafita. Contudo, no negro de fumo as camadas estão mais afas-
tadas que na grafita, são menores e menos extensas, e não têm orientação vertical [Sofri,
2005]. As partículas existem em várias formas de agregação, dependendo do processo de
fabricação, e o grau com que os agregados formam objetos tridimensionais complexos é
denominado estrutura [Leblanc, 2002]. As partículas que constituem o agregado são par-
cialmente fundidas entre si e nunca existem sozinhas [Donnet e Custodero, 2005, p. 370].
Os agregados, por sua vez, são unidos entre si para formar os aglomerados. A Fig. 7.13
ilustra esquematicamente as dimensões relevantes do negro de fumo.

Durante a mistura do negro de fumo e da borracha, além da quebra dos aglome-
rados e da dispersão dos agregados de negro de fumo, ocorrem fortes interações entre o
elastômero e o negro de fumo [Leblanc, 1997]. No entanto, parece não haver um consenso
quanto à natureza da interação, isto é, se ocorrem ligações químicas ou físicas. Enquanto
alguns autores argumentam que a natureza é física [Leblanc, 1997], outros descrevem as
ligações como consistindo de um espectro de forças, com algumas cadeias ligadas quimi-
camente ao negro de fumo e outras ligadas fisicamente, com magnitude variável [Hamed,
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Figura 7.13 – Dimensões relevantes do negro de fumo. Adaptado de Leblanc, 2002.
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2001, p. 24].
Existem alguns estudos publicados sobre a condutividade térmica do negro de fumo

[Smith e Wilkes, 1944; Ebert et al., 1998; Maquin et al., 2000], mas todos os trabalhos
citados relatam valores para a condutividade térmica que são, aparentemente, inconsis-
tentes com o fato de que a inclusão de negro de fumo aumenta a condutividade térmica
da borracha.8 Enquanto a borracha natural, por exemplo, apresenta condutividade tér-
mica da ordem de 140 mW m−1 K−1 [Gent, 2001, p. 359], os valores medidos para o
negro de fumo não atingem esse valor. Mesmo quando a condutividade térmica aparente9

é corrigida, de forma a identificar-se apenas a condutividade térmica do negro de fumo
propriamente dito, os valores permanecem muito abaixo do que seria esperado. Maquin
et al., 2000, por exemplo, obtêm valores de 3 a 5 mW m−1 K−1 para a condutividade tér-
mica aparente de diversos negros de fumo de acetileno, quando as amostras se encontram
evacuadas e no seu estado de compactação natural, a 20 ◦C. Ao estimar a condutividade
térmica do negro de fumo propriamente dito, os autores obtêm valores que não chegam
a 100 mW m−1 K−1 para nenhuma das amostras de negro de fumo analisadas. Para o
negro de fumo N990, por exemplo, o valor estimado é de 10 mW m−1 K−1.

A explicação para o fenômeno recém exposto parece repousar na existência da
resistência térmica interfacial, definida por

RK = ∆θ
qn
,

onde ∆θ é o salto na temperatura na interface e qn é o fluxo de calor líquido que cruza
a superfície [Balasubramanian e Puri, 2011], e cujo efeito é reduzir a condutividade tér-
mica do material. A resistência (ou, de forma inversa, a condutância) térmica interfacial
depende do caráter da ligação interfacial. Possivelmente, a resistência térmica interfacial
seja menor entre os agregados de negro de fumo e a borracha natural do que entre os
agregados entre si.

Essa breve discussão ilustra a dificuldade na determinação das propriedades do
negro de fumo, bem como a existência da resistência térmica interfacial, cuja medição
experimental é bastante complexa, conforme pode-se inferir do trabalho de Losego et al.,
2012. A resistência térmica interfacial também poderia ser determinada por meio de si-
mulações de dinâmica molecular, de maneira semelhante ao que Hu et al., 2009, fizeram
para determinar a resistência térmica interfacial entre silício e polietileno amorfo, porém
essa abordagem está naturalmente fora do escopo do presente trabalho. De maneira al-
ternativa, a resistência térmica interfacial e a condutividade térmica do negro de fumo

8Pode-se citar o trabalho de Nasr et al., 1995, como uma exceção a essa tendência. Os autores
obtiveram valores para a condutividade térmica de uma borracha de estireno-butadieno com negro de
fumo do tipo Fast Extrusion Furnace (FEF) que, para três temperaturas medidas, em geral decrescem
com a quantidade de carga até cerca de 80 phr, para então começar a crescer.

9Aqui se utiliza o termo aparente pelo fato de o negro de fumo ser um material poroso.
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poderiam ser estimadas por meio da solução de um problema inverso, uma vez que a
microestrutura do material e a condutividade térmica efetiva fossem conhecidas. Neste
ponto é interessante recordar que o modelo multiescala desenvolvido não prevê a descon-
tinuidade de temperatura e/ou fluxo de calor nas interfaces dos constituintes. Porém,
para modelar a resistência térmica interfacial não seria estritamente necessário utilizar
saltos finitos em quantidades físicas; em vez disso, a modelagem poderia ser realizada
considerando-se uma fina camada de material isolante em torno dos agregados de negro
de fumo, tal como proposto em Kothari et al., 2013, para a modelagem da condutividade
térmica efetiva de uma matriz de resina epóxi com nanopartículas de sílica.

Dada a dificuldade em se determinar a resistência térmica interfacial, ela não será
considerada neste trabalho. Além disso, considerando-se a dificuldade em conhecer a
condutividade térmica dos agregados de negro de fumo, será utilizada uma condutivi-
dade térmica arbitrária de 1 W m−1 K−1 para esse material, apenas para demonstrar
a aplicabilidade do modelo. Futuramente, com dados precisos, será possível fazer uma
modelagem, de fato, da reação de cura de um elastômero carregado.

Outro fenômeno digno de nota é a formação de cadeias de condução pelo negro de
fumo quando presente em quantidade elevada [Hands e Horsfall, 1977]10. Segundo Elimat
et al., 2012, o negro de fumo tem uma elevada habilidade de formar redes contínuas em
matrizes poliméricas, levando a condutividades térmicas (efetivas) mais elevadas.

Para finalizar, é importante citar um fenômeno observado para borrachas carrega-
das com negro de fumo: a diminuição da condutividade térmica efetiva a partir de uma
certa concentração de carga. Por exemplo, Sircar e Wells, 1982, observaram que quando a
fração volumétrica de negro de fumo N990 adicionado a uma borracha clorobutil (CIIR)
supera cerca de 20%, há uma redução na condutividade térmica efetiva do composto elas-
tomérico. Um fenômeno semelhante foi observado por Hands e Horsfall, 1977, ao estuda-
rem a condutividade térmica da borracha natural carregada com diferentes concentrações
de negro de fumo do tipo Super Abrasion Furnace (SAF). Esse fenômeno, perceptível nas
medidas de condutividade térmica efetiva somente quando a presença de cargas atinge
uma concentração relativamente elevada, não é capturado pela Lei de Fourier.

Para os problemas analisados a seguir, admite-se, a título de teste, que o material
seja periódico.

Problema 7.3: Estuda-se agora um problema semelhante ao Problema 7.1. A diferença
é a microescala, tanto no que diz respeito aos materiais quanto à discretização. A malha
microscópica está apresentada na Fig. 7.14. As características das malhas macroscópica
e microscópica estão apresentadas na Tab. 7.3. A tabela também contém as propriedades
dos constituintes. O calor específico e a densidade do negro de fumo foram obtidos em

10Esse fenômeno também é observado, por exemplo, ao carregar polietileno com negro de fumo [Agari
e Uno, 1985]. Porém, nesse caso o fenômeno se observa já a partir de uma fração volumétrica de carga
de somente 3%.
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Tabela 7.3 – Propriedades térmicas e cinéticas e características das malhas macroscópica
e microscópica para o Problema 7.3

Grandeza Unidade Macroescala Microescala
Elastômero Negro de fumo

c J kg−1 K−1 — 1,574× 103 6,5× 102

κκκ W m−1 K−1 — 2,3 × 10−11 1,0× 1001
ρ kg m−3 — 9,5 × 102 1,9× 103

n — — 3,178× 100 —
k0 s−3,178 — 1,16 × 1013 —
E J mol−1 — 1,66 × 105 —
t0 s — 8,336× 10−13 —
θ0 K — 1,406× 104 —
∆h J kg−1 — −2,105× 104 —

Elementos — 10 Quad4 3.374 Tri3
Nós — 22 1.772

Maquin et al., 2000. Com relação ao elastômero, as propriedades dizem respeito a uma
formulação de estireno-butadieno descrita e caracterizada em Isayev e Deng, 1988. Está
sendo assumido, portanto, que o negro de fumo não altera a cinética de cura da borracha de
estireno-butadieno. Conforme mencionado anteriormente, isto é apenas uma ilustração da
aplicabilidade do modelo multiescala. Para este problema utilizou-se um passo de tempo
∆t= 1,5 s.

A solução obtida considerando-se a inércia térmica da microescala é virtualmente
igual àquela obtida desprezando-se a inércia térmica (veja a Fig. 7.15), indicando que,
nesse caso, não é necessário considerar-se a inércia térmica da microescala.

A seguir será simulado um problema um pouco mais complexo, intrinsecamente
2D.

Problema 7.4: A banda de rodagem de um pneu, de dimensões 240 mm × 14 mm,
com temperatura inicial de 30 ◦C, tem suas faces mantidas a 190 ◦C para t > 0 (veja
a Fig. 7.16a). Devido à simetria, apenas metade do corpo macroscópico é discretizado
para a simulação por elementos finitos, impondo-se, então, a condição de fluxo normal
nulo no eixo de simetria (veja a Fig. 7.16b). A discretização do corpo macroscópico está
apresentada na Fig. 7.16c, na qual as condições de contorno estão descritas. Utiliza-se um
EVR com lado igual a 600 nm, discretizado de acordo com a Fig. 7.16d. As características
das malhas macroscópica e microscópica estão apresentadas na Tab. 7.4, bem como as
propriedades térmicas e cinéticas dos constituintes. O material é igual ao do Problema
7.3. Para a solução do problema utilizou-se um passo de tempo ∆t= 15 s.

A Fig. 7.17 apresenta mapas da temperatura macroscópica para os primeiros in-
crementos de tempo. Já a Fig. 7.18 apresenta o mapa de temperatura microscópica, para
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Figura 7.14 – Elemento de volume representativo, de lado igual a 900 nm, do Problema
7.3. O subdomínio em cinza representa a matriz elastomérica, enquanto os subdomínios
em azul representam as inclusões de negro de fumo, com diâmetro de 150 nm.

Tabela 7.4 – Propriedades térmicas e cinéticas e características das malhas macroscópica
e microscópica para o Problema 7.4

Grandeza Unidade Macroescala Microescala
Elastômero Negro de fumo

c J kg−1 K−1 — 1,574× 103 6,5× 102

κκκ W m−1 K−1 — 2,3 × 10−11 1,0× 1001
ρ kg m−3 — 9,5 × 102 1,9× 103

n — — 3,178× 100 —
k0 s−3,178 — 1,16 × 1013 —
E J mol−1 — 1,66 × 105 —
t0 s — 8,336× 10−13 —
θ0 K — 1,406× 104 —
∆h J kg−1 — −2,105× 104 —

Elementos — 793 Tri3 1.472 Tri3
Nós — 500 793
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θ = 190 ◦C

(a) Problema original: a banda de rodagem de um pneu, com temperatura inicial de 30 ◦C, tem
suas faces mantidas a θ = 190 ◦C para t > 0.

θ = 190 ◦C

q̂ = 0

(b) Problema simplificado devido à simetria.

(c) Malha macroscópica. A face vertical está isolada termicamente, conforme (b), enquanto as
demais faces estão a 190 ◦C.

(d) Elemento de volume representativo, de lado igual a 600 nm. O subdomínio em cinza re-
presenta a matriz elastomérica, enquanto os subdomínios em azul representam as inclusões de
negro de fumo, com diâmetro de 150 nm.

Figura 7.16 – Representação esquemática e malhas macroscópica e microscópica para o
Problema 7.4.
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(a) t= 15 s.

(b) t= 30 s.

(c) t= 45 s.

Figura 7.17 – Mapas de temperatura macroscópica para os primeiros incrementos de tempo
para o Problema 7.4.

o primeiro incremento de tempo, em um EVR específico, enquanto o início do fenômeno
de cura para o mesmo EVR está apresentado na Fig. 7.19.
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(a) O mapa apresentado em (b) corresponde ao EVR associado a um ponto de integração do
elemento em destaque.

(b) Mapa de temperatura no EVR associado a um ponto de integração do elemento em destaque
em (a) para t= 15 s.

Figura 7.18 – Mapa de temperatura em um EVR específico para o Problema 7.4.
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(a) EVR associado a um ponto de integração do elemento em destaque na Fig. 7.18a para t= 90
s.

(b) EVR associado a um ponto de integração do elemento em destaque na Fig. 7.18a para t= 105
s.

Figura 7.19 – Mapas de estado de cura em um EVR específico para o Problema 7.4.
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8 CONCLUSÕES

Nesta tese desenvolveu-se um método multiescala baseado em homogeneização com-
putacional FE2 para a modelagem da condução de calor transiente com geração de calor,
que pode ser aplicado a materiais cuja microescala necessite ser modelada por um elemento
de volume representativo finito, sendo possível considerar efeitos de inércia térmica.

Tendo por base a análise dos problemas variacionais da macro e microescala e algu-
mas hipóteses centrais de homogeneização, foi proposto um desenvolvimento alternativo,
mais claro e direto para o modelo multiescala, o qual é consistente com resultados recen-
temente apresentados na literatura. A nova metodologia é estabelecida, principalmente,
a partir da hipótese de um enunciado macroscópico, escrito em termos de grandezas des-
conhecidas, determinadas a posteriori, durante o desenvolvimento da metodologia multi-
escala. Ainda, foi proposta a incorporação de uma geração de calor não homogênea na
microescala, permitindo, por exemplo, a modelagem de materiais com constituintes/fases
que apresentem, ou não, geração de calor.

O modelo foi implementado em um software próprio e as verificações realizadas
foram satisfatórias. Os testes feitos com materiais homogêneos reproduziram a solução
convencional (uma única escala) por elementos finitos. Além disso, para o caso em que
comparou-se a solução multiescala à solução completa, a solução na microescala teve
excelente concordância com a solução completa quando sua inércia térmica foi levada
em consideração. O mesmo pode ser dito com relação ao caso com geração de calor em
um corpo isolado termicamente; a solução na microescala, ao considerar-se sua inércia
térmica, se mostrou satisfatória em comparação com a solução convencional, enquanto a
relação divq = 0 na microescala levou a resultados distantes dos esperados.

Como perspectivas futuras, pode-se implementar diferentes condições de contorno
na microescala, bem como estudar mais detalhadamente se a média da flutuação da
temperatura na microescala realmente pode ser diferente de zero, o que é assumido neste
trabalho. Quanto à última questão, os resultados numéricos já obtidos corroboram as
hipóteses adotadas nesta tese.

A especialidade do método multiescala proposto, de modelar a geração de calor
não homogênea na microescala, foi aplicada à cura de materiais compósitos, a saber,
elastômeros carregados. Embora a modelagem requeira um conhecimento maior das pro-
priedades e interações dos constituintes, sendo necessário, inclusive, verificar a própria
validade da Lei de Fourier para esse problema, o potencial de aplicação do modelo foi
mostrado considerando uma matriz formada por um polímero elastomérico, onde ocorre
a cinética/geração, e por cargas inertes do ponto de vista cinético, mas que contribuem
para (acoplam) o problema de condução de calor na microescala. Para esse caso, embora
a inércia térmica da microescala possivelmente não precise ser considerada, o fato de o
modelo descrever a reação de cura no nível da microescala facilita o aperfeiçoamento da
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modelagem do fenômeno, sendo possível incorporar vários efeitos, tal como uma cinética
química diferenciada nas regiões de interface.
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APÊNDICE A -- Notação

Neste trabalho, a seguinte convenção é utilizada:

(a) escalares são denotados por letras dos alfabetos romano e grego, com peso normal;

(b) tensores (incluindo vetores) são denotados por letras dos alfabetos romano e grego,
em negrito.

Nesta tese é utilizado um sistema de coordenadas cartesiano, que consiste de um
ponto de referência o (a origem), e uma base ortonormal {e1,e2,e3} orientada positiva-
mente.

De acordo com a convenção anterior, o símbolo A denota um escalar, enquanto A
denota um tensor de primeira ou segunda ordem:

A escalar,
A = Aiei tensor de primeira ordem (vetor),
A = Aijei⊗ej tensor de segunda ordem,

onde ⊗ representa o produto tensorial e está sendo empregada a notação de Einstein.
A operação de um tensor de segunda ordem A sobre um vetor B é representada

por

AB = Aijei⊗ejBkek = AijBjei.

O produto interno de dois tensores de segunda ordem A e B é dado por

A : B = Aijei⊗ej : Bklek⊗el = AijBij .

As componentes Sij de um tensor de segunda ordem S = Sijei⊗ej com relação à
base {ek} são expressas pela matriz

[S] =


S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

 .
A mesma notação é utilizada para expressar as componentes Ri de um vetor R =

Riei em relação à base {ek}:

[R] =


R1

R2

R3

 .
Por outro lado, quando o arranjo de números não corresponde à representação de

um tensor, o símbolo que denota a matriz (ou matriz-coluna) é sublinhado, da maneira
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convencional. Assim, por exemplo, o vetor que contém as funções de forma associadas ao
método dos elementos finitos é denotado por N , enquanto a matriz gradiente das funções
de forma é denotada por B .

Uma revisão de álgebra tensorial e análise tensorial pode ser encontrada em Gurtin
et al., 2010.
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APÊNDICE B -- Consequências de um EVR infinitamente
pequeno

Agora será demonstrado que os termos não-usuais na descrição macroscópica ten-
dem a zero quando o tamanho do EVR tende a zero, isto é, que

lim
|�(x)|→0

〈ϕ(x)(x−x)〉� = 0, (B.1)

em que ϕ(x) é uma função escalar. Para tal, primeiramente reescreve-se a integral (de-
finida implicitamente em 〈•〉�) como o limite de um somatório, na forma convencional.
Primeiramente, no entanto, divide-se o EVR em N3 subdomínios cúbicos, com N sub-
domínios ao longo de cada n-ésima dimensão cartesiana, n = 1,2,3. Cada subdomínio é
representado por (i, j,k), onde os índices i, j e k variam de 1 a N e correspodem, res-
pectivamente, às dimensões n = 1, n = 2 e n = 3. O centro de um subdomínio pode ser
escrito como

x(i,j,k) =
{(

x1−
l

2

)
+
[
l

2N + (i−1) l

N

]}
e1 +

{(
x2−

l

2

)
+
[
l

2N + (j−1) l

N

]}
e2

+
{(

x3−
l

2

)
+
[
l

2N + (k−1) l

N

]}
e3, (B.2)

ou então,

x(i,j,k) =
[
x1 +

(
−1

2 + i−1
N

+ 1
2N

)
l
]
e1 +

[
x2 +

(
−1

2 + j−1
N

+ 1
2N

)
l
]
e2

+
[
x3 +

(
−1

2 + k−1
N

+ 1
2N

)
l

]
e3, (B.3)

onde l é o comprimento de cada aresta do EVR (Fig. 4.1).
Então, a Eq. (B.3) pode ser reescrita como

lim
l→0
〈ϕ(x)(x−x)〉� = lim

l→0

1
l3

∫
�
ϕ(x)(x−x) dv

= lim
l→0

1
l3

lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

ϕ
(
x(i,j,k)

)[(
−1

2 + i−1
N

+ 1
2N

)
le1

+
(
−1

2 + j−1
N

+ 1
2N

)
le2 +

(
−1

2 + k−1
N

+ 1
2N

)
le3

](
l

N

)3

= lim
l→0

l lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

ϕ
(
x(i,j,k)

)[(
−1

2 + i−1
N

+ 1
2N

)
e1

+
(
−1

2 + j−1
N

+ 1
2N

)
e2 +

(
−1

2 + k−1
N

+ 1
2N

)
e3

]( 1
N

)3

= 0. (B.4)
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De maneira similar, pode-se demonstrar que quando l→ 0,

lim
l→0
〈ϕ(x)〉� = ϕ(x) , (B.5)

onde agora ϕ(x) é uma função escalar ou uma função vetorial. A demonstração é feita
da seguinte forma:

lim
l→0
〈ϕ(x)〉� = lim

l→0

1
l3

∫
�
ϕ(x) dv

= lim
l→0

1
l3

lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

ϕ
(
x(i,j,k)

)( l

N

)3

= lim
l→0

lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

ϕ
(
x(i,j,k)

)( 1
N

)3

= lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

1
N3 lim

l→0
ϕ
(
x(i,j,k)

)

= lim
N→∞

N∑
i,j,k=1

1
N3ϕ(x)

= ϕ(x) . (B.6)

Portanto, utilizando as Eqs. (B.4) e (B.6) na Eq. (4.93), para um EVR infinitamente
pequeno tem-se uma descrição macroscópica dada por

−divq + r− φ̇= 0 em Bt×I. (B.7)


