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Resumo

O presente trabalho apresenta a verificacdo da Hipotesé6fige (HT) sobre o
Modelo Esférico ferromagnético. Esta hipotese sugere wwa abordagem a transicoes
de fase termodinamicas (TF), apoiada na idéia recenterpeop®sta de que 0 meca-
nismo na origem das transicdes de fase seja uma quebra dendificidade adequada
do espaco de configuracdes dos sistemas no ponto da tran&gélwora se saiba que
nem toda transi¢éo topologica (TT) esteja ligada a uma Tifprfavado recentemente
para uma classe de modelos que TTs sdo necessarias na arésdrgnsicoes de fase
de primeira e segunda ordem, pelo menos. Da termodinamicedelo esférico campo
médio, sabe-se que este apresenta uma TF na auséncia deroagmpégtico externo, e
que esta é destruida para campo finito. Da evolucédo da topalegsubvariedades do
espaco de configuracoes, definidas pela (funcdo) energaqal, resulta que, no caso
sem campo externo, ocorre uma TT nestas variedades em ungéagratencial igual a
energia potencial (média) critica da transicéo de fasee esultado corrobora a HT no
sentido da necessidade de uma TT em correspondéncia a uiNa &/tanto, a mudanca
observada na topologia ndo é particularmente “grande’psgiderada dentro do critério
sugerido por trabalhos anteriores. Do caso com campo extesulta que uma TT idén-
tica a encontrada no caso sem campo persiste. Da termodmé@mmodelo, observa-se,
no entanto, que a regido de energias potenciais em que a Tie o@D € acessivel ao
sistema fisico, o que é consistente com a auséncia de TF nelonoekte caso. Entre-
tanto, o formalismo topolégico sobre o espaco de configesagéo se mostrou suficiente
na caracterizacao deste comportamento do sistema, e aestas@ so é alcancada dado
0 conhecimento prévio da termodinamica do modelo. Apresesse também resultados

parciais da aplicacdo da HT ao modelo esférico a dimensda. fini



Abstract

In the present work the verification of the Topological Hypegtis (TH) on the fer-
romagnetic Spherical Model is presented. This hypothegigests a new approach to
phase transitions (PTs), based on the recently proposadhdt the mechanism at the
origin of these phenomena might be a suitable break of diftaphicity of the systems
configuration spaces at the respective transition pointghoAgh it is known that any
topological transition (TT) will in general not be linked &PT, it was recently proved
for a class of models the necessity of occurence of a TT in teéggnce of (at least) first
and second order PTs. From the thermodynamics of the medrSiplerical Model, we
see that it presents a PT in vanishing external magnetic &eld that it is destroyed by
the external field. From the topological evolution of suiéadubmanifolds in configura-
tion space, defined by the potential energy function, reghht, in zero external field, a
TT occurs in these submanifolds in a value of potential gnergich is the same as the
critical (mean) potential energy. This result is in accom@awith the TH in the extent
of the necessity of a TT in correspondence with a PT. Howekierpbserved TT is not
particularly "strong”, when considered in the criteriagested by previous related works.
From the finite field case, results that a TT identical to the iorthe zero field case per-
sists. From the thermodynamics of the model in the presefrecéeld, however, it is seen
that the potential energy range in which this TT happenstsocessible to the physical
system, which is still consistent with the absence of a Phismdase. Nevertheless, the
formalism of Differential Topology has been proven insudfit in the characterization of
this behaviour, and the conclusion above was only reachemh dine previous knowledge
of the model’s thermodynamics. Some patrtial results of gy@ieation of the TH to the

Spherical Model in finite dimension are also presented here.
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Introducao

Transi¢Oes de fase, do ponto de vista fenomenolégico, saoteazadas por mu-

dancas nas propriedades fisicas de sistemas.

O primeiro tipo de transices estudado foram as transigdésse termodinamicas
(TFs), isto é, aguelas em sistemas macroscopicos em eguffi®mico e mecéanico).
Tais fenbmenos podem ser caracterizados, do ponto de vagematico, pela perda de
analiticidade de funcdes termodinamicas - energia livré&dibs, por exemplo - com
respeito a temperatura, ou outro parametro intensivo, guessitui devido a violagéo,
pela equacédo de estado do sistema, dos critérios de efdeiliermodinamica, no ponto

da transicao - este definido pelos parametros intensivos.

O problema, ha algumas décadas, consistia em explicar camgéds termodina-
micas - macroscopicas -, resultantes de uma interacdosn@painicapoderiam apre-
sentar singularidades em certos valores dos parametessivbs, separando fases com
comportamentos termodinamicos distintos. O objetivo ei@maulacdo de uma teoria
consistente de equacdes de estado. A primeira teoria &Enéntbem sucedida foi for-
mulada por C. N. Yang e T. D. Lee [1], mostrando que a ndo4iridide das referidas
funcdes na transicéo € acarretada pela ocorréncia de ra@egositivas da fungéo de
particdo gra-canonica (no espaco de fugacidade), no lieitelumé infinito.

Desde entéo, outras abordagens a TFs foram elaboradas, ponmexemplo, por
Dobrushin, Lanford e Ruelle, a partir do conceito de medidasibbs, em funcédo da

ocorréncia ou ndo de uma medida Unica no sistema

ou, equivalentemente, nimero maximo de graus de liberdade
2D. Ruelle,Thermodynamic FormalisnEncyclopaedia of Mathematics and its Applications, (Addi-
Wesley, New York, 1978).



Estas teorias, porém, se aplicam somente a sistemas isfimtxroscopicos) e em
equilibrio termodinamico. No entanto, transi¢cdes din@si@como, por exemplo, as vi-
trosas), em sistemas fora do equilibrio, caracterizadaslipergéncias em quantidades
dindmicas dos mesmos, comecaram, a partir da décadld deser amplamente estuda-
das, e assim, melhor compreendidas e caracterizadas. Bepaute, nos Ultimos anos,
a pesquisa experimental em sistemas finitos, ou ndo magpioss)- mesoscopicos, na-
noscopicos ou ainda eatustersnucleares, atdbmicos e moleculares - forneceu evidéncias
de transicdes de fase também nestes sistemas. Portantdyito de uma eventual uni-
ficacdo da fenomenologia de transi¢coes de fase, o camintahsg¢ria uma abordagem
na escala dos minimos componentes relevantes a descrigaodkdo sistema, na busca
por assinaturas das transi¢des no ambito “microscopicaheio, porque o processo de
mediacdo na mecéanica estatistica, sob a suposicao funtdmerrgodicidade da dina-
mica microscoépica dos sistemas, suprime informacdes rlagéime nas caracteristicas
dindmicas destes. Assim, o estabelecimento de uma relag@odenamica e comporta-
mento termodinamico se pode dar somente em um nivel “aritarinédias e a definicdo
de ensembles. Depois, porque, para sistemas finitos, paunerthum sentido tém as

médias e 0s observaveis macroscopicos.

Outrossim, uma descricdo das TFs em um nivel mais basicoipede elucidativa
no respeito a distincdo entre transicdes de primeira ordeaménuas, ao nivel da inte-
racdo fundamental. Poderia contribuir a uma melhor conmgéeedestes fendmenos, e,
em particular, a elaboracdo de uma teoria de analise catargtitle transi¢cdes de primeira
ordent, a exemplo da teoria do grupo de renormalizacdo em fendnw@itaos, para

transi¢coes continuas.

Motivado pelo panorama acima exposto, o presente trabathcdmo tema central
a chamada Hipoétese Topoldgica (HT). Esta hipétese sugeaaawa abordagem a transi-
coes de fase termodinamicas, apoiada na idéia recentepmeptesta de que 0 mecanismo

na origem destas seja uma quebra de difeomorficidade adedaadibvariedades do es-

3vale notar que a teoria de Ginzburg-Landau pode ser apliada a transicdes continuas quanto de
primeira ordem; no entanto, além da aproximacao de camp@pnpElicos resultados analiticos podem ser
obtidos deste formalismo.



paco de configuragdes dos sistemas no ponto da transica@r&s®saiba que nem toda
transformacéo descontinua ou ndo analiti@{difeomarficana topologia esté ligada a
uma TF, foi provado recentemente para uma classe de modeddasanpsicoes topoldgicas
(TTs) séo necessarias na presenca de TFs - de primeira edssggiem, pelo menos. A
HT se aplica a sistemas macroscopicos, descritos por Huamaittos classicos, em um
espaco de coordenadas e momenta continuos, e ja foi cordienadutros modelos, em
especial o modelo XY e o modeletrigonométrico, ambos em aproximac¢ao de campo
médio.

O presente trabalho apresenta a verificacdo da HT sobre old/Bdé&rico fer-
romagnético. Na aplicacdo da HT ao modelo, em particularemsde campo médio,
resolveu-se primeiramente a sua termodinamica, que aypaesma TF na auséncia de
campo magnético externo, que é destruida quando se adees@ampo finito. Analisou-
se entdo, no ambito da Teoria de Morse, a evolugéo da topallegsubvariedades con-
venientes no espaco de configuracbes do modelo, definidagimadaafuncdo energia
potencial. Gracgas a simplicidade topoldgica do espaco ditggewacdes, que € uma hi-
peresfera de dimensdd/— 1), e a simplicidade da estrutura da matriz de interagéo, foi
possivel computar os niumeros de Betti da familia de sulnlades e obter uma compre-
ensao bastante intuitiva da maneira pela qual este espegsendd preenchido a medida
em que se aumenta a energia do sistema. Em particular, sacesgintanea de simetria
no limite termodinamico emerge facilmente desta analiaeab conectividade das vari-
edades abaixo da energia criticaResulta que, no caso sem campo externo, ocorre uma
TT nestas variedades em uma energia potencial igual a argtgncial (média) critica
da TF, correspondendo ao ponto em que toda a esfera do espegofijuracdes se torna
acessivel ao sistema, o que corrobora a Hipotese no semtidecgssidade de uma TT
associada a uma TF. No entanto, a mudanca observada nagiep@o € particularmente
“grande”, envolvendo a mudanca de apenas dois nUmeros tenBgtonto critico, em
contraste com o comportamento observado no modelo XY candgaiormem que a TT
associada a TF envolve a mudanca simultanea(dé) numeros de Betti das respectivas

subvariedades. A partir dos resultados do modelo XY cammhanfoi sugerido que as



condicOes desuficiénciapara que uma TT no espaco de configuracdes origine uma TF
no sistema correspondente estejam ligadas a mudagqya referida. A TT no modelo
esférico, no entanto, ndo preenche estes pré-requisitds, que, em campo nulo, esteja

associada a uma TF do sistema.

Quando se aborda a topologia do caso com campo externo asndgeum fato mais
grave: a topologia das variedades no espaco configuraciGnad sensivelmente afetada
pelo campo, sendo o comportamento termodinamico, ao cantckamaticamente di-
ferente. O modelo ndo apresenta uma TF neste caso. No entamolT T idéntica a
encontrada no caso sem campo persiste. Da termodinamicadioncontudo, observa-
se gue aregido de potenciais em que a TT ocorre nao é fisicaamrssivel ao sistema, o
gue é consistente com a auséncia de TF no modelo neste cason&ismo topoldgico
sobre o espaco de configuracdes, porém, ndo se mostra defitdecaracterizacao deste
comportamento do sistema, e esta conclusao so é alcangimla danhecimento prévio

da termodinamica do modelo.

Em sequiéncia a analise em campo médio, apresenta-se aitggmarh do Modelo
Esférico em dimenséo finita, com interacdo a vizinhos prozindesenvolvida original-
mente em [32]. A andlise da HT sobre estes modelos est4 etmantiy portanto, apenas

resultados parciais sdo apresentados.

A dissertacdo esta estruturada da seguinte forma: deelicazspitulo 1 a um re-
sumo de transicdes de fase termodinamicas, que constitpanoale fundo e a motivacao
fisica deste trabalho; no Capitulo 2, faz-se uma sintesamtesedentes, da elaboracéo
da Hipotese Topologica, incluindo modelos e resultadoscgueoboram a proposta; o
Capitulo 3 é dedicado a introducdo do modelo esférico e sardantes, apresentando
sua termodinamica, o desenvolvimento da analise topadgas resultados obtidos até o
momento; no Ultimo capitulo apresentam-se as discuss@eslusdes e perspectivas do
trabalho. Ao final da dissertacgéo, incluiu-se um Apéndica am resumo de conceitos e
definicbes da topologia - e em particular, da teoria de Mogsee-séo utilizados ao longo

do texto.



Capitulo 1

Transicoes de Fase Termodinamicas

Na fisica, a compreenséo de transi¢des de fase, tanto do g®mista da descricdo
fenomenoldgica, quanto do ponto de vista mais basico denisegas que as regem e
suas origens, tem uma importancia central. No ambito pratiansicdes de fase ocorrem
em um conjunto amplo e variado de sistemas, de interessevensas areas da ciéncia e
da tecnologia, tendo, portanto, presenca e papel decidastambém, as transi¢des se
mostram presentes ou relacionadas a questdes fundanuantisisa. Atribui-se a propria
existéncia do Universo observavel a uma transi¢éo de fagdiage um estado de vacuo
pré-existente, sendo toda a configuracédo do Universo atgéstssociada a tal transi¢do
Muitos aspectos dos fendbmenos criticos associados agd@ssie fase, como a invarian-
cia de escala, sao encontrados na meteorologia, sismahogatudo da evolugéo da vida
na Terra. Ademais, existe um paralelo muito forte entre daeate fendbmenos criticos
em transi¢cfes continuas e a teoria quantica de campos, mdeede inicio, surpreen-
der, visto que a primeira trata de sistemas macroscoépicespodem ser tratados como
infinitos, enquanto que a segunda estuda as particulas enposalementares. Outro
conceito importante que surge no ambito de transicdes @eéfasuniversalidade, que

sera abordada aqui.

As transicOes de fase termodinamicas sao definitivamenteelivor compreendi-

das. Este capitulo contém um resumo de aspectos e coneditie®$ basicos do assunto.

'Dowrick, N. J. et al The Theory of critical phenomena: An Introduction to the ®emalization Group
Oxford University Publications, New York, 1998



O sentido dado a “microscoOpico”, aqui, € o da escala dos mermrmponentes
relevantes a descricdo do modelo, enquanto “macroscopsté’para a escala do sistema

como um todo.

1.1 Condi¢des de estabilidade/instabilidade termodinami

cas e transicoes de fase

Toda a informacao termodinamica sobre um sistema pode Sdadendo conhe-
cida sua relacdo fundamental, isto é, a entrgp@omo funcdo dos demais parametros
extensivos do sistema. O mesmo, alternativamente, paracéduenergia interné,
dependente da entropia e demais parametros extensivasnda, para algum dos poten-

ciais transformados de, como fungfes de suas variaveis naturais.

Arelacdo fundamental deve obedecer a certas condicfeseleies do principio de
maxima entropia para que expresse os estados termodirgginiststema Este principio
exige, para os estados termodinamicos, (alémde 0) que a entropia seja uma funcéo
cOncava de seus parametros. Tais condi¢cdes de concavatedexXidade) sdo chamadas
critérios de estabilidade local. Estes critérios tambérapieam na representacédo de
energia:U (S, V, N) deve ser uma funcdo convexa de seus parametros para todqesgua
estado de equilibrio. Para as transformadas de Legendre dentre elasF' (7, V, N)

(energia livre de Helmholtz), tem-se

O’F 0PF
— < — > :
(7)., =% (7)., 2¢ -
e paraGG(T, P, N) (energia livre de Gibbs),
0?G e
— < — < :
(7). =0 (5m),, ¢ &2

N&o raro, a partir de calculos da mecanica estatistica, teapivlacdo de dados

2Este principio, na mecanica estatistica, € obtido como switeglo e € conhecido como Teorema H.



experimentais, obtém-se uma funcdo para um potencial ténd@mico, definindo uma
superficie no espaco de parametros adequado, em que aamtos pao saglobalmente

estaveid. A regido definida por tais pontos é uma regido de coexistéeifases do
sistema dado. Uma regido de instabilidade (global) dadel&gndamental, ou, equiva-
lentemente, da funcéo de um potencial termodinamico deapertanto, uma transicao

de fase.

Uma equacéo de estado pode ser obtida a partir de uma relagdaniental. Esta
€ uma relacao funcional entre variaveis de estado do sistemid e 7', por exemplo,
que reduz o numero de graus de liberdade independentes dastragdo. As solucdes
da equacéo de estado serdo o conjunto de pdites,7")} (sendov = V/N, o volume
molar do sistema) dos estados de equilibrio do sistema.gpsctvos diagramas de fases
serdo as projecdes nos planes-v, T'— P, ouv—T dos pontos em que o sistema sofre
transicdo, onde ha coexisténcia de diferentes fases. Ajfesé realizada na natureza é

aquela que minimiza a energia livre pdra 1" fixos.

As condicfes para o equilibrio entre duas ou mais fasestesiy em um mesmo
ponto(P,T), sédo dadas pela regra de Gibbs. Tome-se um sist8rif¥apuro (sem restri-
¢Oes quanto a troca de calor, pressdo ou matéria entre a§ msendicao de equilibrio
entre duas fases | e Il a mesma temperatura e presséo seeddadpide seus potenciais
quimicos

MI(Pv T) = MH(Pv 1), (1.3)

que define uma curv&® = P(T') no diagrama de fases, a curva de coexisténcia. Para o
sistema puro, trés fases s6 podem coexistir em um géhtB) do planoP—T', chamado
ponto triplo. O sistema ndo pode existir em mais de trés fasasesma temperatura e
pressdo. Em geral, para um sistema compostodierentes tipos de particulas, teremos
no maximor + 2 fases coexistindo, diagramas de fases de dimenséao maperficiesle

coexisténcia, etc.

A igualdade dos potenciais quimicos de duas fases diferguratea cada compo-

30 critério mais geral, que deve vigorar na relacdo fundaaheéto de estabilidadglobal, donde o
conceito de estados globalmente estaveis. A construcdoaevéll garante que também o critério de
estabilidade global seja obedecido.



Solido

Liguido

Ponto
Triplo

Figura 1.1:Diagramas P-T e P-V de um fluido tipico. No diagrama P-V, agigstas expressam
os estados estaveis do sistema.[2]
nente do sistema corresponde a condicdo de continuidadierieadas da energia livre

conveniente em relagéaona:

lim <§>TP— lim <8G)TP:0, i=1,...r (1.4)

T—T;" 371]- T—T, 3nj

onden; € o numero molar do respectivo componenté; € a temperatura da transi¢éo
entre as fases de alta temperatifa-¢ 7,") e a de baixa temperaturd (— 7,7). A
energia livre acima referida € aquela cujas variaveis amuexceto{n,}, sdo todas in-
tensivas. Para um sisten?d/T", € a energia livre de Gibb&;(T', P, {n,}). Nada garante,
porém, que as derivadas da energia livre em relacdo a telm@eca outro parametro
intensivo devam ser continuas. De fato, este € um aspectotanmpe de uma transicao,
tanto assim que é um dos critérios de classificacdo de TFsraAsi¢gdes nas quais as
derivadas da energia livre em relacédo a temperatura ou varigvel intensiva sao des-
continuas sdo denominadas transi¢coes de primeira ordetienaas, sdo denominadas
transi¢coes continuas.

Como(9G/dT),, = —S e (9G/0P), = V podem n&o ser continuas na transigéo,
as funcdesS e V' poderdo sofrer uma descontinuidade neste ponto. Assimnio pia
transicao é definido pelas variaveis intensivas, nesteCa&sb.

Segue-se uma descricdo de alguns aspectos basicos dgitearde primeira ordem

e continuas.



1.2 Transi¢coes de primeira ordem

Os sistemas mais conhecidos a sofrerem transi¢des de arionéeém sdo os fluidos
classicos, dos quais o0 exemplo tipico é a agua, que pode esisase gasosa, liquida, e
em muitas formas sélidas, distintas na estrutura cristaliiste tipo de transicdo também
ocorre em sistemas em que entram em jogo interacdes quAnta@mao superconduto-
res na presenca de um campo magnético finito (transicao éeskitora normal - fase
supercondutora), fluidos binarios, como a misturdide e*He. As transicées em flui-
dos classicos (sistemas PVT) serdo enfatizadas aqui man seais simples e familiares.
Como visto acima, transi¢cdes de primeira ordem represeataamudanca descontinua
no estado do sistema: o volume molae a entropia molag variam descontinuamente

através da curva de coexisténcia.

Estas transicoes sdo marcadas por regides finitas de litkidbinas equacdes de
estado ou potenciais termodinamicos correspondentes.

Dos dois graficos: x P (ouu x P) ev x P (figuras (1.3), (1.4)), podem-se construir

gréaficosG x v, tomando diferentes isotermas, ilustrando a naturezadéaca do estado

(volume especifico) do sistema em transi¢c6es de primeieo(tigura (1.2)).

Figura 1.2: Comportamento dé&' em uma transi¢do de primeira ordem. Abaixo da transicéo,
T < T;, o estado termodinamicog, v1 € um estado metaestavel. Ein= T}, 0s minimosy,

e vy correspondem a energias iguais, e as duas fases coexisaea¥’' B T;, o minimo estavel
muda bruscamente dg parav, através d€;. [3]

As flutuacfes de um observavel do sistema em torno de seibeguiha transicao)

9



pP— ) U ——

Figura 1.3:IsotermasP x v resultantes de uma Figura 1.4:Isotermau X P. Os estados de equi-
equacao de estado instavel de um fluido classicdibrio sdo aqueles que minimizam= g = G/V
Os estado® aM e F aD sao localmente estaveis, para dadad’.[3]

mas globalmente instaveis. Os estaddés F' sao

localmente instaveis.[3]

sao profundamente influenciadas pelos detalhes (instatiéds) da relacdo fundamental,
0 seu valor médio, no entanto, reflete apenas o estado déeigualstavel. Na regido de
coexisténcia as flutuac6es se tornam maiores devido a dgémda barreira, mas ndo se
tornam particularmente grandes devidocator latente que atua como um mecanismo
“amortecedor”. Na regido de instabilidade, ou de coex@#éde fases, a equacédo de
estado fornece pontos que néo correspondem a estados tbregeastavel do sistema

- alguns correspondem a estados metaestaveis, por teregmidige maior, violando o
critério de estabilidade global, mas n&o o local, outrosespondem a estados espurios,
nao fisicos, porque violam o critério de estabilidade loPa isoterma, (figura (1.4)), em
cada valor de&” em que a fungég = G/V é “multivaluada”, o principio de minimo para

o potencial de Gibbs seleciona o menor valoyad®rrespondente.

Assim, determinam-se os estados (trechos da isoterma)egia¢odsao estados ter-
modinamicos, sendo estes (figura (1.5)): os estadds @é), a reta deD a D, e deD
aA. Em D (O) a isotermag(P) cruza sobre si mesma e a derivada da curva estavel
é descontinua. Para determinar, no diagrdtrav, a que pressao e volume especifico
correspondem estes estados, entre 0s quais ocorre ad@rsadfaz uso da continuidade

do potencial de Gibbs. Sendg = —sdT + vdP, e sobre a isoterma,l’ = 0, temos
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Figura 1.5:Isoterma estavel (curva cheia) obtida a partir da isotenstz@vel (curva pontilhada) através
da construcao de Maxwell no diagramfia-v.[3]

Jgo—gp = fg v(P)dP = 0 e, separando a integral sobre a isoterma em integrais entre o

estados intermediarios, e rearrajando convenientemsiégmos, obtém-se a condigéo:

/FU(P)dP— /FU(P)dP _ /KU(P)dP— /OU(P)dP (1.5)

D K M M

que corresponde a igualar as &reas | e Il indicadas na figusta éEa construcao de
Maxwell. Os estadod’, ', M e N, localmente estaveis ou metaestaveis, sdo estados
fisicos possiveis, e eventualmente uma amostra sofreuadides que o levem, por muito
pouco tempo em geral (mas por vezes, por tempos “realmenmigbs), a estes estados.

A principal caracteristica a definir uma transicéo de prieneidem € o calor latente,
que é o calor emitido por uma dada substancia quando umadeniiamassa passa da
fase de temperatura mais alta (“fase 1) para a fase de tertypammais baixa (“fase I1”).
Durante a transi¢éo, a temperatura permanece constanédoiQatente esta expresso na
descontinuidade da entalpiés, P)=H (S, P, N)/N - ondes=S/N. A entalpia molar é
dada po = g + T's, a energia livre de Gibbs é continua inclusive no ponto desitao,

assim o calor latente= Ah é dado por

. dg . Jg
I II
(=TAs=T(s —s")=T <T11rjri (0T) . Thlrjr}t+ <8T) RN) (1.6)

ondes’! e s!! estdo para as entropias molares da fase | e Il, respectiv@nmenponto
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da transi¢cdo7;. O calor latente est4 ligado a diferenga nas entropias d&sfdses, e

portanto ligado ao grau de ordenamento das moléculas em wuisee(fase). Pode-se

dizer que a emisséo de calor durante a transicao de primdeenaeflete a reorganizacao
microscoépica do sistema: a importancia da energia de ligegie as moléculas frente a
sua energia térmica se torna maior na fase de baixa tempeesturelacéo a fase de alta
temperatura, e isto se da bruscamente ao atravessar-s@alewoexisténcia. E possivel
mostrar também que o calor latente é sempre positivo (alblejma transicdo da fase de

baixa para a de alta temperatura.

Da isoterma estavel da figura (1.5), vé-se que o volume dgqmeciédio do sistema
assume todos os valores enfree D, mas a parcela do sistema na fase gasosa estara em
O, e a parte liquida, en*. Observa-se também que a compressibilidade do sistema a
temperatura constante; = —1/V(0V/0P)r, diverge como uma delta de Dirac na tran-
sicdo (além de sofrer uma descontinuidaliex,_, ,+ k7 # limp_, p- r7). Isto, porém,
nao gera flutuacdes indefinidamente grandes no sistemaafiogliouver quantidades
das duas fases coexistindo), porque, havendo uma variafjaibesimal de presséo no
sistema, o vapor que em decorréncia se condensa emite spkmifico, o que aquece o
sistema, tendendo a voltar para o estado inicial, de eqoilil® calor latente entdo se

torna um mecanismo de “amortecimento” para flutuacoes tensss

1.3 Transi¢des continuas

Indo sobre a curva de vaporizacao no diagrdmal’ (figuras (1.1) e (1.6)), no
sentido de temperatura (e pressao) crescente, as fasdsa éguapor se distinguem cada
vez menoy o calor latente/, assim, vai diminuindo, e, se o sistema possui o volume
especifico adequaday; - ¢ vai continuamente a zero, no ponto terminal da curva, que é
um ponto critico, definido paof7.,, P., v.). A partir deste ponto, liquido e vapor ndo sdo

mais fases distintas. Pontos criticos sdo aqueles em quesctransi¢cdes continuas.

40 volume especifico de todo o sistema dependera das quaetickiativas das fasé€se D.
5A disting&o entre as duas fases se da na diferenca entrepastieas entropias, volumes especificos,
etc.
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Nem sempre transi¢des continuas ocorrem associadasigdemnde primeira ordem.

Além dos fluidos classicos, também sofrem transi¢cdes asadimlguns materi-
ais paramagnéticos (transicdes para fase ferromagnétiaattferromagnética), fluidos
quanticos, na transicdo da fase liquida normal para a suigeifcomo’'He e*He, mistu-
ras de fluidos imisciveis em certa regido de temperaturassgodfluidos binarios), como
por exemplo as misturas dele e*He ou metano e hexano, e supercondutores na auséncia

de campo magnético externo (transi¢do da fase condutaraahpara a supercondutora).

Consideracdes gerais

O comportamento do potencial de Gibbs em funcé&oaelongo da curva de vaporizagéo
até seu ponto critico e além deste, ilustrando a naturezmoarda transi¢ao do fluido no

ponto critico, € dado na figura (figura (1.6)).

Figura 1.6: Comportamento dé& em uma transi¢do continua. Em < T, a energia possui
dois minimos diferentes e equivalenteg,# 0 (vapor) ev; # 0 (liquido). EmT,, os minimos
coincidem emv, = v; = v., formando um minimo “achatado” (flutuagdes divergentesgjraP
T > T., 0 minimow, € unico e “normal”.[3]

Transi¢des continuas ndo envolvem calor latente, o queoéegebido através de
(1.6), ja que a derivada effi do potencial de Gibbs é continua nestas transigcbes. Como
consequéncia, o estado do sistema muda de forma contiauésatto ponto da transicao.

O mecanismo de “amortecimento” das flutuacdes no estadostbors (definido pov

nos fluidos classicos) conduzido pelo calor latente é aeissahdo este fato responsavel
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pela ocorréncia de flutuagdes divergentes. Estas est@aigaocorréncia de fendbmenos

notaveis, agregados sob a denominacao de fenébmenosgritico

A teoria fenomenoldégica ja desenvolvida para as transicesnuas é muito mais
rica que para as transi¢coes de primeira ordem. No entornmgmuto critico as funcdes
termodinamicas do sistema poderdao em geral ser descritdsramas de uma variavel
apenas (além dos parametros independentes), denonpiaidaetro de ordengue deve
ter média nula em uma das fases. A identificacdo desta vbéigegticular a cada sistema

e pode ser altamente ndo trivial, sua escolha podendo n&aisar

A transicdo paramagneto/ferromagneto

O paradigma de transi¢do continua € a transicdo param#&gnetmagneto. Os
resultados originais desenvolvidos nesta dissertagas, &datam do modelo esférico fer-
romagnético, isto €, um modelo de paramagneto que podeeapaesransicdo para o
estado ferromagnético. Exemplos desta transicdo sdo teados em materiais como
ferro, niquel e cobalto. Acima dE., o ferro € um paramagneto, isto €, possui magne-
tizagdo (médiafM) = > s; nula na auséncia de campo magnético ext@ne, na
presenca de um camffraco, sua magnetizacdo média por spin obed€en)a—= 1B
(x> 0 € a constante de permeabilidade magnética), responderedortiente ao campo.
Abaixo deT.,, o sistema é um ferromagneto, possui magnetizagao finitames campo
externo nulo, e a magnetizagéo sob acaBde 0 varia a fim de alinhar-se com o campo,
sendo dada porim) = (m,) + B, onde(m,) é a magnetizacdo espontanea. Para este
sistema, o parametro de ordem (médio) é o vetor magnetizaéda, (M), ou, equi-
valentemente(m). Existem muitos modelos (alguns mais realisticos que sutjoe
descrevem sistemas paramagnéticos/ferromagnéticogxporplo: o modelo de Ising,

o modelo XY (Heisenberg classico), o modelo esférico, o nmdaussiano. Em geral
(mas ndo necessariamente) considera-se umalrdaoieensional com uma dada disposi-

cao espacial de atomos (com momento de spin). O Hamiltoripade do potencial -
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tipico de um ferromagneto é dado por

N
H:—Z lJijSi‘Sj—ZHi'Si (17)
ij i=1

ondes;, a variavel de spin no sitiip pode ser um vetor ou escalar, uma variavel continua
ou discreta, ou um estado quantico. Os somat@é)f podem ser tomados entre sitios
primeiros vizinhos, vizinhos em segunda ordem, ou evemieiadle de cada spin com
todos os demais. Os elementgs da matriz de interagcdo séo positivos ou nulfs,
representa um campo magnético externo que pode ser vad@weh sitio a outro e se

acopla linearmente com o spip

Usualmente, o interesse é fazéruma variavel independente e poder calcular
pela derivada déog () com respeito ai (onde( € a funcdo de particdo). Para tal,
acrescenta-se ao Hamiltoniano um term@f A/ = —H ) . s;, semelhante ao segundo
termo de (1.7). A funcéo de particdo se torna uma func@é:d@ = (H,T"). Desta ma-
neira, a energia livre de Helmholtz molar para magnetesf(H,T) = —ﬁlog@(}[, T),
serd funcdo de parametros intensivos apenas e coincidimdocpotencial quimicqu.
Dado o novo Hamiltoniano, obtém-se uma relacédo convenpareea magnetizacdo me-
dia(m) = —(0f /OH) y—o.

Em campo nulo, quando aguecemos o sistema além,demodulo da magnetiza-
¢ado vai diminuindo continuamente até chegar a zer@ grsendo entdo nulo pafa> T..
Sua derivada, porém, é infinita ém= 7, e cai para zero efi = 7., possui portanto
uma descontinuidade infinita (figura (1.7)). Este é o congmoento caracteristico do
parametro de ordem na transicdo continua. A presenca dempodaito destroi a tran-
sicdo ferromagneto/paramagneto, pois neste caso a meag@tié uma funcéo analitica

da temperatura.

Simetria

Uma transi¢do continua sempre separa duas fases com asrextpiaciais diferen-

tes. No caso acima descrito, o estado do sistema na faseggarética é rotacionalmente
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Figura 1.7:DiagramaM — H —T de um paramagneto. O sistema sofre transicad/em 0. A
superficie se estende simetricamente pafaH < 0. Em H = 0 regi&o abaixo da curva/ (T')

é inacessivel.[2]

invariante, enquanto que no estado de ferromagneto, ha inet@al preferenciéldefi-
nida pelo vetor magnetizacdo espontanea e a invarianaeaootl € conseqientemente
destruida. A reducgdo de simetria na fase de baixa tempeygitocesso denominado
gquebra espontanea de simetrexige para sua descricdo um parametro adicional, o para-
metro de ordem. A fase de maior simetria possui em geral arsnt® Hamiltoniano;
na de menor simetria, portanto, nao transparecem toda®psquades deste, mas todo
estado macroscopico deve de alguma forma expressa-la. Airagnela qual a simetria
se manifesta nesta fase é diferente: o sistema possuidsfigstados estaveis equivalen-
tes (cada um com a mesma magnetiza®d, porém, em uma diregdo diferente) que
sao transformados uns nos outros pela operacao de sinkgrém, classicamente, o sis-
tema pode existir em apenas um dos estados, e a simetriasgmantida”. Um sistema
macroscopico quantico também néo podera existir em umainagé linear de estados
fundamentais porque a transi¢cdo de um estado fundamendadpizo € realizada por um
operador que muda simultaneamente os estados de todasiaslasido sistema, e este
operador ndo existe no limite termodinamico. Assim, a podioade do sistema realizar

a transicao (quantica) de um estado fundamental para oatraé

6Tal direcdo € determinada pelas flutuacées aleatérias d@sapyuanto o magneto vai sendo resfriado
em direcado &..
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Funcdes de correlagéo

Um importante resultado da mecanica estatistica é corthecichoteorema de
flutuacdo-dissipacaoEle estabelece que flutuacdes de certos observaveis ekdan r
onadas a uma “susceptibilidade” apropriada, que lhessmorele. Para as flutuacfes de

energia, por exemplo, tem-se
(8U)? = {(H — (H))?) = Cv ks T? = ¢, ky NT? (1.8)

ondek, é a constante de Boltzmann. Serido= (H) extensivapU/U « 1/v/N, e as
flutuacdes na energia vao a zero no limite termodindmicoérRpguanda:, diverge,

como acontece em um ponto critico, as flutuacdes se tornaortampes.

Assim, além das médias de observaveis termodinamicosnpoé uma transicao
continua, outras funcgdes, relacionadas a flutuacdes donsisiserdo imprescindiveis a
sua descricdo. Sup0be-se que o0 parametro de ordem médiasefofde um campo

vetorial que fornece a densidade de momento magnético @tiaggao)m(x):

M = </ dz m(x)) (1.9)
A funcao de correlacao (a dois pontos) é definida por:
GP(x',x) = (m(x) m(x)) (1.10)

Entretanto, a funcéo acima contém a contribuicdo das médsamagnetizacdes locais se-
paradamentegm(x’)) (m(x)) e sera ndo nula mesmo para spins néo interagentes, quando
as flutuages nos spins forem independentes. Para isolaeadpacorrelacdo devida as

interacdes entre os spins, define-se a funcao de correlackis(pontos) conectada:

GP,x) = (m(x)m(x)) — (m(x)) (m(x)) =

= ((m(x) = (m(x))) (m(x) = (m(x))) ). (1.11)
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G% mede a correlacdo espacial entre os valores do parametnalel® @m diferentes
pontos do sistema - e, portanto, entre as flutuacées no me@mtar semelhanca com
(1.8)). Admitindo-se invariancia translacionﬂﬁf)(x’,x) = fo)(x’ - x), (m(x)) =
(m(0))) e isotropia da reded” (x' — x) = GP(|x' — x|) ), e através de suposicdes
simples, pode-se mostrar que esta fungéo tem as seguinfsepades, para = |x|
grande ét| = |T — T.|/T. << 1 (|t| # 0):

@) e e/t

o (@) ~ —mm (1.12)

onde¢ é o comprimento (caracteristico) de correlagdo. A equaci&weaindica que pro-
ximo, masnao sobreT,, o parametro de ordem flutua em blocos (de igual orientacao
de spin, aproximadamente) de dimensdes lineares menoligsias a&, sendo blocos
maiores muito raros. A dependénciagddeom a temperatura, derivada a partir do com-
portamento experimental de quantidades correlatas, f@oreg torno d€. (|t| << 1),

é:

£t (1.13)

onderv > 0 é um expoente critico. Assim, em= 0, ¢ diverge e 0 comportamento

assintotico da correlacéo € uma lei de poténciacem

1
p(d=2+4n)’

G (z) ~ t=0, x grande, (1.14)

onded é a dimenséo do sistemape um expoente critico igualmente. Codiverge

emT,, flutuacbes em blocos de spin pequenos e grandes, de quiaousrho enfim, s&o
igualmente provaveis. No ponto critico, 0 comportamentsidtema é dominado por
estruturas dindmicas macroscopicas. A equacdo acimaepan® lei de poténcia, ex-
pressa a invariancia de escala do sistema (0 sistema tenmaarfegsaréncia” em qualquer

escala em que seja observado).

Além dos expoentes criticase n acima definidos, relacionados a dependéncia de

e deG? na temperatura reduzida, também se introduzem os expodgdeleis de

18



poténcia caracterizando o comportamento critico de ogteaxlezas termodinamicas,
B, 7, 0:

calores especificos ¢~ [t|™* (H =0)

parametro de ordem M ~ [t|® (t <0, H =0)

isoterma critica(=0) M ~ H~/9

“susceptibilidades”

X ~ [t|77 (H=0) magnetos

ke ~ |t|77 (t>0)  fluidos

Como se V€, expoentes criticos descrevem o comportamegteadédades termo-
dindmicas no entorno ou sobre a temperatura critica, e € amateristica peculiar de

transicdes continuas o fato deste comportamento ser rpgrdeis de poténcia.

A universalidade emerge no contexto de fendbmenos critpmrsexemplo, através
de leis, ou relacdes, dealingque relacionam os expoentes criticos de um sistema uns

aos outros:
lei de Fisher: vy=v(2-n)
lei de Rushbrooke: o+ 26+~ =2
lei de Widom: v=06(6-1)
lei de Josephson: vd =2 — a.

As teorias de Landau e do grupo de renormalizacao permitéateagio dos expo-
entes criticos de sistemas especificos. Estes expoerdetecaam a transicdo de fase do
sistema e, por extenséo, o proprio sistema em funcéo do ¢ip@dsicdo que sofre. De
fato, na teoria do grupo de renormalizagéo, o conceito dsetade universalidade surge
naturalmente, cada sistema pertencendo a uma dada classigetsalidade dependendo
de seu comportamento critico. Esta teoria, bem como a dé@qrtandau, sdo de ex-
trema importancia no ambito da teoria de fendbmenos critiEagretanto, elas ndo serdo

abordadas aqui porque fogem ao contexto do trabalho.
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Universalidade

As simetrias e propriedades invariantes nos sistema®disimostram-se de im-
portancia fundamental e basica na fisica, porque envolveoadusca primordial pela
universalidade (ou universalidades). O conceito de usaletade é recorrente em feno-
menos criticos, ja que, na regiao critica, o comportameditado por grandes estruturas
macroscopicas; sistemas com interacdes microscopicasifBiaianos) muito diferentes,
podem apresentar propriedades semelhantes. O concegjoraturalmente no contexto

do grupo de renormalizacéo, que divide os sistemas em sldsagiversalidade.

Outra ocorréncia de universalidade aparece no “colapseotdevas de coexistén-
cia gas-liquido de diversos fluidos sobre uma curva comura,gmrespectivas variaveis
reduzidasp/p. € T'/T. (ainda que os pontos criticos para os diferentes sistenas se
distintos). Esta é a chamada lei dos estados corresposdeéDtenesmo acontece para
diferentes materiais magnéticos. O questionamento pahdiante destas observacdes
€: como, se as caracteristicas microscopicas de sistetdas es Ultima instancia, na
origem das suas transicdes de fase, as propriedades geralstgrminam seu comporta-

mento nesta regido podem ser independentes dos detallresenjzicos?

1.4 Origem de transicfes de fase: teoria de Yang e Lee

O tema central deste trabalho é uma explicacdo alternatigagvyang-Lee (e outras)
para a origem de transi¢des de fase, cujo estudo, espadisenara elementos a com-
preensao destes fendmenos. Assim, nesta secao, apresentordagem a transicoes
de fase de C. N. Yang e T. D. Lee [1], que explica a origem de €Rtrd do formalismo
da mecanica estatistica, através da fungéo de gra-paet&das propriedades. Umateoria
sobre a origem de TFs deve conseguir explicar como um sigtgi@o por uma unica

interac@o microscopica pode se apresentar em fases téeadishacroscopicamente.
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Considera-se um gas monatdémico cujas particulas interagkerm potencial:

00, S |ri—rj<a
U(lr; — 1)) = €ij s a<|ri—1;| <b (1.15)

0 Se |I'Z'—I'j‘>b

onder; é o vetor posicao da particula de rotildpesar do potencial acima ser de curto
alcance, é possivel generalizar esta abordagem para asemee decaem lentamente

com a distancia.

Note-se que as particulas ocupam um volume finito, ou sejaupon um “caroco”
impenetravel, e, assim, havera um nimero maxithde particulas coexistindo em um

volumeV'. A funcéo de gra-particdo € dada por:

M
Qy=>_ A (1.16)

onde(@ y € a parte configuracional da funcéo de particdo paparticulas (considerando
um Hamiltoniano classico, quadratico nos momeRig$, a parte dos momentos ¢ trivi-

almente integrada e incorporada a varigyet y € uma funcao da fugacidade:

QN:/.../dgrl...dST’N eXp(—U/k‘bT)>
\%4

2rmky, T\
y = (7”;:72’)) et/kT (1.17)

Para volumé/ finito, Q@ & um polindmio de ordem/ na variavely estendida ao plano
complexo (os valores fisicos geséo os reais e positivos). A funcdo de gra-particdo pode

ser fatorizada:

Qy = ﬁ<1 = 3), (1.18)

im1 Yi
ondey, ...,y Sa0 as raizes do polindbm{@. Os coeficientes)y/N! séo todos posi-
tivos. Paral/ finito, portanto, as raizes ndo poderao ser reais posit&kagomar-se o
limite V' — oo, 0 nUmero de raized/, aumenta, e estas se movem no plano compjexo

Neste limite eventualmente algumas raizes tocarao o e@ositivo, por exemplo, nos
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pontosy = tq,t,. Os comportamentos do sistema nas regioest; ey > t; vao diferir,
e o0 sistema sofre uma transi¢cédo de fase no ponto corresgeraleada raiz. A pressao e

a densidade do sistema sao dadas por:

P .

BT 0By

— i L og0 (1.19)
P=vi% dlogy V 08V '

Os resultados da teoria séo sintetizados pelos seguiotesiias:

Teoremd: Paratodos os valores reais positivogdeo limitelV — oo, (V—1 log Qv)
possui um limite independente da formaldépara superficies d& bem comportadas).

Este limite, ainda, sera uma fungéo continua, monoténascente deg.

Teoremall: Se, no plano complexg, uma regidoR contendo um segmento do
eixo real positivo ndo contém raizes (para qualquer valdr da V), entao nesta regiao

no limite V' — oo as quantidades:

1 0 1 o \’1
—1 — =1 — ] =1
174 0g Qv, (Blogy)V 08 Qv, <010gy) v 08 Qv

possuem limites analiticos em E neste caso, as operagdig{;g—y) elimy _,., comutam

0 P
o <3logy) (kb—T) (1.20)

A pressaaoP entdo sera sempre uma fungéo continua e monotonica creskent

emR; assim:

no entanto suas derivadas poderao ser descontinuas nos pantjue as raizes tocarem
0 eixoy real positivo. A densidade = 1/v sera uma fung@o monotdnica crescente (e
analitica) dey em uma regidad? livre de raizes. Em geral, sobre uma dada raiz real
e positiva, a derivada dB, isto €,p, serd descontinua e o sistema sofre uma transicao
de primeira ordem. Pode-se mostrar queresce na descontinuidade no sentidoyde
crescente.

A medida em que a temperatura do sistema é variada, as rafe®mpositivas se

movem sobre o eixo real. Eventualmente, a uma determinagaetatura, alguma raiz
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Figura 1.8:Comportamento da press&b(gréficos (b) e (d)) e da densidadégrafico (c)), em
uma regidoR que ndo contém raizes, a uma dada temperaftiep sdo fungdes analiticas ge
e acurvaP x v = 1/p (gréfico (d)) é suave.[1]

y —~ plane

Ry Rp Ry
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Figura 1.9:Comportamento da press#b(gréaficos (b) e (d)) e da densidadégréafico (c)), para

um sistema que sofre transi¢es de primeira ordenPém= ¢4, to) para uma dada temperatura.

No dominio das regifeR;, Rs e R3, as fungbes sdo analitical.é continua nas transi¢cogssofre

uma descontinuidade finita. Os trechos horizontais da cemvdd) séo regides de coexisténcia
das fases “adjacentes”.[1]

pode deixar de tocar o eix@ Nesta temperaturd,., o sistema sofrera uma transi¢ao
continua, e a densidagesera continua sobre a raiz. Se a densidade for continua sobre
uma dada raiz em um intervalo finito de temperaturas, tenwselinha de transicdes
continuas. Se, alternativamente, duas raizes se encoswia® 0 eixo real positivo em

Ty, tem-se um ponto triplo nesta temperatura.

A teoria pode ser generalizada para diferentes tipos deagiies. Nesta aborda-
gem, o estudo das equagdes de estado e transi¢des de fasddizido a investigacdo da

distribuicao de raizes da funcéo de gra-particdo sobrenm @@mplexa,. onde?.)

Outra abordagem a origem das transi¢fes de fase existentextmdo ensemble
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canonico, e é devida a Dobrushin, Lanford e Rdelle

’D. Ruelle, Thermodynamic FormalisnEncyclopaedia of Mathematics and its Applications (idem)
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Capitulo 2
A Hipotese Topoldgica

As definicbes matematicas correntes de transi¢fes de fasedi@dmicas sdo ba-
seadas na perda de analiticidade - que rigorosamente ee@penas no limit&/ — oo
- de observaveis termodinamicos, vistas como consequéeamgularidades nas medi-
das estatisticas que ocorrem na transicado. Uma nova defimégd transicoes de fase de
equilibrio em sistemas Hamiltonianos, que vem sendo exgéoe investigada nos ultimos
anos, propde que estas possam ser detectadas, explicanEsvelmente até quantitati-
vamente descritas pela andlise da topologia e de mudangesnientes na topologia de
subvariedades no espaco de configuracées. Dentro despegars, as singularidades
nas medidas estatisticas seriam originadas por estag@f@mnsopoldgicas nas subvarie-
dades.

Este capitulo contém uma sintese de resultados e evidénmasonduzem a esta
nova definicdo, e a justificam. O contetdo desta propostzesti@lo na chamada Hip6-
tese Topologica (HT), que sera aqui apresentada, juntament resultados sobre mode-
los especificos que a corroboram [5].

A teoria se aplica a sistemas auténofaéssicos, confinados, com Hamiltonianos

da forma

N
1 2
H= 5 ;:1 Di +V<q17"'7qN)7 (21)

onde{¢;} sdo as coordenadas, os N graus de liberdade do sistefpg, ®s momenta

1com Hamiltonianos independentes do tempo
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conjugados ( = 1,..., N). Arestricdo sobre o Hamiltoniano é sobre a forma da energia
cinética - quadratica nas velocida#iese sobre a funcéo energia potendidl;), indepen-
dente dos momenta. As variaveig p sdo continuas; assim, define-se o espaco de fases

do sistema, para o quéd, ..., qn,p1, ..., PN} CONsStituem uma base.

No ambito da dindmica conservativa de sistemas HamiltosismHamiltoniand+
€ uma integral do movimento, elocusdas trajetérias dinamicas sera o subconjunto de
pontos{(q,p)} do espaco de fases tais gi¢q, p) = E, ondeFE é a energia (constante)
do sistema. O espaco de configuracdes acessifgl,é um subconjunto do espaco de
configuragbes)/, dado pela projecdo e/ do conjunto{(q,p)} de estados com uma

energiaF fixa. Como a energia cinética é sempre positiva, € definido por:
Mg ={qe M|V(q) < E}, (2.2)
que é naturalmente “folheado” pelas equipotendais
Yo={qeM|V(g) =v}, v<E. (2.3)

As coordenada@y, . . ., gy ) podem ser tomadas como coordenadas locald gea partir

das quais se define uma estrutura diferenciavel para a sedade.

Abordagens a transicfes de fase fazendo-se uso de corcritiedos de topologia
ja foram implementadas sobre 0 espaco de parametros ter@moidos macroscopicpde

dimensao baixa.

A HT propbe, em contraste, a analise da topologieedpaco de configuracées
acessivel do sistemd/y, e investiga, assim, a origemicroscopicadas transicoes de

fase.

2.1 Geometrizacdo da Dinamica Hamiltoniana

A aplicagdo do formalismo da Geometria Diferencial & dirdande sistemas Ha-

miltonianos classicos com muitos graus de liberdade-(> 1) surgiu do intuito de inves-

2Estes sistemas sdo denominadatirais
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tigar os regimes caoticos e regulares nos espacos de faseksive na fundamentacéo

da Mecanica Estatistica, através da teoria ergodica.

As solucdes das equacdes de movimento de sistemas Haamibsmaturais, em
que estao incluidos sistemas da forma (2.1), sao regidagppetipio de Hamilton, que
impde que tais solucdes, as trajetérias naturais dos sistesgjam os caminhos de inte-

gracaog = ¢(t) que extremizem o seguinte funcional:

Sy = /E(q,q, t) dt, (2.4)

ondeL(q,q) =T — V € o Lagrangiano do sistem@ € a energia cinética), ou, ainda, na
forma de MaupertuisS,, =2 [ T dt.
As geodésicas(s) de uma variedade Riemannidnpor sua vez, sdo os extremos

do funcional:

ﬁz/ ds, (2.5)
v(s)

ondel é o comprimento da geodésica sobre a variedadeeparametro de comprimento
de arco, e ondés® =< ds,ds >= g;; dq’ d¢’, definido a partir da métricg; no sistema

de coordenadas locais (carta), . .., ¢"V) de M.

Uma métrica adequada para a geometrizacao da dinamica énuigiaeese impode
uma equivaléncia entre a acao de Hamil&pn (ou a de Maupertuiss,;) e o compri-
mento de arcd, que mapeie as trajetorias naturais dos sistemas fisicagedesicas
de variedades Riemannianas (ou suas projecfes nos subespaguados). Partindo de
Sy, a “variedade mecanica” é identificada cdify; “equipada” com o tensor métrico
(97)ij = [E£ — V(q)]é;;, (caso especial da) chamada métrica de Jacobi. Na métrica de
Eisenhart [6], as trajetdrias naturais, como extremos gesdo projecdes das geodé-
sicas de um espaco de configuragdes ampliggdb £ t,q = (¢*,...,¢")} mais uma
coordenada rea}¥ '), que satisfazernds? = Cdt?, C' > 0 (escolhe-s&' = 1), onde
ds* = =2V (q)(dq°)* + a;;jdq'dq’ + 2dq°dg™ " (i, j=1, ..., N, e aquia;; = d;;). A partir

da definicdo das métricas, se determina uma relacéo enteg@sgtrosit da dinamica

3Em que o elemento de comprimento de arco (quadréfi€o$ definido e positivo. Quandés? ndo é
sempre positivo, a métrica é pseudo-Riemanniana (por dreagpmétricas de Eisenhart e Minkowski).
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T+ AT

Figura 2.1:llustracdo qualitativa de um feixe de Figura 2.2:Representagéo do vetor separagio
geodésicas, parametrizado poinicialmente dis- entre duas geodésicas, solucbes das equacdes de
tribuidas em uma vizinhang¢a [7]. movimento de um dado sistemdaAr é a distan-

cia entre os ponto8 e D, ambos correspondendo

a um mesmo valor do pardmetro de comprimento

de arcos [7].

e ds das geodésicas da variedade, e entre as equacdes de movinanequacoes das

geodésicas.

Para se estudar a estabilidade/instabilidade das tiagtfinamicas investiga-se a
evolucédo do vetor separacdb = ¢' — ¢' entre duas trajetérias inicialmente proximas
(ver figuras (2.1) e (2.2)). Sendo ambas trajetérias validasistema, ambag () e ¢'(t)

obedecerdo as equacdes de movimento de Newton, donde d@edimdecida paof

(em primeira ordem ent), é a equacéo da dinamica tangegte= — <%Z‘g(;)) &
a=q(t)

Se as solu¢delg| crescem exponencialmente com o tempa trajetéria é instavel, e a
dindmica, cadtica.

Da geometrizacado adequada da dindmica, a instabilidadeajesdrias pode ser
estudada atraves da instabilidade das geodésicas, odaejplucéo do vetor separacdo
J' = ¢ — ¢' entre duas geodésica¥s) e ¢‘(s) inicialmente préximas, que obedece a

equacéao de Jacobi:

lz;ﬂ - (RZZ d—q;d—i) Jk =0, (2.6)
ondeD/ds € a derivada covariante sobre a geodégieae R, séo as componentes do
tensor de curvatura de Riemann. Da mesma formggua taxa de crescimento expo-
nencial dg.J(s)| determinara a estabilidade ou instabilidade da geodésieguacéo de

Jacobi depende apenas da curvatura da variedade, que pazsdapendera da métrica
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l9:5]. Usando a métrica de Eisenhart, cada comporgmede ser identificada com cada

componente/’, e a equacéo (2.6) se reduz exatamente a equacéo da dindngieate:

Dxji
— Rl JF =0, (2.7)

onde as Unicas componentes n&o nulas do tensor de Riemay;gde 92V/dq'dq’
i,j=1,...,N.

A dindmica cadtica pode ser gerada por diversos mecanisifeosrdes. Um dos
mecanismos, que leva “trivialmente” a instabilidade daslgsicas, sdo valores negativos
da curvatura secciondl (P; ) 4. Para a grande maioria dos modelos fisicos de siste-
mas com muitos graus de liberdade, observa-se, no entailg@sgcurvaturas seccionais
K (P;r) das variedades correspondentes sdo quase sempre ppséivés as eventuais
regides com curvatura negativa reduzidas. Ainda assimeedégicas sao na maioria
instaveis. O mecanismo responsavel pelo surgimento denestass casos € denominado
instabilidade paramétrica, que ocorrera em variedadeisofidpicas, devido a sua curva-
turavaridvelao longo das geodésicas. Este € um comportamento conhetisiol@;des
de equacdes diferenciais com coeficientes variaveis nooteAgsim, 0 mecanismo gera-
dor de caos ocorrendo com maior predominancia em sistesiessficomV >> 1 estara
relacionado a flutuagées da curvatéiféP; =), que ndo sejam despreziveis, e até mesmo

da ordem dé&s (P; ).

Devido a grande dificuldade que representa o sistema de@spIé2.6), algumas
suposicdes devem ser feitas, que permitam uma analise @ilitade das solucdes
J independentemente do conhecimento das trajetérias din&respecificas [11]. As
suposicdes essenciais sao: (i) a varied&fje € quase isotropica, as componentes do
tensor de Riemann ao longo de uma geodésica instavel gap&dem ser aproximadas
por R;ji ~ k(t)(9ikgjm — 9im9;k), ONdex(t) € uma curvatura seccional efetiva (no caso
isotrépico, a equacao é exata e a curvatura secciogalima constante (Teorema de
Schur); (ii) no limite de/V grande a curvatura efetiva pode ser modelada por um processo

1/2
S

estocastico Gaussiano e Markoviano, ofidg)), e (6%x(t))s’~ = ok sdo dadas pela

“a curvatura secciondl (P; ) no pontoP ¢ relacionada a “projecdo” do tensor de Riemann em um
planow gerado por dois vetores d& M, o espaco tangenteldg no pontoP.
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média e flutuagdes médias da curvatura de Ri¢gi®. Admitida a ergodicidade das
trajetorias, faz-sé-); = (-),, ondey é a medida ergodica natural i@icrocanonica).
Substituindo a forma aproximada paktg,; na equacéo (2.7), obtém-se uma equagéo do
tipo oscilador estocésticéfi—;” + k()Y = 0, ondey representa qualquer componente de

J. Dai se obtém uma estimativa para o (maior) expoente de byap\y ou a taxa de

crescimento exponencial das solu¢fggno limite assintotica — oo):

)\(k‘o,O’k,T) = %(A - %k‘o//\) (28)

1/3
A= (asz + \/(§)3 kg + O‘éTQ) , (2.9)

onder = 7(kg, 0k ) € 0 tempo de correlagdo do processo estocastico.

A dindmica de sistemas Hamilonianos n&o-lineares 6om 3, via de regra, ndo
possuira outra integral do movimento, que ndo a energiatddfanimero de integrais
de movimento ser muito menor queé esta relacionado a exploracdo e acessibilidade
do espaco de fases as trajetorias, ja que integrais de matarestabelecem vinculos
entre coordenadas e momentos, que confinam as trajetoeaaa regides do espaco de
fases. A néo integrabilidade das equacfes de movimentguaovez, esta relacionada
ao comportamento cadtico. Vé-se, assim, uma estreitaietattre dinamica cadtita a
propriedade de “phase mixingtia dinamica, que da suporte a toda a fundamentagédo da
Mecanica Estatistica. De fato, o grau de instabilidadendicé estéa ligado a eficiéncia da
propriedade de “phase mixing”.

Transi¢des de fase, inclusive as que ndo envolvem uma qdelsinetria 0bvia,
estdo associadas com quebras da ergodicidade da variet@del@® trajetorias do sis-
tema existerh A ergodicidade é uma propriedade intrinsecamente dir@raiassim, a

abordagem dinamica pode ser adequada para estudar TFs.

Caos esta, portanto, na origem do comportamento estat@&isistemas Hamilto-

SA curvatura de RicciK z(P,v) € dada pela soma das curvaturas seccioRdiB, ;) nos (N — 1)
planosr; gerados pelo vetar e todos os demais vetores da base ortonormalded .

Spara a grande maioria das condi¢des iniciais para umadriaeio espaco de fases.

"Que garante a equivaléncia de médias temporais e de ensemtaimpos finitos

8A quebra de ergodicidade ocorre quando a ergodicidade deixser aplicada a toda a variedade, e
passa a valer apenas em subvariedades desconexas desta.
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nianos. Deste fato espera-se, em contrapartida, encootmportamento do expoente
de Lyapunov padrdes peculiares na presenca de transicfesedédemais, a geometri-
zacao da dinamica de sistemas Hamiltonianos sugere queiedades)/;, em que as
trajetérias dindmicas existem, devam apresentar por supre@riedades especificas na

presenca de TFs.

2.2 Geometriae Dinamica Caotica nas Transicdes de Fase

2.2.1 Expoente de Lyapunov

A busca de assinaturas dindmicas de transi¢des de fasetewve@o na anélise do
comportamento do expoente de Lyapunov em funcéo da terapgfadbu da densidade de
energiac = E//N para diferentes modelos. Embora o ensemble naturalmesdeiago
a dindmica seja o microcanénico, os resultados em funcab s&o qualitativamente

equivalentes aos resultados obtidos em funcé&o de

Na investigacdo do modelo de Heisenberg classico, model@3t¥dou-se o caso
bidimensional, em que o sistema sofre uma transi¢ao do gpezisky-Kosterlitz-Thouless
(BKT), que ndo envolve quebra espontanea de simetria, essepea fase desordenada de
uma fase quase-ordenddaintamente com a versao tridimensional, que apresenta uma
transi¢cdo continua “normal”, caracterizada pela quebrsirdatria 32) da energia po-
tencial [8] (o primeiro estudo do modelo= 2 foi realizado por Butera e Caravitainda

na década de 80).

O Hamiltoniano deste modelo tem a forma (2.1) e sua energgnpial € dada por:
V() == [cos(¢i — ¢;) — 1], (2.10)
<i,j>
ondeg; € [0,27] s&o variaveis angulares, definidas nos sitios de uma redechipca
d-dimensional, e< i, j > denota sitios primeiros vizinhos nas redes 2,3. Na simu-

lacdo numérica da dindmica, calcula-se a temperatura coméma temporal da energia

9A transicdo BKT também é caracterizada como uma transicaordkm infinita, ja que nenhuma
derivada de ordem finita da energia livre é singular na tcaosi
10Bytera, P.; Caravati, @hys. Rev. 86 (1987) 962.
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cinética do sistema para cada valor de energia £/N. O expoente de Lyapunov foi
calculado numericamente para condi¢des iniciais de egioijipara cada valor dé. Os
gréaficos dos resultados numéricosXdeT’ (figuras 2.3 e 2.4) mostram que o0 expoente de
Lyapunov, embora ndo apresente comportamento singulaeehum dos casas= 2, 3,
abaixo da transicao se apresenta uma funcéo rapidamestewte e acima da transicao
se torna uma fungao lentamente decrescente.d Em3 a variagdo no comportamento
de A no ponto da TF € um tanto mais brusca. Pode-se dizer entvejaatos compor-
tamentos eml! = 2,3, embora envolvendo diferentes tipos de transi¢des, sdarttas

similares.

Outro modelo estudado, com Hamiltoniano da forma (2.1)pfet em rede dis-
creta, em dimensfes= 2, 3, tanto para variaveig escalares ([9]¢ = 2) quanto para
variaveis vetoriais [10].

O modelod = 2 com variaveis escalares foi abordado em [9], e sua enertgapo

cial é dada por:

N |

d r? u
> (Bire, — ) = 508" + i (2.11)

p=1

vzzi:{

onde as variaveig; € [—oo, +0oo] séo definidas sobre os sitios da rede bidimensional, e
e, S80 0s vetores unitarios na diregéoa rede. Os parametro$ e u séo positivos. No
presente caso com variaveigscalares, o modelo pertence a mesma classe de universa-
lidade do modelo de Ising em mesma dimenséo, por grupo demafipacdo. O sistema
sofre uma transi¢cdo de fase continua para 1. As equagfes de movimento, junta-
mente com as equacdes da dinamica tangente foram resahidsricamente, fixados

os parametros. Cada observavel termodinamico relevamtgératura, calor especifico,
parametro de ordem) foi expresso pela média temporal de ungédd dep e m = ¢. O

comportamento criticiermodinamicalo sistema, obtido pela

abordagendinamica(temperatura, calor especifico, parametro de ordem), dapio a
transicdo de fase termodindmica (reproduzindo expoenmitsos do modelo de Ising

d = 2 - da mesma classe de universalidade - e os valores estimadog.pe ¢. da
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termodinamica).

Na investigacéo das propriedades dinamicas do sistemansagiio de fase, o expo-
ente de Lyapunov foi calculado numericamente para cadadeto Para/N grande \(e)
desenvolve um maximo que se aproximadeara valores crescentes 8¢ porém nao ha
evidéncia de uma transicao forte ou singular entre difeserggimes em.. Observou-se
que \ cresce rapidamente cosmabaixo dec., enquanto acima de se apresenta quase
constante em (e eventualmente passa a ser uma funcao decrescente eéodifeois
o modelo é integravel em— o) (figura (2.5)). Ademais, observou-se que o comporta-
mento de\ pode ser qualitativamente diferente, uma funcdo monét@mszente dé’ ou

desenvolver um méaximo préximoZa, dependendo dos valores dos paramettasu.

A referéncia [10] trata do modelg* em trés dimensGes para variaveis escalares

(n = 1) e vetoriaisn = 2,4 . Neste caso a energia potencial é:

n n

d 2

=iy > {2( e, — 00): = %(ab?)z} 0D [leia)ﬂ L (12
i a=1"Lpu= i La=

onde as variaveigs € [—oo, +00], come; = (¢, ..., ¢") séo definidas sobre os sitios

da rede tridimensional»? e u sédo positivos. A energia potencial possui simetria)O

Estes sistemas sofrem transi¢cdes de fase continuas a ééunpsifinitas correspondendo

a uma quebra espontanea da simetiia)discreta ¥.), e das simetrias continuag® e

O(4).

Da integracdo numérica das equagfes de movimento paragfesdniciais de
equilibrio em diferentes valores de computou-se o (maior) expoente de Lyapunov
através da média temporal de uma quantidade adequada. &xeidachumérica é de uma
mudanca no comportamento deeom7’ exatamente sobre a transi¢cdo continua, de uma
funcdo rapidamente crescente abaixolfgara uma fungdo quase constante acima de
T., e a fungcdo apresenta uma “bossa” em torno da temperaturardecfio que para
N — oo pode se tornar uma singularidade. Entretanto, como sevabdarfigura (2.6),

0s comportamentos para as variantes do modelo, com siméXrig, O(2) e O(4), ndo

15 € 0 nimero de componentes vetoriais do grau de libergdade
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sao qualitativamente equivalentes.

Em [11] obteve-se um comportamento suave pdfi@) em modelos em rede uni-
dimensional com interagdes de curto alcance, os modelosF XY, quenao sofrem

transicéo de fase de equilibrio.

No que se refere a outros tipos de transicao, foram estudguaisnente modelos
com transi¢des de fase do tipo liquido-sélido (de primeicem): em [12],[13], foram
considerados um sistema de discos rigidos, um gas de LerentZluido com interacdes
por potencial de Lennard-Jones em duas dimensdes, hosoqra@igoortamento do maior
expoente de Lyapunov em funcdo da densidade do sistema seusensivel a transi¢ao.

O comportamento qualitativo de no entanto, € muito variavel de modelo a modelo.

Em conclusao aos resultados numéricos acima apresensagd&-se que o com-
portamento do expoente de Lyapunov de sistemas Hamiltosidinamicos seja de fato
sensivel a presenca de uma transicéo de fase no sistemataBtudr a dependéncia do
comportamento de no tipo de transicdo de fase, por exemplo, ndo é mais notéeel q
a dependéncia do comportamento nos diferentes modelosneeatéo em valores dos
parametros para um mesmo modelo, sendo assim dificil gistipadrdes indicadores
de uma quebra espontanea de simetria, como no exemplo aivpato modelo XY
emd = 2 ed = 3. Em geral ndo ha nenhum padr&o universal aparente na mudanca
regimes dindmicos nas transi¢cfes de fase. Em sintese, erdgpie Lyapunov, ainda que
em geral acusativo de uma sensibilidade da dinamica a ¢fEsstermodinamicas, nao
parece ser um observavel adequado para a investigacao ménoia de transicdes com

guebra espontanea de simetria.

2.2.2 Observaveis Geométricos e Transi¢cdes de Fase: Cunvet

No formalismo geométrico da dindmica Hamiltoniana (secdj 2iu-se que o sur-
gimento de caos esta predominantemente ligado ao mecaaisrado pelas flutuacdes
da curvatura de Ricci, e, em particular, mostrou-se qus psssuem uma estreita relacéo
com o expoente de Lyapunov da dindmica. Nesta secao, seseatadas evidéncias

de um comportamento ndo somente peculiar das flutuacdes\gglra na presenca de
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transicbes de fase, mas certamente mais “distintivo” quedado pelo expoente de
Lyapunov nos mesmos casos. Tais resultados sugerem, ademe interpretacao to-
poldgica da prépria origem das transicoes de fase (pelo snegr@ aquelas envolvendo

guebra espontanea de simetria).

Os resultados nesta se¢cédo enfocam as evidéncias da quebntéesa de simetria
caracteristica de transi¢cdes continuas “convenciorens ontraste com a transicdo BKT

particularmente, que, apesar de continua, ndo apresestteaqle simetria.

No ambito da métrica de Eisenhart, o observavel dinamicaquesponde a cur-
vatura de Ricci ao longo de uma geodésica é o Laplaciano dgiapetencial V2. No
caso do modelo XY, com a energia potencial dada por (2.188nolse, para a curvatura
de Ricci:

Kp=2N -2V =2 cos(¢; — ¢;). (2.13)

<ij>

A flutuacéo quadratica média d€g, por grau de liberdade, € dada por:
oK = %(<KR2> — (Kgp)?)V2. (2.14)

As quantidadesKr) e ox foram computadas numericamente, para cada valdf,de
como meédias temporais - independentemente portanto delaseéstatisticas - para os
modelos XYd = 2,3 em [8]. (Kr) apresentou comportamentos similares nos casos
d = 2 ed = 3, apesar das transi¢cdes em cada caso serem diferentes. tiEmlg@ar /X z)
inverte sua convexidade na regido das transicoes, e, pmréinfluenciada pela presenca
das mesmas. O resultado mais interessante esteve nos tam@aos contrastantes de
ok parad = 2, 3.

No modelog* com simetria Qn), a curvatura de Ricci para a variedade “equipada”

com a métrica de Eisenhart, € dada por:
n N 92V n N
Kp=Y_> Sgey — Vn(2Jd— ) +un+2) Y3 (¢9)2 (2.15)

a=1 i=1 v a=1 i=1

A simulagdo numérica déK'r) e o, ao longo de trajetorias dindmicas, como meédias
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temporais, foi realizada em [10, 9]. O comportamentd g) como func¢édo da densi-
dade de energiapara o model@* bidimensionalp = 1 [9] é qualitativamente analogo
ao dos casos do modelo X¥ = 2, 3 acima mencionado{K i) inverte sua convexidade
préoximo dee.. No entanto, este comportamento ndo se reproduz qualitadinte em ou-
tros modelos (que apresentam igualmente transicbes dedasguebra espontanea de
simetria) como os modelas' d = 3 com simetrias @1), n = 1,2,4 [10], em que as
curvaturas de Ricci médigd{r) de fato sofrem uma inversao de convexidade préximo
ou sobre as transicfes, porém, diferentemente do caso desudto, também apresen-
tam um minimo em ou proximo dE.. O comportamento dé<z) é portanto altamente

dependente dos modelos estudados.

Os resultados mais significantes destas analises [8, 18,&@am nos comporta-
mentos singulares das flutuacdes de curvatyracomputadas numericamente para valo-
res finitos deN, na presenca de transicdes com quebra espontanea deaifmetdelo
XY d = 3, fig.(2.7), modelap* O(1) bidimensional, fig.(2.8) e modelas O(1), O(2)

e O(4) tridimensionais, fig.(2.9)). Estas apresentam um picotaeelo, possivelmente

singular, que, dentro da margem de erro numeérico, ocorré.ee..

Na auséncia de quebra espontanea de simetria, nos modeltbs-XY8] (fig.(2.10))
e ¢* d = 2 com simetria @2) [10] (fig.(2.11)), ndo ha nenhum comportamento singular,
emboras ainda se mostre sensivel a presenca da transi¢cdo. Este rtam@oto pode
ser qualificado como “intermediario” entre a auséncia desigdes e a ocorréncia de
transicbes com quebra espontanea de simetria. Nao ha enagd@ontrarias aos padrdes

observados.

Diferentemente do expoente de Lyapunov, as flutuagbes datate se mostram
observaveis adequados, por exemplo, para a investigagdasi@ncia de TFs com que-
bra de simetria, pois seu comportamento se mostrou, deagr@xemplos acima des-
critos, qualitativamente o0 mesmo para diferentes modelfsersdo 0s mesmos tipos de
transices de fase, e dramaticamente diferente entreciiascom e sem quebra espon-
tanea de simetria. A sensibilidade do expoente de Lyaputi@nsicdes de fase, assim,

baseado na relacéo (2.9), pode ser entendida como consexjdés resultados expostos
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nesta secao.

Em [9], a mesma analise para as médias temporais dos obsisrgé@ométricos foi
realizada com a métrica de Jacobi, em que foram calculadasaera escaldR através
de sua expressdo em funcéo de observaveis dinamicos, eag#latquadratica média
or deR. Nao se apresentam aqui as figuras correspondentes, pdesnotar que com
a métrica de Jacobi a curvatura média ainda exibe um conmpenta suave proximo a
€., ainda que seja afetado pela transicao, enquanto a flutdagéarvatura mostra nova-
mente um pico acentuado no ponto da transicdo com quebranggrisi. A persisténcia
do comportamento das flutuagdes de curvatura na regiacaccitim meétricas diferentes
refor¢a a idéia, que serd mais adiante explicada, de quge@noideste comportamento
e, consequentemente, a origem de transicdes de fase (peds & continuas de ordem
finita), esteja em um nivel mais fundamental, isto €, nasrdades topoldgicas das

variedades dos sistemas.

2.2.3 Um resultado analitico: modelo XY campo médio

O modelo XY campo médio € de particular importancia nestedesporque, além
das assinaturas dinamicas e geométricas da transicdo bastamte fortes e inequivo-
cas, este modelo também permite, como mais tarde se vergaesoacao analitica das

propriedades topologicas das variedades do espaco delwraghgs.

O modelo consiste de um sistema de rotores planares claggimente conecta-

dos, descrito por um Hamiltoniano da forma (2.1) com engrgtancial dada por:
J = al
V(g) = N MZ:l[l —cos(¢p; — @) — h ; oS ¢;, (2.16)

onde¢ € [0,27] representa o angulo do rotocom relagdo a uma direcéo fixada pelo
vetorh, o campo externo. A termodinamica dos modelos ferromagmétantiferromag-
nético foi resolvida em [14]. Considera-se aqui 0 caso feagnético/ > 0, fazendo

J = 1. Neste caso, no limite — 0, o sistema sofre uma transi¢cdo continua, com expo-

entes criticos classicos, €= 1/2 oue. = 3/4.
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O expoente de Lyapunoy, calculado numericamente como fungaceq&5], para
valores finitos deV, é positivo pard) < ¢ < €., onde a dependéncia eiré bastante
independente d&/, apresenta um maximo (acentuado) imediatamente abaixo eleno
limite termodinamico, vai abruptamente a zero exatametieesa transicdo, permane-
cendo nulo em todo o intervalo de energias acima.d@ que nesta fase, o sistema é

integravel, sendo equivalente a um conjunto de rotorescdpksdos.

Em [16], confirmaram-se os resultados numéricos acima [stiimativa de\(e)
através da relacdo (2.9). Da geometrizacdo da dindmicabtegeoanaliticamente os
comportamentos dgsz) e o = (6%kr) em fungdo de, no limite termodinamico. Estas
quantidades apresentaram comportamentos singulares eomo mostra a figura (2.13)

paracy, em particular.
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2.3 Transicoes de Fase e Topologia

As evidéncias descritas na secao anterior sugerem que ergete Lyapunov, cal-
culado numericamente sobre trajetorias dinamicas deibdajlseja sensivel a presenca
de transicdes de fase em geral, como consequéncia daseplabes de observaveis ge-
ométricos. As flutuacdes de curvaturade, o ouor, como médias temporais sobre
as referidas trajetorias, demonstram sinais notaveisesepca das transicées: um com-
portamento muito distinto para diferentes tipos de tradiresgcem particular, em relagéo
a presenca ou auséncia de quebra de simetria, sendo taltamento qualitativamente

uniforme em modelos com transi¢des similares.

Partindo-se deste comportamento bastante peculiar dasdgs de curvatura,
perseguiu-se uma compreensdo mais profunda do mesmo, extpnséo, de transicdes

de fase.

2.3.1 Origem Topolodgica das Flutua¢des de Curvatura Singates

E possivel encontrar uma correspondéncia entre o compamtarsingular de flutu-
acOes de curvatura de uma variedade e uma mudanca na tepadagiesma em modelos

geomeétricos abstratos e simples de variedades [8, 10, 5].

Uma mudanca na topologia de uma familia de superfiSieparametrizada por
e € R, ocorre em ung,. quando as superficigs_., ndo séo difeomorficas as superficies
Sec,, iStO €, as primeiras ndo podem ser continuamente defommadanapeadas nas
ltimas (ver Apéndice).

Em [8, 10, 5] estudaram-se as propriedades geométricaDB¢igas de duas fa-
milias de superficies de revolucdo em dimena&dois). Uma superficie de revolucéo
imersa noR? pode ser obtida pela rotagdo de uma cutvégrafico dey = f(x)) em
torno de um dos eixos do plano Cartesiano. Em forma pararagés coordenadas Car-

tesianas dos pontos de uma superficie de revolucdo podesxmessas por:
S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u, v)) = (a(u) cos v, a(u) sinv, b(w)), (2.17)
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ondea(u) = f(u) eb(u) = u para a curva&' rotada em torno do eixo verticalg€u) = u,
b(u) = f(u) para a curva’ rotada em torno do eixo horizontal.e v sdo coordenadas

locais emS, sendow € [0, 27| e w contido no dominio de defini¢éo de

As duas referidas familias de superficies estudadas séo:

Fe = (fe(u) cosv, fe(u)sinv,u) (2.18)

G = (ucosv,usinv, f(u)), (2.19)

parametrizadas peratravés def., onde
fe(u) = £Ve+u? — u. (2.20)

As superficiesF, e G. sdo formadas a partir da revolucao dos dois ramQslé f..

O intervalo de: no qualf. € R € [—1/4,+00).

As duas familias de superficies sofrem transi¢cdes topcd§gem um valor de,
e. = 0 para ambas. As variedads sédo topologicamente equivalentes a um toro bidi-
mensional/T? (caracteristica de Eulgy = 0), parac < ¢, e tornam-se difeomoérficas a
uma esfera®? (y = 2) parae > ¢.. As variedadeg., por sua vez, sdo difeomodrficas a

duas esferas((= 4) parac < €., € a uma esfera(= 2) parac > e..

Definida a métrica induzida d&* sobre as superfici& o comportamento das flu-
tuacdes médias de curvatura nas transicOes topologicasalisaalo através da curvatura
Gaussiand( das variedadé3 que, para dimensabcoincide com a curvatura de Ricci.
As médias sao definidas como integrais sobre as variedadefigukas (2.15) mostram
que ok se torna singular em — ¢. para ambas familias de superficies, embora suas

propriedades geométricas médias e topoldgicas sejammbasdiatintas.

A mesma correspondéncia pode ser estabelecida em umalgaoé@@dos mode-
los acima pardim (M) (M sendo a referida variedade) grandes. O contexto natuial par

esta generalizacdo é a Teoria de Morse, uma sintese da quada@®ra no Apéndice.

2para uma superficie de dimens@dmersa noR", parametricamente definida pelas equagfes-
z(24,...,2%), i =1,...,n, onde(z', ..., 2") sdo coordenadas locais na superficie, a métrica induzida
doR" na superficie é dada poy; (z!,...,2%) =30 2292

13A curvatura Gaussiana € o produto da reciproca de dois raiosrdatura da variedade.
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Os resultados aqui descritos motivam o estudo da topolodges @ropriedades ge-
omeétricas de curvatura do espaco configuracional de unmedisico. Neste caso, deve-
se tomar o espaco de configuracBes como a varietiadegevante, e sua funcéo energia
potenciall/, suave e com limite inferior finito, como uma funcdo de Morgbkrs esta

variedade. Define-se uma métrigaobre a mesma.
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Quandov(q) € uma funcdo de Morse (ver Apéndice), as transicdes topadgias
variedadesV/, = {q¢ € M |V(q) < u} estdo em correspondéncia biunivoca com os
pontos criticos da fungdo. Assim, ggé um valor critico dé/, as variedadeg/, .,
ndo serdo difeomorficas as variedadés.,,. Deste modo, a determinacéo da estrutura
topologica das variedades para tadexige a determinacéo de todos os pontos criticos da
fungcd@oV/, juntamente com os respectivos indices de Morse, o que,\pgrande, pode

ser um problema bastante complexo.

Uma alternativa a analise de toda a varied&fleé tomarem-se apenas as equipo-
tenciaisX,,, comu na vizinhanca de um valor critico d€q), u. [17]. Em uma generali-
zacao dos exemplos bidimensionais citados no inicio degfos parametrizou-se por
a familia das equipotenciais correspondentes as funcde®{2.20),>,,, redefinindo-se
u. = 0. Computou-se numericamente a flutuacdo da curvatura Gaassi'* destas

superficiesg; = (K?)x, — (K)3, como funcéo de na vizinhanca de = ..

Isto é possivel independentemente da forma funcional g&@ede V', porque,
sendo esta uma funcdo de Morse, sempre existe, na vizinligngan ponto critico
xo € M (sob uma rotacdo apropriada do sistema), um sistema deer@atds locais,
chamado carta (ou mapa) de Morse, tal §upodera ser expressa po(z) = V(xg) —
S a4 ZiN:kH z?. k na equagdo é o indice de Morse do ponto critico (nimero de
autovalores negativos do Hessiandflg) no ponto critico). Na vizinhanga de um ponto

critico, portanto, a&., C M, sdo, geometricamente, quadricas ndo-degeneradas (hiper-

boldides, elipsodides), que se tornam degeneradagem

A figura (2.16) mostra que, desenvolve um pico singular no valor critico=
0, correspondendo a superficie critica. As propriedadesnig&icas) das variedades
(M., qg), estdo de fato estreitamente ligadas as propriedades gedisies{>, }.<..

(u. > 0), 0 que é expresso na equacdo (redefinimgdy = 0, u. > 0):

v dw
fdn:/ dV/ f —_— (2.21)
. WL e

4Mais especificamente, computaram-se as flutuacdes da e e Gauss-Kronecker do modelo, que
€ uma generalizagdo da curvatura GaussianadparéM ) > 2.
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ondedw € a medida induzida (pgf) emXy e f € uma funcéo genérica.

Os resultados acima néo estabelecem uma relacdo de nadesdal ocorréncia
de singularidades das flutuagbes de curvatura na presemadsncas da topologia, e
apenas sugerem a suficiéncia de (certas) transi¢coes tagasdmara originar essas singu-

laridades, também para variedades em dimensdes altas.

Ademais, os exemplos aqui tratados nao relacionam diretenr@ansicdes topolo-
gicas a transicOes de fase, apenas apresentam um fato coamiboa fenbmenos: assim

como as transicdes de fase (pelo menos as com quebra egsd&ésimetria)
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em sistemas Hamiltonianos classicos sdo acompanhadasguasidades nas flutuaces
de curvatura (de Ricci) das variedadds, também transi¢des topolédgicas de variedades
Riemannianag/, podem engendrar singularidades nas flutuacdes de cur&auss-
Kronecker) das mesmas. Esta coincidéncia imp&e uma fogestip heuristica: a de
que transicdes de fase com quebra espontanea de simedjgareassociadas a transicoes

topolégicas das variedades do espago configuracional i@onsis

Entretanto, ha também uma outra possibilidade indepeagamna a origem de sin-
gularidades emr;, associadas as transicdes de fase. As flutuacdes de cumatsegao
2.2.2 foram obtidas como médias no tempo ao longo das trigggtdinamicas dos res-
pectivos sistemas Hamiltonianos. As médias temporaisrabalhos acima referidos se
mostraram consistentes com as expectativas da Mecanatisist (quanto a observa-
veis termodinamicos e estimativas relativas as transicég®rtanto, coincidem em geral
com médias de ensembles Assim, poder-se-ia argumentar que os padrdes singulares
encontrados para as flutuacdes de curvatura apenas refléteniéacia das medidas es-
tatisticas de equilibrio (de qualquer dos ensembles stitat) de se tornarem singulares
na presenca de transicdes de fase. E, se assim for, a hipgjies@gica ndo € uma pre-
missa necessaria para o fendmeno das singularidadeg des transicoes de fase. A

secdo que segue se dedica a elucidacao deste ponto.

5pesde que os tempos sejam suficientemente grandes, e, ndocassemble candnicd] seja sufici-
entemente grande...
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Figura 2.3:Expoente de Lyapunovcontral para o modelo XY/ = 2. Os quadrados vazados estrelados
se referem a simulagcdy = 10 x 10, tridngulos vazados, a redé = 20 x 20, as estrelas vazadas,
aN = 40 x 40, os quadrados vazados,M = 50 x 50, e os circulos vazados, & = 100 x 100.

Os quadrados cheios correspondem a pontos obtidos aaralitite, assim como a curva pontilhada, em
diferentes aproximacoes, ~ 0.95. [8]
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Figura 2.4:Expoente de Lyapunav contral’ para o modelo XYd = 3. Os circulos vazados se referem

a simulacdaV = 10 x 10 x 10, e as estrelas vazadasNa= 15 x 15 x 15. Circulos cheios e a curva
pontilhada referem-se a célculos analiticos, em difesesgpeoximacdes. Na insercéo, quadrados vazados
correspondem & = 10 x 10 x 10 e circulos vazados, & = 15 x 15 x 15. A transic&o de segunda ordem
ocorre enil, ~ 2.15. [8]
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Figura 2.5: Expoente de Lyapunox contra energia por particulapara o modelay* O(1), d = 2.
Circulos se referem a simulacad = 100, circulos vazios, & = 400, os triangulos sélidos, & = 900,
e os triangulos vazios, & = 2500. A linha vertical pontilhada marca a transi¢cdo continua,liata
tracejada, a lei de poténclax 2. [9]
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Figura 2.6:Expoente de Lyapunav contrae para o0 model@* d = 3. Os circulos sélidos se referem ao
casoO(1) (escalar), os circulos vazios, ao c&s), e triangulos vazios, ao casi(4). N = 8 x 8 x 8.
(10]
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Figura 2.7:Flutuagdes da curvatura de Ricci (métrica de Eisenhagt)T’), contraT para o modelo
XY tridimensional, representadas pelos triangulos cheéwa a redéV = 10%. Na mesma rede, triangulos
vazados representam a curvaura de Rig¢l’). As flutuagdes para a redé = 15% correspondem os
losangos cheios, e a curvatura de Ricci para a mesma redé&uisscvazados. A curva sélida € uma
estimativa microcanodnica obtida por expanséo de altasgehypas. A transigdo continua ocorre €pr-

2.15. [8]
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Figura 2.8:Flutuagées de curvaturg, (métrica de Eisenhart), normalizada pela curvatura mégia
contra a temperatufB para o modela? bidimensionalD(1), da simulagdo numérica nas redes quadradas
N = 100 (circulos sélidos),N = 400 (circulos vazios),N = 900 (triangulos sélidos) N = 2500

(triangulos vazios).[9]
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Figura 2.9:Flutuacdes da curvatura médiag (7)) contraT'/T. para o modela* tridimensional. Os
circulos sélidos correspondent¥1), circulos vazios, ao casd(2), e triangulos vazios, ao cas¥(4).
Simulacdes realizadas na rede cubica= 8 x 8 x 8. O comportamento de cUspide ocorre €m- 7, e
parece tornar-se mais suave a medida que a dimendé@grupo de simetria @) cresce. [10]
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Figura 2.10:Flutuacdes da curvatura de Ricci (métrica de Eisenhagt7"), contral” para o modelo
XY bidimensional. Os circulos sélidos sao resultados daisigéio paradV = 40 x 40. Circulos vazados
representam a curvatura de Ricci para a mesma rede. A lifida g6a estimativa microcanoénicd;, ~
0.95. [8]
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Figura 2.11 Flutuagdes de curvatura de Ricci médigscontral’ para o model@? bidimensionaD(2),

da simulag&o numérica na rede quadrada: 30 x 30. A temperatura critica da transicdo BKTg~ 1.5

e a cuspide ndo ocorreg, cresce monotonicamente cdmapesar da funcéo parecer sensivel a presenca da
transicao. [10]
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Figura 2.12:Expoente de Lyapunay contrae para o modelo XY campo médio (curva solida), eq.(2.9).
As curvas tracejadas séo correc¢des analiticas ao limitameae médio nas redes finitds = 80 e 200.
Estas curvas tendem a curva sélida coma N ~1/3. A energia critica da transiciag= 0.75. [16]
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Figura 2.13:Curvatura de RiccK (¢), analiticamente computada no ensemble microcandnicegcur
sélida), e suas flutuacdes para o modelo XY campo médio. [16]

Figura 2.14:Representacdes das familiis e G.. Cada familia é dividida em duas subfamilias pela
superficie critica correspondende.a= 0. Os membros dentro de cada subfamilia sdo difeomérficos entr
si, enquanto que as duas subfamilias ndo séo difeomorficas oora. [5]
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Figura 2.15Flutuacbes ;c da curvatura Gaussiana para as superfigiesn (a) eF, em (b). A transigéo
topoldgica ent = 0 (e + €., = 0.25) € marcada por uma singularidadedade. [10]
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Figura 2.16:Flutuacdesrx da curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperfi¢ie«) contrau na
vizinhanga de um valor critice... dim(V =1 (u)) = 100, e os indices de Morse para cada curva g&e: 1
(sélida),k = 15 (pontilhada) k. = 33 (tracejada)k = 48 (tracejado longo). [17]

51



2.3.2 Transi¢Oes Topologicas e Termodinamicas

Comprovacao Indireta da Hip6tese Topoldgica

Para determinar sem ambiguidades o efeito das transigde®gicas das varieda-
des do espaco configuracional no comportamento singulailidaacdes de curvatura,
singularidades estas que ocorrem nas transi¢cdes de fasgje@-se aqui um modelo fi-
sico especifico, porém desta vez, a medida definida para a enpdramente geométrica,

sem nenhuma contrapartida estatistica.

Considera-se o0 espaco de configurachesle um sistema Hamiltoniano cor
graus de liberdade, que sofre uma transicao de fase a umartgona finital. em N —
oo. A sua energia potencial por grau de liberdade € denotada(por= V' (¢)/N. Os
objetos geométricos relevantes séo as partéd @daixo de um nivel dev(¢), M,, ja

definidas na sec¢éo anterior.

Escolhe-se arbitrariamente uma métrica Riemanniaeabre as variedade¥,,,
determinando-se assim o elemento invariante de volun&fdey): dn = /det(g) dg" - - - dg",
gue é independente de qualquer medida estatistica. Defiees-hipersuperficies, =
v~1(u), osconjuntos de nivét de v, que sdo os contorngsl/, de M,. As topologias

dos conjuntos de pontdd,, e ¥, sdo determinadas pelas proprias defini¢cdes.

A deteccao de singularidades das flutuacfes da curvaturaues@&ronecker de
¥, € uma forma indireta de comprovar a ocorréncia de transippeddgicas na familia

{(My, 9)} emu, [17].

Trabalhando com a curvatura escalare admitindo a estreita relagao entig e
M, as simulagdes foram realizadas soRre= g’W'Rﬁnj das variedadeg\/,, g), para as
flutuacbesr [17].

Considera-se o modelo fisigd escalar (simetriZ, discreta) em redé-dimensional
Z% parad = 1 (que n&o sofre transicdo de fase), ecem 2 (que sofre uma transi¢do com
quebra espontanea de simetria). Trés métgtasarbitrarias (numericamente trataveis)

foram escolhidas para o célculo dg x u: ¢g") dada pela transformacdo conforme da

®Traducso literal do inglés “level sets”.
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métrica plana Euclidiana, envolvent@e), dada pela eq.(2.11)¢* e ¢® sendo métricas

nao conformes, e ndo envolvendo o potencial fisico.

A computagdo numérica de; para os modelog = 1 ed = 2 foi feita para as mé-
tricasg’), g e ¢®. O observavel a que corresporiies diferente em cada métrica, da
mesma forma paraz. Apesar disto, os resultados para as trés diferentes atmos-
tram queoy apresenta picos (que eventualmente se tornam singularés efmco, que
nao pode ser reproduzido numericamente) em um mesmo valgridepara o modelo
em duas dimensdes, e apresenta um comportamento suave gasa onidimensional
(figuras (2.17) e (2.18)). Estes padrdes, obtidos indepgedwnte da mecanica esta-
tistica do modelo, se mostram igualmente independentestddwga geométrica dada a
familia {(M,, g)} através das diferentes métricas. Ademais, estes picagpulaies” de
or podem ser considerados comprovadadgetasda presenca de uma (certa) mudanca
topologica da familig M/, } no casal = 2. As evidéncias sugerem, portanto, uma origem

topologica (e ndo intrinsecamente geométrica) para agukindades” das flutuacdes.
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Figura 2.17:Variancia da curvatura escalar dé, com a métricag’!), como fungéo de:/N, para o
modelo¢?*. Circulos cheios correspondem ao casw paran = 400; para o cas®-d, circulos vazios
correspondem a rede com = 20 x 20, e triangulos cheios, a redé = 40 x 40 (valores reescalados).
[17]
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Figura 2.18:0% (u) de M, para o model@* com a métricgy®: em1-d, N = 400 (triangulos vazios),
em2-d, N = 20 x 20 (triangulos cheios); com a métrig&?): em1-d, N = 400 (circulos vazios), erg-d,
N = 20 x 20 (circulos cheios). [17]

A energia potencial média por grau de liberdad€l’) = (v(¢)) foi calculada
numericamente, para cada valor de temperatura, no ensearaico, e pela dinamica
Hamiltoniana (médias temporais), e os resultados por ami@sdos coincidiram. A
energia potencial média critica obtida fpi~ 3.75. Das figuras (2.17) e (2.18), dentro
da margem de erro numérico, coincide com o valor do paramgtande ocorrem as

singularidades dex,.

Em sintese, tendo concluido que as “singularidadeg’xdeoincidem com a tran-

sicdo de fase continua do modeth d = 2, também este fendmeno deve ter origem em
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uma transi¢cao topoldgica das variedadés

2.4 A Hipotese Topologica

Todo o formalismo e resultados expostos neste capitulondiespeito a sistemas
Hamiltonianos naturais da forma (2.1), com variagig e {¢;} continuas e cujo poten-
cial V(¢) possui um limite inferior. No &mbito da Mecénica Estatstem particular do
ensemble candnico, o comportamento de equilibrio destesmss pode ser completa-

mente determinado através da funcéo de particdo candni8ad]:

N/2
T
Qn(p) = /dequ e PHPa) — <B) /qu o BV (@)

m\ 2 e 3 do
= (= due” “/ — (2.22)
<ﬁ> tA s, [IVV]]

onde 8=1/T, S, ={(q1,...,qv) € RY|V(q,...,qv) = u} sdo as equipotenciais
do espaco de configuracbesiceé o elemento invariante de volume definido pela métrica
induzida emx,, porRY. Da mesma forma no ensemble microcan6nico para o volume no

espaco de fases [20]:

On(E) = /Edn/qu @[V(Q)—(E—n)]/de 5(2 %p?—n)
- / d”/End“/uuvvu “'p 5@%’?‘”)

E N/2 E— n
N / (2mn) / / (2.23)
o T nT(N/2) uHVVH

Das equacdes (2.22) e (2.23) observa-se que para sistermmésoienos da forma

considerada, os objetos nao triviais estdo contidos naegrais fz Toda a infor-

HVVII
macao sobre a medida estatistica esta contida nas deneggaist ja que a métricér

tem origem puramente geométrica, e € determinada pelaafilbenatural do espaco de
configuracdes nas equipotencialg, assim que se define a funcéo da energia potencial

V(q). Esta propriedade é o ponto de partida da Hip6tese Topaloiabe-se ainda que
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quanto maiorN, menores séo as flutuacdes de observaveis estatisticostelmaiem
torno de suas meédias. Assim, mais a projecao do suporte ddamaatrocandnica sobre
0 espaco de configuracGes “colapsa” a uma hipersupeHicie: ¥, g). Além disto,
da equivaléncia dos ensembles estatisticos, também asebetivo da medida candnica
no espaco de configuragbedig = X, ), (ver discussao no final do capitulo). Disto e

como sintese dos resultados e evidéncias até aqui relatadowia-se [5, 21]:

Hipotese Topologica (HT): A origem fundamental de uma transicao de fase esta
em uma mudanca topoldgiealequadada familia{%, }, em uma dada energia potencial
por particulau.(5.) (u.(E.)), que coincide com o ponto critico. Esta mudanca topologica
nas equipotenciai&,,, suporte efetivo da medida estatistica, produz uma mudaaca
prépria medida estatistica, donde a origem do comportanmsngjular de observaveis

termodinamicos na transigao.

Mudancas topoldgicas "abruptas“nestas variedades -tsupi@tivo das medidas
estatisticas - podem originar derivadas singulares nonwlmicrocanénicd(E) (17
[18, 24]. Se este fato persisteN\acrescente, esta mudanca topoldgica resultara na perda
de analiticidade de observaveis termodindmicosm- oo. Do ponto de vista desta
hipotese, a singularidade da medida estatistica na teandefase, em,, € consequiéncia
das transi¢des topoldgicas ocorrendo neste ponto.

A Hipétese conjectura a necessidade de transi¢Oes topaiigb ponto da transicao
de fase, porém, ndo esclarece completamente as condi¢c8afa@ncia Os resultados
da verificagdo da HT em modelos especificos, alguns desodtssquéncia do capitulo,

fornecem algumas pistas neste sentido.

Investigacao da topologia das variedades,

As mudancas topoldgicasas hipersuperficies equipotencisis (® estdo no sen-

tido de umaguebra de difeomorficidad#a familia{X,, } para o(s) respectivo(s) valor(es)

70 mesmo vale para o ensemble candnico (e gra-canénico)gjé duncio de particdo candnica (e
gra-candnica) é a transformada de Laplac@@g) [27].
18NZ0 necessariamente associadas a uma transi¢éo de fase.
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da energia potencial por particuldApéndice).

A investigacao da topologia destas variedades se da atiavesy conjunto sufi-
cientemente grande de objetos ou estruturas matematinasrgentes, invariantes sob
difeomorfismos, isto &, invariantes topologicos, definslisre as variedades,, capazes
de caracterizar a topologia destas de forma univoca e a;ias de topologia dentro
da familia como funcéo de (ver Apéndice). Pela limitacdo pratica 6bvia da aplicacédo
desta idéia a investigacao de sistemas fisicos especHienglise da topologia baseou-se
em geral em um dnico invariante, em especial, a caractexridé Euler-Poincarg;, um
invariante topoldgico cuja computacao se torna possivalés de resultados da Teoria
de Morse, que é a ferramenta tedrica utilizada na invest@éanalitica). Ademais, no
ambito da Teoria de Morse as variedades naturalmente igadat sdo as)/, }, e dada
a estreita relacédo ja referida entre as variedaijes)/,,, € sobre a Ultima que se baseiam
os trabalhos sobre a HT tratados adiante, com excecédo dalearodelog?, em que a

computacéo dg(u) foi numérica.

2.4.1 Confirmacéao da Hip6tese Topoldgica em modelos fisicos

No contexto do que foi proposto acima, a presente secaa relstiltados de con-

firmacdes diretas da HT em modelos especificos.

Modelo ¢*

Para determinar quais as condicdes em que uma transi¢cdogdmaoorigina uma
transicdo de fase em uma dada energia potencial (médiad se isto de fato ocorre -,
deve-se analisar o comportamento de um invariante topmm@ginveniente em funcéo do

parametras.

Para o model@* escalar, eml = 1, 2, escolheu-se a caracteristica de Euler como
invariante topologico, devido a disponibilidade de um ¢eoa, o teorema de Gauss-

Bonnet-Hopf, que permite a computacaodg,, ) através da curvatura de Gauss-Kronecker
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total das superficies,, [21]:

X2 =7 Kdo, (2.24)

Zu

que é valido para hipersuperficies de dimensdio(dim(%,) = N —1) imersas ndR”,
ondey = 2/Vol[ST] e do é 0 elemento invariante de volume definido pela métrica in-
duzida em>, por RY. A computagdo de(¥,) através de (2.24) foi realizada portanto

independentemente de qualquer medida estatistica.

Os resultados, expressos nas figuras (2.19), (2.20) e (2@Etram, para 0 caso
da rede unidimensional (sem transi¢do), exceto por algieo mumeérico, um compor-
tamento monotonicamente decresente (em médigjdéV) (v/N energia potencial por
grau de liberdade). No caso bidimensional, em que ocorransigdo com quebra de
simetria,y(v/N) apresenta uma mudanca abrupta na taxa de variagéo da tagolog
mudanca de “segunda ordem”) camN'. em um valorv./N. As simulacdes foram rea-
lizadas com os valores dos parametros da secéo (2.3.2), et@ po qual ocorre a sin-
gularidade de((v/N), v./N ~ 3.75, coincide com a energia potencial critica calculada

naquela secao para o mesmo modelo.

O comportamento ndo-constante gl /N) no caso unidimensional induz a con-
cluséo de que transi¢cfes na topologia estdo presentejaiadd@o haja transicado de fase.
Ademais, o comportamento observado para o daso2 sugere que seja uma mudanca
abruptana taxa de variagéada topologia que esteja na origem de transicdes de fase. En-
tretanto, o tipo (ou o “tamanho”) de transicao topoldgicaénda nesta descontinuidade

na derivada dg(v/N) ndo pode ser inferido somente do comportamento do invariant

Modelo XY campo médio e unidimensional

O primeiro modelo a fornecer uma comprovacao direta da EgadTopoldgica foi
de fato o modelo XY campo médio (ferromagnético) [22]-[24presenta-se o desenvol-
vimento de forma mais detalhada porque os resultados sabfenaste modelo servirdo

de paradigma para comparac¢ao dos resultados obtidos nddviesférico campo médio
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Figura 2.19:Caracteristica de Euley(3,) em fungéo des/N para o modelas* 1-d, N = 1 x 49.
Parametros como na sec¢éo 2.3.2. [21]
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Figura 2.20:Caracteristica de Euleg(>,) paraFigura 2.21:Caracteristica de Euler(X,) para
0 modelog? 2-d, naredeV = 7 x 7. A linha pon-o modelap* 2-d, redeN = 9 x 9. Parametros como
tilhada vertical foi computada separadamente paraegdo. 2.3.2 [21]

N muito grande, localiza de forma precisa a tran-

sicdo de fase. A linha sélida serve apenas de guia.

Parametros como na sec¢éo 2.3.2. [21]
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(Capitulo3). Neste caso é possivel mostrar analiticanmgréeuma mudanca topoldgica
no espaco de configuracdes existe e pode ser relacionadatcansigéo de fase termo-

dindmica (descrita na secéo 2.2.3).

Relembra-se que a energia potencial por particula destesis dada por:

N

V() = % 2]{r2 > [1 = cos(¢i — )] - Zcos (2.25)

i,7=1
onde novamente; sdo variaveis angulares com valores dentro do inteffdator|, e h é
um campo magnético externo. Fixa-6e= 1. A energia potencial possui limites inferior
e superior—h < v(¢) < 1/2 + h%/2. Este sistema sofre uma transi¢do de fase continua

com quebra esponténea de simetria no lirhite: 0, eme. = E./N =3/40uT. = 1/2.

Como nasecao 2.3.2, no presente caso fazendo-se uso dadeebtorse, investigou-
se a topologia das variedadgs,, que, como ja comentado, estdo estreitamente relacio-
nadas as equipotenciay,, e esta relagdo é tanto mais proxima quanto maiqver
eq.(2.21)).

O espaco de configuracéés do modelo € umV-toro TV (as variaveis sédo angu-
lares), e a funcéo definida sobre est€ &), que para camphb # 0, em que a invariancia
O(2) de (2.25) é quebrada, é uma funcdo de Morse propria. De acordoa Teoria
de Morse, transi¢Oes topoldgicas na famflid, } ocorrem somente em correspondéncia
com pontos criticos da funcéo definida sobre as variedade® (easo de uma funcao
de Morse, a correspondéncia € um-a-um), e as mudancas ragiepsdo completa-
mente caracterizadas pelo niumero e indice dos pontoosr{dpéndice). As variedades
M,, v < —h sdo vazias, &/, parav > 1/2+ h?/2 devem ser difeomérficasd = TV .

As solugBes encontradas para os pontos criticos da furiggaséo isoladas para
v < 1/2 < 1/2 + h%/2, e possuem em geral multiplicidad¥ N!). Entrev = 1/2 e
v = 1/2 + h%/2 ndo ocorrem pontos criticos, e 0s pontos criticosves 1/2 + h?/2
podem ser degenerados, e sua multiplicidade € pelo n20u$).

As variagGes na topologia para< 1/2+ h?/2 foram investigadas através da carac-
teristica de Euler, que é dada pgitM,) = Sor o (—1)*be(M,) = S0 (—1)*u(M,),

onde a segunda equacéo vale para funcdes de Morse,seaddmero de pontos criticos
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de indicek que ocorrem end/,. Do célculo dos indices dos pontos criticos para campo
suficientemente pequeno, resulta que em cada nivel criigutervalov < 1/2 + h?/2,
ocorrem apenas pontos criticos com um mesmo unico indice eegte intervalo este
indice nunca é maior qu&’/2. Assim, u,(v) = 0, Vk > &. Sabe-se, no entanto,
que o toro se completa em= 1/2 + h?/2 e que os nimeros de Betij do N-toro
completo séa, = (],f) > ( para todok = 0,...,N. Das desigualdades de Morse
by < p, k =0,...,N conclui-se que, em = 1/2 + h?/2, (}) k-células para cada
k € [N/2+1, N] devem ser agregadas a variedafleemv = 1/2+h?/2, assim que nao
s6 ocorre uma transigéo topolégica ers= 1/2 + h%/2, como esta transicéo topolégica
corresponde a uma mudancga em nuameros de Betl(@é) diferentes ordens, o que em
[23] caracterizou-se como sendo uma transi¢ao topologjantie”, principalmente em

relacdo as demais transi¢cdes ocorrendaeml /2 + h?/2.

A transicao de fase ocorre no limite— 0, e assim a transi¢ao topoldgica acima
referida ocorrera em = v, = 1/2. No limite termodindmico a temperatuig a den-
sidade de energia e a energia potencial média por particula= (v) obedecem a
e = T/2 + u(T), donde a energia potencial média critica, correspondetrnaicao
de fase &, = v. = 1/2. A transi¢do topologica “grande” acima descrita corresigon

portanto a transicao de fase do modelo.

Afigura (2.22) mostra o grafico deg(|x(M,)|)/N contrav para diferentes valores
de N, fazendo uso explicito do fato de que a variedadleo N-toro, se completa em
v = 1/2+ h?/2, e, sendoy(TV) = 0 o gréfico sofre uma descontinuidade finita em

v =1/2+ h?/2, de um valor finito (valor grande dg|), para0.

Em [22, 23] também se trata comparativamente o comportanuent(v) do mo-
delo XY unidimensional com interacdes a vizinhos proxinmga variedadé\/, sofre
transi¢des topoldgicas muito similares ao caso campo medis que néo sofre transicdo
de fase. O Hamiltoniano é da forma (2.1) e a energia potepoigbarticula € dada por
(J =1):

1 N N

v(p) = N Z[l —cos(pir1 — ;)] — %Z Ccos ¢;. (2.26)

i=1 i=1

Neste caso o espaco de configuracdésinda € umN-toro, a funcéo sobré/, v(¢)
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é que se modifica. As solucbes de pontos criticos sdo as melsnaso anterior para
v < 1/2 + h%/2, exceto que agora a sua multiplicidade é diferente. Emapéati o
valor critico maxima = 1/2 agora, no lugar de corresponder a um numero rapidamente

crescente conV de pontos criticos, corresponde a apenas duas configuragées

A mudanca na topologia que ocorre em cada valor critico derresponde aqui
a “agregacao” de células do mesmo tipo. E neste caso ndo h&ams&ao topologica
“grande” como a que ocorre emno caso campo médio. Comparando as figuras (2.22) e

(2.23), vé-se que neste caso a caracteristica de Euler fiamsohuma descontinuidade.

11lo
& glx!

Figura 2.22: Modelo XY campo médio. Gréafico deg(|x|(M,))/N contrav. N = 50,200,800
(respectivamente, para as curvas de baixo para cirha} €.01; v. = 0.5 + O(h?). [23]

Neste trabalho, a inclusdo do campo exteing 0 na energia potencial teve como

anico objetivo a simplificacdo analitica da analise. Os nossresultados com respeito a

1o,
& glx|

Figura 2.23:Modelo XY unidimensional. Grafico deg(|x|()M,))/N contrav. N = 50,200,800
(respectivamente, para as curvas de baixo para cirha} 6. [23]
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presenca e natureza das transi¢oes de fase foram encaerieadb = 0. Eventualmente,
comh # 0, 0 conjunto dos valores criticos correspondentes as madaogologicas nao
associadas a transicao de fase se torna denso no intéryalol /2] quandoN — co.

O valor criticov,, porém , antes d2 — 0, permanece isolado dos demais. Este aspecto
que surge da inlcusdo de um campo ndo-nulo parece ser unrapantitda topoldgica a
questédo da ndo comutatividade dos limidés— oo e h — 0, na obtenc¢&o da transicao de
fase na mecanica estatistica, em que se observa uma quebnééesa de simetria ao se

assumir um campo nao nulo e tomarkse» 0 apenas apod’ — oc.

Entretanto, ha um outro aspecto um tanto negativo: a tr@amsie fase termodina-

lim
N—oo

mica s6 acontece apg’ié"ﬁ) , quando o campo é estritamente nulo. No entanto, como
se vé da figura (2.22), o comportamento singulat@fix|) /N ja acontece tanto pars
finito quantor finito (de fato os dois limites estdo “amarrados”), quando Ind transi-
cao de fase associada e esta transicao topoldgica “graddefinda qualitativamente nos

lim  lim

limites ", """ _, quando ha.

Modelo k-trigopnométrico

Uma outra confirmacéao analitica direta da HT foi obtida paredelok-trigonométrico
em campo médio, com Hamiltoniano da forma (2.1) [25]. Esteetmpermite testar a
HT tanto para uma transicdo continua quanto para uma deipioredem, e fornece um
exemplo de comparagdo com o0 caso sem transicao. A energlacptpossui similari-

dades funcionais com a do modelo XY campo médio:

o) = e 30 = eon g+ i), @2.27)

que define interacdes decorpos, onde\ e L sdo escalas de energia e comprimento,
respectivamente, as somas np8ao del a NV, e os termos com coordenadasepetidas
séo subextensivos. Para= 1 0 modelo se reduz ao Modelo Trigonométrico (Madan e
Keyes) para Superficies de Energia Potencial de liquidagles que formam vidros.

A termodinamica do modelo foi resolvida dentro do ensembégaoandnico, e as

curvas caldricasl’/A contrae/A (kg = 1) mostram a auséncia de transi¢&o no caso
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k = 1 (0 que é esperado pois neste caso ndo ha interacdo entraussigriberdade),
e T'(e) € uma funcdo continua e suave; no case 2, a funcaol'(e) desenvolve uma
derivada descontinua em uma energiaindicando uma transicdo de segunda ordem
(continua), e no caso= 3, a curval'(e) € descontinua em um valor diferente da energia,
indicando uma transicao de primeira ordem (figura (2.24)yalor da energia potencial
nas transicdeskt > 2 € v. = A. No ponto da transicde., a simetriaC}, € quebrada,

sendo o parametro de ordem a “magnetizagécZ (|c + is

); abaixo da energia critica
e. hak estados transformados uns nos outros pela acédo do grupmekeiai Neste caso

a quebra de simetria também ocorre para a transicao de aiordiem.

2.0 —r—

| i
~ =
Innn

L DO —
N

05F s/ —

ookl v 4w 1)
00 02 04 06 08 10 12 14 16

e/A
Figura 2.24 Temperatura microcanénica como fungéo da energiajpard, 2, 3. No detalhe, a energia
potencialv contra a energia totat o ponto da transicdo®. = A, Vk. Aregidov > 1 nunca é acessada
pelo sistema.[25]
Na investigacao topoldgica o ferramental tedrico foi o daritede Morse. Portanto

foram analisadas as mudancas de topologia nas subvarsetfad espaco de configu-

racdes em fungéo de através do célculo analitico da caracteristica de Byl&f, ).
Na figura (2.25) grafica-se, como no modelo XY acima,) = limy_.o - log [x(v)|.

Do quadro no detalhe da fig.(2.24), pardA contrae/A, observa-se que a aregido
v > A ndo é acessivel ao sistema, e da fig.(2.25), que tal regifesponde a’(v) < 0.
Vé-se que na auséncia de transigée () o € uma funcgéo regular, analitica degparak =
2, onde ocorre uma transicao continua, a derivada primeisgudeé descontinua em). =
v(e.) = A, e a derivada segunda é negativa em torno do ponto criti@fante, para

k=3, em que ocorre a transi¢cdo de primeira ordem, a derivadaperdes (v) também
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Figura 2.25:5(v) (caracteristica de Euler logaritmica) contya\. A transi¢do de fase é assinalada por
uma singularidade d€ (v..), emv. = A. O sinal da segunda derivada em torno do ponto critico ditéae
as ordens das transicdes.[25]

apresenta uma descontinuidade emporém sua derivada segunda € positiva em torno
dev.. Percebe-se neste caso que transi¢cdes de diferentesdigesg) possivelmente
apresentam assinaturas topoldgicas préprias. Estehmls&ndo o primeiro a verificar a
Hipotese Topoldgica para uma transicdo de primeira ofjehte particular importancia

na validacdo desta hipotese como uma possivel teoria paisgdes de fase.

2.4.2 Teorema sobre uma relagao de necessidade

Comenta-se aqui uma importante contribuicdo tedrica aodlismo da HT. Trata-
se de um teorema, provado em [26,27ue estabelecerecessidadde uma transicéo
topolégica na familia de hipersuperficies equipotendiais},cr, em um dado valoo..
da energia potencial, para a ocorréncia de uma transicésdeale primeira ou segunda
ordem neste mesmo pontp. O teorema se aplica a potenciais “suaves”, confinantes,
nao singulares, envolvendo interacdes de alcance finito lioaite inferior (finito), fun-
¢cOes de coordenadas continuas. A prova consiste em mas¢rardjfeomorfismo entre
equipotenciag, em um certo intervalo de garante que a sequéncia de energias livres
de Helmholtz{ Fx ()} ven S€ja uniformemente covergente, tendo um linfite bem

definido e sendo pelo menos de clagseduas vezes diferenciavel, de modo que tran-

19E valido notar que a transig&o de primeira ordem neste magessenta quebra espontanea de simetria.
20ver substituicdo posterior do artigo [27] nas versdes neaismtes [28, 29].
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sicbes de primeira ou segunda ordem nao podem ocorrer nwdlttele temperaturas

correspondente.

As condic¢des desuficiéncia definindo uma classe de transi¢cdes topoldgicas em

correspondéncia um-a-um com transicdes de fase, aind@rsin fleterminadas.

2.5 Questdes abertas e Perspectivas

O teorema referido na secdo anterior valida a Hipétese dgja e parece fazer
intuir para uma classe ampla de potenciais fisicos, que aldgia Diferencial é a es-
trutura tedrica adequada no estudo das transi¢des de &sanpnos das de primeira e
segunda ordem. Nao ha, no entanto, nenhuma prova das cesdiesuficiénciapara
que transi¢des topologicas ocorrendo em um dado valor dgiammtencial originem
uma transicao de fase, e, por extensao, a rigor, também rgodndia de que este forma-
lismo matematico, aplicado ao espaco configuracional densés fisicos, seja suficiente
na descricdo de suas transi¢fes de fase. O que é certo é qubase nos resultados
expostos neste capitulo, em particular na secao 2.4.1Jgrapesecessaria uma quebra de
difeomorficidade na famili>, } no ponto da transi¢cdo, uma transi¢do topoldgica qual-
quer em geral ndo conduzird a uma transicéo de fase. A provmdeelacdo um-a-um
entre transicdes de fase e uma certa classe de transic@dgiops € providencial ao

desenvolvimento desta prolifica area de pesquisa.

A abordagem topoldgica fornece um campo comum para a diadenéictermodi-
namica. De fato, as trajetérias dinamicas do sistema entil@guino espaco de fases sao
restritas ao suporte da medida estatistica, e a topologieadeedades que compdem este
suporte, que se mostrou na origem mesmo das transicOesedenfhisenciard também
as trajetorias dinamicas. De fato, a pesquisa que condudili @omecou na busca de
assinaturas dinamicas de transi¢des de fase. Como o estutiitédinica engloba equiva-
lentemente (micro)estados de equilibrio e metaestavassabordagem pode adicionar a
compreensao de transi¢cdes de fase em sistemas complexogpooexemplo vidros de

spin - sistemas que apresentam desordem congelada - os egtraturais - com desor-
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dem auto-induzida -, que se sup&e possuirem uma fase teranoida real desordenada -

sem ordem de longo alcance - a baixas tempertauras.

As teorias correntes [1, 4] sobre transicdes de fase teraotcas sao baseadas na
perda de analiticidade de observaveis termodinamicos mit@ule ensembles estatisti-
cos. Esta perda de analiticidade entra em conflito com aaedate e analiticidade das
medidas estatisticas geradas a partir das interacfessgopioas dos sistemas. Assim,
a Unica maneira de levantar este aparente paradoxo é levstema ao limite termo-
dindmico. Sistemas macroscoépicos, ainda que contendo nmaroifinito de graus de

liberdade, sdo bem aproximados pelo comportamento nelishit> oco.

Porém, transi¢gdes de fase séo observadas em muitos siéit@tnag/V << nimero
de Avogadro): entlustersnucleares, atbmicos e moleculares, em polimeros e preteina
(como no processo de denaturacéo do DNA) e em flocos de nevepérem fusdo para
agua liquida. No contexto da HT, as transicGes topoldgicasrem para qualquew,
oferecendo uma nova perspectiva para o estudo de transiedase em sistemas fini-
tos. Em particular, a HT foi recentemente verificada em umettode DNA sofrendo

denaturacéo [30].

Da relacdo observada entre topologia e termodinamica, é dsperar que exista
uma relagéo entre quantidades topoldgicas e observamgisdmamicos. Uma relagéo,
ainda que aproximada, foi encontrada em [18] entre o inv@astemperatura e 0s nu-
meros de Betti d&, porém, ainda ha uma contribuicdo de natureza nao topal@gic
1/T(F). De forma analoga, uma contribuicdo topoldgica a entropigposta em [23].
Neste trabalho, foi possivel estimar esta contribuicda panodelo XY campo médio e
unidimensional. Mostrou-se que esta quantidade apresentportamentos condizentes
aos de uma entropia: € monotonicamente crescente com daepetgncial até o va-
lor maximo dev, acima do qual permanece constante, como se espera de uojant
configuracional. Ademais, a contribuicdo topologica agpir do modelo campo médio
apresenta uma derivada descontinua no ponto da transjgigue sugere ser a origem da
perda de analiticidade da entropia total na transicéo,ariquno modelo unidimensional

a funcéo é suave. No caso do modeltyigonométrico [25], conjectura-se uma relacao
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entre a entropia e(v) em torno da transigao (sec¢ao 2.4.4(k) ~ o(v(e)) + R(e). De
fato, em torno da transi¢éo de primeira ordem, a derivadansksgder (v) é positiva, e
0*S/OE* > 0 corresponde a um calor especifico negativo, uma regido témarica-
mente instavel. Neste sentido, o salto na derivada segenda dcorresponde a um salto

no calor especifico na transicao.

A dindmica dos sistemas aqui considerados € conservatigaé, esta confinada
as superficies de energia constante no espaco de fases. Parece natural investigar a
relacdo entre a topologia destas hipersuperficies no esfmfases e as transicdes de
fase nos sistemas. Entretanto, a HT se refere a topologieqiagotenciais., no es-
paco de configuragbes. Existe de fato uma relacdo entre asngasitopologicas nas
superficies (equienergéticas) no espaco de fdges as mudancas topoldgicas nas equi-
potenciais®, no espaco de configuracdes. As trajetérias de sistemas tdaiaiios séo
restritas as hipersuperficieés;. Ao tomar-seX; como a variedade ambiente, o Ha-
miltoniano H (energia potencial mais energia cinética) do sistema assumpapel
da funcdo de Morse sobre a variedade. Porém, os pontoosrite sao dados por
{(¢p,m) el | m =0eV,;V(¢) =0,Vi}, correspondendo a energia cinética nula. Assim,
se a analise topoldgica "correta"abrangesse as hipef&ig®Y z, no lugar de restringir-
se as equipotencials, - sem meng¢ao a energia cinética neste caso -, a engErgacial
média critica deveria coincidir com a enertpéal média critica, o que de fato ndo acon-

tece.

Aliado aisto, as flutuacées relativas das energias cinépodencial (§2K) /2 / (K)
e (62V)1/2/(V), s&oO(1/+/N). Portanto, a uma dada enerdise paraN grande, a vari-
edade produtdy) ; x Sy} *Y - comu(E) = (V) /N, {(E) = (K)/N eu+t = E -, do
ponto de vista fisico, modela bastante bem a parte da vdeellaque é acessada com
muito maior probabilidade pela dindmica e se constitui s> efetivoda medida
microcandnica emz. A uma dada energia totél, a dindmica do sistema acaba ficando

quase certamente confinada a variecﬁ@f{g X Sf(fbi)l C ¥ g, amicroestados com energia

2!pela forma do Hamiltoniano (2.1), pode-se concluir que aericies de energia cinética constante
s&o hiperesferas™ —1.

220 suporte de uma distribuicd® em um espac® é o menor conjunto fechado drhfora do qualP é
zero [19].
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potencial(V') /N e energia cinética/)/N. Como as subvariedades de energia cinética
constante sdo hiperesfei®8 ' para qualquet, a variedadeY~! x SN~ sofrera uma
transi¢é@o topologica se e somente se a familia de equipatefiz, } sofrer uma tran-
sicdo na sua topologia. Restringe-se assim a investigag@bogica as subvariedades
N-dimensionais do espaco de configuracbes{¥, } [18, 5].

No contexto desta argumentacéo pode surgir ainda uma questas flutuacdes de
quantidades termodinamicas em transicfes de fase comt$@onadivergentes mesmo no
limite termodinamico, é licito afirmar, como foi argumerdatima, que justamente nos
pontos criticos a analise topoldgica dever-se-ia restragyequipotenciaiX,, no espacgo

de configuragbes?
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Capitulo 3

O Modelo Esférico e a Hipotese

Topologica

Este capitulo traz a aplicacdo da Hipotese Topoldgica sobtedelo Esférico fer-
romagnético, em particular, na aproximacdo de campo rhéelios resultados parciais
do modelo a dimensao finita. Desenvolve-se primeiramerdgen@odinamica do modelo
em campo magnético externo nulo, localizando a transicdasge A seguir, 0 mesmo
desenvolvimento € feito para 0 modelo na presenca de um caxtgrmo (nao-nulo), que
destréi a transicdo. Apresenta-se entdo o estudo da topalag variedades/, no am-
bito da Teoria de Morse, sem e com campo externo, analisaareicoes topoldgicas
da familia{ M, } com a variagéo do parametro Testa-se assim a HT sobre este modelo,
pela comparacdo da termodinamica e da topologia, donderawesultados interessan-
tes, que, por uma parte corroboram o teorema provado emg3¥r outra, fornecem
evidéncias inesperadas com respeito a questédo da suficiaitransicoes topoldgicas

na origem de transicoes de fase.

3.1 Definicao do modelo

Dispbem-seN spins sobre uma rede regular, com uma dada geometria, tdescri

IRibeiro Teixeira, Ana C.; Stariolo, Daniel A. a ser publioamPhys. Rev. E referéncia definitiva
em [31].
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pelas variaveis;, ondei=1,..., N denota um sitio nesta rede. O modelo esférico em
dimensao finita foi proposto, juntamente com o modelo Ganssiem [32], como uma
variacdo do modelo de Ising no limite de graus de liberdagimeos. 2. O modelo
esférico reproduz algumas caracteristicas do modelo g, lsbmo(e;) = 0 (fase para-
magnética){¢?) = 1. No espago Cartesiano das variaveis de $pih as configuragdes

acessiveis ao sistema, em ambos modelos, obedecem a equagéo
N
dd=d+eE+ ey =N, (3.1)

entretanto, o modelo de Ising descreve configuracOestassaos vértices de um hiper-
cubo N-dimensional definidas pofe; = +1} (variaveis discretas), e o modelo esfe-
rico, configuracdes restritas a uma hiperesf€rdimensional (“circunscrevendo” o hi-
percubo):e; € (—vN,+v/N). A resolucdo da termodinamica do modelo de Ising em
duas dimensdes é bastante trabalifogao caso tridimensional, que possui transicdo de
fase em temperatura finita, ndo possui solucéo analitica atémento. A “vantagem”
tedrica do modelo esférico, bem como do modelo Gaussiande &@rem exatamente so-
lGveis. E ainda, o modelo esférico é bem definido sobre todtenvialo de temperaturas,
enquanto a fungéo de particdo do modelo Gaussiano, por éxetiyerge pard’ < 7.

(T., a temperatura critica), e este modelo falha nesta regiéo.

A energia potencial dos trés modelos, em particular paradefoesférico, dentro
das respectivas definicdes e restricbes para as variavefErgedescreve uma interacao

de pares, dada por:
N
V = —jz /€i€j — HZEZ', (32)
ij i=1

ondez; ; denota a soma sobre todos os pares de interagao consistemtesyeometria
darede,7 é a constante de interacao entre os spins devidamente Eadasale// € um
campo magnético externo homogéneo (no qual foi absorvidoroento de spimp). Para

o0 modelo esférico, considera-se o caso ferromagnéfics,0.

2Ising, E.Z. Phys, v. 31 (1925) 253.
3Onsager, LPhys. Reyv. 65(1944) 117.
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A funcéo de particdo do modelo esférico € dada por:

N
Qn(B) = AJ_VI/”'/ZN dey - deyexp[K Y eiej+h Y e, (3.3)
jzleQ—N i i=1

=

ondeK = J/kgT = 5T eh = H/kgT.
Ay = / oy / de; - dey = 27N2N2V-D )T(N/2) (3.4)

é o volume do espaco de configuracdes acessivel (supedibiperesfera de raig'N).

Uma forma de restringir as variaveis de spin a hiperesfemsgaco de configura-
¢Oes, € impor o vinculo esférico (3.1) a funcdo de partic&vés de uma delta de Dirac:
i N N
Qn(B) = Ay / . ~/d61 cdey ey asthiis el S(N — Z 632) (3.5)

J=1

Usando a representacao integral da funcéo delta (suadraresia de Fourier):

—+00

) 1 ,
Qn(3) IA]_VI/-~-/d61~-~d(—:N oKX, eeith i, e %/ ds elisON= )]
(3.6)

Mudando o caminho de integracdo no planmomplexo do eixo real para o eixo imagi-

nario,is — s, ds — —ids,

— " e N . 1 o S(N—S™N ¢
QN(ﬁ) :AN1/-../d€1...d€N e[KZ'L,] LJ+h’Zz:1 Z] %/ dS e[ (N Z]:l 3)}
(3.7)

A fim de inverter a ordem das integracdes emem{e; }, &€ necessario que (todas)
as integrais sejam absolutamente convergentes. Umaahtﬁﬁrf (x) dz é absoluta-
mente convergente quanc/l(b'_“fc>o fOX |f(x)|dz existe e € finito. Ora, a forma quadratica

K Zij €;€; ndo é definida negativa (€ imaginario). Contudo, pode-se usar o vinculo
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esférico (que é aplicado na integracdo€ne escrever:

KZ 'eiej = Nag— Nag+ KZ 'eiej

ihj

N
= NO[O—CY()ZE§—|—KZ ,EZ'E]'. (38)
J=1 1]

Escolhendo-sey real e positivo, e suficientemente grande, faz-se o argunekninte-

grando e!¥ S s €l definido negativo. Assim:

A—l Olo-l—ioo +o0
QN(ﬁ):?Ni sN/ / dey - - - den exp [—SZE +KZ ee]%—hZeZ ,

ap—100
3. 9)
ondes = ay € uma linha no plane-complexo a direita de todas as singularidades do
integranda="" [ de e!~* X0 GRS e+ Sl como funcdo de, geradas pela inte-
gracao noge; }.
Agora, a matriz de interaca®l, definida pore™ - M - ¢ = Z;,j €;€; (ondee =
(€1, -+ ,€x) € um vetor coluna) é uma matriz real e simétrica, donde exiatetransfor-

macéao ortogonaV que a diagonaliza, sendo
M-V =MV, VIV =1, (3.10)

ondeVy € a coluna da matriz de transformacadea matriz identidade. Aplicando tal

transformacéo sobre os fatores da forma quadrética:
(€T V) (VT.M.V) Z et (3.11)

onde)\; é um autovalor da matridM e y = VTe é o vetor que descreve o estado do
sistema na base dos autovetof®s, }. Os autovalores e autovetores da mavizlepen-

derdo da rede estudada.
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Fazendo no momento= 0, a integra¢ao nog; } se torna:

400 N
// dyl---dyNepo —s+ K\;) ]
oo =

_ H/Jroodyj exp[(—s + K\;) y7]

j=17"

N —1/2
= V2 [H(s — K)\j)]

j=1
N

= N2 exp[—% > In(s — K], (3.12)

J=1

onde é claro a definicdo de exige queR(s — K'\;) > 0, Vj, 0 que pode ser expresso

porag > K|Ay..|. Obtém-se portanto:

— ap+ico N
QN(ﬁ):M/a : dsexp[zvs_%;ln(s_mj)]. (3.13)

211 0—i00

Fazendos = 2Kz, obtém-se:

A1N/2 . 20-+i00 1 s
Qn(p) =LA — 2K 6_21“2K/ dzexp[2KNz — 5 Zln(z — EJ)], (3.14)

211 0—i00 =

ondezy > A0
Nas proximas secoes se tratara da versdo campo meédio doopededis adiante,

o modelo em rede a dimensao finita sera abordado.

3.2 Modelo esféerico campo médio

No caso campo médio cada spin € igualmente acoplado comdediesnais, isto €,

0 numero de coordenacao da red¥€ é a rede ndo possui geometria espacial definida. Os

somatorios na fungdi (¢) (3.2) séo irrestritos, cada spin interage igualmente calogo
0S outros (a auto-interacao de cada spin consigo mesmo ¥tsnbiga e portanto ndo é

explicitamente excluida).
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3.2.1 Termodinamica

A resolucéo da termodindmica da versao campo médio do medé&daco segue
aproximadamente o raciocinio do desenvolvimento paramerasede a dimensao finita,

apresentado em [32].

Campo externo nulo

Define-se:
al 1
f(Z) = ]\}i_l}l;l)oN_l : IH(Z— 5)\j>7
J=1
1
g(z) = 2Kz— Qf(z) (3.15)
Assim:
A—l N/2 zo+1i00
Qu(8) = 2K e78V K / dz eN9), (3.16)
™ 20 —100

Sendof(z) e g(z) O(1), pelo método do ponto de sela [33], expandiad®*) em torno

dez,:
9 K7 N/2 e—%N In2K+Ng(zs)

Ay [27N (229/022), 1"

Qn () (3.17)

onde o ponto de selg é o maximo absoluto dg =) sobre o caminho de integracéo. Ora,
g(z) é analitica na regia®(z) > z,. O caminho de integracdo aqui € uma reta “paralela”
ao eixo imaginario. Das condi¢c6es de Cauchy sobre funcdaftieas, o0 maximo da
funcé@og(z) sobre o caminho de integracdo sera seu minimo sobre o eixcAs=sm, o

ponto de sela, é definido por:
dg B 0%g
(@) ) =0, (ﬁ)z > 0, (3.18)

e o caminho de integracéo foi deformado de maneirazgue z,.

Faz-se necessario agora especificar a misfratravés da forma quadratisa, j Ei€j-

O caso aqui considerado € o campo médio, isto é, em que todpsnassao igualmente
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acoplados. Assim:

N
KZ ,EZ‘E]' = ﬁj Z EiEj(]. — 62’]’)7 (319)
1,J

i,j=1
em que foram excluidos os termos de auto-interacdo dos shgwsa, J € a constante
de interacdo entre spins devidamente normalizada. No @espameédio, a normaliza-
cao apropriada ¢ = % ondeJ é a interacdo “real” de cada par de spins, o fay®
compensa a contagem de cada par duas vezes no somatorip eupfator N, o na-
mero de coordenacdo, é necessario a fim de que a energiaipbtéseja extensiva. E

conveniente entdo redefinirem-se as quantidades::: — J=%2 e \; — %\,

Desta maneira, a matri¥l tera a seguinte forma:

101
(3.20)

=l

1 10

gque € uma matriz do tipo Toeplitz, cujos autovalores, aadog em ordem decrescente,

sao:
Ay = V=D
o (3.21)
)\i — —%, Z — 2, .y N

0
1
! | 1
vV, = J% v T L is (3.22)
1 i+1—| =%
0

A transformacadv é ortogonal, assim, a forma do vinculo esférico se consexr\@ase

(Vil: ) 42 = N.
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Voltando as equacdes do ponto de sela (3.18), tem-se:

1 /0f
w42 a2

Ademais

g 19%f 1. & 1
PE IR =i R D vy (324

é positiva em todo o intervale € (3A.., +00). Assim, se existir o minimo dg(z)

sobre o intervalo, este sera Unico.

Substituindo os autovalores (eq.(3.21)) na expressao pdfier) (eq.(3.15)):

1 1
2K = — lim N1y ——— 3.25
R Py 52
1 N -1 1
= = lim N —~ + =y (3.26)
2 N—oo (»%"’W) (zs— N )
donde
1 1
= 3.27
“ T 4K 2N (3.27)

Vé-se quez, diminui com a temperaturfl decrescente, e, em particular,— oo quando

T — oco0ouKk — 0.

Existindo z,, usa-se a funcao de particdo (3.17) e a expressao (3.44para a

energia livre de Helmholtz por paticuld3) sera dada por:

BU(B) = — lim N'mQn(B) = ~+ -4k — g(z)

N—oo 2 2

1 1 1

A funcéof(z,) € singular emx, = \,.../2 = A\1/2, € portanto a energia livre(3)
também sera. Assim, o ponto critico, se existir, ocorrerd em = % Da equacéao
(3.27), observa-se que o ponto critico de fato existe, podsre em uma temperatura
criticaT., = gKi (kp = 1) finita:

T.=J. (3.29)

O ponto de sela, existe no intervald,. < T' < oo, portanto. Para analisar o comporta-
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mento dez, na regidol’ < 7. (K > K.), sendof(z) analitica no plano complexo com
corte sobre o eixo real de= \;/2 az = —oco, expandem-s¢(z) e g(z) em torno do

valor critico do ponto de selé;;). = A\ /2, usando a eq.(3.27):

f(z) = f((28>0> + 4KC(2 - (38)0) - (4KC)2(3 - (23)0)2 (3.30)

9(2) = 9((25)c) + 2(K — Ko)(2 — (25)c) + 8KZ (2 — (25))™. (3.31)

Todas as contribuicbes@z) parak > K. sdo positivas (ja que a regiag < A;/2 é

proibida), donde erff’ < 7. o ponto de sela existe e € dado pay)..

A energia interna por particula(5) = d(8v)/dj3, fazendo uso de

1 1
%~ 5N T<T,

Sty T>T,

g —

no limite termodinamico é dada por:

LI T<T
v={ ¥ 2 (3.32)

0, T>T,

T

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

Figura 3.1: Energia potencial por particula como fungdo da temperatwersa no modelo esférico
campo médio cont/ = 0eJ =1 [31].

Campo externo ndo-nulo

A matriz de interaca®I € a mesma neste caso. Dos autovetores (3.22), observa-se
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que:
N

S e = V. (3.33)
i=1

Com isto, retornando a eq.(2.22) e convertendo-a a pegedos autovetores:

A—l Qp—100 N
Qn(B) = - ds 68N/dy1 cedyn exp | Y (=5 + K\)y; + h\/ﬁyll
ap—100 =1
A—l ap—100 r N
= 2_7];; ‘ ds esN / dyl ce dyN exXp Z(—S + K)\j)y‘]z X
g —i0o =

» o WN ) . { h’N }
Xp | — 5 — Ea—— Xp |V
P SN on Plas—ran2)

gue resulta em:

A—l ap—100
Qnp) = ds exp [sN +

2w

ap—100

h?N wN/2
A(s — Km] (
(3.34)

Fazendos = 2K z:

0—100

1_v1 N/2 1/2 NIn2K o d N h*N 1 - 1 A
72K e” . 2Ke4+—n———— — — E —A;/2
i e /Z Z exp z 3 (z )\1/2) 5 2 n(z ]/ )

(3.35)
Definindo agora:
N
f(z) = Jlim N7 In(z — )/2)
j=1
2
g(z) = 2Kz+ M 1f(z), (3.36)

sendo a expressdao para a funcao de particdo, pelo métodmtiodmosela, dada por

9 K N/2 e—%Nln 2K+Ng(zs)
QN(ﬁ) = 1 1/2 1/2° (337)
Ay (zs — §>\1) [27?]\7 (829/822)28}
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resulta para a energia livre de Helmholtz por partiey(la):

o=t & lnar ok - h*
2 2 T RK (z _ “g;;’)
Nt 1 N -1
+ 5 {(N —1)In(zs + ﬁ) +1In(zs + W)} ) (3.38)

onde o ponto de sela, € o minimo absoluto de(z) sobre o eixo real, e € definido

implicitamente no limite termodinamico pela equagéo:

BR2 1 1
200 — 55 v I (3.39)

A energia interna por particula € dada por

CdBy (080N | dz (08
”‘%‘(aﬁ )Zfdﬁ(azs)g' (3.40)

Ora, a expressao paf@fsi/dz;), € duas vezes o lado direito da eq.(3.39), e portanto €
igual a zero, donde:
1 h? 1
v=——Jz, —

25 AT (2, —1/2) Sy

Da equacédo (3.39), vé-se imediatamente que para0, o termo dependente de
h diverge a medida em que — \,.../2, 0 valor critico do ponto de sela f../2 =
A1/2 — 1/2 no limite termodinémico). Assim,, > \;/2 para toda temperatura ndo nula

(K < o0), e assim, o sistema nao sofrera transi¢ao de fase.

Ademais, observa-se da figura (3.2), da energia inteowano fun¢éo d& = 1/T
(J =1, h =1), que, paral — oo, v — —3/2, que é a energia do estado fundamental.
Parag — 0, v — 0, um valor abaixo da energia maxima por particula, que, rese,

como sera visto mais tardef8/2.J = 1/2.

3.2.2 \Verificacdo da Hipotese Topoldgica sobre o modelo

Analisa-se a sequir, através da teoria de Morse, a evolug&mpdlogia da familia
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uT

Figura 3.2: Energia potencial por particula como fung&o da temperatwexsa no modelo esférico
campo médiocom =1 eJ = 1[31].

de variedade$ )M, } como fungdo de, primeiramente através da caracteristica de Euler,
de modo a comparar o comportamento deste invariante comomteado em trabalhos
anteriores sobre outros modelos [21, 23, 25], e, posteeotenp analisando explicitamente
0s numeros de Betti caracteristicos das variedaflesm cada classe de difeomorfismos,

o0 que se faz possivel aqui gracas a simplicidade da topadogi@odeld.

As configuracdes acessiveis ao sistema sédo dadas peloovdséérico, que, na base

dos autovetores da matriz de interacao é:
N
d yi=N. (3.42)
i=1

O espaco de configuracdgs é a esferd N — 1)-dimensional S¥—*, de raiov/N. Sera
investigada a topologia das variedades = {y € M |v({y;}) < u}, 0s setores de
M abaixo deu, onder = V/N é a fungéo energia potencial por particula. Como nos
modelos XY ek-trigopnométrico, descritos no Capitulo 2, isto se fara elalise dos
pontos criticos da funcéo potencid) definida sobré/, no contexto da teoria de Morse.

Na base{V;}, dos autovetores da matriz de interaddo

I
V = —5 izgl )\i Y — h\/ N Y1 (343)
J(N —1) J <
_ W= e SN e
= v Uit gy ;:2: v — hvV/N ;. (3.44)

4Ribeiro Teixeira, A. C.; Stariolo, D. A., a ser publicado &tmys. Rev. E
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Para determinar os pontos criticosideno dominio das configuracfes acessiveis,
introduz-se um multiplicador de Lagrange fim de impor o vinculo esférico, definindo

a funcaor"

N
F:V+M<Zyi2—N>. (3.45)

i=1

Campo externo nulo

Para campa nulo, os pontos criticos da func&bséao as solugdes de:

OF —J(N —1)
- = 9= -/ =
oy ( 2N +M) =y
oF J
— = 2 — =0, k=2,...,N. 3.46
As solucdes néo triviais sao:
) R S A
mo= IN ) Y=9%1 = y Yi>1 —
J N
b= o y {yl 0, ;y N}- (3.47)
A primeira solug&o corresponde a dois pontos isoladosrewdo emu = —70—1 que,
no limite termodindmico & = —J/2 + J/2N — —J/2 paraN — oo, 0 minimo da

energia potencial por particula sobre)M. A segunda solucdo corresponde a toda uma
variedade critica, a uma esfdrid — 2)-dimensional, ocorrendo em= J/2N — 0 para

N — oo, que corresponde ao maximo deN&o ocorrem pontos de sela. Gragas a alta
degenerescéncia dos autovaloredfleeste caso, é possivel compreender intuitivamente
a evolucdo das variedadés, a medida em que se varia 0 parametré\s equipotenciais
neste caso sao superficies quadricas, em particularbloigetes com (curvatura) nega-
tiva na direcéay;. A figura (3.3) ilustra, par&v = 2, J = 1, 0 espago de configuracdes
M (neste caso uma esfe$a, ou um circulo), e as curvas hiperbdlicas, representando as
equipotenciais, ou 0s conjuntos de niveldeNeste caso, a dire¢ao horizontal representa

a coordenada, e a vertical, qualquer ddsvV — 1) demais coordenadas.

No quadrante superior & esquerdas. —1/4, as duas curvas equipotenciais néo
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Figura 3.3: Representacéo da evolugdo das variedddgsem N = 2 (J = 1) para quatro valores
crescentes de u. As variedadds séo dadas pelas curvas sélidas. O circulo representa dogsférico
M, e as hipérboles representam os conjuntos de nivel[8#].

interceptam\V/, a variedadé/, é vazia e o sistema néo existe nesta regido de potenciais.
Emu = —1/4 (quadrante superior direito), as equipotenciais tocanraulad em dois
pontos isolados, correspondendo aos estados fundamdotaistema. Ao atravessar

u = —1/4, as variedaded/, sofrem sua primeira transi¢cao topologica e passam a ser
difeomorficas a dois discos disconexos de dimeiidée 1) = 1. Transicdes topoldgicas
nas variedades/, apenas ocorrerdo em niveis criticos da energia potenqi@ndice),

isto é, naqueles valores de potencial em que ocorram paritices da funcad’. Assim,

ndo ha outras transicdes topoldgicaswaté J/2N = 1/4, em que ocorre a variedade
critica - esferd N—2)-dimensional -, que apenas na representacéo/¢em corresponde

a dois pontos isolados (quadrante inferior direito). Bstadicdo ocorre no valor maximo
dev sobreM, pois, acima deste valor, as equipotenciais ndo intencepiais a variedade

M. Parau > J/2N, portanto, ndo ocorrem mais pontos criticos:gras variedades/,,
coincidem com a hiperesfe(&— 1)-dimensional, e assim toda a variedadese torna
acessivel. Em = J/2N, os dois discos disconex¢8d— 1)-dimensionais se “fundem”,

completando a hiperesfesa’ .

No limite termodindmico, o valor de potencial em que ocorre ta Ultima tran-
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sicao topoldgica & = 0, que coincide com o valor da energia potencial por particula
critica, v. = 0, calculada na secéo (3.2.1). Este fato esta em acordo com or&sma
provado em [27, 26], sobre a necessidade de uma transicao tidggica no espaco de
configuracdes no ponto de uma transi¢céo de fasé evolucao da topologia das varie-
dadesM,, em funcéo de:, em particular, a ndo conectividade das variedddgsbaixo
de J/2N, ilustra também a quebra espontanea de simetria que ocarramsicdo de
fase, enil. ouv.. No limite termodinamico, apenas um dos discds- 1)-dimensionais
sdo dinamicamente acessiveis ao sistema abaifp: gmde-se ver facilmente de (3.22)
que a magnetizacadl = ) .¢; = V/Ny,. Emu = v,, os dois discos se encontram e

completam a hiperesfera, e toda variedaflse torna acessivel ao sistema pgara T..

Gracas a simplicidade das topologias aqui envolvidas, siyelgeconhecer sem
ambiglidades a topologia da fami{ia/, } diretamente através dos seus nimeros de Betti,
bi, que podem ser definidos como o niumerad:elulas que compdedy,, (Apéndice).

A partir deu = —J/2+ J/2N, as variedades/, sdo difeomorficas a dois disc@¥—1)-
dimensionais. Os numeros de Betti de um disco $go= 1, b, = 0, Vk # 0. Em

u = J/2N, a variedadel/, se torna difeomorfica a esfe(& — 1)-dimensional. Os
nimeros de Betti da esfeBl’ ! sd0:by = 1, by_1 = 1, b, = 0, Vk # 0, (N —1).
Neste nivel, portanto, ocorre de fato uma transi¢éo topedd@ que para < J/2N 0S
numeros de Betti s&fh, = 2, by~o = 0} e parau > J/2N 0s numeros de Betti sdo
dados poby =1, by_1 =1, by =0, Vk #1,(N—1)}. Entretanto, em contraste com
os resultados no modelo XY campo médio [23], em que a trams$igildgica associada
a transicéo de fase envolvia a mudanga nos nimeros de Béltidediferentes ordens,
e cadab, modificado mudava de uma quantida(dk\é), neste caso, apenas dois numeros
de Betti se modificam em correspondéncia com a transicacsdedfasistemay, muda

de2 paral, eby_; muda de) paral. Estes comportamentos diferem dramaticamente.

Para o calculo da caracteristica de Euler, bastam os nume®stti. Entretanto, a
fim de completar a analise dos pontos criticos (dos dois nefsiab menos), calcula-se o

Hessiano da funcéo potencialsobre)/.
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A caracteristica de Euler é definida pela soma alternadaldusnos de Betti:

N—

X(My) =Y (=1)Fb(M,). (3.48)

k=0

[y

Para),, comu abaixo do valor maximo de energia potencial, em que s6 aogomtos
criticos isolados, a caracteristica de Euler pode ser dadg p/,,) = f;)l(—l)kuk(Mu),

ondey(M,) € o numero de pontos criticos de indicana variedadé/, .

Parau < —.J/2, as variedade$/, sdo vazias, § = 0, portanto.

Emu > —.J/2, ocorrem os ponto$y; = +v/N,y; = 0,4 > 1}. O indice dos
pontos criticos € dado pelo numero de autovalores negato/étessiano d& sobreM
nestes pontos. Nestes pontos, o0 gjxcoincide com a dire¢cdo normal & variedade se
pensada como uma imersdoRd, e pertence portanto ao espaco normal aAssim, é
licito eliminar a dependéncia da funciiona coordenadg, sobre estes pontos criticos
obtendo-se assim, a mat(izy — 1)-dimensional do Hessiarsobre a variedadé/. Do

vinculo esférico (3.42), tem-sg = +,/N — zk#yg. Os elementodd,;, 7,5 # 1 da

matriz sdo portanto:

o> J(N —1) YN TR,
Hij N 8y,8yj [_ 2N (N_Zyk +ﬁzyk
— Joy (3.49)

parai,j = 2,...,N. O Hessiano neste caso € diagonal e, como esperado, ndd possu
autovalores negativos, ja que> 0. Assim, os pontos critico§y, = +=v'N,y; = 0,7 >
1}, ocorrendo env = —.J/2, possuem indice zero e sdo de fato minimos. N&o ha outros
pontos criticos paraJ/2 < u < J/2N. A caracteristica de Euler neste intervalo é dada
pela contribuicdo dos dois minimogy = 2, ux = 0,Vk > 0 = x(M,) = 2, ou,
equivalentemente, par(M,) = S0 (—1)*b,(M,,) = 2.

Emu = J/2N, ocorre a variedade critie%yl =0, ZiN:Q Y = N}. Neste nivel cri-
tico, a funcdd/ ndo é mais uma funcéo de Morse, e, neste caso, a correspae@tie

transi¢des topoldgicas e pontos criticos ndo é um-a-uimasgquacao que relaciona
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a{u} deixa de valer.

Sabe-se que todas as variedadiésparau > J/2N séo topologicamente equiva-
lentes a hiperesfer® = SV~1. Assim, para: > J/2N — 0, x(M,,) = x(S*¥1), e com
0s numeros de Betti da esfera:

0, N par

X(M,) = (3.50)
2, N impar

O invariante de Euler acusa de fato uma transicao topolpgaia sofre uma vari-
acdo emu = J/2N, paradim(M) = (N — 1) impar. O fato dey permanecer constante
no casodim(M) = (N — 1) par ndo é contraditério, ja que o comportamento de um
anico invariante pode nao ser suficiente na caracterizagmdgica de uma variedade
(Apéndice) e, ademais, as transi¢fes topologicas nos dasd3d/) par ou impar sao
idénticas/analogas. Mesmo pavapar, 0 comportamento deem correspondéncia com
a transicao de fase neste modelo, e/ v., no limite termodinamico, difere do obser-
vado nos modelos XY campo médiddrigonométrico na presenca da transicao de fase,

j& que nestes ocorre uma singularidade finita na quantidadle|/ V.

Campo externo finito

No casoh # 0, 0os pontos criticos da fungdo (3.45) sao solugdes do sistema:

oF 2<M+M)yl—\/ﬁh:0

Oy 2N
gj: = 2(%+u)yi20,i:2,...,N, (3.51)
consequentemente:
J
po# o YT {yl = +VN, Y1 = 0}
N
o= _%, y = {yl = _@, 3 y;=N(1- hZ/JQ)} . (352
A primeira solucdo corresponde aos mesmos dois pontosl@ot#o caso anterior, po-
rém, neste caso{yl =N, Yy = 0} ocorrera emu; = —% — h, engquanto
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{y1 = —V/N, yo1 = 0} ocorrerd emi, = — 20D 1 p > 4 (parah > 0). A segunda
solucédo é novamente uma variedade critica, a hiperegtera)-dimensional, ocorrendo

emus = h?/2J + J/2N — h?/2J em N — oo. Esta solugdo sera real pdfa < .J

apenas.
Yo y2
\ 2 ’ \ 2 ,/
\ /7 \\ 7
\ ’/’1 \\ / \\ //’ 1 S /7
\ Y A W ,
\| ! YU \Y} f
(] L
y t y
3 b 41 1* > Mt 2 Y1 v ] 27!
/I \ I‘\ / \\ \
\ ’
/ P Pid \ // SNt 7N\
’ S~ \ / Sad_o-7
4 \ ’ \\
’ _2 \ ’ 5 N

Figura 3.4: Representacio da evolugdo das variedddgsem N = 2 (J = 1) para quatro valores
crescentes de u em campoe= 0.1. As variedaded/,, sdo dadas pelas curvas sélidas. O circulo representa
o vinculo esféricd/, e as hipérboles representam os conjuntos de nive[8&].

A representacao da evolugédo das variedadesara diferentes valores deem
N = 2 esta na figura (3.4)] = 1, parah suficientemente pequené & 0.1). Para
u < up, as variedaded/, sdo vazias. No quadrante superior esquerde; u;, € a
variedade),,, se constitui de um ponto apenas, caracterizando a quebraegia in-
troduzida pelo campb. A medida em que cresce, ainda abaixo de, as variedades/,
séo equivalentes a um distd —1)-dimensional. O segundo ponto critico surge no nivel
critico u, (quadrante superior direito), no qual as variedatlessofrem uma transi¢éo
topoldgica, tornando-se equivalentes a dois discos dezosnsendo apenas um dinami-
camente acessivel no limite termodinamico. O nivel maxiorcesponde ao “encontro”
dos dois discos inicialmente desconexos, quando a hipeaesf se completa, e ocorre

emus — h*/2J no limite termodinamico.

Esta ultima transicao topoldgica é equivalente a transicatopoldgica associada

a transicao de fase no cash = 0. Entretanto, da termodinamica do modelo na pre-
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senc¢a de um campo externa, sabe-se que a energia potencial média por particula
atinge seu valor maximow = 0, em temperatura infinita. Assim, a transi¢éo topolo-
gica correspondente ao fechamento da esfef' ~! nunca ocorre no sistema fisico. O
nivel maximo termodinamicamente acessivel ao sistema é dagor v = J/2N = 1/4
na figura (quadrante inferior direito). Assim, no intervalo de potenciais acessiveis
ao sistema fisico, ocorrem apenas as transi¢cdes topolégicrrespondentes aos mi-
nimos isolados, que também ocorrem no caso = 0 abaixo da transi¢do de fase. O
fato do sistema fisico ndo atingir a transi¢éao topoldgica ems esta de acordo com a
exigéncia do teorema em [26, 27]; de fato, ndo ocorrendo a tnai¢céo topoldgica, ndo
ocorre a transicao de fase. Entretanto, para concluir-se gela transicéo topologica
é inacessivel ao sistema fisico, foi necessario o conhecitneda termodindmica do
sistema. Caso apenas a topologia estivesse sendo analisatdacomparagao entre
0S cas0s com e sem campo, concluir-se-ia a ocorréncia de umensicao de fase em

campo finito.

Os numeros de Betti (ver Apéndice) da famf{lig, }, no casgh| < J, sdo: a partir
deu = uy, {bp = 1, bp=o = 0}, enquantau < uy; emu = ug, {by = 2, by~o = 0};
emu = ug, fisicamente inacessivel ao sistergy, = 1, by = 1, by = 0, Vk #
0,(IN—1)}. Neste caso, ainda, examinando as mudancas nos numerotigeéBse que
a transicdo que ocorre no valor intermediario de energiengtl, «,, ndo € significan-
temente menor que a transi¢cdo que conduz a transicdo dedassom sem campo. No
casoh > J > 0, a esfera se completa em= uy, = —g + ﬁ + h, que é maior que a
energia potencial média por particula maxima atingida pefiema. O numero de Betti

by_1 Neste caso muda diretamentebge; = 0 paraby_, = 1.

Da mesma forma que no cake= 0, examina-se o0 comportamento da caracteristica

de Euler das\/,, como fun¢éo de. Parau < uy, x(M,,) = 0.

Mais uma vez, nos pontos criticdg, = +v' N,y,~1 = 0}, a direcdo normal a

variedade)/ coincide com o eixay, e elimina-se a dependéncia deemy; através da

mesma substituicigy = +,/N — >, ., yi. Os elementod;;, i, j # 1 do Hessiano de

88



V' séo dados por:

02 J(N — 1) al al J &
H;; = — N — 2) T hVN,| N — i z
5= By N ;yk F /N ;yﬁw;yk

h hyiy;

— J+ 6ij + 3/2° (353)
\/1_1/N2k¢1?/13 N(l—l/NZk#yz)
onde o sinak- corresponde g, = v/N e o sinal—, ay; = —/N. Os autovalores do
Hessiano sao:
h e _
J thE > yi,  multiplicidade1
k£1
J *£h, multiplicidade (N — 2). (3.54)

Agora, nos pontos criticogjff:2 y2 = 0. No caso do primeiro ponto criticé (> 0),
ocorrendo emy;, 0s (N —1) autovalores do Hessiano sdo+ h > 0 e, portanto, este
ponto critico corresponde ao minimo absolutd/dsobre)M, com indice) portanto. Ja
os autovalores do segundo ponto critico, ocorrenda:gnsdo todos dados pofr — h,
e serdo positivos paia < h < J, isto é, se a hiperesfera critid'—2 emus for uma
solucéo real, e serdo negativos casse J. Assim, parah < .J, 0 segundo ponto critico,

serd um minimo local, com indife e parah > .J, sera um maximo.

No casoh < J, tem-sex(M,) = 1 parau; < u < uy, € x(M,) = 2 para
uy < u < us. Neste caso, as variedadefs se tornam difeomorficas a hiperesfdriaem
ug, €, assim, para > ug, x(M,) = 0 paraN impar, ex(M,) = 2 paraN par. Conclui-se
da mesma forma que antes, a ocorréncia de transicoes taq@ddgs variedadéed,, em

u3 que, no entanto, ndo ocorrem na realizacéao fisica do modelo.

No casoh > J, tem-sey(M,) = 1 parau; < u < usg, €, parau > us, x(M,) igual

a0 ou?2 dependendo s& € par ou impar, respectivamente.
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3.3 Modelo Esférico a dimensao finita

O trabalho sobre o modelo esférico em dimenséao finita er&s@etem andamento.
Abaixo, seguindo-se a apresentacdo da termodinamica delopse apresentam resulta-

dos parciais, e perspectivas de possiveis desenvolvisientoos.

3.3.1 Termodinamica

A termodinamica do modelo a dimenséo finita foi apresentaggnalmente em
[32].

Desta vez, define-se:

N—o0

N
fa(z) = lim N7'> “In(z — \;/2), (3.55)
j=2

onded rotula a dimenséao da rede e se separou o termo)gpue apresenta a singulari-
dade. Novamentg;(z) = 2Kz — 1 f(z). Assim:

L zp+100 1 -1/2
Qn(f) = N 2K ¢ 3NI2K dz [z — =\ eN9alz), (3.56)
2 J

211 0—ic0

Resolvendo a integral pelo método do ponto de sela, resulta:

2K7TN/2 6—%N1n2K+Ngd(zs)

Qn(0B) ~ 1/2
N Ay (2o — 5M) / 27N (0294 02?), ]

(3.57)

1/2°

onde, como no caso anteriat, € definido por:(dg./0z), =0, (9°g4/02%), > 0.

Se a solucéo do ponto de sela existir, a energia livre de Hétmbor paticula sera

novamente dada por:

Ba= 1+ 24K ~ 2Kzt L fu(=). (3.58)

As propriedades da matriz de intera@do que entram no problema através dos seus

autovalores, dependerdo da geometria da rede. Assim,@sdasredes unidimensional,
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bidimensional (quadrada) e tridimensional (cubica) sendiesentados separadamente.
As condicfes de contorno utilizadas séao as helicoidaissgaequivalentes a condi¢cdes
de contorno periédicas (convencionais) no limite termanhiico. Nestes casos, as com-

ponentes dos autovetor®¥s sao dadas por:
~1/2 2m . 2T
Vis=N oS N(k‘—l)(s—l)+smﬁ(l€— (s=1)], (3.59)

e os estadog = (y1, . .., yn) do sistema na bagdéV, } sdo dados pay = VT¢, comV

uma transformacao ortogonal (Jacobiano igug), & tem-se, novamente:

N
eTMe = Z )\pyg, Ze = Zyp. (3.60)

p=1 p=1
Rede unidimensional
Neste caso, os autovalores da mawizsao dados por:

TP p=1,... N (3.61)

DefinindoAw; = 27/N e w; = (p—1)Aw;, tem-se N7' 37 In(z—A,/2) =

1/27 S22 In(z — cosw;) Aw; que, no limite termodinamico se torna:

w1=Aw1

2
fi(z) = lim N~ 121nz— Ap/2] = / dwy In[z — cosw|

N—>oo
A =gt (-0 (362)
A equacao para o ponto de seleé:
1 2w
4K = 2—/ dwy [z — coswy]t = (22— 1)7V2 = 2, = [1 + (4K)7%2 (3.63)
™ Jo

Desta equacaa, decresce quandiA” aumenta oW’ diminui, ez, — 1 no limite 7" —
0. De (3.62), a singularidade d&(z;) ocorre emz, = 1, que nunca € alcangcado em

temperatura finita. A energia livre (3.58) € portanto uma&anregular da temperatura
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para0 < T' < oo, € ndo ha transicao de fase no caso unidimensional.

Rede bidimensional quadrada

Os autovalores da matriz de interagsibpara a rede quadrads = n;n,, com
condicdes periddicas helicoidais, sdo:

2w (p — 1 2 —1
m(p )+2COS Tni(p—1)

Ap = 2 cos N — N p=1,...,N. (3.64)

Fazenddp — 1) = po +ping, comp; =0,1,....,n1—1 epy =0,1,...,ny— 1, resulta:

A 2 2 2
P = cos ( T P2+ —Wpl) + cos (—ng) , (3.65)
2 1 N9

ning

que no limite termodinamico sera equivalente aos autoealor

Ai j 2, 27,
) = cos (—W(z — 1)) + cos (—W(] — 1)) ,
2 n no

i=1,.. .01, j=1,....n (3.66)

em condic¢des de contorno periddicas (ver por exemplo [34]).

Partindo da expresséo (3.65), tem-se:

nao—1 ni—1lna—1

N_l Z 1n<2_)‘fn/2> = N_l Z ln(z_)‘p2+1/2)+N_l Z Z IH(Z—)\p2+p1n2+1/2).

p=2 pa=1 p1=1 p2=0
(p1=0)

(3.67)

Define-se entdd\w, = 27/ny , wy = poAwy € [0,27], € Aw; = 271/ny €

w1 = p1Aw; € [0, 27 e no limite termodindmico obtém-se, para a fun¢ga):

2w 2w

dwydwy Inf[z — (coswy + cos wsy)].

fo(z) = lim N~ 12111 Ap/2] =

N—oo

(3.68)

A equacao para o ponto de seleé:

21 2m
K = ﬁ/ / dwidws [z, — coswy — coswa| ™ = (2/72,)K(2/2),  (3.69)
o Jo
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onde/C(u) é a integral eliptica completa:
1
K= / dt[(1 —t3)(1 — )]V (3.70)
0

QuandoK aumenta od’ diminui, z, decresce. Expandindo-se convenientemente a fun-
cAo/C(2/zs) em torno dez; = A\, /2 = 2, ponto em quefz(z) é singular, obtém-se que
K(2/zs) — oo quandoz; — 2, 0 que significa que, nunca alcancara a singularidade de
f2(z) para temperaturas finitas, e, de (3.58), a energia livrewsaeafuncéo regular em

todo o intervalo de temperaturas< 7' < co. Novamente ndo ocorre transi¢céo de fase.

Rede tridimensional cubica

Os autovalores da matriz de intera@dopara a rede cubica co = nynans, cCOM
condicdes periddicas helicoidais, séo:

2 —1 2 —1 2 -1
W/(p )+2cos Wnl(p )+2cos 7m1n2(p )

)‘p = 208 N T N

Fazenddp — 1) = tngng +unz + ¢, comt =0,1,...,ny — 1, u=0,1,...,np — 1, €

qg=20,1,...,n3 — 1resulta:

A 2t 2 2 2
P — cos (l - Wu) + cos (27rt - ﬂ) + cos (ﬂ) , (3.72)
2 n n1noy no ns

gue no limite termodinamico sera equivalente aos autosslor

Aijk 2 . 21, . 27
5 = cos (m (i 1)) + cos (nz (j 1)) + cos <n3 (k 1))
1= yee ., Ny, jzl,...,ng, kzl,...,ng, (373)

em condi¢6es de contorno periodicas.

Partindo-se da expresséo (3.72) para os autovalores, Me$@édw; = 27/n3 ,

wy = qAws € [0,27], e Awy = 27/ny , wy = ulAwy € [0,27], € Aw; = 27/n; €
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wp = tAw; € [0, 27] no limite termodinamico obtém-se, para a fung¢go):

N—o0

f3(z) = lim N_lzln[z—)\p/2] =

1 2m 2m 2m
= W/O /o /o dwydwadws In[z — (coswy + coswy + cosws)).

(3.74)

A equacao para o ponto de selaé:

1 2 27 2T
4K = ok / / / dwydwsdws [z — coswi — coswy — cosws] L (3.75)
o Jo Jo

A medida em quéd’ decrescez, decresce e se paroxima do valgr= A1/2 =3,queé
onde ocorre a singularidade ¢digz). No casod = 3, em contraste com 0s anteriores, a

integral em (3.75) converge em = 3, donde:

4K, =

1 27 27 21
dwidwadws [3 — cosw; — coswy — cosws] ™t = 0.50546.
(2m)3 Jo 0 0
(3.76)

Portanto, certamente existira um ponto de sela no intefflalg 7' < oo, ondeT, =
3.9568.J (kg = 1) € a temperatura critica, finita, da transicdo de fase. Para 7.,

tem-se:

Biby = 5+ 3 IAK) = 2K+ Sfo(20) 377)

com z, dado por (3.75).

Dado quefs(z) é analitica no plano complexo com o corte sobre o eixo real de

z =3 az = —oo, expande-s¢s;(z) em torno de: = 3 (ponto de sela erf.), que resulta:

fs(2) = f3(3) + 4Ko(2 = 3) — (V2/3m)(2 = 3)°/ + O([z - 3])

ga(2) = go(3) + 2K — K.)(z = 3) + (V2/3m)(z = 3)"* + Oz — 3. (3.78)

Assim, vé-se que todas as contribuicfeg @) parakK > K. sdo positivas, donde em

T < T, o ponto de sela existe e € dado pay).. Na regiddl’ < 7., a energia livre é dada
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por:

Pips = % + % In(4K) — 6K + %f3(3). (3.79)

3.3.2 Topologia

Na rede em dimenséo finita, a topologia das variedddés} ja ndo é mais tao
simples quanto o € em campo médio, assim, seguindo a linmal@hos anteriores [21,
25], parte-se da investigacdo do comportamento da caistttarde Euler no intuito de
analisar a evolucao topologica das variedadgsEste trabalho ainda esta em andamento.

Apresentam-se os resultados obtidos até o momento.

Rede unidimensional

Relembrando os autovalores da matriz de interdgoa cadeia unidimensional
com condi¢Bes de contorno periodicas:

2n(p—1)

- (3.80)

Ap = 2cos

A energia potencial por particula na base dos autovetoresatidgz de interacao,
{V}}, € dada por:
2 2 —1
viy) = 2 Z 2 cos % yf,. (3.81)

Examinando (3.80), vé-se que todos os autovalores sdo @ézas degenerados,

exceto); e Ay, (consideranddV par), que nao sao degenerados:
Ap = An_p, Vp#1,N/2. (3.82)

A fim de se impor o vinculo esférico sobre os pontos criticas(gdg através de um

multiplicador de Lagrange, introduz-se a fungéo

Fly;p) =V(y) +p (Z Y2 — N) , V(y) = Nv(y). (3.83)
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Os pontos criticos dé' sdo dados por:

8F:2 QCOSM—F,& y-=0, r=1,...,N. (3.84)
Ay, N

As possiveis soluc¢des para cada uma das equacdes sao:

po= =\ =-2cosZ(r—1)
ou (3.85)
Yr = 0
Quando, para um dadp (tal quel < p < N/2), up = —)\,, obtém-sey, =

0, Vr ¢ {p,(N — p)} nas solugbes dos pontos criticos correspondentes. Dol@incu
esféricoz(]]\f:1 y,> = N, tem-se que os correspondentes niveis criticos e soluegesd

tos criticos seréo:

no= _)‘p
Yerit = {yp2 + yN—;D2 = N7 Yr = 07 vr ¢ {p7 N _p}}
N
2J 2n(g—1) , 2r(p—1)
u = —WZQCOS —N Y = —2J cos —N (3.86)

Yerit

As solucdey.,.;; nestes casos representam variedades criticas, eStefeisculos).

Paray = —\;, as solugdes de (3.84) sdo dois pontos criticos isolaggs: =
{yy = VN, y, = 0, ¥r # 1}, correspondendo ao nivel critico minimo= —2.J.
Analogamente, para = —Ay/2, as solugdes serdo dois pontos criticos isolagigs: =

{yns2 = £V'N, y, =0, Vr+N/2}, correspondendo ao nivel critico maxime= 2.J.

Ocorrerdo(N/2 + 1) valores diferentes de (/V par), cada um correspondendo a
um valor critico,u, diferente de/(y). O célculo do indice das variedades criticas exige o

célculo do espectro do Hessianowidg) no subespaco normal as variedades criticas.

No caso das solu¢des as equacoes (3.84) representarers gititos degenerados,
isto é,variedadecriticas, em um dado nivel critico, a contribuicdo destaiedades a

série de MorseM,(v) (Apéndice) é calculada através de uma extensao a teoria sobr
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funcBes de Morse (que séo fungdes com pontos criticos E)lafobre estas variedades
criticas, no presente caso dadas o= {y,> + yn_,> = N, v, =0, Vr # p, N — p},

os autovalores do Hessiano serdo nulos. A contribuicdaslasit; () seré portanto
(1) P(C), (3.87)

ondey¢ € o indice da variedade critica, isto €, o nimero de aut@slwgativos do Hes-
siano no subespaco normal’ae P,(C) é a série de Poincaré dé(ver Apéndice). Dado
queC' é uma esfer&', com nimeros de Betti dados pgi = 1, b, = 1}, ocorre que
P,(C) = 1+t. A caracteristica de Eulaf{(,,) = M_,(v), e, assim, sendB_,(C) = 0,
a contribuicao de qualquer variedade criticasera nula.

Apenas os niveis criticos minimo e maximo:elg) poderéo contribuir a(1,,)
(N par). Os pontos criticos nestes niveis sdo dados{ppr= +v/N, y, =0, Vr # p},

ondep = 1 no nivel minimo & = N/2 no nivel maximo.

Da mesma forma que no caso campo médio, consider®@hdma imersdo niR ",
nestes pontos criticos, a coordengglapertencera ao subespaco normala p = 1 no

nivel minimo,p = N/2 no nivel maximo. Elimina-se assim a dependénci& ¢g) em

y,, atraveés do vinculo esférieg = im:
N

V) ==J> Myl = =J> Myt —JN (N— Z@f)
r=1

T#D T#D

= —INN+T) (A —A)yr (3.88)
r#p

Calculam-se os elementds., = 9*V/dy,0y, do Hessiand N — 1)-dimensional, com

r, S % p:
H,s =2J(A\p — A\r)0rs. (3.89)

Substituindo em (3.88) as coordenadas dos pontos critbtém-seu = —J\, N, onde
p=1, N/2, para os respectivos valores criticos, minimo e maximad;dg. A contribui-

cao de cada ponto critico isolad®, a caracteristica de Euler -1)77.
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Agora, parap = 1, A, = A\j = A\paz- Assim, os pontogy, = VN, y, =
0, Vq # 1} teréo indice zero e seréo os minimoside) (ou, equivalentementey)),
como se esperava. Abaixo do nivel minimoude), v < —2.J, as variedade$/, serdo
vazias, ex(M,) = 0. Os minimos contribuirdo emn = —2.J a x(M, ), quando emergem
as variedades/,: x(M,) = 2.

Parap = N/2, A, = Ayj2 = Apin. OS pontos criticogyy, = +VN, vy, =
0, Vr # N/2} ter@o indicel N — 1) e serdo os méaximos dé. Contribuirdo no nivel
u = 2.J, em—2 a caracteristica de Euler (ja qu¥ — 1) é impar) e, para > 2.J, resulta:
x(M,) = 0.

No caso deV impar, no nivel critico maximo ocorre uma variedade crifitague
nao contribui ay. Entretanto, este fato reflete 0 mesmo aspecto comentadasonado

campo médio sobre a eventual insuficiéncia da descricadogipa através de um unico

invariante.

O comportamento dg como funcéo de neste modelo, que ndo sofre transicéo de
fase, ndo se mostrou qualitativamente distinto do encdmfrara o modelo de campo mé-
dio, em que ocorre transicao de fase. Isto indica que a waikdade no comportamento
deste invariante frente a presencga ou auséncia de tramsledase, sugerida por outros
trabalhos [21, 23, 25], ndo se verifica no modelo esféricaieeygpode nédo ser, algumas
vezes, um invariante topolégico adequado na descricatiipa. Faz-se necessaria uma
investigacdo mais profunda da topologia deste modelov/gdde outros invariantes topo-
l6gicos) e dos modelos edh= 2 e d = 3, de modo a completar a verificagdo da Hipotese

Topolbgica nos mesmos.

Rede bidimensional quadrada

Em dimens&o maior qug surge um problema maior: a degenerescéncia dos au-
tovalores tende ao infinito de maneira néo trivial no liméertodindmico. A andlise no

limite N — oo ndo se constitui em uma extensao analitica da anaéémito.
llustra-se aqui, com = 2, 0 que acontece.

Faz-sen; = ny = L. Os autovalores em condi¢cdes de contorno periddicas sao
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dados por:

om(p—1 (g — 1
m(p )+2COS m(g—1)

Ap.g = 2cOs 7 — 7 p,g=1,...,L. (3.90)

Em N finito, estes autovalores podem ter degenerescé@ndiau 8, devido as proprieda-
des de simetria dos cossenos e de sua soma sobre os valoretodigos indices e q.
Entretanto, no limite termodinamic&; (p — 1) — wy, @25 (¢ — 1) — w», sendo as varia-
veisw; e ws continuas. O conjunto dos autovalords, w,) se torna denso no intervalo
[Amins Amaz], SUA distribuicdo em funcéo dg e w, se torna continua, assim como sua

degenerescéncia.

Definindo novamente a fun¢@o =V +u (3, y2 — N), as equagdes de seus pontos

criticos seréo:
OF

OYr,s

=2Ns+ 1) yrs=0, m,s=1,...,L. (3.91)

Novamente, uma dada solucédo de ponto criticogera—\, s e todos 03, , com auto-
valores), , # A, s serdo nulos neste ponto critico, enquanto, do vinculoiesféem-se
que a soma dos quadrados @gs, correspondentes a autovalores iguals asera igual
aN. O correspondente valor critico da energia potencial pdiquéa seraw = —J\, ;, e
a variedade critica sera uma hiperesfera, cuja dimensdonit® termodinamico, ndo se

conhece. Esta dimenséo € dada pela degenerescéncia dal@utpy.

O gréfico da figura (3.5) mostra a superficie definidajar , w-). Os cortes trans-
versais da superficie sdo curvas.deonstante. Em cada ponte;,w-) da superficie,

deve haver uma dire¢cdo normal a estas cuxwas

Para o célculo da caracteristica de Euler em funcéaa, devem-se conhecer os
niveis criticos de potencial, as dimensdes das variedaifiess e o indice das variedades
criticas. Da forma das solucdes criticas, calculam-seiatetdente os niveis criticos da
energia potencial: paya= —\, ;, u = —J\, N, como no caso unidimensional.

Agora, uma proposta tentativa para a “dimensdo” de umadaemti critica, corres-
pondente a um nivel critico = —J\, 5, seria a integral da densidade linear)dsobre

acurvax = A\, fA:A o(wr,ws) ds, ondeo(wy,ws) é a fungdo densidade de autova-
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lores, eds = ds(wi,ws) € 0 elemento de arco sobre a curva. Ora, sabe-se que cada par
de indicegp, ¢) corresponde a um e apenas um autovajgr Ademais, da defini¢éo de
w;: Aw; = 27” = cte. Assim, a distribuicdo d& sobre a curva = cte € uniforme, e a
degenerescéncia, proporcional ao comprimento do camiadtegracao.

Transpor a dificuldade em determinar a degenerescénciaittaabores\ no limite
termodinamico € o que se torna de imediato necessario agadanpresente trabalho,

para, por fim, calcular a caracteristica de Euler deste rmodel

Figura 3.5: Representagdo da superficie definida pela funcio dos éaresano limite continuo,
/\(wl,wg).
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Discussao e Conclusoes

A proposta da Hipotese Topologica é de que transicOes defasistemas fisicos
classicos, com Hamiltonianos da forma (2.1) estejam aadasia transicdes topologicas
nos respectivos espacos de configuragdes. Sugere tambéestgadransicoes topolo-
gicas seriam 0s mecanismos mesmo ha origem das referidagfras de fase, de modo
que o formalismo da Topologia Diferencial seria suficierstel@scricdo destes fendmenos

termodinamicos.

Resultados anteriores em outros modelos termodinamicosbararam esta tese.
No trabalho no modelo* [21], o comportamento da caracteristica de Euler ndo seranost
de nenhuma forma ambiguo: no cake- 2, em que hé transi¢édo de fase, o invariante
apresenta uma singularidade no ponto da transicao; ja waicasl, sem transicao de
fase, o invariante possui um comportamento suave e regolarastante com o primeiro
caso. No model&-trigonométrico, a singularidade do invariante nos pous transi-
¢Oes continuak( = 2) e de primeira ordem¥(= 3) € ainda mais forte, pois a quantidade
o(v) = limy_ log |x(v)|/N é singular. No casé = 1, sem transicao de fase, a fungéo
o(v) € analitica. Ademais;(v) possui propriedades, como a concavidade, distintas nas
transicGes continua e de primeira ordem. O exemplo maigisafivo, porém, esta nos
resultados do modelo XY. Neste modelo, a mesma quantidade|//NV é calculada e
apresenta uma singularidade no caso campo medio, em aomtEsia com a transicao
continua, e apresenta um comportamento regular no casionemisional, sem transicao
de fase. Além disto, no modelo XY campo médio foi possivel descricdo mais “expli-
cita” das transicdes topoldgicas ocorrendo abaixo e sobreryia potencial critica, em
funcdo da mudanca nos niumeros de Betti em cada nivel. Nestagd®, se percebe que

a transicéo topoldgica associada a transicao de fase erwohwdanca nos numeros de
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Betti deO(V) diferentes ordens.

Os resultados no modelo esférico campo médio, desenvsleidpresentados nesta
dissertacdo, estdo de acordo com a necessidade de umeaatagioldgica associada a
transicdo de fase, porém, sugerem que a analise topolGgicaaja suficiente na “pre-
dicdo” da ocorréncia ou ndo de uma transicéo de fase. Deddtansicdo de fase se
mostra ligada a presenca de uma transicdo topoldgica neslades)/, contidas no
espaco de configuracd@$. Entretanto, a analise topoldgica se mostra ambigua no ob-
jetivo de detectar a transi¢do de fase j& que a mesma trartsigdlogica presente em
M, no modelo sem campo externo continua presente no modelo @odamto. Ora, a
termodinamica dos dois modelos é definitivamente distjatgue na auséncia de campo
externo o modelo sofre uma tansicao de fase, que é destreiapnesenca do campo no
segundo modelo. A concluséo de que a regido de potenciaespondente a essa tran-
sicao topoldgica, no caso do campo finito, ndo é realizadastensa fisico, em acordo
com a auséncia de transicao de fase, exige a recorrénciaraagfao termodinamica so-
bre o modelo. A presenca do campo externo nao altera sigivéiceente a topologia do
espaco de configuragdes, enquanto representa um compoitateenodinamico com-
pletamente distinto. Estes resultados sugerem fortenuger@e mecanismo topoldgico
descrito pela HT ndo seja o Unico na origem da transicao @e &3sda que as mudan-
cas na topologia do espaco de configuracdes estejam redldamm transicoes de fase

termodinamicas.

Em um recente trabalho [35], a conclusdo é bastante seneladabtida no caso
do modelo esférico campo médio. Considerando um modeldiaaalente sollvel com
duas variantes, no primeiro caso ocorrendo uma transicdasge no segundo, néo,
mostrou-se, da analise da topologia das variedaflaso espaco de configuracdes, que as
transi¢des topoldgicas nos dois casos ndo diferem sigmificeente, concluindo-se assim,
a inexisténcia de um critério exclusivamente topolégicasdado na associacao direta de
uma certa classe de transi¢cfes topoldgicas a transicoesele & fim de comprovar a

ocorréncia ou ndo de transi¢des de fase em sistemas tednudos.

Uma alternativa possivel a HT seria a consideracdo de ung@spapliado para a
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analise topoldgica, isto é, a analise da topologia dassiperficies de energia constante
Y g, as quais a dindmica conservativa é restrita, no espacosde tmmpleto:{p, ¢}.

De fato, o argumento sobre o colapso do suporte efetivo dadmedtatistica, no limite
termodinamico, sobre a variedade produtg x S{fﬁ, apresentado no final do Capitulo 2,
pode vir a falhar justamente sobre o ponto da transicao éejiague nas transicdes de

fase, as flutuagGes de quantidades termodinamicas podelinegentes.

Outra alternativa possivel seria considerar a topologgehg@ersuperficies de ener-
gia livre constante, que ndo contém apenas a informacéo rtia ganfiguracional do
modelo, mas sim incorpora informacao de toda a termodir@niibna estratégia para
tal desenvolvimento poderia basear-se na formulagdo deégs para as magnetizacoes
locais, definindo-se assim uma energia livre do tipo TAP (iléss-Anderson-Palmer)
[36]

A abordagem topologica a transicOes de fase traz muitasofmesles quanto a
ampliacdo da abrangéncia das descri¢Oes destes fendrienasbordagem semelhante
a da HT pode ser util no estudo de sistemas com efeitos térfri@cos, como vidros
e sistemas com dinamica congelada em geral, em particuldesaicao da transicéo
vitrosa. O mesmo pode ser dito para transi¢fes de fase eamaisfinitos. A propria HT

ja foi confirmada em um modelo de denaturacéo de DNA [30].
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Apéndice: Resumo de Teoria de Morse

Descri¢Oes da Teoria de Morse podem ser encontradas en8[3R]3Este resumo

€ essencialmente baseado em [37] e no Apéndice que se eneonjs].

A idéia central da Topologia € estudar espacos que sejanmoantente “deforma-
veis” uns nos outros, a fim de classifica-los a partir de sugzi@dades topoldgicas. O
conceito matematico de deformacao continua de um espacaoteonéoo de homeomor-
fismo, que € um mapa:

[0 T1 — TQ, (392)

continuo e com inversa continua. Em especial, quando aagpabe entre duas varie-
dades diferenciaveis é diferenciavel sobfee o' é diferenciavel sobr&, esta é um
difeomorfismo. A relacdo difeomoérfica é simétrica, reflexavlaansitiva, e se constitui
portanto em uma relacdo de equivaléncia. Isto implica em spiexiste um difeomor-
fismo entre duas variedades diferenciaveis, estas sa@tppanente equivalentes, e que
conjuntos de variedades (diferenciaveis) podem ser pargd classes de equivaléncia

invariantes sob difeomorfismos.

O objetivo da teoria de Morse, por sua vez, € estudar a relg#® pontos criticos

de funcdes reais, analiticas, definidas &m
f:M—R, (3.93)

e atopologia das variedadgs. Consideram-se aqui variedades compactas e de dimensao
finita, porém os resultados podem ser extendidos para ealesdndo-compactas e de

dimensao infinita.

104



Considera-se a variedadé como uma decomposicao, folheacéo ou estratificacéo

nos “conjuntos de nivet'da funcéof, sendo um conjunto de niveldado por:
fa) ={z € M| f(z) = a}. (3.94)

SendaoM compacta, toda funggbsobre esta definida tera um mininfg,, € um maximo
fmaz: POde-se assim “construitt/ a partir def ~*(f,.in), adicionando os conjuntos de
nivel f~1(a) (fymin < a < fmaz), Variando-se continuamenteaté f~1( f,...). Para um
valor intermediario de, esta “construcao” define os setores, conjuntosy/dabaixo de

a®:

M, = [ (~00,a] = {z € M| f(z) < a}. (3.95)

A medida em que cresce def,,;, até f,...., as variedaded/, cobrem gradualmente toda

a variedadée\!.

Considera-se no momento a funcfama funcdo de Morse. Isto significa que
0s pontos criticos da funcap, definida sobre a variedadedimensionalM: z. €
M, df(x.) = 0, séo isolados (ou ndo degenerados). A matriz do Hessianfoeie
x., cujos elementos em coordenadas locais sao dados por:
0 f
N S oL ( )
é ordemn, ou seja, ndo possui autovalores nulos. O vdlat.) € chamado valor critico
de f, e o conjunto de nivef~!(z.), nivel critico.
Na vizinhangaV(P) de um ponto regular (n&o critico), sempre existira um siagtem
de coordenadas locais dé em quef pode ser escrita como sua expansao de Taylor em

primeira ordem. Definindo a origem do sistema de coordernamds:

f(x):f(0)+2%xi+--- Vo € N(P). (3.97)
i=1

STraduco literal do inglés “level sets”.
6As variedaded/, ndo sdo subvariedades Bg
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Este resultado diz que na vizinhanca de um ponto regular mjsirtos de nivel def
sao localmente deformaveis em hiperplanosRib Analogamente, a partir do Lema
de Morse, sabe-se que na vizinhai¢é”) de um ponto critica?, sempre existira um
sistema de coordenadas locais (denominado carta de Mtakgle f € dada pela sua
expansao de Taylor em segunda ordem, que, ap0s uma “rotem@eEniente do sistema

de coordenadas, pode ser colocada sob a forma diagonal:

n

A
F)=FO)=> W)+ D> W)+ VyeN(P). (3.98)

=1 i=A+1

Na vizinhanca do ponto critic®, os conjuntos de nivel dé equivalem aos conjuntos
de nivel de funcdes quadraticas, isto é, equivalem a quédri@ nimero de autovalores

negativos do Hessiano geem P, dado por\, € chamado indicedo ponto criticaP.

Os principais resultados da teoria de Morse séo as desayleddle Morse (apre-

sentadas a seguir) e 0 seguinte teorema:

Teorema(Bott-Morse-Smalej variedade\/, é difeomarfica d/;, se ndo existirem
pontos criticos def no intervalo[a, b]. Alternativamente, sé:, b) contiver apenas um
ponto critico de indice,, entdoM, ~ M, Je,.

Assim, a medida em quevaria, a topologia dé/, ndomuda até que passe por
um valor critico def, onde entéo a variedadé, tem “agregada” a ela ou “retirada” da
mesma uma célula de ordelme,, onde\ é o indice do ponto criticoM,. ~ M, e,

(c € um valor def logo acima do ponto critico, & um valor def logo abaixo do ponto
critico). ~ significa uma relacdo difeomérfiéaConsidera-se a variedadé& como sendo

decomposta ou estratificada em um conjunto de células

M = Ue’\’ (3.99)
A

sendo o numero de células, no que diz respeito a pontooeritéon degenerados, igual ao

namero de pontos criticos e a dimenséo das células dadanpéte dos pontos criticos.

’Na verdade, a relacdo é a de equivaléncia homotopica, quepbuco mais abrangente que o a de
equivaléncia difeomorfica.
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Aplicam-se agora as idéias acima ao exemplo do ®roimerso emR?3, isto é,
visto como um pneu “pronto para rolar”, equilibrado sobra %wrda”, sendo definida
sobre o mesmo a func¢dfy dada pela altura de um ponto d€ em relacdo ao nivel de
seu ponto de apoio. Esta fungdo possui quatro pontos srftém degenerados, marcados
na figura (3.6) pory, ¢, ¢ € c3, € cada um definindo um nivel critico diferente fle
respectivamentey, a, a, € az. A figura (3.7) ilustra a decomposicao do toro em suas
células primitivasy, que sdo agregadas nos respectivos niveis criticos:apard), a
variedade)M, é vazia. Ema = ay = 0, cruza-se o primeiro, minimo valor critico de
f, correspondendo ao ponto critieg de indice zero, em que emerge a variedafle
pelo “agregamento” de uma célug M,, comag < a < ay, € difeomorfica a um disco
(em particulara = ag M, é um ponto, que € homotopicamente equivalente, mas nao
difeomoérfico, a um disco). Ema, ocorre o segundo ponto criticg, de indicel, e neste
nivel critico se agrega portanto uma celelg"“faixa”) ao disco que constituia ad, -, ,
resultando assim as variedades.. ., , que se assemelham a uma “cesta”, equivalente por
sua vez a um “tubo” em “U”. No terceiro nivel critic@, em que ocorre o ponto critico
¢y, de indicel, se agrega as variedades.,, uma nova célula,, e as variedade¥/,-
passam a ser equivalentes a um toro sem seu polo superiahmgirte enus, ocorre o
altimo ponto criticogs, que tem indic, em que se agrega a variedade uma celutpe

€ 0 mesmo que uma célulg, ou seja, um disco, que completa o tare.

A decomposicao do toro bidimensional em suas células “fivias’ e, s6 foi possi-
vel devido a escolha muito especial para a funtép e uma funcéo de Morse “perfeita”).
Em geral, no entanto, esta decomposi¢cado sera um tanto canpke vezes impossivel.
Recorre-se entéo a caracterizacdo das classes de eqcizvalénariedades/espacos topo-
|6gicos através de um namero suficiente de invariantesdgpus, de modo a especificar
univocamente cada classe. Invariantes topologicos s@&tostgu propriedades matemati-
cas invariantes sob difeomorfismos. Estes podem ser nuingeoss (como a dimensao
das variedades ou os numeros de Betti), niUmeros reais (caaraeteristica de Euler),
grupos (grupo de Homotopia, Homologia, Cohomologia). mssiinvestigacao da topo-

logia de variedades se da de forma indireta. Um invariaqelégico é constante sobre
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Ca

Figura 3.6:Toro bidimensional com os pontos e niveis criticos da furfciwlicados.[5]

-9~
¢
&

Figura 3.7:Construg&o do toro bidimensional através de sua estrgfificaos conjuntos de nivel dg5]

todas as variedades pertencentes a uma mesma classe, peme@sempre sera diferente
para classes diferentes. Dai a requisicao de um numercesiéicle invariantes na carac-

terizacdo de uma dada classe.

A fim de caracterizar a topologia (ou a classe de equivalfdelaima variedade
M através da funcag, pode-se fazer uso da teoria de Morse, mais precisamerste, da

desigualdades de Morse. Associa-se a furnfasérie de Morse definida por:

M(f)= D, =) it (3.100)

todos P i

ondeP é um ponto critico genérico d& de indice\p e u;, chamado niumero de Morse,

€ 0 numero de pontos criticos decom indicei. A série sempre convergira. A topologia
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de M entra através d&;(M), que é a sua correspondente série de Poincaré, dada por
P(M) =Y "bit", (3.101)
=0

ondeb; € o numero de Betti de ordeimle M/, ou 0 niumero de células em M.

Algumas das chamadas desigualdades de Morse séo:

j<n j<n
o+ Y (=1 > £bo+ Y _(—1)'bs. (3.102)
i=1 =1

Pode-se mostrar, em particular, através destas desigesatda

n

M_y(f) = Py(M) = (=1)'b; = x(M), (3.103)

1=0

ondex (M) € a caracteristica de Euler-Poincaré da variedddgue é um invariante to-
poldgico. Resulta qué/_; (f) € uma quantidade completamente independente da fungéo

f que se define sobr¥ .

Estes resultados em particular podem ser estendidos aesingihtendo pontos
criticos degenerados, isto €, variedades criticasSobre uma variedade critica (no
espaco tangente @), os autovalores do Hessiano se anulam. Uma variedadeacriti
C C M serd ndo degenerada se o Hessiano ndo possuir autovaltwesasl direcoes
normais &'. Considerando-se o fibrado normal’aN(C'), o indice da variedade critica
C', definida uma métrica Riemanniana sobre esta, é definideéatda decomposicéo
de N(C) em um subespaco com “dire¢es” correspondentes a autesalegativos do
Hessiano/N(C')~ e um subespaco das “direcdes” correspondentes a autes/plmiéivos,
N(C)*: N(C) = N(C)~ @ N(C)~. Desta forma o indice da variedade critica\., é
dado pela ordem (“dimenséo”) do fibrad®C')~, sendo a contribuicio d€ a série de
MorseM,(f) serd um polindbmio:

tre P,(C), (3.104)
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ondeP,(C') € a série de Poincaré eth QuandaC' colapsa a um pont®, esta contribui-

¢&o recai no monémit'”, donde se generaliza:

M(f)= Y t°P(O), (3.105)

todos C

e continuam valendo as desigualdades de Morse acima.
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