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Resumo

O presente trabalho apresenta a verificação da Hipótese Topológica (HT) sobre o

Modelo Esférico ferromagnético. Esta hipótese sugere uma nova abordagem a transições

de fase termodinâmicas (TF), apoiada na idéia recentementeproposta de que o meca-

nismo na origem das transições de fase seja uma quebra de difeomorficidade adequada

do espaço de configurações dos sistemas no ponto da transição. Embora se saiba que

nem toda transição topológica (TT) esteja ligada a uma TF, foi provado recentemente

para uma classe de modelos que TTs são necessárias na presença de transições de fase

de primeira e segunda ordem, pelo menos. Da termodinâmica domodelo esférico campo

médio, sabe-se que este apresenta uma TF na ausência de campomagnético externo, e

que esta é destruída para campo finito. Da evolução da topologia de subvariedades do

espaço de configurações, definidas pela (função) energia potencial, resulta que, no caso

sem campo externo, ocorre uma TT nestas variedades em uma energia potencial igual à

energia potencial (média) crítica da transição de fase. Este resultado corrobora a HT no

sentido da necessidade de uma TT em correspondência a uma TF.No entanto, a mudança

observada na topologia não é particularmente “grande”, se considerada dentro do critério

sugerido por trabalhos anteriores. Do caso com campo externo, resulta que uma TT idên-

tica à encontrada no caso sem campo persiste. Da termodinâmica do modelo, observa-se,

no entanto, que a região de energias potenciais em que a TT ocorre não é acessível ao

sistema físico, o que é consistente com a ausência de TF no modelo neste caso. Entre-

tanto, o formalismo topológico sobre o espaço de configurações não se mostrou suficiente

na caracterização deste comportamento do sistema, e esta conclusão só é alcançada dado

o conhecimento prévio da termodinâmica do modelo. Apresentam-se também resultados

parciais da aplicação da HT ao modelo esférico a dimensão finita.
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Abstract

In the present work the verification of the Topological Hypothesis (TH) on the fer-

romagnetic Spherical Model is presented. This hypothesis suggests a new approach to

phase transitions (PTs), based on the recently proposed idea that the mechanism at the

origin of these phenomena might be a suitable break of diffeomorphicity of the systems

configuration spaces at the respective transition points. Although it is known that any

topological transition (TT) will in general not be linked toa PT, it was recently proved

for a class of models the necessity of occurence of a TT in the presence of (at least) first

and second order PTs. From the thermodynamics of the mean field Spherical Model, we

see that it presents a PT in vanishing external magnetic field, and that it is destroyed by

the external field. From the topological evolution of suitable submanifolds in configura-

tion space, defined by the potential energy function, results that, in zero external field, a

TT occurs in these submanifolds in a value of potential energy which is the same as the

critical (mean) potential energy. This result is in accordance with the TH in the extent

of the necessity of a TT in correspondence with a PT. However,the observed TT is not

particularly "strong", when considered in the criteria suggested by previous related works.

From the finite field case, results that a TT identical to the one in the zero field case per-

sists. From the thermodynamics of the model in the presence of a field, however, it is seen

that the potential energy range in which this TT happens is not accessible to the physical

system, which is still consistent with the absence of a PT in this case. Nevertheless, the

formalism of Differential Topology has been proven insufficient in the characterization of

this behaviour, and the conclusion above was only reached given the previous knowledge

of the model’s thermodynamics. Some partial results of the application of the TH to the

Spherical Model in finite dimension are also presented here.
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Introdução

Transições de fase, do ponto de vista fenomenológico, são caracterizadas por mu-

danças nas propriedades físicas de sistemas.

O primeiro tipo de transições estudado foram as transições de fase termodinâmicas

(TFs), isto é, aquelas em sistemas macroscópicos em equilíbrio (térmico e mecânico).

Tais fenômenos podem ser caracterizados, do ponto de vista matemático, pela perda de

analiticidade de funções termodinâmicas - energia livre deGibbs, por exemplo - com

respeito à temperatura, ou outro parâmetro intensivo, que se institui devido à violação,

pela equação de estado do sistema, dos critérios de estabilidade termodinâmica, no ponto

da transição - este definido pelos parâmetros intensivos.

O problema, há algumas décadas, consistia em explicar como funções termodinâ-

micas - macroscópicas -, resultantes de uma interação microscópicaúnicapoderiam apre-

sentar singularidades em certos valores dos parâmetros intensivos, separando fases com

comportamentos termodinâmicos distintos. O objetivo era aformulação de uma teoria

consistente de equações de estado. A primeira teoria totalmente bem sucedida foi for-

mulada por C. N. Yang e T. D. Lee [1], mostrando que a não-analiticidade das referidas

funções na transição é acarretada pela ocorrência de raízesreais positivas da função de

partição grã-canônica (no espaço de fugacidade), no limitede volume1 infinito.

Desde então, outras abordagens a TFs foram elaboradas, como, por exemplo, por

Dobrushin, Lanford e Ruelle, a partir do conceito de medida de Gibbs, em função da

ocorrência ou não de uma medida única no sistema2.

1ou, equivalentemente, número máximo de graus de liberdade
2D. Ruelle,Thermodynamic Formalism, Encyclopaedia of Mathematics and its Applications,(Addison-

Wesley, New York, 1978).
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Estas teorias, porém, se aplicam somente a sistemas infinitos (macroscópicos) e em

equilíbrio termodinâmico. No entanto, transições dinâmicas (como, por exemplo, as vi-

trosas), em sistemas fora do equilíbrio, caracterizadas por divergências em quantidades

dinâmicas dos mesmos, começaram, a partir da década de60, a ser amplamente estuda-

das, e assim, melhor compreendidas e caracterizadas. De outra parte, nos últimos anos,

a pesquisa experimental em sistemas finitos, ou não macroscópicos, - mesoscópicos, na-

noscópicos ou ainda emclustersnucleares, atômicos e moleculares - forneceu evidências

de transições de fase também nestes sistemas. Portanto, no intuito de uma eventual uni-

ficação da fenomenologia de transições de fase, o caminho natural seria uma abordagem

na escala dos mínimos componentes relevantes à descrição deum dado sistema, na busca

por assinaturas das transições no âmbito “microscópico”. Primeiro, porque o processo de

mediação na mecânica estatística, sob a suposição fundamental de ergodicidade da dinâ-

mica microscópica dos sistemas, suprime informações na evolução e nas características

dinâmicas destes. Assim, o estabelecimento de uma relação entre dinâmica e comporta-

mento termodinâmico se pode dar somente em um nível “anterior” a médias e à definição

de ensembles. Depois, porque, para sistemas finitos, pouco ou nenhum sentido têm as

médias e os observáveis macroscópicos.

Outrossim, uma descrição das TFs em um nível mais básico poderia ser elucidativa

no respeito à distinção entre transições de primeira ordem econtínuas, ao nível da inte-

ração fundamental. Poderia contribuir a uma melhor compreensão destes fenômenos, e,

em particular, à elaboração de uma teoria de análise quantitativa de transições de primeira

ordem3, a exemplo da teoria do grupo de renormalização em fenômenoscríticos, para

transições contínuas.

Motivado pelo panorama acima exposto, o presente trabalho tem como tema central

a chamada Hipótese Topológica (HT). Esta hipótese sugere uma nova abordagem a transi-

çoes de fase termodinâmicas, apoiada na idéia recentementeproposta de que o mecanismo

na origem destas seja uma quebra de difeomorficidade adequada de subvariedades do es-

3Vale notar que a teoria de Ginzburg-Landau pode ser aplicadatanto a transições contínuas quanto de
primeira ordem; no entanto, além da aproximação de campo médio, poucos resultados analíticos podem ser
obtidos deste formalismo.
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paço de configurações dos sistemas no ponto da transição. Embora se saiba que nem toda

transformação descontínua ou não analítica (não-difeomórfica) na topologia está ligada a

uma TF, foi provado recentemente para uma classe de modelos que transições topológicas

(TTs) são necessárias na presença de TFs - de primeira e segunda ordem, pelo menos. A

HT se aplica a sistemas macroscópicos, descritos por Hamiltonianos clássicos, em um

espaço de coordenadas e momenta contínuos, e já foi confirmada em outros modelos, em

especial o modelo XY e o modelok-trigonométrico, ambos em aproximação de campo

médio.

O presente trabalho apresenta a verificação da HT sobre o Modelo Esférico fer-

romagnético. Na aplicação da HT ao modelo, em particular na versão campo médio,

resolveu-se primeiramente a sua termodinâmica, que apresenta uma TF na ausência de

campo magnético externo, que é destruída quando se acrescenta o campo finito. Analisou-

se então, no âmbito da Teoria de Morse, a evolução da topologia de subvariedades con-

venientes no espaço de configurações do modelo, definidas a partir da função energia

potencial. Graças à simplicidade topológica do espaço de configurações, que é uma hi-

peresfera de dimensão(N−1), e à simplicidade da estrutura da matriz de interação, foi

possível computar os números de Betti da família de subvariedades e obter uma compre-

ensão bastante intuitiva da maneira pela qual este espaço vai sendo preenchido à medida

em que se aumenta a energia do sistema. Em particular, a quebra espontânea de simetria

no limite termodinâmico emerge facilmente desta análise, da não conectividade das vari-

edades abaixo da energia críticavc. Resulta que, no caso sem campo externo, ocorre uma

TT nestas variedades em uma energia potencial igual à energia potencial (média) crítica

da TF, correspondendo ao ponto em que toda a esfera do espaço de configurações se torna

acessível ao sistema, o que corrobora a Hipótese no sentido da necessidade de uma TT

associada a uma TF. No entanto, a mudança observada na topologia não é particularmente

“grande”, envolvendo a mudança de apenas dois números de Betti no ponto crítico, em

contraste com o comportamento observado no modelo XY campo médio, em que a TT

associada à TF envolve a mudança simultânea deO(N) números de Betti das respectivas

subvariedades. A partir dos resultados do modelo XY campo médio, foi sugerido que as
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condições desuficiênciapara que uma TT no espaço de configurações origine uma TF

no sistema correspondente estejam ligadas à mudançaO(N) referida. A TT no modelo

esférico, no entanto, não preenche estes pré-requisitos, ainda que, em campo nulo, esteja

associada a uma TF do sistema.

Quando se aborda a topologia do caso com campo externo, surgeainda um fato mais

grave: a topologia das variedades no espaço configuracionalnão é sensivelmente afetada

pelo campo, sendo o comportamento termodinâmico, ao contrário, dramaticamente di-

ferente. O modelo não apresenta uma TF neste caso. No entanto, uma TT idêntica à

encontrada no caso sem campo persiste. Da termodinâmica do modelo, contudo, observa-

se que a região de potenciais em que a TT ocorre não é fisicamente acessível ao sistema, o

que é consistente com a ausência de TF no modelo neste caso. O formalismo topológico

sobre o espaço de configurações, porém, não se mostra suficiente na caracterização deste

comportamento do sistema, e esta conclusão só é alcançada dado o conhecimento prévio

da termodinâmica do modelo.

Em seqüência à análise em campo médio, apresenta-se a termodinâmica do Modelo

Esférico em dimensão finita, com interação a vizinhos próximos, desenvolvida original-

mente em [32]. A análise da HT sobre estes modelos está em andamento, portanto, apenas

resultados parciais são apresentados.

A dissertação está estruturada da seguinte forma: dedica-se o Capítulo 1 a um re-

sumo de transições de fase termodinâmicas, que constituem opano de fundo e a motivação

física deste trabalho; no Capítulo 2, faz-se uma síntese dosantecedentes, da elaboração

da Hipótese Topológica, incluindo modelos e resultados quecorroboram a proposta; o

Capítulo 3 é dedicado à introdução do modelo esférico e suas variantes, apresentando

sua termodinâmica, o desenvolvimento da análise topológica e os resultados obtidos até o

momento; no último capítulo apresentam-se as discussões, conclusões e perspectivas do

trabalho. Ao final da dissertação, incluiu-se um Apêndice com um resumo de conceitos e

definições da topologia - e em particular, da teoria de Morse -que são utilizados ao longo

do texto.
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Capítulo 1

Transições de Fase Termodinâmicas

Na física, a compreensão de transições de fase, tanto do ponto de vista da descrição

fenomenológica, quanto do ponto de vista mais básico de mecanismos que as regem e

suas origens, tem uma importância central. No âmbito prático, transições de fase ocorrem

em um conjunto amplo e variado de sistemas, de interesse em diversas áreas da ciência e

da tecnologia, tendo, portanto, presença e papel decisivos. Mas também, as transições se

mostram presentes ou relacionadas a questões fundamentaisda física. Atribui-se a própria

existência do Universo observável a uma transição de fase a partir de um estado de vácuo

pré-existente, sendo toda a configuração do Universo existente associada a tal transição1.

Muitos aspectos dos fenômenos críticos associados a transições de fase, como a invariân-

cia de escala, são encontrados na meteorologia, sismologia, no estudo da evolução da vida

na Terra. Ademais, existe um paralelo muito forte entre a teoria de fenômenos críticos

em transições contínuas e a teoria quântica de campos, o que pode, de início, surpreen-

der, visto que a primeira trata de sistemas macroscópicos, que podem ser tratados como

infinitos, enquanto que a segunda estuda as partículas e os campos elementares. Outro

conceito importante que surge no âmbito de transições de fase é a universalidade, que

será abordada aqui.

As transições de fase termodinâmicas são definitivamente asmelhor compreendi-

das. Este capítulo contém um resumo de aspectos e conceitos teóricos básicos do assunto.

1Dowrick, N. J. et al.The Theory of critical phenomena: An Introduction to the Renormalization Group,
Oxford University Publications, New York, 1998
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O sentido dado a “microscópico”, aqui, é o da escala dos menores componentes

relevantes à descrição do modelo, enquanto “macroscópico”está para a escala do sistema

como um todo.

1.1 Condições de estabilidade/instabilidade termodinâmi-

cas e transições de fase

Toda a informação termodinâmica sobre um sistema pode ser obtida sendo conhe-

cida sua relação fundamental, isto é, a entropiaS como função dos demais parâmetros

extensivos do sistema. O mesmo, alternativamente, para a função energia internaU ,

dependente da entropia e demais parâmetros extensivos, ou,ainda, para algum dos poten-

ciais transformados deU , como funções de suas variáveis naturais.

A relação fundamental deve obedecer a certas condições decorrentes do princípio de

máxima entropia para que expresse os estados termodinâmicos do sistema2. Este princípio

exige, para os estados termodinâmicos, (além dedS = 0) que a entropia seja uma função

côncava de seus parâmetros. Tais condições de concavidade (convexidade) são chamadas

critérios de estabilidade local. Estes critérios também seaplicam na representação de

energia:U(S, V,N) deve ser uma função convexa de seus parâmetros para todo e qualquer

estado de equilíbrio. Para as transformadas de Legendre deU , dentre elas,F (T, V,N)

(energia livre de Helmholtz), tem-se

(

∂2F

∂T 2

)

V,N

≤ 0,

(

∂2F

∂V 2

)

T,N

≥ 0 (1.1)

e paraG(T, P,N) (energia livre de Gibbs),

(

∂2G

∂T 2

)

P,N

≤ 0,

(

∂2G

∂P 2

)

T,N

≤ 0 (1.2)

Não raro, a partir de cálculos da mecânica estatística, ou interpolação de dados

2Este princípio, na mecânica estatística, é obtido como um resultado e é conhecido como Teorema H.
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experimentais, obtém-se uma função para um potencial termodinâmico, definindo uma

superfície no espaço de parâmetros adequado, em que certos pontos não sãoglobalmente

estáveis3. A região definida por tais pontos é uma região de coexistência de fases do

sistema dado. Uma região de instabilidade (global) da relação fundamental, ou, equiva-

lentemente, da função de um potencial termodinâmico acarreta, portanto, uma transição

de fase.

Uma equação de estado pode ser obtida a partir de uma relação fundamental. Esta

é uma relação funcional entre variáveis de estado do sistema, P , V e T , por exemplo,

que reduz o número de graus de liberdade independentes na suadescrição. As soluções

da equação de estado serão o conjunto de pontos{(P, v, T )} (sendov = V/N , o volume

molar do sistema) dos estados de equilíbrio do sistema. Os respectivos diagramas de fases

serão as projeções nos planosP−v, T−P , ou v−T dos pontos em que o sistema sofre

transição, onde há coexistência de diferentes fases. A faseque é realizada na natureza é

aquela que minimiza a energia livre paraP eT fixos.

As condições para o equilíbrio entre duas ou mais fases, ocorrendo em um mesmo

ponto(P, T ), são dadas pela regra de Gibbs. Tome-se um sistemaPV T puro (sem restri-

ções quanto à troca de calor, pressão ou matéria entre as fases), a condição de equilíbrio

entre duas fases I e II a mesma temperatura e pressão será a igualdade de seus potenciais

químicos

µI(P, T ) = µII(P, T ), (1.3)

que define uma curvaP = P (T ) no diagrama de fases, a curva de coexistência. Para o

sistema puro, três fases só podem coexistir em um ponto(P, T ) do planoP−T , chamado

ponto triplo. O sistema não pode existir em mais de três fasesa mesma temperatura e

pressão. Em geral, para um sistema composto der diferentes tipos de partículas, teremos

no máximor+2 fases coexistindo, diagramas de fases de dimensão maior,superfíciesde

coexistência, etc.

A igualdade dos potenciais químicos de duas fases diferentes para cada compo-

3O critério mais geral, que deve vigorar na relação fundamental, é o de estabilidadeglobal, donde o
conceito de estados globalmente estáveis. A construção de Maxwell garante que também o critério de
estabilidade global seja obedecido.
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Figura 1.1:Diagramas P-T e P-V de um fluido típico. No diagrama P-V, as isotermas expressam
os estados estáveis do sistema.[2]

nente do sistema corresponde à condição de continuidade nasderivadas da energia livre

conveniente em relação anj :

lim
T→T+

t

( ∂G

∂nj

)

T,P
− lim

T→T−

t

( ∂G

∂nj

)

T,P
= 0, j = 1, . . . , r, (1.4)

ondenj é o número molar do respectivo componente, eTt é a temperatura da transição

entre as fases de alta temperatura (T → T+
t ) e a de baixa temperatura (T → T−

t ). A

energia livre acima referida é aquela cujas variáveis naturais, exceto{nj}, são todas in-

tensivas. Para um sistemaPV T , é a energia livre de Gibbs,G(T, P, {nj}). Nada garante,

porém, que as derivadas da energia livre em relação à temperatura ou outro parâmetro

intensivo devam ser contínuas. De fato, este é um aspecto importante de uma transição,

tanto assim que é um dos critérios de classificação de TFs. As transições nas quais as

derivadas da energia livre em relação à temperatura ou outravariável intensiva são des-

contínuas são denominadas transições de primeira ordem, asdemais, são denominadas

transições contínuas.

Como
(

∂G/∂T
)

P
= −S e

(

∂G/∂P
)

T
= V podem não ser contínuas na transição,

as funçõesS e V poderão sofrer uma descontinuidade neste ponto. Assim, o ponto da

transição é definido pelas variáveis intensivas, neste casoT eP .

Segue-se uma descrição de alguns aspectos básicos de transições de primeira ordem

e contínuas.
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1.2 Transições de primeira ordem

Os sistemas mais conhecidos a sofrerem transições de primeira ordem são os fluidos

clássicos, dos quais o exemplo típico é a água, que pode existir na fase gasosa, líquida, e

em muitas formas sólidas, distintas na estrutura cristalina. Este tipo de transição também

ocorre em sistemas em que entram em jogo interações quânticas, como superconduto-

res na presença de um campo magnético finito (transição fase condutora normal - fase

supercondutora), fluidos binários, como a mistura de3He e4He. As transições em flui-

dos clássicos (sistemas PVT) serão enfatizadas aqui por serem mais simples e familiares.

Como visto acima, transições de primeira ordem representamuma mudança descontínua

no estado do sistema: o volume molarv e a entropia molars variam descontinuamente

através da curva de coexistência.

Estas transições são marcadas por regiões finitas de instabilidade nas equações de

estado ou potenciais termodinâmicos correspondentes.

Dos dois gráficosG x P (ouµ x P ) ev x P (figuras (1.3), (1.4)), podem-se construir

gráficosG x v, tomando diferentes isotermas, ilustrando a natureza descontínua do estado

(volume específico) do sistema em transições de primeira ordem (figura (1.2)).

Figura 1.2:Comportamento deG em uma transição de primeira ordem. Abaixo da transição,
T < Tt, o estado termodinâmico év0, v1 é um estado metaestável. EmT = Tt, os mínimosv0

e v1 correspondem a energias iguais, e as duas fases coexistem. ParaT > Tt, o mínimo estável
muda bruscamente dev0 parav1, através deTt. [3]

As flutuações de um observável do sistema em torno de seu equilíbrio (na transição)
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Figura 1.3: IsotermasP x v resultantes de uma
equação de estado instável de um fluido clássico.
Os estadosO aM eF aD são localmente estáveis,
mas globalmente instáveis. Os estadosM a F são
localmente instáveis.[3]

Figura 1.4:Isotermaµ x P . Os estados de equi-
líbrio são aqueles que minimizamµ = g = G/V
para dadoP .[3]

são profundamente influenciadas pelos detalhes (instabilidades) da relação fundamental,

o seu valor médio, no entanto, reflete apenas o estado de equilíbrio estável. Na região de

coexistência as flutuações se tornam maiores devido à diminuição da barreira, mas não se

tornam particularmente grandes devido aocalor latente, que atua como um mecanismo

“amortecedor”. Na região de instabilidade, ou de coexistência de fases, a equação de

estado fornece pontos que não correspondem a estados de equilíbrio estável do sistema

- alguns correspondem a estados metaestáveis, por terem energia livre maior, violando o

critério de estabilidade global, mas não o local, outros correspondem a estados espúrios,

não físicos, porque violam o critério de estabilidade local. Da isoterma, (figura (1.4)), em

cada valor deP em que a funçãog = G/V é “multivaluada”, o princípio de mínimo para

o potencial de Gibbs seleciona o menor valor deg correspondente.

Assim, determinam-se os estados (trechos da isoterma) que de fato são estados ter-

modinâmicos, sendo estes (figura (1.5)): os estados deS aO, a reta deO aD, e deD

a A. EmD (O) a isotermag(P ) cruza sobre si mesma e a derivada da curva estável

é descontínua. Para determinar, no diagramaP −v, a que pressão e volume específico

correspondem estes estados, entre os quais ocorre a transição, se faz uso da continuidade

do potencial de Gibbs. Sendodg = −s dT + v dP , e sobre a isoterma,dT = 0, temos
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Figura 1.5:Isoterma estável (curva cheia) obtida a partir da isoterma instável (curva pontilhada) através
da construção de Maxwell no diagramaP−v.[3]

gO− gD =
∫ O

D
v(P )dP = 0 e, separando a integral sobre a isoterma em integrais entre os

estados intermediários, e rearrajando convenientemente os termos, obtém-se a condição:

∫ F

D

v(P )dP −
∫ F

K

v(P )dP =

∫ K

M

v(P )dP −
∫ O

M

v(P )dP (1.5)

que corresponde a igualar as áreas I e II indicadas na figura. Esta é a construção de

Maxwell. Os estadosE, F , M eN , localmente estáveis ou metaestáveis, são estados

físicos possíveis, e eventualmente uma amostra sofrerá flutuações que o levem, por muito

pouco tempo em geral (mas por vezes, por tempos “realmente” longos), a estes estados.

A principal característica a definir uma transição de primeira ordem é o calor latente,

que é o calor emitido por uma dada substância quando uma unidade de massa passa da

fase de temperatura mais alta (“fase I”) para a fase de temperatura mais baixa (“fase II”).

Durante a transição, a temperatura permanece constante. O calor latente está expresso na

descontinuidade da entalpiah(s, P )=H(S, P,N)/N - ondes=S/N . A entalpia molar é

dada porh = g+ Ts, a energia livre de Gibbs é contínua inclusive no ponto da transição,

assim o calor latenteℓ = ∆h é dado por

ℓ = T∆s = T (sI − sII) = T

(

lim
T→T−

t

(

∂g

∂T

)

P,N

− lim
T→T+

t

(

∂g

∂T

)

P,N

)

(1.6)

ondesI e sII estão para as entropias molares da fase I e II, respectivamente, no ponto
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da transição,Tt. O calor latente está ligado à diferença nas entropias das duas fases, e

portanto ligado ao grau de ordenamento das moléculas em uma eoutra (fase). Pode-se

dizer que a emissão de calor durante a transição de primeira ordem reflete a reorganização

microscópica do sistema: a importância da energia de ligação entre as moléculas frente à

sua energia térmica se torna maior na fase de baixa temperatura em relação à fase de alta

temperatura, e isto se dá bruscamente ao atravessar-se a curva de coexistência. É possível

mostrar também que o calor latente é sempre positivo (absorvido) na transição da fase de

baixa para a de alta temperatura.

Da isoterma estável da figura (1.5), vê-se que o volume específico médio do sistema

assume todos os valores entreO eD, mas a parcela do sistema na fase gasosa estará em

O, e a parte líquida, emD4. Observa-se também que a compressibilidade do sistema a

temperatura constante,κT = −1/V (∂V/∂P )T , diverge como uma delta de Dirac na tran-

sição (além de sofrer uma descontinuidade:limP→P+
t
κT 6= limP→P−

t
κT ). Isto, porém,

não gera flutuações indefinidamente grandes no sistema (enquanto houver quantidades

das duas fases coexistindo), porque, havendo uma variação infinitesimal de pressão no

sistema, o vapor que em decorrência se condensa emite calor específico, o que aquece o

sistema, tendendo a voltar para o estado inicial, de equilíbrio. O calor latente então se

torna um mecanismo de “amortecimento” para flutuações no sistema.

1.3 Transições contínuas

Indo sobre a curva de vaporização no diagramaP −T (figuras (1.1) e (1.6)), no

sentido de temperatura (e pressão) crescente, as fases líquida e vapor se distinguem cada

vez menos5, o calor latenteℓ, assim, vai diminuindo, e, se o sistema possui o volume

específico adequado -vc - ℓ vai continuamente a zero, no ponto terminal da curva, que é

um ponto crítico, definido por(Tc, Pc, vc). A partir deste ponto, líquido e vapor não são

mais fases distintas. Pontos críticos são aqueles em que ocorrem transições contínuas.

4o volume específico de todo o sistema dependerá das quantidades relativas das fasesO eD.
5A distinção entre as duas fases se dá na diferença entre as respectivas entropias, volumes específicos,

etc.
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Nem sempre transições contínuas ocorrem associadas a transições de primeira ordem.

Além dos fluidos clássicos, também sofrem transições contínuas alguns materi-

ais paramagnéticos (transições para fase ferromagnética ou anti-ferromagnética), fluidos

quânticos, na transição da fase líquida normal para a superfluida, como3He e4He, mistu-

ras de fluidos imiscíveis em certa região de temperatura e pressão (fluidos binários), como

por exemplo as misturas de3He e4He ou metano e hexano, e supercondutores na ausência

de campo magnético externo (transição da fase condutora normal para a supercondutora).

Considerações gerais

O comportamento do potencial de Gibbs em função dev ao longo da curva de vaporização

até seu ponto crítico e além deste, ilustrando a natureza contínua da transição do fluido no

ponto crítico, é dado na figura (figura (1.6)).

Figura 1.6: Comportamento deG em uma transição contínua. EmT < Tc, a energia possui
dois mínimos diferentes e equivalentes,vg 6= 0 (vapor) evl 6= 0 (líquido). EmTc, os mínimos
coincidem emvg = vl = vc, formando um mínimo “achatado” (flutuações divergentes). Para
T > Tc, o mínimovc é único e “normal”.[3]

Transições contínuas não envolvem calor latente, o que é logo percebido através de

(1.6), já que a derivada emT do potencial de Gibbs é contínua nestas transições. Como

conseqüência, o estado do sistema muda de forma contínua através do ponto da transição.

O mecanismo de “amortecimento” das flutuações no estado do sistema (definido porv

nos fluidos clássicos) conduzido pelo calor latente é ausente, sendo este fato responsável
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pela ocorrência de flutuações divergentes. Estas estão ligadas à ocorrência de fenômenos

notáveis, agregados sob a denominação de fenômenos críticos.

A teoria fenomenológica já desenvolvida para as transiçõescontínuas é muito mais

rica que para as transições de primeira ordem. No entorno de um ponto crítico as funções

termodinâmicas do sistema poderão em geral ser descritas emtermos de uma variável

apenas (além dos parâmetros independentes), denominadaparâmetro de ordem, que deve

ter média nula em uma das fases. A identificação desta variável é particular a cada sistema

e pode ser altamente não trivial, sua escolha podendo não serúnica.

A transição paramagneto/ferromagneto

O paradigma de transição contínua é a transição paramagneto/ferromagneto. Os

resultados originais desenvolvidos nesta dissertação, aliás, tratam do modelo esférico fer-

romagnético, isto é, um modelo de paramagneto que pode apresentar transição para o

estado ferromagnético. Exemplos desta transição são encontrados em materiais como

ferro, níquel e cobalto. Acima deTc, o ferro é um paramagneto, isto é, possui magne-

tização (média)〈M〉 =
∑N

i=1 si nula na ausência de campo magnético externoB, e, na

presença de um campoB fraco, sua magnetização média por spin obedece a〈m〉 = µB

(µ > 0 é a constante de permeabilidade magnética), respondendo linearmente ao campo.

Abaixo deTc, o sistema é um ferromagneto, possui magnetização finita mesmo em campo

externo nulo, e a magnetização sob ação deB 6= 0 varia a fim de alinhar-se com o campo,

sendo dada por:〈m〉 = 〈m0〉 + µB, onde〈m0〉 é a magnetização espontânea. Para este

sistema, o parâmetro de ordem (médio) é o vetor magnetizaçãomédia,〈M〉, ou, equi-

valentemente,〈m〉. Existem muitos modelos (alguns mais realísticos que outros) que

descrevem sistemas paramagnéticos/ferromagnéticos, porexemplo: o modelo de Ising,

o modelo XY (Heisenberg clássico), o modelo esférico, o modelo gaussiano. Em geral

(mas não necessariamente) considera-se uma reded-dimensional com uma dada disposi-

ção espacial de átomos (com momento de spin). O Hamiltoniano- parte do potencial -
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típico de um ferromagneto é dado por

H = −
∑

i,j

′

Jijsi · sj −
N
∑

i=1

Hi · si (1.7)

ondesi, a variável de spin no sítioi, pode ser um vetor ou escalar, uma variável contínua

ou discreta, ou um estado quântico. Os somatórios
∑′

i,j podem ser tomados entre sítios

primeiros vizinhos, vizinhos em segunda ordem, ou eventualmente de cada spin com

todos os demais. Os elementosJij da matriz de interação são positivos ou nulos,Hi

representa um campo magnético externo que pode ser variávelde um sítio a outro e se

acopla linearmente com o spinsi.

Usualmente, o interesse é fazerH uma variável independente e poder calcularM

pela derivada delogQ com respeito aH (ondeQ é a função de partição). Para tal,

acrescenta-se ao Hamiltoniano um termo−HM = −H∑i si, semelhante ao segundo

termo de (1.7). A função de partição se torna uma função deH: Q = Q(H, T ). Desta ma-

neira, a energia livre de Helmholtz molar para magnetos,f=f(H, T )=− 1
NkbT

logQ(H, T ),

será função de parâmetros intensivos apenas e coincidirá com o potencial químicoµ.

Dado o novo Hamiltoniano, obtém-se uma relação convenientepara a magnetização mé-

dia 〈m〉 = −(∂f/∂H)H=0.

Em campo nulo, quando aquecemos o sistema além deTc, o módulo da magnetiza-

ção vai diminuindo continuamente até chegar a zero emTc, sendo então nulo paraT > Tc.

Sua derivada, porém, é infinita emT = T−
c e cai para zero emT = T+

c , possui portanto

uma descontinuidade infinita (figura (1.7)). Este é o comportamento característico do

parâmetro de ordem na transição contínua. A presença de um campo finito destrói a tran-

sição ferromagneto/paramagneto, pois neste caso a magnetização é uma função analítica

da temperatura.

Simetria

Uma transição contínua sempre separa duas fases com simetrias espaciais diferen-

tes. No caso acima descrito, o estado do sistema na fase paramagnética é rotacionalmente
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Figura 1.7:DiagramaM−H−T de um paramagneto. O sistema sofre transição emH = 0. A
superfície se estende simetricamente paraM,H < 0. EmH = 0 região abaixo da curvaM(T )
é inacessível.[2]

invariante, enquanto que no estado de ferromagneto, há uma direção preferencial6 defi-

nida pelo vetor magnetização espontânea e a invariância rotacional é conseqüentemente

destruída. A redução de simetria na fase de baixa temperatura, processo denominado

quebra espontânea de simetria, exige para sua descrição um parâmetro adicional, o parâ-

metro de ordem. A fase de maior simetria possui em geral a simetria do Hamiltoniano;

na de menor simetria, portanto, não transparecem todas as propriedades deste, mas todo

estado macroscópico deve de alguma forma expressá-la. A maneira pela qual a simetria

se manifesta nesta fase é diferente: o sistema possui infinitos estados estáveis equivalen-

tes (cada um com a mesma magnetização|M|, porém, em uma direção diferente) que

são transformados uns nos outros pela operação de simetria.Porém, classicamente, o sis-

tema pode existir em apenas um dos estados, e a simetria fica “escondida”. Um sistema

macroscópico quântico também não poderá existir em uma combinação linear de estados

fundamentais porque a transição de um estado fundamental para outro é realizada por um

operador que muda simultaneamente os estados de todas as partículas do sistema, e este

operador não existe no limite termodinâmico. Assim, a probabilidade do sistema realizar

a transição (quântica) de um estado fundamental para outro énula.

6Tal direção é determinada pelas flutuações aleatórias dos spins enquanto o magneto vai sendo resfriado
em direção aTc.
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Funções de correlação

Um importante resultado da mecânica estatística é conhecido como teorema de

flutuação-dissipação. Ele estabelece que flutuações de certos observáveis estão relaci-

onadas a uma “susceptibilidade” apropriada, que lhes corresponde. Para as flutuações de

energia, por exemplo, tem-se

(δU)2 = 〈(H− 〈H〉)2〉 = CV kb T
2 = cv kbNT

2 (1.8)

ondekb é a constante de Boltzmann. SendoU = 〈H〉 extensiva,δU/U ∝ 1/
√
N , e as

flutuações na energia vão a zero no limite termodinâmico. Porém, quandocv diverge,

como acontece em um ponto crítico, as flutuações se tornam importantes.

Assim, além das médias de observáveis termodinâmicos, próximo a uma transição

contínua, outras funções, relacionadas a flutuações do sistema, serão imprescindíveis a

sua descrição. Supõe-se que o parâmetro de ordem médio seja função de um campo

vetorial que fornece a densidade de momento magnético (magnetização),m(x):

M = 〈
∫

ddx m(x)〉 (1.9)

A função de correlação (a dois pontos) é definida por:

G(2)(x′,x) = 〈m(x′)m(x)〉 (1.10)

Entretanto, a função acima contém a contribuição das médiasdas magnetizações locais se-

paradamente:〈m(x′)〉〈m(x)〉 e será não nula mesmo para spins não interagentes, quando

as flutuações nos spins forem independentes. Para isolar a parte da correlação devida às

interações entre os spins, define-se a função de correlação (a dois pontos) conectada:

G(2)
c (x′,x) = 〈m(x′)m(x)〉 − 〈m(x′)〉 〈m(x)〉 =

=
〈

(m(x′) − 〈m(x′) 〉 ) (m(x) − 〈m(x)〉 )
〉

. (1.11)
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G
(2)
c mede a correlação espacial entre os valores do parâmetro de ordem em diferentes

pontos do sistema - e, portanto, entre as flutuações no mesmo -(notar semelhança com

(1.8)). Admitindo-se invariância translacional (G
(2)
c (x′,x) = G

(2)
c (x′ − x), 〈m(x)〉 =

〈m(0)〉) e isotropia da rede (G(2)
c (x′ − x) = G

(2)
c (|x′ − x|) ), e através de suposições

simples, pode-se mostrar que esta função tem as seguintes propriedades, parax = |x|

grande e|t| ≡ |T − Tc|/Tc << 1 (|t| 6= 0):

G(2)
c (x) ∼ e−x/ξ

xd−2+η
, (1.12)

ondeξ é o comprimento (característico) de correlação. A equação acima indica que pró-

ximo, masnão sobreTc, o parâmetro de ordem flutua em blocos (de igual orientação

de spin, aproximadamente) de dimensões lineares menores ouiguais aξ, sendo blocos

maiores muito raros. A dependência deξ com a temperatura, derivada a partir do com-

portamento experimental de quantidades correlatas, na região em torno deTc (|t| << 1),

é:

ξ ∼ t−ν , (1.13)

ondeν > 0 é um expoente crítico. Assim, emt = 0, ξ diverge e o comportamento

assintótico da correlação é uma lei de potência emx:

G(2)
c (x) ∼ 1

x(d−2+η)
, t = 0, x grande, (1.14)

onded é a dimensão do sistema, eη é um expoente crítico igualmente. Comoξ diverge

emTc, flutuações em blocos de spin pequenos e grandes, de qualquertamanho enfim, são

igualmente prováveis. No ponto crítico, o comportamento dosistema é dominado por

estruturas dinâmicas macroscópicas. A equação acima, por ser uma lei de potência, ex-

pressa a invariância de escala do sistema (o sistema tem a mesma “aparência” em qualquer

escala em que seja observado).

Além dos expoentes críticosν e η acima definidos, relacionados à dependência de

ξ e deG(2)
c na temperatura reduzida, também se introduzem os expoentesdas leis de
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potência caracterizando o comportamento crítico de outrasgrandezas termodinâmicas,α,

β, γ, δ:

calores específicos c ∼ |t|−α (H = 0)

parâmetro de ordem M ∼ |t|β (t < 0, H = 0)

isoterma crítica (t = 0) M ∼ H−1/δ

“susceptibilidades”











χ ∼ |t|−γ (H = 0) magnetos

κT ∼ |t|−γ (t > 0) fluidos

Como se vê, expoentes críticos descrevem o comportamento dequantidades termo-

dinâmicas no entorno ou sobre a temperatura crítica, e é uma característica peculiar de

transições contínuas o fato deste comportamento ser regidopor leis de potência.

A universalidade emerge no contexto de fenômenos críticos,por exemplo, através

de leis, ou relações, descalingque relacionam os expoentes críticos de um sistema uns

aos outros:

lei de Fisher: γ = ν(2 − η)

lei de Rushbrooke: α + 2β + γ = 2

lei de Widom: γ = β(δ − 1)

lei de Josephson: νd = 2 − α.

As teorias de Landau e do grupo de renormalização permitem a obtenção dos expo-

entes críticos de sistemas específicos. Estes expoentes caracterizam a transição de fase do

sistema e, por extensão, o próprio sistema em função do tipo de transição que sofre. De

fato, na teoria do grupo de renormalização, o conceito de classes de universalidade surge

naturalmente, cada sistema pertencendo a uma dada classe deuniversalidade dependendo

de seu comportamento crítico. Esta teoria, bem como a de Ginzburg-Landau, são de ex-

trema importância no âmbito da teoria de fenômenos críticos. Entretanto, elas não serão

abordadas aqui porque fogem ao contexto do trabalho.
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Universalidade

As simetrias e propriedades invariantes nos sistemas físicos mostram-se de im-

portância fundamental e básica na física, porque envolvem asua busca primordial pela

universalidade (ou universalidades). O conceito de universalidade é recorrente em fenô-

menos críticos, já que, na região crítica, o comportamento éditado por grandes estruturas

macroscópicas; sistemas com interações microscópicas (Hamiltonianos) muito diferentes,

podem apresentar propriedades semelhantes. O conceito surge naturalmente no contexto

do grupo de renormalização, que divide os sistemas em classes de universalidade.

Outra ocorrência de universalidade aparece no “colapso” das curvas de coexistên-

cia gás-líquido de diversos fluidos sobre uma curva comum, para as respectivas variáveis

reduzidasρ/ρc e T/Tc (ainda que os pontos críticos para os diferentes sistemas sejam

distintos). Esta é a chamada lei dos estados correspondentes. O mesmo acontece para

diferentes materiais magnéticos. O questionamento principal diante destas observações

é: como, se as características microscópicas de sistemas estão, em última instância, na

origem das suas transições de fase, as propriedades gerais que determinam seu comporta-

mento nesta região podem ser independentes dos detalhes microscópicos?

1.4 Origem de transições de fase: teoria de Yang e Lee

O tema central deste trabalho é uma explicação alternativa àde Yang-Lee (e outras)

para a origem de transições de fase, cujo estudo, espera-se,adicionará elementos à com-

preensão destes fenômenos. Assim, nesta seção, apresenta-se a abordagem a transições

de fase de C. N. Yang e T. D. Lee [1], que explica a origem de TFs dentro do formalismo

da mecânica estatística, através da função de grã-partiçãoe suas propriedades. Uma teoria

sobre a origem de TFs deve conseguir explicar como um sistemaregido por uma única

interação microscópica pode se apresentar em fases tão distintas macroscopicamente.
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Considera-se um gás monatômico cujas partículas interagemsob o potencial:

U(|ri − rj|) =























∞, se |ri − rj| < a

ǫij se a ≤ |ri − rj| ≤ b

0 se |ri − rj| > b

(1.15)

onderi é o vetor posição da partícula de rótuloi. Apesar do potencial acima ser de curto

alcance, é possível generalizar esta abordagem para potenciais que decaem lentamente

com a distância.

Note-se que as partículas ocupam um volume finito, ou seja, possuem um “caroço”

impenetrável, e, assim, haverá um número máximoM de partículas coexistindo em um

volumeV . A função de grã-partição é dada por:

QV =
M
∑

N=0

QN

N !
yN , (1.16)

ondeQN é a parte configuracional da função de partição paraN partículas (considerando

um Hamiltoniano clássico, quadrático nos momentos{pi}, a parte dos momentos é trivi-

almente integrada e incorporada à variávely) ey é uma função da fugacidade:

QN =

∫

· · ·
∫

V

d3r1 . . . d
3rN exp

(

−U/kbT
)

,

y =

(

2πmkbT

h2

)3/2

eµ/kbT . (1.17)

Para volumeV finito, Q é um polinômio de ordemM na variávely estendida ao plano

complexo (os valores físicos dey são os reais e positivos). A função de grã-partição pode

ser fatorizada:

QV =

M
∏

i=1

(

1 − y

yi

)

, (1.18)

ondey1, . . . , yM são as raízes do polinômioQ. Os coeficientesQN/N ! são todos posi-

tivos. ParaV finito, portanto, as raízes não poderão ser reais positivas.Ao tomar-se o

limite V → ∞, o número de raízes,M , aumenta, e estas se movem no plano complexoy.

Neste limite eventualmente algumas raízes tocarão o eixo real positivo, por exemplo, nos
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pontosy = t1, t2. Os comportamentos do sistema nas regiõesy < ti e y > ti vão diferir,

e o sistema sofre uma transição de fase no ponto correspondente a cada raiz. A pressão e

a densidade do sistema são dadas por:

P

kbT
= lim

V→∞

1

V
logQV

ρ = lim
V→∞

∂

∂ log y

1

V
logQV (1.19)

Os resultados da teoria são sintetizados pelos seguintes teoremas:

TeoremaI: Para todos os valores reais positivos dey, no limiteV → ∞,
(

V −1 logQV

)

possui um limite independente da forma deV (para superfícies deV bem comportadas).

Este limite, ainda, será uma função contínua, monotônica crescente dey.

TeoremaII: Se, no plano complexoy, uma regiãoR contendo um segmento do

eixo real positivo não contém raízes (para qualquer valor deT ouV ), então nesta região

no limiteV → ∞ as quantidades:

1

V
logQV ,

(

∂

∂ log y

)

1

V
logQV ,

(

∂

∂ log y

)2
1

V
logQV , . . . ,

possuem limites analíticos emy. E neste caso, as operações
(

∂
∂ log y

)

e limV→∞ comutam

emR; assim:

ρ =

(

∂

∂ log y

)(

P

kbT

)

. (1.20)

A pressãoP então será sempre uma função contínua e monotônica crescente dey,

no entanto suas derivadas poderão ser descontínuas nos pontos em que as raízes tocarem

o eixo y real positivo. A densidadeρ = 1/v será uma função monotônica crescente (e

analítica) dey em uma regiãoR livre de raízes. Em geral, sobre uma dada raiz real

e positiva, a derivada deP , isto é,ρ, será descontínua e o sistema sofre uma transição

de primeira ordem. Pode-se mostrar queρ cresce na descontinuidade no sentido dey

crescente.

À medida em que a temperatura do sistema é variada, as raízes reais e positivas se

movem sobre o eixo real. Eventualmente, a uma determinada temperatura, alguma raiz
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Figura 1.8:Comportamento da pressãoP (gráficos (b) e (d)) e da densidadeρ (gráfico (c)), em
uma regiãoR que não contém raízes, a uma dada temperatura.P eρ são funções analíticas dey,
e a curvaP x v = 1/ρ (gráfico (d)) é suave.[1]

Figura 1.9:Comportamento da pressãoP (gráficos (b) e (d)) e da densidadeρ (gráfico (c)), para
um sistema que sofre transições de primeira ordem emP (y = t1, t2) para uma dada temperatura.
No domínio das regiõesR1, R2 eR3, as funções são analíticas.P é contínua nas transições,ρ sofre
uma descontinuidade finita. Os trechos horizontais da curvaem (d) são regiões de coexistência
das fases “adjacentes”.[1]

pode deixar de tocar o eixoy. Nesta temperatura,Tc, o sistema sofrerá uma transição

contínua, e a densidadeρ será contínua sobre a raiz. Se a densidade for contínua sobre

uma dada raiz em um intervalo finito de temperaturas, tem-se uma linha de transições

contínuas. Se, alternativamente, duas raízes se encontramsobre o eixo real positivo em

T0, tem-se um ponto triplo nesta temperatura.

A teoria pode ser generalizada para diferentes tipos de interações. Nesta aborda-

gem, o estudo das equações de estado e transições de fase fica reduzido à investigação da

distribuição de raízes da função de grã-partição sobre o plano complexoy. onde?.)

Outra abordagem à origem das transições de fase existe, no contexto do ensemble
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canônico, e é devida a Dobrushin, Lanford e Ruelle7.

7D. Ruelle,Thermodynamic Formalism, Encyclopaedia of Mathematics and its Applications (idem).
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Capítulo 2

A Hipótese Topológica

As definições matemáticas correntes de transições de fase termodinâmicas são ba-

seadas na perda de analiticidade - que rigorosamente acontece apenas no limiteN → ∞

- de observáveis termodinâmicos, vistas como conseqüênciade singularidades nas medi-

das estatísticas que ocorrem na transição. Uma nova definição para transições de fase de

equilíbrio em sistemas Hamiltonianos, que vem sendo explorada e investigada nos últimos

anos, propõe que estas possam ser detectadas, explicadas e possivelmente até quantitati-

vamente descritas pela análise da topologia e de mudanças convenientes na topologia de

subvariedades no espaço de configurações. Dentro desta perspectiva, as singularidades

nas medidas estatísticas seriam originadas por estas transições topológicas nas subvarie-

dades.

Este capítulo contém uma síntese de resultados e evidênciasque conduzem a esta

nova definição, e a justificam. O conteúdo desta proposta estácontido na chamada Hipó-

tese Topológica (HT), que será aqui apresentada, juntamente com resultados sobre mode-

los específicos que a corroboram [5].

A teoria se aplica a sistemas autônomos1 clássicos, confinados, com Hamiltonianos

da forma

H =
1

2

N
∑

i=1

pi
2 + V (q1, . . . , qN), (2.1)

onde{qi} são as coordenadas, os N graus de liberdade do sistema, e{pi}, os momenta

1com Hamiltonianos independentes do tempo
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conjugados (i = 1, . . . , N). A restrição sobre o Hamiltoniano é sobre a forma da energia

cinética - quadrática nas velocidades2 -, e sobre a função energia potencialV (q), indepen-

dente dos momenta. As variáveisq e p são contínuas; assim, define-se o espaço de fases

do sistema, para o qual{q1, . . . , qN , p1, . . . , pN} constituem uma base.

No âmbito da dinâmica conservativa de sistemas Hamiltonianos, o HamiltonianoH

é uma integral do movimento, e olocusdas trajetórias dinâmicas será o subconjunto de

pontos{(q, p)} do espaço de fases tais queH(q, p) = E, ondeE é a energia (constante)

do sistema. O espaço de configurações acessível,ME, é um subconjunto do espaço de

configuraçõesM , dado pela projeção emM do conjunto{(q, p)} de estados com uma

energiaE fixa. Como a energia cinética é sempre positiva,ME é definido por:

ME = {q ∈M | V (q) ≤ E}, (2.2)

que é naturalmente “folheado” pelas equipotenciaisΣv:

Σv = {q ∈M | V (q) = v}, v ≤ E. (2.3)

As coordenadas(q1, . . . , qN) podem ser tomadas como coordenadas locais deME, a partir

das quais se define uma estrutura diferenciável para a subvariedade.

Abordagens a transições de fase fazendo-se uso de conceitose métodos de topologia

já foram implementadas sobre o espaço de parâmetros termodinâmicos,macroscópico, de

dimensão baixa.

A HT propõe, em contraste, a análise da topologia doespaço de configurações

acessível do sistema,ME, e investiga, assim, a origemmicroscópicadas transições de

fase.

2.1 Geometrização da Dinâmica Hamiltoniana

A aplicação do formalismo da Geometria Diferencial à dinâmica de sistemas Ha-

miltonianos clássicos com muitos graus de liberdade (N >> 1) surgiu do intuito de inves-

2Estes sistemas são denominadosnaturais
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tigar os regimes caóticos e regulares nos espaços de fases, einclusive na fundamentação

da Mecânica Estatística, através da teoria ergódica.

As soluções das equações de movimento de sistemas Hamiltonianos naturais, em

que estão incluídos sistemas da forma (2.1), são regidas pelo princípio de Hamilton, que

impõe que tais soluções, as trajetórias naturais dos sistemas, sejam os caminhos de inte-

graçãoq = q(t) que extremizem o seguinte funcional:

SH =

∫

L(q, q̇, t) dt, (2.4)

ondeL(q, q̇) = T − V é o Lagrangiano do sistema (T é a energia cinética), ou, ainda, na

forma de Maupertuis:SM = 2
∫

T dt.

As geodésicasγ(s) de uma variedade Riemanniana3, por sua vez, são os extremos

do funcional:

ℓ =

∫

γ(s)

ds, (2.5)

ondeℓ é o comprimento da geodésica sobre a variedade es é o parâmetro de comprimento

de arco, e ondeds2 =< ds, ds >= gij dq
i dqj, definido a partir da métricagij no sistema

de coordenadas locais (carta)(q1, . . . , qN) deME.

Uma métrica adequada para a geometrização da dinâmica é uma em que se impõe

uma equivalência entre a ação de HamiltonSH (ou a de MaupertuisSM ) e o compri-

mento de arcoℓ, que mapeie as trajetórias naturais dos sistemas físicos emgeodésicas

de variedades Riemannianas (ou suas projeções nos subespaços adequados). Partindo de

SM , a “variedade mecânica” é identificada comME “equipada” com o tensor métrico

(gJ)ij = [E − V (q)]δij , (caso especial da) chamada métrica de Jacobi. Na métrica de

Eisenhart [6], as trajetórias naturais, como extremos deSH , são projeções das geodé-

sicas de um espaço de configurações ampliado ({q0 ≡ t,q = (q1, . . . , qN)} mais uma

coordenada realqN+1), que satisfazemds2 = Cdt2, C > 0 (escolhe-seC = 1), onde

ds2 = −2V (q)(dq0)2 +aijdq
idqj +2dq0dqN+1 (i, j=̇1, . . . , N , e aquiaij = δij). A partir

da definição das métricas, se determina uma relação entre os parâmetrosdt da dinâmica

3Em que o elemento de comprimento de arco (quadrático)ds2 é definido e positivo. Quandods2 não é
sempre positivo, a métrica é pseudo-Riemanniana (por exemplo, as métricas de Eisenhart e Minkowski).
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Figura 2.1:Ilustração qualitativa de um feixe de
geodésicas, parametrizado porτ inicialmente dis-
tribuídas em uma vizinhançaJ [7].

Figura 2.2:Representação do vetor separaçãoξ
entre duas geodésicas, soluções das equações de
movimento de um dado sistema.ξ∆τ é a distân-
cia entre os pontosB e D, ambos correspondendo
a um mesmo valor do parâmetro de comprimento
de arcos [7].

e ds das geodésicas da variedade, e entre as equações de movimento e as equações das

geodésicas.

Para se estudar a estabilidade/instabilidade das trajetórias dinâmicas investiga-se a

evolução do vetor separaçãoξi = q̃i − qi entre duas trajetórias inicialmente próximas

(ver figuras (2.1) e (2.2)). Sendo ambas trajetórias válidasdo sistema, ambos̃qi(t) eqi(t)

obedecerão às equações de movimento de Newton, donde a equação obedecida porξi

(em primeira ordem emξi), é a equação da dinâmica tangente,ξ̈i = −
(

∂2V (q)
∂qi∂qj

)

q=q(t)

ξj.

Se as soluções|ξ| crescem exponencialmente com o tempot, a trajetória é instável, e a

dinâmica, caótica.

Da geometrização adequada da dinâmica, a instabilidade dastrajetórias pode ser

estudada através da instabilidade das geodésicas, ou seja,da evolução do vetor separação

J i = q̃i − qi entre duas geodésicasq̃i(s) e qi(s) inicialmente próximas, que obedece à

equação de Jacobi:
D2J i

ds2
+

(

Ri
jk l

dqj

ds

dql

ds

)

Jk = 0, (2.6)

ondeD/ds é a derivada covariante sobre a geodésicaq(s) eRi
jk l são as componentes do

tensor de curvatura de Riemann. Da mesma forma que|ξ|, a taxa de crescimento expo-

nencial de|J(s)| determinará a estabilidade ou instabilidade da geodésica.A equação de

Jacobi depende apenas da curvatura da variedade, que por suavez, dependerá da métrica
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[gij]. Usando a métrica de Eisenhart, cada componenteξi pode ser identificada com cada

componenteJ i, e a equação (2.6) se reduz exatamente à equação da dinâmica tangente:

D2J i

ds2
+ Ri

0k0J
k = 0, (2.7)

onde as únicas componentes não nulas do tensor de Riemann sãoR0i0j = ∂2V/∂qi∂qj

i, j=̇1, . . . , N .

A dinâmica caótica pode ser gerada por diversos mecanismos diferentes. Um dos

mecanismos, que leva “trivialmente” à instabilidade das geodésicas, são valores negativos

da curvatura seccionalK(P ; π) 4. Para a grande maioria dos modelos físicos de siste-

mas com muitos graus de liberdade, observa-se, no entanto, que as curvaturas seccionais

K(P ; π) das variedades correspondentes são quase sempre positivas, sendo as eventuais

regiões com curvatura negativa reduzidas. Ainda assim, as geodésicas são na maioria

instáveis. O mecanismo responsável pelo surgimento de caosnestes casos é denominado

instabilidade paramétrica, que ocorrerá em variedades nãoisotrópicas, devido à sua curva-

turavariávelao longo das geodésicas. Este é um comportamento conhecido em soluções

de equações diferenciais com coeficientes variáveis no tempo. Assim, o mecanismo gera-

dor de caos ocorrendo com maior predominância em sistemas físicos comN >> 1 estará

relacionado a flutuações da curvaturaK(P ; π), que não sejam desprezíveis, e até mesmo

da ordem deK(P ; π).

Devido à grande dificuldade que representa o sistema de equações (2.6), algumas

suposições devem ser feitas, que permitam uma análise da instabilidade das soluções

J independentemente do conhecimento das trajetórias dinâmicas específicas [11]. As

suposições essenciais são: (i) a variedadeME é quase isotrópica, as componentes do

tensor de Riemann ao longo de uma geodésica instável genérica podem ser aproximadas

porRijkl ∼ κ(t)(gikgjm − gimgjk), ondeκ(t) é uma curvatura seccional efetiva (no caso

isotrópico, a equação é exata e a curvatura seccionalκ é uma constante (Teorema de

Schur); (ii) no limite deN grande a curvatura efetiva pode ser modelada por um processo

estocástico Gaussiano e Markoviano, onde〈κ(t)〉s e 〈δ2κ(t)〉1/2s = σK são dadas pela

4a curvatura seccionalK(P ; π) no pontoP é relacionada à “projeção” do tensor de Riemann em um
planoπ gerado por dois vetores deTP M , o espaço tangente aME no pontoP .
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média e flutuações médias da curvatura de RicciKR
5. Admitida a ergodicidade das

trajetórias, faz-se〈·〉s = 〈·〉µ, ondeµ é a medida ergódica natural (amicrocanônica).

Substituindo a forma aproximada paraRijkl na equação (2.7), obtém-se uma equação do

tipo oscilador estocástico:d
2ψ
dt2

+ κ(t)ψ = 0, ondeψ representa qualquer componente de

J . Daí se obtém uma estimativa para o (maior) expoente de Lyapunov λ, ou a taxa de

crescimento exponencial das soluções|J | (no limite assintóticot→ ∞):

λ(k0, σk, τ) = 1
2

(

Λ − 4
3
k0/Λ

)

(2.8)

Λ =

(

σk
2τ +

√

(

4
3

)3
k3

0 + σ4
kτ

2

)1/3

, (2.9)

ondeτ = τ(κ0, σK) é o tempo de correlação do processo estocástico.

A dinâmica de sistemas Hamilonianos não-lineares comN ≥ 3, via de regra, não

possuirá outra integral do movimento, que não a energia. O fato do número de integrais

de movimento ser muito menor queN está relacionado à exploração e acessibilidade

do espaço de fases às trajetórias, já que integrais de movimento estabelecem vínculos

entre coordenadas e momentos, que confinam as trajetórias a certas regiões do espaço de

fases. A não integrabilidade das equações de movimento, porsua vez, está relacionada

ao comportamento caótico. Vê-se, assim, uma estreita relação entre dinâmica caótica6 e a

propriedade de “phase mixing”7 da dinâmica, que dá suporte a toda a fundamentação da

Mecânica Estatística. De fato, o grau de instabilidade dinâmica está ligado à eficiência da

propriedade de “phase mixing”.

Transições de fase, inclusive as que não envolvem uma quebrade simetria óbvia,

estão associadas com quebras da ergodicidade da variedade onde as trajetórias do sis-

tema existem8. A ergodicidade é uma propriedade intrinsecamente dinâmica, e assim, a

abordagem dinâmica pode ser adequada para estudar TFs.

Caos está, portanto, na origem do comportamento estatístico de sistemas Hamilto-

5A curvatura de RicciKR(P, v) é dada pela soma das curvaturas seccionaisK(P, πi) nos (N − 1)
planosπi gerados pelo vetorv e todos os demais vetores da base ortonormal deTP M .

6para a grande maioria das condições iniciais para uma trajetória no espaço de fases.
7Que garante a equivalência de médias temporais e de ensembleemtempos finitos.
8A quebra de ergodicidade ocorre quando a ergodicidade deixade ser aplicada a toda a variedade, e

passa a valer apenas em subvariedades desconexas desta.
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nianos. Deste fato espera-se, em contrapartida, encontrarno comportamento do expoente

de Lyapunov padrões peculiares na presença de transições defase. Ademais, a geometri-

zação da dinâmica de sistemas Hamiltonianos sugere que as variedadesME, em que as

trajetórias dinâmicas existem, devam apresentar por sua vez propriedades específicas na

presença de TFs.

2.2 Geometria e Dinâmica Caótica nas Transições de Fase

2.2.1 Expoente de Lyapunov

A busca de assinaturas dinâmicas de transições de fase teve seu início na análise do

comportamento do expoente de Lyapunov em função da temperaturaT ou da densidade de

energiaǫ = E/N para diferentes modelos. Embora o ensemble naturalmente associado

à dinâmica seja o microcanônico, os resultados em função deT são qualitativamente

equivalentes aos resultados obtidos em função deǫ.

Na investigação do modelo de Heisenberg clássico, modelo XY, estudou-se o caso

bidimensional, em que o sistema sofre uma transição do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless

(BKT), que não envolve quebra espontânea de simetria, e separa uma fase desordenada de

uma fase quase-ordenada9, juntamente com a versão tridimensional, que apresenta uma

transição contínua “normal”, caracterizada pela quebra dasimetria O(2) da energia po-

tencial [8] (o primeiro estudo do modelod = 2 foi realizado por Butera e Caravati10 ainda

na década de 80).

O Hamiltoniano deste modelo tem a forma (2.1) e sua energia potencial é dada por:

V (φ) = −
∑

<i,j>

[cos(φi − φj) − 1], (2.10)

ondeφi ∈ [0, 2π] são variáveis angulares, definidas nos sítios de uma rede hipercúbica

d-dimensional, e< i, j > denota sítios primeiros vizinhos nas redesd = 2, 3. Na simu-

lação numérica da dinâmica, calcula-se a temperatura como amédia temporal da energia

9A transição BKT também é caracterizada como uma transição deordem infinita, já que nenhuma
derivada de ordem finita da energia livre é singular na transição.

10Butera, P.; Caravati, G.Phys. Rev. A36 (1987) 962.

31



cinética do sistema para cada valor de energiaǫ = E/N . O expoente de Lyapunov foi

calculado numericamente para condições iniciais de equilíbrio, para cada valor deT . Os

gráficos dos resultados numéricos deλ x T (figuras 2.3 e 2.4) mostram que o expoente de

Lyapunov, embora não apresente comportamento singular em nenhum dos casosd = 2, 3,

abaixo da transição se apresenta uma função rapidamente crescente e acima da transição

se torna uma função lentamente decrescente. Emd = 3 a variação no comportamento

deλ no ponto da TF é um tanto mais brusca. Pode-se dizer entretanto que os compor-

tamentos emd = 2, 3, embora envolvendo diferentes tipos de transições, são bastante

similares.

Outro modelo estudado, com Hamiltoniano da forma (2.1), foio φ4 em rede dis-

creta, em dimensõesd = 2, 3, tanto para variáveisφ escalares ([9],d = 2) quanto para

variáveis vetoriais [10].

O modelod = 2 com variáveis escalares foi abordado em [9], e sua energia poten-

cial é dada por:

V =
∑

i

[

J

2

d
∑

µ=1

(φi+eµ
− φi)

2 − r2

2
φi

2 +
u

4!
φ4

i

]

, (2.11)

onde as variáveisφi ∈ [−∞,+∞] são definidas sobre os sítios da rede bidimensional, e

eµ são os vetores unitários na direçãoµ na rede. Os parâmetrosr2 eu são positivos. No

presente caso com variáveisφ escalares, o modelo pertence à mesma classe de universa-

lidade do modelo de Ising em mesma dimensão, por grupo de renormalização. O sistema

sofre uma transição de fase contínua parad > 1. As equações de movimento, junta-

mente com as equações da dinâmica tangente foram resolvidasnumericamente, fixados

os parâmetros. Cada observável termodinâmico relevante (temperatura, calor específico,

parâmetro de ordem) foi expresso pela média temporal de uma função deφ e π = φ̇. O

comportamento críticotermodinâmicodo sistema, obtido pela

abordagemdinâmica(temperatura, calor específico, parâmetro de ordem), reproduziu a

transição de fase termodinâmica (reproduzindo expoentes críticos do modelo de Ising

d = 2 - da mesma classe de universalidade - e os valores estimados paraTc e ǫc da
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termodinâmica).

Na investigação das propriedades dinâmicas do sistema na transição de fase, o expo-

ente de Lyapunov foi calculado numericamente para cada valor deǫ. ParaN grande,λ(ǫ)

desenvolve um máximo que se aproxima deǫc para valores crescentes deN , porém não há

evidência de uma transição forte ou singular entre diferentes regimes emǫc. Observou-se

queλ cresce rapidamente comǫ abaixo deǫc, enquanto acima deǫc se apresenta quase

constante emǫ (e eventualmente passa a ser uma função decrescente em direção a0, pois

o modelo é integrável emǫ → ∞) (figura (2.5)). Ademais, observou-se que o comporta-

mento deλ pode ser qualitativamente diferente, uma função monótona crescente deT ou

desenvolver um máximo próximo aTc, dependendo dos valores dos parâmetrosr2 eu.

A referência [10] trata do modeloφ4 em três dimensões para variáveis escalares

(n = 1) e vetoriaisn = 2, 4 11. Neste caso a energia potencial é:

V =
J

2

∑

i

n
∑

α=1

[ d
∑

µ=1

(φαi+eµ
− φαi )2 − m2

2
(φαi )2

]

+
u

4

∑

i

[ n
∑

α=1

(φαi )2

]

2, (2.12)

onde as variáveisφαi ∈ [−∞,+∞], comφi = (φ1
i , . . . , φ

n
i ) são definidas sobre os sítios

da rede tridimensional.m2 e u são positivos. A energia potencial possui simetria O(n).

Estes sistemas sofrem transições de fase contínuas a temperaturas finitas correspondendo

a uma quebra espontânea da simetria O(1) discreta (Z2), e das simetrias contínuas O(2) e

O(4).

Da integração numérica das equações de movimento para condições iniciais de

equilíbrio em diferentes valores deǫ, computou-se o (maior) expoente de Lyapunovλ

através da média temporal de uma quantidade adequada. A evidência numérica é de uma

mudança no comportamento deλ comT exatamente sobre a transição contínua, de uma

função rapidamente crescente abaixo deTc para uma função quase constante acima de

Tc, e a função apresenta uma “bossa” em torno da temperatura de transição que para

N → ∞ pode se tornar uma singularidade. Entretanto, como se observa da figura (2.6),

os comportamentos para as variantes do modelo, com simetrias O(1), O(2) e O(4), não

11n é o número de componentes vetoriais do grau de liberdadeφ.
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são qualitativamente equivalentes.

Em [11] obteve-se um comportamento suave paraλ(T ) em modelos em rede uni-

dimensional com interações de curto alcance, os modelos FPU-β e XY, quenãosofrem

transição de fase de equilíbrio.

No que se refere a outros tipos de transição, foram estudadosigualmente modelos

com transições de fase do tipo líquido-sólido (de primeira ordem): em [12],[13], foram

considerados um sistema de discos rígidos, um gás de Lorentze um fluido com interações

por potencial de Lennard-Jones em duas dimensões, nos quaiso comportamento do maior

expoente de Lyapunov em função da densidade do sistema se mostrou sensível à transição.

O comportamento qualitativo deλ, no entanto, é muito variável de modelo a modelo.

Em conclusão aos resultados numéricos acima apresentados,supõe-se que o com-

portamento do expoente de Lyapunov de sistemas Hamiltonianos dinâmicos seja de fato

sensível à presença de uma transição de fase no sistema. Entretanto, a dependência do

comportamento deλ no tipo de transição de fase, por exemplo, não é mais notável que

a dependência do comportamento nos diferentes modelos e atémesmo em valores dos

parâmetros para um mesmo modelo, sendo assim difícil distinguir padrões indicadores

de uma quebra espontânea de simetria, como no exemplo comparativo do modelo XY

emd = 2 e d = 3. Em geral não há nenhum padrão universal aparente na mudançade

regimes dinâmicos nas transições de fase. Em síntese, o expoente de Lyapunov, ainda que

em geral acusativo de uma sensibilidade da dinâmica a transições termodinâmicas, não

parece ser um observável adequado para a investigação da ocorrência de transições com

quebra espontânea de simetria.

2.2.2 Observáveis Geométricos e Transições de Fase: Curvatura

No formalismo geométrico da dinâmica Hamiltoniana (seção 2.1), viu-se que o sur-

gimento de caos está predominantemente ligado ao mecanismoativado pelas flutuações

da curvatura de Ricci, e, em particular, mostrou-se que estas possuem uma estreita relação

com o expoente de Lyapunov da dinâmica. Nesta seção, serão apresentadas evidências

de um comportamento não somente peculiar das flutuações de curvatura na presença de
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transições de fase, mas certamente mais “distintivo” que o indicado pelo expoente de

Lyapunov nos mesmos casos. Tais resultados sugerem, ademais, uma interpretação to-

pológica da própria origem das transições de fase (pelo menos para aquelas envolvendo

quebra espontânea de simetria).

Os resultados nesta seção enfocam as evidências da quebra espontânea de simetria

característica de transições contínuas “convencionais”,em contraste com a transição BKT

particularmente, que, apesar de contínua, não apresenta quebra de simetria.

No âmbito da métrica de Eisenhart, o observável dinâmico quecorresponde à cur-

vatura de Ricci ao longo de uma geodésica é o Laplaciano da energia potencial,∇2V . No

caso do modelo XY, com a energia potencial dada por (2.10), obtém-se, para a curvatura

de Ricci:

KR = 2N − 2V = 2
∑

<i,j>

cos(φi − φj). (2.13)

A flutuação quadrática média deKR, por grau de liberdade, é dada por:

σK =
1

N
(〈KR

2〉 − 〈KR〉2)1/2. (2.14)

As quantidades〈KR〉 e σK foram computadas numericamente, para cada valor deT ,

como médias temporais - independentemente portanto de medidas estatísticas - para os

modelos XYd = 2, 3 em [8]. 〈KR〉 apresentou comportamentos similares nos casos

d = 2 ed = 3, apesar das transições em cada caso serem diferentes. Em particular,〈KR〉

inverte sua convexidade na região das transições, e, portanto, é influenciada pela presença

das mesmas. O resultado mais interessante esteve nos comportamentos contrastantes de

σK parad = 2, 3.

No modeloφ4 com simetria O(n), a curvatura de Ricci para a variedade “equipada”

com a métrica de Eisenhart, é dada por:

KR =
n
∑

α=1

N
∑

i=1

∂2V

∂(φαi )
2

= Nn(2Jd− r2) + u(n+ 2)
n
∑

α=1

N
∑

i=1

(φαi )
2. (2.15)

A simulação numérica de〈KR〉 e σK , ao longo de trajetórias dinâmicas, como médias
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temporais, foi realizada em [10, 9]. O comportamento de〈KR〉 como função da densi-

dade de energiaǫ para o modeloφ4 bidimensional,n = 1 [9] é qualitativamente análogo

ao dos casos do modelo XYd = 2, 3 acima mencionado:〈KR〉 inverte sua convexidade

próximo deǫc. No entanto, este comportamento não se reproduz qualitativamente em ou-

tros modelos (que apresentam igualmente transições de fasecom quebra espontânea de

simetria) como os modelosφ4 d = 3 com simetrias O(n), n = 1, 2, 4 [10], em que as

curvaturas de Ricci médias〈KR〉 de fato sofrem uma inversão de convexidade próximo

ou sobre as transições, porém, diferentemente do caso acimadescrito, também apresen-

tam um mínimo em ou próximo deTc. O comportamento de〈KR〉 é portanto altamente

dependente dos modelos estudados.

Os resultados mais significantes destas análises [8, 10, 9] se apóiam nos comporta-

mentos singulares das flutuações de curvaturaσK , computadas numericamente para valo-

res finitos deN , na presença de transições com quebra espontânea de simetria (modelo

XY d = 3, fig.(2.7), modeloφ4 O(1) bidimensional, fig.(2.8) e modelosφ4 O(1), O(2)

eO(4) tridimensionais, fig.(2.9)). Estas apresentam um pico acentuado, possivelmente

singular, que, dentro da margem de erro numérico, ocorre emTc ou ǫc.

Na ausência de quebra espontânea de simetria, nos modelos XYd = 2 [8] (fig.(2.10))

eφ4 d = 2 com simetria O(2) [10] (fig.(2.11)), não há nenhum comportamento singular,

emboraσK ainda se mostre sensível à presença da transição. Este comportamento pode

ser qualificado como “intermediário” entre a ausência de transições e a ocorrência de

transições com quebra espontânea de simetria. Não há evidências contrárias aos padrões

observados.

Diferentemente do expoente de Lyapunov, as flutuações de curvatura se mostram

observáveis adequados, por exemplo, para a investigação daexistência de TFs com que-

bra de simetria, pois seu comportamento se mostrou, dentro dos exemplos acima des-

critos, qualitativamente o mesmo para diferentes modelos sofrendo os mesmos tipos de

transições de fase, e dramaticamente diferente entre transições com e sem quebra espon-

tânea de simetria. A sensibilidade do expoente de Lyapunov atransições de fase, assim,

baseado na relação (2.9), pode ser entendida como conseqüência dos resultados expostos
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nesta seção.

Em [9], a mesma análise para as médias temporais dos observáveis geométricos foi

realizada com a métrica de Jacobi, em que foram calculadas a curvatura escalarR através

de sua expressão em função de observáveis dinâmicos, e a flutuação quadrática média

σR deR. Não se apresentam aqui as figuras correspondentes, porém vale notar que com

a métrica de Jacobi a curvatura média ainda exibe um comportamento suave próximo a

ǫc, ainda que seja afetado pela transição, enquanto a flutuaçãoda curvatura mostra nova-

mente um pico acentuado no ponto da transição com quebra de simetria. A persistência

do comportamento das flutuações de curvatura na região crítica com métricas diferentes

reforça a idéia, que será mais adiante explicada, de que a origem deste comportamento

e, conseqüentemente, a origem de transições de fase (pelo menos as contínuas de ordem

finita), esteja em um nível mais fundamental, isto é, nas propriedades topológicas das

variedades dos sistemas.

2.2.3 Um resultado analítico: modelo XY campo médio

O modelo XY campo médio é de particular importância neste estudo, porque, além

das assinaturas dinâmicas e geométricas da transição serembastante fortes e inequívo-

cas, este modelo também permite, como mais tarde se verá, umadescrição analítica das

propriedades topológicas das variedades do espaço de configurações.

O modelo consiste de um sistema de rotores planares clássicos igualmente conecta-

dos, descrito por um Hamiltoniano da forma (2.1) com energiapotencial dada por:

V (φ) =
J

2N

N
∑

i,j=1

[1 − cos(φi − φj)] − h

N
∑

i=1

cosφi, (2.16)

ondeφ ∈ [0, 2π] representa o ângulo do rotori com relação a uma direção fixada pelo

vetorh, o campo externo. A termodinâmica dos modelos ferromagnético e antiferromag-

nético foi resolvida em [14]. Considera-se aqui o caso ferromagnéticoJ > 0, fazendo

J = 1. Neste caso, no limiteh → 0, o sistema sofre uma transição contínua, com expo-

entes críticos clássicos, emTc = 1/2 ou ǫc = 3/4.
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O expoente de Lyapunovλ, calculado numericamente como função deǫ [15], para

valores finitos deN , é positivo para0 < ǫ < ǫc, onde a dependência emǫ é bastante

independente deN , apresenta um máximo (acentuado) imediatamente abaixo deǫc, e, no

limite termodinâmico, vai abruptamente a zero exatamente sobre a transição, permane-

cendo nulo em todo o intervalo de energias acima deǫc, já que nesta fase, o sistema é

integrável, sendo equivalente a um conjunto de rotores desacoplados.

Em [16], confirmaram-se os resultados numéricos acima pela estimativa deλ(ǫ)

através da relação (2.9). Da geometrização da dinâmica, se obteve analiticamente os

comportamentos de〈KR〉 eσK = 〈δ2kR〉 em função deǫ, no limite termodinâmico. Estas

quantidades apresentaram comportamentos singulares emǫc, como mostra a figura (2.13)

paraσk, em particular.
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2.3 Transições de Fase e Topologia

As evidências descritas na seção anterior sugerem que o expoente de Lyapunov, cal-

culado numericamente sobre trajetórias dinâmicas de equilíbrio, seja sensível à presença

de transições de fase em geral, como conseqüência das propriedades de observáveis ge-

ométricos. As flutuações de curvatura deME, σK ou σR, como médias temporais sobre

as referidas trajetórias, demonstram sinais notáveis na presença das transições: um com-

portamento muito distinto para diferentes tipos de transições, em particular, em relação

à presença ou ausência de quebra de simetria, sendo tal comportamento qualitativamente

uniforme em modelos com transições similares.

Partindo-se deste comportamento bastante peculiar das flutuações de curvatura,

perseguiu-se uma compreensão mais profunda do mesmo, e, porextensão, de transições

de fase.

2.3.1 Origem Topológica das Flutuações de Curvatura Singulares

É possível encontrar uma correspondência entre o comportamento singular de flutu-

ações de curvatura de uma variedade e uma mudança na topologia da mesma em modelos

geométricos abstratos e simples de variedades [8, 10, 5].

Uma mudança na topologia de uma família de superfíciesSǫ, parametrizada por

ǫ ∈ R, ocorre em umǫc quando as superfíciesSǫ<ǫc não são difeomórficas às superfícies

Sǫ>ǫc, isto é, as primeiras não podem ser continuamente deformadas ou mapeadas nas

últimas (ver Apêndice).

Em [8, 10, 5] estudaram-se as propriedades geométricas e topológicas de duas fa-

mílias de superfícies de revolução em dimensão2 (dois). Uma superfície de revolução

imersa noR3 pode ser obtida pela rotação de uma curvaC (gráfico dey = f(x)) em

torno de um dos eixos do plano Cartesiano. Em forma paramétrica, as coordenadas Car-

tesianas dos pontos de uma superfície de revolução podem serexpressas por:

S(u, v) ≡ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = (a(u) cos v, a(u) sin v, b(u)), (2.17)
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ondea(u) = f(u) eb(u) = u para a curvaC rotada em torno do eixo vertical, ea(u) = u,

b(u) = f(u) para a curvaC rotada em torno do eixo horizontal.u e v são coordenadas

locais emS, sendov ∈ [0, 2π] eu contido no domínio de definição def .

As duas referidas famílias de superfícies estudadas são:

Fǫ = (fǫ(u) cos v, fǫ(u) sin v, u) (2.18)

Gǫ = (u cos v, u sin v, fǫ(u)), (2.19)

parametrizadas porǫ através defǫ, onde

fǫ(u) = ±
√
ǫ+ u2 − u. (2.20)

As superfíciesFǫ eGǫ são formadas a partir da revolução dos dois ramos (±) defǫ.

O intervalo deǫ no qualfǫ ∈ R é [−1/4,+∞).

As duas famílias de superfícies sofrem transições topológicas em um valor deǫ,

ǫc = 0 para ambas. As variedadesFǫ são topologicamente equivalentes a um toro bidi-

mensional,T2 (característica de Eulerχ = 0), paraǫ < ǫc, e tornam-se difeomórficas a

uma esferaS2 (χ = 2) paraǫ > ǫc. As variedadesGǫ, por sua vez, são difeomórficas a

duas esferas (χ = 4) paraǫ < ǫc, e a uma esfera (χ = 2) paraǫ > ǫc.

Definida a métrica induzida deR3 sobre as superfícies12, o comportamento das flu-

tuações médias de curvatura nas transições topológicas, é analisado através da curvatura

GaussianaK das variedades13, que, para dimensão2 coincide com a curvatura de Ricci.

As médias são definidas como integrais sobre as variedades. As figuras (2.15) mostram

queσK se torna singular emǫ → ǫc para ambas famílias de superfícies, embora suas

propriedades geométricas médias e topológicas sejam bastante distintas.

A mesma correspondência pôde ser estabelecida em uma generalização dos mode-

los acima paradim(M) (M sendo a referida variedade) grandes. O contexto natural para

esta generalização é a Teoria de Morse, uma síntese da qual seencontra no Apêndice.

12Para uma superfície de dimensãok imersa noRn, parametricamente definida pelas equaçõesxi =
xi(z1, . . . , zk), i = 1, . . . , n, onde(z1, . . . , zk) são coordenadas locais na superfície, a métrica induzida
doR

n na superfície é dada porgij(z
1, . . . , zk) =

∑n
m=1

∂xm

∂zi
∂xm

∂zj .
13A curvatura Gaussiana é o produto da recíproca de dois raios de curvatura da variedade.
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Os resultados aqui descritos motivam o estudo da topologia edas propriedades ge-

ométricas de curvatura do espaço configuracional de um sistema físico. Neste caso, deve-

se tomar o espaço de configurações como a variedadeM relevante, e sua função energia

potencialV , suave e com limite inferior finito, como uma função de Morse sobre esta

variedade. Define-se uma métricag sobre a mesma.
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Quandov(q) é uma função de Morse (ver Apêndice), as transições topológicas das

variedadesMu = {q ∈ M | V (q) ≤ u} estão em correspondência biunívoca com os

pontos críticos da função. Assim, seuc é um valor crítico deV , as variedadesMu<uc

não serão difeomórficas às variedadesMu>uc
. Deste modo, a determinação da estrutura

topológica das variedades para todou exige a determinação de todos os pontos críticos da

funçãoV , juntamente com os respectivos índices de Morse, o que, paraN grande, pode

ser um problema bastante complexo.

Uma alternativa à análise de toda a variedadeMu é tomarem-se apenas as equipo-

tenciaisΣu, comu na vizinhança de um valor crítico deV (q), uc [17]. Em uma generali-

zação dos exemplos bidimensionais citados no início desta seção, parametrizou-se poru

a família das equipotenciais correspondentes às funções (2.18)-(2.20),Σu, redefinindo-se

uc = 0. Computou-se numericamente a flutuação da curvatura GaussianaσK14 destas

superfícies,σK = 〈K2〉Σu
− 〈K〉2Σu

como função deu na vizinhança deu = uc.

Isto é possível independentemente da forma funcional específica deV , porque,

sendo esta uma função de Morse, sempre existe, na vizinhançade um ponto crítico

x0 ∈ M (sob uma rotação apropriada do sistema), um sistema de coordenadas locais,

chamado carta (ou mapa) de Morse, tal queV poderá ser expressa porV (x) = V (x0) −
∑k

i=1 x
2
i +

∑N
i=k+1 x

2
i . k na equação é o índice de Morse do ponto crítico (número de

autovalores negativos do Hessiano deV (q) no ponto crítico). Na vizinhança de um ponto

crítico, portanto, asΣu ⊂ Mu são, geometricamente, quádricas não-degeneradas (hiper-

bolóides, elipsóides), que se tornam degeneradas emx0.

A figura (2.16) mostra queσK desenvolve um pico singular no valor críticou =

0, correspondendo à superfície crítica. As propriedades (geométricas) das variedades

(Mu, g), estão de fato estreitamente ligadas às propriedades das superfícies{Σu}u≤uc

(uc > 0), o que é expresso na equação (redefinindoumin = 0, uc > 0):

∫

Mu

fdη =

∫ u

0

dV

∫

ΣV

f |ΣV

dω

||∇V || , (2.21)

14Mais especificamente, computaram-se as flutuações da curvatura de Gauss-Kronecker do modelo, que
é uma generalização da curvatura Gaussiana paradim(M) > 2.
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ondedω é a medida induzida (porf ) emΣV e f é uma função genérica.

Os resultados acima não estabelecem uma relação de necessidade da ocorrência

de singularidades das flutuações de curvatura na presença demudanças da topologia, e

apenas sugerem a suficiência de (certas) transições topológicas para originar essas singu-

laridades, também para variedades em dimensões altas.

Ademais, os exemplos aqui tratados não relacionam diretamente transições topoló-

gicas a transições de fase, apenas apresentam um fato comum aambos fenômenos: assim

como as transições de fase (pelo menos as com quebra espontânea de simetria)
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em sistemas Hamiltonianos clássicos são acompanhadas por singularidades nas flutuações

de curvatura (de Ricci) das variedadesME, também transições topológicas de variedades

RiemannianasMu podem engendrar singularidades nas flutuações de curvatura(Gauss-

Kronecker) das mesmas. Esta coincidência impõe uma forte sugestão heurística: a de

que transições de fase com quebra espontânea de simetria estejam associadas a transições

topológicas das variedades do espaço configuracional do sistema.

Entretanto, há também uma outra possibilidade independente para a origem de sin-

gularidades emσk associadas às transições de fase. As flutuações de curvaturana seção

2.2.2 foram obtidas como médias no tempo ao longo das trajetórias dinâmicas dos res-

pectivos sistemas Hamiltonianos. As médias temporais nos trabalhos acima referidos se

mostraram consistentes com as expectativas da Mecânica Estatística (quanto a observá-

veis termodinâmicos e estimativas relativas às transições), e portanto, coincidem em geral

com médias de ensembles15. Assim, poder-se-ia argumentar que os padrões singulares

encontrados para as flutuações de curvatura apenas refletem atendência das medidas es-

tatísticas de equilíbrio (de qualquer dos ensembles estatísticos) de se tornarem singulares

na presença de transições de fase. E, se assim for, a hipótesetopológica não é uma pre-

missa necessária para o fenômeno das singularidades deσK nas transições de fase. A

seção que segue se dedica à elucidação deste ponto.

15Desde que os tempos sejam suficientemente grandes, e, no casodo ensemble canônico,N seja sufici-
entemente grande...
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Figura 2.3:Expoente de Lyapunovλ contraT para o modelo XYd = 2. Os quadrados vazados estrelados
se referem à simulaçãoN = 10 × 10, triângulos vazados, à redeN = 20 × 20, as estrelas vazadas,
a N = 40 × 40, os quadrados vazados, aN = 50 × 50, e os círculos vazados, aN = 100 × 100.
Os quadrados cheios correspondem a pontos obtidos analiticamente, assim como a curva pontilhada, em
diferentes aproximações.Tc ≃ 0.95. [8]

Figura 2.4:Expoente de Lyapunovλ contraT para o modelo XYd = 3. Os círculos vazados se referem
à simulaçãoN = 10 × 10 × 10, e as estrelas vazadas, aN = 15 × 15 × 15. Círculos cheios e a curva
pontilhada referem-se a cálculos analíticos, em diferentes aproximações. Na inserção, quadrados vazados
correspondem aN = 10× 10× 10 e círculos vazados, aN = 15× 15× 15. A transição de segunda ordem
ocorre emTc ≃ 2.15. [8]
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Figura 2.5: Expoente de Lyapunovλ contra energia por partículaǫ para o modeloφ4 O(1), d = 2.
Círculos se referem à simulaçãoN = 100, círculos vazios, aN = 400, os triângulos sólidos, aN = 900,
e os triângulos vazios, aN = 2500. A linha vertical pontilhada marca a transição contínua, e alinha
tracejada, a lei de potênciaλ ∝ ǫ2. [9]

Figura 2.6:Expoente de Lyapunovλ contraǫ para o modeloφ4 d = 3. Os círculos sólidos se referem ao
casoO(1) (escalar), os círculos vazios, ao casoO(2), e triângulos vazios, ao casoO(4). N = 8 × 8 × 8.
[10]
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Figura 2.7:Flutuações da curvatura de Ricci (métrica de Eisenhart),σK(T ), contraT para o modelo
XY tridimensional, representadas pelos triângulos cheiospara a redeN = 103. Na mesma rede, triângulos
vazados representam a curvaura de Ricciκ0(T ). Às flutuações para a redeN = 153 correspondem os
losangos cheios, e à curvatura de Ricci para a mesma rede, os cículos vazados. A curva sólida é uma
estimativa microcanônica obtida por expansão de altas temperaturas. A transição contínua ocorre emTc ≃
2.15. [8]

Figura 2.8:Flutuações de curvaturaσK (métrica de Eisenhart), normalizada pela curvatura médiak0,
contra a temperaturaT para o modeloφ4 bidimensionalO(1), da simulação numérica nas redes quadradas
N = 100 (círculos sólidos),N = 400 (círculos vazios),N = 900 (triângulos sólidos),N = 2500
(triângulos vazios).[9]
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Figura 2.9:Flutuações da curvatura médiasσK(T ) contraT/Tc para o modeloφ4 tridimensional. Os
círculos sólidos correspondem aO(1), círculos vazios, ao casoO(2), e triângulos vazios, ao casoO(4).
Simulações realizadas na rede cúbicaN = 8 × 8 × 8. O comportamento de cúspide ocorre emT ≃ Tc, e
parece tornar-se mais suave à medida que a dimensãon do grupo de simetria O(n) cresce. [10]

Figura 2.10:Flutuações da curvatura de Ricci (métrica de Eisenhart),σK(T ), contraT para o modelo
XY bidimensional. Os círculos sólidos são resultados da simulação paraN = 40 × 40. Círculos vazados
representam a curvatura de Ricci para a mesma rede. A linha sólida é a estimativa microcanônica.Tc ≃
0.95. [8]
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Figura 2.11:Flutuações de curvatura de Ricci médiasσΩ contraT para o modeloφ4 bidimensionalO(2),
da simulação numérica na rede quadradaN = 30× 30. A temperatura crítica da transição BKT éTc ≃ 1.5
e a cúspide não ocorre,σΩ cresce monotonicamente comT apesar da função parecer sensível à presença da
transição. [10]

Figura 2.12:Expoente de Lyapunovλ contraǫ para o modelo XY campo médio (curva sólida), eq.(2.9).
As curvas tracejadas são correções analíticas ao limite de campo médio nas redes finitasN = 80 e 200.
Estas curvas tendem à curva sólida comoλ ∝ N−1/3. A energia crítica da transição éǫc = 0.75. [16]
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Figura 2.13:Curvatura de RicciKR(ǫ), analiticamente computada no ensemble microcanônico (curva
sólida), e suas flutuaçõesσK para o modelo XY campo médio. [16]

Figura 2.14:Representações das famíliasFǫ e Gǫ. Cada família é dividida em duas subfamílias pela
superfície crítica correspondendo aǫc = 0. Os membros dentro de cada subfamília são difeomórficos entre
si, enquanto que as duas subfamílias não são difeomórficas uma à outra. [5]

50



Figura 2.15:FlutuaçõesσK da curvatura Gaussiana para as superfíciesGǫ em (a) eFǫ em (b). A transição
topológica emǫ = 0 (ǫ + ǫmin = 0.25) é marcada por uma singularidade deσK . [10]

Figura 2.16:FlutuaçõesσK da curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperfíciesV −1(u) contrau na
vizinhança de um valor críticouc. dim(V −1(u)) = 100, e os índices de Morse para cada curva são:k = 1
(sólida),k = 15 (pontilhada),k = 33 (tracejada),k = 48 (tracejado longo). [17]
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2.3.2 Transições Topológicas e Termodinâmicas

Comprovação Indireta da Hipótese Topológica

Para determinar sem ambigüidades o efeito das transições topológicas das varieda-

des do espaço configuracional no comportamento singular dasflutuações de curvatura,

singularidades estas que ocorrem nas transições de fase, considera-se aqui um modelo fí-

sico específico, porém desta vez, a medida definida para a média é puramente geométrica,

sem nenhuma contrapartida estatística.

Considera-se o espaço de configuraçõesM de um sistema Hamiltoniano comN

graus de liberdade, que sofre uma transição de fase a uma temperatura finitaTc emN →

∞. A sua energia potencial por grau de liberdade é denotada porν(φ) = V (φ)/N . Os

objetos geométricos relevantes são as partes deM abaixo de um nívelu deν(φ), Mu, já

definidas na seção anterior.

Escolhe-se arbitrariamente uma métrica Riemannianag sobre as variedadesMu,

determinando-se assim o elemento invariante de volume de(Mu, g): dη =
√

det(g)dq1 · · · dqN ,

que é independente de qualquer medida estatística. Definem-se as hipersuperfíciesΣu =

ν−1(u), osconjuntos de nível16 de ν, que são os contornos∂Mu deMu. As topologias

dos conjuntos de pontosMu eΣu são determinadas pelas próprias definições.

A detecção de singularidades das flutuações da curvatura de Gauss-Kronecker de

Σu é uma forma indireta de comprovar a ocorrência de transiçõestopológicas na família

{(Mu, g)} emuc [17].

Trabalhando com a curvatura escalarR, e admitindo a estreita relação entreΣu e

Mu, as simulações foram realizadas sobreR = gkjRl
kij das variedades(Mu, g), para as

flutuaçõesσR [17].

Considera-se o modelo físicoφ4 escalar (simetriaZ2 discreta) em reded-dimensional

Zd parad = 1 (que não sofre transição de fase), e emd = 2 (que sofre uma transição com

quebra espontânea de simetria). Três métricasg(k) arbitrárias (numericamente tratáveis)

foram escolhidas para o cálculo deσR × u: g(1) dada pela transformação conforme da

16Tradução literal do inglês “level sets”.
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métrica plana Euclidiana, envolvendoV (φ), dada pela eq.(2.11);g(2) eg(3) sendo métricas

não conformes, e não envolvendo o potencial físico.

A computação numérica deσR para os modelosd = 1 ed = 2 foi feita para as mé-

tricasg(1), g(2) e g(3). O observável a que correspondeR é diferente em cada métrica, da

mesma forma paraσR. Apesar disto, os resultados para as três diferentes métricas mos-

tram queσR apresenta picos (que eventualmente se tornam singulares emN → ∞, que

não pode ser reproduzido numericamente) em um mesmo valor deu, uc, para o modelo

em duas dimensões, e apresenta um comportamento suave para ocaso unidimensional

(figuras (2.17) e (2.18)). Estes padrões, obtidos independentemente da mecânica esta-

tística do modelo, se mostram igualmente independentes da estrutura geométrica dada à

família {(Mu, g)} através das diferentes métricas. Ademais, estes picos “singulares” de

σR podem ser considerados comprovaçõesindiretasda presença de uma (certa) mudança

topológica da família{Mu} no casod = 2. As evidências sugerem, portanto, uma origem

topológica (e não intrinsecamente geométrica) para as “singularidades” das flutuações.
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Figura 2.17:Variância da curvatura escalar deMu com a métricag(1), como função deu/N , para o
modeloφ4. Círculos cheios correspondem ao caso1-d paran = 400; para o caso2-d, círculos vazios
correspondem à rede comN = 20 × 20, e triângulos cheios, à redeN = 40 × 40 (valores reescalados).
[17]

Figura 2.18:σR(u) deMu para o modeloφ4 com a métricag(2): em1-d, N = 400 (triângulos vazios),
em2-d, N = 20 × 20 (triângulos cheios); com a métricag(3): em1-d, N = 400 (círculos vazios), em2-d,
N = 20 × 20 (círculos cheios). [17]

A energia potencial média por grau de liberdade,v(T ) = 〈ν(φ)〉 foi calculada

numericamente, para cada valor de temperatura, no ensemblecanônico, e pela dinâmica

Hamiltoniana (médias temporais), e os resultados por ambosmétodos coincidiram. A

energia potencial média crítica obtida foivc ≃ 3.75. Das figuras (2.17) e (2.18)vc, dentro

da margem de erro numérico, coincide com o valor do parâmetrouc onde ocorrem as

singularidades deσR.

Em síntese, tendo concluído que as “singularidades” deσR coincidem com a tran-

sição de fase contínua do modeloφ4, d = 2, também este fenômeno deve ter origem em
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uma transição topológica das variedadesMu.

2.4 A Hipótese Topológica

Todo o formalismo e resultados expostos neste capítulo dizem respeito a sistemas

Hamiltonianos naturais da forma (2.1), com variáveis{pi} e{qi} contínuas e cujo poten-

cial V (q) possui um limite inferior. No âmbito da Mecânica Estatística, em particular do

ensemble canônico, o comportamento de equilíbrio destes sistemas pode ser completa-

mente determinado através da função de partição canônica [5, 8, 21]:

QN (β) =

∫

dNp dNq e−βH(p,q) =

(

π

β

)N/2 ∫

dNq e−βV (q)

=

(

π

β

)N/2 ∫ ∞

0

du e−βu
∫

Σu

dσ

||∇V || , (2.22)

onde β = 1/T , Σu = {(q1, . . . , qN) ∈ RN | V (q1, . . . , qN) = u} são as equipotenciais

do espaço de configurações, edσ é o elemento invariante de volume definido pela métrica

induzida emΣu porRN . Da mesma forma no ensemble microcanônico para o volume no

espaço de fases [20]:

ΩN (E) =

∫ E

0

dη

∫

dNq Θ[V (q) − (E − η)]

∫

dNp δ

(

∑

i

1

2
p2
i − η

)

=

∫ E

0

dη

∫ E−η

0

du

∫

Σu

dσ

||∇V ||

∫

dNp δ

(

∑

i

1

2
p2
i − η

)

=

∫ E

0

dη
(2πη)N/2

η Γ(N/2)

∫ E−η

0

du

∫

Σu

dσ

||∇V || . (2.23)

Das equações (2.22) e (2.23) observa-se que para sistemas Hamiltonianos da forma

considerada, os objetos não triviais estão contidos nas integrais
∫

Σu

dσ
||∇V || . Toda a infor-

mação sobre a medida estatística está contida nas demais integrais, já que a métricadσ

tem origem puramente geométrica, e é determinada pela folheação natural do espaço de

configurações nas equipotenciaisΣu, assim que se define a função da energia potencial

V (q). Esta propriedade é o ponto de partida da Hipótese Topológica. Sabe-se ainda que
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quanto maiorN , menores são as flutuações de observáveis estatísticos do sistema em

torno de suas médias. Assim, mais a projeção do suporte da medida microcanônica sobre

o espaço de configurações “colapsa” a uma hipersuperfícieΣu = Σ〈u(E)〉. Além disto,

da equivalência dos ensembles estatísticos, também o suporte efetivo da medida canônica

no espaço de configurações éΣu = Σ〈u(β)〉 (ver discussão no final do capítulo). Disto e

como síntese dos resultados e evidências até aqui relatados, enuncia-se [5, 21]:

Hipótese Topológica (HT):A origem fundamental de uma transição de fase está

em uma mudança topológicaadequadada família{Σu}, em uma dada energia potencial

por partículauc(βc) (uc(Ec)), que coincide com o ponto crítico. Esta mudança topológica

nas equipotenciaisΣu, suporte efetivo da medida estatística, produz uma mudançana

própria medida estatística, donde a origem do comportamento singular de observáveis

termodinâmicos na transição.

Mudanças topológicas "abruptas"nestas variedades - suporte efetivo das medidas

estatísticas - podem originar derivadas singulares no volume microcanônicoΩ(E) (17)

[18, 24]. Se este fato persiste aN crescente, esta mudança topológica resultará na perda

de analiticidade de observáveis termodinâmicos emN → ∞. Do ponto de vista desta

hipótese, a singularidade da medida estatística na transição de fase, emuc, é conseqüência

das transições topológicas ocorrendo neste ponto.

A Hipótese conjectura a necessidade de transições topológicas no ponto da transição

de fase, porém, não esclarece completamente as condições desuficiência. Os resultados

da verificação da HT em modelos específicos, alguns descritosna seqüência do capítulo,

fornecem algumas pistas neste sentido.

Investigação da topologia das variedadesΣu

As mudanças topológicasdas hipersuperfícies equipotenciaisΣu
(18) estão no sen-

tido de umaquebra de difeomorficidadeda família{Σu} para o(s) respectivo(s) valor(es)

17O mesmo vale para o ensemble canônico (e grã-canônico), já que a função de partição canônica (e
grã-canônica) é a transformada de Laplace deΩ(E) [27].

18Não necessariamente associadas a uma transição de fase.
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da energia potencial por partículau (Apêndice).

A investigação da topologia destas variedades se dá atravésde um conjunto sufi-

cientemente grande de objetos ou estruturas matemáticas convenientes, invariantes sob

difeomorfismos, isto é, invariantes topológicos, definidossobre as variedadesΣu, capazes

de caracterizar a topologia destas de forma unívoca e as variações de topologia dentro

da família como função deu (ver Apêndice). Pela limitação prática óbvia da aplicação

desta idéia à investigação de sistemas físicos específicos,a análise da topologia baseou-se

em geral em um único invariante, em especial, a característica de Euler-Poincaré,χ, um

invariante topológico cuja computação se torna possível através de resultados da Teoria

de Morse, que é a ferramenta teórica utilizada na investigação (analítica). Ademais, no

âmbito da Teoria de Morse as variedades naturalmente investigadas são as{Mu}, e dada

a estreita relação já referida entre as variedadesΣu eMu, é sobre a última que se baseiam

os trabalhos sobre a HT tratados adiante, com exceção do casodo modeloφ4, em que a

computação deχ(u) foi numérica.

2.4.1 Confirmação da Hipótese Topológica em modelos físicos

No contexto do que foi proposto acima, a presente seção relata resultados de con-

firmações diretas da HT em modelos específicos.

Modelo φ4

Para determinar quais as condições em que uma transição topológica origina uma

transição de fase em uma dada energia potencial (média)vc - e se isto de fato ocorre -,

deve-se analisar o comportamento de um invariante topológico conveniente em função do

parâmetrou.

Para o modeloφ4 escalar, emd = 1, 2, escolheu-se a característica de Euler como

invariante topológico, devido à disponibilidade de um teorema, o teorema de Gauss-

Bonnet-Hopf, que permite a computação deχ(Σu) através da curvatura de Gauss-Kronecker
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total das superfíciesΣu [21]:

χ(Σu) = γ

∫

Σu

Kdσ, (2.24)

que é válido para hipersuperfícies de dimensãopar (dim(Σu) =N−1) imersas noRN ,

ondeγ = 2/V ol[Sn1 ] e dσ é o elemento invariante de volume definido pela métrica in-

duzida emΣu por RN . A computação deχ(Σu) através de (2.24) foi realizada portanto

independentemente de qualquer medida estatística.

Os resultados, expressos nas figuras (2.19), (2.20) e (2.21), mostram, para o caso

da rede unidimensional (sem transição), exceto por algum ruído numérico, um compor-

tamento monotonicamente decresente (em média) deχ(v/N) (v/N energia potencial por

grau de liberdade). No caso bidimensional, em que ocorre a transição com quebra de

simetria,χ(v/N) apresenta uma mudança abrupta na taxa de variação da topologia (uma

mudança de “segunda ordem”) comv/N em um valorvc/N . As simulações foram rea-

lizadas com os valores dos parâmetros da seção (2.3.2), e o ponto no qual ocorre a sin-

gularidade deχ(v/N), vc/N ≃ 3.75, coincide com a energia potencial crítica calculada

naquela seção para o mesmo modelo.

O comportamento não-constante deχ(v/N) no caso unidimensional induz à con-

clusão de que transições na topologia estão presentes aindaque não haja transição de fase.

Ademais, o comportamento observado para o casod = 2 sugere que seja uma mudança

abruptana taxa de variaçãoda topologia que esteja na origem de transições de fase. En-

tretanto, o tipo (ou o “tamanho”) de transição topológica envolvida nesta descontinuidade

na derivada deχ(v/N) não pode ser inferido somente do comportamento do invariante.

Modelo XY campo médio e unidimensional

O primeiro modelo a fornecer uma comprovação direta da Hipótese Topológica foi

de fato o modelo XY campo médio (ferromagnético) [22]-[24].Apresenta-se o desenvol-

vimento de forma mais detalhada porque os resultados sobre aHT neste modelo servirão

de paradigma para comparação dos resultados obtidos no Modelo Esférico campo médio
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Figura 2.19:Característica de Eulerχ(Σv) em função dev/N para o modeloφ4 1-d, N = 1 × 49.
Parâmetros como na seção 2.3.2. [21]

Figura 2.20:Característica de Eulerχ(Σv) para
o modeloφ4 2-d, na redeN = 7 × 7. A linha pon-
tilhada vertical foi computada separadamente para
N muito grande, localiza de forma precisa a tran-
sição de fase. A linha sólida serve apenas de guia.
Parâmetros como na seção 2.3.2. [21]

Figura 2.21:Característica de Eulerχ(Σv) para
o modeloφ4 2-d, redeN = 9×9. Parâmetros como
na seção. 2.3.2 [21]
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(Capítulo3). Neste caso é possível mostrar analiticamenteque uma mudança topológica

no espaço de configurações existe e pode ser relacionada com atransição de fase termo-

dinâmica (descrita na seção 2.2.3).

Relembra-se que a energia potencial por partícula deste sistema é dada por:

ν(φ) =
V (φ)

N
=

J

2N2

N
∑

i,j=1

[1 − cos(φi − φj)] −
h

N

N
∑

i=1

cos(φi), (2.25)

onde novamenteφi são variáveis angulares com valores dentro do intervalo[0, 2π], eh é

um campo magnético externo. Fixa-seJ = 1. A energia potencial possui limites inferior

e superior:−h ≤ ν(φ) ≤ 1/2 + h2/2. Este sistema sofre uma transição de fase contínua

com quebra espontânea de simetria no limiteh→ 0, emǫc = Ec/N = 3/4 ouTc = 1/2.

Como na seção 2.3.2, no presente caso fazendo-se uso da Teoria de Morse, investigou-

se a topologia das variedadesMv, que, como já comentado, estão estreitamente relacio-

nadas às equipotenciaisΣv, e esta relação é tanto mais próxima quanto maiorN (ver

eq.(2.21)).

O espaço de configuraçõesM do modelo é umN-toro TN (as variáveis são angu-

lares), e a função definida sobre este éν(φ), que para campoh 6= 0, em que a invariância

O(2) de (2.25) é quebrada, é uma função de Morse própria. De acordocom a Teoria

de Morse, transições topológicas na família{Mv} ocorrem somente em correspondência

com pontos críticos da função definida sobre as variedades (e, no caso de uma função

de Morse, a correspondência é um-a-um), e as mudanças na topologia são completa-

mente caracterizadas pelo número e índice dos pontos críticos (Apêndice). As variedades

Mv, v < −h são vazias, eMv parav > 1/2+h2/2 devem ser difeomórficas aM = TN .

As soluções encontradas para os pontos críticos da funçãoν(φ) são isoladas para

v ≤ 1/2 < 1/2 + h2/2, e possuem em geral multiplicidadeO(N !). Entrev = 1/2 e

v = 1/2 + h2/2 não ocorrem pontos críticos, e os pontos críticos emv = 1/2 + h2/2

podem ser degenerados, e sua multiplicidade é pelo menosO(N !).

As variações na topologia parav < 1/2+h2/2 foram investigadas através da carac-

terística de Euler, que é dada por:χ(Mv) =
∑N

k=0(−1)kbk(Mv) =
∑N

k=0(−1)kµk(Mv),

onde a segunda equação vale para funções de Morse, sendoµk o número de pontos críticos
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de índicek que ocorrem emMv. Do cálculo dos índices dos pontos críticos para campoh

suficientemente pequeno, resulta que em cada nível crítico no intervalov < 1/2 + h2/2,

ocorrem apenas pontos críticos com um mesmo único índice e que neste intervalo este

índice nunca é maior queN/2. Assim,µ k(v) = 0, ∀k > N
2

. Sabe-se, no entanto,

que o toro se completa emv = 1/2 + h2/2 e que os números de Bettibk do N-toro

completo sãobk =
(

N
k

)

> 0 para todok = 0, . . . , N . Das desigualdades de Morse

bk ≤ µk, k = 0, . . . , N conclui-se que, emv = 1/2 + h2/2,
(

N
k

)

k-células para cada

k ∈ [N/2+1, N ] devem ser agregadas à variedadeMv emv = 1/2+h2/2, assim que não

só ocorre uma transição topológica emv = 1/2 + h2/2, como esta transição topológica

corresponde a uma mudança em números de Betti deO(N) diferentes ordens, o que em

[23] caracterizou-se como sendo uma transição topológica “grande”, principalmente em

relação às demais transições ocorrendo emv < 1/2 + h2/2.

A transição de fase ocorre no limiteh → 0, e assim a transição topológica acima

referida ocorrerá emv = vc = 1/2. No limite termodinâmico a temperaturaT , a den-

sidade de energiaǫ e a energia potencial média por partículau = 〈ν〉 obedecem a

ǫ = T/2 + u(T ), donde a energia potencial média crítica, correspondente àtransição

de fase éuc = vc = 1/2. A transição topológica “grande” acima descrita corresponde

portanto à transição de fase do modelo.

A figura (2.22) mostra o gráfico delog(|χ(Mv)|)/N contrav para diferentes valores

deN , fazendo uso explícito do fato de que a variedadeM , o N-toro, se completa em

v = 1/2 + h2/2, e, sendoχ(TN) = 0 o gráfico sofre uma descontinuidade finita em

v = 1/2 + h2/2, de um valor finito (valor grande de|χ|), para0.

Em [22, 23] também se trata comparativamente o comportamento deχ(v) do mo-

delo XY unidimensional com interações a vizinhos próximos,cuja variedadeMv sofre

transições topológicas muito similares ao caso campo médio, mas que não sofre transição

de fase. O Hamiltoniano é da forma (2.1) e a energia potencialpor partícula é dada por

(J = 1):

ν(φ) =
1

4N

N
∑

i=1

[1 − cos(φi+1 − φi)] −
h

N

N
∑

i=1

cosφi. (2.26)

Neste caso o espaço de configuraçõesM ainda é umN-toro, a função sobreM , ν(φ)
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é que se modifica. As soluções de pontos críticos são as mesmasdo caso anterior para

v < 1/2 + h2/2, exceto que agora a sua multiplicidade é diferente. Em particular, o

valor crítico máximov = 1/2 agora, no lugar de corresponder a um número rapidamente

crescente comN de pontos críticos, corresponde a apenas duas configurações.

A mudança na topologia que ocorre em cada valor crítico deν corresponde aqui

à “agregação” de células do mesmo tipo. E neste caso não há umatransição topológica

“grande” como a que ocorre emvc no caso campo médio. Comparando as figuras (2.22) e

(2.23), vê-se que neste caso a característica de Euler não sofre nenhuma descontinuidade.

Figura 2.22: Modelo XY campo médio. Gráfico delog(|χ|(Mv))/N contrav. N = 50, 200, 800
(respectivamente, para as curvas de baixo para cima) eh = 0.01; vc = 0.5 + O(h2). [23]

Neste trabalho, a inclusão do campo externoh 6= 0 na energia potencial teve como

único objetivo a simplificação analítica da análise. Os mesmos resultados com respeito à

Figura 2.23:Modelo XY unidimensional. Gráfico delog(|χ|(Mv))/N contrav. N = 50, 200, 800
(respectivamente, para as curvas de baixo para cima) eh = 0. [23]
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presença e natureza das transições de fase foram encontrados parah = 0. Eventualmente,

comh 6= 0, o conjunto dos valores críticos correspondentes às mudanças topológicas não

associadas à transição de fase se torna denso no intervalo[vmin, 1/2] quandoN → ∞.

O valor críticovc, porém , antes deh → 0, permanece isolado dos demais. Este aspecto

que surge da inlcusão de um campo não-nulo parece ser uma contrapartida topológica à

questão da não comutatividade dos limitesN → ∞ eh→ 0, na obtenção da transição de

fase na mecânica estatística, em que se observa uma quebra espontânea de simetria ao se

assumir um campo não nulo e tomar-seh→ 0 apenas apósN → ∞.

Entretanto, há um outro aspecto um tanto negativo: a transição de fase termodinâ-

mica só acontece apóslim
h→0

lim
N→∞ , quando o campo é estritamente nulo. No entanto, como

se vê da figura (2.22), o comportamento singular emlog(|χ|)/N já acontece tanto paraN

finito quantoh finito (de fato os dois limites estão “amarrados”), quando não há transi-

ção de fase associada e esta transição topológica “grande” não muda qualitativamente nos

limites lim
h→0

lim
N→∞ , quando há.

Modelo k-trigonométrico

Uma outra confirmação analítica direta da HT foi obtida para omodelok-trigonométrico

em campo médio, com Hamiltoniano da forma (2.1) [25]. Este modelo permite testar a

HT tanto para uma transição contínua quanto para uma de primeira ordem, e fornece um

exemplo de comparação com o caso sem transição. A energia potencial possui similari-

dades funcionais com a do modelo XY campo médio:

Vk(q) =
∆

Nk−1

∑

i1,...,ik

[1 − cos
2π

L
(qi1 + · · ·+ q ik)], (2.27)

que define interações dek-corpos, onde∆ e L são escalas de energia e comprimento,

respectivamente, as somas nosiα vão de1 aN , e os termos com coordenadasq i repetidas

são subextensivos. Parak = 1 o modelo se reduz ao Modelo Trigonométrico (Madan e

Keyes) para Superfícies de Energia Potencial de líquidos simples que formam vidros.

A termodinâmica do modelo foi resolvida dentro do ensemble microcanônico, e as

curvas calóricasT/∆ contra e/∆ (kB = 1) mostram a ausência de transição no caso
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k = 1 (o que é esperado pois neste caso não há interação entre os graus de liberdade),

e T (e) é uma função contínua e suave; no casok = 2, a funçãoT (e) desenvolve uma

derivada descontínua em uma energiaec, indicando uma transição de segunda ordem

(contínua), e no casok = 3, a curvaT (e) é descontínua em um valor diferente da energia,

indicando uma transição de primeira ordem (figura (2.24)). Ovalor da energia potencial

nas transições∀k ≥ 2 é vc = ∆. No ponto da transiçãoec, a simetriaCkv é quebrada,

sendo o parâmetro de ordem a “magnetização”m = 〈|c + is|〉; abaixo da energia crítica

ec hák estados transformados uns nos outros pela ação do grupo de simetria. Neste caso

a quebra de simetria também ocorre para a transição de primeira ordem.

Figura 2.24:Temperatura microcanônica como função da energia parak = 1, 2, 3. No detalhe, a energia
potencialv contra a energia totale; o ponto da transição évc = ∆, ∀k. A regiãov > 1 nunca é acessada
pelo sistema.[25]

Na investigação topológica o ferramental teórico foi o da Teoria de Morse. Portanto

foram analisadas as mudanças de topologia nas subvariedadesMv do espaço de configu-

rações em função dev, através do cálculo analítico da característica de Eulerχ(Mv).

Na figura (2.25) grafica-se, como no modelo XY acima,σ(v) = limN→∞
1
N

log |χ(v)|.

Do quadro no detalhe da fig.(2.24), parav/∆ contrae/∆, observa-se que a a região

v > ∆ não é acessível ao sistema, e da fig.(2.25), que tal região corresponde aσ′(v) < 0.

Vê-se que na ausência de transição (k=1) σ é uma função regular, analítica dev; parak=

2, onde ocorre uma transição contínua, a derivada primeira deσ(v) é descontínua emvc =

v(ec) = ∆, e a derivada segunda é negativa em torno do ponto crítico; finalmente, para

k=3, em que ocorre a transição de primeira ordem, a derivada primeira deσ(v) também
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Figura 2.25:σ(v) (característica de Euler logarítmica) contrav/∆. A transição de fase é assinalada por
uma singularidade deσ′(vc), emvc = ∆. O sinal da segunda derivada em torno do ponto crítico diferencia
as ordens das transições.[25]

apresenta uma descontinuidade emvc, porém sua derivada segunda é positiva em torno

de vc. Percebe-se neste caso que transições de diferentes tipos (ordens) possivelmente

apresentam assinaturas topológicas próprias. Este trabalho, sendo o primeiro a verificar a

Hipótese Topológica para uma transição de primeira ordem19, é de particular importância

na validação desta hipótese como uma possível teoria para transições de fase.

2.4.2 Teorema sobre uma relação de necessidade

Comenta-se aqui uma importante contribuição teórica ao formalismo da HT. Trata-

se de um teorema, provado em [26, 27]20, que estabelece anecessidadede uma transição

topológica na família de hipersuperfícies equipotenciais{Σv}v∈R, em um dado valorvc

da energia potencial, para a ocorrência de uma transição de fase de primeira ou segunda

ordem neste mesmo pontovc. O teorema se aplica a potenciais “suaves”, confinantes,

não singulares, envolvendo interações de alcance finito, com limite inferior (finito), fun-

ções de coordenadas contínuas. A prova consiste em mostrar que o difeomorfismo entre

equipotenciasΣv em um certo intervalo dev garante que a seqüência de energias livres

de Helmholtz{FN (β)}N∈N seja uniformemente covergente, tendo um limiteF∞ bem

definido e sendo pelo menos de classeC2, duas vezes diferenciável, de modo que tran-

19É válido notar que a transição de primeira ordem neste modeloapresenta quebra espontânea de simetria.
20Ver substituição posterior do artigo [27] nas versões mais recentes [28, 29].
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sições de primeira ou segunda ordem não podem ocorrer no intervalo de temperaturas

correspondente.

As condições desuficiência, definindo uma classe de transições topológicas em

correspondência um-a-um com transições de fase, ainda não foram determinadas.

2.5 Questões abertas e Perspectivas

O teorema referido na seção anterior valida a Hipótese Topológica e parece fazer

intuir para uma classe ampla de potenciais físicos, que a Topologia Diferencial é a es-

trutura teórica adequada no estudo das transições de fase, pelo menos das de primeira e

segunda ordem. Não há, no entanto, nenhuma prova das condições desuficiênciapara

que transições topológicas ocorrendo em um dado valor da energia potencial originem

uma transição de fase, e, por extensão, a rigor, também não hágarantia de que este forma-

lismo matemático, aplicado ao espaço configuracional de sistemas físicos, seja suficiente

na descrição de suas transições de fase. O que é certo é que, com base nos resultados

expostos neste capítulo, em particular na seção 2.4.1, apesar de necessária uma quebra de

difeomorficidade na família{Σu} no ponto da transição, uma transição topológica qual-

quer em geral não conduzirá a uma transição de fase. A prova deuma relação um-a-um

entre transições de fase e uma certa classe de transições topológicas é providencial ao

desenvolvimento desta prolífica área de pesquisa.

A abordagem topológica fornece um campo comum para a dinâmica e a termodi-

nâmica. De fato, as trajetórias dinâmicas do sistema em equilíbrio no espaço de fases são

restritas ao suporte da medida estatística, e a topologia das variedades que compõem este

suporte, que se mostrou na origem mesmo das transições de fase, influenciará também

as trajetórias dinâmicas. De fato, a pesquisa que conduziu àHT começou na busca de

assinaturas dinâmicas de transições de fase. Como o estudo da dinâmica engloba equiva-

lentemente (micro)estados de equilíbrio e metaestáveis, esta abordagem pode adicionar à

compreensão de transições de fase em sistemas complexos como por exemplo vidros de

spin - sistemas que apresentam desordem congelada - ou vidros estruturais - com desor-
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dem auto-induzida -, que se supõe possuírem uma fase termodinâmica real desordenada -

sem ordem de longo alcance - a baixas tempertauras.

As teorias correntes [1, 4] sobre transições de fase termodinâmicas são baseadas na

perda de analiticidade de observáveis termodinâmicos no âmbito de ensembles estatísti-

cos. Esta perda de analiticidade entra em conflito com a regularidade e analiticidade das

medidas estatísticas geradas a partir das interações microscópicas dos sistemas. Assim,

a única maneira de levantar este aparente paradoxo é levar o sistema ao limite termo-

dinâmico. Sistemas macroscópicos, ainda que contendo um número finito de graus de

liberdade, são bem aproximados pelo comportamento no limiteN → ∞.

Porém, transições de fase são observadas em muitos sistemasfinitos (N << número

de Avogadro): emclustersnucleares, atômicos e moleculares, em polímeros e proteínas

(como no processo de denaturação do DNA) e em flocos de neve, que sofrem fusão para

água líquida. No contexto da HT, as transições topológicas ocorrem para qualquerN ,

oferecendo uma nova perspectiva para o estudo de transiçõesde fase em sistemas fini-

tos. Em particular, a HT foi recentemente verificada em um modelo de DNA sofrendo

denaturação [30].

Da relação observada entre topologia e termodinâmica, é de se esperar que exista

uma relação entre quantidades topológicas e observáveis termodinâmicos. Uma relação,

ainda que aproximada, foi encontrada em [18] entre o inversoda temperatura e os nú-

meros de Betti deΣE, porém, ainda há uma contribuição de natureza não topológica a

1/T (E). De forma análoga, uma contribuição topológica à entropia éproposta em [23].

Neste trabalho, foi possível estimar esta contribuição para o modelo XY campo médio e

unidimensional. Mostrou-se que esta quantidade apresentacomportamentos condizentes

aos de uma entropia: é monotonicamente crescente com a energia potencial até o va-

lor máximo dev, acima do qual permanece constante, como se espera de uma entropia

configuracional. Ademais, a contribuição topológica à entropia do modelo campo médio

apresenta uma derivada descontínua no ponto da transiçãovc, o que sugere ser a origem da

perda de analiticidade da entropia total na transição, enquanto no modelo unidimensional

a função é suave. No caso do modelok-trigonométrico [25], conjectura-se uma relação
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entre a entropia eσ(v) em torno da transição (seção 2.4.1):s(e) ∼ σ(v(e)) + R(e). De

fato, em torno da transição de primeira ordem, a derivada segunda deσ(v) é positiva, e

∂2S/∂E2 > 0 corresponde a um calor específico negativo, uma região termodinamica-

mente instável. Neste sentido, o salto na derivada segunda deσ(v) corresponde a um salto

no calor específico na transição.

A dinâmica dos sistemas aqui considerados é conservativa, isto é, está confinada

às superfícies de energia constanteΣE no espaço de fases. Parece natural investigar a

relação entre a topologia destas hipersuperfícies no espaço de fases e as transições de

fase nos sistemas. Entretanto, a HT se refere à topologia dasequipotenciaisΣu no es-

paço de configurações. Existe de fato uma relação entre as mudanças topológicas nas

superfícies (equienergéticas) no espaço de fasesΣE, e as mudanças topológicas nas equi-

potenciaisΣu no espaço de configurações. As trajetórias de sistemas Hamiltonianos são

restritas às hipersuperfíciesΣE. Ao tomar-seΣE como a variedade ambiente, o Ha-

miltonianoH (energia potencial mais energia cinética) do sistema assumiria o papel

da função de Morse sobre a variedade. Porém, os pontos críticos deH são dados por

{(φ, π) ∈ Γ | πi = 0 e ∇iV (φ) = 0, ∀i}, correspondendo a energia cinética nula. Assim,

se a análise topológica "correta"abrangesse as hipersuperfíciesΣE, no lugar de restringir-

se às equipotenciaisΣu - sem menção à energia cinética neste caso -, a energiapotencial

média crítica deveria coincidir com a energiatotal média crítica, o que de fato não acon-

tece.

Aliado a isto, as flutuações relativas das energias cinéticae potencial,〈δ2K〉1/2/〈K〉

e 〈δ2V 〉1/2/〈V 〉, sãoO(1/
√
N). Portanto, a uma dada energiaE e paraN grande, a vari-

edade produtoΣN−1
u(E)×SN−1

t(E)
(21) - comu(E) = 〈V 〉/N , t(E) = 〈K〉/N eu+ t = E -, do

ponto de vista físico, modela bastante bem a parte da variedadeΣE que é acessada com

muito maior probabilidade pela dinâmica e se constitui no suporte22 efetivoda medida

microcanônica emΣE. A uma dada energia totalE, a dinâmica do sistema acaba ficando

quase certamente confinada à variedadeΣN−1
u(E)×SN−1

t(E) ⊂ ΣE, a microestados com energia

21Pela forma do Hamiltoniano (2.1), pode-se concluir que as superfícies de energia cinética constante
são hiperesferasSN−1.

22O suporte de uma distribuiçãoP em um espaçoU é o menor conjunto fechado emU fora do qualP é
zero [19].
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potencial〈V 〉/N e energia cinética〈K〉/N . Como as subvariedades de energia cinética

constante são hiperesferasSN−1
t para qualquert, a variedadeΣN−1

u × SN−1
t sofrerá uma

transição topológica se e somente se a família de equipotenciais {Σu} sofrer uma tran-

sição na sua topologia. Restringe-se assim a investigação topológica às subvariedades

N-dimensionais do espaço de configuraçõesM : {Σu} [18, 5].

No contexto desta argumentação pode surgir ainda uma questão: se as flutuações de

quantidades termodinâmicas em transições de fase contínuas são divergentes mesmo no

limite termodinâmico, é lícito afirmar, como foi argumentado acima, que justamente nos

pontos críticos a análise topológica dever-se-ia restringir às equipotenciaisΣu no espaço

de configurações?
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Capítulo 3

O Modelo Esférico e a Hipótese

Topológica

Este capítulo traz a aplicação da Hipótese Topológica sobreo Modelo Esférico fer-

romagnético, em particular, na aproximação de campo médio1, e os resultados parciais

do modelo a dimensão finita. Desenvolve-se primeiramente a termodinâmica do modelo

em campo magnético externo nulo, localizando a transição defase. A seguir, o mesmo

desenvolvimento é feito para o modelo na presença de um campoexterno (não-nulo), que

destrói a transição. Apresenta-se então o estudo da topologia das variedadesMu no âm-

bito da Teoria de Morse, sem e com campo externo, analisando as transições topológicas

da família{Mu} com a variação do parâmetrou. Testa-se assim a HT sobre este modelo,

pela comparação da termodinâmica e da topologia, donde surgem resultados interessan-

tes, que, por uma parte corroboram o teorema provado em [27],e por outra, fornecem

evidências inesperadas com respeito à questão da suficiência das transições topológicas

na origem de transições de fase.

3.1 Definição do modelo

Dispõem-seN spins sobre uma rede regular, com uma dada geometria, descritos

1Ribeiro Teixeira, Ana C.; Stariolo, Daniel A. a ser publicado emPhys. Rev. E- referência definitiva
em [31].
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pelas variáveisǫi, ondei=̇1, . . . , N denota um sítio nesta rede. O modelo esférico em

dimensão finita foi proposto, juntamente com o modelo Gaussiano, em [32], como uma

variação do modelo de Ising no limite de graus de liberdade contínuos. 2. O modelo

esférico reproduz algumas características do modelo de Ising, como〈ǫi〉 = 0 (fase para-

magnética),〈ǫ2i 〉 = 1. No espaço Cartesiano das variáveis de spin{ǫi}, as configurações

acessíveis ao sistema, em ambos modelos, obedecem à equação:

N
∑

i=1

ǫ2i = ǫ21 + ǫ22 + · · · + ǫ2N = N, (3.1)

entretanto, o modelo de Ising descreve configurações restritas aos vértices de um hiper-

cuboN-dimensional definidas por{ǫi = ±1} (variáveis discretas), e o modelo esfé-

rico, configurações restritas a uma hiperesferaN-dimensional (“circunscrevendo” o hi-

percubo):ǫi ∈ (−
√
N,+

√
N). A resolução da termodinâmica do modelo de Ising em

duas dimensões é bastante trabalhosa3, e o caso tridimensional, que possui transição de

fase em temperatura finita, não possui solução analítica atéo momento. A “vantagem”

teórica do modelo esférico, bem como do modelo Gaussiano, é ade serem exatamente so-

lúveis. E ainda, o modelo esférico é bem definido sobre todo o intervalo de temperaturas,

enquanto a função de partição do modelo Gaussiano, por exemplo, diverge paraT < Tc

(Tc, a temperatura crítica), e este modelo falha nesta região.

A energia potencial dos três modelos, em particular para o modelo esférico, dentro

das respectivas definições e restrições para as variáveis despin, descreve uma interação

de pares, dada por:

V = −J
∑

i,j

′

ǫiǫj −H

N
∑

i=1

ǫi, (3.2)

onde
∑′

i,j denota a soma sobre todos os pares de interação consistentescom a geometria

da rede,J é a constante de interação entre os spins devidamente normalizada, eH é um

campo magnético externo homogêneo (no qual foi absorvido o momento de spinµ0). Para

o modelo esférico, considera-se o caso ferromagnético,J > 0.

2Ising, E.Z. Phys., v. 31 (1925) 253.
3Onsager, L.Phys. Rev., v. 65 (1944) 117.
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A função de partição do modelo esférico é dada por:

QN (β) = A−1
N

∫

· · ·
∫

PN
j=1 ǫ

2
j=N

dǫ1 · · · dǫN exp[K
∑

i,j

′

ǫiǫj + h

N
∑

i=1

ǫi], (3.3)

ondeK = J /kBT = βJ eh = H/kBT .

AN =

∫

· · ·
∫

PN
j=1 ǫj=N

dǫ1 · · · dǫN = 2πN/2N
1
2
(N−1)/Γ(N/2) (3.4)

é o volume do espaço de configurações acessível (superfície da hiperesfera de raio
√
N ).

Uma forma de restringir as variáveis de spin à hiperesfera doespaço de configura-

ções, é impor o vínculo esférico (3.1) à função de partição através de uma delta de Dirac:

QN (β) = A−1
N

∫

· · ·
∫

dǫ1 · · · dǫN e [K
P

i,j

′

ǫiǫj+h
PN

i=1 ǫi] δ(N −
N
∑

j=1

ǫ2j ). (3.5)

Usando a representação integral da função delta (sua transformada de Fourier):

QN(β) = A−1
N

∫

· · ·
∫

dǫ1 · · · dǫN e [K
P

i,j

′

ǫiǫj+h
PN

i=1 ǫi]
1

2π

∫ +∞

−∞
ds e [i s(N−

PN
j=1 ǫ

2
j )].

(3.6)

Mudando o caminho de integração no planos complexo do eixo real para o eixo imagi-

nário,i s→ s, ds→ −i ds,

QN (β) = A−1
N

∫

· · ·
∫

dǫ1 · · · dǫN e [K
P

i,j

′

ǫiǫj+h
PN

i=1 ǫi]
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
ds e [s(N−

PN
j=1 ǫ

2
j )].

(3.7)

A fim de inverter a ordem das integrações ems e em{ǫi}, é necessário que (todas)

as integrais sejam absolutamente convergentes. Uma integral
∫∞
0
f(x) dx é absoluta-

mente convergente quandolim
X→∞

∫ X

0
|f(x)|dx existe e é finito. Ora, a forma quadrática

K
∑′

i,j ǫiǫj não é definida negativa (es é imaginário). Contudo, pode-se usar o vínculo
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esférico (que é aplicado na integração ems), e escrever:

K
∑

i,j

′

ǫiǫj = Nα0 −Nα0 +K
∑

i,j

′

ǫiǫj

= Nα0 − α0

N
∑

j=1

ǫ2j +K
∑

i,j

′

ǫiǫj . (3.8)

Escolhendo-seα0 real e positivo, e suficientemente grande, faz-se o argumento do inte-

grando e [K
P

′

i,j ǫiǫj−s
PN

i=1 ǫ
2
i ] definido negativo. Assim:

QN(β) =
A−1
N

2π i

∫ α0+i∞

α0−i∞
ds esN

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
dǫ1 · · · dǫN exp

[

−s
N
∑

j=1

ǫ2j +K
∑

i,j

′

ǫiǫj + h
N
∑

i=1

ǫi

]

,

(3.9)

ondes = α0 é uma linha no planos-complexo à direita de todas as singularidades do

integrandoesN
∫

dǫ e [−s
PN

j=1 ǫ
2
j+K

P′

i,j ǫiǫj+h
PN

i=1 ǫi], como função des, geradas pela inte-

gração nos{ǫi}.

Agora, a matriz de interaçãoM, definida porǫT · M · ǫ =
∑′

i,j ǫiǫj (ondeǫ =

(ǫ1, · · · , ǫN) é um vetor coluna) é uma matriz real e simétrica, donde existeuma transfor-

mação ortogonalV que a diagonaliza, sendo

M · Vk = λkVk, VTV = I, (3.10)

ondeVk é a colunak da matriz de transformação eI, a matriz identidade. Aplicando tal

transformação sobre os fatores da forma quadrática:

(ǫT · V) · (VT ·M · V) · (VT · ǫ) =

N
∑

j=1

λjy
2
j , (3.11)

ondeλj é um autovalor da matrizM e y = VTǫ é o vetor que descreve o estado do

sistema na base dos autovetores{Vk}. Os autovalores e autovetores da matrizM depen-

derão da rede estudada.
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Fazendo no momentoh = 0, a integração nos{ǫi} se torna:

∫

· · ·
∫ +∞

−∞
dy1 · · · dyN exp[

N
∑

j=1

(−s+Kλj) y
2
j ]

=
N
∏

j=1

∫ +∞

−∞
dyj exp[(−s +Kλj) y

2
j ]

= πN/2

[

N
∏

j=1

(s−Kλj)

]−1/2

= πN/2 exp[−1

2

N
∑

j=1

ln(s−Kλj)], (3.12)

onde é claro a definição deα0 exige queℜ(s −Kλj) > 0, ∀j, o que pode ser expresso

porα0 > K|λmax|. Obtém-se portanto:

QN(β) =
A−1
N πN/2

2π i

∫ α0+i∞

α0−i∞
ds exp[Ns− 1

2

N
∑

j=1

ln(s−Kλj)]. (3.13)

Fazendos = 2Kz, obtém-se:

QN (β) =
A−1
N πN/2

2π i
2K e−

N
2

ln 2K

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz exp[2KNz − 1

2

N
∑

j=1

ln(z − λj
2

)], (3.14)

ondez0 > 1
2
λmax.

Nas próximas seções se tratará da versão campo médio do modelo, e mais adiante,

o modelo em rede a dimensão finita será abordado.

3.2 Modelo esférico campo médio

No caso campo médio cada spin é igualmente acoplado com todosos demais, isto é,

o número de coordenação da rede éN e a rede não possui geometria espacial definida. Os

somatórios na funçãoV (ǫ) (3.2) são irrestritos, cada spin interage igualmente com todos

os outros (a auto-interação de cada spin consigo mesmo é subextensiva e portanto não é

explicitamente excluída).
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3.2.1 Termodinâmica

A resolução da termodinâmica da versão campo médio do modeloesférico segue

aproximadamente o raciocínio do desenvolvimento para o caso em rede a dimensão finita,

apresentado em [32].

Campo externo nulo

Define-se:

f(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

j=1

ln(z − 1

2
λj),

g(z) = 2Kz − 1

2
f(z). (3.15)

Assim:

QN (β) =
A−1
N πN/2

2π i
2K e−

1
2
N ln 2K

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz eNg(z). (3.16)

Sendof(z) e g(z) O(1), pelo método do ponto de sela [33], expandindoeNg(z) em torno

dezs:

QN(β) ≃ 2KπN/2 e−
1
2
N ln 2K+Ng(zs)

AN
[

2πN (∂2g/∂z2)zs

]1/2
, (3.17)

onde o ponto de selazs é o máximo absoluto deg(z) sobre o caminho de integração. Ora,

g(z) é analítica na regiãoℜ(z) ≥ z0. O caminho de integração aqui é uma reta “paralela”

ao eixo imaginário. Das condições de Cauchy sobre funções analíticas, o máximo da

funçãog(z) sobre o caminho de integração será seu mínimo sobre o eixo real. Assim, o

ponto de selazs é definido por:

(

∂g

∂z

)

zs

= 0,

(

∂2g

∂z2

)

zs

> 0, (3.18)

e o caminho de integração foi deformado de maneira quez0 = zs.

Faz-se necessário agora especificar a matrizM através da forma quadrática
∑′

i,j ǫiǫj.

O caso aqui considerado é o campo médio, isto é, em que todos osspins são igualmente
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acoplados. Assim:

K
∑

i,j

′

ǫiǫj = βJ
N
∑

i,j=1

ǫiǫj(1 − δij), (3.19)

em que foram excluídos os termos de auto-interação dos spins. Agora,J é a constante

de interação entre spins devidamente normalizada. No caso campo médio, a normaliza-

ção apropriada éJ = J
2N

, ondeJ é a interação “real” de cada par de spins, o fator1/2

compensa a contagem de cada par duas vezes no somatório duplo, e o fatorN , o nú-

mero de coordenação, é necessário a fim de que a energia potencial V seja extensiva. É

conveniente então redefinirem-se as quantidades:J = J
2N

→ J = J
2

e λj → 1
N
λj.

Desta maneira, a matrizM terá a seguinte forma:

1

N



















0 1 1 · · ·

1 0 1 · · ·

1 1 0 · · ·
...

...
...

. . .



















(3.20)

que é uma matriz do tipo Toeplitz, cujos autovalores, arranjados em ordem decrescente,

são:











λ1 = (N−1)
N

λi = − 1
N
, i = 2, . . . , N

(3.21)

e os correspondentes autovetores na base "dos spins":

V1 =
1√
N

























1

1

1

1

...

























, Vi =

































0

...

i→ 1√
2

i+ 1 → −1√
2

0

...

































, i > 1. (3.22)

A transformaçãoV é ortogonal, assim, a forma do vínculo esférico se conserva na base

{Vi}:
∑N

i=1 y
2
i = N .
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Voltando às equações do ponto de sela (3.18), tem-se:

2K =
1

2

(

∂f

∂z

)

zs

. (3.23)

Ademais
∂2g

∂z2
= −1

2

∂2f

∂z2
=

1

2
lim
N→∞

N−1

N
∑

j=1

1

(z − λj

2
)2

(3.24)

é positiva em todo o intervaloz ∈ (1
2
λmax,+∞). Assim, se existir o mínimo deg(z)

sobre o intervalo, este será único.

Substituindo os autovaloresλj (eq.(3.21)) na expressão paraf(z) (eq.(3.15)):

2K =
1

2
lim
N→∞

N−1
N
∑

j=1

1

(zs − λj

2
)

(3.25)

=
1

2
lim
N→∞

N−1

(

N − 1

(zs + 1
2N

)
+

1

(zs − (N−1)
2N

)

)

(3.26)

donde

zs =
1

4K
− 1

2N
. (3.27)

Vê-se quezs diminui com a temperaturaT decrescente, e, em particular,zs → ∞ quando

T → ∞ ouK → 0.

Existindozs, usa-se a função de partição (3.17) e a expressão (3.4) paraAN , e a

energia livre de Helmholtz por patículaψ(β) será dada por:

βψ(β) = − lim
N→∞

N−1 lnQN(β) =
1

2
+

1

2
ln 4K − g(zs)

=
1

2
+

1

2
ln 4K − 2Kzs +

1

2
f(zs). (3.28)

A funçãof(zs) é singular emzs = λmax/2 = λ1/2, e portanto a energia livreψ(β)

também será. Assim, o ponto crítico, se existir, ocorrerá em(zs)c = λ1

2
. Da equação

(3.27), observa-se que o ponto crítico de fato existe, pois ocorre em uma temperatura

críticaTc = J
2

1
Kc

(kB = 1) finita:

Tc = J. (3.29)

O ponto de selazs existe no intervaloTc ≤ T < ∞, portanto. Para analisar o comporta-
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mento dezs na regiãoT < Tc (K > Kc), sendof(z) analítica no plano complexo com

corte sobre o eixo real dez = λ1/2 a z = −∞, expandem-sef(z) e g(z) em torno do

valor crítico do ponto de sela,(zs)c = λ1/2, usando a eq.(3.27):

f(z) = f((zs)c) + 4Kc(z − (zs)c) − (4Kc)
2(z − (zs)c)

2 (3.30)

g(z) = g((zs)c) + 2(K −Kc)(z − (zs)c) + 8K2
c (z − (zs)c)

2. (3.31)

Todas as contribuições ag(z) paraK > Kc são positivas (já que a regiãozs < λ1/2 é

proibida), donde emT < Tc o ponto de sela existe e é dado por(zs)c.

A energia interna por partícula,v(β) = d(βψ)/dβ, fazendo uso de

zs =











1
4K

− 1
2N
, T < Tc

(N−1)
2N

, T > Tc

no limite termodinâmico é dada por:

v =











1
2β

− J
2
, T < Tc

0, T > Tc

(3.32)

2 4 6 8 10
1/T

- 0.4

- 0.3

- 0.2

- 0.1

v

Figura 3.1: Energia potencial por partícula como função da temperaturainversa no modelo esférico
campo médio comH = 0 eJ = 1 [31].

Campo externo não-nulo

A matriz de interaçãoM é a mesma neste caso. Dos autovetores (3.22), observa-se
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que:
N
∑

i=1

ǫi =
√
Ny1. (3.33)

Com isto, retornando à eq.(2.22) e convertendo-a à base{Vi} dos autovetores:

QN (β) =
A−1
N

2πi

∫ α0−i∞

α0−i∞
ds esN

∫

dy1 · · · dyN exp

[

N
∑

j=1

(−s +Kλj)y
2
j + h

√
Ny1

]

=
A−1
N

2πi

∫ α0−i∞

α0−i∞
ds esN

∫

dy1 · · · dyN exp

[

N
∑

j=2

(−s +Kλj)y
2
j

]

×

× exp



−
(

√

s−Kλ1y1 −
h
√
N

2
√
s−Kλ1

)2


 exp

[

h2N

4(s−Kλ1)2

]

,

que resulta em:

QN(β) =
A−1
N

2πi

∫ α0−i∞

α0−i∞
ds exp

[

sN +
h2N

4(s−Kλ1)

]

πN/2

(s−Kλ1)
1/2

exp

[

−1

2

N
∑

j=2

ln(s−Kλj)

]

.

(3.34)

Fazendos = 2Kz:

A−1
N

2πi
πN/22K e−1/2N ln 2K

∫ z0−i∞

z0−i∞
dz exp

[

N

(

2Kz +
h2N

8K(z − λ1/2)
− 1

2

N
∑

j=1

ln(z − λj/2)

)]

.

(3.35)

Definindo agora:

f(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

j=1

ln(z − λj/2)

g(z) = 2Kz +
h2

8K(z − λ1/2)
− 1

2
f(z), (3.36)

sendo a expressão para a função de partição, pelo método do ponto de sela, dada por

QN (β) ≃ 2KπN/2 e−
1
2
N ln 2K+Ng(zs)

AN
(

zs − 1
2
λ1

)1/2 [
2πN (∂2g/∂z2)zs

]1/2
, (3.37)
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resulta para a energia livre de Helmholtz por partículaψ(β):

βψ =
1

2
+

1

2
ln 4K − 2Kzs −

h2

8K
(

zs − (N−1)
2N

)

+
N−1

2

[

(N − 1) ln(zs +
1

2N
) + ln(zs +

N − 1

2N
)

]

, (3.38)

onde o ponto de selazs é o mínimo absoluto deg(z) sobre o eixo real, e é definido

implicitamente no limite termodinâmico pela equação:

2βJ − βh2

2J

1

(zs − 1/2)
− 1

zs
= 0. (3.39)

A energia interna por partícula é dada por

v =
dβψ

dβ
=

(

∂βψ

∂β

)

zs

+
dzs
dβ

(

∂βψ

∂zs

)

β

. (3.40)

Ora, a expressão para(∂βψ/∂zs)β é duas vezes o lado direito da eq.(3.39), e portanto é

igual a zero, donde:

v =
1

2β
− Jzs −

h2

4J

1

(zs − 1/2)
. (3.41)

Da equação (3.39), vê-se imediatamente que parah 6= 0, o termo dependente de

h diverge à medida em quezs → λmax/2, o valor crítico do ponto de sela (λmax/2 =

λ1/2 → 1/2 no limite termodinâmico). Assim,zs > λ1/2 para toda temperatura não nula

(K <∞), e assim, o sistema não sofrerá transição de fase.

Ademais, observa-se da figura (3.2), da energia internav como função deβ = 1/T

(J = 1, h = 1), que, paraβ → ∞, v → −3/2, que é a energia do estado fundamental.

Paraβ → 0, v → 0, um valor abaixo da energia máxima por partícula, que, nestecaso,

como será visto mais tarde, éh2/2J = 1/2.

3.2.2 Verificação da Hipótese Topológica sobre o modelo

Analisa-se a seguir, através da teoria de Morse, a evolução da topologia da família
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Figura 3.2: Energia potencial por partícula como função da temperaturainversa no modelo esférico
campo médio comh = 1 eJ = 1 [31].

de variedades{Mu} como função deu, primeiramente através da característica de Euler,

de modo a comparar o comportamento deste invariante com o encontrado em trabalhos

anteriores sobre outros modelos [21, 23, 25], e, posteriormente, analisando explicitamente

os números de Betti característicos das variedadesMu em cada classe de difeomorfismos,

o que se faz possível aqui graças à simplicidade da topologiado modelo4.

As configurações acessíveis ao sistema são dadas pelo vínculo esférico, que, na base

dos autovetores da matriz de interação é:

N
∑

i=1

y2
i = N. (3.42)

O espaço de configuraçõesM é a esfera(N − 1)-dimensional,SN−1, de raio
√
N . Será

investigada a topologia das variedadesMu = {y ∈ M | ν({yi}) ≤ u}, os setores de

M abaixo deu, ondeν = V/N é a função energia potencial por partícula. Como nos

modelos XY ek-trigonométrico, descritos no Capítulo 2, isto se fará pelaanálise dos

pontos críticos da função potencialV , definida sobreM , no contexto da teoria de Morse.

Na base{Vi}, dos autovetores da matriz de interaçãoM:

V = −J
2

N
∑

i=1

λi y
2
i − h

√
N y1 (3.43)

= −J(N − 1)

2N
y2

1 +
J

2N

N
∑

i=2

y2
i − h

√
N y1. (3.44)

4Ribeiro Teixeira, A. C.; Stariolo, D. A., a ser publicado emPhys. Rev. E.
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Para determinar os pontos críticos deV , no domínio das configurações acessíveis,

introduz-se um multiplicador de Lagrangeµ a fim de impor o vínculo esférico, definindo

a funçãoF :

F = V + µ

(

N
∑

i=1

y2
i −N

)

. (3.45)

Campo externo nulo

Para campoh nulo, os pontos críticos da funçãoF são as soluções de:

∂F

∂y1
= 2

(−J(N − 1)

2N
+ µ

)

y1 = 0

∂F

∂yk
= 2

(

J

2N
+ µ

)

yk = 0, k = 2, . . . , N. (3.46)

As soluções não triviais são:

µ =
J(N − 1)

2N
, y =

{

y1 = ±
√
N, yi>1 = 0

}

µ = − J

2N
, y =

{

y1 = 0,

N
∑

i=2

y2
i = N

}

. (3.47)

A primeira solução corresponde a dois pontos isolados, ocorrendo emu=−J(N−1)
2N

, que,

no limite termodinâmico éu = −J/2 + J/2N → −J/2 paraN → ∞, o mínimo da

energia potencial por partículaν, sobreM . A segunda solução corresponde a toda uma

variedade crítica, a uma esfera(N−2)-dimensional, ocorrendo emu = J/2N → 0 para

N → ∞, que corresponde ao máximo deν. Não ocorrem pontos de sela. Graças à alta

degenerescência dos autovalores deM neste caso, é possível compreender intuitivamente

a evolução das variedadesMu à medida em que se varia o parâmetrou. As equipotenciais

neste caso são superfícies quádricas, em particular, hiperbolóides com (curvatura) nega-

tiva na direçãoy1. A figura (3.3) ilustra, paraN = 2, J = 1, o espaço de configurações

M (neste caso uma esferaS1, ou um círculo), e as curvas hiperbólicas, representando as

equipotenciais, ou os conjuntos de nível deV . Neste caso, a direção horizontal representa

a coordenaday1 e a vertical, qualquer das(N−1) demais coordenadas.

No quadrante superior à esquerda,u < −1/4, as duas curvas equipotenciais não
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Figura 3.3: Representação da evolução das variedadesMu em N = 2 (J = 1) para quatro valores
crescentes de u. As variedadesMu são dadas pelas curvas sólidas. O círculo representa o vínculo esférico
M , e as hipérboles representam os conjuntos de nível deν [31].

interceptamM , a variedadeMu é vazia e o sistema não existe nesta região de potenciais.

Em u = −1/4 (quadrante superior direito), as equipotenciais tocam o círculo em dois

pontos isolados, correspondendo aos estados fundamentaisdo sistema. Ao atravessar

u = −1/4, as variedadesMu sofrem sua primeira transição topológica e passam a ser

difeomórficas a dois discos disconexos de dimensão(N −1) = 1. Transições topológicas

nas variedadesMu apenas ocorrerão em níveis críticos da energia potencial (Apêndice),

isto é, naqueles valores de potencial em que ocorram pontos críticos da funçãoV . Assim,

não há outras transições topológicas atéu = J/2N = 1/4, em que ocorre a variedade

crítica - esfera(N−2)-dimensional -, que apenas na representação comN=2 corresponde

a dois pontos isolados (quadrante inferior direito). Esta transição ocorre no valor máximo

deν sobreM , pois, acima deste valor, as equipotenciais não interceptam mais a variedade

M . Parau ≥ J/2N , portanto, não ocorrem mais pontos críticos emν, as variedadesMu

coincidem com a hiperesfera(N−1)-dimensional, e assim toda a variedadeM se torna

acessível. Emu = J/2N , os dois discos disconexos(N−1)-dimensionais se “fundem”,

completando a hiperesferaSN−1.

No limite termodinâmico, o valor de potencial em que ocorre esta última tran-
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sição topológica éν = 0, que coincide com o valor da energia potencial por partícula

crítica, vc = 0, calculada na seção (3.2.1). Este fato está em acordo com o teorema

provado em [27, 26], sobre a necessidade de uma transição topológica no espaço de

configurações no ponto de uma transição de fase.A evolução da topologia das varie-

dadesMu em função deu, em particular, a não conectividade das variedadesMu abaixo

de J/2N , ilustra também a quebra espontânea de simetria que ocorre na transição de

fase, emTc ouvc. No limite termodinâmico, apenas um dos discos(N−1)-dimensionais

são dinamicamente acessíveis ao sistema abaixo deTc: pode-se ver facilmente de (3.22)

que a magnetizaçãoM =
∑

i ǫi =
√
Ny1. Em u = vc, os dois discos se encontram e

completam a hiperesfera, e toda variedadeM se torna acessível ao sistema paraT ≥ Tc.

Graças à simplicidade das topologias aqui envolvidas, é possível reconhecer sem

ambigüidades a topologia da família{Mu} diretamente através dos seus números de Betti,

bk, que podem ser definidos como o número dek-células que compõemMu (Apêndice).

A partir deu = −J/2+J/2N , as variedadesMu são difeomórficas a dois discos(N−1)-

dimensionais. Os números de Betti de um disco são:b0 = 1, bk = 0, ∀k 6= 0. Em

u = J/2N , a variedadeMu se torna difeomórfica à esfera(N −1)-dimensional. Os

números de Betti da esferaSN−1 são: b0 = 1, bN−1 = 1, bk = 0, ∀k 6= 0, (N−1).

Neste nível, portanto, ocorre de fato uma transição topológica, já que parau < J/2N os

números de Betti são{b0 = 2, bk>0 = 0} e parau ≥ J/2N os números de Betti são

dados por{b0 = 1, bN−1 = 1, bk = 0, ∀k 6= 1, (N−1)}. Entretanto, em contraste com

os resultados no modelo XY campo médio [23], em que a transição topológica associada

à transição de fase envolvia a mudança nos números de Betti deO(N) diferentes ordens,

e cadabk modificado mudava de uma quantidade
(

N
k

)

, neste caso, apenas dois números

de Betti se modificam em correspondência com a transição de fase do sistema,b0 muda

de2 para1, ebN−1 muda de0 para1. Estes comportamentos diferem dramaticamente.

Para o cálculo da característica de Euler, bastam os númerosde Betti. Entretanto, a

fim de completar a análise dos pontos críticos (dos dois mínimos, ao menos), calcula-se o

Hessiano da função potencialV sobreM .
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A característica de Euler é definida pela soma alternada dos números de Betti:

χ(Mu) =

N−1
∑

k=0

(−1)kbk(Mu). (3.48)

ParaMu comu abaixo do valor máximo de energia potencial, em que só ocorrem pontos

críticos isolados, a característica de Euler pode ser dada porχ(Mu) =
∑N−1

k=0 (−1)kµk(Mu),

ondeµk(Mu) é o número de pontos críticos de índicek, na variedadeMu.

Parau < −J/2, as variedadesMu são vazias, eχ = 0, portanto.

Em u ≥ −J/2, ocorrem os pontos{y1 = ±
√
N, yi = 0, i > 1}. O índice dos

pontos críticos é dado pelo número de autovalores negativosdo Hessiano deV sobreM

nestes pontos. Nestes pontos, o eixoy1 coincide com a direção normal à variedadeM , se

pensada como uma imersão noRN , e pertence portanto ao espaço normal aM . Assim, é

lícito eliminar a dependência da funçãoV na coordenaday1 sobre estes pontos críticos,

obtendo-se assim, a matriz(N − 1)-dimensional do Hessianosobre a variedadeM . Do

vínculo esférico (3.42), tem-sey1 = ±
√

N −
∑

k 6=1 y
2
k. Os elementosHij, i, j 6= 1 da

matriz são portanto:

Hij =
∂2

∂yi∂yj

[

−J(N − 1)

2N

(

N −
N
∑

k=2

y2
k

)

+
J

2N

N
∑

k=2

y2
k

]

= Jδij , (3.49)

parai, j = 2, . . . , N . O Hessiano neste caso é diagonal e, como esperado, não possui

autovalores negativos, já queJ > 0. Assim, os pontos críticos{y1 = ±
√
N, yi = 0, i >

1}, ocorrendo emν = −J/2, possuem índice zero e são de fato mínimos. Não há outros

pontos críticos para−J/2 ≤ u < J/2N . A característica de Euler neste intervalo é dada

pela contribuição dos dois mínimos:µ0 = 2, µk = 0, ∀k > 0 ⇒ χ(Mu) = 2, ou,

equivalentemente, porχ(Mu) =
∑N−1

k=0 (−1)kbk(Mu) = 2.

Emu = J/2N , ocorre a variedade crítica
{

y1 = 0,
∑N

i=2 yi = N
}

. Neste nível crí-

tico, a funçãoV não é mais uma função de Morse, e, neste caso, a correspondência entre

transições topológicas e pontos críticos não é um-a-um, assim, a equação que relacionaχ
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a{µk} deixa de valer.

Sabe-se que todas as variedadesMu parau ≥ J/2N são topologicamente equiva-

lentes à hiperesferaM = SN−1. Assim, parau ≥ J/2N → 0, χ(Mu) = χ(SN−1), e com

os números de Betti da esfera:

χ(Mu) =











0, N par

2, N ímpar
(3.50)

O invariante de Euler acusa de fato uma transição topológica, pois sofre uma vari-

ação emu = J/2N , paradim(M) = (N − 1) ímpar. O fato deχ permanecer constante

no casodim(M) = (N − 1) par não é contraditório, já que o comportamento de um

único invariante pode não ser suficiente na caracterização topológica de uma variedade

(Apêndice) e, ademais, as transições topológicas nos casosdim(M) par ou ímpar são

idênticas/análogas. Mesmo paraN par, o comportamento deχ em correspondência com

a transição de fase neste modelo, emu = vc, no limite termodinâmico, difere do obser-

vado nos modelos XY campo médio ek-trigonométrico na presença da transição de fase,

já que nestes ocorre uma singularidade finita na quantidadelog |χ|/N .

Campo externo finito

No casoh 6= 0, os pontos críticos da funçãoF (3.45) são soluções do sistema:

∂F

∂y1
= 2

(−J(N − 1)

2N
+ µ

)

y1 −
√
Nh = 0

∂F

∂yi
= 2

(

J

2N
+ µ

)

yi = 0, i = 2, . . . , N, (3.51)

conseqüentemente:

µ 6= − J

2N
, y =

{

y1 = ±
√
N, yi>1 = 0

}

µ = − J

2N
, y =

{

y1 = −
√
Nh

J
,
N
∑

i=2

y2
i = N

(

1 − h2/J2
)

}

. (3.52)

A primeira solução corresponde aos mesmos dois pontos isolados do caso anterior, po-

rém, neste caso,
{

y1 =
√
N, yi>1 = 0

}

ocorrerá emu1 = −J(N−1)
2N

− h, enquanto
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{

y1 = −
√
N, yi>1 = 0

}

ocorrerá emu2 = −J(N−1)
2N

+ h > u1 (parah > 0). A segunda

solução é novamente uma variedade crítica, a hiperesfera(N−2)-dimensional, ocorrendo

emu3 = h2/2J + J/2N → h2/2J emN → ∞. Esta solução será real para|h| < J

apenas.

-2 -1 1
y1

-2

-1

1

2

y2

-1 1
y1

-2

-1

1

2

y2

-3 -2 -1 1 2
y1

-2

-1

1

2

y2

-2 -1 1 2
y1

-2

-1

1

2

y2

Figura 3.4: Representação da evolução das variedadesMu em N = 2 (J = 1) para quatro valores
crescentes de u em campoh = 0.1. As variedadesMu são dadas pelas curvas sólidas. O círculo representa
o vínculo esféricoM , e as hipérboles representam os conjuntos de nível deν [31].

A representação da evolução das variedadesMu para diferentes valores deu em

N = 2 está na figura (3.4),J = 1, parah suficientemente pequeno (h = 0.1). Para

u < u1, as variedadesMu são vazias. No quadrante superior esquerdo,u = u1, e a

variedadeMu1 se constitui de um ponto apenas, caracterizando a quebra de simetria in-

troduzida pelo campoh. À medida em queu cresce, ainda abaixo deu2, as variedadesMu

são equivalentes a um disco(N−1)-dimensional. O segundo ponto crítico surge no nível

crítico u2 (quadrante superior direito), no qual as variedadesMu sofrem uma transição

topológica, tornando-se equivalentes a dois discos desconexos, sendo apenas um dinami-

camente acessível no limite termodinâmico. O nível máximo corresponde ao “encontro”

dos dois discos inicialmente desconexos, quando a hiperesferaM se completa, e ocorre

emu3 → h2/2J no limite termodinâmico.

Esta última transição topológica é equivalente à transiçãotopológica associada

à transição de fase no casoh = 0. Entretanto, da termodinâmica do modelo na pre-

87



sença de um campo externoh, sabe-se que a energia potencial média por partículav

atinge seu valor máximo,v = 0, em temperatura infinita. Assim, a transição topoló-

gica correspondente ao fechamento da esferaSN−1 nunca ocorre no sistema físico. O

nível máximo termodinamicamente acessível ao sistema é dado por u = J/2N = 1/4

na figura (quadrante inferior direito). Assim, no intervalo de potenciais acessíveis

ao sistema físico, ocorrem apenas as transições topológicas correspondentes aos mí-

nimos isolados, que também ocorrem no casoh = 0 abaixo da transição de fase. O

fato do sistema físico não atingir a transição topológica emu3 está de acordo com a

exigência do teorema em [26, 27]; de fato, não ocorrendo a transição topológica, não

ocorre a transição de fase. Entretanto, para concluir-se que a transição topológica

é inacessível ao sistema físico, foi necessário o conhecimento da termodinâmica do

sistema. Caso apenas a topologia estivesse sendo analisada, da comparação entre

os casos com e sem campo, concluir-se-ia a ocorrência de uma transição de fase em

campo finito.

Os números de Betti (ver Apêndice) da família{Mu}, no caso|h|<J , são: a partir

deu = u1, {b0 = 1, bk>0 = 0}, enquantou < u2; emu = u2, {b0 = 2, bk>0 = 0};

em u = u3, fisicamente inacessível ao sistema,{b0 = 1, bN−1 = 1, bk = 0, ∀k 6=

0, (N−1)}. Neste caso, ainda, examinando as mudanças nos números de Betti, vê-se que

a transição que ocorre no valor intermediário de energia potencial,u2, não é significan-

temente menor que a transição que conduz à transição de fase no caso sem campo. No

casoh > J > 0, a esfera se completa emu = u2 = −J
2

+ J
2N

+ h, que é maior que a

energia potencial média por partícula máxima atingida pelosistema. O número de Betti

bN−1 neste caso muda diretamente debN−1 = 0 parabN−1 = 1.

Da mesma forma que no casoh = 0, examina-se o comportamento da característica

de Euler dasMu como função deu. Parau < u1, χ(Mu) = 0.

Mais uma vez, nos pontos críticos{y1 = ±
√
N, yi>1 = 0}, a direção normal à

variedadeM coincide com o eixoy1, e elimina-se a dependência deV emy1 através da

mesma substituição:y1 = ±
√

N −
∑

k 6=1 y
2
k. Os elementosHij , i, j 6= 1 do Hessiano de
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V são dados por:

Hij =
∂2

∂yi∂yj



−J(N − 1)

2N

(

N −
N
∑

k=2

y2
k

)

∓ h
√
N

√

√

√

√N −
N
∑

k=2

y2
k +

J

2N

N
∑

k=2

y2
k





=



J ± h
√

1 − 1/N
∑

k 6=1 y
2
k



 δij ±
h yiyj

N
(

1 − 1/N
∑

k 6=1 y
2
k

)3/2
, (3.53)

onde o sinal+ corresponde ay1 =
√
N e o sinal−, a y1 = −

√
N . Os autovalores do

Hessiano são:

J ±h± h

N

∑

k 6=1

y2
k, multiplicidade1

J ±h, multiplicidade(N − 2). (3.54)

Agora, nos pontos críticos
∑N

k=2 y
2
k = 0. No caso do primeiro ponto crítico (h > 0),

ocorrendo emu1, os (N−1) autovalores do Hessiano sãoJ + h > 0 e, portanto, este

ponto crítico corresponde ao mínimo absoluto deV sobreM , com índice0 portanto. Já

os autovalores do segundo ponto crítico, ocorrendo emu2, são todos dados porJ − h,

e serão positivos para0 < h < J , isto é, se a hiperesfera críticaSN−2 emu3 for uma

solução real, e serão negativos casoh > J . Assim, parah < J , o segundo ponto crítico,

será um mínimo local, com índice0, e parah > J , será um máximo.

No casoh < J , tem-seχ(Mu) = 1 parau1 ≤ u < u2, e χ(Mu) = 2 para

u2 ≤ u < u3. Neste caso, as variedadesMu se tornam difeomórficas à hiperesferaM em

u3, e, assim, parau ≥ u3, χ(Mu) = 0 paraN ímpar, eχ(Mu) = 2 paraN par. Conclui-se

da mesma forma que antes, a ocorrência de transições topológicas nas variedadesMu em

u3 que, no entanto, não ocorrem na realização física do modelo.

No casoh > J , tem-seχ(Mu) = 1 parau1 ≤ u < u2, e, parau ≥ u2, χ(Mu) igual

a0 ou2 dependendo seN é par ou ímpar, respectivamente.
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3.3 Modelo Esférico a dimensão finita

O trabalho sobre o modelo esférico em dimensão finita encontra-se em andamento.

Abaixo, seguindo-se à apresentação da termodinâmica do modelo, se apresentam resulta-

dos parciais, e perspectivas de possíveis desenvolvimentos futuros.

3.3.1 Termodinâmica

A termodinâmica do modelo a dimensão finita foi apresentada originalmente em

[32].

Desta vez, define-se:

fd(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

j=2

ln(z − λj/2), (3.55)

onded rotula a dimensão da rede e se separou o termo comλ1, que apresenta a singulari-

dade. Novamentegd(z) = 2Kz − 1
2
f(z). Assim:

QN(β) =
A−1
N πN/2

2π i
2K e−

1
2
N ln 2K

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz

(

z − 1

2
λj

)−1/2

eNgd(z). (3.56)

Resolvendo a integral pelo método do ponto de sela, resulta:

QN(β) ≃ 2KπN/2 e−
1
2
N ln 2K+Ngd(zs)

AN
(

zs − 1
2
λ1

)1/2 [
2πN (∂2gd/∂z2)zs

]1/2
, (3.57)

onde, como no caso anterior,zs é definido por:(∂gd/∂z)zs
= 0, (∂2gd/∂z

2)zs
> 0.

Se a solução do ponto de sela existir, a energia livre de Helmholtz por patícula será

novamente dada por:

βψd =
1

2
+

1

2
ln 4K − 2Kzs +

1

2
fd(zs). (3.58)

As propriedades da matriz de interaçãoM, que entram no problema através dos seus

autovalores, dependerão da geometria da rede. Assim, os casos das redes unidimensional,
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bidimensional (quadrada) e tridimensional (cúbica) serãoapresentados separadamente.

As condições de contorno utilizadas são as helicoidais, quesão equivalentes a condições

de contorno periódicas (convencionais) no limite termodinâmico. Nestes casos, as com-

ponentes dos autovetoresVk são dadas por:

Vks = N−1/2

[

cos
2π

N
(k − 1)(s− 1) + sin

2π

N
(k − 1)(s− 1)

]

, (3.59)

e os estadosy = (y1, . . . , yN) do sistema na base{Vk} são dados pory = VTǫ, comV

uma transformação ortogonal (Jacobiano igual a1), e tem-se, novamente:

ǫTMǫ =

N
∑

p=1

λpy
2
p,

N
∑

p=1

ǫ2p =

N
∑

p=1

y2
p. (3.60)

Rede unidimensional

Neste caso, os autovalores da matrizM são dados por:

λp = 2 cos
2π(p− 1)

N
, p = 1, . . . , N. (3.61)

Definindo∆ω1 ≡ 2π/N e ω1 ≡ (p−1)∆ω1 , tem-se N−1
∑N

p=2 ln(z−λp/2) =

1/2π
∑2π−∆ω1

ω1=∆ω1
ln(z − cosω1) ∆ω1 que, no limite termodinâmico se torna:

f1(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

p=2

ln[z − λp/2] =
1

2π

∫ 2π

0

dω1 ln[z − cosω1]

f1(z) = ln
1

2
[zs + (z2

s − 1)1/2]. (3.62)

A equação para o ponto de selazs é:

4K =
1

2π

∫ 2π

0

dω1 [zs − cosω1]
−1 = (z2

s − 1)−1/2 =⇒ zs = [1 + (4K)−2]1/2. (3.63)

Desta equação,zs decresce quandoK aumenta ouT diminui, ezs → 1 no limiteT →

0. De (3.62), a singularidade def1(zs) ocorre emzs = 1, que nunca é alcançado em

temperatura finita. A energia livre (3.58) é portanto uma função regular da temperatura
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para0 < T <∞, e não há transição de fase no caso unidimensional.

Rede bidimensional quadrada

Os autovalores da matriz de interaçãoM para a rede quadradaN = n1n2, com

condições periódicas helicoidais, são:

λp = 2 cos
2π(p− 1)

N
+ 2 cos

2π n1(p− 1)

N
, p = 1, . . . , N. (3.64)

Fazendo(p− 1) = p2 + p1n2, comp1 = 0, 1, . . . , n1 − 1 e p2 = 0, 1, . . . , n2 − 1, resulta:

λp
2

= cos

(

2π

n1n2

p2 +
2π

n1

p1

)

+ cos

(

2π

n2

p2

)

, (3.65)

que no limite termodinâmico será equivalente aos autovalores

λi,j
2

= cos

(

2π

n1

(i− 1)

)

+ cos

(

2π

n2

(j − 1)

)

,

i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2 (3.66)

em condições de contorno periódicas (ver por exemplo [34]).

Partindo da expressão (3.65), tem-se:

N−1
N
∑

p=2

ln(z−λp/2) = N−1
n2−1
∑

p2=1
(p1≡0)

ln(z−λp2+1/2)+N−1
n1−1
∑

p1=1

n2−1
∑

p2=0

ln(z−λp2+p1n2+1/2).

(3.67)

Define-se então∆ω2 ≡ 2π/n2 , ω2 ≡ p2∆ω2 ∈ [0, 2π] , e ∆ω1 ≡ 2π/n1 e

ω1 ≡ p1∆ω1 ∈ [0, 2π] e no limite termodinâmico obtém-se, para a funçãof2(z):

f2(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

p=2

ln[z−λp/2] =
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dω1dω2 ln[z− (cosω1 +cosω2)].

(3.68)

A equação para o ponto de selazs é:

4K =
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dω1dω2 [zs − cosω1 − cosω2]
−1 = (2/πzs)K(2/zs), (3.69)
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ondeK(u) é a integral elíptica completa:

K =

∫ 1

0

dt[(1 − t2)(1 − u2t2)]−1/2. (3.70)

QuandoK aumenta ouT diminui, zs decresce. Expandindo-se convenientemente a fun-

çãoK(2/zs) em torno dezs = λ1/2 = 2, ponto em quef2(z) é singular, obtém-se que

K(2/zs) → ∞ quandozs → 2, o que significa quezs nunca alcançará a singularidade de

f2(z) para temperaturas finitas, e, de (3.58), a energia livre seráuma função regular em

todo o intervalo de temperaturas0 < T <∞. Novamente não ocorre transição de fase.

Rede tridimensional cúbica

Os autovalores da matriz de interaçãoM para a rede cúbica comN = n1n2n3, com

condições periódicas helicoidais, são:

λp = 2 cos
2π/(p− 1)

N
+ 2 cos

2π n1(p− 1)

N
+ 2 cos

2πn1n2(p− 1)

N

p = 1, . . . , N. (3.71)

Fazendo(p− 1) = tn2n3 + un3 + q, comt = 0, 1, . . . , n1 − 1 , u = 0, 1, . . . , n2 − 1, e

q = 0, 1, . . . , n3 − 1 resulta:

λp
2

= cos

(

2πt

n1
+

2πu

n1n2

)

+ cos

(

2πt+
2πu

n2

)

+ cos

(

2πq

n3

)

, (3.72)

que no limite termodinâmico será equivalente aos autovalores

λi,j,k
2

= cos

(

2π

n1
(i− 1)

)

+ cos

(

2π

n2
(j − 1)

)

+ cos

(

2π

n3
(k − 1)

)

i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2, k = 1, . . . , n3, (3.73)

em condições de contorno periódicas.

Partindo-se da expressão (3.72) para os autovalores, definem-se∆ω3 ≡ 2π/n3 ,

ω3 ≡ q∆ω3 ∈ [0, 2π] , e ∆ω2 ≡ 2π/n2 , ω2 ≡ u∆ω2 ∈ [0, 2π] , e ∆ω1 ≡ 2π/n1 e
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ω1 ≡ t∆ω1 ∈ [0, 2π] no limite termodinâmico obtém-se, para a funçãof3(z):

f3(z) = lim
N→∞

N−1
N
∑

p=2

ln[z − λp/2] =

=
1

(2π)3

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dω1dω2dω3 ln[z − (cosω1 + cosω2 + cosω3)].

(3.74)

A equação para o ponto de selazs é:

4K =
1

(2π)3

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dω1dω2dω3 [zs − cosω1 − cosω2 − cosω3]
−1. (3.75)

À medida em queT decresce,zs decresce e se paroxima do valorzs = λ1/2 = 3, que é

onde ocorre a singularidade def3(z). No casod = 3, em contraste com os anteriores, a

integral em (3.75) converge emzs = 3, donde:

4Kc =
1

(2π)3

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dω1dω2dω3 [3 − cosω1 − cosω2 − cosω3]
−1 = 0.50546.

(3.76)

Portanto, certamente existirá um ponto de sela no intervaloTc ≤ T < ∞, ondeTc =

3.9568J (kB = 1) é a temperatura crítica, finita, da transição de fase. ParaT > Tc,

tem-se:

βψ3 =
1

2
+

1

2
ln(4K) − 2Kzs +

1

2
f3(zs), (3.77)

comzs dado por (3.75).

Dado quef3(z) é analítica no plano complexo com o corte sobre o eixo real de

z = 3 az = −∞, expande-sef3(z) em torno dez = 3 (ponto de sela emTc), que resulta:

f3(z) = f3(3) + 4Kc(z − 3) − (
√

2/3π)(z − 3)3/2 + O([z − 3]2)

g3(z) = g3(3) + 2(K −Kc)(z − 3) + (
√

2/3π)(z − 3)3/2 + O([z − 3]2). (3.78)

Assim, vê-se que todas as contribuições ag3(z) paraK > Kc são positivas, donde em

T < Tc o ponto de sela existe e é dado por(zs)c. Na regiãoT < Tc, a energia livre é dada
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por:

βψ3 =
1

2
+

1

2
ln(4K) − 6K +

1

2
f3(3). (3.79)

3.3.2 Topologia

Na rede em dimensão finita, a topologia das variedades{Mu} já não é mais tão

simples quanto o é em campo médio, assim, seguindo a linha de trabalhos anteriores [21,

25], parte-se da investigação do comportamento da característica de Euler no intuito de

analisar a evolução topológica das variedadesMu. Este trabalho ainda está em andamento.

Apresentam-se os resultados obtidos até o momento.

Rede unidimensional

Relembrando os autovalores da matriz de interaçãoM na cadeia unidimensional

com condições de contorno periódicas:

λp = 2 cos
2π(p− 1)

N
. (3.80)

A energia potencial por partícula na base dos autovetores damatriz de interação,

{Vk}, é dada por:

ν(y) = −2J

N

N
∑

p=1

2 cos
2π(p− 1)

N
y2
p. (3.81)

Examinando (3.80), vê-se que todos os autovalores são duas vezes degenerados,

excetoλ1 eλN/2 (considerandoN par), que não são degenerados:

λp = λN−p, ∀p 6= 1, N/2. (3.82)

A fim de se impor o vínculo esférico sobre os pontos críticos deν(y), através de um

multiplicador de Lagrange, introduz-se a funçãoF :

F (y;µ) = V (y) + µ

(

N
∑

q=1

y2
q −N

)

, V (y) = Nν(y). (3.83)
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Os pontos críticos deF são dados por:

∂F

∂yr
= 2

(

2 cos
2π(r − 1)

N
+ µ

)

yr = 0, r = 1, . . . , N. (3.84)

As possíveis soluções para cada uma das equações são:























µ = −λr = −2 cos 2π
N

(r − 1)

ou

yr = 0

(3.85)

Quando, para um dadop (tal que1 < p < N/2), µ = −λp, obtém-seyr =

0, ∀r /∈ {p, (N − p)} nas soluções dos pontos críticos correspondentes. Do vínculo

esférico
∑N

q=1 yq
2 = N , tem-se que os correspondentes níveis críticos e soluções de pon-

tos críticos serão:

µ = −λp

ycrit = {yp2 + yN−p
2 = N, yr = 0, ∀r /∈ {p,N − p}}

u = −2J

N

N
∑

q=1

2 cos
2π(q − 1)

N
y2
q

∣

∣

∣

∣

∣

ycrit

= −2J cos
2π(p− 1)

N
. (3.86)

As soluçõesycrit nestes casos representam variedades críticas, esferasS1 (círculos).

Paraµ = −λ1, as soluções de (3.84) são dois pontos críticos isolados:ycrit =

{y1 = ±
√
N, yr = 0, ∀r 6= 1}, correspondendo ao nível crítico mínimou = −2J .

Analogamente, paraµ = −λN/2, as soluções serão dois pontos críticos isolados:ycrit =

{yN/2 = ±
√
N, yr = 0, ∀r 6=N/2}, correspondendo ao nível crítico máximou = 2J .

Ocorrerão(N/2 + 1) valores diferentes deµ (N par), cada um correspondendo a

um valor crítico,u, diferente deν(y). O cálculo do índice das variedades críticas exige o

cálculo do espectro do Hessiano deν(y) no subespaço normal às variedades críticas.

No caso das soluções às equações (3.84) representarem pontos críticos degenerados,

isto é,variedadescríticas, em um dado nível crítico, a contribuição destas variedades à

série de MorseMt(ν) (Apêndice) é calculada através de uma extensão à teoria sobre
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funções de Morse (que são funções com pontos críticos isolados). Sobre estas variedades

críticas, no presente caso dadas porC = {yp2 + yN−p
2 = N, yr = 0, ∀r 6= p,N − p},

os autovalores do Hessiano serão nulos. A contribuição destas aMt(ν) será portanto

(t)γCPt(C), (3.87)

ondeγC é o índice da variedade crítica, isto é, o número de autovalores negativos do Hes-

siano no subespaço normal aC, ePt(C) é a série de Poincaré deC (ver Apêndice). Dado

queC é uma esferaS1, com números de Betti dados por{b0 = 1, b1 = 1}, ocorre que

Pt(C) = 1+ t. A característica de Eulerχ(Mu) = M−1(ν), e, assim, sendoP−1(C) = 0,

a contribuição de qualquer variedade crítica aχ será nula.

Apenas os níveis críticos mínimo e máximo deν(y) poderão contribuir aχ(Mu)

(N par). Os pontos críticos nestes níveis são dados por:{yp = ±
√
N, yr = 0, ∀r 6= p},

ondep = 1 no nível mínimo ep = N/2 no nível máximo.

Da mesma forma que no caso campo médio, considerandoM uma imersão noRN ,

nestes pontos críticos, a coordenadayp pertencerá ao subespaço normal aM - p = 1 no

nível mínimo,p = N/2 no nível máximo. Elimina-se assim a dependência deV (y) em

yp, através do vínculo esféricoyp = ±
√

N −∑r 6=p y
2
r :

V (y) = −J
N
∑

r=1

λr y
2
r = −J

∑

r 6=p
λr y

2
r − Jλp

(

N −
∑

r 6=p
y2
r

)

= −JλpN + J
∑

r 6=p
(λp − λr) y

2
r . (3.88)

Calculam-se os elementosHrs = ∂2V/∂yr∂ys do Hessiano(N − 1)-dimensional, com

r, s 6= p:

Hrs = 2J(λp − λr)δrs. (3.89)

Substituindo em (3.88) as coordenadas dos pontos críticos,obtém-seu = −JλpN , onde

p=̇1, N/2, para os respectivos valores críticos, mínimo e máximo, deV (y). A contribui-

ção de cada ponto crítico isolado,P , à característica de Euler é:(−1)γP .
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Agora, parap = 1, λp = λ1 = λmax. Assim, os pontos{y1 = ±
√
N, yq =

0, ∀q 6= 1} terão índice zero e serão os mínimos deV (y) (ou, equivalentemente,ν(y)),

como se esperava. Abaixo do nível mínimo deν(y), u < −2J , as variedadesMu serão

vazias, eχ(Mu) = 0. Os mínimos contribuirão emu = −2J aχ(Mu), quando emergem

as variedadesMu: χ(Mu) = 2.

Parap = N/2, λp = λN/2 = λmin. Os pontos críticos{yN/2 = ±
√
N, yr =

0, ∀r 6= N/2} terão índice(N − 1) e serão os máximos deV . Contribuirão no nível

u = 2J , em−2 à característica de Euler (já que(N − 1) é ímpar) e, parau ≥ 2J , resulta:

χ(Mu) = 0.

No caso deN ímpar, no nível crítico máximo ocorre uma variedade críticaS1, que

não contribui aχ. Entretanto, este fato reflete o mesmo aspecto comentado no caso do

campo médio sobre a eventual insuficiência da descrição topológica através de um único

invariante.

O comportamento deχ como função deu neste modelo, que não sofre transição de

fase, não se mostrou qualitativamente distinto do encontrado para o modelo de campo mé-

dio, em que ocorre transição de fase. Isto indica que a universalidade no comportamento

deste invariante frente à presença ou ausência de transições de fase, sugerida por outros

trabalhos [21, 23, 25], não se verifica no modelo esférico, e queχ pode não ser, algumas

vezes, um invariante topológico adequado na descrição topológica. Faz-se necessária uma

investigação mais profunda da topologia deste modelo (através de outros invariantes topo-

lógicos) e dos modelos emd = 2 ed = 3, de modo a completar a verificação da Hipótese

Topológica nos mesmos.

Rede bidimensional quadrada

Em dimensão maior que1, surge um problema maior: a degenerescência dos au-

tovalores tende ao infinito de maneira não trivial no limite termodinâmico. A análise no

limite N → ∞ não se constitui em uma extensão analítica da análise aN finito.

Ilustra-se aqui, comd = 2, o que acontece.

Faz-sen1 = n2 = L. Os autovalores em condições de contorno periódicas são
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dados por:

λp,q = 2 cos
2π(p− 1)

L
+ 2 cos

2π(q − 1)

L
, p, q = 1, . . . , L. (3.90)

EmN finito, estes autovalores podem ter degenerescência2, 4 ou8, devido às proprieda-

des de simetria dos cossenos e de sua soma sobre os valores discretos dos índicesp e q.

Entretanto, no limite termodinâmico,2π
L

(p− 1) → ω1, e 2π
L

(q− 1) → ω2, sendo as variá-

veisω1 eω2 contínuas. O conjunto dos autovaloresλ(ω1, ω2) se torna denso no intervalo

[λmin, λmax], sua distribuição em função deω1 e ω2 se torna contínua, assim como sua

degenerescência.

Definindo novamente a funçãoF = V +µ(
∑

k y
2
k−N), as equações de seus pontos

críticos serão:
∂F

∂yr,s
= 2 (λr,s + µ) yr,s = 0, r, s = 1, . . . , L. (3.91)

Novamente, uma dada solução de ponto crítico teráµ = −λr,s e todos osyp,q com auto-

valoresλp,q 6= λr,s serão nulos neste ponto crítico, enquanto, do vínculo esférico, tem-se

que a soma dos quadrados dosym,n correspondentes a autovalores iguais aλr,s será igual

aN . O correspondente valor crítico da energia potencial por partícula seráu = −Jλr,s, e

a variedade crítica será uma hiperesfera, cuja dimensão, nolimite termodinâmico, não se

conhece. Esta dimensão é dada pela degenerescência do autovalorλr,s.

O gráfico da figura (3.5) mostra a superfície definida porλ(ω1, ω2). Os cortes trans-

versais da superfície são curvas deλ constante. Em cada ponto(ω1, ω2) da superfície,

deve haver uma direção normal a estas curvas∇λ.

Para o cálculo da característica de Euler em função deu, devem-se conhecer os

níveis críticos de potencial, as dimensões das variedades críticas e o índice das variedades

críticas. Da forma das soluções críticas, calculam-se imediatamente os níveis críticos da

energia potencial: paraµ = −λr,s, u = −Jλr,sN , como no caso unidimensional.

Agora, uma proposta tentativa para a “dimensão” de uma variedade crítica, corres-

pondente a um nível críticou = −Jλr,s, seria a integral da densidade linear deλ sobre

a curvaλ = λr,s:
∮

λ=λr,s
σ(ω1, ω2) ds, ondeσ(ω1, ω2) é a função densidade de autova-
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lores, eds = ds(ω1, ω2) é o elemento de arco sobre a curva. Ora, sabe-se que cada par

de índices(p, q) corresponde a um e apenas um autovalorλp,q. Ademais, da definição de

ωi: ∆ωi = 2π
L

= cte. Assim, a distribuição deλ sobre a curvaλ = cte é uniforme, e a

degenerescência, proporcional ao comprimento do caminho de integração.

Transpor a dificuldade em determinar a degenerescência dos autovaloresλ no limite

termodinâmico é o que se torna de imediato necessário ao avanço do presente trabalho,

para, por fim, calcular a característica de Euler deste modelo.

Figura 3.5: Representação da superfície definida pela função dos autovalores no limite contínuo,
λ(ω1, ω2).
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Discussão e Conclusões

A proposta da Hipótese Topológica é de que transições de faseem sistemas físicos

clássicos, com Hamiltonianos da forma (2.1) estejam associadas a transições topológicas

nos respectivos espaços de configurações. Sugere também queestas transições topoló-

gicas seriam os mecanismos mesmo na origem das referidas transições de fase, de modo

que o formalismo da Topologia Diferencial seria suficiente na descrição destes fenômenos

termodinâmicos.

Resultados anteriores em outros modelos termodinâmicos corroboraram esta tese.

No trabalho no modeloφ4 [21], o comportamento da característica de Euler não se mostra

de nenhuma forma ambíguo: no casod = 2, em que há transição de fase, o invariante

apresenta uma singularidade no ponto da transição; já no caso d = 1, sem transição de

fase, o invariante possui um comportamento suave e regular,contrastante com o primeiro

caso. No modelok-trigonométrico, a singularidade do invariante nos pontosdas transi-

ções contínua (k = 2) e de primeira ordem (k = 3) é ainda mais forte, pois a quantidade

σ(v) = limN→∞ log |χ(v)|/N é singular. No casok = 1, sem transição de fase, a função

σ(v) é analítica. Ademais,σ(v) possui propriedades, como a concavidade, distintas nas

transições contínua e de primeira ordem. O exemplo mais significativo, porém, está nos

resultados do modelo XY. Neste modelo, a mesma quantidadelog |χ|/N é calculada e

apresenta uma singularidade no caso campo médio, em correspondência com a transição

contínua, e apresenta um comportamento regular no caso unidimensional, sem transição

de fase. Além disto, no modelo XY campo médio foi possível umadescrição mais “explí-

cita” das transições topológicas ocorrendo abaixo e sobre aenergia potencial crítica, em

função da mudança nos números de Betti em cada nível. Nesta descrição, se percebe que

a transição topológica associada à transição de fase envolve a mudança nos números de
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Betti deO(N) diferentes ordens.

Os resultados no modelo esférico campo médio, desenvolvidos e apresentados nesta

dissertação, estão de acordo com a necessidade de uma transição topológica associada à

transição de fase, porém, sugerem que a análise topológica não seja suficiente na “pre-

dição” da ocorrência ou não de uma transição de fase. De fato,a transição de fase se

mostra ligada à presença de uma transição topológica nas variedadesMu contidas no

espaço de configuraçõesM . Entretanto, a análise topológica se mostra ambígua no ob-

jetivo de detectar a transição de fase já que a mesma transição topológica presente em

Mu no modelo sem campo externo continua presente no modelo a campo finito. Ora, a

termodinâmica dos dois modelos é definitivamente distinta,já que na ausência de campo

externo o modelo sofre uma tansição de fase, que é destruída pela presença do campo no

segundo modelo. A conclusão de que a região de potenciais correspondente a essa tran-

sição topológica, no caso do campo finito, não é realizada no sistema físico, em acordo

com a ausência de transição de fase, exige a recorrência à informação termodinâmica so-

bre o modelo. A presença do campo externo não altera significativamente a topologia do

espaço de configurações, enquanto representa um comportamento termodinâmico com-

pletamente distinto. Estes resultados sugerem fortementeque o mecanismo topológico

descrito pela HT não seja o único na origem da transição de fase, ainda que as mudan-

ças na topologia do espaço de configurações estejam relacionadas a transições de fase

termodinâmicas.

Em um recente trabalho [35], a conclusão é bastante semelhante à obtida no caso

do modelo esférico campo médio. Considerando um modelo analiticamente solúvel com

duas variantes, no primeiro caso ocorrendo uma transição defase, no segundo, não,

mostrou-se, da análise da topologia das variedadesMv no espaço de configurações, que as

transições topológicas nos dois casos não diferem significantemente, concluindo-se assim,

a inexistência de um critério exclusivamente topológico - baseado na associação direta de

uma certa classe de transições topológicas a transições de fase - a fim de comprovar a

ocorrência ou não de transições de fase em sistemas termodinâmicos.

Uma alternativa possível à HT seria a consideração de um espaço ampliado para a

102



análise topológica, isto é, a análise da topologia das hipersuperfícies de energia constante

ΣE, às quais a dinâmica conservativa é restrita, no espaço de fases completo:{p, q}.

De fato, o argumento sobre o colapso do suporte efetivo da medida estatística, no limite

termodinâmico, sobre a variedade produtoΣuβ
×SNkβ

, apresentado no final do Capítulo 2,

pode vir a falhar justamente sobre o ponto da transição de fase, já que nas transições de

fase, as flutuações de quantidades termodinâmicas podem serdivergentes.

Outra alternativa possível seria considerar a topologia das hipersuperfícies de ener-

gia livre constante, que não contém apenas a informação da parte configuracional do

modelo, mas sim incorpora informação de toda a termodinâmica. Uma estratégia para

tal desenvolvimento poderia basear-se na formulação de equações para as magnetizações

locais, definindo-se assim uma energia livre do tipo TAP (Thouless-Anderson-Palmer)

[36]

A abordagem topológica a transições de fase traz muitas possibilidades quanto à

ampliação da abrangência das descrições destes fenômenos.Uma abordagem semelhante

à da HT pode ser útil no estudo de sistemas com efeitos térmicos fracos, como vidros

e sistemas com dinâmica congelada em geral, em particular nadescrição da transição

vitrosa. O mesmo pode ser dito para transições de fase em sistemas finitos. A própria HT

já foi confirmada em um modelo de denaturação de DNA [30].
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Apêndice: Resumo de Teoria de Morse

Descrições da Teoria de Morse podem ser encontradas em [37, 38, 39]. Este resumo

é essencialmente baseado em [37] e no Apêndice que se encontra em [5].

A idéia central da Topologia é estudar espaços que sejam continuamente “deformá-

veis” uns nos outros, a fim de classificá-los a partir de suas propriedades topológicas. O

conceito matemático de deformação contínua de um espaço em outro é o de homeomor-

fismo, que é um mapa:

α : T1 → T2, (3.92)

contínuo e com inversa contínua. Em especial, quando a aplicaçãoα entre duas varie-

dades diferenciáveis é diferenciável sobreT1 e α−1 é diferenciável sobreT2, esta é um

difeomorfismo. A relação difeomórfica é simétrica, reflexivae transitiva, e se constitui

portanto em uma relação de equivalência. Isto implica em que, se existe um difeomor-

fismo entre duas variedades diferenciáveis, estas são topologicamente equivalentes, e que

conjuntos de variedades (diferenciáveis) podem ser partidos em classes de equivalência

invariantes sob difeomorfismos.

O objetivo da teoria de Morse, por sua vez, é estudar a relaçãoentre pontos críticos

de funções reais, analíticas, definidas emM :

f : M → R, (3.93)

e a topologia das variedadesM . Consideram-se aqui variedades compactas e de dimensão

finita, porém os resultados podem ser extendidos para variedades não-compactas e de

dimensão infinita.
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Considera-se a variedadeM como uma decomposição, folheação ou estratificação

nos “conjuntos de nível”5 da funçãof , sendo um conjunto de nívela dado por:

f−1(a) = {x ∈M | f(x) = a}. (3.94)

SendoM compacta, toda funçãof sobre esta definida terá um mínimo,fmin e um máximo

fmax: pode-se assim “construir”M a partir def−1(fmin), adicionando os conjuntos de

nível f−1(a) (fmin ≤ a ≤ fmax), variando-se continuamentea atéf−1(fmax). Para um

valor intermediário dea, esta “construção” define os setores, conjuntos, deM abaixo de

a6:

Ma = f−1(−∞, a] = {x ∈M | f(x) ≤ a}. (3.95)

À medida em quea cresce defmin atéfmax, as variedadesMa cobrem gradualmente toda

a variedadeM .

Considera-se no momento a funçãof uma função de Morse. Isto significa que

os pontos críticos da funçãof , definida sobre a variedaden-dimensionalM : xc ∈

M, df(xc) = 0, são isolados (ou não degenerados). A matriz do Hessiano def em

xc, cujos elementos em coordenadas locais são dados por:

Hij =
∂2f

∂xi∂xj
, (3.96)

é ordemn, ou seja, não possui autovalores nulos. O valorf(xc) é chamado valor crítico

def , e o conjunto de nívelf−1(xc), nível crítico.

Na vizinhançaN(P ) de um ponto regular (não crítico), sempre existirá um sistema

de coordenadas locais deM em quef pode ser escrita como sua expansão de Taylor em

primeira ordem. Definindo a origem do sistema de coordenadasemP :

f(x) = f(0) +

n
∑

i=1

∂f

∂xi
xi + · · · ∀x ∈ N(P ). (3.97)

5Tradução literal do inglês “level sets”.
6As variedadesMa não são subvariedades deM .
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Este resultado diz que na vizinhança de um ponto regular os conjuntos de nível def

são localmente deformáveis em hiperplanos doRn. Analogamente, a partir do Lema

de Morse, sabe-se que na vizinhançaN(P ) de um ponto críticoP , sempre existirá um

sistema de coordenadas locais (denominado carta de Morse),tal quef é dada pela sua

expansão de Taylor em segunda ordem, que, após uma “rotação”conveniente do sistema

de coordenadas, pode ser colocada sob a forma diagonal:

f(y) = f(0) −
λ
∑

i=1

(yi)2 +

n
∑

i=λ+1

(yi)2 + · · · ∀y ∈ N(P ). (3.98)

Na vizinhança do ponto críticoP , os conjuntos de nível def equivalem aos conjuntos

de nível de funções quadráticas, isto é, equivalem a quádricas. O número de autovalores

negativos do Hessiano def emP , dado porλ, é chamado oíndicedo ponto críticoP .

Os principais resultados da teoria de Morse são as desigualdades de Morse (apre-

sentadas a seguir) e o seguinte teorema:

Teorema(Bott-Morse-Smale)A variedadeMa é difeomórfica aMb se não existirem

pontos críticos def no intervalo[a, b]. Alternativamente, se(a, b) contiver apenas um

ponto crítico de índiceλ, entãoMb ≃ Ma

⋃

eλ.

Assim, à medida em quea varia, a topologia deMa nãomuda até quea passe por

um valor crítico def , onde então a variedadeMa tem “agregada” a ela ou “retirada” da

mesma uma célula de ordemλ, eλ, ondeλ é o índice do ponto crítico:Mc ≃ Mb

⋃

eλ

(c é um valor def logo acima do ponto crítico, eb, um valor def logo abaixo do ponto

crítico).≃ significa uma relação difeomórfica7. Considera-se a variedadeM como sendo

decomposta ou estratificada em um conjunto de células

M =
⋃

λ

eλ, (3.99)

sendo o número de células, no que diz respeito a pontos críticos não degenerados, igual ao

número de pontos críticos e a dimensão das células dada pelo índice dos pontos críticos.

7Na verdade, a relação é a de equivalência homotópica, que é umpouco mais abrangente que o a de
equivalência difeomórfica.
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Aplicam-se agora as idéias acima ao exemplo do toroT2, imerso emR3, isto é,

visto como um pneu “pronto para rolar”, equilibrado sobre sua “borda”, sendo definida

sobre o mesmo a funçãof , dada pela altura de um ponto deM em relação ao nível de

seu ponto de apoio. Esta função possui quatro pontos críticos não degenerados, marcados

na figura (3.6) porc0, c1, c2 e c3, e cada um definindo um nível crítico diferente def ,

respectivamentea0, a1, a2 e a3. A figura (3.7) ilustra a decomposição do toro em suas

células primitivaseλ, que são agregadas nos respectivos níveis críticos: paraa < 0, a

variedadeMa é vazia. Ema = a0 = 0, cruza-se o primeiro, mínimo valor crítico de

f , correspondendo ao ponto críticoc0, de índice zero, em que emerge a variedadeMa

pelo “agregamento” de uma célulae0: Ma, coma0 < a < a1, é difeomórfica a um disco

(em particular,a = a0 Ma é um ponto, que é homotopicamente equivalente, mas não

difeomórfico, a um disco). Ema1 ocorre o segundo ponto crítico,c1, de índice1, e neste

nível crítico se agrega portanto uma célulae1 (“faixa”) ao disco que constituía asMa<a1 ,

resultando assim as variedadesMa>a1 , que se assemelham a uma “cesta”, equivalente por

sua vez a um “tubo” em “U”. No terceiro nível críticoa2, em que ocorre o ponto crítico

c2, de índice1, se agrega às variedadesMa≃a2 uma nova célulae1, e as variedadesMa>a2

passam a ser equivalentes a um toro sem seu pólo superior. Finalmente ema3, ocorre o

último ponto crítico,c3, que tem índice2, em que se agrega à variedade uma célulae2 que

é o mesmo que uma célulae0, ou seja, um disco, que completa o toroT2.

A decomposição do toro bidimensional em suas células “primitivas”ek só foi possí-

vel devido à escolha muito especial para a funçãof (f é uma função de Morse “perfeita”).

Em geral, no entanto, esta decomposição será um tanto complexa, às vezes impossível.

Recorre-se então à caracterização das classes de equivalência de variedades/espaços topo-

lógicos através de um número suficiente de invariantes topológicos, de modo a especificar

univocamente cada classe. Invariantes topológicos são objetos ou propriedades matemáti-

cas invariantes sob difeomorfismos. Estes podem ser númerosinteiros (como a dimensão

das variedades ou os números de Betti), números reais (como acaracterística de Euler),

grupos (grupo de Homotopia, Homologia, Cohomologia). Assim a investigação da topo-

logia de variedades se dá de forma indireta. Um invariante topológico é constante sobre
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Figura 3.6:Toro bidimensional com os pontos e níveis críticos da funçãof indicados.[5]

Figura 3.7:Construção do toro bidimensional através de sua estratificação nos conjuntos de nível def .[5]

todas as variedades pertencentes a uma mesma classe, porém,nem sempre será diferente

para classes diferentes. Daí a requisição de um número suficiente de invariantes na carac-

terização de uma dada classe.

A fim de caracterizar a topologia (ou a classe de equivalência) de uma variedade

M através da funçãof , pode-se fazer uso da teoria de Morse, mais precisamente, das

desigualdades de Morse. Associa-se à funçãof a série de Morse definida por:

Mt(f) =
∑

todos P

tλP =
∑

i

µit
i, (3.100)

ondeP é um ponto crítico genérico def , de índiceλP eµi, chamado número de Morse,

é o número de pontos críticos def com índicei. A série sempre convergirá. A topologia
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deM entra através dePt(M), que é a sua correspondente série de Poincaré, dada por

Pt(M) =
n
∑

i=0

bit
i, (3.101)

ondebi é o número de Betti de ordemi deM , ou o número de célulasei emM .

Algumas das chamadas desigualdades de Morse são:

Mt(f) ≥ Pt(M),

µi ≥ bi, i = 0, . . . , n

±µ0 +

j<n
∑

i=1

(−1)iµi ≥ ±b0 +

j<n
∑

i=1

(−1)ibi. (3.102)

Pode-se mostrar, em particular, através destas desigualdades:

M−1(f) = P−1(M) =

n
∑

i=0

(−1)ibi = χ(M), (3.103)

ondeχ(M) é a característica de Euler-Poincaré da variedadeM , que é um invariante to-

pológico. Resulta queM−1(f) é uma quantidade completamente independente da função

f que se define sobreM .

Estes resultados em particular podem ser estendidos a funções contendo pontos

críticos degenerados, isto é, variedades críticasC. Sobre uma variedade críticaC (no

espaço tangente aC), os autovalores do Hessiano se anulam. Uma variedade crítica

C ⊂ M será não degenerada se o Hessiano não possuir autovalores nulos nas direções

normais aC. Considerando-se o fibrado normal aC,N(C), o índice da variedade crítica

C, definida uma métrica Riemanniana sobre esta, é definido através da decomposição

deN(C) em um subespaço com “direções” correspondentes a autovalores negativos do

Hessiano,N(C)− e um subespaço das “direções” correspondentes a autovalores positivos,

N(C)+: N(C) = N(C)− ⊕ N(C)−. Desta forma o índice da variedade críticaC, λC , é

dado pela ordem (“dimensão”) do fibradoN(C)−, sendo a contribuição deC à série de

MorseMt(f) será um polinômio:

tλCPt(C), (3.104)
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ondePt(C) é a série de Poincaré emC. QuandoC colapsa a um pontoP , esta contribui-

ção recai no monômiotλP , donde se generaliza:

Mt(f) =
∑

todos C

tλCPt(C), (3.105)

e continuam valendo as desigualdades de Morse acima.
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