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Resumo

Neste trabalho, investigamos diversas propriedades de solugoes limitadas
de equagoes de difusao nao linear com termos advectivos na forma conserva-
tiva, onde o mecanismo de difusao é dado pelo p - Laplaciano.

Dois problemas principais sao considerados: no primeiro, o termo advec-
tivo tem natureza dissipativa e como consequéncia as solugoes sao global-
mente definidas e decaem a zero (em vérias normas) ao t — o0o. As taxas
de decaimento obtidas neste caso, pela andlise apresentada (uma variagdo do
cldssico método LP — L7) sdo optimais.

No segundo problema, considera-se o caso em que o termo advectivo esti-
mula o crescimento da solu¢ao em certas regides (ou mesmo no espago todo),
de modo a competir com a tendéncia de decaimento devido ao termo difusivo.
O resultado desta interagao ¢ dificil de ser previsto fisicamente, e requer uma
analise matematica cuidadosa para a precisao dos resultados. Em particular,
que sob certas condigbes, a solugao existe globalmente (embora possa ocorrer
blow-up no infinito). A anédlise é centrada na obtengao de estimativas para a
norma do sup, que (como mostramos) é determinada por normas mais baixas.



Abstract

In this work, we investigate several important properties of bounded so-
lutions of nonlinear diffusion equation (where the diffusion mechanism is
modeled by the p-Laplacian operator) in conservative form with the pre-
sence of first-order advective terms. Two major problems are considered:
in the first, the advective term has a dissipative nature, which renders the
solutions globally defined and decaying to zero (in several norms) as t — oc.
The decay rates obtained in this case by our analysis (based on a variation of
the LP — L7 approach) are optimal. In our second problem, we examine the
case in which the advection term makes the solution grow in certain regions
(or even everywhere), so as to oppose itself to the decaying tendency due to
the diffusion term alone. The outcome of this interaction is hard to predict
on physical grounds and requires a very careful mathematical analysis to be
correctly assessed. In particular, we show that under certain important con-
ditions the solution remains globally defined (even though blow-up at infinity
may still happen). Our analysis is centered on deriving supnorm estimates
for the solution by looking at the behavior of suitable lower norms.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste trabalho vamos investigar algumas propriedades basicas, de solugoes
(classicas, limitadas) do problema de difusdo nao linear com termo advectivo

ug + div(f (z,t,u) = u(t)div(]Vu|p_2Vu) +nAu, xzeR" t>0 (1.1.1)
correspondentes a dados iniciais
u(-,0) =ug € LP°(R™)N L=(R"), (1.1.2)

comp > 2, 1< py <oo,n >0 constantes, € CO([O,OO[) ¢ uma fungao
positiva, e a fungao f € CO(R" x [0,00) x R) satisfazendo f,,, ..., fa,, fu €
C'(R™ x [0,00) x R) e alguma das condigoes abaixo:

Zu a:tu >0 VeeR"t>0eueR, (1.1.3)

ou
\f(z,t,u)| < B)|u|*™ Vo e Rt >0ecuck, (1.1.4)

para uma certa constante k > 0, onde B € CY([0, oo[) é nao negativa. O caso
(1.1.3), por exemplo, inclui em particular, a equagao

up + divf(u) = p)div(|VulP?Vu) + nAu z € R™, t > 0,
para f € C*(R) arbitréria.

Nosso objetivo é encontrar uma estimativa a priori para a norma do sup
das solugoes de (1.1.1), investigar blow-up e condigbes de existéncia global.
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Em ambos os casos, (1.1.3) e (1.1.4), as solugoes de (1.1.1) exibem (en-
quanto existirem) vérias propriedades conhecidas de problemas parabdlicos
em forma conservativa, como por exemplo, regularidade, decrescimento na
norma L', conservacao de massa, contracao e propriedades de comparacao.
Mas no caso (1.1.4), outras propriedades familiares deixam, em geral, de
serem validas (decrescimento em norma LY para ¢ > 1, decaimento a zero
em vdarias normas ao t — oo em caso de existéncia global, etc). De fato, o
problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4), pode tornar-se muito complicado quando a
condi¢ao (1.1.3) for violada, como indicaremos intuitivamente a seguir.

Considere, por exemplo, solugoes v(-,t) nao negativas do problema

vy + div(b(x)vF ) = div(|VoP2Vo) + nAv x € R" e t > 0,
(1.1.5)
v(+,0) € LY(R™) N L= (R"),

podemos reescrever a equacao na forma
v + (k4 1)b(2)v* Vo = div(|Vo[P~2Vv) + nAv + B(x)v*+! (1.1.6)

onde fB(x) := —divb(z). Supondo Q = {z € R" : (z) > 0} seja nado
vazio, vé-se de (1.1.6) que v(x,t) é estimulada a crescer nos pontos x € £,
particularmente onde ocorrer 5(z) > 1. Como (1.1.5) conserva massa, se
v(+, t) crescer consideravelmente em alguma parte de 2 entao o perfil de v(+, t)
tera de afinar-se, tornando-se assim, mais suscetivel aos efeitos dissipativos
do termo difusivo presente no lado direito de (1.1.5). O efeito final sobre a
solucao (explosdao ou nao em tempo finito, existéncia global, comportamento
ao t — oo e etc) resultante dessa competigao entre os termos do lado direito
de (1.1.6) ¢ dificil de ser previsto.

Para problemas (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4) acima, é natural pensar com base
na discussao anterior, que as solugdes u(+,t) possam existir globalmente (isto
é, estar definidas para todo t > 0) se k > 0 e uy € LP°(R") nao forem grandes
(em um sentido apropriado). Neste trabalho, resultados nesta dire¢ao serao
obtidos.

Esta tese estd organizada do seguinte modo: No capitulo 1, exibiremos
notacoes, definicoes, fungoes auxiliares e fungoes de corte que serao usadas
no decorrer deste trabalho, a fim de facilitar a leitura do texto.

No capitulo 2, mostraremos vérias propriedades bésicas das solugoes u(+, t)
L>=([0,T], L*°(R™)) N C°([0,T], LP(R™)) do problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4),
compy=1eT € (0,7,), onde [0,T) é o intervalo de existéncia maximal da
solucao. Em particular, é mostrado que se tem
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(-, )| 21 @ny < ol r@ny YVt €[0,T%). (1.1.7)

Esta propriedade é fundamental para garantir a existéncia global do problema
(1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4), no caso em que k > 0 satisfaz (1.1.11). Mostrando que
a teoria desenvolvida no capitulo principal deste trabalho (capitulo 5) nao é
infundada.

No capitulo 3, onde tratamos da solugao u(-,t) € L*([0,T%), L>=(R™))
do problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3), obtemos o decaimento da norma L? para
todo pg < g < o0, isto é,

luCs )| oy < fluolloqny ¥ 2 >0, (1.1.8)

garantindo a existéncia global da solucao (7. = 00), veja [13], [18]. Além
disso, u(-,t) € C°([0,T.), LP(R™)) e vale a estimativa

pop

(-, )l oo any < K (1, p, po) (8) 7555707 g | 75 270" (1.1.9)

onde a constante K (n,p,pg) > 0 é limitada, mas nao optimal.

A estimativa (1.1.9) pode ser obtida por varios métodos, como por exem-
plo, desigualdades de Sobolev logaritmicas, outras desigualdades de energia,
técnicas de Fourier splitting, ver [9],[17],[19] e [5] . Estas técnicas podem
ser aplicadas mais geralmente (com mais ou menos dificuldade) para outras
equacgoes também. No nosso caso, usamos estimativas de energia, a desigual-
dade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (ver [15]), e um simples processo de
bootstrap.

Com o intuito de obter um controle da norma L, no capitulo 4, é tomado
um caminho distinto do que foi feito anteriormente, pois para o problema
(1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4) nao é garantida a propriedade (1.1.8) para g > 1e ¢ >
po- Sendo assim, usando um novo método LP — L%, é obtido uma estimativa
fundamental:

Teorema 1.1.1 (Teorema Principal). Sejam k > 0, po > 1 e u(-,t)

solugdo do problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4). Para cada § que satisfaz a condi¢ao
_ n(k—p+2)

q > p—1 7 q > Do, tem-se

|lu (-, )] oo mry <
n a(p—1)
K max {”u(., t0) || oo ny; By (to; £) T 020752 Uty £) To=D-nlr-779 }



para todo 0 < tg < t < T,, K dependendo apenas de g,n,p e k e com
B, (to;t) e Us(to;t) definidas por

B(r
B(to;t) := sup ) e Uglto;t) == sup [ul:, 7)[|Lawn). (1.1.10)
to<r<t H(T) to<r<t

Neste caso, uma solucao sera garantidamente global quando conseguir ser
mostrado que alguma (e entao todas) de suas normas altas L9, ¢ > %
nao puder explodir em tempo finito. Em particular, é mostrado que se

k<p—2+p%1 (1.1.11)
entao a solugao u(+,t) do problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4) acima é globalmente
definida qualquer que seja a condigao inicial ug € L'(R™) N L*>°(R"), tendo-se
ul-,#) € C°((0, 00), LH(R")) N Lz, ([0, 00), L¥(R™)). (Quando k > p—2-+ L=,
a existéncia global é garantida para wu, apropriadamente pequena.)

A respeito do comportamento de u(-,t) para t > 1, nao ¢é garantido que
haja decaimento (em geral), podendo existir solugoes estacionérias. Este
fato, por si s0, ja constitui um problema em aberto. Essa e outras questoes
sao postas para o problema (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.4): no caso de solugoes global-
mente definidas, que condigoes gerais sobre f e uy impedem explosao (blow-
up) no infinito, isto é, u(-,t) € L*>([0, 00), L>*(R™)), ou condigdes garantindo
decaimento assintético (tliglo lu(-,t)||Lo®ny = 0), convergéncia a estados es-
taciondrios (quando existirem),e caso existam solugdes estaciondrias, se estas
sao estaveis, entre outras.

Uma observacao importante acerca da funcao f é que esta poderia ser
escrita de uma forma mais geral, por exemplo

h(z,t,u) = f(x,t,u) + g(t,u).

Como ¢(t,u) ndao tem dependéncia espacial direta, ndo ird ocasionar maiores
problemas nos calculos que serao feitos, acabando por desaparecer. Sendo
assim, nos atemos ao termo f(z,t, u), que no capitulo 4 possui a propriedade
(1.1.4). Tal propriedade pode nos levar a ideia errada de que o importante é
a magnitude de f. Para corrigir essa falsa impressao, tomamos como exemplo
a fungao f(x,t,u) = b(x,t,u)|ul*u, com |b(x,t,u)] > 1, e definimos:

by + b
by := inf b(z,t,u), by:= sup b(x,t,u) e [B(t) = Lt 2,
z€R™ z€R™ 2




A principio, pela hipétese (1.1.4), |b(x,t,u)| < B(t), com B(t) > 1, mas
podemos decompor a funcao f do seguinte modo:

fl,t,u) = bz, t,u)|u|"u = (b(x, t,u) — B(L))|ufu + B(t)|ul*u.

Com isso vemos que, pela decomposicao acima, o termo de f importante a
ser analisado é

fla,tu) = (b(x,t,u) — B())|ul"u.

Isto nos faz perceber que o valor B(t) esta relacionado com a oscilagao de f
e nao com sua magnitude. O Exemplo 1.1.5 que apresentamos acima mostra
este fato.

1.2 Hipoteses e Notacoes

Por solug¢ao do problema regularizado (1.1.1)-(1.1.2) num determinado in-
tervalo de tempo [0,7], para 0 < T < T, < oo, consideramos a fungao
u(-,t) € L>([0,T], L>(R™)), que resolve a equagao (1.1.1) no sentido cléssico
para 0 <t < T < T, e satisfaz a condigao inicial (1.1.2) no sentido de L*°(R")
quando t — 0, ou seja, satisfaz

u(-,t) — uOHLPO(Rn) — 0 quando t— 0.

Como descrito na segao anterior, consideramos [0, 7%), com 0 < T, < oo,
o intervalo maximal de existéncia da solugao (a existéncia local de solucao su-
ave segue da teoria cldssica de equagdes parabdlicas, veja [13] e [18]). E para
cada 0 < T < T, asolugdo é limitada na faixa espago-tempo Sy := R" x [0, T
com ||u(+,t)|| e @ny < M(T), para todo t € [0, 7.

1.3 Funcoes de Corte

Como funcao de corte, dados R > 0 e 0 < ¢ < 1, utilizaremos (g, definida
por

—ey/14]z|? —eV1+R?
Cal@) ::{ e Hal® _emeVIFRE e x| < R (1.3.1)

0, se |z| > R.



Note que a fungao (g(x) se anula em |z| = R, mas suas derivadas parciais de
primeira e segunda nao. Quanto as derivadas parciais, para |z| < R, temos:

agR(x) — ¢ €_EW Li

Y

Via(r) = —eem VI Z—,
1+ |z?
e
82CR($) —ce ¢tV 14|z)? c (.Ti)2€_€ 14|z|? 52($i)26—s\/1+|m|2
2 + 2 )
(O;) 1+ |z (1+ ’35‘2)3 (1+ [z[%)
—ene Vil B || e o)
ACRCC) — tee® I R hod R +€2 ¢ 1+|z| —
1+ Jof? (14 o)’ (14 [2])
e, consequentemente, valem as seguintes estimativas:
IVCr(z)] < ceeVIHRP, o (1.3.2)
IACr(z)| < € (n+2) e eVt (1.3.3)

1.4 Funcoes Suavizadoras

Introduziremos algumas fungoes suavizadoras que serao utilizadas no decorrer
do texto. Consideramos uma fungao S € C*(R) tal que:

S'(v) >0, Vo

e para cada ¢ > 0, construimos a fungao regularizadora
v
Ss(v) = 5(%)
5(v) 5

e definimos a seguinte fungao aproximagao para |ul:

Ls(u) == /;S(%)dv. (1.4.1)



Observamos que, quando § — 0, temos que S(%) — sgn(u) e Ls(u) — |ul,

uniformemente em u. Além disso, dado u € R e § > 0 fixo, temos:

0 < Ly(u) < |ul; (1.4.2)
Lis(u) < ol |, e (1.4.3)
0< L(u) < % (1.4.4)

Outra importante propriedade de Ls(u) é
Ls(u).Li(u) — 0, quando 6 — 0. (1.4.5)
Definimos também a seguinte funcao auxiliar:

By () ::{ (L;éu’))q7 > Zig (1.4.6)

onde pg < ¢ < co. Para ¢ > 2, temos

O (u) = q(Ls(u))" " Ly(u); e (1.4.7)
5 (u) = glq — 1)(Ls(w)" " (Ly(w)” + q(Ls(w) " Li(w).  (148)
Seja H : R — R uma funcao de classe C!, tal que

H'(v) >0, VoveR,

[0, se |y <0,
H(v):= { 1, se |v|>1,

e, para cada 6 > 0, construimos a funcao regularizadora

Hs(v) = H(g)

e definimos
“ v
Gs(u ::/ H(-=)dv. 1.4.9
sw) = | H(3) (1.4.9)

Nao ¢ dificil de mostrar que quando § — 0 temos que H (%) — (u), unifor-

Jr
memente em u, onde (u), denota a parte positiva de u. Além disso, o com-
portamento de Gs(u) é semelhante ao comportamento de Ls(u), e, V u € R



e 0 > 0 fixo,

e, quando 0 — 0, é vélida a seguinte convergéncia:

ul.G"(w) 28 0.
5

1.5 Notacoes

Precisaremos mais adiante, para bem descrever os resultados principais desta
tese, de algumas grandezas que definiremos a seguir:

B
B, (to;t) == sup ﬂ, para to <t < T, (1.5.1)
to<r<t 1(T)
e se tg = 0, escrevemos B, (0;t) = B, ().
U,(to;t) :== sup ||u(-,7)|rny, paral<py < p < o0, (1.5.2)

to<t<t

esety =0, escrevemos U,(0;t) = U,(t). Quando T, = oo, definimos também:

B(r
B, (ty) :=su , ara tg > 0, 1.5.3
o) =2y P 19
U,(to) = sup |u(-,7)||Lrny, Pparatoy >0 e 1<py<p<oo. (1.5.4)
T>10
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Capitulo 2

Algumas Propriedades Basicas

2.1 O problema p-Laplaciano evolutivo

Nesta secao vamos considerar o problema de valor inicial

{ut+div(f(:€,t,u)) = p(t)div(|VulP~*Vu) + nAu (2.1.1)

u(-,0) = wuy € LP(R™) (M L>*(R")

ondep > 2,py > 1, u € C°([0, o0o]) positiva e a fungao f € C°(R"x [0, 00) xR)
satisfazendo fo,, ..., fa,, fu € CO(R™ x [0,00) X R), e

\f(z,t,u)] < B@t)|u/™" Vo e R"t>0,ucR, (2.1.2)
para uma certa constante k& > 0, onde B € C°([0,00)) é nao negativa.

Estamos considerando sempre, u(-,t) € L2 ([0,T,), L>(R™)), onde 0 < T}, <

loc
00, onde [0,7}) denota sempre o intervalo méximo de existéncia da solucao

u(+,t) considerada. Caso algumas desta hipdteses sejam retiradas, serd ob-
servado no decorrer do texto.

2.2 Decrescimento da norma L!

Nesta se¢ao vamos estudar o caso py = 1 para o problema (2.1.1).

Teorema 2.2.1. Seja u(-,t) solugdo do problema de valor inicial (2.1.1),
com py = 1. Sabendo que ||u(:,t)|pe@ny < M(T) para todo t € [0,T], e
constderando as sequintes hipoteses adicionais,

1. u(-,t) € C([0,T], L*(R™)),

11



2. Vu € L>®(R" x [ty,T)).

Entao
HU(',t)HLl(Rn) S HU(',O)HLI(Rn) V O < t S T,

onde 0 < T < T,.

Demonstragao. Multiplicamos a Equagao (2.1.1) por Lj(u)(r(x) e integra-
mos na regiao [to,t] x R™. Sabendo que (g(z) = 0 fora da bola de raio R, a

equacao fica

/t: /BR u, L (u)Cr(z)dedr = —/t: /BR div(f(z, 7, u))Ls(u)Cr(x)dzdr

-~

1 11

(2.2.1)

" / e / eVl V) L)l + / /B AuL(u)Cr(w)dwdr

7 s
g

~
117 v

Em I usamos o Teorema de Fubini, obtendo

[ /B R /t %L(;(u)CR(x)dea:

_/B La(U(-,t))CR(aﬁ)da:—/ Ls(u(-, t0))Cr(z)dx.

Br

Em [1,II] e IV usando o Teorema do Divergente, obtemos

IT = /t f(x,7,u) - VuCg(z) L (u)dxdr
to J B

+ /t flx, 7, u) - V{r(x)dxLi(u)dr.
to JBr

[ =— / () / VP L () () dadr

to Br

_ / () / VP2 L (u) V- V() dadr.

to Br
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Ve [ [ VLt =y [ [ 9(Lsw) - Voa)dedr
_ ! 271N o ! E
= [ [ 1t o [ ] L eat) - gasir
+77//B Ls(u) Alg(z)dzdr.
Juntando todos os termos de forma conveniente, obtemos
/ L5(u(93,t))CR($)d$~l—17// |Vul? L (u)Cr(z)dodr
Br to JBr
v [ [ wupzncatinir = [ Luute. o))
/ /BR Li(uw) f(z,7,u) - Vulg(x dxdT—l—/ /BR Ls(u) f(z, 7,u) - V{r(x)dxdT
p—271 _ =z
_/ e )/ IVulP 2L () Vi - Vp(z)dadr //BBRL6 W)VCr(z) - RdeT

+77// Ls(u) Alg(w)dxdr. (2.2.2)
Br

Sabendo que | f(z. £, u)| < B(O)ul"*", [V¢a] < e VT ¢ |ACe] < mee VT,
podemos majorar o lado direito da igualdade (2.2.2), obtendo

[, Latute 0)Calara / [ Lo
+ /tu() / VUl L)l < / RLa(u(m,to))gR(x)dx

+e / (o) / VP L) eV TP dadr + en / / W g4
OBR
+”€77// Ls(u)e= V1P dpdr, (2.2.3)
Br

Como / w(r )/ |VulPLS(u)r(x)dxdr > 0 para todo R > 0, podemos

to Br

13



descartar este termo, mantendo a desigualdade. Além disso, usando desi-
gualdade de Young no segundo termo do lado direito da desigualdade, com
parametro g, entao (2.2.3) fica,

t
/ L(;(u(m,t))CR(x)dx+n/ / |Vul? L (u)Cr(z)dvdr
Br to J Br
< /BR Lg(u(as,to))QR(x)das+Q/ [BR\VU\ng(u)(R(x)dxdT
i ! " / —€ II‘Q
+2n /t /BR (7)) w2 LY (u)Cr(x d:cdr+e/ /BR Y| L (u)| e~V dadr
—l—e/ u(r )/ Il L () [V TP dmd7+e77/ / WV 4547

OBr

+ nen / / Ls(u)e” VTl dgdr. (2.2.4)
Br

Notamos entdao que pelas propriedade da fungao Ls(u), Ls(u) < |u| <
ulloe < M(T), |Li(w)] < $|u| e também |Lj(u)| < 1. Assim, podemos
reescrever (2.2.4) da seguinte forma

/B L(;(u(x,t))CR(x)dijg/t/B |Vul? L} (u)(r(z)drdr
< /B Lé(u(x,to))gR(x)dH% / B(r)? / (2L () () dadr

to Br

¢ ¢
+€M(T)k/ B(T)/ |u|e_5\/1+|‘”|2da:d7'—|—e€/ u(T)/ V[P~ ule=V 1 drdr

to

+enM(T) 6VHR// de7‘+ne77// lule= VI dedr. (2.2.5)
BBR BR

Eliminando o termo — / / |Vul? L} (u)(r(z)drdr > 0, usando a hipétese

do teorema, Vu € L>(R"™ x t(], T)), e aplicando o Teorema da Convergéncia
Monétona, ao fazer R — oo, a desigualdade (2.2.5) fica

14



[ Latute.pe VI < [ Lauteto))e VIRl

M(T 2k t
(T) / B(r)? | |ulPLi(w)e” VP dydr
277 to Rn

t
+ eM(T)* / B(7) / ule” V1P drdr
to R™

5t
+€€/ w(r) [ |ulemV P dedr
5 to Rn
¢
+ne77/ / ule~ VI drdr (2.2.6)
to n

+

t
Ja que enM (T)e VI / / dSdr — 0 a0 R — oo.
to Y OBR

Agora fazemos € — 0, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, e nos
trés tltimos termos, o fato da solugao u(-,t) € L'(R™) em [0, T], obtemos

/n Ls(u(x,t))dx < /n Ls(u(z, to))dx (2.2.7)
M<T)2k
2n

t
+ / B2 [ uPL(u)dzdr.
to R»

Como |u|Lj(u) < C) uniformemente em 9, e L§(u) — 0 quando u # 0,
usamos que u(-,t) é integrével e aplicamos o Teorema da Convergencia Do-
minada. Ao fazer 6 — 0, a desigualdade (2.2.7) fica

lu(z, t)|dx < |u(zx, to)|d. (2.2.8)

R™ Rn

Usando a hipétese 1 do teorema, concluimos o decrescimento da norma L!,

[u@, D)1 rey < luol|r@n) (2.2.9)
O

Para ilustrar graficamente estas propriedades, com o auxilio do Matlab,
podemos observar o comportamento da solu¢do u(-,t) (suave), correspon-
dente ao problema
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{ u + (0@, )ul"*)e = (Jual’?us)s + Mes V(2,t) €R x [0,T)

u(-,0) = g ( |
2.2.10
onde
0, se x < —4,
0, se x> 4.

uliy

Figura 2.1: Representacdo da evolucao da solugdo u do Problema (2.2.10),
para b(z,t) = —sen(z),n = 0.01,p=2.5e k =0.5.

2.3 Contragao na norma L'

Para o proximo teorema, consideramos os problemas de valor inicial, dados
por

{ w + div(f(z, tu) = p(t)div(VulP2Vau) + nAu (2.3.1)

u(-,0) = wuy € L*(R")

16



Noma L1 da solug3o
385 T T T

8- b

37151

o
Y
T

w
g

Norme L1 douf 4)

w
]
T

385

35+

345 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.2: Representacao do decrescimento da norma L' da solucao u do
Problema (2.2.10), para b(x,t) = —sen(x),n = 0.01,p = 2.5 e k = 0.5.

{ v+ div(f(z,t,v) = p(t)div(|VolP=2Vo) + nAv (2.3.2)

v(-,0) = vy € L>®(R")

onde ug —vo € L'(R"), | f(2,t,u) = f(z,t,v)| < Fy(T)|u—vl, JJu(, )] <
M(T) e ||u(-,t)|lee < M(T) para todo t € [0,T].

Teorema 2.3.1. Sejam u(-,t),v(-,t) solugoes limitadas dos problemas de va-
lor inicial (2.3.1) e (2.3.2) respectivamente, ou seja, ||u(-,t)| peomny < M(T)
e [[v(-,t)||poe@ny < M(T). Além disso, Vu e Vv € L¥(R" x [ty,T]), 0 <
to < T ewu(-,t)—v(,t) € L'R™) com [Ju(-,t) — v(-,t)|[@ny < Mi(T),
V0<t<T, entao

u(-,t) = v )o@y < Jlul-,to) —v(- to)||lpr@ny, VO <to <t <T. (2.3.3)

Se u(-,t) —v(-,t) € C([0,T], L*(R™)), concluimos ainda que

HU(,t) — ’U(',t)HLl(Rn) S HUO — UO”LI(R")u V 0 S t S T. (234)
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Demonstracao. Definimos 6 := u — v. Subtraindo as Equagoes (2.3.1) e
(2.3.2), obtemos

0, + divf(z,t,0) = p(t)div(|VuP2Vu — |[Vu[P~2Vo) + nAb,  (2.3.5)

onde f(x, t,0) = f(x,t,u)— f(x,t,v). Agora multiplicamos a equagao (2.3.5)
por L5(0)(r(x) e integramos na regiao [to,t] x R™, como feito no teorema
anterior, obtemos

/ t / 0.L5(0)Cr(x)dzdr = — / t / div f(x, 7, 0) Ls(0)Cr(z)dzdr
to Y Br to Y Br

+/ ,u(T)/ div(|VulP2Vu — |Vol[P2V) L5(0)Cr(z)dxdr

to Br

t

+ T]/ AOLS(0)Cr(x)dxdr. (2.3.6)
to Y Br

Usando Teorema de Fubini no primeiro termo e o Teorema do Divergente

nos demais termos, obtemos

/B Ls(0(x, £))Ca(x)da

+/ ,U(T)/ LY(O)(|VulP2Vu — |Vo|P2Vv) - VOCR(z)dxdr

to Br
NS v
TV

a

+77/t/B Lg(e)’VGPCR(JJ)d:ch:/B Lo(6(x, o)) Cl(x)da
" / f(w,7,0) - VOLY(0)Cr(x)ddr

to Y Br
+/t0 /BR Ly(0)f(z, 7,0) - V(g(x)dadr

_/ p(r) / Ly(0)(|VulP~*Vu — [VolP~*Vv) - Vg(z)drdr

to Br
+77/to /};R L6(9)ACR(x)dxdT_n/to /63R Ls(0)V¢g(z) - }%deT. (2.3.7)

Pelo argumento de simetrizacao que pode ser visto abaixo, provamos que

o— / () / (IVulP~2Vu — [VolP~2V0) LU(0)VOCk(x)dzdr > 0 (2.3.8)

to Br
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Argumento de Simetrizacao:

Como
(|VulP~2Vu — |Vo|P*Vo, V0)
= (|Vu[P2Vu — |Vo|P 2V + |[Vo P2 Vu — |Vo|P~2Vu, V)
= [VouP=(V, V) + (|VulP~> — [Vu|[P~?)(Vu, VE)
= [V 2|V + ([VulP~ — [Vo]P72) (|Vu]? = (Vu, Vo)),

temos que

. / () / Vo2 VO LL(0)C ) ddr

to Br

t
+ / p(7) / (IVul[P=? — [VoP2) (|Vul* — (Vu, V) LY (0)(rdadr.
to Br
Por outro lado,
(|VulP~2Vu — |[Vo|P >V, V) =
(|VulP~2Vu — |[VolP 2V + |VulP >V — |Vu|’*Vo, Vi) =
[VulP~(V0,V0) + (|[VulP~2 — |[VolP=2)(Vv, V6) =
IVulP? VP + (|VulP~? = [VolP7?) (= [Vo]? + (Vu, Vo)),

logo também podemos escrever que

t
a:/ u(T)/ \VulP~2|VO|> LY (0)rdadr

to Br

+ / p(7) / (IVuP=2 — |Vo[P=2) (= |V + (Vau, Vo)) LY (0)(rdadr.

to Br

Fazendo ata

para as duas igualdades para a acima, obtemos

t p—2 p—2
a:/M(T)/ NVl £ VO G o1 0)cndadr

to Bgr 2
t 2 2

+ / () / (IVul? — |Vv|p2)MLg(9)CRdxdT >0,
to Br
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Desta forma, podemos retirar este termo, obtendo uma desigualdade e ainda
majorar o seu lado direito. Assim (2.3.7) fica

/B Ls(0(z,t))Cr(z)dx

en [ ] Lo < [ L0 0) s
+/t/B |f(x’779)||ve|Lg(9)CR($)dl’dT

+/t/3 [f (, 7, 0| L5(0) ]|V Cr(x) | dwdr

+/to 1(7) /BR || VulP~2Vu — |Vo|P~2Vol|Ls(0)||V Cr(x) |dadr

o /t: /B Ly(0)| Ao /t t /8 | LO)VG@ldsdr. (239

Lembrando que |V((z)| < ee”VIFHl |AC(z)] < neemsVIHeP | 11(0) <1
e no antepeniltimo termo usamos a propriedade L5(0) < 3]9] e a hipdtese

sobre o gradiente de u e v, garantindo ||Vu[P7>Vu — |Vo|P~2Vv| < C(ty, T).
A Desigualdade (2.3.9) fica,

. bt 0Natds +a [ LOIVOGulrdsin
b to Y/ Br
S/B L5(9($at0))CR(x)dx
+/t/B |f<x’7—>9>Hve|Lg(9)CR(x)dxdT
+6/tt/3 |F(e,7,0) eV dedr
*f%C@o’T) /tu(T)/ Ble~ VTP iy
to Br
+en / t / Ls(0)e= V1P qudr
to Y Br

t
+67]€6V1+R2/ /83 Ls(0)dSdr. (2.3.10)
to R
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Agora, usando a hipotese

[f (8, 0)| = |f(w,t,u) — f(a, 8, 0)] < Fa(T)|u — o] = F(T)16]

e a seguinte desigualdade de Young:
t
| [ 1 ro9olie)ntwdzar
to Y Br
t
S/ / Fy (T)10||VO| LY (0)Cgr(z)dadr
to Y Br

t 1 /r, 1
= / /B (%F (D)6 + §|V9l2> L2(0)Crlx)dwdr.

A Desigualdade (2.3.10) fica

/BR L(g(é’(x,t))CR(x)dang/to /BR LY(0)|VO|*Cr(z)dwdr

< /B Lo (0, t0))Cr(x)dz

2 t
B [ oz cata)dsds
n to Y Br
t
+ eFy(T) / / |0V 1H1eF dadr
to Y Br
c t ;
+ e, 1) / (") / 0=V g
6 to Br

t
+ enn / / Ls(0)e~V1FeP dudr
to ¥ Br

t
+ enpe”VIHE / /a ; Ls(0)dSdr. (2.3.11)
to R

+

Aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona ao fazer R — oo, obtemos
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t
/ La(B(r, ) VT dr 4.1 / / LLO)|\VO2e Y P dudr (2.3.12)
< / Ls(0(a, to) eV e

F2(T) [
4 FuD) / 16]° L5 (0)e V! dadr
27] to JR”

t
e Fu(T) / / 0]V gy
to n

¢
—I—e%C’(tO,T)/ w(T) 10]e= VP dydr
to R™

¢
+em7/ / Ls(0)e V12l grdr, (2.3.13)
to n

Ja que
t
lim ene™ Y 1+R2/ / Ls(0)dSdr = 0.
to Y OBR

R—o00

Fazendo ¢ — 0, usando o Teorema da Convergéncia Monétona, e sabendo
que Ls(0) < |0] e 6 € L'(R"), a desigualdade (2.3.12) fica

t
/L(g(é’(x,t))dx—l—ﬁ// LLO0)|VO2dedr < | |0(z,ty)|dz
Rn 2 Jiy Jrn Rn
Fi(T)
21

t
/ 0|2 L5 (0)dxdr. (2.3.14)
to JR”

t
Como g/ / LY(0)|VO*dzdr > 0, podemos eliminar este termo. Lem-
to n

brando que |0|L5(#) é uniformemente limitado e que, para 6 # 0, L§(6) — 0
ao 6 — 0, usando o Teorema da Convergécia Dominada, concluimos

10(z,t)|dr < 0(z, to)|dx (2.3.15)
R”

R

demonstrando o teorema.
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2.4 Conservacao de Massa

Com o objetivo de provar a propriedade de conservagao de massa para solugao
u(+,t) do problema (2.1.1), vamos introduzir uma solu¢do v do problema

{ v+ div(f(z, t,0)) = p(t)div(|[Vo[P=?Vu) +nAv (2.4.1)

v(+,0) = vy € C&R"),

e mostrar que v conserva massa. Depois, faremos uso da propriedade de
contragao para concluir que u também conserva massa.

Teorema 2.4.1. Seja u(-,t) solugio do problema (2.1.1), com u(-,t) €
C([0,T], L*(R™)) e Vu € L®(R" x [to,T]), entao vale a propriedade de con-

servacao de massa, isto €,

/ ula, t)de = / ugda. (2.4.2)

Demonstragao. Primeiro, notamos que como uy € L>(R™)NL(R"), existe
uma sequéncia v]* € C§°(R") que converge na norma L' para ug. Sendo
assim, dado um € > 0, existe vy := vy', tal que

||UQ - UOHLI(RTL) S €. (243)

Tomando vy como condigao inicial do problema (2.4.1), com a solugao v(-, )
satisfazendo

1. v(-,t) € C([0,T], L R™) N L=([0, T], L=(R™));

2. Vv e L®(R" x [to, T));

T
3. / / |VolP~tdadt < co.
0 n

Podemos usar o Teorema 2.3.1, garantindo a contracao:

||U(, t) — 'U(',t)HLI(Rn) S HUO — UOHLI(R”)- (244)

Afirmagao: A solugao v(-,t) conserva massa.

Antes de provarmos a conservagdo de massa da solu¢ao u(-,t), vamos
provar a conservagao de massa para a solugao v(-,t) que possui mais regu-
laridade. Para isto, multiplicamos a equacao (2.4.1) pela funcao de corte
Cr(x), e integramos na regido [to,t] x R", obtendo
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/ /BR v Cr(z)dadr = — / /BR div(f(x,7,v))Cr(x)dxdr (2.4.5)
+ / u(r) /B R Sy / /B  AoCala)dads

Com os mesmos calculos feitos anteriormente, a igualdade (2.4.5) fica

/ v(x,t)CR(I)dx:/ v($,t0)§R($)dx+/ f(z,7,v) - V(g(z)dzxdr
Bpg Br to Y Br
¢ ¢
—/ ,u(T)/B (|Vv|p_2Vv)-VCR(x)dxdT—i—n/ /B v(x, 7)Alg(z)dzdT
- n/t /aB v(x, 7)V{g(z) - %deT. (2.4.6)
Lembrando que V(g = ee” VIO () e Alg = ee VP O,(z), onde

O1(z) e Oy(x) s@o limitadas para todo x € R". Fazemos R — oo, aplicando
o Teorema da Converegéncia Dominada, obtemos

/ v(x, t)e VP gy :/ v(x, to)e VI gy

n

t
+ (—:/ flz,7,0)e” VPO, (2)dxdr
to JR™
¢
— e/ ﬂ(T)/ (|Vo[P~2Vo)e~ VPO, (2)dadr
R

to
¢
776// v(z, 7)e” VI Oy (z)dadr. (2.4.7)
to n

Pelas hipdteses de v(+,t) garantimos que as tiltimas trés integrais sao finitas.
Desta forma, fazendo ¢ — 0, a igualdade (2.4.7) fica

/n v(x,t)de = /n v(z, to)dx. (2.4.8)

Agora fazendo t; — 0, obtemos a conservagao de massa para solugao v(-,t),

/n v(x,t)dx = /n vodzx. (2.4.9)
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Agora, provamos a conservagao de massa para solugao u(z,t). Note que,
usando (2.4.9), temos

!/n lénvxtcm+:/xu—vﬂxjﬂx

vodz + / u—v)(x,t)dz

) updx + / vy — ug)dx + /n(u —v)(z,t)dz.
(2.4.10)

—

Agora usando (2.4.3) e (2.4.4), temos

/u(x,t)d:c—/ updx
n Rn

g/ﬂ%—mm+/|mmyw@mw

< / |vg — ug|dx +/ |vg — ug|dx < 2é.
(2.4.11)

Como € é arbitrario, concluimos o teorema.

OJ

2.5 Comparacao

Nesta se¢ao consideramos os problemas (2.3.1) e (2.3.2), com as condigoes
iniciais satisfazendo
ug < vy q.t.p. x € R",

e com as mesmas hipoteses do Teorema 2.3.1, é possivel comparar as solucoes
que se alimentam destas condigoes iniciais respectivamente, isto é,

u(z,t) <wv(x,t) Vitelo,T].

Esta proxima propriedade é de grande importancia, e sua validade implica
na unicidade de solucao.

Teorema 2.5.1. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 2.3.1, se ug < vy q.t.p. x €

R™ entao u(z,t) < v(x,t) para todo t € [0,T], isto é, vale a Propriedade da
Comparacao.
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Para demonstrar o Teorema 2.5.1, basta mostrar que

/n(u—v)+:O.

Considerando # = u — v, provaremos a propriedade de Comparacao de duas
formas distintas. A primeira usando propriedades ja conhecidas a respeito
de 6, contracao e conservacao de massa. A segunda, usando funcao auxiliar
e funcao de corte.

Demonstracao A Sabendo que a parte positiva de 6, isto é, (6)., pode ser
escrita da seguinte forma:
6] + 0
0), = .
(6), =
Entao, aplicando as propriedades de conservagao de massa e contragao na
desigualdade abaixo, x, obtemos

/n(u(x,t) Y /n(ﬁ(x, D), dr = %/ 0(z, )| + % / Oz, t)dz

1 1
< —/ |0o|dx + —/ Oodx = / (ug — vo)rdx =0,
* 2 R 2 n n

ja que uy < wvp. Entao u(z,t) < v(z,t)g.t.p. x € R*, t € (0,7], mas como
u, v sdo suaves, temos u(x,t) < v(x,t) Yr e R"e t € (0,T].
O

Demonstracao B Para estudar a comparagao, vamos considerar a funcgao
H : R — R, satisfazendo

(i) H € C'(R),
(i7) H >0,

(i13) H(O) =0V0 <0,
(iv) H(#) =1VH > 1.

A partir da fungdo H, definimos a fungao Hs(9) =: H(%) e G5 dada por

= /09 Hs(s)ds

Note que G5(f) — 6, uniformemente quando § — 0. Multiplicamos (2.3.5)
por G%(0)Cr(x) e integramos no conjunto [to, t] x R™.
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/to /| ‘SRQtG:Sw)CR(Z’)dJJdT = /to /| ‘SRdiv (f(x,r, 9)) G}(0)Cr(z)dzdr
+ / / div (|Vu|p’2Vu — |Vv]p’2VU) G5(0)Cg(x)dzdr
to J|z|<R
+/to /MRUAGGZ;(G)CR(x)da:dT.

Usando o Teorema de Fubini no primeiro termo e Teorema do Divergente
nos demais termos, temos

Gs(0(x,t))Cr(x)dr = G5(0(x,to))Cr(x)de

= lz|[<R
i /to /lngﬂx’T’ 0) - VOG5(0)Cr(z)dzdr
+/t0 /Igchf(:c,T,G).VCR(x)Gé(g)dde

t
— / / (|VulP~*Vu — |VoP~*Vv) - VOGS (0)Cr(x)dzdr
to J|z|<R

J

t
- / / (|VuP=>Vu — [VoP=>Vv) - V(r(2)G5(0)dxdr
to J|z|<R

' 1" 9 t .
\—77 /to LSR GOV CR(I)dIdi_n /to /ac|=R Gs(0)V(r(x) - EdeT

-

b

+77/t0 ASRGé(Q)ACR(x)da:dT.

Observe que a < 0 e b < 0. De fato, a desigualdade para b é evidente e
para a segue da mesma justificativa dada no Teorema 2.3.1 (pelo argumento
de semitrizagdo). Assim, elimine o termo a da equagao acima, obtendo uma
desigualdade. E some o termo b em ambos os lados, pois nos sera til mais
adiante.
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/ﬂcléRGé(g(I’ £)Cr(@)dz +1 /to /ac|§R G35(0)|VO|*Cr(x)dxdr

S Gs(0(x, t0))Cr(w)da

lz|<R

i /to /|90<Rf(x,7, 0)VOG5(0)Cr(x)drdr
+ /to /Ix<Rf(SL’,T, 6>V§R(x)G5(9)dIdT

t
—/ / (|VuP=>Vu — |VoP~*Vv) V(g(2)Gs(0)dzdr
le|<R

t

o GOt pdsr [ asoacawir

l2|<R
Agora, majorando o lado direito da desigualdade e sabendo que |f(z,t,u) —
fla t,0)| < Fu(Tlu(e,t) = v(z,t)], [V¢r(@)] < eem VI e [ACg(2)] <

ene”VIHZP e ainda que G%(f) < 1 no termo que acompanha |f], ficamos

com

/leRG(;(e(x, R /to /|a:|gR G5(0)| VO Cr(x)dwdr

S /| o Gs(0(z,t0))Cr(x)dx

N

+FM(T)/t /|<R|9||V€|Gg(9)CR($)dxd7-

-~
C

t
+ eFM(T)/ / |9|€76‘/1+|””‘2dxd7-
|z|<R
t
+ 6/ / HVuP’*ZVu . ‘Vv|pf2vv‘ e /1+‘x|2Gg(9)dxd7'
|z|[<R

+ 776/ G *ex/lideT + nne/ / )eiemdﬂldT.
el =R |z|<R

(2.5.1)

Usando desigualdade de Young no termo c, isto é
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/ / P D)OIVOIGE ) Cr(w)drdr
t | 1 n 1
= /to /x|§R <%F§4(T)|9’2 + §|V9’2) G5 (0)Cr(z)dxdr.

Podemos absorver o termo 7 fti flw\gR |VO|2GY(0)Cr(x)dxdT no lado esquerdo

da desigualdade (2.5.1). Além disso, sabendo que G%(6) < %\9| e Vu,Vu €
L>([to, T] x R™), obtemos

t
G(;(G(x,T))CR(x)dx—i—g/ GY(0)|VO|*Cr(z)dxdr
|z|<R to J|z|<R
< [ Gololet0)inos
jal<R
2 t
+FM—<T)// 0|°G4(0)Cr(2)dzdr
2n to J|z|<R
t
+ eFy(T) / / 10|V 12 dadr
to J|z|<R
c [t ;
+eClto, TS / / 0=V g
5 to |x‘SR

t ¢
+ 776/ / Gs(0)e Va8 dr + nne/ Gs(0)e V1 dudr,
to ‘:L‘|:R to

lz|<R

(2.5.2)

Usando o Teorema da Convergéncia Monétona ao fazer R — oo, (2.5.2) fica

29



[ Gatota, e Vs 1 ] // G1(6)[VOPe VT gy
z|<R
< [ Galototope VI

F2.(T) [*
+ FulT) / 1012G4(0)e~ VP dydr
2/’7 tog JR?

t
+ eFy(T) / / 0]~V 1P dudr
eC'— / |0]e=cV 1=l dl’dT—FﬂﬂE/ Gs(0)e~ V1P dudr.
R"L

RTL

(2.5.3)

t
Como g/ / G4(0)|VO2e= V1P drdr > 0, podemos descarté-lo man-
to J|z|<R

tendo a desigualdade. Podemos fazer ¢ — 0, usando o Teorema da con-
vergéncia Monétona, e como Gg(0) < |f| com 6 integréavel, os tltimos termos
de (2.5.3) desaparecerao. Logo

Gs(0(x,1))dx < Gs(0(x, to))dx (2.5.4)

0)dxdr.

n

Finalmente, vamos fazer 6 — 0, usando o Teorema da Convergéncia Domi-
nada. Assim, o tltimo termo de (2.5.4) desaparece, ja que 6 é integravel e
G5(6)]0] < C com G4(0) — 0. E (2.5.4) fica

O(z,7)rdr < O(x, to)dx. (2.5.5)

R" R"

Assim, se u(zx,tg) < v(x,ty), entdao (0(x,tg)). = 0, e portanto
/ (O(x,7))dx = 0.

Concluindo que u(z,t) < wv(zx,t) q.t.p, Vt € (to, 7).
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OJ

Para ilusatrar esta propriedade, a figura abaixo relaciona o perfil inicial
e o perfil apés t = 5s das solugdes do problema (2.2.10), cujas condigoes

1niciais sao:

0, se x < —4,
Ug 1= %7 se _4§x§47
0, se x> 4.
e
16 — 1)?
Vg = max {O; %} .

15

ug ), v )

4 b 8 10

Figura 2.3: perfis das condigoes iniciais ug, e vy, linha continua e tracejada
respectivamente, e os perfis das solucoes apds 5s.
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Capitulo 3

Equacao do p-Laplaciano com
termo advectivo: caso
semidissipativo

3.1 Definindo o problema

Neste capitulo, consideraremos o problema de valor inicial
uy + div(f(x, t,u)) = p(t)div(|VulP2Vu) + nAu,Vz € R e t > 0, (3.1.1)
u(+,0) = ug € LP°(R™) N L>®(R"™),

onde n > 0 estd fixo, p> 2, pg > 1e f = f(z,t,u) € CO(R™ x [0,00) x R)
satisfazendo fu,, ..., fe,, fu € CO(R™ x [0,00) x R) e a condi¢io de semidissi-
patividade, ou seja,

n
Zugﬁi(w,t,u) >0 VxeR", t>0 eueck. (3.1.2)
i=1 '

para todo x € R",t > 0eu e R.

Mostraremos a seguir, a propriedade de decrescimento da norma L? para
todo g > po. Este resultado foi alcan¢ado devido a condicao (3.1.2) da fungao
f. Condicao que chamamos semidissipativa, este nome nao é encontrado na
literatura, mas achamos um nome adequado, ja que, com a hipétese (3.1.2),
o termo advectivo nao atrapalha a acao do termo difusivo, que ¢é responsavel

pela dissipacao da solucao.

Teorema 3.1.1. Sejau(-,t) € L>=([0,T], L>(R"))NC°([0,T], LF*(R™)) solugdo
(suave) de (3.1.1), com f(z,t,u) satisfazendo a condigdo (3.1.2). Entdo

[ O zaemy < [lul-; 0) Laany,
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para todo py < q < oo, eVt € [0,T).

Demonstragao. Consideramos ¢s(u) e (g as fungdes auxiliar e de corte,
respectivamente, definidas por

Ps(u) = { LE(U), sel<q2

u®, se q =2

0, se |z| > R.

) eVl ey R g0 |z| < R;
Cr(7) =

Agora, multiplicamos a equagao (3.1.1) por ¢5(u)(g e integramos na regiao
[to,t] x R™, onde § >0, R>0, 0 <e<1.
Temos entao dois casos a analisar: quando ¢ = 2 e quando 1 < ¢ # 2.

//ﬂc|<R (u)Cru,dxdr = — //|I<R CRdzv(f(x,ﬂu))dasz

s

v ~~

17

/ / 7)div(|VulP~>Vu) ¢5(u )CRdxdT+/ / nAugs(u)Crdadr.
III<R |z|<R

117 v

J/

(3.1.3)

Analisando cada termo de (3.1.3), temos que para I, aplicando Teorema de
Fubini, segue

_ /t: /x » & () Crudrdr = /t: /| . 8(¢5£U>).g3dxd7

/|<R¢5(u(x,t))CRdx—/ ¢s(u(z, to))(rdr. (3.1.4)

l2|<R

Passamos para o proximo termo,
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/ /x|<R w)Crdiv(f(z, 7,u))dvdr
//|90|<R¢6 CRlzﬁ IT“"‘Za le’Tu dadr

/ /le<R ( filz, T, “)> ¢5(u)Cpdadr

/ /x o ) - Vuds(u)Crdrdr, (3.1.5)

onde fl(u) = (%(LU,T, U), ) %(1’777 U))

Analisando I11, usando novamente o Teorema do Divergente, obtemos

= t ) p—2 /
e / /IHEISRM(T)dw“vu’ Vu) ¢5(u)Crdrdr
_/t /||<R,LL(T)|Vu|P—2VU . V(QSS(U)CR)dxdT
B _/ o / [Vl 5 (u)Cpddr
to |z|<R

_/ () / VP2V - V(pe(u)dadr. (3.1.6)

to le|<R

Para o dltimo termo, usando duas vezes o Teorema do Divergente, ficamos
com

= Aud _ ‘ ,
A% 77/ /:Jc|<R ugs(u)Crdrdr n/to/mSRVu V (¢5(u)Cr) dadr

= —77/ /x|<R|V ul? ¢y (u)Crdzdr — 1 / |x‘<RVU'VCR¢£s(U)d$dT

=—n/ L|<R|vu|2¢ w)Cpdadr — 1) //| IRIONES —dxdT

+1 / /| » w) ACpdzdr. (3.1.7)
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Agora, juntando todos os termos de forma conveniente, obtemos

/|36§R¢ (u(z,t)) CRd:ch/ /$|<R ( filx, T u)> & (u)CpdadT

+/ wu(T) /I<R|Vu|pgz5g(u)§3dxd7'+n/ /x|<R|Vu|2q§g(u)§RdxdT

to |

_ /| oo, 1) - / /| _J 0 Vush(u)ndodr

J/

N~
a

—/ M(T>/<R]Vu]pZVU-VCR(b:;(u)dxdT

—77// u)V(g - —dxd¢+77// w)A(rdzdr.
|z|=R |z|<R

Nosso préximo passo é fazer uma modificagdo no termo a, pois na forma em
que se encontra, nao sera util na nossa analise.

SB[ [ i
St
S
=3[ [

=3 [ o

onde Fiu) = [ Fl(o)do e Fl(v) = fi(e.70)05(0).
0
Desta forma a igualdade (3.1.8) fica

(3.1.8)
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/|96|<R¢ (u(z. 1)) Rdx—i_/ /|x<R < fiw, T, U)) ¢5(w)Crdzdr
+/to (1) /leRIVuIP%(U)CRdxdTJrn/tO /|I|SR|V“|2¢g(U)CRd$dT

:/:EISR¢( 2, to) ngx+Z/ /m|<R (/Oufi’(x,T,v)%(v)dv) aiR

—/ M(T)/|I<R|Vu|p_2Vu-VCqu:;(u)dxdT

. / /| Ve ZdSdr 41 / /| _ $s(0Andadr (3.1.9)

Neste momento € preciso dividir em casos: ¢ =2 e 1 < ¢ # 2. Comegamos
pelo caso g = 2.

Reescrevendo (3.1.9) em fungao de u, lembrando que ¢5(u) = u?, ¢j(u) =
2u e ¢f(u) = 2, obtemos

/|x<R x,7)Crdr + 2/ /x|<R ( filz, T, u)> ulpdrdr

J/

b

¢ t
+ 2/ [L(T)/ |VulPCrdzdr + 277/ / |Vu|*¢pdadr
to |z|<R to J|z|<R
— / (x,to)Crdx + Z/ / (/u fi(z, T, v)2vdv) aCRdxdT
|ac|<R lz|<R \JO Ox;

t
—2/ p(r )/ IVulP~2Vu - V{gudrdr
|z|<R

—n// u?Vig - —deT—i—n// u? ACpdxdr. (3.1.10)
lz[=R |z|<R

Usando a hipétese (3.1.2) sobre a f, concluimos que b > 0 e assim, podemos
descartar este termo, transformando a igualdade (3.1.10) numa desigualdade,
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/x|<Ru2(x,T)CRda:—|—2/ ,u(T)/ \VulPCrdadr

to lz|<R

¢
—1—27]/ / \Vul*Crdrdr
to |w\§R

n t u
< / u?(z,ty)Crdx + Z/ / (/ fi(z, T, ’U)dev) acRdmah’
|z|<R = Jto Jizl<r \Jo Ox;

t
—2 / (7) / |VulP~2Vu - VCgudrdr
lo|<R

t
Ot T t

—n / V(g - =dSdr +n / / u? ACgdadr. (3.1.11)
to J|al=R R to JJal<R

Agora majoramos o lado direito da desigualdade acima. Usando o fato
de que |f'(u)| < K(T'), obtemos

/x|SR W T)rde + 2/ ) / \VulP(pdadr

to |z|<R

¢
+277/ / \Vul*Crdrdr
to |1“§R

n t u aCR
< u?(x, to)Cpdr + 2K (T // (/ Udv)‘ dxdTt
/x|<R (o) ( ); to Jlei<r \Jo e ) o,
¢
w2 [ utr) [ (9up | Venldads
to |£E|SR
¢ ¢
+n / u2|VCR|deT+77// w?| ACg|dzdr. (3.1.12)
to J|z|=R to J|z|<R

Em (3.1.12) usamos a propriedade |V(g| < ew.(x) e |Alg| < new.(z).
Além disso, sabendo que (g — w.(xr) ao R — oo, aplicamos o Teorema da
Convergéncia Mondtona, obtendo
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/n w?(z, 7w (v)dz + 2 /t w(7) |Vu|Pw(x)dzdr

to Rn

¢
+ 277/ \Vul*w, (z)dzdr
¢

o JR™

t
S/ UQ(ZE,t())we(l')dl"l—TLK(T)E/ / w*we(x)dxdr
t ° t
+26/ u(r)/ ]Vu|p1]u\w6(:r;)dxd7+nne// w*w,(x)drdr. (3.1.13)
to Rn to n

Agora no pentltimo termo da desigualdade acima, usamos Desigualdade
de Young com parametros p e z%’ obtendo

/n w?(x, T)we(x)dr + 2/tu(¢) / VulPw. (x)dedr

to

t
+ 277/ |VulPwe(x)dzdr
¢

o JR™

< / P, to)u(w)dr + K (T)e /t: / P () dedr

¢ p—1 1
+ 26/ ,u(T)/ <—|Vu|p + —|u|p) we(z)dxdr
to n p b P

g

t
+mye// w?w, (v)dzdr. (3.1.14)
tO n

Uma parte do termo ¢ sera absorvida no lado esquerdo da desigualdade
acima, enquanto a outra parte, usaremos o fato de p > 2 e ||u(:, )| peo(rn) <
M(T), ficando com

/]R w? (2, T)we(x)dr + (2 — 2¢) /tu(T) : |Vu|Pw(x)dzdr
n to n
+277/t/ |Vul?w(x)dzdr
to n
§/ u2(a:,t0)w€(w)d$+nK(T)e/t/ w*we(x)drdr
n to n
—l—M(T)er/t,u(T)/R uzwe(x)dxdr+nne/t/ w*w(x)drdr. (3.1.15)
to n to n
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Sabendo que para qualquer 0 < € < 1, 0 2° e 3° termo do lado esquerdo da
desigualdade (3.1.15) sdo maiores ou iguais a zero, podemos assim descarta-
los e manter a desigualdade. E o préximo passo sera fazer e — 0, usando o
Teorema da Convergéncia Monétona, lembrando que w.(x) — 1 ao € — 0.
Além disso como u(-,t) € LP(R™) N L*(R"), por interpolagao, u(-,t) €
L*(R™) para 1 < py < 2, fazendo com que os trés tiltimos termos desaparegao
ao € — 0,

/uQ(x,T)de/ u?(z,to)dx

Agora ao ty — 0, obtemos

HU(J%T)HL?(R") < HUOHLQ(R") (3.1.16)

Vamos agora para o caso ¢ > 1 com g # 2. Reescrevemos (3.1.9) em
funcdo de Li(u), lembramos que ¢s(u) = Li(u), @5(u) = qLLi " (u)Ls(u) e
"(u) = q(q — 1)LE(u)(Ls(u))? + ¢LY " (u) LY (u). Vamos desconsiderar a
integral onde u(z,t) = 0, j4 que nesta regido o integrando serd zero e fazendo
isso, nao teremos uma indeterminacao. Apds as consideragoes acima temos

t "5 . ,
/xlSRLg(u(x,t))CRderq/to /|z|§R (; a—xifi(:p,ﬂu)> LY (u) Ly(u)Crdzdr

+q(q — 1)/ ,u(T)/ \Vu|pLg72(u)(Lg(u))QCRdxdT
to {u#£0}NBRr
o /to Hr) /|w|§R VulP L™ (w) L (w)Cpdadr

t
bala-vn [ [ VuPLE A @)(L) Fndads
to J{u#0}NBr

+77Q/t0 /LTSRIVu|2L§_1(u)Lg(u)CRda:dr:/ L(u(z, to))Cpda

[z]<R
+ qi/t/ (/u filz, T, U)Lgl(v)Lﬁ;(U)dv) ang.IdT
= Jto Jlz|<r \Jo ox;

t
—q / p(7) / \VulP=2Vu - VLY (u) L(u)dadr
lz|<R

to
t t
-7 / Li(u)V(g - %dde + 77/ / Li(u)Algdzdr. (3.1.17)
to J|z|=R to J|z|<R
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Majoramos o lado direito da igualdade (3.1.17), usando que |f'(z,t,v)| <
K(T) e [Ls(v)| <1,

AE<RL(1( z,t)) CRdx+q/ /a:|<R< fi(z, T, u)> LY (w) L(u)Cpdadr

tao-0) [ur) [ VALY @)(Li) adads
to {u#0}NBr
—i—q/to w(T) [BlSR]Vu]pLg_l(u)Lg(u)CRdxdT

Falg— 1) / /{ g [T (0) s

+77Q/ /|II<R\VuPLg_l(u)Lg’(u)(RdxdT g/ L(u(z, to))Cpd

[z|<R
ke [ ([ o) |5

T / () / T VGl ) )

dxdr

to
¢ ¢

+ 7 / Lg(u)|VCR|‘£‘dxdT+n// Li(u)|ACg|dzdr. (3.1.18)
to J|zl=R R o Jlsl<R

Na desigualdade acima, usaremos que |V(g| < ew.(z) e |[Alg| < new,(x).
Além disso, pela propriedade semidissipativa da f, podemos descartar o se-
gundo termo da desigualdade (3.1.18), obtendo
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/| Bl D)
bala-0) [ a0 [ [VuPLy ) (L) ndads
to {u#0}NBR
+q/ ,u(T)/|<R|Vu\pL§_1(u)Lg’(u)(RdxdT
Fqlg—1)n / /{ oy, [T (0
g / / VP ) e < /| Lt )G
+nK(T)e/ / Li(u)we(x)dzdr
to J|z|<R
+qe/ ;L(T)/l<R|Vu|p_1L§_1(u)|Lf5(u)|w5(x)dxd7'

to
t ¢

+ ne / Lg(u)wg(x)dxdTJrnne/ / Li(w)we(x)dzdr. (3.1.19)
to J|z|=R to J|z|<R

Fazemos R — oo, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, e para
simplificar a notagao, denotamos por u # 0 a regiao {z € R™";u(x,t) # 0},
temos
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léﬂL%u@j»waﬂx

Falg—1) / () / VP ) (a)dt

—Fc]/lt () Rn|Vu|pL§_1(u)Lg(u)we(:p)dxdT

Falg— 1) / / PP )P (o)

g / IVl L (u) L () () < Aan<u<x,to>>we<x>dx
+nK(T // Li(u)we(z)dzdr

—I—qe/ () |Vu|p 'L 1( )| Ls(u)|we(x)dadr

+nne// Li(u)we(x)dzdr. (3.1.20)

onde termo de fronteira desaparece, ja que

/ / |lu|we(x)dzdr < M(T / e~ VIR dudr
Irl R |z|=R

T)Tw,R™ e VIR 4

R—o0

Agora no peniltimo termo da desigualdade (3.1.20), aplicamos Desigual-
dade de Young da seguinte forma:

[ o

— /7&0 \VulP~2 L8 (u) Ls(u) | Vu| | Ly (u) |we () dx

L 2
S B ) (O e remy P
u#0
1
= [ P @I ) + 5 [ Vs
u#£0 R™
Assim a desigualdade (3.1.20) fica
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/ Ly(u(e, ) ui(e)dr

Falg—1) / () / TP ) (o)t

T / u(r) / IVl L8 (w) L (), () didr

T qlg— 1) / / VUL () (L (1)), ()

g / VUL () L () () ddr < éﬂLz<u<x,to>>we<x>dx

+nK(T // Li(u)w(z)dzdr

T ge / u(r) / TP It

7

M
qe ! 274
+ = 1 u( ) \Vu\p Li(uw)we(z)dzdr
—l—nne// Li(u)w(z)dzdr. (3.1.21)

Desta forma, para cada ¢, podemos escolher um € tal que seja possivel
absorver o termo d no lado esquerdo da desigualdade (3.1.21). Além disso,
como p > 2, usamos a hipétese Vu € L®([to, T] x R™), onde |Vu| < C(to, T),
obtendo
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[ Eatute 0wy

+alg—1—¢) /t p(r) / ¢O‘Vu|pLgQ(U)(Lg(u))Qwe(x)dxdT

—i-Q/t w(T) - |VU|pL§71(U)Lg(u)we(x)dgjdfr

+q(qg—1)n /to /u;éo \Vul? L2 (w) (L (u))*we (x) dzdT

+77(]/t /n V2L (u) L (u)we(z)dzdr < /n Li(u(w, to))w(z)dx
+ nK(T)e/t /n Li(uw)we(x)dzdr +

+ nne /t:/n Li(u)we(x)dzdr. (3.1.22)

Descartando o 2°, 3°, 4° e 5° termo do lado direito da desigualdade acima,
mantemos a desigualdade e obtemos

€ t M(T)/n Li(u)we(x)dzdr

/Rn Li(u(z, t))we(x)dr < /R Li(u(z, to))we(z)dz

+nK(T)e /t: / Ly (x)drdr

+qép_2 /tu(T)/ Lo (uw.(z)dedr

—|—m76// Li(uw)we(z)dzdr, (3.1.23)

Como u(-,t) € LP°(R™) N L*(R™), por interpolagao, u(-,t) € LI(R") para
todo ¢ > pg. Além dlSSO |[Li(u(z,t)] < |u(z,t)|? e we(x) — 1 ao e — 0.
Nestas condigoes, fazendo € — 0, os trés ultimos termos desaparecem e a
desigualdade acima fica

/ Li(ue,t))de < / Ly(u(e, to))de.

Agora fazendo § — 0, usando o Teorema da Convergéncia Dominada,
obtemos
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/ (e, £)|9d < / u(z, to)|dz.
Fazendo tg — 0, concluimos o teorema, isto é,
H’LL(-,t)HLq(Rn) < HuoHLq(Rn) <o VO <t< T (3.1.24)

para todo ¢ > pg, ¢ > 1. Por fim, fazendo ¢ — oo em (3.1.24), obtemos

Assim, concluimos que u(-,t) € LI(R™) e que a norma L? decresce. O

Observacao 3.1.2. A teoria geral de equacoes parabdlicas garante que, en-
quanto a solucao permanecer limitada, pode ser estendida a intervalos de
existéncia mais amplos e pelo teorema acima, garantimos que a solugao é
global (isto é, é definida para todo ¢t > 0), e as propriedades (3.1.24) e
(3.1.25) valem para todo ¢t > 0.

Observacao 3.1.3. Lembre também, que nas propriedades (Capitulo 1),
obtemos decrescimento da norma L' quando py = 1, onde a fungao f(z,t,u)
é mais geral, isto é, nao é necessario f satisfazer a condigao (3.1.2) para
obter o decrescimento. E neste caso mais geral, a norma L' ¢ a tinica na qual
garantimos esta propriedade.

Corolario 3.1.4. Com as mesmas hipoteses do Teorema 3.1.1, concluimos
que

/n u(z, 1)) %dzx + q(q — 1) /t u(r) / Vul?u(z, £)|92dzdr

to R
S/ lu(z, to)|"dz < oo, (3.1.26)

T
/ () / IVl u(e, )7 2dzdr < oo, (3.1.27)
to Rn

T
/ / |Vul?|u(z, 7)1 2dzdT < oo. (3.1.28)
to n

para todo q¢ > max{2,py} finito e 0 <tmx <t <T.
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Demonstracao. Refazendo os célculos do Teorema 3.1.1, para todo ¢ >
max{2,po}, a desigualdade (3.1.19) fica

le|<R
- 1) / () / VL ) (L)

t
o [ u) [ VAlPLE @) Li(a)ndadr
to |x‘SR
t
ala-vn [ [ IVaPLEH @)L 0)rdodr
to J|z|<R
t
+77q// ]Vu]QLgl(u)Lg(u)CRdxdTg/ Li(u(z,to))Crdx
to J|z|<R |z|<R
t
+nK(T)e// Li(u)we(z)dzdr
to J|z|<R
t
wae [ [Vl )20 o) dodr
to ‘:D‘SR
t t
+ne / Lg(u)wg(x)dxdT—l—nne// Li(u)we(x)dzdr.  (3.1.29)
to |1":R to ‘:ElSR

Fazendo 6 — 0, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

/ |u(z, 7)|*Crdx
j2|<R
Falg—1) / () / VuPlu(e, 7)1 Cpdedr

to |:C|§R
t
+alg— 1) / / Va2 u(e, )| 2Cadadr < / (e, o) |Cadz
to J|z|<R |z|<R
t
—i—nK(T)e// |u(x, 7) | we(z)dxdT
to |x\§R
t
4 e / (") / VP u(z, 7). (2) dadr
le|<R

to
t t
+ ne / lu(z, 7) | we(z)dzdr + nne/ / |u(z, 7)|"we(z)dzdr.
to |CC|:R to |z\§R
(3.1.30)
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j& que LY '(u)L¥(u) é limitada uniformemente em &, com LY(u) — 0 para
todo u # 0 e Li(u) — sgn(u) ao § — 0.

Agora, fazendo R — oo, usando o Teorema da convergéncia Monétona e
lembrando que o termo de fronteira desaparece ao aplicar este limite, obtemos

|u(e, 7)|"we(z)de
Rn

ale=1) [ utr) [ I9uPlale ) a)dods

R

0 R
¢
+q(q— 1)77/ / |Vu|2|u(x, 7')|q_2w5(a:)dxd7' < |u(z, to) | we(z)dx
to n
¢

+ nK(T)e/ |u(z, 7)|"we(z)dxdT

to JR”

t
e / u@) [ 1V, 7)) o, (2) dedr
N to Rn

J/

-
a

t
+ e / (u(z, 7) |, (z)dadr. (3.1.31)
t

o JR”

Aplicamos desiguandade de Young no termo a com parametros p e —+,
p
da seguinte forma:

¢
qe/ () |Vu|p_1|u(x,T)|q_1w€(x)dxd7'
to Rn

¢ p—1 1
w/um/‘czﬂwm+gw)wamwwmwm7
to n

Assim, podemos absorver uma parte do termo a no lado esquerdo da
desigualdade, e a desigualdade (3.1.31) fica
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Ju(, 7|, ()
R"

¢
+q(g—1-— e)/ p(T) |Vu|p|u(x,7')|q_2w6(:p)d:pd7'
to R™
¢

alg— 1y / IVl u(e, 1) P w,(@)dedr < [ Ju(e, to)|fw(x)dz
to JR” R™
t

+ K (T)e / (e, )|, (z)dwdr

to JR™

¢
+ ge/ () |u(x,r)|q_2+pwe(x)da:d7'
p to R7

t
+ nne/ lu(z, 7) | we(z)dzdr. (3.1.32)
¢

o JR"

onde ¢ —1 — € > 0 para todo 0 < ¢ < 1. Sabendo que |u(z,T)[972™ <
M(T)2lu(x, )|, jé que [[u(z, 7)| =@y < M(T) para todo 7 € [0,T],

podemos reescrever a desigualdade (3.1.32) da seguinte forma

[uz, 7)[*we(x)dx
Rn

ale=1=0 [ utr) [ [FuPlute, ) oo

+aqlg— 1)77/ Vullu(z, )" 2w (z)dedr < | |u(z, to)|"we(w)dz
to JR" R™
t

+ K (T)e / (e, )| w. (x)dwdr

to JR"”

g p_2et7' w(x, 7)|%w(x)dxdr
+ Dy e [ ne) [ Jute,tueded

to R™

t
+ nne/ lu(z, 7)|%w(z)dzdT. (3.1.33)
tO R

Por fim, fazendo ¢ — 0, usando o Teorema da Convergéncia Monétona
e lembrando que pelo Teorema anterior, ficou provado que u(-,t) € LI(R")
para todo t > 0, a desigualdade (3.1.33) fica
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|u(z, 7)|%dx
Rn

t
Fala—1) / wr) [ 1VuPlute, 7)) dedr
to Rn
t

+q(q — 1)77/ \Vul*lu(z, 7)|9 2 dedr < |u(z, to)|?dz < oo
to JR™ R™

onde 0 < Ty <t <T.
O

Observacao 3.1.5. Por (3.1.26) conseguimos uma desigualdade de energia

fulir, )9z + glq — 1) / () / VP lula, o) drdr

R™ to

< |u(z, to)|dr < oo,
R

para todo g > max{pg, 2}. Esta propriedade pode ser usada para estimar a
norma do sup para u(-,t), mas podemos melhorar este resultado se no lugar
de (3.1.34), trabalharmos com a desigualdade

(t—to) | Jule,0)lda+
RTL

t
+alg—1) / W) —to) [ IVl ult2dedr
]Rn

to
¢
< 7/ (T —to)"? |ul?dzdrT. (3.1.34)

to Rn

3.2 Desigualdade de Energia

Nesta se¢@o, vamos provar a desigualdade de energia (3.1.34) a qual serd
usada na demonstracao do resultado principal deste capitulo.

Lema 3.2.1. Seja u(-,t) € L>((0, 00), L>(R™))NC°([0, 00), LF°(R™)) solugdo
(suave) do problema (3.1.1), onde f(x,t,u) satisfaz a condigdo (3.1.2), entdo
para qualquer ¢ > max{2,po} ey > 0, obtemos
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(t—to)” lu(z,t)|?dz+
Rn

t
ala=1) [ w =t [Vl tdodr
Rn

to
t
Sv/ (T—to)v_l/ |u|?dzdr, (3.2.1)
to n
para todo 0 < tg <t <T.

Demonstracao. A prova é andloga ao que foi feito na demonstracao do
Corolario 3.1.4, porém a desigualdade de energia a ser obtida tera um termo
extra, (t — tp)?. Para resolver isto, multiplicamos a equagao (3.1.1) por
(t —t0)"¢5(u)Cr, (onde v > 0 serd escolhido mais tarde, de forma adequada)
e integramos em relacao a [to, t] x R™, seguindo os mesmos passos do Teorema
3.1.1.

/t/|I<R u- (7 — o) ¢5(u)Crdrdr (3.2.2)

-~

1

—i—\/to /|90<R div (f(z,7,u)) (7 — to)"¢s(u) gdadr (3.2.3)

J/

-~

11

:/ / _ MOV V) (7 — t0) ) Cucd
to J |z|<R

J/

~
117

A _ PV, '
Jr/to /lzan u(t —t0)"¢5(u)Crdrdr

/

g

1V

Agora, usando Fubini e integracao por partes, observamos que

t t
I = /to /:DSRUT(T—to)VQ%S(U)CRdCEdT = /t0 /lzlgR(T_tO)Wg(b&(u)CRdxdT

— A:SR ((T — to)wﬁa(u)LO - /t:y(T _ to)7_1¢5(u)) Crda
= =h)’ /|x<R s (ul(@,t))Crdz — /t(T — 1) / ¢s(u)Crdadr.

to lz|<R
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Para os demais termos II,II] e IV, como aplicamos o Teorema do Diver-
gente, e todos os calculos sao feitos em relagao a variavel espacial, procede-se
da mesma forma que foi feito no Corolério 3.1.4, obtendo uma desigualdade
parecida com (3.1.33), com a diferenga que vamos carregar (7 —tg)? em todos
0s termos.

(1 —to)” - |u(z, t)|we(z)dz

T (alg—1) — eq) / u(r) (7 — to)? / IVl ule, 02w, () drdr

to n

t
+glg—1) / (r—to) | [Vullul*2w.(z)dzdr

to Rn

t
<+ / (r—to) [ Jule, ) we(z)da
to R~

+ enK(T) / = to) / ol () drdr

to

t
+eM(Ty24 / W) —to) | |ulw,(z)dadr
b to R™

+ nen /t(’f —to)” /n |u|w,(x)dxdT, (3.2.4)

to

valida para ¢ > 2. A seguir, fazendo ¢ — 0, usando o Teorema da Con-
vergéncia Mondtona e sabendo que os 1ltimos termos da desigualdade (3.2.4)
sao finitos, ja que u(-,t) € LY(R™) para ¢ > max{2, py}, ficamos apenas com

(r—to)" | Jule,t)ldz + q(q - 1) / u(o) 7 —to) [ IVullule, )| 2dedr

R" to R"

t t
tnala =) [ =t [ [VuPulr2dedr <5 [ (=t [ Jutepprds
Rn to n

to

(3.2.5)

Retirando o termo (que nao serd necessario):

t
nq(q — 1)/ (1 —t0) | |Vul*|u|"?dzdr >0,
Rn

to

mantemos a desigualdade,

o1



(t —to)” lu(z, t)|%dz + q(q — 1) / w(T) (T —t0) [ |VulP|u|'*dzdr

R” to R™
t
< 7/ (1 — t0)7_1/ |ul?dzdr (3.2.6)
to n
concluindo a prova do teorema. O

Nosso objetivo é mostrar a propriedade de ultracontratividade, isto é

PP t _n(p—2n)+pop
[u(s )| oeqmy < K (1, 0, o) [0 fy oy ™ (/0 M(T)dT) :

Mas podemos a partir de agora, considerar o caso u(t) = 1, simplificando os
calculos dos proximos resultados e pela observacao abaixo, podemos através
de uma mudancga de variavel voltar a desigualdade acima.

Observagao 3.2.2. A partir daqui vamos considerar u(t) = 1, V& > 0.
Veremos que este caso é suficiente para os nossos estudos. De fato, fazendo
a seguinte mudanca de variavel em ¢,

= /O t u(s)ds

e considerando U(x,7) := u(z,t(7)), onde u é solu¢ao da equagao (3.1.1),
obtemos U, (z,7) = w(z,t(7))t'(1) e & = u(t). Pelo Teorema da Funcao
Inversa, temos 2 = ﬁ Logo, U, (z,7) = ut(x,t(T))m. Substituindo na

equagao (3.1.1), obtemos

1
W(i)
= —divf(z,7,U(z, 7)) + div(|VU (2, 7) [P 2VU(z, 7)) + nAU(z,7),
(3.2.7)

[—divf(z,t(7), u(z, t(7))) + p(t(r))div(|Vu| > Vu) + nAu]

[, 1), uz, t(7)))
p(t(7))

vale para U, (z,7) a estimativa de ultracontratividade, isto é

onde f(m, ,U(z, 7)) =

satisfaz a condicao (3.1.2). E
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HU('77_)||L°°(R") < K(p07nvp)||U0||5LPO(R")T_7> VT > 07
onde
pop o 4 n |
n(p —2) + pop n(p —2) + pop
Agora, voltando para u, sabendo que Uy = U(z,0) = u(z,t(0)) = u(z,0) =
(). ¢ como Ul 7) = e (1) temos U, 7)) = e () imi
080,

)o@y < K (po, p,m)l[uol| oo ny7

t -
= K(po,p,n)HuoH‘sto(Rn)(/ ,u(s)ds) , VYt >0.
0

3.3 Estimativa da norma L

Nesta secao mostraremos como usar a desigualdade de energia dada em
(3.2.1) para obter uma estimativa fundamental para norma do sup. Tal esti-
mativa mostra que a solugao u(-,t) (globalmente definida) decai ao t — oo e
além disso nos fornece a taxa de decaimento. Comegaremos mostrando uma
aproximagao L¢ — LP e aplicaremos um processo bootstrap.

Teorema 3.3.1. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP*(R™)) () L>([0, 00), L>=(R™)) a

unica solugao limitada de (3.1.1), entao para cada q > 2py temos

t -
e e < Kot 5, ([ w107
to

para 0 < ty < t.

Demonstragao. Sem perda de generaldade, supomos que p(7) = 1 para
todo 7 € (to,t) . A desigualdade (3.2.6) acima obtida, pode ser reescrita da
seguinte forma

t
(¢~ o) Dl + ala = 1) [ (7=t [ Vulfult 2dadr

to R™

<~ / (7 = to) ey 7)oy (3.3.1)

to
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Definimos a seguinte funcao
] u(z,t), g=2
w(x,t) = { lu(z, )], g > 2. (3.3.2)
ptqg—2
p

onde \ = . Assim, obtemos a seguinte mudanca de varidvel

[ Ol o gny = / uz, t)|"dx = - jw(, )| * de = [Jw (-, )| gy

onde 3 := % e
) 4 . q . q .
[Ju( >t)||Lg(Rn) = . [u(z, t)[2dx = - lw(z,t)|2xdx = [lw(, )HLEO (&™)’
onde [y := g

Reescrevendo (3.3.1) em funcao de w(-,t),

(0=t gy + 2 [ =t [ 1Vt s

t
<4 / (r = to) ol D pdr - (3.33)

to
N 7
-~

*

Agora usando em * a desigualdade (SNG) (veja em [15]), temos

()17 < K@)Plw(-, )|V, 7)]15 (3.3.4)
onde 0 < By < B, K := K(n) e 0 satisfaz

1 1 1 2
L (5 _ ﬁ> +5(1-0) (3.3.5)

obtemos
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[ = tor e e

to

t
< [ = o) ) 900 D e d

to

(@) 1o |* _
< KOl o) | (= ) Dl
to
98

(i1) 1—0 t e B p—08
< K7 w(-,to) | o (/ (r — )" 1>9ﬁ|\vw(.77)|\gp(md¢> (t—t))?

to

= (t —to)

t
A [ (= )0 |Vl ) oy

to

p—08 _ o8
PRl A (

onde A serd determinado mais tarde. Observe que em (i) usamos que a
norma L decai, isto &, [|w(-, )| psomny < lw(-,t0)ll 1oo ey Y7 > to, ja que

(Il

e o)1 gy = -, ) .

q
b 2l = s
e (pela hipdtese) ¢ > 2p0, com po > 1. E em (ii) usamos Desigualdade de

Holder com parametros £ 9 € 7 L 5 Entao a Desigualdade 3.3.3 fica

(0=t D ey + 222 [ 7 10) 90 (3:3.6)

to

t
<t = )" Kty A (4 [ (= ) T i)

to

o8
P

Neste momento, podemos escolher v, de forma que v = (y — 1)95, isto é,

o= 25 permitindo que as integrais em (3.3.6) tornem-se semelhantes.
p R
Usando Desigualdade de Young com parametros % e —95, obtemos
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qg—1) [
(t—to)'wa( >HLﬂ R7) ( AP ) / (T - to) HVU)HLP(R"
to
p—608 s _es p=08
< p — p
Y [ p (A (t —to)

B

1-0
K2, to) | gy )
T—to IVwl|7pgnydT ]

:@-w@A wwkﬁww(t@
05 t

||L60

+ A T —t0)” | Vw1, gny
p _ 05 " ( 0) ” ||L R
0 —1
Agora escolhemos A, tal que , —BGBA = q(q)\p >, ou seja
2n(p—2)+pq< p )p
A= -1 :
q(qg —1) ” P

Assim, eliminamos o termo

glg—1) [
U= [ = o 10l

to

e ficamos com

=05 (1-0)B
(t = 1) (-, )| gy < AT K7Vt — to)[[w(-, t0) | -

Dividindo tudo por (¢t — ty)?, obtemos

—08 _
w1 gy < AP0 K2 (= 1) [l (-, t0) | S -

Reescrevendo (3.3.9) em funcao de u(-,t), temos

=08 _ 1-6
s Dl gy < AT (8 = ) - t0)[0 2.

Isto é,

=08 1 By 1-6
ey < AT 3K (= 10) Tl t0) |0 27

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

Lembrando que 6 satisfaz (3.3.5) e calculando os expoentes em fungao de

P, q € n, obtemos
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05 1 qn

p=08  2p-2)+%  2n(p—2)+pq

1—7 1 n

q 2(p—2) + & 2n(p — 2) + pq

By  p ( qn )
e —— —— 1+
q p+qg—2 2n(p —2) + pq

n(p —2) ]

2n(p —2) +pq]

. (1—9)~y:1—[

Substituindo os expoentes encontrados, concluimos o teorema.

O
Até o momento, obtivemos a estimativa
(-, )| oy < A” 505779 K 7va3 (1 3073750 ). (3.3.11)
n(p—2)
R ey reern 2n(p—2)+pa
(t —to) 200=2%pa |-, lfO)HLj (&) )

onde a constante A é dada por (3.3.8) e a constante K que surge da desi-

gualdade (3.3.4).

Teorema 3.3.2. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP°(R™)) () L*>([0, 0), L>=(R"))
solugao do problema (3.1.1), entdo

pop
(-, )| ey < K (2, p, po) (£) ™ 7=205707 || 71

Demonstragao. Seja g > 2pg. Definindo h := 2n(p — 2), que nao depende
de ¢, podemos reescrever (3.3.11) com uma notagao mais sucinta,

||u(-,t)||Lq(Rn) < A*ﬁmKﬁ(lJr%).

\:*

*% h+pq
(t — to)” Frea ||u(-, t0)||L§ &’ (3.3.12)

. ht P
onde A = (¢ —1)=H (ﬁ) :
Dado m > 1, tomando t € (0, 00), sejam

0=2""t et =i+ (1—-27), V 1<j<m. (3.3.13)
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Podemos estimar Hu(-,tg")HLijo(Rn) em termos de ]|u(~,t§’11)|]L2g>1p0(Rn) para
todo 1 < 7 < m, ja que (3.3.12) ocorre para ¢ > 2pg e t > tg > 0.

Note que 7" — 7", = = 277t. Aplicando trés vezes este argumento na esti-
mativa (3.3.12), podemos ter uma ideia do que estd acontecendo,

1 h + 2j p H;ijtap
HU(-,t;ﬂ)Hng‘po(Rn) < {(QJPO —1) npop ( Z ) } o

p—2+2p
h
(271, — 1) E 27" pop p M it (1)
b n p—2+2"1p,
h h
(2 2py — 1) h +2/"2pop p P] s (1—h+2?-,,0p) (1‘h+2j31pop>
Po n p—2+42172p,

27 27 b
P 14 —=Pon _D 1+ _Pon )
K pt2po—2 h+2Jpyp _Kp+23—1p072 h+20—1pgp h+2Jpgp ) |

P 20 2pgn % % t\ ?
. 1 - 1— - 1— - h+2Jpgp
KP+2J—2P0*2 +th2J_2poP h+27pop h+23~1pgp ) . (_) 0

27

t h+27=1pgp h+27pop t h+27=2pgp h+20 pop ht27Lpop
2i—1 272

h h h
2 1— 2 1— 2
" h+2ipgp h+27—1pgp h+21=2pgp

[Ju(-, t]" G- 3)||L2] 3po (Rn)

h

Definindo C} :=1 — #, notamos que
l h + 2'pop d

-G = 3.3.14
J H ( h + 2lp0p> ( )
_ B+ 2pop b4 27 pop . b4 2m=lpop b4 2mpop
h + 23pop h + 27t1pep h + 2m=lpyp h + 2mpop
B % + 2™pop 1
~ \ h+2ipgp | 2m-i”

Estimando [[u(-, ;)| 27 (gny €m termos de [lu(-, ") || ro rn, usando (3.3.14),
obtemos

wl;~

28



m (3 +2™pop) ( 9d+1 )
Hu( , m)HLQmPO(Rn < H om (h+27 pop) (h+27F1pgp)

442" pop m +2Jpq(p+n> 2J+1 _p
K om j=1 h+2Jpop h+23H1pgp | \ 20 pg+p—2
_ n(B+2"pop)

0d+1
m . : +2Mp0p
2m (}—L+2J ht2i 1 u 1
H ( t ) ( pop)( POP) "¥2pop zm—T

27 H ( tO )HLPO (R™) . (3.3.15)

j=1
Nosso objetivo é fazer m — oo, pois 5 — 0 e L?"P(R") — L>°(R"™) onde

tm = t para qualquer m > 1. Fazendo m — oo em (3.3.15) e substituindo
h = 2n(p — 2), obtemos

Biompop P

PP

s tm)HLZJ?Rf%? T [, Ol iy = Nl o™ (3.3.16)

Enquanto que o termo que contém a variavel tempo é

_ n(B+2"pop) 2i+1
(h+27 pgp) (h+27H1pgp)

m o n(3+2"pop) 2J+1
= | | t am (h+27 pop) (h+27F1pyp)

~
I

m. n(g+2 pop)( gt )
. H 2 2m (h+27pop) (h+27FTpgp) ) (3.3_17)

j=1
A

/

~~

17

Analisando I e I1 e usando fragoes parciais, isto é

27+1 2 1 1
j = — ), (33.8)
(h+27pop)(h 4+ 27 pop)  pop \h+27pop  h+27+1pep

obtemos para I:
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_n(5+2"pop) s 2i+1

I = (t) " I=1 (h+27pgp) (h+27F1pgp)
h m

_2n(3+2™'pop) —~m 1 _ 1

= (t) 2Mpop J=1 h+2ipop h+27F1pgp

_2n(%+2mpop) 1T 1
— (t) 2Mpop h+2pgp  h2mT1lpgp
’

que quando m — oo, e substituindo h = 2n(p — 2), fica

__2n . n
lim [ = (t) "*2or = (t) "-2Fror, (3.3.19)
m—0o0
Para I temos
n(B+2™Mpyp) s _ gt
Il = (2) 2m =1 (h+27pop)(h+29 T 1pyp)
2n(B+2"pop) m i j
— (2) 2Mpgp J=1 h42ipgp  h4+27F1pgp
2n(&+2™pgp) m i i+l ym 1
— (2> 2™ pop J=1 h+2ipgp  h42itlpgp | —I=1 ht2itlpgp
2n(% +2Mpgp) m j j+1 m 1
< (2) 2™ pop 2 h+2jpop7h+2j+1pop+zj:1 27+1pop
2n(§+2"pop
que quando m — oo, temos % — 2n,
Pop

oo J _ Jj+1 _ 0o 1 1 .
Zj:1 ht2ipop  hi2iFipop 0 e Zj:l 2 pop — pop” Assim, segue que

lim I < 2%or. (3.3.20)
m—0o0

Desta forma, o termo que envolve o tempo, por (3.3.17), (3.3.19) e (3.3.20),
quando m — oo fica estimado por

_ n(B+2"pop) 2+l

- ( t ) 2m ((h+2jpop)(h+2j+1pop))

. 2n - n
lim < 9pop (t) n(p—2)+pop
m—o0 - 1 -

]:

2%

Agora precisamos garantir que as constantes em (3.3.15) ficam limitadas
uniformemente em m. Primeiramente notamos que
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( %+2mPOP) m (h+2jpo(p+n) 27 +1 p
: 2m Jj=1 h+427 h+27+1 27 -2
hm K +27pop + PoP po+p

m—ro0

S K*(p7n7p0>7 (3321)

‘. 00 h+27po(p+n) 27+1 D ,
jdque Y7 ( Fi2ipor mr 0 ) \ Tpip—s ) € convergente pelo teste da
B4 2mpop

razao e lim +——— = .
el om bop

Finalmente, analisando

m _ n(E+2™pop) 9d+1
| | A 2 (h+27pop) (h+27F1pyp)
7 ’

j=1

. 1 p
onde A; = (2/py — 1) <h+2;p°p> <p+2f;0_2> . Separamos este produtdrio em

duas partes, isto é

m +2mpop)( 2J+1
2m (h+27 pgp) (h+27T1pgp)
114 ror R/ = (3.3.22)
7j=1
m . 7ﬂ(%+2mpop) 2i+1
h + 27pop am (h+23 pop) (h+23F1pgp)
G
n
J=1
-~ o
7
n(%+2Mpop) 9d+1
(h+27pgp) (h+27F1pgp)

3

(P+2jpo—2)p o
1 p

~\~
1

(.
Il

Vamos analisar (i) e (i7). Lembrando que

li by 2mpop — 2+
m < 00,
m—00 j:l h + QJPOP h + 2j+1p0p)
h m
n(s + 2™ 2+
lim (2 Pop) J : < 00
mooo 2 ijl (h + 27 pop) (h + 27+ ' pop)

como foi visto em (3.3.19) e (3.3.20) . Em (i), existe [ > 0 tal que, para todo
7 > 1, temos
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: h+ 2
(2'po — 1) (%) > 1,
e entao
m ) _n(%+2w’:‘pop)( _ gitl _ )
Iim H |:(2jp 1) <h+23p0p>:| 2 (h+27 pop) (h+2 T 1pop)
0 — -
(s n
m n(5+2"pop) ( Qit1 )
< lim H (1) 2m (h+27 pop) (h+27F1p(p)
~ m—oo

j=I41

sm n(%+2mp0p)( i+l )
— lim (1> J=itl m (h+27pop) (h+27F1pyp) < 1.

m—0o0

Desta forma, 7 fica

n(& 42" pop) ( 9i+1 )

m 4 h+2pp\] ~ 27 (h+27pop) (h+2F 1 pgp)
li | | 2pg—1) | —— =
J:

. ' _n(%+2mp0p)( il )
[(QJp 1) (h + 2Jp0p)} am (h+27pop) (h+27 T Lpgp)
o — ML 2" 4 .
-1

; n
m A (B +2mpop) ( git1 )
: ; h + 27pop 2 (h+27pop) (h+27 T Tpgp)
J e — -
Tim T [(2 po—1) < -
j=1+1

Enquanto que em iz, temos

62



) n(%+2mpop) 2J+1
P+ 2 py — 2)‘” m (h+27pop) (h+27F T pgp)

p

f:

=
=
VR

m pn(%+2’”pop>( it )
< lim H(ijo) 2m (h+27pop) (h+27F1pgp)
m—00

[
Il
—

m (3+2™pgp) ( g2t )
= lim H(on)p . (427 pop) (h+27F )
m—0oQ

j=1
n(2+2mpgp) m g2t
= lim (2p0)p m 3= (h+29 pop) (h+29 L pop)
m—0o0
2

< KZ(p,po,n). (3.3.24)

Concluimos assim, que
m_ n(E+2Mpop) ( 2d+1
2m (h+27pgp) (h+27F1pgp) 1 2
< K* (p7p07 n)K* (p7p07 n)

g
j=1
(3.3.25)

Portanto, fazendo m — oo na estimativa (3.3.15), usando os resultados ob-
tidos em (3.3.16), (3.3.21) e (3.3.25), concluimos o teorema, obtendo

[l )| oo (my <K (P, po, ) KZ(p, po, ) K. (p, 1, po) 270 (3.3.26)
PP
(t) n(p— 2)+p0P||U0H£1(,% E&):)Pop
onde Ki(papm n)Kf(pap(]a n)K*(p7 n’p0)2m = K<nﬂpap0)' O

Corolario 3.3.3. Com as mesmas hipoteses do teorema anterior, temos
|w (-, t)||Lagrny = 0 a0 t — o0,

para todo q > 2py.

Demonstracgao.Usando o Teorema 3.3.2 e a propriedade de decrescimento
da norma L4, para todo g > 2pg, temos

s Dl ey = [ ) )

< [l ) zoo gy e, )1 s gy = O

ao t — oo. ]
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Observacao 3.3.4. No Teorema 3.3.2, poderiamos obter um resultado mais
geral, isto é,

PP

n(p=2)+poP
LPZZ)(Rn)pOP V0 S tO < ta

laCes )l ey < (1., ) (£ = o)~ 7557 -, )
se no lugar de (3.3.13)) tivéssemos definido assim,
oty =1ty +27"(t —to)
o 1T =17+ (1-277)(t—ty), V1<j<m.

Neste caso, tjy =t, e t7" — 7" | = 277(t — to).

Observacao 3.3.5. Note que nao estamos interessados, neste momento, em
obter a melhor constante, e sim a propriedade de decaimento da norma L.

3.4 Analise de escalas

A fim de confirmar as estimativas obtidas na secao anterior, vamos fazer
uso do argumento de andlise de escalas. Primeiro, tomamos uma funcao
t(x,t) := Au(Lx, 0t) e encontramos a relagao entre os parametros A, 0, L de
forma que, a nova fungao @(z,t) satisfaga a equagao (3.1.1) para uma fungao
g(x,t, 1) qualquer, com a condigao de semidissipatividade (3.1.2).

Desta forma, todos os resultados obtidos para a solucao u também serao
alcangados pela nova solucao @, mas agora teremos parametros livres e rela-

cionados, 0s quais serao tteis para encontrar os candidatos a expoentes das
estimativas da secao anterior.

Seja u(+,t) solucao da equagao

u + divf(z,t,u) = p()div(|VulP>Vu) + nAu, z€R", t>0. (3.4.1)

Podemos reescrever (3.4.1) da seguinte forma,

n

n af, n of; )
up + Z 3£¢ (,t,u) + Z B (z,t, u)uy, = u(t) Z (IVulP~u,,)  +nAu.
=1 =1

=1

(3.4.2)
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Tomando u(x,t) = \u(Lz,0t), e sabendo que u satisfaz a equacao (3.4.2) no
ponto (Lzx, 0t), notamos que

t(x,t) = Nu(Lx, 0t)

— Jfi — Of;
=\ |— Z o (Lx,0t,u(Lx,0t)) — Z 5 (Lzx,0t,u(Lx,0t))u,,(Lz, 0t)
i=1 i=1

p(0) > " (p — 2ug, (La, 0) | Vu(La, 06)[7~* > " ug, (La, 0t)uq 4, (L, 0t)

i=1 j=1

+ |Vu(Lz, 0t) [Py, e, (L, 0t) + 1 Z Uy, (L, 01) | (3.4.3)

i=1

Vamos reescrever (3.4.2) em funcéo de @. Definindo f(x,t, @) := f(Lx, 0t,u(Lx, 0t)),
onde @(z,t) = Au(Lz, 0t), notamos que
0

; _ 0
1. 3_xif<x’t’ i) = L@xif(Lx’ 0t, u(Lx, 0t))

0 = - o0u 0
2. %f(x,t, U)G_ = L%f(La:, 0t, u(Lx, 0t))u,, (Lx, 0t),

X

onde o segundo item fica do seguinte modo

ou 0 ou
o 8u (Lx,0t,u(Lx, 815))a

= %f(Lx, 0t,u(Lzx, Qt))X.ALum(Lx, 0t).

0 = N
ﬁf(%t?u), - ALug, (Lzx, 0t)

Sendo assim,

divf(Lx Ot,u(Lx,0t)) =
" 0f;
0

3
Q

(Lx, 0t,u(Lx, 0t)) — ui(Lx,Qt,u(Lx,Gt))uxi(Lx,Ht)

i=1 i =1

_ % ( gfz (,t, @) — Z 8]:2 (z,t, )Ty, (7, t)>

i=1

1
= Ediv(f(x,t, w)). (3.4.4)
Olhamos agora para o terceiro termo do lado direito de (3.4.3),
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AK%)EZ@—4DHNKL%9ﬂP‘4(E:u%uﬁaﬁﬁuﬂAL%90>zwAL%9ﬂ

i=1 =1
+ |Vu(La, 0) [P~ uy,,, (L, 01)

n

V'™ (& i, e, \ G, (V| T2 e
0> (p—2) (o oy Hoyo ) U s
a );( ) ( AL 2 Jan T\ ) A

o) & _ (N~ . -
= Sil7 (p—2)|Va(z, t)|P* (Z Uy, (x,t)uxjmi(m,t)) Uy, (x, 1)
i=1 j=1
+ | Va(z, ) |P 2,0, (2, 1). (3.4.5)
E por tultimo,
n -
nZumz (Lz, 6t) T;u (2, 1). (3.4.6)

=1

Substituindo (3.4.4), (3.4.5) e (3.4.6) em (3.4.3), obtemos

(x,t) = M0 [% < gi?( t,a) — Z aaj?( t ﬁ)&x(x,t)>

i=1

+ =P (p—2)|Va(z, t)[P* (Z Uy, (7, 1)Uz, (T, t)) Uy, (2,1)

7j=1

" 2
+|IVa(x, t) [Py, e, (2, t) )\L2 Zu’” x,t) ]

[( gﬁ v—zgﬁtwmmﬂ

=1

3

2
)\p le ; \Viai(z, ) [P0y, (, t)) + mAu(w t)] (3.4.7)

A 0
Definindo g(x,t,a) := ff(:r,t, w), = T2l f(t) == p(6t). Escrevemos
(3.4.7) da seguinte forma,

0
AP—2]p

y(z,t) + div(g(z, t,)) = At)div(IVafP—*va) + gAa.  (3.4.8)

66



Assim, escolhendo 0 = N72LP| 4 satisfaz a equagdo da forma (3.4.1).
Observamos que g(z,t, @) satisfaz a mesma condi¢ao de semidissipatividade,
e todos os resultados obtidos para u valem também para %, como por exemplo,
a estimativa

~ ~ 16 _
@, )| oo rmy < K (n)|t0]| 700 eyt (3.4.9)

Para determinarmos os expoentes da estimativa (3.4.9), vamos usar a
relacao encontrada 6 = \P"2LP e comparar as normas de u e :

0] gy = / o )P da = / uo(La) e
Rn n

A\Po APO Po
- /\PO/ luo( L )|Poda = [uo(y)"*dy = = [[uollzo ny.

" Ju
Yy
(3.4.10)
(s )|z ny < K (n)]| 0| zoo oyt~
A S
I8 ey < K ) (S fuaCllmen ) 707707
PO
pal 5 .
Mlul; 0) || @) < —5 K (n)[[uo(-) [ 2o (me) (0F)
PO
)\6—197 5 B
Ju(, 7)o @ny < LTK(H)!\Uo(')Ilm(Rn>(T) 7, (3.4.11)
PO
)\67197
onde necessariamente, —— =1, ou seja, usando 6 = \"2LP_ temos
Lro
Ay TR | (3.4.12)

Assim, resolvendo o sistema

{v(p—2)+5 =1
on
w0 = 0

n DPo

obtemos v = ed= :
ppo + n(p — 2) ppo + n(p — 2)
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Capitulo 4

Equacao do p-Laplaciano com
termo advectivo, limitacao
global

4.1 Definindo o problema

Neste capitulo, vamos tratar do problema de valor inicial

{ut—i—div(f(l’,t,u)) = p(t)div(|Vul""*Vu) +nAu; (4.1.1)

u(-,0) = wy € LP(R™);

onde 1 < py<oo,p>21n>0efeC'R"x[0,00) X R) satisfazendo
Jors oo fans fu € CO(R™ x [0,00) X R) e a condigao
|f(z,t,u)] < B)|ul"™ VeeR" t>0eucR (4.1.2)

para uma certa constante k > 0, onde B € C°([0, 00[) é nao negativa. Além
disso, estamos sempre considerando que a solucao u(-,t) (suave) construida
na faixa R" x [0,7), onde 0 < T, < oo, satisfaz:

(1) u(-,t) € L ([0, T2), L=(R")) N C([0, T%), LY(R™)), para algum ¢ > po;
(ii) Vu € L>®(R™ x [ty,T]) para cada 0 < tg < T < Ts.

No capitulo anterior, obtemos o decrescimento da norma L7, para todo
q>1eq > poe com esta propriedade, concluimos que a soluc¢ao u(-,t) tem
uma limitagao uniforme no intervalo de existéncia [0, 7% ), isto &, ||u(-,t)|| e <
||uo|lLe YO < t < T, garantindo sua existéncia global (7, = o0). Neste
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capitulo, buscaremos uma estimativa que controle a norma do sup, ja que
para o problema (4.1.1)-(4.1.2) nao temos a propriedade de decrescimento da
norma L%, para q¢ > 1.

Observacao 4.1.1. Note que a funcao f poderia ser escrita de forma mais
geral como

fx,tu) = h(z,t,u) + g(t u),

e como o termo g(t,u) nao apresenta dependéncia espacial direta, nao ird
ocasionar maiores problemas nos célculos que serao feitos (com a dependéncia
direta de x, terfamos que considerar a hipdtese feita no capitulo anterior).
Por esse motivo, e buscando simplificar um pouco os calculos que serao apre-
sentados, vamos ignorar este termo a mais em todo o texto que segue.

4.2 Analise de escalas

O principal resultado deste capitulo é uma estimativa do tipo

Ju(-, t)|| Loomny < Kmax {||uo| oo rr), B, (0; £)°Ug(0; 1)}, (4.2.1)

onde K > 0 depende de p,n,q e k. Por meio desta estimativa é que obtemos
condigoOes para existéncia global da solucao. A analise de escalas nos indica
que se uma desigualdade do tipo (4.2.1) é valida para a solugao do problema
(4.1.1), com uma funcdo f qualquer satisfazendo a condi¢ao (4.1.2), entdo

k — 2
devemos ter a condicao ¢ — n(—pl—i-) > (), e neste caso,
p —_—
g(p—1
5= - v = aw—1) (4.2.2)

Cqp—1)—nlk—p+2) qp—1) —n(k—p+2)

Proposigao 4.2.1. Seja u(-,t) € Ly2.([0,T.), L=(R")) N C°([0, T,), L1(R"))
solugao da equagao dada em (4.1.1), para alguma [ satisfazendo a condigdo
(4.1.2) e suponhamos que tal solugao satisfaca a desigualdade (4.2.1). Entdo,

os valores & e vy devem ser

n (p—1)g
0= — e v= — 4.2.3
(p—1)g—nlk—p+2) (p—1)q—nlk—p+2) 423
— 2
quando q — M > 0 ocorrer.

p—1

69



Demonstragao. Seja u(-,t) solugao da equacao dada em (4.1.1), mudando
a escala em u,t e x, isto é, considerando a fungao u(x,t) = Au(Lx,0t) com
A>0,L>0ef >0, encontraremos uma relacao entre A\, L e 6, (ja que sao
parametros livres) a fim de @ satisfazer uma equagao da forma (4.1.1), ou
seja, u seja solucao de

iy + div(f(z, t, 7)) = p()div(|ValP-2|Val) + 7AG. (4.2.4)

Primeiramente, note que podemos escrever (4.1.1), da seguinte forma

ut+Za :ctu—i—zaflxtu)g

= pu(t) Z (( —2)|Vul" ™y, Zuﬂfjuxjxi + |Vu|p_2uwm> + UZ Uz, -
i=1 j=1 i=1

(4.2.5)

Sabendo que u; = Au(Lx,0t) e que u satisfaz (4.2.5) no ponto (Lx,0t),
obtemos

U (x,t) = Nuy(Lx, 0t)

:Ael ZZQ Lz, 0t, u(Lx, 0t)) Z

))ug, (L, 0t)

=1

+pu(0t) ) <(p — 2)|Vu(La, 0t)|P~Yu,, (Lx, 0t) Z Uy, (L, 0t)ty o, (L, 01)

i=1 j=1
+|Vu(Lz, 0t) [P *uy,,, (L, 915)) +n Z Uz, (L, Gt)] : (4.2.6)
i=1

Vamos reescrever (4.2.6) em fungao de . Paraisto, observe que i, (z,t) =
ALug, (Lx, 0t) € Uiy,q, (x,1) = AL?Uy 4, (L, 0t). Edefinindo f(z,t, @) = f(Lx,0t, u(Lz,6t)),

temos

Ofi (o _ 1 Of:

o, (x,t,a) = L@xi (Lx,0t,u(Lx,0t)) e
Ofi - _ Of; Ou
57 (x,t,u0) = 5 (Lx, 0t u(Lx, 6t)>871

Assim, podemos reescrever (4.2.6) da seguinte forma
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U (z,t) = )\Gut(Lx 0t)
1 _0f; = 1 9f;
= L
Y, [ 2 LLé? (Lzx,0t,u(Lx,0t)) — 2 X Bu ——(Lz,0t,u(Lx,0t))\Lu,,(Lx, 0t)
. AL AL ~ AL AL
— =477 M —
w(6t) E ((p 2)\)\LVU(Lx,0t)| )\Luxi(Lx,Gt) E_ )\Lumj(Lx,Ht) )\Lqujxi(Lx,Qt)

=1

A2 AL?
/\L2uxlxl(Lx 0t) ) + 772 )\LQu%xl(Lx Ht)]

" 19f; . 10f;
_;Za_xi(x’t’u) _ZLGN (x,t, )0y, (2, t)

(Ht)z ((p— Z)W]ﬂ(x,tﬂp 4)\1[/1]% (z,t) Z )\LUIJ z,t) )\EQUIJ%(IB t)

=1

]—Vu(L:E ot) P2

=\

1 1
(A | Vi(z, t)[” 2AL2um(gx t) > +nZAL2uW“($ t)]

1
)P
=20 |~ div fa)
ot

+

/\p(ll)/p Z (( — 2)|u(x t)lp 4ur x t Zuw T t)ux s (x t)

=1 j=1
+|Vii(x, t) [P umt) ALQZumth] (4.2.7)

Concluindo que (z,t) satisfaz a equagao:

A0

0 -

D A _
Uy + T div f(x,t,a) = NE

w(6t) div (|[Val|P2Va) +

Definimos
Y

g(x,t ) = ff(x, t,u),

_ 0 _
[i(t) = mﬂ(‘%) € =Nz

temos que u(z,t) satisfaz a equagao
Gy + div §(z,t,a) = a(0t) div (|ValP2Va) + A, (4.2.9)
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e portanto vale também para (-, ) a estimativa (4.2.1). Isto é,

(-, )| oo grny < K max{|[fio]| oo ny; By (0; 1) Ug(0; 1)} (4.2.10)

Precisamos agora comparar @Q(O; t) e U;(O; t) comB,(0;t) e Uz(0;t). Para
isso, note que

it e = ( [ Jiwolrae)
< | Au(Lx 9t)|qu>
— )

/ (L, et)|qu)
( A

|u<y,et>|my) = 2t 00) e

Q=

Q=

Q=

e, consequentemente,

- A
Ug(0;1) = —Ug(0; 601). (4.2.11)
La
: B(r) _ .
Para analisar B, (0;¢) := sup ——-, precisamos comparar B e B. Lem-
o<r<t ()

bramos que

|f(z,t,u)] < B@)|ul*" < |f(La, 0t,u(Lx,0t))| < B(0t)|u(Lz, 6t)F

& | fla,t, )] < L ja(z, £ (4.2.12)

Portanto B(t) = -2 B(6t) e como j& haviamos visto, fu(t) = 5% p(0t).
Desta forma, temos

B wrBeY
Bal0:t) = S T = o, I om)

= N2k (0; 0t).

(4.2.13)
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Portanto, usando (4.2.11), (4.2.13) e (4.2.10), obtemos

n
q

= Kmax

ok s A 7
Allu(-, 0t)]] oo mny < Kmax{)\||u0||Loo(Rn); (A2 LP71B,(0; 601)) (L—UQ(O; Qt)) }
{)\||u0||Loo(Rn); AS=2-Ryt [ (=DS=39R (0 41)0U,(0; et)v} .

Logo,

[u(-, 0t) | Lo zny < K max { [ ttg| oo (mny; ANOP2RIFTLLETDIZETR (0: 01)°TU4(0; etw} .

Como os parametros A e L estao livres, note que se seus respectivos expoentes
nao forem nulos, podemos fazer \, L. — 0 ou A\, L — oo (de acordo com o
sinal dos expoentes), e assim obter:

lu(, 7) || Loomny < 0 ou [Ju(-, 7)|| Lo rry < 00,

tornando inttil a estimativa. Para que isto nao ocorra é necessario que os
expoentes de A e L sejam nulos, isto é, devemos ter

n
(p—2—k)o+~v=1 e (p—1)5—5”y:O
o que resulta no seguinte sistema

{(p—Q—k)5+'y =1

(p—1)0—2y =0
k — 2
cuja solugao é unica se ¢ — n(—pl—l-) # 0, isto é,
p_
k — 2 k — 2
cj——n( b >>Ooucj——n( s )<O.
p—1 p—1

Como queremos ¢ grande, a hipdtese natural é

k — 2

g-k=pt2 (4.2.14)
p—1
e desta forma, teremos como solugao
n a(p—1)

5= — L= . (4215
-D-ntt—p72 | ap-D-nk-pr H
O
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4.3 Estimativa de energia

Teorema 4.3.1. Seja u(-,t) € L2.([0,T.)) N C°([0,T.), LY(R™)) solugao do

loc

problema de valor inicial (4.1.1), para algum q > po. Entdo

T
/ |u(z, )72 f (x, 7,u) - Vudrdr < oo (4.3.1)
0o Jrn
T
/ u@) [ ue, P V(e ) Pdzdr < oo (4.3.2)
0 Rn
T
/ lu(x, 7)|72|Vu(z, 7)Pdzdr < oo (4.3.3)
0o Jrn

para todo T € (0,T,), ¢ > q e ¢ > 2. E além disso, temos

0 _ _
UG O + nlt)ale — 1) 3 |ul?2|VulPdz + ng(q — 1) s [ul " Vul*dz

=qlg—1) [ |u|'*Vu- f(z,7,u)dz

R’I’L

para todo t € (0,T) \ E,, onde E, € um conjunto de medida nula.

Demonstracao. Multiplicamos a equacao do problema (4.1.1) por ¢ (u)(g(z)
e integramos na regiao [to,t] x R™, onde 0 < tq <t < T,

/t: /BR UTﬁbg(U)CR(ZL‘)d:EdT—f—/t: /BR div(f(x, 7, u))d5(u)r(z)dzdr

_ /t /B w(T)div(|VulP~2Vu) ¢ (u)Cr(x)dadr + /t /B nAud;(w)Cp(x)dadr.
(4.3.4)

No primeiro termo, usamos Teorema de Fubini e nos demais termos usa-
remos o Teorema do Divergente. Assim a igualdade (4.3.4), pode ser reescrita
da seguinte forma
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| ontute D)t + / u(e) | oy Fupcaa)dedr
+n / [ (I Tl Caw)drar

= [ outute.to)uta)da + / & (u) f (.7, u) - VuCr(z)dzdr

o Y/ Bgr

+ / O5(u) f(x, 7,u) - VCg(z)dadr — / wu(7) ¢ (w)|VulP2Vu - Vg (2)dxdr
to J Br to Br
+1 /t . ¢s(u) ACg(x)drdr — 1 / bs(u)Vr(T) - %dsm. (4.3.5)

to Y OBR

Note que, usando Desigualdade de Young no segundo termo do lado di-
reito da igualdade (4.3.5), obtemos

/ o5 (u) f(z, 7,u) - VuCg(z)dedr

// )ul" s (w) | VulCr(z)dedr
to ¥ Br
1 2 B(T)Z 2k+2
< [ [ wwrcao (B + B2 doar,

ja que |f(z,t,u)| < B(t)u[f1. Desta forma, majorando o lado direito de
(4.3.5), e usando a hipdtese (4.1.2), obtemos

[ Gstuta )@ + / ue) | oy Fupcaa)dedr

¢
+ g/ gbg(u)|Vu|2CR(x)dxdT
to Y Br

< [ ostutet))in@do+ - [ BOP [ @l ntz)dads
Br 77 to Br

+ [ B [ 1ol Ten@lddr + [ utr) [ 165@lITuPVEn(o)ldodr
to BR to BR

t

+77/t . ¢5(U)|ACR(x)\d1:dT+n/t ¢s(u)|VCr(x)|dSdrT. (4.3.6)

o YOBR
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Sabendo que |V(p(z)| < ee” VTP | ACR(2)] < ene”VIHEP e além disso,
usando a hipétese Vu € L*(R", [tg, T]), com ||Vu(-,t)||Le@n)y < C para todo
to <t < T, podemos escrever (4.3.6) da seguinte forma

; ¢5(u(x,t))CR(x)dx+/ () ; &5 (u)|VulPCr(x)daxdr

to

n [ p
§/t0 . &5 (u)|Vul*Cr(x)dwdr

v [ B0) [ it eV T i+ ot [ [
to Bg

< [ ostute.t))ial@do + - [ BP [ i@l alz)duds
Br 1 Jto Br

|5 (u)|e Vv Ll g dr
to Br
¢

t
+ ETL??/ ¢5(u)6—5\/1+|w\2dxd7_ i 677/ ¢5(u)6—e\/wd5«d7‘
t Br t

o YOBR

(4.3.7)

Substituindo
¢5(u) = Li(u) < [ul?,

O5(u) = qLi (u) Ls(u) < qlul”,

e fazendo R — oo, (4.3.7) fica
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g (u(w, t))e VI dy 4 / ) [ VbV P dedr
R» Rn

to

t
g/ oL (w)|Vul2e~ VI drdr
to JR"

¢5(u($, to))e  VIFP gy
+_/ gb" )|u|2k+26—6\/1+|m\2dxd7_
+e/ B(t )/ || ulF e —eVIH P g dr

to

t
+€Cp1/ w(r) | |7 Ly ()| e VI dadr
R"

to

t
+ enn/ |u|%e= VTP dudr. (4.3.8)
to JR"”

Usando a propriedade |L5(u)| < %|u|7 e sabendo que, por interpolacao,
u(-,t) € LY(R™) para todo ¢ > g, ja que u(-,t) € LI(R™) N L*(R™), e como
e~ VTP < 1 entdo as tltimas trés integrais de (4.3.8) sdo finitas. Assim
fazendo € — 0, usando o Teorema da Convergéncia Mondétona nos demais
termos, temos

¢s(u(x,t))dx + / w(t) | &% (w)|VulPdodr
R™ to R™
g/to . o5 (u)|Vul|*dvdr
os(u(z,ty))dx
R?’L
1 [t

+ — B(T)Q/ &5 (w) |u** T2 dadr
2n Ji, n

. ¢s(u(x, to))dx
oo [ BEP [ 1 ) s

1 t
+q—/ B(T)2/ L (w) L (u) [u|* 2 dadr. (4.3.9)
277 to R7
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Fazendo 6 — 0, usando o Teorema da Convergencia Dominada, obtemos

t
(-, )|%dz + qlq — 1) / u(r) / 2| VP dedr

Rn to R
t
a(q 1)%/ (e, )2V udadr
to JR?
< “u('?t0>H%tI(R”)
1

t
+q(q — 1)%/ B(1)? i lu| " dzdr < oo. (4.3.10)
to n

E agora, fazendo t, — 0, concluimos que

¢
/ w(7) lu|?"?|Vul|Pdrdr < oo (4.3.11)
0 Rr

t
/ lu|??|Vul|*drdr < oo (4.3.12)
0 Jrn
para todo 0 <t <T.

Voltamos a igualdade (4.3.5), fazendo 6 — 0, usando o Teorema da Con-
vergencia Dominada, obtemos

/B jue, £)|1Ca(x)dx + qlg — 1) / () / (e, )" |Vl Ca()dadr

W o
+nq(q — 1)/t: /BR u(z, )| % Vul|*Cr(z)dadr

= /BR u(, t0)|%Cr(z)dx + g(g — 1) /t: /BR lu(z, 7)|72 f (z, 7, 1) - VuCg(z)dzdr
+ Q/t: /BR lu(z, )| tsgn(u) f(z, 7, u) - VCg(x)dwdT

g [ 1) [ Tate ) sgnta) V=V Vaa)dadr

to Br
t t

+n / (e, 7) " ACa(x)dedr — 1 / / (e, 7)1V Ca(x) - LdSdr.
to Y Br to JOBR R

(4.3.13)

Lembrando que V(g(z) = ee” VIO (1) e ACr(z) = ee™VIHI Oy (1)

onde Oy, Oy sao limitados uniformemente em z (isto é, O1(x) < Cp, Oy(x) <
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C,). Além disso, e~ V'*H#1* < 1 ¢ fsatisfaz | f(x,t,u)| < B(t)|u|"!. Assim,
usando (4.3.11), (4.3.12), concluimos (4.3.14) e (4.3.15) abaixo:

t
/ u(7) lu(z, 7)|7  sgn(u)| VulP*Vue Vv el 0, (x)dxdT
to Rn

t
< C’l/ w(r) [ Ju(e, 7)) VuP e VI ddr

to R™

¢
< C’l/ w(7) |u(x,7')|q_1|Vu|p_1dxdT
to R™

t p—1 1
<c [ [ fute i (Tww ; 2—9|u|p) dvdr

t() Rn
p—1 ! —2
< w(T) |u(z, 7)|7 | VulPdedr
p to R™
1 t
+ C'l—/ p(7) lu(z, 7)|9*Pdrdr < oo (4.3.14)
to Rn

t
/ u(z, 7) 972 f (z, 7,u) - Vue VP dgdr
t

o JR™

t
< / (e, 7) 72 f (2, 7, 0) [Vl drdr
t

o JR"

t
< / B [ fulw, D)2 ule, 7)) |Vl dedr
to R™

t 1 1
< / By [ 7)) (-ju(x,f)y%+2+—|v@b|2> dedr
to Rn 2 2

1 t
< —/ B(1) |u(x,7’)|q+2kdxd7'
to Rn

t
+ 5/ B(T) lu(z, 7)|9 2| VuPdzdr < oo (4.3.15)
to R™
Desta forma, na igualdade (4.3.13), fazemos R — 00, € — 0 e ty — 0,
nesta ordem, garantimos que a convergéncia existe e que os trés ultimos
termos do lado direito da igualdade se anulam (ao ¢ — 0), j4 que suas
integrais sao finitas. Portanto (4.3.13) fica
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R

t
(e, t)|%dz + g(q — 1) / wr) [ lule, )2 VP dadr
0 R”
t
nalg—1) / (e, 7)|02|Vu[*dedr
0 R™

t
lu(x,0)|%dzx + q(qg — 1) / lu(x, 7)|7 2 f(x, 7,u) - Vudrdr.
R™ 0o JRrn
(4.3.16)

Observe que, por (4.3.11), (4.3.12) e (4.3.15) concluimos a primeira parte
do Teorema 4.3.1, e garantimos que todos os termos de (4.3.16) sao in-
tegraveis. Assim |lu(-, )% La(rny € uma fungao absolutamente continua em t, e
pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, sabemos que existe um conjunto
de medida nula E,, tal que [ju(:, t)Hqu(Rn) ¢ diferencidvel em t € (0,7}) \ E,.
Assim, podemos derivar (4.3.16) em relacao a t, concluindo o Teorema 4.3.1.

OJ
4.4 Método LP — L1
Voltando a igualdade
0 _ _
Sl G Ol aeny + p(Balg = 1) [ Jul*|Vulz, P de +nqlq =1) | [ul*|Vu(e,t)]Pde
R” R”

=q(qg—1) |u|T 2 Vu(z, t) - fx,t,u)dz.

R'I’L
e sabendo que

ng(q—1) [ |u]?Vu(z,t)]? >0
Rn

é finito, temos

e Oy + Oala = 1) [ Ve, s

<q(g—1) /n lu|"2 f(z,t,u) - Vu(z, t)dz. (4.4.1)

Esta forma diferencial é boa, mas tem a desvantagem de nao conhecermos

0
o sinal do termo a”u(, )| 7o (rny- Quando

80



0
)y <

sabemos que |lu(-, )[4 La(rny ©std decrescendo e de certa forma a norma L¢
esta controlada. Quando

0

Sl ey 2

vamos conseguir uma limitacéo para a norma L. Lembremos que [|u(-, ¢)||74gn)
é absolutamente continua em (0, 7}).

Para o préximo Teorema, vamos usar o seguinte resultado que pode ser
encontrado em [15].

Teorema 4.4.1 (Desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG)).
Para qualquer 0 < s <r < oo, 1 <p < oo, temos

HwHLT(R") < C(n S, Ds Tl)”w| LS(]Rn vaHLP (R™)>» (442)

onde 0 satisfaz
1 1 1 1
-—=0l-—-- 1—-0)- 4.4.3
=o(5-2)ra-oy (143
e podemos encontrar um C'(n) > C(r, s,p,n) para todor € [ry,rs] C (0,00), s €
[s1, 2] C (0,00) € p € [p1,p2) C (1,00).
Teorema 4.4.2. Seja u(-,t) solu¢ao do problema (4.1.1), 2¢ < g < o0 e

k — 2 .
n(—pl—F) < g Set €[0,T.)\ B, € tal que Z|uf(., )HLq (& li=i= 0, entdo
p_

/

Bbp’
Bb N o—aB) bB(1—a)
5 8 5\ a—amy [ B(t) 1@=? [(1-b)+ 220 ]
) ey < K7 (02C7) (ma ot Dl

onde q > po, p' o conjugado de p e B,B, b,a dependem de p,n,k e q e podem
ser vistos na pdgina (89).

Demonstragao. Se ¢ € (0,1%) \ E, é tal que 2u(., Ol Loy == 0, a
desigualdade (4.4.1) fica

H(f)/ |U|q_2’vu|pd$§/ lu|?72 f (2, %, u) - Vudz.
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Usando desigualdade de Holder no lado direito com parametros p e p’ =

T1 , obtemos

u(f)/ |u]q_2|Vu]pdx§/|u|q_2f(x,f,u)-Vudx
Rn R

:/‘WVfWWQV?ﬂ%£UYVMM

1
< (/ !u\qQ\Vu\pdx)p (/ |u| 72| f (1, u)’p’)
n RTL
= (/ |“|(1_2|VU|”d96)p (B(f)p'/ Iul(q‘2>+(k+1)p')p

1
o

- (/ |u]q2|Vu]pd$); (B(f)p/ / W”) : (4.4.4)

p(k+1)—2(p—1)
p—1

Juntando os termos semelhantes em (4.4.4), obtemos

/n |72 Vs < (ig;)p / e (4.4.5)

Para facilitar os cdlculos, vamos fazer a seguinte mudanca de variavel:

Y e

onde v := ,evale g +v > 1, ja que ¢ > 2.

w(x) = { |u( D, g>2. (4.4.6)

onde « := pta- e w depende de £, mas como ¢ estd fixo vamos omiti-lo.
Logo, P
o [y )% gy = w5 s ondle B = 205 = 2
o flu(, )||22(Rn = [[w() % (zny» Onde o = 5
o [JuC, D)7 @ = lw(- )IILB 2y onde = farup — a41,

82



Além disso, temos

- 1
[u|" | VulPde = IV ny. (4.4.7)

RTL
Podemos reescrever (4.4.5) em funcao de w,

V0O e < (23 ) 10O (149

Como 3 > By, pois

b= ((q— 2)(1;;]19)_+2p(k+ 1)) (pﬁ 1)

=2 -V+p _pg—p—q+2
q+p—2 ptq—2
pq
—— = [, 4.4.9
> st = (149
onde a ultima desigualdade segue do fato de ¢ > 2 e p > 2. Desta forma,
podemos usar a desigualdade (SNG), Teorema 4.4.1, com r = e s = [y,
obtendo a desigualdade

w5 gny < CllwC Lz g VWO IE@n) (4.4.10)

onde C:=C(n) e a satisfaz

1., (1 _ 1) - a)ﬁlo (4.4.11)

p n
Usando a desigualdade (4.4.10) em (4.4.8), obtemos

/

HVwcwmmwso(fﬁ?)u<>u5W (4.4.12)
(

S“(ig

Em (4.4.12) podemos juntar os termos semelhantes, ja que % < 1. Po-

/

Yo of
) s 1900 gy

demos conferir que esta desigualdade ¢é satisfeita no capitulo Apéndice em
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i L nlk —p-+2
(4.7.1), onde é usada a hipdtese (—pl) < g, que apareceu natural-
p J—
mente na analise de escalas.. Assim, juntando os termos semelhantes em

(4.4.12), obtemos

/

11,3 B(i\) % é' (1ia)§
V() ity < (W) )] e

/

B(1-a)

ﬁ £ p—af
Cr=a? lw()l o rny

b (B(f)

[Vw()||pp@ny < ar=ed -
pu(t)

Usando novamente o Teorema 4.4.1 (Desigualdade (SNG)) com parametros
b e By, temos

o) lps@ny < Klw g g V0Ol 20 @ny

bp/

B(i)\ 7P o5 bB=g)
< KO lne™ (20) CPB 100

pu(t)

w_ [ B(D) >/3 b (14 280

= Kare? ( ; Cr=ab [w()|| oo @y~ (4.4.13)

pu(t) LAo (R™)
onde b satisfaz

1 1 1 1
305 T UA=bg 4.4.14
g (p n) (1=t (4.4.14)

e K vem da desigualdade (SNG).
Elevando a desigualdade (4.4.13) na poténcia 3, obtemos

Bop’

Bbp_ B(f) p—aB BB ﬁ(l—b)-ﬁ-bi(j;?)
w1 gy < K ar=os <W) CWIIw(-)IILLO(Rn) ) (4.4.15)

Reescrevendo a desiqualdade (4.4.15) em funcdo de ||[u(-, )| rarn), obte-
mos

Bb A = 5o
A B 5 7 B(t)\ av—abd) | (=02
ey < K5 (aC7) 7 (BT gy 0



Podemos demonstrar este Teorema 4.4.2 de outra forma, com a vantagem
de carregar o termo & |u(-, t)||%q(Rn) por mais tempo e enquanto isto ocorre,
os resultados obtidos nao sao pontuais, isto é, valem para t € (0,7,). Além
disso, usaremos uma estimativa encontrada nesta demonstracao que serd til
na ultima secao deste capitulo. Entretanto a demonstracao é um pouco mais
longa.

Demonstracao Alternativa Na desigualdade (4.4.1) aplicamos desigual-
dade de Holder, obtendo

Sl Ol + el = 1) [ Jul 2Vl

n

<q(g—1) /n lu|"2 f(2,t,u) - Vudzx

<ata- 050 ([ |u|q2\w|p)’17 ([ i)’

Fazendo a mudanca de variavel abaixo

w(z,t) = { wa,t), q=2 (4.4.16)

=

u(z, D)%, ¢>2,

-2
onde « := Zl, obtemos
p
9 p(t)alg — 1)
)y + S DL
q(q — 1)B(t)
= - [w(:, )HLﬁ(Rn IVw(-, )| Lo @n- (4.4.17)

Sabendo que 3 > f,, podemos ver isto em (4.4.9), conseguimos aplicar a
desigualdade (4.4.2) do Teorema 4.4.1 com os paramétros (3 e [, obtendo

8 §! ol
|w(-, )I|mRﬂ < OV |w(, )||Lﬁ0Rn)||Vw( O b gy

onde a satisfaz (4.4.11).
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Substituindo esta desigualdade em (4.4.17), obtemos

0 p(t)g(g 1)
||w||LB (R™) a—|’v ”LP(]RW
ql¢ =1)B({) 5, (-af 1498
S Tcp ||w||L50(Rn)||vw||Lp(Rn)- (4418)

Agora usando desigualdade de Young no tltimo termo com os parametros

= 0@ =—P _ ohtemos
p'+ap pp'—p'—af3
q(q —1)B(?) ok 1497

o ool IVl o,
1
o7 =

gla—D\", -0
(2220 il

1 g 1 o/ 5 N\ qlg—1), 0-a2
< )M Dy guly, g0y + )% (CPar)” By LD

aP ||L50 (R™)

S

= ut? (D) w0 By ate)

1 q(q 1) Lpala—1) (5 N\& (BB, -0
= GO IVl + 5 (CPar)” (L) Nl
(4.4.19)
Por (4.4.18) e (4.4.19), obtemos

HwHLﬁ ®n T IV Wl gny

u(t)Q( 1)

o o' (1—a [%3
< O Vi + M= (7o) (2 ol
(4.4.20)

Juntando os termos semelhantes, obtemos
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1M(M@—1) i\ B@)G' (1-a)2%
357——@7——(C<W> 5 Tl
Se t € [0,7,) tal que %HUH%Q(Rn l,—;> 0, temos 8t||w||Lﬁ R ;> 0ea

desigualdade acima em ¢, fica

s A7 (BON" | -0
vaHLP Rr) = (Cﬁap) (M(f)> H ”Lﬂo(Rn)

Usando novamente o Teorema 4.4.1 com S e 3y, obtemos

(e, D)l aen) < Klw( Dl g IV D)

-\ /Bt "y (1-a) 220
< KDl (7o) (Z2) "ot 0150

b
N NN (1-b)+(1-a) 22
= K (CPar)” (u(f)) D ooy "

onde b satisfaz (4.4.14).
Elevando a desigualdade na [, obtemos

0'bB

NN PR
ey < 67 (Fa) ™ (BED) T g b

p(t) LPo®)

Substituindo ', obtemos a mesma desigualdade encontrada na demosn-
tracao anterior.

’

Bbp
Bb P b—aB bB(1—a)
3\ p—aB B(t) pmaed (1=b)+ p—a
ot Dl ey < K7 (0267) 7 (22) ™ i,

Reescrevento a desigualdade acima em fungdo de ||u(-, )| za(@n), obtemos

b /

Bb n bB(1—a)
- B 5\ so—apy [ B(t) 2=2P . [(1—b)+ - ]
u( ) || pamrny < K (ocpC’B) R u(-,t praB
s Olesgeery < K u(t) il )HL%(Rn)
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OJ

Para cada valor de ¢ temos um cenario diferente, pois a estimativa que
acabamos de encontrar é pontual, temos de alguma forma juntar tudo e para
isto, é conveniente introduzir as quantidades B, (to;t) e U, (o; t) definidas por

B(r)
B, (to;t :sup{—:t Srgt}, 4.4.21
H( 0 ) /JJ(T) 0 ( )
Uy (to; t) = sup {||u(-, 7)|| pan) : to < 7 <}, (4.4.22)
dado 0 < tg <t < T, arbitrario.
k — 2
Teorema 4.4.3. Seja q > 2q e n(—pl—l—) < g Para cada 0 <ty <t <
p —_—

T,, temos

1

8 3 1 Bbp’_ (17b)+b[§(1_9>
U, (to;t) < max q [|lu(-, to)||Lawny; | K7 (PC )p‘“ﬁ] By, (to;t) 1P Us (to; 1) Pl o
(4.4.23)

Demonstracgao. Definimos

- Bb 1% b . bB0—a)
A(t) = [KP(aPCP)imed | " B (tos t) s P Uy (to; 1) o . (4.4.24)

A prova se resume a analisar trés casos:
Caso L|u(-, 7)||ramn) > A¢(t) para todo to < 7 < t.

d
Pelo Teorema 4.4.1, devemos ter d—HU(',T)HLq(Rn) < 0 para toda 7 € [to, t] \
T

Ey, entdo |lu(-, )| La(rn) decresce monotonamente em [to,t]. Em particular,
Usltor ) = JuCsfo) s

Caso IL:||u(-,to)|lzamny > Ag(t) e [Ju(-,t1)||zamny < Ag(t) para algum
t € (to, 1.
Neste caso, seja t € (fo,t], tal que para todo to < 7 <ty ||u(-,7)||Lemn) >
Ag(t) e [|u(-,t2)|| Lamny = A(t). Provamos a seguinte afirmacao.

Afirmacao: Para todo 7 € [to,t], |lu(-,7)|lLamn) < Ag(2).

Supomos que isto nao é verdade, isto é, podemos encontrar ts,ts, com
ty < t3 <ty < t, tal que ||u(-,7)||Lemn) > Ag(t) para todo 7 € (t3,t4],
com |[u(-,t3)||Lamny = Ag(t), entao pelo 4.4.1, para todo 7 € (t3,t4] temos

— (-, 7)|| Lany < 0, logo [Ju(-, T)||La@n) é decrescente, contrariando o fato

de [|u(-, t3)|| Lamny = A(t) < ||u(:,t4)|| zamny, concluindo a afirmacao.
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E além disso, como no caso I, ||u(:,7)||ramny > Ag(t) V7T € [to, 2],
concluindo que [[u(-, 7)| a@rny decresce monotonamente em [to, ), portando
Ug(toit) = llul- to)l| Lagrn).-

Caso III:HU(',to)“Lq(Rn) S )\q(t).

Isto implica que ||u(:, 7)|| La@mny < Ag(t) para todo ty < 7 < t. Para mostrar,
basta usar o mesmo argumento usado no Caso I para o intervalo [to,t]. E
isto completa a prova do Teorema. O

Para mostrar o préximo resultado, precisamos reescrever (4.4.23) em
funcao de p, q, k,n. Ja vimos as seguintes relagoes:

_plk+1)=2(p—1)

v = P (4.4.25)
_ ptq—2
o= — (4.4.26)
. pg
B = e (4.4.27)
By = g (4.4.28)
= q+y p (p—1(g—2)+pk+1)
Bi="" - e (4.4.29)
1 1 1 1
1 1 1 1
3= b <]; - ﬁ) +(1— b)%. (4.4.31)
Com alguns célculos, obtemos
Bop’ qn
p—af qlp—1)—2n(k —p+2) 44.32)
b nllp—1)(g—2)+pk+1)]
p—af  plalp—1) —2n(k —p+2)] 44.33)
o 2=n)p+qg—2)+qlp—n)
= S - D T e - (4.4.34)
~ b8 n(k—p+2)
(1 b>+p—a5<1 )_1+q(p_1)_2n(k_p+2). (4.4.35)
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Além disso, sabendo que C' = C(n) e K = K(n), podemos reescalonar
estas constantes, obtendo C' = C' « e K= Kb. E assim escrever

~ aBBb pBb

Kﬁ(apoﬂ)p F = KPCrad e, (4.4.36)
Agora, tomando C = maz{C, K}, (4.4.36), fica
5. _Bb_ aBBb  pBb_
KP(a?CP)r-ap < C"Fv-as oyp-ad (4.4.37)
38b b
E facil verificar que b3 + app — vy . Note que reescalonar e tomar
—af  p—ab

o0 maximo entre as duas constantes serviu para nos dar uma nova constante
mais facil de ser trabalhada, ou seja,

5. _Bb _pBb_
K/B(apcﬁ)pfaé < (Ca)pfaﬁ , (4438)

pBb_ _ ng(p—1) _ ptg— : _
onde meh a2t © @ PR Assim, escrevendo a nova cons

tante em funcao de p,q,n e k, obtemos

p+q— 2 #Tm
—) ) (4.4.39)
p

Observagao 4.4.4. No caso unidimensional, temos uma expressao para as
constantes C e K e C' = K sendo assim, neste caso é desnecessario tomar o

maximo entre as duas constantes. Podemos ver este fato no Apéndice.

KP(aPCP)iap < (C(n)

Desta forma, podemos reescrever (4.4.23) da seguinte forma

1
___ nglp=l) g

— 2\ alp—1)—2n(k—p+2)

U,(to, t) < max{|]u(~,t0)HLq(Rn); [(cw%) ]

n n(k—p+2)
IB%u(to,t)—q<p*1>*2n<kfp+2>U%(to,t) T =D —2n(h—pt2) p+2>>}

ou ainda,

n(p—1)

p+q—2)q(pl>2n(kp+2>

U,(t, 1) < maX{HU,(',to)HLq(Rn); (C(n) p

D2 =T 4 nlk=pt2)
Bﬂ(t()? t) q(p—1)—2n(k—p+2) U% (t07 t) q(p—1)—2n(k—p+2)) }

(4.4.40)
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Antes do proximo lema, definimos

n(p—1)
-9 (p—1)—2n(k—p+2)
%) " o (4.4.41)

K = (™!

Observacao 4.4.5. Até o momento, consideramos sobre ¢, as condicoes
2<qe n(k——p;—Z) < g onde ¢ > py fixo, isto é, tomamos ¢ tal que 2 no
minimo é q. ]*I_%r; outras palavras, para todo ¢ > 27 onde ¢ satisfaz

7> po, 7> % (4.4.42)
garantimos todos os resultados acima.

4.5 Estimativas para a normal L™

Nesta secao provaremos o resultado principal deste trabalho, uma estimativa
que controla a norma L e por meio desta estimativa obtemos condigoes que
nos garantam a existéncia global da solu¢ao. Uma condi¢ao fundamental é
garantir que alguma (e entao todas) norma L7 com ¢ satisfazendo (4.4.42)
nao exploda em tempo finito.

Para mostrar o resultado principal, demonstraremos alguns lemas:

Lema 4.5.1. Sejam q satisfazendo (4.4.42) e u(-,t) solu¢ao de (4.1.1) no
intervalo [0,T,), tem-se

Ugmg(to, t) < max{||u(-,t0)||Lzmq;

2Mg(p—1)—h 1

K (1, m)BE™ |-, to)y\i%%” el o << my

2Mg(p—1)—h 1
K(L m)BZ(l,m)U;fi(p—l)—% am—T }7 (4‘5‘1)

m
2" g(p—1)—h

onde K(l,m) = H/C(qu) 2 FTg(p—1)—2h gm— GE5Y e
j=l
n 2mHg(p — 1) — 2h
2mg(p—1) | 2g(p—1) —2h
com h = n(k —p+2), e B,(to,t), Us(to,t) dados em (4.4.21), (4.4.22)
e <ty<t<T,.

b(l,m) = —1] V1i<Ili<m,

91



Demonstragao.Aplicando (4.4.40) sucessivamente para ¢ = 24,44, ..., 2™q e
como vamos variar apenas o valor ¢, denotamos h := n(k — p + 2), assim
Uamg(to, 1) < max {”U('atO)HLT”QQ

I+ smerty—an
u(-, tO)HLaninfép R

K(2"q)B,,(to, t) 7™ a2
K@2mq)K (2™ 1q) (HW—I)—%)BM(%, £) T

n h h
Bu (t07 t) am—lg(p—1)—2h (1+ QnLq(p]il),gh) Hu(’ tO) ‘|£12;i7;;(171)2h ) <1+ gmflq(pfl)—2h> :

K(2m gy (2m"q) 1+ mratnem) o (gm2g) (1 ) (g )

B, (to, t)mﬁu@o, t) Ttz (1 Faen=on)

B, (to, 1) S PP T L)) (H 2m*15(271)72h>

||u(7 to) ||Ez;2?j(pﬁl)—2h)(1+2m—1q(z1)2h> (14‘2":—21?(;71)72h); .

K(27q) - ./C(Qq)(Hm)”(”m)

B, (to, )77 7 - - B, (t, 1) st (o) (I ez 2o —n )

Uq(tojt)(mehnzh)"'(Hm%zh)} (4.5.2)

A partir de agora, tentaremos simplificar os termos da desigualdade (4.5.2)
e mais tarde veremos que os termos intermediarios do lado direito da desi-
gualdade podem ser escritos como uma combinac¢ao do primeiro termo com
o ultimo. Comecamos escrevendo o expoente

h ) 2g(p—1)—nh

C; = <1+ =T =) = 53 T — o (4.5.3)

Note que
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om —h

—1 —2h 2m-1 —1 —2h
2]+1 —h

(2”1 —2h —1 —2h>

(2 h>(22m 7 —h)
om —1 —2h 2m1 _1 —2h
223+1 —1)— h) ) h) 1
21G(p — 1) — 2h 2J —1 —on
—1) 1
(M(p )—2h> e

Além disso, para simplificar a notacgao, usando a definigao (4.4.41) e o
resultado obtido em (4.5.4), escrevemos

(4.5.4)

K(l,m) = ]C(qu)]C(Qm 1 ) mIC(Qm 2 )CmCm_1 . __K(qu)cm...clﬂ

2"Mg(p=1)—h

KK (2 ) D S I (m2g) T et 1 an B

2Mg(p—1)—h 1
. K(qu) 2l+1g(p—1)—2hn om—(l+1) (455)
2Mg(p—1)—h
_ H}C 2] 2/ +lg(p—1)—2h ogm— (J+1) (456)

7=l
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n 2"q(p—1)—h \1
i 2m=2q(p—1) — 2h (2m—1q(p —1)—2h 5" (4.5.7)
oma(p — 1) —
I ap=1—h \1
9m=3g(p — 1) — 2h \2"2q(p — 1) — 2h ) 22
+ n 2"q(p—1) —h 1
2g(p — 1) — 20 \2""'q(p — 1) — 2 ) 2711
_ n 2"q(p—1) = h
©2mg(p—1) — 2h \2m+g(p — 1) — 2h
+ n 2mg(p—1)—h
2m=lg(p—1) —2h \2™q(p — 1) — 2h
n 2mg(p—1)—h \ 1
+ 2m=2G(p — 1) — 2h (Qm—lq(p_l)_Qh +
n 2mq(p—1)—h \ 1
" 2m=3q(p — 1) — 2h (Qm_QC](p —1)—2h » T
+ n 2"q(p—1)—h 1
2q(p —1) =2 \2"q(p — 1) = 2h ) 2m~171
2"y 1)~ 1§ i
om “~[(2ig(p — 1) - 20|27 1q(p — 1) — 21
(4.5.8)
Usando em (4.5.7) fragdes parciais, obtemos
2J+1
(27g(p — 1) — 2R)(29+1g(p — 1) — 2R)
1 2 9
q(p—1) (QjQ(p —1)—2n 2tig(p—1)— 2h) : (4.5.9)

Podemos escrever
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m 9i+1
2 [(27q(p — 1) = 2h)][27"q(p — 1) — 2h]

1 i 2 B 2
Cqlp—1) &= 2q(p—1)—2n  2*lg(p—1)—2h

A

1 2 2 2
Calp-1) <2lc7<p—1>—2h‘WD—%*WD—%""

o < 2 - 2 )
Cqp—1) \2g(p—1) —2n  2mHig(p—1)—2h)"

Desta forma, conseguimos cancelar muitos termos de b(l, m), obtendo

b(l, m) _n(@mq(p—1)—h) [ 2 B 2
T 2mg(p — 1) 2G(p— 1) — 2 2m+ig(p — 1) — 2h

_ n [Qm“q(p -1)-2h 1]
2mq(p—1) | 2'gp—1) —2h '

(4.5.10)

Assim, usando (4.5.4), a notagao (4.5.5) e o que obtemos para b(l, m) em

(4.5.10), podemos escrever (4.5.2) da seguinte maneira:

2Mg(p—1)—h

Uanglto, 1) < max{||u('7t0)||L2m6§ K (m, m)BE™ ™ fu(- o) | 7707 D7

_2Malp=)—h_1
K(m—1,m B —Lm) |1y, - to 2m=lg(p—1)—2hn 2
7

L2m72q 3

2Mg(p—1)—h 1

K (m — 2,m)BUm 2 o) || T a? 7

L2m 3 7 )
2Mg(p—1)—h 1

K (L m)B™ (-, to) |5,

L2l 1g )

2Mg(p=1)—h __1 .
: K(l,m)IB%Z(Lm)U;W*”*Qh om—T :

ou seja,

95

2

omtig(p — 1) — 2h

)



UQ’" <t07 ) < max{“u('at(ﬁulﬁmq;

2Mg(p—1)—h 1

KL m) B (- t0) | 22,0 2 <1 <

L2l 1g
2Ma(p=D=h 1 _
K(l,m)IB%Z(Lm)U;‘I("‘U—% gm—1 7 (45.11)
onde -
K(l, m) — H K(?]q) 2J'2+12((I;:11>):};h 2m—%j+1) ’
j=l
b(l,m) = ——— { ,,Q(p ) _1] Vi<i<m
2nq(p—1) [ 2'q(p—1)—2h

O

O proximo resultado consiste em majorar os termos intermedidrios da
estimativa (4.5.11) em fungao do primeiro e do dltimo termo.

Lema 4.5.2. Sejam q satisfazendo (4.4.42) e u(-,t) solu¢ao de (4.1.1) no
intervalo [0,T), entao (4.5.11) pode ser estimada por

Uamg(to, 1) < maX{HU(‘JO)HLWq; K(l,m)|lu(-, to)|| omageny;

mAls 1y 1 2™Mg(p=1)—h
: 2q’(;z;1£p1)_1)2h2h_1} am=t ( 2q(p=1)=2h )
U .

n

K{l,m)B, " q ’
_n 2™ lg(p—1)—2hn 4 gmlfl <22?(qp(pl>n2’jb)
K(l m)B2 (o= 1){ 2q(p—1)—2h }U(j }7 (4512)

para todo 2 <1 < m.

Demonstracao.
Agora vamos majorar os termos intermedidrios,

(2’”q<p71>fh) 1

2lg(p—1)—2n/ 2m—1
LQlflq(Rn)

K (1,m)B,(to; )2 ||u(-, o) | para 2 <[ <m,
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da desigualdade (4.5.11) em fungao do primeiro e dltimo termo.

Comegamos usando uma interpolacao para a norma L?7'a ja que
g < 2'1g < 2mg, obtendo

(- to)l pot-raggny < (- 0) | paamy (s to) | Tamas (4.5.13)
1-6 0
onde 0 satisfaz =+ -, ol seja,
—q q 2mq
1— 2—l+1 2—l+1 _9-m

Desta forma, temos

(qu(p,1>,h) 1

K (1, m)BES™ fu-, to) HLjZf‘f;(g;;h o
( q(p=1)—2""h ) 2=+l _g—m ( G(p—1)—2""h ) 1o~ l+1
m g(p—1)—2—1+1p 1-2—m g(p—1)—2—l+1p 1—2—m
< K<l7m)BZ(l’ )Hu('vto)HL;(]}an) ( ) ||u<'7t0)||L§"I;§(Rn) ( )

( a(p—1)—2""h ) 1-2—+1

g(p—1)—2—!+1n 1—-2—m

”L2m§(Rn)

( a(p—1)—2""h ) 2=l _o—m
g(p—1)—2—F1h 1—2—m

HL‘?(R") )

= K(1,m)7 |Ju(-, t) (4.5.15)

1
K (1 m) 2B u( to)

11 N .
onde ]?_1+p_2 = 1. Escolhendo p; = <qq(?p_ll))_22_mhh) <1£22_l+1) > 1, temos py =

(2,}112:; m) <(7(p (;(;):12):2: 1h> e usando desigualdade de Young na estimativa

(4.5.15), obtemos
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(2’”6(17*1)*’1) 1

2lg(p—1)—2n / 2m
LQZilq(R")

—1

(L mBL™ u(- o)
1 1
< K mllu )l g + K (1 m)
(‘Z(P 1)—2~ mh) 9—l+1_g—m P2
m (p—1)—2—!+1n T—o—m
BZ(Z’ Nu-, t0)||L§%n) ( )

1 1 (2o )
EKWWWN%Wmmw+pKUm) (-, to) | fagiy

< max{ K (I, m)u(, tO)HLQm‘?(Rn)a
2" lgp—1)—2h 1 2Mg(p-=1)—h

2”6&71) 2q(p—1)—2h om—1 2G(p—1)—2h
K }m<mmmn<)h} (4.5.16)

Aplicando (4.5.16) em (4.5.11), obtemos

UQm (to, )< maX{Hu('atO)HLqu; K<l7m)’lu('at(J)HLqu(R”);

O 1 2™ g(p—1)—h
ZMﬂ@ﬁa}w4@wm%)
[U .

n

K(l, m)BfLmq(;ﬂ—l) . :
! w%(i?&“’m”gf)
K(l m)BQ a(p— 1){ 2q(p—1)—2h }Uq }
para todo 2 <1 < m.
|
Definindo,
Ky(m) := 2122};[(([ m) (4.5.17)
Ky(m) := max{l, K;(m)} = max{1, K(2,m),...,K(m,m)} e  (4.5.18)
Ks3(m) := max{K(1,m), Ki(m)} = max C(l, ) (4.5.19)

1<Il<m

Assim, podemos escrever (4.5.17) da seguinte forma
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Ugmg(to, t) < maI{HU('atO)Hmmq; Ky (m)|lu(-, to) || L2many;

n om+1z0 1y_ap 1 2Mg(p=1)—h
2 q(p—1) [ T _1} et ( salp=)=2n
Ky(m)B, U; :

m+1 - P
[z lawonoen ) g | it
2Mg(p—1) |~ 2q(p—1)—2h
K(1,m)B, U

Q)

N 1 2Mg(p—1)—h
s | g <<>)
U

(4.5.20)

2m6?ﬁ—1)
< max {K2(m)HU(', to)|| p2ma; Ks(m)B,

Basta agora garantir que K3(m) é uniformemente limitado em m, isto é,
existe uma constante que independe de m, tal que

K3(m) = max K(I,m) < K(p,n,q,k).

1<I<m

Lema 4.5.3. Sejam q satisfazendo (4.4.42). Entdo, para K(I,m) dado em
(4.5.5), tem-se

K(,m) <K(p,n,qk), ViI<Ii<me m>2 (4.5.21)

isto €, K(I,m) € uniformemente limitado em m.

n(p—1)

Demonstragao. Sabendo que K(27q) = <C(n)’%q_2> P07 femos

99



2" g(p—1)—h 1

K(l,m) = H K(27q) 7 ap-—1=2n gn=GD

j=l
ﬁ (C( )p + 21— 2) (21"77(1;51:;)—%) <2J+1q((z; 11)> o ym— <J+1>)
pry n e —
j=i p

m ( _n(p—1) )( 2m§(p_1)_h L )
< Hc(n) 29q(p—1)—2n ) \20F1g(p—1)—2h 2m—(i+1)

J/

~
I

n(p—1) 2Mg(p—1)—h
m (p+23q_2)(2ﬂq(p - 2h>(2ﬂ+1q(p 1)—2h gm— <J+1))
X i .
=1

p

(u

-

11

Antes de analisar I e I] vale observar que por (4.4.42), temos g(p—1)—h >
0. E ainda,

e 9j+1

]Zl (Pq(p— 1) — 2h) (277 1g(p — 1) — 2h)

ﬁ%ﬁoi (s T m=m) -

q(pl— 1) (Q(P —11) - h> 4522)
Ji 1) - 2}5)2(]211 ip—1)—2h)
méi&oi <2JQ(p —2]1) —2h 2”“61(292—‘7 1) - 2h) -
q( — nﬂnéoz (2J — 1 —2h 21+1§2(g—+11)>— 2h 23'“(?(103 1) — Qh) :
w7 (@ —11> = )
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ja que

e 2j 2(j+1)

lim — - — =0 e
m—00 ; 2q(p—1)—2h  2*'q(p—1) —2h

- 1 - 1
< - , com
;2961(1?—1) —h ;23(61(19— 1) =h)
i 1 B 1
2(gp—1)—h) qlp—1)—h

Se C(n) < 1entao I <1 paratodo 1 <[ <m;
Se C(n) > 1, usando (4.5.22), entao

- R DR gt pi+1 )
I = H(C(n am [27G(p—1)—2h][27 F1g(p—1)—2h]
Jj=1
- ne- a1 (_ 27 t1 )
<[Jcn o a1 2HBT Lap )2
j=1
_ o j+1
< (C(n))nQ(p_l)2 251 [2j@<P71)72h2]?2j+1q(pfl)f%]
n(p—1)
= (C(n))T@=D=". (4.5.24)

Antes de estimar I/, note que para todo p > 2 e ¢ > 2, vale

+q—2
pra—=s .
p
: 209G — 2 .
Como 27q > 2 para todo j, temos pteg-=2 < 27q. Assim, usando

p
(4.5.22) e (4.5.23), podemos estimar I/ da seguinte forma:
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o (."@*1) )( 2Mg(p—1)—h L )
I < H(qu) 2 a(p—1)—2h ) \27F T g(p—1)—2h gm—(G+1)

i (n(p—l)[zmq(p—l)_h]> v joitt
- H(?) m (29 q(p—1)—2h) (27 t1g(p—1)—2h)

Jj=1

m (n(P*l)[qu(pfl)fh])( 9 t+1 )
H q 2 (29 G(p—1)—2h) (20 T 1 g(p—1)—2h)
Jj=1

m (n(p—l)[zmg(p_n]) ' J'2j+,1

< H(Q) 2 (27q@(p—1)—2h)(29T1g(p—1)—2h)

Jj=1

i (n(Pfl)[2mé(p71>])< 2i+1 )
H q 2 (2T a(p—1)—2h) (2T 1g(p—1)—2h)
Jj=1

2J+1
=1 (27a(p—1)— 2h)(27+1q(p 1)—2h)

_ 9 oo oJ+1
« G125 G @ e -2n)
_, =1
< (2q) 70 (4.5.25)

Portanto, para todo 1 <[ < m,

n(p—1)
K(l,m) < (24C(n)) =0 = K(q, n, k, p),
concluindo a prova.

O

Usando o que acabamos de provar, podemos escrever (4.5.20) da seguinte
forma

Ugm (tl)? ) =~

om+lgp_1)—2n

T 1{ 23(p—1)—2% *1} le_l(QZZ(%(fI)IEE}il)
K(g,n,p, k) max < [|u(-, to)|| p2ma; By (to; )77~ L 2070~ Us(to; t)

(4.5.26)

para todo ¢ que satisfaz (4.4.42) e 0 < ty < t < T.. Fazendo m — o0,
obtemos o teorema principal:

102



Teorema 4.5.4 (Teorema Principal). Sejam k > 0, po > 1 e u(-,t)
solug¢ao do problema (4.1.1). Para cada § que satisfaz a condi¢ao (4.4.42),
tem-se

[l Ol L= eny < K(G, 7, p, k)

n a(p—1)
-max{|[u(-, to)|| oo rn); By (to; 1) @072 Uy (to; 1) T—T)= (k=T }

para todo 0 <ty <t < T, eB,(to;t) e Uz(to;t) definidas em (4.4.21),(4.4.22)
acima.

Para o caso particular onde po = 1 e ¢§ = 1 satisfazendo a condigao
(4.4.42), isto é
-1
k<(p-2)+2—
n
segue o seguinte corolario:
p—1

Corolario 4.5.5. Sejam 0 < k < (p —2) + ——, po = 1 e u(-t) €
n
L ([0, T.), L= (R™))NC([0,T.), LY(R™)) solugdo do problema (4.1.1), tem-se

loc

||U’(7 t)HLO"(R") S K(n7p7 k)

n (p=1)
-max{||u(-, )| Lo (rny; By (to; t) D= nGE=rm U, (to; t) =T (h—p77) }

para todo 0 <ty <t <T,, e B,(to;t) e Ui(to;t) definidas em (4.4.21),(4.4.22)
acima.

No capitulo 1, provamos que para py = 1, a solugao u(-,t) € L2 ([0, ), L= (R™))N

loc

C°([0,T.,), L}(R™)) do problema (4.1.1), possui a seguinte propriedade:
||U(‘at)||L1(Rn) < ||U0||L1(Rn), VOo<t<T,.

Portanto, no coroldrio acima com t, = 0, temos Uy (0;¢) < ||uol|z1®r)
para todo t € [0,7}), e sabe-se que B,(0;T) < oo para todo 0 < T < T,
entao

n (p—1)
HU(, t) HLOO(RTL) S maX{HuOHLw(Rn); EH(O’ t) (p=1)—n(k—p+2) Ul (0, t) (pfl)*p”<k’p+2> } < 00
para todo 0 <t < T™. Concluimos assim, que T, = 0o, pois a solugao pode

ser estendida a intervalos de existéncia mais amplos enquanto esta permane-
cer limitada.
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4.6 Condicoes de existéncia global

Nesta secao, vamos aplicar a analise acima de modo a obter condigoes garan-
tindo existéncia global (isto é, T\ = 00) das solugoes u(-,t) € Ly<.(]0,T%), L=(R™))N
C([0,T.), L*(R™)) do problema (4.1.1), com pg = 1.

Observamos que B, (0; 00) < 0o, mas para 0 < T < oo, B,(0;T) < oo.
Teorema 4.6.1. Na notagao acima, tem-se a respeito das solugoes do pro-
blema:

—1
(i) se0<k<(p—2)+ p_’ entdo u(-,t) estd definida para todo t > 0
n
(para todo dado ug);

—1
(ii) sek=(p—2)+ b , as solugoes sao globais sempre que ||ug||L1(rn) <

{CB,(0;00)} ™ com B, (0; 00) < o0;

(iii) sek > (p—2) —i—p — , as solugoes sao globais sempre que o dado inicial
satisfizer
—1 n(k—p+2)—(p—1 = (p— —n
a0l ol 75 ™% < {CP VB0, 00)} (4.6.1)

com B, (0; 00) < o0.

Demonstragao. O caso (i) é consequéncia imediata da propriedade do de-
caimento da solucao em L', isto é, ||u(-, )| L1y < ||uo|| 11 (rn) € do Teorema
principal (tomando ¢ = 1). Nos casos (ii) e (iii), podemos proceder do se-
guinte modo. Da desigualdade (4.4.18) reescrita em func¢ao de u, obtemos

0 _
— N, % gny + 1()a(qg—1) [ |u"?*|VulPdx
ot (R™) -
“1)B(t) 5 1 U-wb 5 (57+1)
LA CF MG T0 B T
[0 2 Rn
onde
_ptqg-—2 B Pq = ((@=2)(p—1)+pk+1) P
a=—— o=, f=
p 2p+q—2) q+p—2 p—1
e a satisfaz . . . .
Z=al-==)+(1-a)=. 4.6.3
s=a(pa)ra-ag (163



Além disso, vale observar que reescalonamos a constante C, isto é, C =
¥l ~ ab
Ca tal que C» = C'* . Como temos informacao sobre a norma L', é na-
tural escolhermos ¢ = 2 (@) > 2, que satisfaz (4.6.2). E com este ¢
p
escolhido, (4.6.2) fica

a 2n(k p+2)
(%Hu( t)]] 2n(k p+2)(Rn)

2 k:— 2) [ 2n(k — 2 n(k—p
B e / ful 52 VP da
< CP VB, (0; OO)HUHknf':QHm X

L p=T  (Rm)

2n(k — 2) (2n(k — 2 2n(k—p+2

u(t) n(k —p+2)(2n(k—p+ )_1 / ] (2—1+)_2\Vu|pda: .
p—1 p—1 n

(4.6.4)

Note que a norma |ju(-,t)|| = . decresce para todo t € [0,7%)
R"

p—1

sempre que C0-VB, (0500 [ul %, < Lem [o,m.
(R™)

Analisando o caso (ii), onde k= (p—2)+ &=, ou seja, % =1 A
norma ||u(-,t)||;2 decresce no intervalo que C®~Y IB%N(O, 00)||u Z’f < 1. Pela
propriedade do decaimento da norma L', temos

“(p—1) e “(p-1) e
GV, (0; 00) [ull ey < COVBL0 00 Ty (16

E usando a hipétese ||ug||1gny < {CB,(0,00)} ", concluimos que

~ p—1
C®=IB,,(0; 00)[|ull 7 gy < 1. (4.6.6)

R™)

Garantindo assim, que a norma |[u(-, )| L2(rn) ¢ monotonicamente decres-
cente em [0, 7},). Pelo teorema principal, a norma |[u(-,t)|| Lo (rn) é controlada
pela norma ||u(-,?)||L2(ny, € assim sendo, |[u(-,t)||Lo(®n) tem que permanecer
limitada em qualquer intervalo limitado. Logo nao podemos ter T, < oo,
concluindo (ii).

Finalmente, considerando o caso (iii).
nlk—p+2) 2n(k—p+2)

b1 p1

Como 1 <

, usando interpolacao, temos
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COIB,, (05 00)[[ull* 65
ol

~ nplﬂw (k— p+2)%>2@1)
< OO B 0; 00l iy el g T
(4.6.7)

E novamente por interpolacao, obtemos

(p—1)(k— p+2) (k— p+2)2n(k—p+2)—2(p—1)

é’(pfl)]Bgu(O;Oo)Hqurlz(&np)u = 1>H ” 2n(k p+227)1<k7p+2>7(p71>

p—1) nk=pt2) ~(p=1)
< COIB,,(0; 00) [ull 7 Rn)l\UHLoo ®") (4.6.8)
para todo t € [0,T5).
Por (4.6.8) e pela hipétese (4.6.1), concluimos que

(p—1)(k—p+2) (k p+2)2n(k p+2)—2(p—1)

CP=UB,(0; 00)||u ||WH ul W <1 (4.6.9)
L

(R™)

para t € [0,T,) suficientemente préximo de zero.
Afirmamos que (4.6.9) seja verdadeira para todo ¢t € [0,7}). De fato, se
nao fosse, existiria 77 € (0,7) tal que se teria

(1) w1 P B
C=DB,(0; 00)|ull /ife Hu Ul g - <1, (46.10)
n

para todo t € (0,7}), enquanto que

(1 . ((z;C 1)J(rk2) pEL2>1> (k—p+ )2271((161C p++22)> 2((P 11)>
C=IB,, (05 00) (-, T1)ll ity ™™ lul-, 7)) JEscs p+£(R”) =1
Assim, por (4.6.7), terfamos C?~VB,,(0, oo)||u||knf,j2p+2) < 1 para todo

R™

t € [0,71]. De modo que, por (4.6.4), provarlamos que ||u(',t)HL2n(l;:p+2) (R

nao cresce neste intervalo. Desta forma, terfamos

o(p—1) Tl D) (k—p+2) FUet 20—
1= C" B, (0, 00)[Jul- T /(e lu(-, T P

- M (k— p+2)2n(k p+2)—2(p—1)

< C"7VB,(0, 00)fluol ™~V | PR (’“ P)“) <L
Rn

(4.6.11)
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j4 que a norma L' também decresce, chegando assim numa contradicao.
Concluindo que (4.6.9) é valido para todo ¢ € [0, 7).

Sendo (4.6.9) verdadeira para todo 0 < t < T, mostrando que ||u(, )| 2nm—pr2)
L= T (Rn)
é decrescente em [0, 7).

2n(k—p+2

Portanto pelo teorema principal, aplicado para ¢ = P ) obtemos que

T, nao pode ser finito.

O

4.7 Apéndice

Prova de desigualdades:

1 1 1 1
Lema 4.7.1. Sabendo que a satisfaz = = a (— — —) + (1 — a)=, onde
G pon Bo

3 p (p—1D(g—2)+pk+1) pq .
= —————— ent l
B p— - e Bo tq—2) entao vale
A k—p+2
ad _ q>n( p+2)
P 2 p—1

Demonstracao.Note que

i:a<1—1> 41— a)— (47.1)

B p n 0
@1_a5<%—%>+(1—a)é
or-goo(i-1-3)
@g—l—a5<—é+%+é>>o

Portanto, usando (4.7.1)
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@B<p<:>£—1<p(—%+l+i) (4.7.2)

Bo n - Bo
(:>£—1<—1+£+£
5~0 n - Bo
5 _p, p
<4
5~0 n Bo
B—p _p
<~ < =
Bo n
. 5 — 20 (k—p+2
Substituindo 3, £y, obtemos f-p — P (L> Voltando a
Bo g \ p—1
(4.7.2), temos
. B—p p
af < p < < = 4.7.3
g<p % < n (4.7.3)
2 _
(:)_p(k p—|—2)<£
q p—1 n
k—p-+2 q
@n( p—1 ><2
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