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Resumo

Neste trabalho foi avaliada a viabilidade do uso da técnica de decomposi¢do
Adomiana modificada para simular duas classes de modelos tipicos encontrados na
Engenharia Quimica: reator CSTR isotérmico e de coluna de destilagdo binaria. A
modifica¢do da técnica de Adomian empregada neste trabalho foi a particdo do intervalo
de integracdo em subintervalos, modificagcdo esta proposta por Younker (2011), com o
intuito de resolver o problema da divergéncia polinomial que ocorre na técnica original. A
implementa¢dao dos estudos de caso foi feita no software Maple® 15.00 da Maplesoft®.
Para tanto, foram implementados os modelos simplificados de um reator CSTR isotérmico
de coluna de destilagio. No caso da coluna de destilagdo, foi empregada uma
aproximacdo da relagdo de equilibrio através de série de Taylor e por polinbmios de
Chebyshev. Para validagdo dos resultados, comparou-se a solugao obtida com a solugdo
dada pelo método numérico de Runge-Kutta. O método proposto obteve resultados
promissores, uma vez que foi possivel obter a solugao analitica para o modelo de reator
com um erro minimo em relacdo a solugdo numérica, e uma solucdo para o modelo de
coluna com um erro na ordem de 10™.
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1 Introdugdo

O competitividade do mercado atual obriga as empresas a buscarem uma eficiéncia
cada vez maior de seus processos. Uma possibilidade para aumento da eficiéncia destes
processos € a simulagdo matematica, a qual, aliada ao controle e otimiza¢do, é uma
ferramenta poderosa que minimiza os riscos do processo e aumenta seu rendimento.

Por outro lado, muitos tipos de modelos, como por exemplo, os que descrevem
colunas de destilagdo, sdao complexos, com alto nimero de equag¢des fortemente
acopladas entre si, e por consequéncia a resolucdo destes modelos por métodos
recursivos/iterativos necessita de um elevado tempo computacional. Este tempo
computacional é indesejado para varias aplicagcdes de controle e otimizagdo em tempo
real. Deste modo, a obtencdo de uma solugdo analitica destes modelos proporcionaria
uma redugdo significativa no tempo computacional para resolugdo do problema,
viabilizando o emprego de modelos numa série de técnicas que ndao sdo viaveis
atualmente. O principal objetivo deste trabalho é testar a técnica de Adomian para a
geracao das solu¢des de modelos dinamicos tipicos da Engenharia Quimica.

A técnica de Adomian é uma técnica de resolucdo de equacbes e sistemas de
equacoes de diversos tipo (integral , diferencial, algébrica...). O principio da técnica esta
em decompor cada equacdo em uma parte linear, uma parte ndo linear e mais o termo
ndo homogéneo. A partir desta decomposicdo, a solucdo é obtida com base em um
somatodrio de termos, os chamados termos de Adomian. Além disso, um ponto

fundamental da técnica é a representagdo da parte ndo linear da equagao por um
somatorio de polindmios conhecidos como polindmios de Adomian.

Neste trabalho, é verificada a eficiéncia da técnica em termos do tempo
computacional necessario para resolver os sistemas de equacdo que descrevem os
modelos. Também é verificada a possibilidade de geracdo das solucdes de forma analitica,
mesmo que aproximada, o que possibilitaria a aplicacdo do método, por exemplo, para
controle 6timo.

A estrutura do trabalho é dada da seguinte forma: no segundo capitulo é apresentada
uma revisdo bibliogréafica sobre a técnica de decomposicdo de Adomian, mostrando os
trabalhos desenvolvidos na literatura e as aplicacdes deste método. No capitulo 3
apresenta-se a técnica de Adomian em maiores detalhes, e a modificacao proposta neste
trabalho. Além disso, sdo apresentados os parametros de desempenho utilizados e o
software onde o problema foi implementado. No capitulo 4 sdo descritos os modelos do
reator CSTR e da coluna de destilacdo, detalhando as consideracdes e simplificacdes
feitas. Ainda neste capitulo faz-se um estudo sobre a aproximag¢ao da equac¢do de
equilibrio de fases por série de Taylor e por polin6mios de Chebyshev (os quais sdo
sucintamente apresentados). No capitulo 5 sdo apresentados os resultados e as
discussdes sobre eles. Finalmente, o capitulo 6 traz as conclusdes sobre os resultados
obtidos e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 Revisao Bibliografica

2.1 Método da decomposi¢dao de Adomian

O método de decomposi¢do de Adomian (ADM) foi introduzido na década de 1980
pelo americano George Adomian. A técnica é baseada na decomposicao de uma dada
equacdo em uma parte linear, uma parte ndo linear e mais o termo ndo homogéneo.
Adomian (1988) demonstra que através do ADM é possivel resolver problemas de
equacdes diferenciais lineares e nado-lineares, obtendo solucdes continuas e semi-
analiticas. O fato de o método resolver problemas de equacdes diferenciais lineares e ndo
lineares sem a necessidade de qualquer linearizacdo, faz de sua solu¢dao uma solu¢ao mais
realista quando comparada a solu¢do de métodos que simplificam o problema. Apesar de
o método da decomposicdo de Adomian ser simples, a sua dificuldade consiste no cdlculo
dos polinbmios que constituem a aproximacdo da solucdo e na prova da sua
convergeéncia.

A primeira prova de convergéncia foi dada por Cherruault (1989). Neste trabalho,
mostrou-se que, utilizando teoremas de ponto fixo e algumas suposi¢des razodveis, o
ADM converge com uma taxa que torna o método suficientemente pratico para
aplica¢Oes. Desde entdo, diversos artigos foram publicados tratando sobre a convergéncia
do ADM para diferentes tipos de equagdes e sistemas, incluindo o trabalho de Cherrualt e
Abbaoui (1994), que deu condigbes suficientes para provar a convergéncia do método
para equagoes nado lineares de diferentes tipos.

Mais recentemente, a convergéncia do método de Adomian também foi estudada
especificamente para problemas de valor inicial. Em Abdelrazec et al. (2011) comprova-se
a convergéncia de ADM para problemas de valor inicial utilizando-se o método das
majorantes do teorema de Cauchy-Kowalevskaya para equagdes diferenciais com campos
de vetores analiticos. Para exemplificar, utilizou-se a equagdo nao linear de Schrodinger.

Atualmente, o ADM vem sendo utilizado por muitos autores, em diversas areas, para
resolver problemas de equag¢des diferenciais nos problemas de valor inicial ou de
condi¢cbes de contorno. Além disso, muitos artigos tém sido publicados onde o ADM é
utilizado para resolver sistemas de equacdes diferenciais lineares e ndo lineares.

2.2 Aplicagbées do Método

Wazwaz (1999) propée um método de decomposicdo de Adomian modificado. A
grande diferenca entre o método classico e o proposto esta na definicao dos primeiros
termos da série do método de Adomian. Neste trabalho, a parte ndao homogénea da
equacdo (2.1) é dividida em duas (conforme a equagdo (2.2)), modificacdo esta que
aumentou a velocidade de convergéncia e a eficiéncia computacional. O Unico problema
desta modificacdo é que ela requer certa pratica e sensibilidade na maneira como é
dividida a parte ndo homogénea f(x).

u=f(x)-L1(Ru)-L1(Nu) (2.1)

f(x)= f1 (x)+f,(x) (2.2)
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onde u representa a varidvel dependente, f(x) representa o termo ndo homogéneo

da equacdo, L1 representa a integral no tempo, Ru representa a parte linear da equac3o
e Nu representa a parte linear da equacdo. Na equacgdo 2.2, f;(x) e f,(x) sdo as duas
partes provenientes da divisdo de f(x).

Com base em Wazwaz (1999), pode-se avancar para uma nova modificacdo do ADM.
Nesta nova técnica, ndo existe o problema da escolha apropriada da maneira como dividir
a parte ndo homogénea da equacdo, uma vez que isto é feito através da expansdo em
série de Taylor. (WAZWAZ et al., 2001)

Em Wazwaz (2000) desenvolveu-se uma técnica confidvel para calcular os polindbmios
de Adomian para a parte ndo linear de uma equacdo. A técnica, além de ser simples,
mostrou-se promissora para o calculo dos polindbmios de Adomian para diversas formas
de ndo linearidade.

Em Choi (2003) foi feita uma implementacao simbélica on software Mathematica da
modificacdo proposta por Wazwaz (2000). No trabalho, verificou-se que a solucdo dada
pelo método proposto fica tdo mais proxima da solucdo exata do problema quanto maior
for o numero de termos da série de Adomian.

Mais tarde, em Fatoorehchi et al. (2011), p6de-se reduzir consideravelmente o
tamanho do cédigo computacional. Utilizando-se de algumas fung¢des ja inclusas no
MATLAB, pode-se criar um cédigo mais simples e eficiente para calcular os polindmios de
Adomian para diferentes tipos de linearidade do que quando comparado com a
implementacdo de Choi (2003).

Babolian et al. (2004) propde uma modificagdo numa etapa chave do ADM: o cdlculo
dos polinbmios de Adomian. Ao invés de calcular os polinbmios através do método
classico, utiliza-se um operador semelhante ao operador diferencial, tornando o calculo
dos polindmios rapido e simples. Porém, a modificacdo proposta sé pode ser aplicada
para problemas com somente uma equacao, fato que foi resolvido no trabalho de Gu; Li
(2007), que estendeu a modificacdo para sistemas de equacgdes diferenciais ndo lineares.

Baseando-se no fato de que uma equacao diferencial ordindria de ordem n>1 pode
ser escrita como um sistema de n equagdes diferenciais de ordem 1, ADM pode ser
utilizado para resolver sistemas de equacdes diferenciais ndo lineares e também para
encontrar a solucdo de uma equacao diferencial de ordem mais elevada.(BIAZAR et al.,
2004)

Em Younker (2011) utiliza-se ADM modificado para a resolugao de um sistema de
equacoes diferenciais acopladas que descrevem taxas de reacdo quimica. O desempenho
da técnica é comparado com o método classico de Runge Kutta. No trabalho, sdo
propostas quatro modificacGes:

e a separacdo das variaveis do problema e o uso de um propagador. O propagador é
definido por dois parametros: ‘h’ e ‘ty’. O primeiro descreve o intervalo de tempo
entre os valores que sdo amostrados. O segundo serve para discretizar o tempo, de
modo que quando o valor do tempo for igual a ‘t’, o valor da solugdo sera utilizado
como valor inicial do novo intervalo de tempo.
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e asegunda modificacdo é uma espécie de “nivelamento da ordem da derivada”. Para
uma equagao cuja dependéncia em relagao a variavel independente é quadratica, por
exemplo, sua derivada de terceira ordem serd zero, o que reduz o nimero de termos
no polinédmio.

e a terceira modificagdo é um eixo discreto dinamico. Ao invés de alterar o parametro
‘h’, o que muda é a distancia (‘ty") na qual o propagador é valido.

e a ultima modificacdo é assumir que qualquer derivada que é zero em t = 0, seja zero
para qualquer aproximagao local.

A solucdao Adomiana foi comparada com a solugdo analitica e com a solugdo numérica
dada por Runge-Kutta com uma tolerancia de 10%. A solugdo para um dos sistemas de
equacoes utilizado no trabalho estd ilustrado na Figura 2.1.

d d
% = % =-k4 [y11[y-]

dys _

(2.3)
E—lﬁ [y1lly2]

[M] x 10%

0 20 40 60 80 100

Figura 2.1: Solugdes para o sistema de equacgdes (2.3). A concentragdo y; estd em
vermelho, y; esta em azul e y3 esta em preto. A solu¢do exata e a solugdo Adomiana sao
as linhas sélidas. A solu¢do por Runge-Kutta é a linha tracejada. No grafico em detalhe o

erro. (Fonte: Younker, 2011).

Com essas quatro modificagdes, o método obteve um desempenho superior do que
as técnicas de Runge Kutta. Apesar disso, o ADM é um método explicito e por isso é mal
adaptado para equac0es rigidas.

Recentemente, a técnica de decomposicao de Adomian foi utilizada também para
resolver o Problema de Stefan. Neste caso, o Problema de Stefan modela o fendmeno da
mudanca de estado fisico com um calor latente fixo e também com um calor latente
varidvel. Foi demonstrado que o ADM é capaz de lidar com estes dois casos de problema
de Stefan (calor latente fixo e calor latente variavel). Huang et al., (2015)

Em Kaya; Yokus (2002) foi empregado ADM para resolver a equacdo do calor e a
equacdo nao linear de Burgers, com condic¢ées iniciais apropriadas. Demonstrou-se que a
aplicacdo de ADM com a solugdo parcial em relagcdo a x tem um custo computacional
maior do que quando a solucdo é dada em relagdo a t, porém a solugdo numeérica em
relacdo a x é bem resolvida em termos de precisdo e eficiéncia.
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A equacdo de Burgers também foi objeto de estudo de outros autores. Em
Abbasbandy et al. (2005), utilizou-se ADM modificado para resolver a equacdo de
Burgers. A modificagao consistiu na discretizagdao do tempo. A técnica demonstrou ser
eficiente, visto que o erro em relag3o a solucdo exata foi da ordem de 107,

Em Chen et al. (2014) utilizou-se uma modificacgdo da ADM assintética para resolver a
equacdao de Boussinesq, que neste caso descreve a dinamica de fluxos de d4guas
subterraneas. Foi constatado que usando apenas dois termos da série de ADM pode-se
calcular com uma razodvel aproximag¢ao a solu¢do. Mostrou-se que a solu¢do dada pela
técnica modificada é muito mais préoxima da solucdo exata do que a solug¢do pelo ADM
cldssico, conforme a Figura 2.2. Além disso, a medida que o tempo cresce, a solugao dada

pelo método modificado se aproxima da solugao exata, enquanto que a solu¢do dada por
ADM classico diverge continuamente.
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Figura 2.2: Comparacdo entre a solugdao de ADM classico e ADM modificado (Fonte: Chen
etal., 2014)

Em Qin et al. (2011) utilizou-se ADM para resolver um modelo de reator tubular de

leito fixo. Este modelo é descrito por um conjunto de equacdes diferenciais parciais de
segunda ordem fortemente ndo lineares e com condi¢des de fronteira incompativeis. O

ADM mostrou-se capaz de aproximar o valor da concentracdo do reagente e também de
aproximar o valor da temperatura no reator.
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3 Método da Decomposi¢cao Adomiana

Neste capitulo, é feito um detalhamento do método de decomposicdo de Adomian
cldssico, bem como a modificagdo proposta. Sdo também descritos os critérios de
comparac¢do adotados para andlise de desempenho da técnica modificada e de como foi
feita a validagao da solugao obtida.

3.1 Método de decomposi¢dao de Adomian
3.1.1 Maétodo de decomposi¢cdo de Adomian Cldssico

Considerando o seguinte sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

v1=f1(y1, Y2, -Ym)+81
V2=6(y1, ¥z, o¥m)+82 (3.1)

Y =fn (Y1, Y20 oY) +8m

que, por conveniéncia, pode ser representado como a seguinte equagao genérica:

vi=fi(y1, V2, wo¥m)+€, =12, ., m. (3-2)

onde fi representa um conjunto de fungdes lineares e ndo lineares em y4, Vo, ..., Ym , que
sdo as variaveis dependentes, g; representa o termo ndao homogéneo da equagao e y;
representa a derivada de primeira ordem da varidvel y;.

O método da decomposicao consiste em separar cada funcdo fi em uma parte linear e
uma parte nao linear, podendo entdo a equacao (3.2) ser escrita da seguinte forma:

Lyi=gi+Ri(y1y2,-»¥ym)+Ni(y1.yz,-o¥m) =12, m (3.3)

onde L é um operador linear, neste caso a derivada temporal d/dt, g; representa a
parte ndo homogénea, Ri(y;1,Y2,---Ym) € a parte linear da equagdo e N;(y1,¥2,--+¥m)
representa a parte nao linear.

Aplicando nos dois lados da equacdo (3.3) o operador inverso de L, que neste caso é
Ll= fot[ ]dt, chega-se a seguinte equacio:
yi=yi(0+L Ri(ynyz, - ym) +Ni(ryz ym)+8)  i=1,2,..m  (3.4)
onde y;(0) representa o valor de y; em t=0.

O principio da técnica de decomposicdo estd em aproximar a solucao da equacao (3.4)
por um somatédrio infinito de termos, conforme a equacdo abaixo, que sdo as
aproximacdes da solucdo do problema:

Yi= 2neoYin i=1,2,..,m (3.5)

Na pratica, ndo ha como calcular todos os termos da equacdo (3.5), por isso utiliza-se
uma aproximacao da solu¢do por uma série truncada.

A parte ndo linear da equagdo, N;(y1,¥2,--Ym), € aproximada por um somatoério de
polindmios, os chamados Polindmios de Adomian.
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Ni(YliYZ""'Ym): Z;C’:O Ai,n izl, 2' -y M (36)
onde A;, sdo polindmios em fungdo da varidvel dependente (yy,¥2, ..., Ym)-

Os polindbmios de Adomian sdo calculados de acordo com a expressao a seguir:
1[an © Ai
Ai(y1, y2 ---,Ym)za [m N(Zi=o 7\13’1)]};0 (3.7)

onde A é um parametro introduzido por conveniéncia.

Fazendo a substituicdo das equacgdes (3.5) e (3.6) na equacdo (3.4), chega-se a
seguinte equacao:

Vi= YneoYin =Yi(0)+L (X0 (Ain) +Ri+8i) (3.8)

O primeiro termo da série pode ser determinado pela equacdo abaixo:
Vio=yi(0)+Lg; i=1,2,..,m (3.9)

Os demais termos sao calculados pela seguinte férmula de recorréncia:
Vint1=L(Ain+R;) i=1,2,..,m n=0,1,2..,N (3.10)

onde N é o nimero de termos menos um de Adomian utilizados. Com isto, é possivel
se obter sucessivamente os termos y; .1 da aproximagao da solugdo.

3.1.2 Proposta de modifica¢éo da técnica de decomposicdo

Funcbes polinomiais possuem o problema de divergir rapidamente a medida que a
variavel independente (no caso, tempo) cresce. Para resolver este problema, este
trabalho empregou a técnica de discretizar o eixo do tempo, de modo que o valor inicial
de cada intervalo é dado pela solucao final do intervalo anterior, abordagem esta que
também foi utilizada em Younker (2011).

Sendo assim, a solucdo dada pela equacdo (3.8) é valida dentro de um intervalo de
tempo, conforme abaixo:

Vi = Yoo Vin = Yi(ticg) + LY Z5-o(Ain) + Ri + gi)para t = tinicial - teinal(3-11)
tfinal=tinicial'|'h (3-12)

onde h é um pardmetro que determina o tamanho de cada intervalo. O valor de y;(0)
do intervalo seguinte é igual ao valor de X, yi, avaliado em tgpg,).

O exemplo a seguir é utilizado para compreender melhor esta modificacao.

Exemplo: a equacdo diferencial utilizada como exemplo é dada por:

2y (3.13)

onde y(t) representa uma variavel dependente arbitrdria e t representa a variavel
tempo. A condicdo inicial considerada é:
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y(0)=1 (3.14)

Para a equacdo (3.13), a parte linear (R;) e a parte ndo homogénea (g;) consideradas
pela técnica de Adomian sdo iguais a zero. Os polindbmios de Adomian, que compdem a
parte nado linear da equacdo, sdo dados pela equacao abaixo:

An== 25 (-(Eony) )] (3.15)

A=0

onde N representa o nimero de termos menos um de Adomian utilizados para
aproximar a fungado.

O primeiro passo para resolver o a equagado (3.13) utilizando a técnica de Adomian é
obter o primeiro termo da aproximagao:

yo=y(0) (3.16)

onde yo(t) é o primeiro termo da expansdo da solugao y(t). Em seguida, o primeiro
polindmio de Adomian (n = 0) é calculado utilizando-se a equacgdo (3.15):

_1[d° 0 i \2 o,
Bo=y [W ('(Zi=o7‘13’i) )Lz .- Yo (3.17)
Com este resultado, calcula-se entdo o segundo termo da aproximagao (y1):

yi=L1(A) = -y5t (3.18)

Utilizando-se o y; determinado acima, o segundo polindmio de Adomian é calculado:
1 d1 . 2 dl
=1 | (Ehorys) )] = G (@00 taly)?)=2y3t (3.19)

Este procedimento é feito até que seja calculado o numero de termos de Adomian
desejado para aproximar a solucdo. Neste exemplo, foram utilizados 6 termos, e a
aproximacao foi calculada com base na equacao (3.8), gerando a seguinte equacao:

Y = Yot+y1+y2+y3+yatys = y(0)-y(0)*t+y(0)*t*-y(0)*t3+y(0)>t*-y(0)°t>(3.20)
Substituindo o valor de y(0):
y=1-t +t2-t3+t*-t5 (3.21)

A método cldssico termina na equacgdo (3.21). Utilizando a modificacdo proposta por
Younker (2011), o intervalo de integracdo é dividido em subintervalos. Deste modo, a
solucdo da equacdo (3.13) também é dada para cada subintervalo, de modo que o valor
inicial de cada subintervalo é dado pela valor da solucdo do intervalo anterior no tempo
final daquele intervalo. Dividindo o intervalo de 0 a 2 segundos em 20 subintervalos por
exemplo, a solucdo do primeiro intervalo é dada pela equacdo (3.21), e ela sé é valida
dentro de subintervalo de tempo de 0 até 0,10 segundos.

O valor inicial do intervalo seguinte, é dado pelo valor da equacdo (3.21) em t=0,10
segundos, conforme abaixo:
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y=1-0,1+ 0,12- 0,13+0,1%-0,1°=0,90909 (3.22)

O valor obtido na equagdo (3.22) é utilizado para calcular os termos e os polindmios
de Adomian para o subintervalo de integracdo seguinte, da mesma forma como foi feito
para o primeiro subintervalo.

A Figura 3.1 mostra que o método classico de Adomian apresenta um inconveniente
ao resolver o PVI representando pelas equagdes (3.13) e (3.14), pois se observa que o
aumento do numero de termos de Adomian apenas possibilita um retardo da divergéncia
da solugao, exigindo um nimero muito elevado de termos para uma solugdo aceitdvel. Ja
a técnica modificada, proposta por Younker (2011) e utilizada também neste trabalho,
nao soé resolveu a equacgdo (3.13) com apenas 4 termos de Adomian e com um tamanho
de intervalo de h = 0,1, como também teve uma elevada precisdao quando comparada
com a solugdo numeérica, como pode ser observado na Tabela 3.1.

1-»
.
.,
.
‘..\
0.8 *:'Q_.
.,
‘.-
0.6
-
0.4
02+
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 03 1 135 2
Tempo (s)
—— Adomian Modificado — Adomian Classico com 5 termos
~ Adomian Classico com 25 termos Adomian Classico com 100 termos

= = 1 Solucio numérica

Figura 3.1: Solucdo da equacdo (3.13) pela técnica Adomiana cldssica e modificada e por
Runge-Kutta

O erro entre a solugao Adomiana e a solugao numérica é calculado pela seguinte
equacao:

Erro (%) — |YAdomian'Ynumérico

Ynumérico

100 (3.23)

Tabela 3.1: Comparacdo entre solucdo pelo método de Adomian modificado e solucdo
numérica (Runge-Kutta)

Tempo

(segundos) Adomian Runge-Kutta Erro (%)
0,0 1,0000 1,0000 0,0000
1,0 0,5000 0,5000 0,0000
2,0 0,3333 0,3333 0,0000
3,0 0,2499 0,2499 0,0000
4,0 0,2000 0,2000 0,0000
5,0 0,1666 0,1666 0,0000
6,0 0,1429 0,1429 0,0000
7,0 0,1250 0,1250 0,0000
8,0 0,1111 0,1111 0,0000
9,0 0,1000 0,1000 0,0000
10,0 0,0909 0,0909 0,0000
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3.2 Ferramentas utilizadas

Este trabalho foi implementado no software Maple® 15.00 da Maplesoft®. O Maple® é
um ambiente computacional que permite a resolugdo de problemas numéricos e
simbdlicos, permitindo também a obtencdo de gréficos. Além disso, o software contém
diversas fungdes pré-definidas, o que facilita a programacao e a implementacao.

Para validar as solucdes obtidas neste trabalho, utilizou-se a fungao dsolve, que é uma
fungdo pré-definida do Maple® e que utiliza métodos numéricos, no caso deste trabalho o
método de Runge-Kutta Fehlberg com uma tolerancia de 1.10™", para resolver equacdes
diferenciais ou sistemas de equacgdes diferenciais. A funcdo poder ser utilizada tanto para
a resolucdo de problemas de valor inicial quanto para problemas do valor de fronteira.

3.3 Parametros de desempenho

No presente trabalho, o desempenho da técnica modificada em termos de precisdo e
tempo computacional para a resolu¢do do problema foi avaliado em funcdo de dois
parametros: o tamanho do intervalo (passo de integracdo) e o nimero de termos da
aproximacao de Adomian.

O tamanho do intervalo (passo) é um parametro importante, pois estd diretamente
relacionado com o tempo computacional, de modo que se espera que quanto menor o
tamanho do intervalo, maior é o tempo computacional. Portanto, busca-se encontrar um
tamanho de intervalo tal que o tempo computacional seja relativamente baixo e que, ao
mesmo tempo, a solugdo apresente um erro pequeno em relagao a solugao numérica.

O numero de termos de Adomian também estd relacionado com o tempo
computacional, ja que se espera que quanto maior o numero de termos de Adomian

utilizados para aproximar a solucdo do problema, maior é o tempo de calculo dos
polinbmios de Adomian.

3.3.1 Avadliagdo no estado estaciondrio e solugdo simbdlica

Funcbes polinomiais geralmente apresentam um comportamento divergente em
problemas que tém caracteristicas de estado estacionario. Por isso, também foi feita uma
avaliacdo especifica do desempenho da técnica proposta neste trabalho no estado
estaciondrio do reator e da coluna de destilagao.
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4 Formulag¢ao dos Problemas

Neste capitulo, sdo formulados e detalhados os problemas que este trabalho se
propde a resolver.

4.1 Reator CSTR

A técnica foi testada em um sistema de equacbes diferenciais que descrevem um
reator quimico com o seguinte esquema reacional:

2A > B (4.1)

O principal objetivo desta parte do estudo é testar a modificacdo da técnica para um
sistema de equagdes diferenciais e verificar se o resultado é satisfatorio. Além disso,
embora modelos de reatores CSTR sejam em geral mais simples do que modelos de
colunas de destilacdo sdo também casos importantes para aplicagdes de controle e
estimacdo de parametros da técnica de decomposicdo de Adomian, por exemplo, e que
poderia ser beneficiados pela aplicacdo da mesma.

Para a obtencdo do modelo fenomenolégico do reator, foram feitas as seguintes
consideracoes:

e (CSTR bem agitado: neste caso a concentracao dos reagentes é uniforme ao longo do
reator

® processo isotérmico

e Sob estas condigdes, um modelo representativo deste sistema é dado pelo seguinte
conjunto de equagdes

2 =fCa, - f-Ca - ky Ca? (4.2)
2 =f.Ch, - £Cb+ 1k, Ca’ (4.3)

onde Ca e Cb sdo as concentracdes molares dos reagentes, f é a constante de diluicdo
'1 7 . 7 .
em hora™ e k; é constante cinética em L/mol.hora.

Nas equacdes (4.2) e (4.3), os termos f-Ca, e f:Cb, podem ser identificados como a
parte ndo homogénea (g, € gp), os termos -f:Ca e -f:Cb a parte linear R; e os termos
-k,Ca? e %k1Ca2 como a parte ndo linear do problema. Portanto, a aproximacao das
equacoes (4.2) e (4.3) através da técnica de Adomian modificada fica da seguinte forma:

Cap=Ca(0)+L"'g, (4.4)
Cbo=Cb(0)+L1g, (4.5)
Capny1=L1(Asn+Ra) n=0,1,2..,N (4.6)
Cbyy1=L"(Apn+Rp) n=0,1,2..,N (4.7)

A condicdo inicial do problema é dada a seguir:
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Cag=1,0 mol/L (4.8)
Cby=1,0 mol/L (4.9)

Os parametros do reator utilizados estdo dados abaixo:

f=1,0 (4.10)
Cae=2,0 mol/L (4.11)
Cbe=2,0 mol/L (4.12)

_ L
k, = 0,0l—mol.ham (4.13)

4.2 Coluna de destilagao

4.2.1 Modelo simplificado de coluna de destilacdo

A técnica proposta foi utilizada para resolver um sistema de equacgdes diferenciais que
representa uma coluna de destilagdao. Para simplificar a implementagdo e a simulagao,
foram feitas as seguintes considera¢des com relagdo ao modelo da coluna:

e destilacdo binaria: considera-se que a mistura a ser destilada contém somente dois
componentes

e fluxos equimolares: para qualquer estagio, com excessdo do estagio de alimentacao,
considera-se que a vazdo de vapor de um estagio de equilibrio é igual a vazao de
vapor do estagio de equilibrio abaixo. Matematicamente, isso se representa na
seguinte equacao:

V; = Vi;1;=V=1,0 mol/min i=1,2,..,N (4.14)

onde V; representa a vazao de vapor de cada estagio de equilibrio i e N é o
numero de estagios.

a mesma consideracdo é feita para as vazoes de liquido de cada estdgio, conforme
abaixo:

L; = L, ;= L=1,0 mol/min i=1,2,..,N (4.15)
onde L; representa a vazao de liquido no estagio i.

e mistura ideal: neste caso, a relagdo do equilibrio entre as fases liquida e gasosa é
funcdo da volatilidade relativa, assumida constante, conforme a equacdo dada
abaixo.

X

= e (4.16)

onde y; representa a fragdo do componente mais volatil no vapor, a é a
volatilidade relativa e x; é a fragao do componente mais volatil presente no liquido

e holdup’s molares sdo assumidos como constantes;
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e condensador e refervedor em equilibrio;
e controle perfeito do inventario do condensador e do refervedor;
e coluna de 5 estagios de equilibrio;

Com base nas consideracdes feitas acima, pode-se fazer o balangco material para cada
estagio da coluna, conforme a figura a seguir.

Lnf—l Xnf-1 an Inf Li—qxi—4 Vi yi
4 N

Fzp — nf i

N
Lnf Xnf an+1 Inf+1 Li x; Vit1 Yis1

A B

Figura 4.1: Balanco material para uma destilacdo binaria ideal do estdgio de alimentacao
(A) e para os demais estagios (B)

Considerando os estagios contados do topo da coluna em dire¢ao ao fundo, para a
secdo de enriquecimento (topo da coluna, acima do estagio de alimentacao), o balanco
material por componente pode ser escrito da seguinte forma:

dXi_i_ ) o) v oxj ) OXj41 . )
" m <L () V- (i 1+<a-1>xi+1)> =2 ML 87)

onde NF representa o estagio de alimentagdo e m; é o holdup molar dos estagios.

Neste trabalho, foi utilizado m; =2 mols e o estdgio de alimentagdo é o terceiro
(NF=3).

Para o estagio de alimentacao, o balango material é dado pela equagao abaixo:

d 1 i
ﬂ:;t-<(F'Z)+L'XNF_1‘(L+F)'XNF'V'( = R )) (4.18)

dt 1+(0(-1)XNF ) 1+(O(-1)XNF+1
onde F representa a vazao de alimentacdo e z é a fracdo molar do componente mais
volatil na corrente de alimentacdo. A vazdo de entrada utilizada foi de 5,0 mol/min e

z=0,60.

O balango por componente do condensador fica:

v wn
dt ~ Meongq <1+(a-1)x2 X1> (4.19)

onde mcy,q representa o holdup molar para o estagio 1, cujo valor utilizado neste
trabalho foi de 1,0 mol.

E o balanco material para o refervedor fica:
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dXS

1 oax
Fet— ((L+F)-X4-(L+F-V)-X5-V —5> (4.20)

. 1+(o-1)xs5

onde my.r € 0 holdup molar para o estagio 5. O valor adotado para m,.¢ foi de 1,0
mol.

As condicdes iniciais da coluna de destilacdo sdo dadas por:
x;(0)=0,30 (4.21)

4.2.2 Aproximacdo da equacdo de equilibrio de fases

Para encontrar a solugao do modelo de coluna de destilagdao descrito acima através da
técnica de Adomian modificada, é necessario realizar uma aproximagdo da equagdo
(4.16). A modificagdo se faz necessaria, pois esta equag¢do possui a variavel x; no
denominador, o que, na etapa de integracdo da técnica (equagdo (3.8)), gera termos
logaritmicos os quais devem ser sucessivamente integrados. No entanto, nao foi possivel
se obter os resultados analiticos para estes termos no software Maple®, o que nao é
desejado para se obter uma solucdo genérica da coluna. Deste modo, foram empregadas
técnicas para aproximar a funcdo de equilibrio, equacdo (4.16). Neste caso, aproximacoes
do tipo polinomial sdo as mais indicadas, por permitirem a integracdo simbdlica dos
termos, além de permitirem aproximacdes com precisdo arbitrdria das func¢bes sendo
integradas.

Foram comparados dois métodos para a aproximacdo da equacdo (4.16): expansao
em série de Taylor e Chebyschev. Primeiramente, a funcdo é aproximada por uma série
de Taylor truncada em 5 termos. Tal aproximacao ird gerar uma funcao polinomial que ird
substituir a equacdo (4.16). A aproximacdo da equacado (4.16) por série de Taylor para
diferentes volatilidades relativas pode ser observada na Figura 4.2. As expansdes em
todos os casos sao feitas em torno do ponto xo = 0,5 com 5 termos, ou seja, o erro é da
ordem de x?.
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Figura 4.2: Comparacdo entre a funcao de equilibrio e sua aproximacao por série de
Taylor. As linhas pontilhadas sdo os valores aproximados e as linhas continuas sdo os
valores exatos.

Analisando-se a Figura 4.2 é possivel afirmar que quanto maior o valor de a maior é o
erro da aproximacao da equacao (4.16) por série de Taylor com 5 termos.

Em segundo lugar, a aproximacao foi feita através dos polindmios de Chebyshev de
primeiro tipo. Os polinbmios de Chebyshev sao uma classe especial de polindbmios
ortogonais amplamente utilizados para aproximar outras funcdes. Alguns exemplos de
aplicacdo da técnica em analise numérica sdo: aproximagao uniforme, aproximacgao por
minimos quadrados, solucdo numérica de equacdes diferenciais parciais e ordindrias (Gil;
Segura; Temme, 2007)

Os polindmios de Chebyshev de primeiro tipo sdao descritos pela seguinte relacao
geradora:

T, (x)=cos [n-cos‘l(x)], x € [-1,1], n=0,1,2, ... (4.22)

onde n é a ordem do polinémio.

As expressoes explicitas para os 6 primeiros polin6mios de Chebyshev de primeiro
tipo sdo dadas abaixo:

TO (X) = 1! Tl (X) =X,
T,(x)=2x2-1, T;(x)=4x3, (4.23)
T,(x)=8x*-8x?+1, Ts(x)=16x°-20x3+5x.

Estes polinbmios podem ser observados também na Figura 4.3.
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=1 -0.8 -0.6 0.4 =0.2 \9 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.3: Polindbmios de Chebyshev do tipo 1,n =0, 1, 2, 3, 4, 5. Fonte: (Gil; Segura;
Temme, 2007)

A aproximacdo da equacdo (4.16) utilizando os 5 primeiros polinémios de Chebyshev
para diferentes volatilidades relativa pode ser observada na Figura 4.4.

1_

0.8
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0 02 04 0.6 0.8 1

X
|— alpha=2 alpha=3 alpha=4|

Figura 4.4: Comparacdo entre a funcdo de equilibrio e sua aproximacao por polinémios
de Chebyshev. As linhas pontilhadas sdo os valores aproximados e as linhas continuas sdo
os valores exatos.
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A Figura 4.4 mostra que, para os valores de a estudados, a aproximagao por
polinbmios de Chebyshev ndo depende do valor de a. Além disso, comparando-se as
Figuras 4.2 e 4.4 fica claro que a aproximacdo da equacdo (4.16) por polinbmios de
Chebyshev é superior em relacdo a aproximacdo por séries de Taylor. Porém,
diferentemente da aproximacdo por séries de Taylor, onde é possivel obter uma
aproximacdo em fungao de um a genérico, o calculo da aproximacgao deve ser feito caso a
caso para cada a.

4.2.3 Solugdo Simbdlica

Além disso, foi testada a viabilidade de se obter uma solucdo simbdlica do modelo de
coluna de destilacdo. Para tanto, a implementacao das condicdes iniciais das equacdes
diferenciais do modelo, apresentado no capitulo 4, foi feita de maneira simbdlica, como
mostra a equacdo abaixo:

Xi(0)= (o] (424)
onde x;(0) é a condicdo inicial da fragdo molar no estagio i.

Com isso, as solucdes serao funcbes do tempo e das condicdes iniciais, conforme a
equacdo dada a seguir:

x; = f(x1(0),x,(0),x5(0),x,(0),x5(0),t) i=1,2,3,4,5 (4.25)
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5 Resultados

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados dos testes e simula¢des, avaliando a
capacidade da técnica proposta em resolver os problemas descritos no capitulo 0. Os

resultados foram separados por cada problema a ser resolvido: reator CSTR e a coluna de
destilagao.

5.1 Reator CSTR

A utilizagao da técnica de Adomian resolveu satisfatoriamente o modelo de reator
descrito anteriormente neste trabalho. O resultado de uma das simulagdes (com 3 termos
de Adomian e passo de integracdo h = 0,5 hora) esta ilustrado na Figura 5.1.

Ca
Cbh
m = Cg
= m (Ch

ADM)
ADM)
NN Erico)
niemérico)

o o

Concentragio (mol/L)

T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Tempo (h) 3

Figura 5.1: Comparacao entre solugao Adomiana e solugdao numérica

A Figura 5.1 mostra que a solugao através da técnica de Adomian é possivel tanto no
estado estacionario quando no estado transiente.

5.1.1 Efeito do tamanho do passo de integragdo

Para avaliar a influéncia do tamanho do passo de integracdo na eficiéncia de
resolucdo do problema através da técnica proposta, foram realizados testes com
diferentes passos de integracdo e os resultados comparados em termos de tempo
computacional e erro percentual médio. Para todos os testes desta secdo, foram
utilizados 3 termos de Adomian para calcular a aproximacdo. O erro em funcdo do
tamanho do passo de integracdo é apresentado na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Erro percentual médio da solucdo Adomiana para diferentes passos de
integracao

Com base na Figura 5.2 é possivel afirmar que o erro percentual ndo varia para um
tamanho de intervalo na faixa de 0,025 hora até 0,1 hora. J& para um tamanho de
intervalo de 0,5 hora, o erro percentual é aproximadamente 3 vezes maior para a variavel
Ca e 1,5 vez maior para a variavel Cb quando comparado com os intervalos de menor
tamanho.

O tempo computacional é inversamente proporcional ao tamanho do intervalo, como
mostra a Figura 5.3.

Tempo computacional
(segundos)
O R, N W b T O N O ©
1

h=0,025 h=0,05 h=0,1 h=0,5

Figura 5.3: Tempo computacional em func¢do do tamanho do intervalo.

Analisando-se em conjunto o tempo computacional e o erro percentual, chega-se a
conclusdo que o ideal é utilizar um intervalo de tamanho h = 0,1 hora, ja que neste caso o
tempo computacional é o menor dentre os casos com menor erro percentual.

5.1.2 Efeito do numero de termos de Adomian

Utilizando-se um passo de integracdo h = 0,1 hora, observa-se que, com excecao da
solucdo utilizando somente um termo de Adomian, a variacdo no numero de termos
praticamente ndo afeta o erro percentual médio em relacdo a solucdo numérica,
conforme a Figura 5.4.
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Figura 5.4: Erro percentual médio da solucdo Adomiana em relacdo a solucdo numérica

Em relagdo ao tempo computacional, o aumento do nimero de termos de Adomian
provoca um aumento no tempo computacional, o que ja era esperado, uma vez que isto
implica ndo sé num numero maior de calculos, mas também em um maior grau de
complexidade no calculo dos polindbmios de Adomian. A comparacdo é apresentada na

Figura 5.5.
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Figura 5.5: Tempo computacional médio em fung¢ao do nimero de termos de Adomian

Avaliando conjuntamente o erro e o tempo computacional, verifica-se que nao se faz
necessario, para o modelo de reator estudado, a utilizacdo de mais de 2 termos de
Adomian, uma vez que isso resulta em pouca melhoria em termos de precisdo (a ordem
do erro permanece a mesma) e um aumento do tempo computacional.

5.2 Coluna de destilagdo

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados dos testes e simula¢cdes para o modelo
de coluna de destilacdo. Utilizando a técnica de Adomian modificada aliada a
aproximacdo por série de Taylor da funcdo de equilibrio, obteve-se a solucdo do modelo
de coluna de destilacdo, que pode ser observada na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Comparacdo da solu¢dao Adomiana com a solu¢do numeérica utilizando um
intervalo de tamanho h = 0,025 minuto. Fungao de equilibrio aproximada por série de
Taylor.

O resultado da simulacdo utilizando-se a técnica de Adomian modificada aliada a
aproximacdo da funcdo de equilibrio de fases por polindbmios de Chebyshev esta ilustrado
na Figura 5.7.
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Figura 5.7: Comparacdo entre solu¢cdo Adomiana e solugdo numérica para um intervalo
de tamanho h = 0,025 minutos. Funcdo de equilibrio aproximada por polindbmios de
Chebyshev.

Analisando-se as Figuras 5.6 e 5.7, observa-se claramente um melhor desempenho em
termos de precisdo quando se aproxima a funcdo de equilibrio por polinbmios de
Chebyshev ao invés de aproxima-la por série de Taylor.

5.2.1 Efeito do tamanho do passo de integragdo (h)

Para avaliar a influéncia do tamanho do passo de integracdo no desempenho da
técnica proposta, foram realizadas simula¢des com diferentes passos de integracao tanto
para o caso de aproximacao da funcdo de equilibrio por série de Taylor quanto para
aproximacao por polindmios de Chebyshev. A solucdo obtida foi utilizada para avaliar as
composi¢les Xq, Xy, X3, X4 € Xs em diferentes pontos no tempo. A solugdo foi entao
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comparada com a solugdo numérica. Para simplificar a apresentacdo do resultado, foi
feita uma média do erro percentual de cada composicdo para diferentes passos de
integracdo, conforme mostra a Figura 5.8. Na figura, “Taylor” indica as solu¢des obtidas
com aproximacado da funcdo de equilibrio por série de Taylor e “Chebyshev” as solug¢des
gue aproximam a funcao de equilibrio por polinbmios de Chebyshev.

0,300 - 0,283 0,280
0,250
+ 0,200
2
3
£ 0,150 B Chebyshev
2
e W Taylor
b

0,100

0,050

0,000

h =0,025 h =0,05 h=0,1

Figura 5.8: Avaliagdo do erro percentual médio da solu¢do Adomiana em relagdo a
solu¢do numérica para diferentes passos de integracdo (h)

Fazendo-se uma andlise da Figura 5.8 é possivel afirmar que, para o mesmo passo de
integracdo, a técnica modificada de Adomian, aliada a aproximacgao por polinébmios de
Chebyshev da funcdo de equilibrio teve um desempenho muito melhor em termos de
precisdo do que a aproximacdo por séries de Taylor. O erro médio das solugdes que
utilizam Taylor é aproximadamente 35 vezes maior do que o erro médio das solugdes que
utilizam Chebyshev. Para um tamanho de passo maior, h = 0,2 minutos, a solugdo comecga
a ter um comportamento divergente para os dois tipos de aproximagao, conforme
mostram as Figuras 5.9 e 5.10.
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Figura 5.9: Solucdo do modelo de coluna de destilagdo com aproximacao da equacdo de
equilibrio por série de Taylor e tamanho de intervalo h = 0,2 minutos
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Figura 5.10: Solu¢dao do modelo de coluna de destilagdo com aproximacdo da equagao de
equilibrio por polinébmios de Chebyshev e tamanho de intervalo h = 0,2 minutos

Em termos de tempo computacional, a implementacdao que utiliza série de Taylor
como aproximac¢do para a equacao de equilibrio necessitou de um tempo computacional
em média 30% menor do que a solugdo que utiliza polindbmios de Chebyshev, ou seja,
teve um desempenho 30% melhor, o que estd ilustrado na Figura 5.11.
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Figura 5.11: Tempo computacional para diferentes tamanhos de intervalo

5.2.2 Efeito do numero de termos de Adomian

Como a aproximacdo por série de Taylor da equacdo de equilibrio obteve um
desempenho inferior em relacdo a solucdo que utiliza os polindbmios de Chebyshev, o
efeito do numero de termos de Adomian foi analisado sé para o segundo caso.

Foram feitas simulagdes utilizando dois, trés e quatro termos de Adomian e com um
passo de integracdo de 0,05 minutos. Os resultados obtidos foram comparados com base
no erro percentual médio e no tempo computacional de cada um, como mostram as
Figuras 5.12 e 5.13.
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Figura 5.12: Erro percentual médio em fung¢ao do nimero de termos de Adomian.
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Figura 5.13: Tempo computacional total para determinag¢ao da solugdao do modelo de
coluna de destilacdo utilizando-se dois, trés ou quatro termos de Adomian.

As Figuras 5.12 e 5.13 mostram que praticamente nao ha diferenga entre utilizar trés
ou quatro termos de Adomian para resolver o modelo de coluna de destilacdo. Além
disso, a utilizacdo de dois termos de Adomian apresentou um erro percentual
aproximadamente 3 vezes maior quando comparado com as solug¢des que utilizam trés e
guatro termos. Porém, em termos de tempo computacional, a solugdo que utiliza dois
termos apresenta um tempo 5 vezes menor do que a solugao com trés termos, e um
tempo quase 30 vezes menor do que a solugdo com quatro termos, conforme a Figura
5.13. Portanto, dependendo do erro permitido, é mais vantajoso utilizar dois termos de
Adomian do que trés ou mais termos.

5.2.3 Avaliagdo no estado estaciondrio

Como a avaliacdo no estado estaciondrio da coluna de destilacdo precisa de um
tempo computacional maior, foram feitas apenas 2 simula¢des, uma utilizando 2 termos
de Adomian e outra 3 termos e ambas com um passo de integracdao de 0,05 minutos,
apenas para ilustrar a validade da técnica proposta para o estado estacionario. Os
resultados podem ser observados nas Figuras 5.14 e 5.15.



DEQUI / UFRGS — Matheus dos Santos Costa 25

0.8

— XI(4DM

=

o
|
.}

Fragio molar
=
|

)
nimérico)
nLmérico)
nimérico)
nimérico)

(«
A2(4
X34
X4(4
X34
=X (mmenco
=X
X3(
X
X5(

0.4+

0.3+

4
Tempo (min)

Figura 5.14: Comparacdo entre solu¢cdo Adomiana com 2 termos e solugdao numérica para
o modelo de coluna de destilagao

0.8

— XI(4DM

=]

o
|
.3

Fragiio molar

=
in
|

)
nLmérico)
nimérico)
nimérico)

)

0.4 - nunérico

(-
X2
A3(4
X4
X3
=X (mmenco
el
x3(
X
X5(

0.3

4 6
Tempo (min)

Figura 5.15: Comparacao entre solucdo Adomiana com 3 termos e solucdo numeérica para
o modelo de coluna de destilagdo

As Figuras 5.14 e 5.15 mostram que a técnica proposta também é capaz de resolver o
modelo de coluna de destilacdo no estado estaciondrio, ndo sofrendo do problema de
oscilagao polinomial.

5.2.4 Solu¢do simbdlica

A solugdo simbdlica do modelo, conforme descrito anteriormente, foi obtida
utilizando-se 2 termos de Adomian. O tempo computacional de calculo foi de
aproximadamente 25000 segundos (quase 7 horas). Tendo em vista que este calculo é
feito somente uma vez para cada modelo, este tempo é aceitavel para algumas aplicagdes
de controle e otimizacdo. Deve-se observar também que a forma de obtencdo da solucdo
ndo foi otimizada em relacdo ao tempo computacional, conforme descrito, por exemplo,
em Younker (2011).

Com a solucdo simbdlica obtida, foram utilizadas as mesmas condi¢bes iniciais
(equacdo (4.21)) e um passo de integracdao h=0,025 minutos para calcular a solugdo do
modelo da coluna num dado intervalo de tempo, conforme a Figura 5.16.
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Figura 5.16: Comparacao entre solucdo Adomiana e solugdo numérica

O tempo computacional necessdrio para calcular a solucdo através de Adomian no
intervalo de 0 a 5 minutos foi de aproximadamente 7 segundos contra um tempo de 0,2
segundos da solucdo numérica. Portanto, em termos de tempo computacional, a solucdo
Adomiana foi inferior a solu¢gdo numérica de Runge-Kutta.

A solucdo foi testada também para em um intervalo de tempo do tamanho do passo
de integracdo (h = 0,025 minutos). Neste caso, o tempo de computacional para obter a
solucdo através de Adomian foi de 0,156 segundos. Sendo assim, verificou-se que,
mantendo-se constante o passo de integra¢ao, quanto maior o intervalo onde se deseja
avaliar a solucdo Adomiana, maior é o tempo computacional necessdrio, e
consequentemente pior é o desempenho em relagdao ao método numérico.
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6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho testou a viabilidade da aplicagdo do método de Adomian modificado
para a obtencdo analitica de solugdes de modelos dinamicos tipicos da Engenharia
Quimica, visando aplicagGes de controle, estimagdao de parametros, otimizagdo em tempo
real, etc. Para possibilitar tais aplicagGes, sdo importantes, além da possibilidade da
obtencao da solucdo, a precisdo na resposta e a escolha de parametros da aproximagao
tais como o intervalo de integragdo e o nimero de termos da aproximagao da Adomian.

Neste contexto, a técnica de Adomian mostrou ter potencial para ser utilizada na
resolucao de modelos de coluna de destilagdo e de reator CSTR, inclusive no estado
estaciondrio, onde a divergéncia polinomial é mais acentuada. Os resultados mostraram
que é possivel obter solugdes para o modelo de reator CSTR e para o modelo de coluna
de destilagao com erro da ordem de 10™ utilizando-se polindmios de Chebyshev para
aproximar a equacao de equilibrio de fases.

Em relagdo a aproximacao da equacgao de equilibrio, a aproximacgao por polinébmios de
Chebyshev mostrou ser mais eficiente em termos de precisao do que a aproximacgdo por
série de Taylor. Em detrimento disto, o calculo da aproximacdo por polindbmios de
Chebyshev levou mais tempo do que a aproximacdo por série de Taylor. Além disso, a
aproximacdo por Chebyshev precisa ser feita caso a caso para cada coeficiente de
volatilidade (a), diferentemente da aproximacdo por série de Taylor, que gera uma
aproximacdo para um a genérico. Esta mesma conclusdo pode ser obtida analisando-se a
Figura 5.8, que indica que, para um mesmo passo de integracdo, o erro da solucdo que
aproxima a funcdo de equilibrio por série de Taylor é 35 vezes maior do que a solucdo que
aproxima a funcdo de equilibrio por polindmios de Chebyshev.

A andlise da influéncia do tamanho do passo de integracdo mostra que, quanto maior
o tamanho do passo, maior é o erro da aproxima¢ao e menor é o tempo computacional
do calculo. No caso do modelo de coluna de destilcdo estudado, o ideal seria utilizar,
dentre os passos estudados, um passo de integracdo h = 0,5 minutos, pois é o que
apresenta a melhor relacdo entre tempo computacional e erro de aproximacdo. Para o
modelo do reator, o passo de integracdo que apresentou melhores resultados foi h = 0,1
hora.

O estudo da influéncia do nimero de termos de Adomian sobre o tempo de cdlculo e
sobre o erro da aproximacgdo, indicou que, para o modelo de coluna de destilagao
considerado, o ideal é utilizar 3 termos de Adomian, pois este nUmero apresentou, com
um tempo computacional 5 vezes menor, um erro relativo da mesma ordem de grandeza
do que a aproximac¢ao com 4 termos. Além disso, apresentou também um erro 130 vezes
menor do que a aproximacdo que utiliza 2 termos e um tempo computacional apenas 5
vezes maior. Para o modelo do reator, o mesmo raciocinio indica que a utilizacdo de 2
termos de Adomian apresentou melhores resultados.

Apesar de ter sido possivel a obtencdo de uma soluc¢do simbdlica do modelo através
de Adomian, seu desempenho ainda é pior do que a técnica usual de Runge-Kutta, ja que
tempo computacional para gerar a solucdo Adomiana é maior do que o tempo para gerar
a solucdo numérica por Runge-Kutta. Obviamente, este resultado nao é definitivo, uma
vez que este trabalho ndo estudou formas de tornar a obtencdo da solugdo Adomiana de
forma mais rapida, por exemplo, explorando a estrutura das equagdes que constituem o
modelo. Além disso, as solucdes aqui obtidas sdo semi-analiticas, e deste modo sdo
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interessantes para serem utilizadas em outros tipos de aplicacdo, como, por exemplo,
otimizagao dinamica.

Sabendo que é possivel obter solugdes semi-analiticas de modelos através da técnica
de Adomian, trabalhos futuros podem focar na otimizacdo da velocidade de cdlculo da
solucdo, e estudar a possibilidade de utilizar esta metodologia para resolver modelos mais
complexos ou abrangentes.
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