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CANDIA, H. M. Anélise Dinamica do Fenémeno de Propagacdo de Onda em uma
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RESUMO

O desenvolvimento da engenharia traz consigo a necessidade da busca por solugbes
técnicas representativas e eficientes em termos da previsdo do comportamento mecéanico de
materiais e estruturas. Para alimentar modelos matematicos de fenbmenos de impacto,
normalmente é necesséria a caracterizacdo experimental do material sob altas taxas de
deformacao. Uma das técnicas mais comuns para a caracterizacdo mecéanica de materiais sob
altas taxas de deformacdo, através da obtencdo da curva tensdo-deformacgéo, é através da
utilizacdo da barra de Hopkinson. O equacionamento para obtencdo desta resposta possuli
vérias simplificagbes que podem nédo ser adequadamente respeitadas no projeto do aparato, ou
mesmo na execugdo do ensaio mecanico. Assim, este trabalho visa a compreensdo dos
fendbmenos dindmicos de propagacgdo de ondas envolvidos neste tipo de ensaio de modo a
desenvolver ferramentas numéricas para avaliacdo e interpretacdo da esperada resposta
mecéanica. Para isto, sdo estudados e implementados modelos matematicos unidimensionais e
bidimensionais axissimétricos que servirdo como um conjunto de modelos numéricos para
auxiliar o projetista deste aparato, bem como o usuario. A implementacdo destes modelos
permitem prever matematicamente a resposta de uma barra de Hopkinson e também pode
auxiliar na analise dos resultados encontrados experimentalmente.

PALAVRAS-CHAVE:modelos numéricos, propagacao de ondas, barra de Hopkinson

CANDIA, H. M. Dynamic Analysis of Wave Propagation Phenomenon in a Split
Hopkinson Pressure Bar.2015. 23. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em
Engenharia Mecéanica) — Departamento de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Porto Alegre, 2015.

ABSTRACT

The development of engineering demands the need of searching for representative and
efficient technical solutions in terms of mechanical behavior prediction of materials and
structures. To properly use mathematical models of impact phenomenon is usually necessary
the experimental characterization of the material under high strain rates. One of the most
common techniques for the mechanical characterization of materials at high strain rates, by
obtaining the stress-strain curve is through the use of the Hopkinson bar. The equations for
obtaining this response have a number of simplifications that cannot be adequately respected in
the apparatus of the project, or even the implementation of the mechanical test. This work aims
to understand the dynamic phenomena of wave propagation involved in this type of test in order
to develop numerical tools to evaluate and understandits expected mechanical response. Thus,
it was implemented a one-dimensional and two-dimensional mathematical model that will serve
as a set of numerical models to help the designer of this apparatus, as well as the user. The
implementation of these models allowed to mathematically predict the response of a Hopkinson
bar and can also assist in the analysis of the results obtained experimentally.

KEYWORDS: numerical models, wave propagation, split Hopkinson pressure bar
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento da engenharia traz consigo a necessidade da busca por solugbes
técnicas representativas e eficientes em termos da previsdo do comportamento mecéanico de
materiais e estruturas. Por exemplo, indUstrias como a automobilistica, aeroespacial e de
protecdo balistica possuem diversos problemas de natureza dindmica, que nao permitem que
sejam aplicados exagerados coeficientes de seguranga, 0s quais vém a suplantar as
deficiéncias e limitacdes da solucdo empregada.

Nas aplicacdes dindmicas envolvendo impacto, 0s corpos sdo submetidos a
carregamentos aplicados de forma quase instantanea [Hiermaier, 2007] e normalmente sua
solucéo envolve contato e resposta nao linear do material. Além disto, a maioria dos materiais
demonstra forte sensitividade a taxa de deformacdo [Ramesh, 2008]. Quando se necessita
estimar o comportamento mecéanico, além de um modelo matematico adequado, com
parametros de solucdo apropriados segundo o método escolhido, € necessario caracterizar a
resposta mecéanica real do material nas velocidades de deformacgdes que este alcanga durante
o tempo de andlise.

Problemas dindmicos s&o caracterizados pela natureza transiente de seu
comportamento. Sua andlise, do ponto de vista matemético, passa pela solugdo de equacgdes
de conservacdo de massa, momento linear e energia — as quais sdo descritas atraveés de
equacdes diferenciais parciais em fungéo do tempo. A solucao analitica de tais equacdes, para
geometria complexas, usualmente, ndo é uma tarefa trivial e demanda métodos de resolucéo
avancados — necessitando comumente adotar, desta forma, uma abordagem numérica ao
problema. O problema torna-se ainda mais laborioso, do ponto de vista numérico, quando se
inclui ndo linearidades devido a existéncia de contato entre partes de corpos deformaveis
sujeitos a impacto, ou mesmo nao linearidades de comportamento de material, como
deformagbes permanentes ou viscosas. Assim, existem inumeras dificuldades técnicas na
modelagem de um problema de impacto entre dois corpos que necessitam ser bem
compreendidas.

Para alimentar modelos matematicos de fenbmenos de impacto, normalmente é
necessaria a caracterizacao experimental do material sob altas taxas de deformacao, que pode
identificar a variagdo de suas propriedades mecanicas — como tensdo de escoamento e ruptura,
mobdulo de elasticidade e tenacidade — em relagéo a resultados em condi¢cdes quasi-estaticas
[Curry, 2012]. Porém, o préprio experimento do qual se obtém tais informac¢cBes pode necessitar
de atencdo na interpretacdo de seus resultados.

Existem inlmeras técnicas experimentais através das quais o0 comportamento
mecéanico do material pode ser determinado. Tais técnicas variam conforme a taxa de
deformacgdo a qual o material deve ser submetido [Ramesh, 2008]. O método mais utilizado
para se obter a resposta do material sob altas taxas de deformacgéo através de uma curva
tensdo-deformacdo é o experimento com a Barra de Hopkinson [Owens, 2007]. Entretanto,
devido as hipoteses que sdo adotadas em seu equacionamento unidimensional de propagacao
de uma onda trapezoidal, diversos fatores na concepc¢do do aparato, bem como na execucao
do ensaio, podem fazer com que estas hipdteses ndo sejam adequadamente satisfeitas,
levando a obtencado de respostas nédo realisticas. Alguns dos problemas estéo relacionados a
uniaxialidade das equacBes empregadas, dispersao da onda longitudinal, efeitos de inércia
radial, atrito e alinhamento entre as barras [Silva, 2010]. Cada um destes pode modificar de
forma mais ou menos significativa a resposta de propagacéo da onda, inviabilizando o uso de
seus resultados. Estas correlacbes entre resposta da propagacao da onda e os problemas que
a originaram nao sao triviais. Assim, a resposta do proprio experimento deve ser compreendida
para adequada interpretacdo de seus dados, antes mesmo da utilizacdo de suas informacoes
em um problema de impacto real.

E notavel, portanto, que o compreendimento de todos 0s aspectos numéricos e
experimentais envolvidos em fendmenos dindmicos é complexo e ainda demanda de um maior
entendimento. Por isto, € motivo de pesquisa em inimeros centros académicos de exceléncia
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no mundo - tanto ao que tange os métodos de resolucao de suas equacdes, quanto a influéncia
da taxa de carregamento nas respostas mecanicas experimentais dos materiais.

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como principal objetivo compreender, do ponto de vista
matematico, o modelamento do fendmeno dindmico de propagacdo de onda envolvido em um
experimento com a barra de Hopkinson. Para isto, serdo desenvolvidos modelos numéricos
que possibilitem o entendimento do fenbmeno envolvido no aparato projetado, permitindo
estimar as respostas em um projeto preliminar da barra, bem como suas limitagdes. Além disto,
espera-se que estes modelos sejam capazes de ser aplicados futuramente em um aparato ja
construido, para interpretar corretamente quais problemas podem estar associados com uma
resposta aparentemente incoerente segundo as hipéteses adotadas em sua concepc¢do. Com
este intuito, pretende-se compreender 0s conceitos envolvidos na dindmica de corpos
deformaveis segundo fenbmenos de impacto em meios continuos, onde o principal enfoque
sera no sistema de barras de Hopkinson. Tal compreenséo passa pela implementag¢éo de caso
particular unidimensional de propagacdo de ondas, bem como bidimensionais axissimétricos,
gue irdo compor o conjunto de modelos numéricos deste trabalho.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 A barra de Hopkinson

Sua configuracdo consiste em duas barras longas que tem a extremidade de uma
destas impactada por um projétil. Conforme Hiermaier, 2007, tal experimento é extremamente
representativo para determinacdo das propriedades do material sob taxas de deformacéo na

ordem de 10> —10"s™*, conforme mostrado na Figura 2.1

No experimento utilizando a barra de Hopkinson, em sua forma usual, um corpo de
prova cilindrico é posicionado entre duas barras elasticas esbeltas colineares, conforme
mostrado na Figura 2.2. As barras sao geralmente feitas de material metalico com alta
resisténcia mecanica e com uma relacdo comprimento-didmetro de ao menos 20 — geralmente
esta relacdo é superior a este valor [Chen e Song, 2011].

Flyer Plate Te.'.
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Figura 2.1 - Faixa de taxa de deformacao aplicavel aos diferentes métodos de ensaios
mecanicos [Hiermaier, 2007].
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Figura 2.2 - Representagéo esquemética de um sistema de Barra de Hopkinson,
adaptado de Kaiser, 1998.

O projétil é disparado contra a extremidade da Barra Incidente gerando um pulso de onda
de deformagd@o compressiva nesta. Imediatamente apds o impacto, o pulso € propagado pela
Barra Incidente até que atinge a primeira interface com o corpo de prova, onde é parcialmente
refletido e parcialmente propagado para a Barra Transmitida — relag@o proporcional a diferenca
de impedéancia entre o corpo de prova e as barras [Kaiser, 1998]. O histérico do pulso de
deformacao nas duas barras é medido pelos Strain Gauges A e B. A medicdo e andlise do
pulso incidente, refletido e transmitido permite a determinagdo da curva tensdo-deformagéo do
corpo de prova.

2.1.1 Transmisséo e reflexdo de ondas na barra de Hopkinson

O perfil do pulso de onda gerado pelo impacto do projétil, usualmente, é trapezoidal
[Chen e Song, 2011]. O periodo deste pulso é determinado pelo tempo necessario para que a
onda de impacto percorra todo o comprimento do projétil. De acordo com Kaiser, 1998, o

periodo, T , a amplitude do pulso de deformacéo e a amplitude do pulso de tenséo, ol

’gzlimp’ amp !
gerada pelo impacto de um projéti de mesmo material que a barra, é definido,

respectivamente, por:

2L,
T=—2¢ (2.1)
Cp
g = 1% (2.2)
P 2¢, '
i 1
Oamp = > PGV, (2.3)

ondel,,v ec, sdo o comprimento, a velocidade de impacto e a velocidade de propagacdo de

onda do projétil, respectivamente. Por sua vez, p,ecC, sdo a densidade e a velocidade de

propagacao de onda da barra impactada, respectivamente.

Segundo Graff, 1975, esta amplitude conserva-se, ignorando os efeitos de dispersao
radial e amortecimento, desde que a frente de onda ndo encontre descontinuidades. Kaiser,
1998, cita que os tipos mais comuns de descontinuidades no sistema da barra de Hopkinson
sdo a variagdo da secdo transversal e das propriedades do material. Outra fonte de
descontinuidade é proveniente de espacos vazios entre as barras, originados de problemas de
faces paralelas ou desalinhamento [Chen e Song, 2011]. Usualmente, tais descontinuidades
ocorrem na interface barra-corpo de prova. O comportamento da frente de onda na interface
com descontinuidades pode ser regido pelo descompasso entre as impedancias desta interface
[Chen e Song, 2011].

A influéncia da interface entre dois corpos, devido a impedancia, pode ser incluida na
solucdo numeérica da propagacédo de uma onda de uma forma simples. A impedancia, dentro de
problemas mecénicos, € definida como a razdo entre a forca motriz e a velocidade em um
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ponto da estrutura [Graff, 1975]. A Equacdo 2.4 representa a expressdo para a impedancia
mecanica em um sistema de Barra de Hopkinson [Kaiser, 1998]:

F
Z= v = A,OCL (24)

onde Z representa a impedancia mecanica, A € a se¢éo transversal, p a densidade e C é a

velocidade de propagacéo da onda longitudinal no componente.
Desta forma, pode-se definir um coeficiente de transmissdo, «a , e reflexdo, f. O

coeficiente de transmissao é a razdo entre a amplitude transmitida e refletida de um pulso de
onda quando encontra uma interface. Assumindo continuidade de forca e velocidade, os
coeficientes de transmissdo e reflexdo entre um componente 1 e um componente 2 sao
definidos por Graff, 1975, respectivamente, como:

o = 2A(p0),
2 A(pe), + A (po),

_ Ape), = Alpc),
A (pC), + A(pC),

(2.5)

Pra

(2.6)

Com a definicdo da expressdo para o coeficiente de transmisséo e reflexdo apresentado
nas Equagbes 2.5 e 2.6, as expressdes para a transmissdo de ondas podem ser resolvidas
para as duas interfaces do sistema apresentado na Figura 2.2.

2.1.2 Tenséo, deformacéao e taxa de deformacao no corpo de prova

Utilizando a hipotese de deformacao uniforme no corpo de prova, as expressdes que
relacionam as deformacgdes nas barras incidente e transmitida com as propriedades mecéanicas
do corpo de prova sao significativamente simplificadas [Kaiser, 1998]. Segundo Chen e Song,
2011, através da aquisicdo dos dados de deformacéo pelos strain gauges mostrados na Figura
2.2, pode-se calcular os esforcos no corpo de prova e, consequentemente, a curva tenséo-
deformacéo, através das expressoes:

deg (t) _2c,

ot L & () (2.7)

—2C, t
&) =—— [ ea(D)clt (2.8)
o (1) = E%J.; & (t)dt (2.9)

onde &g , &y, & representam, respectivamente, o histérico de deformagéo no corpo de prova,
refletido na barra incidente e transmitido a barra transmitida. O comprimento do corpo de prova
é L; e as secdes transversais das barras e do corpo de prova definidas por A; e A,
respectivamente.

2.1.3 Validade da simplificac&o unidimensional

As equacdes apresentadas na secao 2.1.2 foram desenvolvidas para a propagacao de
onda unidimensional em uma barra elastica. Ou seja, todos os esfor¢cos internos sao
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considerados uniaxiais. As equacfes utilizadas em um experimento com a barra de Hopkinson
assumem que esta hip6tese é verdadeira e, desta forma, a Unica componente nao-nula no
tensor deformacdo € a referente a direcao axial da barra. Esta hip6tese também nao considera
gue as diferentes frequéncias que formam a onda de deformacdo longitudinal podem viajar
com velocidades diferentes.

A geometria do aparato tem papel importante na validade desta aproximacdo
unidimensional. A relacdo do comprimento das barras em relacdo ao seu diametro deve ser
maior do que vinte [Chen e Song, 2011]. Além disto, segundo Kaiser, 1998, o fator
experimental mais importante que influencia na natureza da onda propagada é o alinhamento
entre as barras. Se 0 impacto entre estas ocorre com um angulo de incidéncia, uma
distribuicdo ndo-uniforme da onda ocorrera ao longo da secéo transversal da barra e, portanto,
um campo de deformagdo multidimensional estara ocorrendo. Tal cuidado estende-se para o
impacto do projétil com a barra incidente.

Como a barra, na verdade, esta livre para se mover na dire¢cdo radial, o tensor
deformacgdo nesta é efetivamente bidimensional, devido ao efeito Poisson [Graff, 1975]. Tal
fendbmeno € descrito como dispersdo radial e causa oscilagdes no pulso de onda. Segundo
Chen e Song, 2011, este fendmeno é menos significativo em barras esbeltas (L/D>20) e pode
ser controlado através de filtros mecéanicos ou corrigido matematicamente a posteriori. Outro
fator que deve ser minimizado para que a aproximacao unidimensional seja representativa é o
atrito na interface superficial entre o corpo de prova [Ramesh, 2008]. Para isto, € comum a
utilizacdo de lubrificantes no contato entre os componentes [Chen e Song, 2011].

2.2  Propagacdo de ondas elésticas em sélidos

As consequéncias do carregamento aplicado a uma estrutura sdo transmitidas ao longo
de um corpo através de ondas que se propagam na velocidade do som neste meio considerado
continuo [Hiermaier, 2007]. Em caso de carregamentos quasi-estaticos, os efeitos da
propagacao de ondas ndo sao investigados, uma vez que a duracdo deste carregamento é
longa comparada a duracdo das subsequentes reflexdes na estrutura [Bower, 2009]. Entretanto,
se as ondas de carregamento induzidas no solido assumirem a forma e amplitude das
chamadas ondas de choque e estiverem na ordem da velocidade do som local, os efeitos da
propagacdo de onda através da estrutura precisam ser resolvidos no tempo e no espago
[Hiermaier, 2007].

2.2.1 Caracteristicas gerais

As ondas em um solido sdo basicamente perturbacdes no campo de velocidades
propagando em um meio continuo de diferentes formas e em velocidades relativas diferentes
[Hiermaier, 2007]. As mais importantes formas de propagacéo de ondas sao [Bower, 2009]:

1) Ondas Longitudinais: Podendo ser trativas ou compressivas, causam a deflexdo das
particulas do meio ao longo da direcdo de propagacdo da onda. S&do as ondas que se
propagam de forma mais rapida no solido e, portanto, também chamadas de ondas

primarias. Sua velocidade de propagagéo € usualmente definida por ¢, = (E/p)]/z, onde
E € o Mddulo de Elasticidade e p a densidade do material.

2) Ondas Transversais: Também chamadas de cisalhantes, € a segunda mais rapida
forma de propagacdo de onda no sdlido, por isto, conhecida por ondas secundérias.
Sua velocidade de propagacédo costuma ser definida por ¢, =(G/p)"*, onde G € o

Médulo de Cisalhamento do material.

3) Ondas de Rayleigh: Propagam-se ao longo da superficie do sélido.

4) Ondas de Flexdo: Em estruturas com rigidez finita a flexdo, se propagam mediante um
carregamento dinamico.
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As ondas mais comuns nas aplicac6es dos problemas dindmicos abordados no presente
trabalho sdo ondas longitudinais e transversais, onde esta Ultima é normalmente
desconsiderada devido a escolhas constitutivas. Suas representacfes ilustrativas estéo
mostradas na Figura 2.3.

Ondas longitudinais

SR p— -

et
i

Ondas transversais
¢

i

(€)
Figura 2.3 — Propagacéo de onda longitudinal e transversal [Silva, 2010].

A maneira de representar matematicamente os problemas dindmicos € através das
equacgles de conservacdo de massa, momento e energia, as quais levam a uma equacao de
movimento e, ndo, de equilibrio [Hiermaier, 2007].

2.2.2 Propagacao de onda unidimensional longitudinal

Para deduzir a equacdo da onda unidimensional, pode-se definir um elemento
diferencial de tamanho dx e secdo transversal A. Ap6s a aplicacdo da carga, as particulas
deste elemento diferencial estéo sob compresséo devido as forgas F e F,, conforme mostrado

na Figura 2.4.

y | Elemento diferencial

‘ [ &
Sist Coordenadas 1' "2 | | ]
/ ot /\/‘ \ S /

Figura 2.4 — Definicdo do elemento diferencial e equilibrio dinamico de forcas [Silva, 2010].

As forcas no elemento diferencial podem ser associadas aos esforcos internos. Para um
material linear elastico, tais esfor¢cos sdo associados aos deslocamentos diretamente pela Lei

de Hooke. Assumindo um estado uniaxial de tens6es e se valendo-se da igualdadeC, = JE/p ,
chega-se na expressdo para a velocidade de propagacdo da onda longitudinal em um meio
infinito [Silva, 2010]:

, 0%, 0%y,

-1 2.10
Lot at? (210)

onde U, é a componente longitudinal do deslocamento. O relativamente simples e

analiticamente solucionavel caso da propagacdo unidimensional da onda em um meio solido
linear-elastico ainda possui relevancia significativa dentro do contexto da engenharia. Em tal
aproximacao, a unica componente do tensor tensdo ndo-nula é a componente longitudinal. A
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contribuicdo do deslocamento transversal para o estado de deformac6es do corpo é ignorada.
Segundo Chen e Song, 2011, dentro do contexto da elasticidade linear, tal aproximagao gera
resultados satisfatorios em pontos de uma barra de Hopkinson cuja distancia das extremidades
€ superior a dois diametros.

2.2.2.1  Solugédo analitica da onda unidimensional

A solucdo analitica da Equacao 2.10 é funcdo das condi¢des iniciais e das condi¢cBes de
contorno nas extremidades aplicadas ao sistema. Para a solucdo do problema em questéao,
necessita-se de duas condi¢des iniciais e duas condi¢cdes de contorno conforme mostrado no
exemplo a sequir:

.2 o’u, _ %,
Lo ot?
Condictes de 2u(0,t)/x =0 e du(L,t)/ox =0 (2.11)
Contorno: ! ! :
ou
Condicdes Iniciais: u(x,0)=f(x) e i g(x)

t=0
A Equacado 2.11 representa a equacdo da onda através de uma equacédo diferencial
parcial, homogénea e de segunda ordem. A variavel t >0 representa o tempo, xeR € a

variavel espacial e ¢, >0 é uma constante que representa a velocidade de propagacdo da

onda no solido. Segundo Silva, 2010, existem diversas maneiras de se solucionar o problema
de contorno descrito acima. Um dos métodos comumente utilizado € o método de separacao
de variaveis, que tem sua solucdo para o deslocamento u(x,t) apresentada por Graff, 1975, e

descrita na Equacgao 2.12.

u(x,t) = Z(A1 cos—t+B senn—fctjsenn%x (2.12)

Os coeficientes A, e B, sdo obtidos através da aplicacéo das condi¢des iniciais f(x) e g(x)
sobre a solugdo de u(x,t) encontrada, resultando em:

2 (L nz (2.13)
A== [, f (sen(~=x)ax

2.14
B -2 [ g(x)sen(* x)dx (2.14)
nzc Yo L

Portanto, a solugdo analitica da equacdo da onda unidimensional consiste na série de
Fourier expressa na Equagdo 2.12, com os coeficientes A e B, definidos pelas condi¢Ges
iniciais f(x) e g(X). S&o estas condi¢des iniciais que determinardo o modo de propagacéo da
onda no meio [Graff, 1975].

2.2.2.2  Solugdo numérica da onda unidimensional

Normalmente, utiliza-se métodos de solu¢cdo numérica para obter-se uma solucéo
aproximada do problema. Segundo Zill e Cullen, 2001, para certas aplicagbes dinamicas, é
perfeitamente justificavel adotar uma aproximacao numérica para problemas envolvendo o
fendbmeno de propagacédo de ondas em sélidos.
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Métodos numeéricos buscam a solucdo aproximada do problema através da
discretizacdo do dominio sob andlise. No problema unidimensional da barra de Hopkinson, a
discretizacdo deve ocorrer no espaco e no tempo. A solucdo da equacdo de movimento
discretizada pode ser realizada utilizando o método implicito ou explicito. O método implicito
soluciona a equacdo de movimento utilizando tanto o estado atual de deslocamento u(i, j)
como o estado de tempo no novo incremento u(i, j + At) . Desta forma, necessita de um
método iterativo para resolver a equag¢do de movimento. Devido a este processo iterativo, €
computacionalmente mais custoso que o método explicito [Bower, 2009]. Contudo, tem sua
convergéncia independente do tamanho de incremento no tempo escolhido, possibilitando
grandes incrementos temporais [Hiermaier, 2007]. Por sua vez, o método explicito soluciona a
equacdo de movimento utilizando apenas variaveis previamente calculadas nos incrementos
anteriores, u(i, j—At) e u(i, j), para determinar o novo estado de deslocamento u(i, j + At).
Diferentemente do método implicito, a convergéncia da solucdo explicita é restrita a escolha de
um incremento de tempo adequado [Bower, 2009].

Um método pertinente para a discretizacdo espacial e temporal da equagcédo da onda
unidimensional, apresentada na Equacéo 2.10, € o método das diferencgas finitas. Este método
aproxima a segunda derivada de uma fungdo genérica f(Xx) na posicédo (i, j+1), de forma
explicita, conforme a Equacéo 2.15:

o*f  fi -2+ f

e 2h?
Bancroft, 2002, apresenta a formulacdo numérica da equacgédo da onda unidimensional
utilizando a Equacéo 2.15 e a substituindo na Equacéo 2.10:

] (2.15)

c, 2At?
2U. . —U L

ui,i+1: i ij-1 AX2 (Ui—l,j_zui,j+ui+1,j)) (2.16)

onde Ax e At Sd0 0s incrementos no espaco e no tempo, respectivamente, utilizados para a
discretizagdo do dominio. Para obter a posicdo da onda no tempo j+1, de acordo com a

Equacdo 2.16, necessita-se determinar as duas posi¢des da onda nos tempos anteriores j e
J—1, ou seja, as duas condi¢cGes iniciais do problema necessérias pra solucdo explicita da

equacao. Na Figura 2.5, esta mostrado o operador de diferencas finitas posicionado na posi¢ao
i para calcular a posicdo da onda no tempo j = 3[Bancroft, 2002].

=3

o
. S

% /\ j=2
_,/‘:\ vﬁt =

ixe—
i1 0 i+
Figura 2.5 - As duas primeiras condicdes iniciais em j=1 e j=2 para computar a
posicéo do pulso de onda no tempo j = 3 [Bancroft, 2002].

Para qualquer método de solugdo explicita, sua estabilidade estd condicionada ao
tamanho do passo de tempo At escolhido. Este passo de tempo é limitado pela razdo da
velocidade maxima de propagacdo da onda no meio e o tamanho minimo das unidades de
espaco discretizadas [Hiermaier, 2007]. Segundo Hiermaier, 2007, 0 maior passo de tempo
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estavel, At , é determinado pela chamada Condi¢éo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) definida
como:
AX
At <C ., — (2.18)
CL

onde C_,, é o nimero de Courant maximo, ¢, é a velocidade de propagacdo de onda no

solido e AX_ ., € o menor tamanho das unidades do dominio espacial discretizadas (malha).

n
Segundo Bower, 2009, para problemas dinamicos gerais, utiliza-se C_, =1. Desta forma, para
garantir a convergéncia em métodos de solucdo explicitos, necessita-se usar unidades
espaciais muito pequenas e/ou pequeno At, o que pode encarecer de forma significativa o

custo computacional de métodos explicitos. Qualquer leve variacdo de At pode levar a
instabilidade da solu¢do numérica.

2.2.3 Propagacao de onda generalizada

Em problemas reais de engenharia, a geometria, normalmente, ndo pode ser simplificada
a ponto de se utilizar apenas as equacfes de propagacdo de onda unidimensional descritas
anteriormente. Segundo Hiermaier, 2007, um problema de propagac¢éo de onda, na forma geral
de um caso tridimensional, é regido pela Equagfes 2.19 e 2.18:

-1 8%
V. [Vu]l==—2— 2.19
[Vu] o, or (2.19)

c, = /KC& (2.20)

ondecC, € a velocidade de propagacéo de onda no material, K representa a compressibilidade
isotérmica, G o Modulo de Cisalhamento e p a densidade do material.

Para solucionar estes casos é necessario abordar o problema com técnicas mais
robustas. Um dos procedimentos de andlise dindmica que pode ser usado integra
explicitamente as equag¢Bes de movimento utilizando o método de diferengcas centrais
[ABAQUS, 2013]:

Ateip1) + At
N —_ N (i+1) @ =N
u(i.,.%) - u(i_%) 2 U (2.21)
u?ﬁﬂ) = uZ) + At(i+1)75ll(\£+1/2) (2.22)

onde uMé o vetor deslocamento com N graus de liberdade e o subscrito i se refere ao nimero
do incremento dentro da analise explicita.
Para aumentar a eficiéncia computacional do método, a aceleracao u?{) € determinada

através da matriz de massa diagonal conforme [ABAQUS, 2013]:
iifyy = (MM)TH (PG — 1) (2.23)

onde MY é a matriz de massa diagonal (lumped mass), P("i’)é 0 vetor de carregamento aplicado
e Ié‘l-’)é o vetor de carregamento interno. O procedimento explicito utiliza pequenos incrementos
de tempo, uma vez que o operador de diferencas centrais € condicionalmente estavel.
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O limite de estabilidade do método é dado em termos da maxima frequéncia do sistema e
é estimado inicialmente por:

L...:
At < -2 (2.24)
Ca

onde L,,;, € a dimensdo do menor elemento da discretizacdo e c; é a velocidade de
propagacao de onda no material.

3. METODOLOGIA

Com o intuito de entender o fendmeno de propagacdo de onda existente em uma barra
de Hopkinson e de avaliar a pertinéncia das hip6teses de resolugdo usualmente adotadas em
seu equacionamento, dividiu-se o problema em duas fases.

Em uma abordagem inicial o problema unidimensional foi abordado numericamente
através de uma rotina implementada em MATLAB®. Os resultados obtidos através do método
unidimensional servem como base para a compreensdo do fendbmeno em questdo e constituem
0s primeiros modelos matematicos para estimativa de comportamento de uma barra de
Hopkinson. Em um segundo momento, em busca de uma maior representatividade do
fendbmeno, foi desenvolvido um modelo bidimensional axissimétrico usando o pacote de
elementos finitos ABAQUS/Explicit®. Este modelo bidimensional serve como uma ferramenta
para entender as variabilidades existentes no processo e auxilia a analise de resultados
experimentais provenientes de uma barra de Hopkinson ja construida.

3.1 Modelo unidimensional numérico

O modelo numérico unidimensional foi implementado utilizando a aproximag&do por
diferencas finitas, mostrada na Equag¢do 2.16, usando o software comercial MATLAB®.
Utilizou-se um pulso de onda trapezoidal com amplitude unitaria como condigdo inicial,
conforme Equacéo 3.1.

_ _ AR sen((2k-1)x) (3.1)
u(x,1) =u(x,2) = 22 @k

A funcdo onda trapezoidal foi obtida por meio de uma série de soma de senos truncada
no termo n=5000 — namero suficiente para diminuir as oscila¢des de forma satisfatoria.

O modelo desenvolvido tenta reproduzir a propagacédo da condicédo inicial da Equacéo 3.1
entre uma barra de ago e de aluminio. Conforme mencionado anteriormente, o incremento de
tempo maximo para garantir a convergéncia do método numérico deve respeitar a condigédo de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). A Tabela 3.1 mostra as propriedades geométricas, materiais e
0s resultantes incrementos de espaco e tempo utilizados:

Tabela 3.1 — Dados Utilizados no Modelo Numérico Unidimensional

Material Aco (Barra Incidente) Aluminio (Barra Transmitida)
Mdodulo de Elasticidade, GPa 210 68
Densidade, kg/m3 7800 2690
Diametro, mm 20 10
Velocidade da Onda, m/s 5188 5027
Incremento no Espaco Ax, mm 1 1
Incremento no Tempo At, s 1.92E-6 1.98E-6

A parcela da amplitude da onda que serd refletida ou transmitida nas interfaces entre as
barras é definida pela diferenca de impedancia entre os dois materiais, conforme a Equacéo
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2.5 e 2.6. A Tabela 3.2 mostra os valores dos coeficientes de transmissao, a, e de reflexao, £3,
para o modelo desenvolvido:

Tabela 3.2 — Coeficientes de Transmissao e Reflexdo nas Interfaces

Coeficiente Barra Incidente p/ Transmitida
Coeficiente de Transmisséo, a a, = 0.61
Coeficiente de Reflexéo, 8 B2, = 0.39

A Figura 3.1 mostra a vista tridimensional que representa o deslocamento longitudinal
propagando na barra incidente para os diferentes incrementos de tempo e espaco. Por sua vez,

a Figura 3.2 mostra que esta modelo é capaz de representar as caracteristicas do pulso
incidente, refletido e transmitido nas barras incidente e transmitida.

Barra Incidente

1.92

Deslocamento u(x,t)

15 — »‘L‘
2000 TSRy 385
1000 77""'—,,,‘ T 192
. . 0 Tempo (E-4s
Posicao (mm) ’ Pa )

Figura 3.1 — Solugdo numérica para o pulso de onda trapezoidal propagando na barra
incidente.

Barra Incidente or Barra Tralnsmltlda_

T T T T T T %
= 08|
05

N

|

Deslocamento u(x,t)
Deslocamento u(x,t)

" PRy

] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Posi¢do (mm) Posicao (mm)
(@) (b)

Figura 3.2 — a) Pulso incidente (vermelho) e refletido (azul) na barra incidente; b) pulso
transmitido para a segunda barra.

3.2 Modelo bidimensional numérico

O modelo unidimensional apresentado anteriormente tem suas aplicacdes limitadas e nao
contabiliza importantes efeitos caracteristicos de uma barra de Hopkinson, como a dispersao
radial, desalinhamentos, entre outros. Utilizando o pacote de solugéo explicita do ABAQUS®,
desenvolveu-se um modelo dindmico axissimétrico composto por um projétil, uma barra
incidente e uma barra transmitida, conforme mostrado na Figura 3.3. As barras e o projétil
foram modeladas com 0 mesmo material e se¢ao transversal.

Foi utilizado o calculo automatico do incremento de tempo para a solugdo explicita, que
considera o menor tamanho de elemento da malha e a velocidade de propagacdo da onda
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neste elemento, conforme Equacdo 2.24. Todos 0os materiais foram considerados elasticos,
lineares e isotrépicos. A Tabela 3.3 mostra as propriedades do material e 0 incremento de
tempo utilizado (calculado de forma automética pelo software).

Projétil

Barra Incidente

Barra Transmitida

Figura 3.3 -Representacéo do modelo axissimétrico desenvolvido utilizando o
ABAQUS/Explicit®.

Tabela 3.3 — Dados Utilizados no Modelo Bidimensional

Propriedade Barras Projétil
Moédulo de Elasticidade, GPa 210 210
Densidade, kg/m3 7800 7800
Diametro, mm 20 20
Comprimento, mm 2000 200
Velocidade da Onda, m/s 5188 5188
Incremento de tempo, At 9.2E-8 9.2E-8

O elemento utilizado foi 0 CAX4R [Silva, 2010], que é um elemento axissimétrico bilinear
de 4 nés, com integracdo reduzida. A malha gerada, tanto para as barras como para o projétil,
tem tamanho global de 2mm. Porém, na regido central das barras, onde a aquisi¢cao do sinal da
onda é feita, refinou-se a malha para um tamanho local de 0.3mm, escolhido em funcao do
tamanho de um strain gauge convencional (3mm). Assim, os dados adquiridos na simulagéo
sao resultantes da média entre os 10 elementos destacados em vermelho na Figura 3.4.

Figura 3.4 — Representacao da malha utilizada na regido central da barra, com os 10
elementos de aquisicdo de dados marcados em vermelho.

A formulacdo do contato entre os componentes do modelo tem direta influéncia nos
resultados obtidos dinamicamente. Diante da impossibilidade de validar os parametros
escolhidos experimentalmente, utilizou-se os parametros de contato definidos por Silva, 2010,
gue foram validados pelo autor. Existem dois contatos neste primeiro modelo implementado:
entre projétil e barra incidente e entre barra incidente e transmitida. Para ambas as interfaces,
foi utilizado contato cinemético, com comportamento normal (normal behavior) através de um
contato rigido (Hard Contact) [Silva, 2010]. Contato rigido significa que as superficies nao
transmitem pressdo até que exista contato entre os nds, ndo € permitido penetracdo e néo
existe limite na pressdo de contato transmitida entre as superficies [ABAQUS, 2013]. A
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velocidade de impacto do projétil foi definida como 15m/s e néo existe restricdo no movimento
das barras ap6s o impacto (barras livres).A Figura 3.5 mostra o pulso de onda de deformacao e
tensao gerados pelo impacto do projétil na barra incidente. Com o objetivo de validar o modelo
desenvolvido, os resultados numéricos obtidos para amplitude de deformacédo e tenséo foram
comparados com as equac¢des unidimensionais analiticas mostradas nas Equacdes 2.2 e 2.3.
Deve-se lembrar que o modelo 1D néo contabiliza dispersdes da onda longitudinal e por isto
deve apresentar a onda de deformacdo sem oscilacbes, que podem ocorrer na realidade. A
Tabela 3.4 apresenta esta comparacdo quantitativa. Os valores maximos e minimos
representam o maior e o menor valor de amplitude dentro da oscilagdo do pulso de onda,
respectivamente. A média destes dois valores foi comparada com o valor analitico
unidimensional, a diferenca resultante esta apresentada na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 — Comparacao entre o resultado numérico e o analitico

Analitico Numérico 2D Diferenca da média
1D min max média Absoluta Percentual
Deformacgédo 1,44E-3 1,20E-3 1,77E-3 1,48E-3 0,04E-3 3%
Tensao, MPa 303,5 254 367 310,5 7 2%

Os resultados numéricos 2D obtidos demonstraram ser satisfatérios quando comparados
com as expressdes analiticas unidimensionais. Segundo Kaiser, 1998, as oscilacdes
encontradas no perfil do pulso sédo resultantes da disperséo radial e das diferentes frequéncias
naturais associadas a barra, que nao sao previstas no modelo unidimensional. Também estédo
condizentes com resultados experimentais apresentados por Chen e Song, 2011, e com
resultados numéricos apresentados por Silva, 2010.

[#1.E-3]

05, : [x1.E3]

0.0s
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Figura 3.5 - Pulso Incidente de Deformacéo (a) e de Tenséo (b).

Com o intuito de contribuir com a validacdo do modelo axissimétrico e identificar
possiveis limitacdes deste, foram implementadas algumas variacdes dos paréametros do
modelo. Dentre estas variagcbes destacam-se a andlise dos efeitos de dispersado radial, de
alinhamento entre as barras e de variacdo da relagdo de esbelteza das barras. Tais analises
adicionais estao descritas no Apéndice | e corroboram com a validacdo do modelo.

Ap6s a validacdo do modelo axissimétrico simplificado, partiu-se para a implementacédo
de um modelo completo da barra de Hopkinson, com corpo de prova metalico entre as barras.
Este modelo utilizou os mesmos parédmetros de andlise descritos para o modelo simplificado
sem o corpo de prova e sera apresentado no Capitulo 4.
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4. MODELO COMPLETO DA BARRA DE HOPKINSON

O modelo completo da barra de Hopkinson proposto inclui um corpo de prova metélico,
de mesmo material das barras incidente e transmitida, com diametro igual a 12mm. Este foi
posicionado entre as barras, conforme mostrado na Figura 4.1

Figura 4.1 — Corpo de prova metélico posicionado entre as barras incidente e transmitida.

As propriedades materiais e geométricas utilizadas sdo as mesmas descritas na Tabela
3.3. Para as interfaces entre o corpo de prova e as barras, 0s mesmos parametros de contato
proposto por Silva, 2010, foram utilizados e ja foram descritos para 0 modelo simplificado no
Capitulo 3. A velocidade de impacto do projétil foi de 15m/s. Utilizou-se o modelo sem
disperséo radial (coef. Poisson = 0), conforme proposto por Silva, 2010.

A Figura 4.2 (a) mostra o pulso de deformagdo e tensdo incidente e refletido, em
vermelho, e o pulso transmitido, em azul. O pulso refletido é decorrente da diferenca de
impedancia existente na interface entre o corpo de prova e as barras.
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Figura 4.2 — a) Pulso de deformacéo incidente e refletido (vermelho) e transmitido entre
as barras (azul); b) Pulso de tenséo incidente e refletido (marrom) e transmitido (roxo).

O modelo completo da barra de Hopkinson, com resultados mostrados na Figura 4.2,
apresenta resultados condizentes com o que a teoria prevé. O pulso refletido é decorrente da
variacdo de secao transversal na interface com o corpo de prova. Como o corpo de prova €
modelado como sendo elastico e ndo h& variagdo de material na interface, ndo existe energia
dissipada por meio de deformacé&o plastica e o pulso é quase inteiramente transmitido pelas
interfaces. O resultado numérico apresentado tem similaridade com implementacfes
disponiveis na literatura. Silva, 2010, realizou um trabalho analogo e obteve resultados
bastante semelhantes com os apresentados no presente trabalho, seus resultados estédo
apresentados no Anexo |.

5. CONCLUSOES

Os modelos desenvolvidos e apresentados ao longo deste trabalho permitiram a
reproducdo do fenbmeno de propagacgdo de onda envolvido em uma barra de Hopkinson. O
modelo numérico unidimensional implementado representa uma importante alternativa para a
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constru¢do do conhecimento sobre o tema. Por sua vez, o modelo bidimensional axissimétrico
provou ser uma ferramenta capaz de auxiliar no projeto do experimento e ajudar a prever suas
respostas, tendo resultados bastante satisfatérios. Este modelo também permite que sejam
feitas alteracbes em sua configuracdo para que auxilie na interpretacdo de resultados
experimentais. O modelo considerando a variagdo do alinhamento entre as barras mostra uma
importante variacdo da configuracdo experimental das barras que pode gerar resultados
incoerentes, mas que podem ser induzidos no modelo e, entdo, melhor compreendidos.

Como sugestdo para trabalhos futuros, os parametros dos modelos implementados
devem ser validados experimentalmente para garantir a representatividade deste para a
situacdo especifica do aparato construido e do material ensaiado. Além disto, pode-se incluir
novas variaveis na andlise, como filtros mecéanicos, plasticidade do corpo de prova e a
tridimensionalidade do modelo.
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APENDICE |

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos utilizando o modelo axissimétrico
descrito na secdo 3.2 e tém como objetivo identificar algumas das principais variacbes
experimentais que podem ser encontradas utilizando o sistema da barra de Hopkinson.

a) Efeitos da disperséao radial

A dispersédo da onda em materiais metalicos € consequéncia da deformacéo radial que
ocorre ho material devido ao deslocamento axial. Tal fenbmeno é inerente aos metais, pois
estes possuem coeficiente de Poisson, v, na ordem de 0,3. Para avaliar os efeitos de disperséo,
adotou-se o procedimento proposto por Silva, 2010, no qual se compara 0 modelo com v=0 e
com v=0,3. A Figura I-1 mostra os pulsos de deformacéo obtidos para as duas condicdes e a
Figura |-2 apresenta esta comparac¢ao para o caso da tenséo.
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Figura I-1 — Pulso de Deformacéo na Barra Incidente com disperséo (a) e sem dispersao (b).
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Figura I-2 — Pulso de Tenséo na Barra Incidente com dispersao (a) e sem disperséao (b).
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b) Faces nao paralelas entre as barras

As faces paralelas entre as barras incidente e transmitida é vital para que o pulso de
onda seja transmitido de forma completa. Chen e Song, 2011, demonstram que, com barras
alinhadas, o pulso deve ser transmitido integralmente da barra incidente para a transmitida. A
Figura 1-3 mostra os pulsos incidente e transmitido para as barras alinhadas e também com um
desalinhamento de 1° entre as faces das barras incidente e transmitida (sem os efeitos de
dispersdo radial). O mesmo efeito sobre os resultados também seria esperado em leves
desalinhamentos (barras ndo concéntricas).
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Figura I-3 — Pulso de deformacédo gerado com barras alinhadas (a) e faces nao paralelas com
desalinhamento de 1° (b).
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Figura I-4 — Pulso de onda obtido experimentalmente com as barras alinhadas (a esquerda) e
com desalinhamento (a direita), adaptado de Chen e Song, 2011.

A transmissado total do pulso de onda mostrado na Figura I-3 (a), esta de acordo com o
previsto em literatura por Graff, 1975, e por Chen e Song, 2011. A Figura I-4 mostra os pulsos
de onda obtidos por Chen e Song, 2011, experimentalmente para barras alinhadas e
desalinhadas, resultados de acordo com o0s previstos no modelo bidimensional aqui
apresentado.

¢) Influéncia da relagcéo entre comprimento e didmetro das barras

O experimento da barra de Hopkinson se baseia basicamente na hip6tese da
unidimensionalidade dos esforcos internos. Segundo Ramesh, 2008, esta hip6tese perde
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representatividade em casos em que a relacdo entre comprimento e didmetro das barras
diminui. A Figura I-5 mostra o perfil da onda incidente gerado por trés relagbes L/D diferentes.
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Figura I-5 — Perfil da onda incidente gerado em barras com relagdo comprimento
diametro, L/D, igual a 10, 40 e 200.

Nota-se que para menores relagdes de L/D, o formato do pulso da onda € afetado e as
oscilagbes devido aos efeitos de dispersao radial sdo acentuadas.

ANEXO |

O Anexo | apresenta através da Figura IlI-1 os resultados numéricos para o pulso de
deformacéo incidente, refletido e transmitido encontrados por Silva, 2010, em seu modelo
numérico.
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Figura II-1 — Resultado numérico de deformacdo encontrado por Silva, 2010 para o
modelo da barra de Hopkinson completo.

Resultado demonstra semelhanca com o obtido no presente trabalho. Mostrando um
pulso transmitido muito similar ao incidente e um pulso refletido na interface entre o corpo de
prova e as barras. As variaveis de projeto e de modelo utilizadas por Silva, 2010, sdo um pouco
diferentes das utilizadas no presente trabalho — o que explica os valores absolutos um pouco
divergentes. Além disto, Silva, 2010, deslocou os pulsos transmitido e refletido para proximo

| dopulso incidente, para facilitar visualizacao.



