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RESUMO

Esta tese aborda as relagdes numéricas na aprendizagem inicial das fragdées. O
referencial tedrico aborda estudos da Psicologia Cognitiva e da Educacgao
Matematica e revisa a complexidade do conceito dos numeros racionais, que
representa um desafio enfrentado pelas criancas e adolescentes na aprendizagem
da Matematica na educacao basica. O método compreendeu uma pesquisa survey
de carater quali-quantitativo e envolveu um estudo piloto com o objetivo de testar,
avaliar e aprimorar os instrumentos e os procedimentos da pesquisa. No estudo
transversal, buscou-se verificar como a compreensdo da relagdo inversa entre
quantidades, em situacao de divisao, influencia na aprendizagem inicial das fracdes
menores do que a unidade. Ja no estudo comparativo, buscou-se verificar se
existem diferencas e semelhancas no desempenho dos estudantes brasileiros e
portugueses quanto a compreensdo da relacado inversa entre quantidades, em
situacdes de divisdo e de fracdo. A amostra envolveu 90 estudantes brasileiros
(M=9,88 anos) e 73 portugueses (M=9,69 anos), do 4° ano do ensino fundamental
de escolas da rede publica de ensino das cidades de Porto Alegre — Brasil, e de
Braga — Portugal. Utilizou-se, um instrumento de avaliacdo individual com 22
problemas, que foi aplicado aos estudantes, de forma coletiva, na sala de aula. Os
resultados indicaram que a situacao de fracdo quociente promove mais facilmente a
compreensao da relagcdo inversa entre quantidades. A correlagdo forte entre o
principio de ordenacgéo e as situacdes de fracdo quociente evidenciou desempenho
superior na resolucdo dos problemas de fracdo quociente por parte dos estudantes
de ambos os paises. Houve diferenca significativa de desempenho entre os
estudantes brasileiros e portugueses, indicando superioridade destes. Este estudo
fornece evidéncia de que, no quarto ano, as criangas podem entender a relacao
inversa entre quantidades, e que momentos de exploracdo em torno desse assunto
poderiam ser interessantes nas aulas nos anos iniciais. A auséncia dessa
exploracdo, nessa etapa da educacao basica, pode comprometer a compreensao
sobre quantidades e operagcdes com numeros racionais, bem como o conhecimento
algébrico.

Palavras-chave: Numeros Racionais; Aprendizagem; Divisdo; Fracdo; Relagéao
Inversa.



ABSTRACT

This thesis discusses numerical relationships in the initial learning of fractions. The
theoretical framework covers studies of Cognitive Psychology and Psychology of
Mathematics Education, and revises the complexity of the concept of rational
numbers, which is a challenge faced by children and adolescents in learning
Mathematics in Basic Education. The method comprised a qualitative and
quantitative survey, and involved a pilot study aimed to test, evaluate and improve
the instruments and procedures of the survey. In the cross-sectional study, we
sought to verify how the understanding of the inverse relationship between quantities,
in a division situation, influences the initial learning of fractions smaller than a unity.
In the comparative study, we sought to verify if there are differences and similarities
in the performance of Brazilian and Portuguese students, regarding the
understanding of the inverse relationship between quantities, in division and fraction
situations. The sample involved 90 Brazilian students (m=9,88 years old) and 73
Portuguese students (m=9,69 years old) from the 4th grade of elementary school, in
public schools of the cities of Porto Alegre — Brazil, and Braga — Portugal. An
individual questionnaire with 22 problems was used, which was collectively applied to
students in the classroom. The results indicated that the fraction quotient situation
promotes understanding of the inverse relationship between quantities more easily. A
strong correlation between fraction quotient situations and the well-ordering principle
showed superior performance in solving situation quotient problems by students in
both countries. There was a significant difference in the performance of Brazilian
and Portuguese students, indicating higher performance of the Portuguese pupils.
There is evidence that children in grade 4 can understand the inverse relationship
between quantities and moments of exploration around that subject could be
interesting in elementary education classes from 1st to 5th grade. Not exploring this
education in the early years can compromise the understanding of quantities and
operations with rational numbers and algebraic knowledge.

Keywords: Rational Numbers; Learning; Division; Fraction; Inverse Relationship;



RESUMEN

Esta tesis trata de las relaciones numéricas en el aprendizaje inicial de las
fracciones. La referencia tedrica abarca estudios de la Psicologia Cognitiva y de la
Psicologia de la Ensefanza Matematica, y revisa la complejidad del concepto de los
nameros racionales, lo que representa un desafio para los nifios y los jévenes en el
aprendezaje de las matematicas, en la ensenanza primaria. El método incluyé una
investigacion survey de caracter cuali-cuantitativo e involucrd un estudio piloto cuyo
objetivo era poner a prueba, evaluar y perfeccionar los instrumentos y los
procedimientos de la investigacion. En el estudio transversal, se busc6 estudiar
cémo la comprension de la relaciéon inversa entre cantidades, en situaciones de
division, ejerce influencia en el aprendizaje de las fracciones inferiores a la unidad. Y
en el estudio comparativo, se analiz6 si hay diferencias y semejanzas en el
desempefio de los estudiantes brasilefios y portugueses con relacion a la
comprensién de la relacién inversa entre cantidades, en situaciones de divisién y de
fraccion. La muestra fue formada por 90 estudiantes brasilefios (m=9,88 afnos) y 73
portugueses (M=9,69 anos), del 4° ano de ensenanza primaria de escuelas publicas
de las ciudades de Porto Alegre, Brasil, y de Braga, en Portugal. Se utilizé un
cuestionario individual con 22 ejercicios, que se les aplicé a los estudiantes de forma
colectiva. Los resultados apuntan que la situacion de fraccién cociente conlleva mas
facilmente la comprension de la relacion inversa entre cantidades. La fuerte
correlacion entre situaciones de fraccion cociente y el principio de la ordenacion,
evidencia el desempefo superior en la resolucion de estes problemas, por parte de
los estudiantes de los dos paises. Hubo diferencia significativa entre el desempeno
de los estudiantes brasilefios y los portugueses, indicando mejor desempeno de los
portugueses. Hay evidencias de que los nifos, del 4° afo, pueden comprender la
relacion inversa entre cantidades. De esta manera, momentos de investigacion
sobre ese asunto, podriam ayudar a los nifios en las clases de los afos iniciales. La
ausencia de esta exploracion, puede comprometer, en los afos posteriores, la
comprensién sobre cantidades y operaciones con numeros racionales, asi como el
conocimiento de algebra.

Palabras-clave: Numeros Racionales; Aprendizaje; Division; Fraccion; Relacion
Inversa.
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1 INTRODUCAO

A compreensao das relagcbes numéricas na aprendizagem inicial das fracoes é
o tema da presente tese. NiUmeros e quantidades fazem parte da vida cotidiana e séo
utilizados para representar as informacgdes das diferentes areas do conhecimento. As
fracOes representam quantidades que resultam da divisdo e que n&do podem ser
descritas por numeros inteiros. Sao importantes nas diversas situacoes diarias que
envolvem relagdes quantitativas simples, tais como, ‘maior do que’ e ‘menor do que’.
Além disso, também é necessario entender a complexidade conceitual envolvida,
tanto na representacdo numérica quanto nas diferentes interpretacdes de fracoes,
que envolvem relagdes proporcionais. Vale destacar que a compreensdo da relagcéao
inversa entre quantidades é uma habilidade fundamental para o desenvolvimento
conceitual de fragdes e é estabelecida entre o numerador - nimero de partes - € 0
denominador - tamanho das partes. Nesse sentido, utilizar-se-a a expressao ‘relacéo
inversa entre quantidades’, a partir deste ponto, para se referir a relagao inversa entre
o numerador € o denominador, que pode ser uma relacdo entre quantidades de
mesma natureza ou de naturezas distintas.

Para muitas pessoas, a compreensdo das fracées ndo € uma tarefa simples,
porque requer entender a natureza relativa do conceito e as relagcées entre
quantidades, uma vez que demanda uma reorganizacao do conhecimento numérico
(STAFYLIDOU & VOSNIADOU, 2004), bem como a compreensdo de que as
propriedades dos numeros inteiros ndo definem os numeros em geral, e, portanto,
requerem outros tipos de habilidades cognitivas mais complexas (VAMVAKOUSSI;
VOSNIADOU, 2004). Assim, a compreensdao do conhecimento conceitual das
fracoes tem sido apontada como um dos maiores desafios cognitivos no ensino
fundamental, tanto para o ensino, quanto para a aprendizagem (BEHR,
WACHSMUTH, POST & LESH, 1984; SINGLER THOMPSON & SCHINEIDER, 2011;
HALLETT, NUNES, BRYANT & THORPE, 2012).

A opcao de investigar a compreensao do conceito de fracdo deve-se as
dificuldades enfrentadas por muitos estudantes, durante o ensino fundamental e
Médio, que, muitas vezes, se estendem até a Educacao Superior. Isso pode acarretar
em prejuizos profissionais ou, mesmo, na tomada de decisdo em determinadas

situacdes da vida cotidiana que envolvem a area da Matematica. A partir dessa
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constatacdo emergiram duas indagacbes: as dificuldades encontradas na
aprendizagem do conceito de fracdo estdo associadas a falta da compreensao da
relacao inversa entre quantidades que sao representadas com fracdes menores do
que a unidade? Que tipos de situacdes podem favorecer a aprendizagem inicial das
fracoes?

O interesse neste tema teve motivagbes diversas. Na perspectiva geral,
vislumbrou-se a possibilidade de refletir sobre diferentes formas de ensino que
favorecam uma aprendizagem contextualizada do conceito de fragcdo. Na perspectiva
pessoal, a tese decorre de um processo de ampliacdo de percep¢des, no que diz
respeito a aprendizagem da Matematica, bem como as suas dificuldades.

Essas percepcbes correspondem, também, ao que motivou a pesquisadora
deste estudo a optar pela formacdo académica e pela atuacdo como professora na
area da Matematica, ao longo de trés décadas. O percurso no ensino na educacao
basica, e, na ultima década, na Educacdo Superior, possibilitou uma visdo do
conhecimento matematico, transversalmente, nos diferentes niveis de ensino. Desse
modo, compreendeu-se ndo apenas 0Ss conceitos matematicos, mas também como
eles se relacionam com os outros componentes curriculares. Além disso, a
oportunidade de acompanhar o desenvolvimento cognitivo de alunos em diferentes
niveis de ensino permitiu avaliar as estratégias e os diferentes modos de organizacao
da representacdo do conhecimento matematico. Desse modo, a investigacao
nacional e internacional da area permitiu ampliar a visdo a respeito do
desenvolvimento do conhecimento da Matematica, bem como o0s processos da
aprendizagem, destacando alguns estudos relacionados a aprendizagem da divisao e
de outros centrados no conceito de fracao propriamente dito.

A literatura tem mostrado contribuicoes de diferentes perspectivas teéricas,
que constituem conhecimento relevante e importantes implicacbes para a
investigacao cientifica e a préatica educacional. Como resultado, exploram-se novas
maneiras de entender como as criancas compreendem as relacbes entre o
conhecimento numérico € o conhecimento conceitual (NUNES; BRYANT, 2008;
HECHT; CLOSE; SANTISI, 2003).

A necessidade de entender algumas relagbes numeéricas, na aprendizagem
inicial das fragdes, possibilita um novo campo de pesquisa que necessita de
investigacdao, com a finalidade de compreender o qué e como as criancas podem
aprender a respeito de fragdes. Desse modo, tem-se como problema de investigacao:
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como a compreensdao da relacdo inversa entre quantidades influencia a
aprendizagem inicial das fracdes menores do que a unidade?

Esta pesquisa esta vinculada ao Programa de Po6s-Graduagdo em Educacao
da UFRGS e ao projeto de pesquisa intitulado “Diferentes grupos de Criangas com
Dificuldades na aprendizagem da Matematica: o que ha em comum”, (Plataforma
Brasil e Comité de Etica em Pesquisa da UFRGS, sob o numero 2008016),
coordenado pela Professora Doutora Beatriz Vargas Dorneles, orientadora desta
tese.

Outro fato decorre do insucesso dos estudantes brasileiros nas avaliagbes em
larga escala, tanto nas avaliagées nacionais, quanto nas internacionais durante sua
trajetdria escolar. Esse dado se baseia no resultado da avaliagdo do desempenho no
Programme for International Student Assessment (PISA), Programa Internacional de
Avaliacdo de Estudantes, realizada em 2012. Nessa avaliagéo, o Brasil obteve a 582
posicdo em Matematica, entre os 65 paises participantes. Os resultados do PISA
possibilitam comparagdes sistematicas do desempenho com criancas de diferentes
paises, antes de ser estabelecidas generalizagoes.

A ideia de uma andlise comparativa entre o desempenho dos estudantes
brasileiros e portugueses surgiu a partir da realizagdo de um estagio académico da
pesquisadora na Universidade do Minho, na cidade de Braga, em 2014, sob a
orientacao da Professora Doutora Ema Paula Botelho da Costa Mamede. Tem-se, no
caso desta tese, a coleta de dados realizada pela propria pesquisadora em ambos 0s
paises, facilitada pela linguagem e proximidade cultura. Ainda, os resultados do PISA
apontam diferenca entre 0 desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses,
com desempenho superior dos estudantes portugueses. Considerando a disparidade
de desempenho dos estudantes dos dois paises, surge a questdo: a que se deve tal
diferenca?

O método compreendeu uma pesquisa survey de carater quali-quantitativo e
envolveu um estudo piloto com o objetivo de testar, avaliar e aprimorar os
instrumentos e os procedimentos da pesquisa. A partir do estudo piloto foram
delineados um estudo transversal e um estudo comparativo. O estudo transversal
buscou verificar como a compreensao da relacédo inversa entre quantidades, em
situacdo de divisdo, influencia na aprendizagem inicial das fracdes, com 90
estudantes brasileiros do 4° ano do ensino fundamental, com média de idade de 9

anos e 10 meses. Ja o estudo comparativo teve como objetivo verificar se existem
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diferencas e semelhancas no desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses
quanto a compreensao da relacao inversa entre quantidades em situacdes de divisao
e de fracdo. Além dos 90 estudantes brasileiros, participaram deste estudo 73
estudantes portugueses, com média de idade de 9 anos e 8 meses.

A tese estd estruturada da seguinte maneira: no segundo capitulo, apresenta-
se a fundamentacdo teérica, que traz, inicialmente, uma abordagem sobre a
aprendizagem dos numeros racionais e, na sequéncia, a revisao da literatura sobre a
compreensao do conceito de fracdo. Nesse ponto, sdo discutidos principios légicos
da ordenacéao e da equivaléncia das fracoes e, a seguir, sdo destacadas as situacdes
em que as fragbes sdo usadas, bem como as diversas representacdes simbdlicas.
Ainda nessa parte da tese, sdo referidos os diferentes programas curriculares da
Matematica nos dois paises estudados.

No terceiro capitulo, descreve-se 0 método da pesquisa, explicitando os
objetivos, a hipbtese, a caracterizacdo da amostra, os instrumentos utilizados, os
procedimentos de coleta de dados, e a apresentagao dos resultados.

A discussao esta no quarto capitulo. Para finalizar, o quinto capitulo apresenta
as conclusdes do estudo, salientando a importancia de distinguirmos as diferentes
situacdes que favorecem a aprendizagem das fracées. Ainda neste capitulo,
destacam-se as limitagcbes da pesquisa, e sdo sugeridas algumas implicacdes
resultantes deste estudo, relacionadas a aprendizagem inicial das fracbes e de
interesse tanto para o ensino quanto para a pesquisa.



2 APRENDIZAGEM DE FRAGOES: UM MODELO COMPLEXO DE RELACOES

Os numeros racionais sao introduzidos no ensino como fragdo ou numeros
fracionarios. As quantidades menores do que a unidade, representadas com fracéo,
estdo presentes na vida cotidiana e no mundo do trabalho (NUNES: BRYANT,
2008). No entanto, a compreensdo dessas quantidades e a sua utilizacdo de
maneira adequada nas situac¢des do dia a dia representam um desafio cognitivo para
muitos estudantes, em diferentes niveis de ensino (BEHR et al., 1993; KIEREN,
1993). Isso decorre do fato de que lidar com a complexidade desse campo numérico
requer a reorganizagcdo do conhecimento numérico e o desenvolvimento de
habilidades basicas adquiridas com relacao aos numeros inteiros, tornando-se mais
complexas (HECHT; CLOSE; SANTINI, 2003; VAMVAKOUSSI; VOSNIADOU,
2004).

Para explicitar a relevancia desse conhecimento, inicialmente, realiza-se a
caracterizagcdo dos numeros racionais e especifica-se a opg¢ao da definicao de
fracbes como tema da presente pesquisa. Na sequéncia, sdo apresentadas as
diferentes tendéncias tedricas sobre o conhecimento numérico, e descreve-se a
relevancia e os desafios cognitivos envolvidos na aprendizagem das fragdes.
Posteriormente, sdo abordados os aspectos do conceito de fracdo e os modelos de
aprendizagem, acrescidos de algumas estratégias de resolugao de problemas. Para
finalizar, apresenta-se o Programa Curricular da Matematica na educacéo basica e a
participacdo do Brasil no PISA. Por fim, sdo apresentados os resultados do
desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses na avaliacdo do PISA em
2012.

2.1 CARACTERIZAGCAO DOS NUMEROS RACIONAIS

Numero racional € todo numero que pode ser representado por uma fracao ou

uma relagao entre dois nUmeros inteiros através da notagao simbdlica %, com @ e b

€ Zegb# 0, conforme define Kieren (1976). O autor destaca que os nimeros racionais
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sao quocientes, associados a ideia de fracdes de unidade, como %, a classes de
equivaléncia e a relagdes assimétricas.

Vergnaud (1983) esclarece que o termo fracao, algumas vezes, é usado para
indicar uma parte fracionada de um todo; em outras, para indicar uma magnitude

fracionada (que nao pode ser expressa por um numero inteiro de unidades); e, ainda,

um par ordenado de simbolos %, que indica uma relacdo entre duas grandezas do
mesmo tipo ou natureza.

A definicdo proposta por Behr, Harel, Post e Lesh (1992), nimeros racionais
sdo numeros que sao infinitamente divisiveis, descritos em classes de equivaléncia
infinita, e, desse modo, os elementos dessas classes de equivaléncias sdo chamados
de fracoes.

De forma complementar, Nunes e Bryant (2008) definem numeros racionais
como uma quantidade descrita por duas grandezas que estao relacionadas e que séao
indicadas por dois valores: o numerador € o denominador. A contagem é o
procedimento usado para identificar o numerador e o denominador. Porém, os
autores destacam que, a definicdo do numerador e do denominador requer mais do
gue uma contagem: € necessario compreender como as situacdes sao representadas
por fragoes.

Para Siegler, Fazio, Bailey e Zhou (2013), a relacdo entre o numerador e 0
denominador determina a magnitude numérica das fracoes e representa pontos em
uma linha numérica.

Considerando as definicbes para numeros racionais apontadas na literatura,
pode-se perceber que existe um consenso, no sentido de que a sua compreensao
esta relacionada ao conceito de divisao (BEHR et al., 1992; KIEREN, 1976;
VERGNAUD, 1990). O conceito de divisdo envolve a nocao de repartir em partes do
mesmo tamanho, assim como implica compreender as relagbes de covariagao -
diretas e inversas - entre as quantidades representadas pelo dividendo, divisor e
quociente (VERGNAUD, 1983; NUNES; BRYANT, 1997). O termo fragéo
compreende o tamanho do numerador, o tamanho do denominador e a relagdo entre
0 numerador e o denominador; também é essencial entender como um ndamero Unico
e que tem um tamanho definido pela relacdo inversa entre o numerador e o
denominador (BEHR et al., 1992). De um modo mais geral, o termo razao é utilizado
para expressar uma relacdo multiplicativa entre duas quantidades de mesma
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natureza ou de diferentes naturezas, indicadas como quantidades intensivas (BEHR
et al., 1984; NUNES; BRYANT, 2008).

Nesta tese, adotou-se o termo fracdo por este contemplar a proposta de
investigacao, que envolve a relagéo inversa entre quantidades representadas com
fracdo menor do que a unidade, a representacdo por um par de numeros inteiros, a
ordenacdo e a equivaléncia, e ainda indica um quociente ou uma magnitude.
Também se utiliza nimero racional num sentido amplo, de campo numérico, e fracao,
num sentido intuitivo, de conceito. Apresentam-se as diferentes abordagens tedricas,
com as relevantes reflexdes sobre a concepcdo do desenvolvimento do

conhecimento matematico, adquirido através da aprendizagem.

2.2 DIFERENTES TENDENCIAS TEORICAS SOBRE O CONHECIMENTO DE
FRACOES

A aprendizagem de fracbes desempenha um papel fundamental no
desenvolvimento do conhecimento numérico por duas razbes: a primeira é a
necessidade de representar as quantidades que ndo podem ser descritas por um
Unico numero inteiro, e a segunda é que do sucesso dessa aprendizagem depende o
sucesso na aprendizagem da Matematica em niveis mais avancados de ensino
(NUNES, 2015; SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011). Assim como o0s
nameros inteiros, 0s numeros racionais sao usados para representar quantidades e
as relagdes entre as quantidades; porém, raramente as abordagens de ensino
consideram o seu uso para representar as relacbes (NUNES, 2015). Desse modo,
muitas vezes, estudantes no ensino médio ainda tém dificuldade em usar fracdes
para representar numeros e para representar relagcoées entre quantidades.

As investigacoes realizadas por Piaget, Inhelder e Szeminska (1960) sao
consideradas como pioneiras, ao explorarem as inferéncias das criangcas para
quantificar fragcbes sem utilizar representagdo numérica. Os autores exploraram as
consequéncias do conhecimento de niumero e de quantidade para compreender 0s

principios l6gicos: da invariancia (conservacao da quantidade), reversibilidade e
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raciocinio transitivo'. Os autores ja destacavam que algumas criancas tém dificuldade
em compreender o principio da invaridncia e, ainda, sinalizavam para a falta de um
pensamento reversivel, que permita perceber que a soma das partes é igual ao todo
inicial que as originou.

Em contrapartida, Gelman e Galistel (1978) apresentam uma visdo diferente,
no sentido de que a contagem € a base para a compreensdo de numero por parte
das criancas. Sabe-se que a contagem envolve um conjunto de principios® que estio
presentes desde muito cedo na vida das criangas. Levando em conta essa
perspectiva, Gelman e Williams (1998) argumentam que o conhecimento das
criangcas sobre numeros naturais, tal como o fato de cada numero natural ter um
unico sucessor, serve como um obstaculo na aprendizagem de fragdes.

Por outro lado, Butterworth (2005) ressalta que o entendimento de ndmero
pressupde o conhecimento de duas outras ideias. A primeira ideia pressupde que um
objeto é algo que pode ser individualizado e formar uma colecao que possui uma
numerosidade®. A segunda ideia considera a habilidade de determinar quando dois
conjuntos possuem a mesma numerosidade e quando um conjunto possui a
numerosidade maior que outro conjunto. Para o autor, tal conceito pode ser aplicado
a conjuntos com qualquer quantidade de elementos.

Na mesma perspectiva, Geary (2004) sugere que desenvolvimento do
conhecimento numérico depende de habilidades cognitivas e de ferramentas
matematicas culturais. Geary (2006) distingue as habilidades cognitivas primarias
(herdadas e aprimoradas) e secundarias (adquiridas culturalmente). Dessa forma, o
autor considera que a aquisicdo das habilidades biologicamente secundarias
geralmente é lenta, exige esforco e ocorre através de ensino formal ou informal.
Nesse sentido, Geary (2006) descreve as habilidades matematicas, como:

- primarias (discriminagdo de numerosidades; ordinalidade “maior que” e
“‘menor que”; principios de contagem; aritmética simples, adicdo e subtracdo de

pequenos conjuntos), com quantidade de elementos de pequenos conjuntos; e

'Raciocinio transitivo: capacidade de ordenar os nimeros por tamanho A > B e B > C, entdo A > C
EPIAGET, 1952).

Principios da contagem: envolve as atividades de contagem através de cinco principios:
correspondéncia (designar um e somente um nome de nimero para cada item a ser contado); ordem
estavel (sempre recitar os nomes dos nimeros na mesma ordem); cardinalidade (o ultimo nome de
namero pronunciado indica o total de itens contados); abstracdo (qualquer tipo de entidade pode ser
contado); e principio da irrelevancia da ordem (a ordem em que o0s objetos sdo enumerados nao
importa) (GELMAN; GALISTEL, 1978).
®Numerosidade: habilidade de reconhecer quantidades (BUTTERWORTH, 2005).
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- secundarias (contagem verbal, sistema numérico, algebra, geometria,
resolucdo de problemas e tantas outras), que exigem abordagens educacionais

especificas, pois emergem em contextos bem diferentes.

Sendo assim, as habilidades matematicas sdo desenvolvidas em situacoes
variadas. Enquanto as habilidades biologicamente primarias dependem da
integridade fisica do cérebro, da motivagdo inerente a crianca pequena e dos
estimulos naturais do meio, as biologicamente secundarias envolvem as habilidades
matematicas mais avangadas. Nesse caso, o seu desenvolvimento ocorre mediante
instrucao, pratica, concentracao, esfor¢co, entusiasmo e motivacao (GEARY, 2006). O
autor sugere que a escola é o primeiro contexto no qual as criangas sao expostas aos
conhecimentos que envolvem as habilidades biologicamente secundarias, como, por
exemplo, leitura, escrita, aritmética complexa.

Acredita-se que as habilidades matematicas mais complexas sao
desenvolvidas através da aprendizagem, a partir do conhecimento adquirido sobre
numeros e de outros conceitos da Matematica (GEARY, 2004). De acordo com
Butterworth (2005), a habilidade numérica depende de trés fatores:

- modulo numérico: ndcleo inato das habilidades numéricas, especializado em
processar a informacao;

- recursos culturais: nivel de conhecimento matematico da cultura em que
vivemos;

- aprendizagem: habilidade individual para adquirir esse conhecimento.

Com outro enfoque, bastante proximo ao de Piaget, os estudos realizados por
Vergnaud (1990) possibilitam um aporte teérico importante para compreender o
desenvolvimento do conhecimento conceitual. Nesse caso, 0 autor ressalta que a
compreensao dos conceitos matematicos desenvolve o raciocinio. Isso ocorre a partir
das experiéncias, especialmente se 0s seguintes aspectos forem considerados:

- um conjunto de situagdes que tornam o conceito Util e significativo;

- um conjunto de invariantes operatorias, que podem ser usadas para
compreender essas situacoes;

- um conjunto de representacdes simbolicas, linguisticas, graficas ou gestuais,
que podem ser usadas para representar as invariantes, as situacdes e 0s
procedimentos.



26

Vergnaud (1990) salienta que o desenvolvimento de um conceito envolve
mudancas em cada um desses trés aspectos e que sao realizados através de uma
variedade de situacoes.

Por mais simples que uma situacao seja, ela implica a utilizagdo de mais do
que um conceito, pois esta conectada com os conhecimentos prévios e com as
experiéncias adquiridas pelas criancas. Um conjunto de situacdes permite construir
novas relacbes e estruturas de pensamento. Tais estruturas compreendem o0s
“‘esquemas de acdo”, que sao definidos como uma organizacdo sequencial de
atividades para um determinado conjunto de situagdes. Os esquemas de acao
passam a ter significado e sdo usados como representacbes simbolicas, € nao
apenas como sinais matematicos convencionais, mas como gestos, palavras e
sinais visuais ou icénicos (VERGNAUD, 2009). Na mesma perspectiva, Nunes e
Bryant (1997) acrescentam que um conceito matematico requer o aprendizado dos
simbolos convencionais e de seus significados; estes fazem parte de uma rede de
significados, e, a medida que sao estabelecidas mais conexdes entre os significados
e as redes de significados, os conceitos tornam-se mais abstratos.

Em contrapartida, Siegler, Thompson e Schneider (2011) referem que o
desenvolvimento do conhecimento numérico envolve compreender as
representacdes numéricas, com base na percepcao de numerosidade e de que todos
0s numeros reais tém magnitudes que podem ser designadas em uma reta numérica.

Antes de descrever alguns aspectos do desenvolvimento do conhecimento de
fracdo, torna-se importante explicitar que, neste estudo, optou-se por adotar, de
forma complementar, as duas abordagens teéricas do desenvolvimento numérico,

considerando que ambas nao sao, necessariamente, opostas.

2.3 DESENVOLVIMENTO DO CONHECIMENTO DE FRAGCAO

Estudos do desenvolvimento do conhecimento numérico destacam a distingcao
entre nimeros naturais e ndmeros racionais (NUNES; BRYANT, 2015; SIEGLER,;
THOMPSON; SCHNEIDER, 2011). Para Nunes e Bryant (2015), a compreensao dos

nameros naturais esta associada ao desenvolvimento do raciocinio aditivo, enquanto
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que a compreensao das fracdes estd relacionada com o desenvolvimento do
raciocinio multiplicativo.

Acredita-se que a compreensao do significado de numero esta associada a
compreensdao das quantidades que sao representadas pelos diferentes tipos de
namero (NUNES; BRYANT, 2015). Complementando as ideias de Nunes e Bryant
(2015) e de Siegler, Thompson e Schneider (2011) destacam que a aprendizagem
das fracdes possibilita aos estudantes compreender que as propriedades dos
nameros inteiros nao definem os numeros em geral.

Nunes e Bryant (2015) salientam que a compreensado das relacdes entre as
quantidades que resultam da divisdo parece ser anterior a aquisicdo da
representacdo numeérica de fracdo. Levando em conta essa perspectiva, os autores
definem dois significados para os numeros: um representacional, que se refere ao
uso de numeros para representar quantidades, e um analitico intrinseco, que diz
respeito as definicbes dadas pelo sistema de numeracao. Nesse sentido, aprender o
significado analitico intrinseco de nimero envolve o raciocinio sobre as quantidades
que 0s numeros representam e sobre a forma como sao configurados os sistemas
numéricos convencionais (NUNES; BRYANT, 2015; NUNES, 2012).

2.3.1 Conhecimento informal

O conhecimento informal caracteriza-se como o conhecimento que pode ser
aprendido fora da escola (MACK, 1990). Um caminho possivel para o
desenvolvimento da compreensdao do conceito de fracdo pode ocorrer através do
conhecimento informal dos estudantes nas situacbes da vida cotidiana. Isso se
verifica ao repartir objetos e compartilhar quantidades em partes iguais, quando séao
estimuladas as conexdes com as ideias mais complexas (KIEREN, 1988).

Alguns estudos indicam que as criangas ja possuem conhecimento informal
desenvolvido a partir de suas experiéncias antes de entrar na escola (MACK, 1990;
EMPSON, 1999; VERGNAUD, 1990; MAMEDE; NUNES; BRAYNT, 2005). Nessa
perspectiva, Behr, Wachsmuth, Post e Lesh (1984) sugerem que tal conhecimento
permite juntar e separar conjuntos, e estimar quantidades que envolvam metades e

quarta parte. Os autores ressaltam que a desconexao entre o conhecimento informal,
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que as criangas desenvolvem nas experiéncias do cotidiano, € os conhecimentos
formais da Matematica, adquiridos nas situacées de ensino, pode estar relacionado
com formas mecanicas e memorizadas. De maneira complementar, Mack (1990)
acrescenta que € do conhecimento informal que emergem os significados dos
simbolos e os procedimentos matematicos sobre fracao.

As experiéncias da criangca no convivio social podem auxiliar a organizar o
conhecimento formal matematico, e, nesse sentido, as situagdes que utilizam
quantidades de objetos podem ser usadas para determinar a contagem do numero
de amigos em brincadeiras ou, entao, para identificar casas e niumeros de telefone.

Ainda salienta-se que algumas historias infantis envolvem situagbes sobre a
nocao de partilha, como, por exemplo, Tocaram a campainha (HUTCHINS, 2007). A
narrativa do livro citado foi usada no estudo realizado por Empson (1999) com
criancas de 12 série para introduzir o conceito de divisdo. A histéria envolve uma
divisdo de 12 biscoitos entre duas criangas, quando alguém toca a campainha, e
chegam mais duas criangas. Inicia-se, entdo, uma nova distribuicdo dos biscoitos,
quando toca a campainha e, novamente, chegam mais duas criancas. A situacao se
repete com a chegada de outras seis criangas, que se juntam as seis que ja estavam
ali. A histéria termina quando cada criangca recebe um biscoito. Para explorar o
conhecimento informal das criancas, a autora utilizou essa narrativa como um recurso
para explorar as fragées. Os resultados evidenciaram que a intervengédo de ensino,
explorando o conhecimento informal das criangas, usando ferramentas
representacionais, contribuiu para o desenvolvimento da compreensao das criancas
sobre fragdes.

Um conjunto de estudos refere que as experiéncias das criancas no cotidiano
podem ser utilizadas para explorar o conhecimento informal como base para a
aprendizagem inicial sobre fragdo (BEHR et al., 1984; MACK, 1990; KIEREN, 19983;
EMPSON, 1999).

2.3.2 Conhecimento conceitual

Diversas abordagens tedricas investigam o conhecimento conceitual e a
resolucao de problemas sobre fracao (HECHT; VAGI; TORGESEN, 2007; HALLET;
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NUNES; BRYANT, 2010). Conhecimento conceitual € definido como a consciéncia
dos simbolos de fragdo e a capacidade de representar fragcdes de diversas maneiras
(HECHT; CLOSE; SANTISI, 2003). Partindo do pressuposto de que é importante
adquirir conhecimento conceitual como base para a compreensao das quantidades
representadas com fracao, esse conhecimento pode auxiliar os alunos na escolha de
estratégias e de procedimentos para a resolugcéo de problemas com fragdo (HECHT;
VAGI; TORGESEN, 2007).

Nesta perspectiva, Hecht (1998) investigou as relagdes entre o conhecimento
matematico e o conhecimento processual com fracdo, a compreensao conceitual das
fracoes, as habilidades basicas de aritmética e a capacidade de resolver problemas

sobre fracdes. O conhecimento conceitual verificou a compreensao da equivaléncia,

como, por exemplo, comparar as fragcées com numeros diferentes, % e L, que, na

verdade, sdao equivalentes; e da ordenacdo, como, por exemplo, identificar qual

fracao, 7% ou 7, é maior. O conhecimento processual foi medido usando questdes
de multipla escolha, e os alunos foram convidados a escolher um procedimento para
resolver um determinado problema. Os resultados revelaram que o conhecimento
conceitual indicou sucesso na resolugcao de problemas de fracdo e, especialmente,
precisdo em tarefas de estimativa, ja os procedimentos ndo estavam relacionados
entre si para qualquer um dos tipos de problema. Analisando os resultados obtidos
por Hecht (1998), observa-se que, o conhecimento conceitual contribui para a
variabilidade em todos os resultados de fragdo. Apesar disso, os resultados sugerem
que, independentemente da ordem cronoldgica, o conhecimento conceitual e o
conhecimento processual tém a mesma importancia para a aprendizagem geral de
fracoes.

Para determinar o baixo desempenho em problemas envolvendo numeros
racionais, Hecht, Vagi e Torgesen (2007) examinaram se ocorre uma separacao
entre a compreensdo conceitual sobre as fracdbes e o0s conhecimentos prévios
adquiridos sobre os numeros inteiros. Os autores concluiram que pode ser dificil
determinar essas conexbées quando as operagdes de fragcdes contradizem as
propriedades dos numeros naturais. Tais propriedades podem interferir na
compreensao conceitual e na execucédo dos procedimentos de fragcdo. Por exemplo,
ao se multiplicarem duas quantidades fracionarias, o produto pode resultar em um

valor menor do que cada um dos termos do problema % X Ji =%. Nesse caso, a
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multiplicagdo de fragbes com fatores menores do que a unidade contradiz o
conhecimento adquirido sobre os numeros naturais, que postula que a multiplicacéo
torna o produto um numero maior. Esses resultados sugerem que a falta de
conhecimento conceitual faz com que muitos alunos utilizem procedimentos
memorizados e, frequentemente, incorretos para resolver problemas de fracao.

Mais recentemente, Hallett, Nunes, Bryant e Thorpe (2012) definiram
conhecimento conceitual como um conhecimento relacional, e a compreensao de
como esses conhecimentos estdo inter-relacionados. Os autores sugerem que 0O
conhecimento conceitual e o conhecimento processual estdo combinados em
diferentes contextos da matematica. Dessa maneira, a falta de conhecimento
conceitual de fragcdes pode explicar os desafios enfrentados por alguns alunos ao

realizarem procedimentos sobre fragdes.

2.3.3 Conhecimento processual

Conhecimento processual € utilizado para executar as tarefas matematicas e
corresponde a uma sequéncia de acdoes, destinada a gerar a resposta correta para
um determinado tipo de problemas (HALLETT et al., 2012).

Acredita-se que o conhecimento processual envolve a consciéncia das etapas
necessarias para resolver um problema, bem como para realizar as operacdes
aritméticas com fracdo (HECHT; VAGI, 2012). A resolugdo de problemas mais
complexos, como, por exemplo, adicionar ou subtrair fragbes com denominadores
diferentes, pode indicar um padrao diferente de resultado para converter os
denominadores comuns. Siegler e colaboradores (2013) sugerem que, nesse caso, a

memoria de trabalho, a atengdo ou o raciocinio podem se tornar cada vez mais

importantes para a equivaléncia de fragdes, ao converter % em .

O estudo realizado por Hallett e colaboradores (2012) investigou a existéncia
de diferengas individuais na compreensdo dos alunos do 6° e 8° anos sobre
conhecimentos conceitual e processual de fracdo, conhecimento geral e habilidades
conceitual e processual gerais. Os resultados obtidos indicaram que alguns alunos

tém um conhecimento mais conceitual; outros tém um conhecimento mais
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processual; e, ainda, alguns tém um nivel igual em ambos os conhecimentos. Tais
resultados demonstraram que existem diferengas individuais no conhecimento
conceitual e processual de fracdes, e que estes sao fortemente correlacionados e
independentes do desempenho geral de fracdo. Porém nao foi encontrada diferenca
significativa na distribuicdo dos grupos nas escolas, sugerindo que as diferentes
abordagens escolares ndo influenciaram o grupo ao qual o aluno pertence.

O conhecimento conceitual dos simbolos de fracdo pode ser usado na
resolucdo de problemas; entretanto, um entendimento conceitual impreciso pode
interferir na execug¢do adequada de procedimentos necessarios para a resolucao de
problemas, conduzindo a uma solucao errada (HECHT; VAGI; TORGENSEN, 2007).

Ha um consenso entre os pesquisadores de que a aprendizagem de fragdes
representa um desafio aos estudantes, que pode estar relacionado com a
desconexdao entre conhecimento conceitual e processual (HECHT; VAGI;
TORGESEN, 2007; HALLETT; NUNES; BRYANT, 2010). Nesse sentido, entender a
relevancia e os desafios cognitivos enfrentados pelos alunos na aprendizagem de
fracbes constitui um conhecimento relevante, que pode contribuir para explorar as

relagbes entre o conhecimento numérico e o conhecimento conceitual de fracdes.

2.4 RELEVANCIA E DESAFIOS COGNITIVOS NA APRENDIZAGEM DE FRAGOES

A aprendizagem do conceito de fracdo desempenha um papel relevante na
aprendizagem da Matematica para representar quantidades, bem como para o
sucesso em niveis mais avangados de ensino (NUNES; BRYANT, 2015). Na
perspectiva pratica, as fracées envolvem relacdes entre quantidades simples (maior,
menor) e relagdes proporcionais (covariagdo), necessarias para lidar com as
situacdes e o0s problemas enfrentados na vida cotidiana, assim como na area
profissional. Na perspectiva psicologica, a compreensdo das fracées permite
desenvolver habilidades complexas, necessérias para os conceitos de porcentagem e
probabilidade. Na perspectiva cientifica, representa com simbolos convencionais 0s
conceitos de velocidade (distancia percorrida por unidade de tempo); densidade
(massa por volume); temperatura (energia em massa); entre outros, que ndo podem

ser descritos por um unico numero inteiro.
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Um amplo e diversificado conjunto de estudos tem ampliado o conhecimento
sobre 0s numeros racionais, contribuindo com informacdes a respeito da
complexidade conceitual e de seu impacto na aprendizagem da Matematica
(STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004; MAMEDE; NUNES; BRYANT, 2005; HECHT;
VAGI; TORGESEN, 2007; NUNES; BRYANT, 2008; SIEGLER; THOMPSON;
SCHNEIDER, 2011). No entanto, existem diferentes razbes pelas quais a
aprendizagem das fragdes representa um desafio para alguns estudantes. Dessa
maneira, destacam-se a seguir algumas das dificuldades na aprendizagem de
fracoes.

Uma primeira dificuldade diz respeito a representacdo simbdlica, que envolve

dois numeros inteiros, a e b, (onde b # 0), para indicar a fracao %. Nesse caso,
Nunes e Bryant (2015) apontam que a representacdo de uma quantidade usando
dois numeros pode induzir o aluno a:

- prestar a atencdo em apenas um dos numeros, ou entdo ndo compreender
gue existe uma relacao inversa entre o numerador € o denominador;

- estabelecer uma relacdo aditiva entre os dois valores, e nesse caso, concluir

que % e sdo equivalentes, considerando que a diferenga entre o numerador e o

denominador é a mesma;

- formar uma ideia de fragéo com parte de um todo e concluir que %< 1.

Outra dificuldade esta relacionada aos procedimentos para realizar os calculos
numéricos com fracées. Em geral, a adicdo ou a subtracdo de fragbes sdo mais
complicadas em comparagdo as mesmas operagbes com 0s numeros naturais,

principalmente quando os denominadores sdo diferentes. Hecht, Vagi e Torgesen
(2007) afirmam que na adicao de fracdes, como, por exemplo, na resolucdo de S+
}/5, podem ocorrer dois erros processuais. O primeiro diz respeito a falta de

compreensao de que é necessario usar uma conversao para denominadores comuns
das fragbes, e assim formar um modelo mental do significado parte-todo das
unidades de numeros fracionarios. O segundo se refere a falta de identificagdo de
que as fracoes sao de tamanhos desiguais e, portanto, ndo podem ser somadas sem
serem igualadas. Nesse caso, o conhecimento conceitual do significado de medida

de unidades de fragcdo pode evitar o erro ao adicionar denominadores em um

problema, tal como, Ji+ Js= Z%. Os autores sugerem que o entendimento dos
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significados de simbolos de fracdo pode ser usado para detectar ou evitar os erros
processuais ao resolver problemas de fracao.

Por fim, ha a dificuldade em interpretar o significado do numerador e do
denominador, associado as diferentes situacdes onde as fragcbes sdao usadas, que
podem modificar o significado dos numeros racionais, tais como, parte-todo,
quociente, operadores e quantidade intensiva (NUNES et al., 2004).

Considerando-se alguns dos motivos que descrevem os desafios na
aprendizagem das fragdes, busca-se investigar a qué se devem essas dificuldades.
Para Gelman (1991), essas dificuldades seriam interpretadas como uma tendéncia do
cérebro para interpretar numeros naturais, interferindo na compreensao de fragao.
Em contrapartida, Kieren (1993) considera que sao limitadas as situacdées de ensino
as quais os alunos estao expostos, explorando apenas um dos significados de
fragcbes. Siegler, Thompson e Schneider (2011) ressaltam que a dificuldade dos
alunos decorre do fato de transferirem o conhecimento dos numeros naturais as

fracoes, focalizando na representagdo numérica, como, ao comparar fracoes,

considerar que /4 é menor do que 4 porque trés é menor do que quatro.

Neste trabalho, busca-se entender como as criangas compreendem as
relacdes numéricas e o conhecimento conceitual de fragdes, e explorar novas
maneiras que favorecam essa compreensdo, bem como as implicagbes para a

investigacao cientifica e a pratica educacional.

2.5 COMPREENSAO DO CONCEITO DE FRAGAO

A compreensdo do conceito de fracdo pode ser desenvolvida a partir de
situacdes-problema de repartir ou compartilhar, através das experiéncias do cotidiano
e das atividades escolares (BEHR et al., 1984; NUNES; BRYANT, 2008). Além disso,
observa-se que para algumas criangas, contudo, pode ser dificil estabelecer as
conexodes entre as ideias de repartir em partes iguais e a representacdo simbdlica de
fracoes devido a falta de exposicdo da notacdo fracionaria nos ambientes da vida
diaria (STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004; NUNES; BRYANT, 2008).
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Salienta-se que o desenvolvimento da compreensdo conceitual envolve as
experiéncias e 0s esquemas de acdo, que dao significado aos simbolos
convencionais (VERGNAUD, 1997). No entanto, o que se observa é que a
compreensdo € um processo que requer tempo necessario para estabelecer as
multiplas conexdes entre os diferentes significados e representagdes (KIEREN,
1993). Apresenta-se, a seguir, o conceito de fracdo e aborda-se a nogdo da
quantidade representada com fragdo, os principios logicos de ordenacdo e
equivaléncia, as diferentes situacdes e as multiplas representagdes simbdlicas.

2.5.1 O conceito de fracao

O conceito de fracdo envolve compreender principios, tais como: repartir um
todo ou a unidade em partes iguais; partes fracionarias tém nomes especiais; 0
namero de partes necessarias para compor o todo; relagdes direta e inversa (mais
partes para formar um todo, menor o tamanho das partes); o denominador indica o
nuamero de partes em que o todo foi dividido, a fim de produzir o tipo de parte, assim,
€ um divisor e também nomeia a parte fracionaria; o numerador diz quantas partes
sao consideradas, assim é o multiplicador; e duas fracbes equivalentes sdo dois
modos de descrever a mesma quantidade (NUNES; BRYANT, 1997; BEHR et al.,
1992; KIEREN, 1976).

Nunes e Bryant (1997) e Vergnaud (1993) sugerem que a compreensao do
conceito de fracdo estd fundamentada em trés aspectos basicos: os principios
l6gicos, as representacdes numéricas e as diferentes situagdes. O primeiro aspecto
refere-se a dois principios légicos, a ordenacao e a equivaléncia. O segundo aspecto
refere-se as representagdes numeéricas, a notacdo simbodlica e aos simbolos
convencionais, tais como linguagem oral ou escrita, representacoes visuais e icbnicas
de quantidades e notagao simbdlica. O terceiro aspecto diz respeito as diferentes
situacdes nas quais as fragdes sdo usadas. A seguir, esses aspectos basicos sado
apresentados separadamente.
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2.5.1.1 Ordenacéao e equivaléncia de fracao

A comparacdo de quantidades assume um papel importante no
desenvolvimento da compreensdo da ordenacdao e da equivaléncia, e sobre o
tamanho relativo de fragdes. Post, Behr e Lesh (1986) consideram que a ordenacao
dos numeros racionais recebe influéncia, por vezes persistente, do conhecimento
sobre numeros inteiros. Isso pode representar um obstaculo e dificultar o
desenvolvimento da compreensédo da ordenacao dos numeros racionais, aspecto ja
destacado anteriormente. As diferencas conceituais estdo associadas ao fato de que
0S numeros inteiros estdo baseados nas estruturas aditivas, enquanto os ndmeros
racionais estdo associados as estruturas multiplicativas (POST; BEHR; LESH, 1986).

Salienta-se que a ordenagdo e a equivaléncia sao principios légicos
fundamentais dos numeros inteiros e dos numeros racionais; no entanto, ndo é
possivel uma transferéncia desses principios dos nimeros inteiros para 0s nimeros
racionais (NUNES; BRYANT, 2008). Os autores destacam que 0s numeros inteiros
podem ser ordenados por percepcao ou por contagem. Desse modo, ao comparar
dois numeros inteiros diferentes, como, por exemplo, trés elementos e dez
elementos, a percepcao é suficiente. No entanto, quando um julgamento perceptivo
nao é suficiente, utiliza-se a contagem dos elementos para ordenar uma quantidade
representada com numeros inteiros. Por outro lado, a ordenacdo e a equivaléncia de
fragcbes sdo diferentes das dos numeros inteiros. A ordenacdo de fragdo envolve a
ideia de “qual fracdo € a maior?”, e a comparagao estabelece uma relacdo entre o
tamanho das partes e o numero de partes, considerando a magnitude relativa de um
par de fragdes (NUNES; BRYANT, 2008). Behr e colaboradores (1984) destacam que
a compreensao do tamanho representado por uma fracdo é fundamental para o
desenvolvimento conceitual e subjacente as habilidades de ordenagcdo e
equivaléncia.

A comparacado entre quantidades é fundamental para a compreensido da
ordenacao das fracoes. Nesse caso, Nunes e Bryant (2008) indicam trés aspectos
relevantes que devem ser considerados:

- se 0 denominador € 0 mesmo nas duas fragdes, quanto maior o numerador,

maior é a fragéo, por exemplo, 7 <74, é necessario considerar, aqui, a relacao direta.
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- se 0 numerador é o mesmo, quanto maior o denominador, menor € a fragao,
por exemplo, ) ) , heste caso, a relacdo inversa.

- se 0 numerador e o denominador sé&o diferentes, por exemplo, Fe %,

envolve relagdes proporcionais.

A possibilidade de ordenar as fragbes, considerando a percepcdo na
representacdo numérica, pode induzir a ideia de que, quanto maior o valor dos
simbolos numéricos que formam uma fracdo, maior a quantidade por ela
representada. A afirmacéo, no entanto, ndo é verdadeira com numeros racionais, 0
que inviabiliza esse tipo de ordenacdo (STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004; NUNES;
BRYANT, 2008; BEHR et al., 1984).

Post, Wachsmuth, Lesh e Behr (1985) apontam que as estratégias de
comparacao utilizadas para ordenar 0s numeros racionais envolvem uma
compreensao mais complexa, que considere entender que:

- 0 tamanho da fracdo depende da relacao entre dois nimeros inteiros, que a
compoem;

- nas fracbes com numeradores iguais, existe uma relacédo inversa, entre o
nuamero de partes em que o todo é dividido e o tamanho de cada parte;

- nas fracbes com denominadores iguais, ha uma relagcdo direta entre o
nuamero de partes consideradas e o tamanho de cada parte;

- nas fragdes que tém numeradores e denominadores diferentes, as decisdes
acerca da sua ordem exigem o uso extensivo e flexivel da equivaléncia de fragdes;

- a densidade de numeros racionais implica a nogao de que as fragdes podem

ser infinitamente divisiveis.

Em relacdo a equivaléncia, Nunes e Bryant (2008) destacam que, no dominio
dos numeros naturais, dois conjuntos tém a mesma quantidade, se forem
representados pelo mesmo namero, e sao diferentes, se forem representados por

numeros diferentes. No dominio de nuUmeros racionais, entretanto, a mesma

quantidade pode ser representada por diferentes sinais, por exemplo, /Vz, %, %, %,
e assim infinitamente, onde sinais diferentes representam a mesma quantidade, e a

mesma representacdo numérica pode representar quantidades diferentes, por



37

exemplo, ), de 8 e ) de 12, em que 0 mesmo simbolo numérico b, representa
diferentes quantidades.

A compreensdo da equivaléncia de fragcbes requer o estabelecimento de
relacdes compensatorias entre a area e o nimero de partes iguais em que a unidade

foi dividida. Assim, é necessario entender que as fracées que se referem a mesma

quantidade podem ser representadas por simbolos diferentes, tais como /Vz, %, %, e
serem expressas por nomes diferentes (um meio, dois quartos, trés sextos, etc.), bem
como formar classes de equivaléncia (BEHR et. al., 1983).

Nunes (2015) sugere que a equivaléncia de fracdes envolve a compreensao
da linguagem e da percepc¢ao. Alguns exemplos sdo mencionados a seguir:

- a mesma fragdo, um mesmo todo, modelos visuais diferentes indicam a

mesma quantidade, conforme Figura 1.

A =

Figura 1: Diferentes modelos para a fracao -
Fonte: Mdmat, 2015.

N
N

- fracdes diferentes, indicam a mesma quantidade, conforme a Figura 2.

Figura 2: Modelo de fracoes equivalentes
Fonte: Estudokids, 2015.
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- a mesma fracdo de quantidades diferentes, tais como, 5 de 4 doces e % de

6 doces.

Figura 3: Modelo de representacao fracionaria de quantidades diferentes
Fonte: Adaptado de Nunes, 2009.

O estudo de Nunes e Bryant (2008) analisou as dificuldades envolvidas na
compreensao da equivaléncia e da ordenacdo com numeros racionais. Participaram

318 alunos do 4° e do 5° anos, em oito escolas de Oxford, Inglaterra. As tarefas
3 5 hel heZ aNCi
envolveram a comparagéo de fragoes, como /2 e /3; /2e 74 e sem referéncia a um

contexto situacional. Os resultados demonstraram que menos da metade dos alunos

do 5% ano e menos de 20% dos alunos do 4° ano conseguiram identificar as fracoes

equivalentes, e apenas 28% dos alunos foram capazes de indicar que 74 & maior do

¥ que. As respostas dos alunos estiveram baseadas no julgamento apenas do valor

numeérico das fragcdes, indicando que /5 é maior do que /Vz, e 7 & maior do que /Vs,

embora /> e 7 sejam fragbes equivalentes. Esses dados indicam que os alunos do
42 e do 52 anos apresentaram dificuldade para identificar a equivaléncia entre fracoes
ou para comparar magnitudes de fragcdes. De modo geral, os resultados sugerem que
0os simbolos linguisticos e numéricos desempenham apoio na compreensao dos
alunos quanto a equivaléncia e a ordenacao. Assim, é feita a distincdo entre nimeros
naturais e fracdes, sugerindo que a percepg¢ao, com base em simbolos numéricos,
nao é suficiente para a compreensao da equivaléncia e da ordenacéo no contexto de

nuameros racionais. Abordam-se, a seguir, as diferentes situacoes de fragao.

2.5.1.2 Diferentes situagées de fracao

As situagdes de divisdo fornecem um ponto de partida para a compreensao
dos principios l6gicos das fracées. No entanto, ndo devem ser vistas como o Unico
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contexto em que 0s numeros racionais podem ser ensinados (BEHR et al.,1984;
KIEREN, 1993; NUNES et al., 2004; NUNES; BRYANT, 2005; NUNES; BRYANT,
2008).

Kieren (1976) foi o primeiro a defender a ideia de que o conceito de numeros
racionais envolve varios significados. O autor descreveu quatro categorias, que foram
designadas como subconstructos para o conhecimento sobre fracdes: quociente,
medida, operador e razdo. Nesse sentido, a compreensdo do conceito de fragdes
requer ndo sé uma compreensdo de cada um dos significados separados, mas
também da forma como eles se relacionam.

Behr, Lesh, Post e Silver (1983) redefiniram a classificacdo proposta por
Kieren (1976) e estabeleceram cinco subconstructos para referir as concepgdes do
conceito de fracdo: parte-todo, quociente, razao, operador e medida. A seguir, segue

um modelo que esquematiza os cinco subconstructos do significado das fragdes.

/ [ Parte — todo/Particao ]\
\\‘
Razao Operador 5 Quociente Medida

- - N

v V2 i

AV

Equivaléncia Multiplicacao Resolugdo de Adicao

problemas

Figura 4: Modelo para os cinco subconstructos dos significados das fracées.
Fonte: Behret al., 1984.

Mais recentemente, Nunes, Bryant, Pretzlik, Evans, Wade e Bell (2004)
apresentaram uma classificacdo baseada nas diferentes situacdes em que as
fracoes sao usadas. Os autores identificaram quatro situagdes distintas baseadas no
significado do numerador e do denominador e na relagdo destes: parte-todo,
quociente, operador e quantidades intensivas. Neste estudo assume-se esta Ultima
classificacao, que esta baseada nas situagdes em que as fragdes sao usadas e no
significado das magnitudes assumidas em cada um dos casos: parte-todo e

quociente.
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Situacao parte-todo - Essa situacao expressa uma relacao entre as partes de
tamanhos iguais de um todo ou unidade. As partes fraciondrias recebem nomes
especiais, que indicam quantas partes daquele tamanho sdo necessarias para
compor o todo. O denominador da fragao representa o nimero de partes pelo qual o
todo foi dividido. O numerador da fracdo representa o numero de partes

consideradas. A fragao %, por exemplo, representa um todo dividido em quatro
partes iguais, e trés dessas partes sdo consideradas (FIGURA 5).

Figura 5: Modelo pérte-todo
Fonte: Adaptado de Mamede, Nunes e Bryant, 2005.

A particao é o esquema de acao usado nas situacdes parte-todo. Em relacao
aos principios l6gicos de fragdes, Nunes e colaboradores (2004) sugerem que, nesse
tipo de situagao, € possivel compreender, por exemplo, a ordenac¢ao, que envolve a
relacdo inversa entre o tamanho do denominador e a quantidade representada.
Nesse caso, para manter a equivaléncia entre as quantidades é necessario o dobro
de partes, quando cada parte é a metade do tamanho do inteiro. Essa situagéo é
tipicamente usada para iniciar as abordagens de ensino. Siegler, Thompson e
Schneider (2011), no entanto, destacam que as situacdes parte-todo tém vantagens
quando o numerador € o denominador usam algarismos pequenos e positivos;

porém, apresentam limitacdes com fragcdes negativas e com fracées improprias, tais

como %, onde ndo se pode ter quatro partes de um objeto que tem trés partes.
Hecht, Close e Santisi (2007) sugerem que a compreensao de situacao parte-
todo pode ser usada como um modelo mental necessario para converter quantidades

fracionarias em numeros inteiros aproximados.
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Situacao quociente — Essa situacao indica a relacdo entre o numerador € 0
denominador, e esta associada com a divisao (NUNES et al., 2004). Nesse caso, o
numerador representa a quantidade a ser repartida, enquanto o denominador
representa o numero de pessoas que estao repartindo. Nessa situagdo nao existem
restricdes sobre o tamanho da fragédo, ou seja, o numerador pode ser menor, igual ou
maior que o denominador (POST; BEHR; LESH, 1982). Também ocorre que a fracao

corresponde a divisdao, mas também ao tamanho relativo (POST; BEHR; LESH,

1982). A fracao A, por exemplo, representa duas barras de chocolate
compartilhadas entre trés criangas (FIGURA 6).

Figura 6: Modelo quociente
Fonte: Retirado de Mamede, Nunes e Bryant, 2005.

Nessa situagao, as fragdes sao explicitamente uma operacdo de divisdo, em
que o numerador é dividido pelo denominador. Behr e colaboradores (1984)
destacam que correspondéncia um-para-muitos é o esquema de acdo usado nas
situagbes quociente, quando o dividendo € uma quantidade, e o divisor é outra
quantidade. Por exemplo, quando as criangas partilham barras de chocolate para um
numero de destinatarios, os dividendos estdo em um dominio de medidas — 0 nUmero
de barras de chocolate - e o divisor € em outro dominio - o numero de criangas. A
distincdo entre particdo e correspondéncia na divisdo é que, na particao, existe um
Unico conjunto, quantidade ou medida, e na correspondéncia, ha duas quantidades
ou medidas.
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Situacao operador - Essa situacdo esta associada ao papel de
transformacéo, ou seja, € uma acao que se deve realizar sobre um nimero (NUNES
et al., 2004). Verifica-se, através dessa situacdo, que o valor da quantidade discreta
se transforma, ou ocorre uma ampliacdo ou redugdo das quantidades continuas.
Para Lamon (2006), uma forma simples de se referir a nocdo de operador é
associada a “encolher/esticar’, “contrair/expandir’, “reduzir/ampliar” ou “dividir/

multiplicar”. A fracao /4 de bolinhas de gude representa a quantidade de bolinhas de
gude do menino (FIGURA 7).

Figura 7: Modelo Operador
Fonte: Nunes, Bryant, Pretzlik e Hurry, 2006.

Para saber o que significa /;, de 24 bolinhas de gude, no entanto, é preciso

considerar a fracdo ), e operar sobre a quantidade de 24 bolinhas de gude,
utilizando uma multiplicacéao e divisdo para gerar o resultado de seis bolas de gude
(NUNES et al., 2004). Ja na situacao de parte-todo, ndo seria possivel gerar uma
resposta sem antes definir /, de 24 bolinhas de gude; nesse caso, é necessario
dividir em quatro partes iguais e, ap0s, considerar uma parte (que em si € uma
operacdo). Também, na situacdo quociente, a fim de resolver este problema,
primeiro teriam que ser compartilhadas as 24 bolinhas de gude entre quatro
pessoas, e, em seguida, a quota de cada receptor.

Os diferentes tipos de situacdes de fracdes descritas representam o
significado entre o numerador e o denominador; podem ser referidas como
quantidades extensivas (NUNES; BRYANT, 2008).

O estudo realizado por Mamede, Nunes e Bryant (2005) investigou a
compreensao das situacdes de fracdo quociente, parte-todo e operador de fracdo na
resolucao de problemas. Participaram do estudo oitenta criangas com idades entre
seis e sete anos de idade e que nao possuiam instrucao formal sobre fracdes,

embora algumas ja fossem familiarizadas com as palavras ‘meio’ e ‘guartos’ em
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contextos sociais. Os autores analisaram como as criangas compreendem a
equivaléncia, a ordenacdo e a nomeacao. Os resultados indicaram que as criangcas
tiveram melhor desempenho na situagcdo quociente do que em parte-todo,
considerando ordenacdo e equivaléncia de fragdes; as criangcas apresentaram um
desempenho semelhante na resolucdo de tarefas de nomeacédo, apresentadas nas
situacdes parte-todo e quociente. Os niveis de sucesso das criangas na ordenacao e
equivaléncia de fracdes na situacdo quociente sugerem que elas tém algum
conhecimento informal sobre a légica de fracbes, desenvolvido em sua vida diaria,
sem instrucdo escolar. Esses resultados reforcam a ideia de que diferentes
interpretacdes de fracbes criam oportunidades distintas para as criangas

compreenderem a relagdo inversa entre quantidades em diferentes contextos.

Quantidades Intensivas - Por fim, a quarta situacdo, descrita por Nunes e
colaboradores (2004) refere-se as quantidades intensivas, que estdo baseadas na
relacdo entre duas quantidades diferentes. Por exemplo, para fazer um suco de

. ~ A e . . 3
laranja sdo usadas trés garrafas de dgua e duas garrafas de laranja, ou seja, % do

suco é agua e % do suco é laranja (FIGURA 8).

¥ do suco é agua e % do suco é laranja

Figura 8: Modelo quantidades intensivas
Fonte: Nunes e Bryant, 2009.

A distingdo entre as quantidades extensivas e intensivas esta associada a
relagao parte-todo e a correspondéncia. Por exemplo, se /5 de um bolo é consumido
pela manha, e /5 do mesmo bolo é consumido na parte da tarde, o consumo foi de
7 do bolo, ou seja, dois tercos expressam uma quantidade extensiva. Se a mistura

de tinta, que, na parte da manha, é composta por /5 de tinta azul, for adicionada
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outra mistura, que tem também /5 de tinta azul, na parte da tarde, a mistura feita

continua tendo /% de tinta azul, ou seja, as fracbes de quantidades intensivas néao
sdo adicionadas, quando colocadas juntas.

Em um estudo realizado por Nunes, Desli e Bell (2003) para examinar a
compreensao das criangas com relacdo as quantidades intensivas, as criancgas,
todas com idades entre seis e oito anos e oriundas de escolas de Londres, foram
convidadas a julgar se a pipoca comprada em uma loja foi mais cara do que a
pipoca comprada em outra loja. As quantidades adquiridas nas duas lojas foram as
mesmas, e o preco variou. Todas as criangcas perceberam que, quanto mais vocé
paga, mais cara é a pipoca. Os resultados indicaram que, quando o preco pago foi o
mesmo e as quantidades variaram, aproximadamente 10% das criancas de seis
anos, 26% das criancas de sete anos e 60% das criancas de oito anos
reconheceram que uma pipoca era mais cara do que a outra. O problema, no
entanto, ndo envolvia célculo e, nesse caso, a dificuldade das criangas na
concepcgao de custo foi com a relacdo entre quantidade e preco, relagdo que parece
ser construida lentamente pelas criancgas.

Posteriormente, o estudo desenvolvido por Nunes e Bryant (2008) investigou
a compreensao dos alunos do 4° e 5° anos sobre a mistura de duas latas de tinta
com o mesmo tom de azul. Ao serem questionadas se se mantinha 0 mesmo tom de
azul, 37% dos alunos responderam corretamente, acreditando que se mantinha o
mesmo tom de azul; 4% indicaram um tom mais claro; e 58% responderam um tom
mais escuro como resultado da mistura de duas latas de tinta com a mesma cor.
Esses resultados sugerem que os alunos estavam tratando a cor da mistura da
mesma maneira que a quantidade de tinta, considerando que, ao misturar as duas
latas, a cor passaria a ser mais escura. Nesse caso, embora haja mais tinta, os
alunos ainda nao compreenderam que a cor permanece a mesma. A seguir

apresentam-se as multiplas representagées dos numeros racionais.
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2.5.1.3 Multiplas representacées simbdlicas

As representacées desempenham um papel fundamental no conceito de
fracdo. Nunes (2015) destaca que a representacdo de quantidades, através dos
simbolos, tem um papel amplificador (ampliam as capacidades naturais) e
estruturador (organizam as atividades), direcionando o raciocinio. Vergnaud (2009)
destaca a importancia de utilizar diversos tipos de representacdes, incluindo materiais
manipulativos, esquemas e sistemas linguisticos e simbdlicos.

Ja discutiu-se anteriormente que a compreensao do significado das diferentes
representacdes simbdlicas com fracdo ndao é uma tarefa facil para alguns estudantes,
devido a sua notacao simbdlica, que utiliza dois nUmeros inteiros para representar um
unico numero fracionario (NUNES, 2015). Van de Walle (2009) complementa que a
compreensdao dos simbolos de fracdo € estabelecida através do significado do
numerador € do denominador, ou seja, a relagao entre o numerador e o denominador
€ a base para a compreensao da representacao simbdlica dos niUmeros racionais.

Kieren (1988) refere que os simbolos transformam-se em instrumentos de
raciocinio quando fazem sentido para os estudantes. A falta de compreensdo do
conhecimento simbdlico conduz a procedimentos dependentes de memorizacao.
Para o autor, a introducao prematura dos simbolos conduz os alunos a limitagdes que
os impedem de desenvolver o sentido das operacdes, pelo fato de ndo conseguirem
conectar os simbolos ao mundo real.

E interessante a abordagem de Nunes e Bryant (1997) quando destacam que
os sistemas numéricos sao instrumentos culturais que nos permitem ir além da nossa
capacidade de perceber, comunicar e registrar quantidades. Os autores defendem
que esse sistema ndo € simplesmente transmitido; sua aprendizagem depende da
compreensao. Eles distinguem os simbolos que sdo usados para representar as
operacles (+; -; X; =) e as relagdes (>; <; =; #) entre quantidades. Apresentam que
diferentes modelos (pictoricos, fisicos, esquematicos, representacdes simbdlicas)
proporcionam oportunidades para os estudantes estabelecerem conexdes entre as
situacdes do cotidiano e optarem pela representacdo que € mais favoravel em um
determinado contexto. Desse modo, Nunes e Bryant (2015) apontam que as
representacdes simbdlicas podem se referir a expressbes do conhecimento

matematico que ajudam a explicar os conceitos e as relagbes, bem como a resolver
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problemas. As representagcdes podem ser internas ou externas, sendo que as
internas se referem aos modelos mentais da realidade, enquanto as externas
correspondem aos registros que expressam a realidade, tais como palavras,
numerais, graficos.

Complementando estes achados, Butterworth (2005) aponta que sao utilizados
sistemas simbdlicos e ferramentas conceituais fornecidos pela cultura. Assim, o autor
descreve quatro tipos de ferramentas conceituais:

1. representacées com a utilizacdo dos dedos para contar ou, mesmo, de partes
do corpo para representar nimeros;

2. representacodes linguisticas de palavras para representar numeros e contar;
numerais: simbolos escritos para representar 0os numeros e registrar
quantidades com precisao;

4. representagdes externas: marcas nas paredes das cavernas, pedrinhas para
contar o rebanho, abaco, métodos de calculo, calculadoras, computadores,

entre outras ferramentas para registrar quantidades e calcular com elas.

Por fim, Nunes e Bryant (2015) destacam que a compreensao das quantidades
relacionadas com divisdo € progressiva, e estd a frente de seu entendimento de

fracdo com numeros.

2.5.2 Nocao quantitativa

A nocdo da quantidade representada por fracao requer a compreensao de
diferentes tipos de quantidades. Nunes e Bryant (2015) destacam que as
quantidades representadas por relacdes sao descritas como quantidades extensivas
e quantidades intensivas (PIAGET et al, 1960). O estudo de Piaget e colaboradores
(1960) apontou que as quantidades extensivas sdo medidas por unidades da
quantidade e seguem as relacdes parte-todo, onde o todo é a soma das partes.
Nesse sentido, a investigacao realizada por Piaget e colaboradores (1960) indicou
que o principio da invariancia esta associado a conservacao da quantidade, ou seja,
requer a compreensao de que a soma das partes é igual ao todo inicial que as
originou. Para Behr e colaboradores (1984), a nocdo quantitativa envolve a
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habilidade de estabelecer uma relacdo compensatéria entre o tamanho do todo e o
tamanho das partes. Isso inclui a habilidade de estimar as relagdes de ‘maior que’ ou
‘menor que’ quando um par de fracdes é comparado. Os autores destacam que a
compreensao do tamanho representado por uma fracdo é fundamental para o
desenvolvimento conceitual e subjacente as habilidades de ordenagédo e
equivaléncia.

Ja as quantidades intensivas, foram descritas por Piaget e colaboradores
(1960) como a relacao entre partes e o todo. Nunes e Bryant (2015) definem como
uma relacao entre duas quantidades ou grandezas, geralmente representadas como
razdo. Para os autores, as quantidades intensivas sdo medidas por indices.
Diferentemente das quantidades extensivas, ndo sédo adicionadas. Por exemplo, a
velocidade envolve uma relacdo entre o tempo e a distancia. Nesse exemplo, a
velocidade é diretamente proporcional a distancia. Entdo, se o tempo é mantido
constante, uma distancia maior envolve uma velocidade maior; ou é inversamente
proporcional ao tempo, se distancia € mantida constante: um tempo maior envolve
uma velocidade menor. Para os autores, essas quantidades sao importantes na vida
cotidiana, mas a compreensao dessas quantidades parece significativamente mais
dificil para a maioria das pessoas porgue envolve um raciocinio proporcional.

Post e colaboradores (1985) destacam que a nocdo quantitativa de ndmero
racional inclui a compreensdo da distincdo entre quantidade relativa e quantidade
absoluta. Os autores apontam que a quantidade relativa envolve a relagdo entre
numerador e denominador, que define o significado assumido pela fracédo, e as
quantidades absolutas sdo descritas de forma independente. Para Van de Walle
(2009), a comparacao entre duas quantidades pode desempenhar um papel
significativo, no sentido de desenvolver a compreensao do tamanho relativo das
fracoes.

Desse modo, Behr, Lesh, Post e Silver (1983) destacam a importancia da
distincdo entre as quantidades que podem ser contadas ou medidas. Para os
autores, as quantidades discretas ou descontinuas estao associadas a contagem e
aos numeros inteiros. Ja as quantidades continuas sdo quantidades medidas e
podem ser exaustivamente divididas, estando associadas aos numeros racionais. Os
autores acrescentam que esses dois tipos de quantidades estdo baseados na relacao
parte-todo e relacionados a duas quantidades da mesma natureza. Apesar disso, as
estratégias usadas em tarefas que envolvem essas quantidades sao diferentes. As
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tarefas com quantidades discretas podem ser resolvidas por distribuicao, enquanto as
guantidades continuas requerem um esquema de acao de particao.

O estudo realizado por Stafylidou e Vosniadou (2004) investigou o
desenvolvimento da compreensao do valor numérico das fracoes em 200 estudantes
com idades entre 10 e 16 anos. Os estudantes foram avaliados através de tarefas
que exigiam apontar qual a maior/menor fragdo, ordenar um conjunto de
determinadas fracoes e justificar suas respostas. Os resultados indicaram que 22%
dos estudantes expressam a ideia de que o valor de uma fracdo aumenta a medida
gue o tamanho dos numeros da fracdo aumenta. Os estudantes mais jovens tiveram
mais dificuldade em compreender a relacdo inversa entre o numerador e 0
denominador da fracdo. Esse tipo de resposta, no entanto, diminuiu no ensino médio,
sendo que houve um aumento no numero de estudantes que ordenou corretamente
as fracdes nesse nivel de ensino. Esses resultados evidenciam que o conceito de
fracdo exige uma reorganizacdo do conhecimento existente e que as dificuldades
enfrentadas pelas criancas para compreender fracdes podem ser explicadas como

resultado de um conflito entre as novas informagdes e seu conhecimento prévio.

2.5.3 Raciocinio multiplicativo

Numeros racionais representam quantidades que expressam uma relacao
entre duas quantidades ou grandezas e estdo baseados no raciocinio multiplicativo
(NUNES: BRYANT, 1997). O raciocinio multiplicativo envolve um conjunto de
operagbes complexas, as quais envolvem diferentes sentidos de numero, como
proporcao, relagao escalar e relagéo funcional (NUNES; BRYANT, 1997). Vergnaud
(1983) aponta que o campo conceitual das estruturas multiplicativas envolve regras
operatérias para a multiplicacdo, bem como para a divisdo, as quais sao
desenvolvidas de forma gradual, através de situacdes significativas, associadas aos
esquemas de acao e as representacdes simbdlicas.

Nunes e Bryant (1997) distinguem trés tipos de situacées multiplicativas, que
fundamentam o conceito de fracdo: divisdo e distribuicao; relagdes entre variaveis e
correspondéncia um-para-muitos A realizagdo desse estudo envolveu situacdes de
divisdo, que serdo descritas a seguir.
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2.5.3.1 Situacao de divisdo

O conceito de divisdo envolve a capacidade de repartir em partes iguais e
compreender a relacao entre os trés termos em uma situacao (o todo, o tamanho das
partes e o numero de partes), relacao que pode ser direta ou inversa. Um conjunto de
estudos a respeito da compreensado sobre divisdo define dois tipos de situacdes:
divisdo partitiva e por quotas (VERGNAUD, 1992; CORREA; NUNES; BRYANT,
1998; NUNES: BRYANT, 1997; CORREA, 2004; KORNILAKI; NUNES, 2005).

A conexao entre as relacdes légicas de divisdo e de fracdo se estabelece
quando sao exploradas as consequéncias da alteracdo da quantidade inicial em
relacdo ao numero de partes (partitiva) ou ao tamanho das partes (quotas)
(VERGNAUD, 1992). Na situacdo de divisdo partitiva, os esquemas de acao
envolvem partilhar um conjunto em subconjuntos iguais, sendo que o numero de
recipientes & conhecido. Por exemplo, se ha 12 doces (o todo) e trés criancas para
compartilha-los (trés partes), ha quatro doces por crianga (0o tamanho da parte ou
quota). J& na situacdo de divisdo por quotas, existe um tamanho da parte ou quota
que nao pode ser alterado. Por exemplo, se existem 12 doces (o0 todo) e trés doces
para compartilhar por crianca (0o tamanho da parte ou quota), quatro criancas
recebem doces (nimero de partes) (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998).

Nunes e Bryant (1997) referem que as diferentes situagbes de divisdo
envolvem principios l6gicos diferentes. A situacao de divisdo partitiva requer a acao
de partilha equitativa, ou seja, a igualdade das partes; enquanto a divisdo por quotas
corresponde ao fato de que a parte ja esta estabelecida e que ndo pode ser alterada.
Nesse caso, existe uma relacdo inversa entre as partes € o tamanho das partes, ou
seja, quanto mais partes, menor o tamanho de cada parte. Para os autores, a
compreensao do conceito de divisdo constitui-se na capacidade de compartilhar um
conjunto ou quantidade de forma equitativa (distribuicdo) e nas relacées entre os
trés elementos em uma situacdo de divisdo: o dividendo (o todo); o divisor (o
namero de partes) e o quociente (o tamanho das partes ou quotas). A relagédo é direta
entre o dividendo e o quociente, ou seja, quanto maior o todo a compartilhar, mais
partes a receber. A relacdo é inversa entre o divisor € 0 quociente, ou seja, quanto
mais partes para compartilhar um conjunto, menor € o tamanho de cada parte a

receber.
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O estudo realizado por Correa, Nunes e Bryant (1998) investigou a relacédo
entre a acao de repartir e as nogdes iniciais sobre divisdo em criancas de cinco aos
sete anos, analisando como estas entendiam a relacdo inversa entre divisor e
quociente em tarefas de divisdo partitiva e por quotas. As tarefas envolveram
comparacao das quantidades e solicitavam o julgamento sobre os resultados de uma
divisdo, tais como: “O grupo A tem 12 doces para compartilhar entre duas criangas, e
o grupo B tem 12 doces para compartilhar entre trés criangas, em qual grupo as
criangcas comem mais doces?”. Os resultados indicaram taxas de sucesso na divisao
partitiva em 30% das criangas de cinco anos, em 55% das criancas de seis anos, e
em 85% do grupo de sete anos. Na divisdo por quotas, o sucesso foi obtido em 50%
das criancas de cinco anos, em 38% das criancas de seis anos e em 40 % das
criancas de sete anos. Em relacao as justificativas, 30% das criancas de cinco anos
referem-se a relacdo direta entre divisor e quociente, o que significa que elas estao
focalizando a atencdo no tamanho do dividendo, esquecendo o divisor, ou
focalizando a atengdo no divisor, esquecendo o tamanho do dividendo. Isso
demonstra a falta de compreenséao sobre as relacées de covariacdes entre os termos,
quando o dividendo € mantido constante. A maioria das criancas de seis anos
apresenta justificativas l6gicas, mas cerca da metade dessas criangas inferiu uma
relacdo direta entre divisor e quociente, demonstrando uma compreensao
qualitativamente superior em relagdo a compreensido dessas relacées entre os
termos envolvidos na operacdo de divisdo. O desempenho das criancas de sete
anos foi semelhante ao das criancas de seis anos. Os resultados evidenciaram que
as criancas de cinco anos ja fazem estimativas quando o dividendo € mantido
constante, e os valores para o divisor variam, sem um ensino formal sobre divisao.
Isso pode ser atribuido as experiéncias do cotidiano das criancas relacionadas as
situacdes de divisao.

Mais recentemente, Mamede e Silva (2012) replicaram o estudo referido acima
com criangas pré-escolares de quatro e cinco anos, e analisaram sua compreensao
sobre divisdo partitiva com quantidades discretas. As criancas foram entrevistadas
individualmente e solicitadas a fazerem julgamentos em tarefas de relacao inversa
entre o divisor e 0 quociente, quando o dividendo é o mesmo. As tarefas envolviam a
divisdo de 12 e 24 quantidades discretas por dois, trés e quatro recipientes. Os

resultados mostraram que criancas de quatro e cinco anos ja tém algumas ideias
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sobre a divisdo; conseguem estimar o quociente, quando o divisor varia e o dividendo
€ constante; e conseguem justificar suas respostas.

E importante destacar que as experiéncias do cotidiano ndo se limitam apenas
a partilha de quantidades discretas. Muitas situacdes no cotidiano, frequentemente,
envolvem partilha de quantidades continuas, como dividir uma barra de chocolate,
uma garrafa de suco ou um pedaco de bolo.

O estudo realizado por Kornilaki e Nunes (2005) envolveu os dois estudos com
quantidades continuas e quantidades discretas. O primeiro estudo foi realizado com
tarefas de divisdo partitiva, e 0 segundo, com tarefas de divisdo por quotas. As
autoras investigaram se as criangas, em numero de 96 e com idades entre cinco a
sete anos, transferem a sua compreensao das relacdes légicas de quantidades
discretas para quantidades continuas. Nos problemas propostos, 0 numero de
recipientes variava, produzindo duas condi¢cdées. Na primeira condicdo, os divisores
eram iguais, e o tamanho do divisor era 0 mesmo; e na segunda condicdo, 0s
divisores eram diferentes, e o nimero de recipientes variava. Os resultados indicaram
que a condicdo ‘divisores diferentes’ foi mais dificil do que a condigao ‘divisores
iguais’, e que a relacdo inversa entre o divisor e 0 quociente € compreendida
posteriormente ao principio de equivaléncia. Nas tarefas de divisdo partitiva, 33% das
criancas de cinco e seis anos justificaram as respostas como relacao direta: quanto
mais recipientes, mais cada um tem. Esse tipo de resposta foi diminuindo com a idade
das criangas, considerando que pouco mais de 10% das criancas de sete anos
usaram esse raciocinio incorreto. Nas tarefas de divisdo por quotas, 50% das
criancas de cinco e seis anos e 25% das criancas de sete anos justificaram as suas
respostas como relagdo direta. As respostas corretas apresentaram a justificativa da
relacdo inversa entre o divisor e o quociente. Os resultados evidenciaram que as
criancas entendem mais facilmente a relacéo inversa na divisdo partitiva do que na
divisdo por quota.

Posteriormente, Correa (2004) realizou um estudo com criancas de 6 a 9 anos.
O estudo investigou as estratégias de resolucao oral de divisao partitiva e por quotas.
As tarefas utilizaram quatro valores para o dividendo (4, 8, 12 e 24) e dois divisores
(2 e 4). Os resultados apontaram que o desempenho das criangas foi influenciado
pelo tamanho do dividendo e do divisor. Os procedimentos de resolucdo dos
problemas de divisdo por quotas envolveram fatos multiplicativos, enquanto que na
divisdo partitiva estavam baseados no uso de adicbes repetidas.
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Observando as evidéncias trazidas em cada estudo, pode-se concluir que as
criancas sao capazes de resolver problemas de divisdo antes de serem formalmente
ensinadas na escola (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; CORREA 2004;
KORNILAKI e NUNES, 2005; MAMEDE e SILVA, 2012).

2.5.3.2 Esquemas de agéo relacionados a diviséo

As situacbes de divisdo envolvem dois esquemas de acgdo, apontados na
literatura como particao e correspondéncia (BEHR et al., 1992; VERGNAUD, 1992;
NUNES; BRYANT, 1997). Nunes e Bryant (2009) consideram importante a distingao
entre particdo e correspondéncia nas situacoes de divisdo, bem como compreender
como cada esquema de acado contribui para a aprendizagem sobre fragdes. Na
mesma perspectiva de Behr e colaboradores (1984), Nunes e Bryant (2009)
destacam que na particdo existe um Unico conjunto ou medida, ao passo que na
correspondéncia existem duas quantidades ou grandezas. Complementando esses
achados, Behr, Harel, Post e Lesh (1992) concluiram que a particdo é o esquema de
acao que as criangas usam nas situacdes de fracao parte-todo.

A particao é usada pelas criancas nas situagdes do cotidiano ao repartirem
objetos ou quantidades entre os amigos ou receptores. Inicialmente, esta associada a
igualdade entre as partes e, posteriormente, ao todo ou ao conjunto de objetos;
(KIEREN, 1988). Para Kieren (1988) a divisdo equitativa é subjacente a nocéo de
particao, definida como a divisdo de uma quantidade em partes iguais. Seguindo tal
perspectiva, Nunes e Bryant (1997) apontam que as criancas, a partir dos seis anos,
iniciam a desenvolver uma compreensao das relagdes estabelecidas nas situagcdes
de divisdo, bem como a relacdo inversa entre tamanho das partes, o tamanho do
todo e o0 numero de partes.

Pothier e Sawada (1983) descreveram cinco niveis de particao: partilha;
metade algoritmica; uniformidade; imparidade e composigdo. No primeiro nivel de
particdo, as criancas conseguem dividir regides circulares e retangulares para
mostrar metades e quartos; porém, ainda podem dividir o objeto em partes desiguais,
fazer um numero errado de divisbes ou dividir apenas uma parte do objeto. No

segundo nivel, ja conseguem dividir uma regido retangular ou circular em um
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determinado numero de partes, através de particbes sucessivas em metades; porém,
as partes ainda sao resultantes da particdo e podem nao ter o mesmo tamanho. No
terceiro nivel, iniciam a compreensao de que o tamanho das partes resultantes da
particdo é igual. No quarto nivel, ja percebem que a divisao de um objeto em
metades ndo é adequada com fragdes cujos denominadores sao impares, e que as
divisbes sucessivas precisam obter partes iguais. E, por fim, as criancas realizam
divisdes sucessivas do objeto com fracdes com denominadores impares. Isso ocorre,
por exemplo, na particido de um objeto em nove partes, quando a crianca pode dividir
em tercos e, posteriormente, dividir cada terco em tercos, reconstruindo a fragdo da
unidade com a utilizacdo desse algoritmo multiplicativo.

As experiéncias iniciais das criancas com particdo contribuem para a
compreensao do conceito de nimeros racionais, para a ordenacéao de fracoes e para
a determinacao de fracdes equivalentes, conforme Pothier e Sawada (1983). Para
Behr e colaboradores (1984), a particao € fundamental no conceito de fracdo; porém,
nao é suficiente para a compreensao das quantidades que resultam da divisédo e que
sao representadas por fracées ou por nUmeros racionais.

Sabe-se que a correspondéncia esta associada a duas quantidades, que
podem ser de mesma natureza ou de naturezas distintas, e que também se refere a
proporcao e a distribuicdo, bem como envolve o raciocinio multiplicativo. Acredita-se
que a correspondéncia um-para-muitos é usada pelas criancas antes do ensino
formal sobre multiplicacado e divisdo na escola (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998;
CORREA, 2004).

O estudo realizado por Nunes e colaboradores (2009) investigou o progresso
de criancas de seis e sete anos ap6s uma intervengao sobre raciocinio multiplicativo.
Os resultados apontaram que o uso da correspondéncia nas situacoes de divisdo
possibilita manter uma razao fixa entre duas quantidades. Isso permite usar um tipo
de raciocinio diferente do raciocinio parte-todo e conduz a compreensao de razao e
de proporcao. Para os autores, a relacado entre as quantidades permanece implicita,
como se a crianca focasse a atencdo nas quantidades envolvidas nos problemas e
nao considerasse as relacdes entre as quantidades. Estes resultados indicam que o
esquema de correspondéncia um-para-muitos esta na origem do raciocinio
multiplicativo.

Nunes e Bryant (2009) descreveram quatro diferencas entre particdo e
correspondéncia apresentadas a seguir:
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- duas quantidades em correspondéncia ndao necessitam de uma relacao entre
o tamanho do dividendo e do divisor, enquanto que, na particdo, a soma das partes
nao deve ser maior do que o todo;

- a correspondéncia entre duas quantidades deve ser justa; ja na particao,
deve ser equitativa;

- a ordenacao de quantidades envolve a relacao inversa entre o divisor e o
quociente. Usando a correspondéncia, é estabelecida uma relacdo entre as
quantidades (mais criangas, menos bolos), enquanto que na particdo é necessario
estabelecer uma relacdo dentro da quantidade (mais partes, menores serdo as
partes).

- a equivaléncia entre as quantidades envolve o raciocinio proporcional. Na
correspondéncia, a compreensdo da equivaléncia baseia-se no raciocinio
proporcional direto - o dobro de chocolates e o dobro das criangas significam acdes
equivalentes. Ja na particdo, a compreensao da equivaléncia baseia-se no raciocinio
proporcional inverso, segundo o qual o dobro das partes significa que cada parte tera
a metade do tamanho.

Nunes (2015) refere que o raciocinio proporcional envolve a compreenséo de
relagcdes necessarias, tal como a relacao inversa entre a multiplicagdo e a divisao,
mas também requer a compreensdao da natureza de uma situacdo. A seguir,

descrevem-se as relacdes necessarias e contextuais.

2.5.3.3 Relagbes necessarias e contextuais

Os problemas de raciocinio multiplicativo envolvem duas quantidades que
estao ligadas por uma transformacao (operacdes) e dois tipos de relacdes (direta e
inversa). Ja a representacao desses problemas utiliza dois tipos de relagdes entre
quantidades, descritas como: relagdes necessarias e relacdes contextuais.

Para Nunes (2012), as relagdes necessarias resultam das operacdes sobre as
quantidades ou relacdes, enquanto as relacées contextuais descrevem o contexto
de uma situacéao e requerem a compreensao da natureza da situacao, bem como a
tomada de decisdo quanto a solugcdao do problema. A autora destaca que as
situacoes estdo baseadas em relagcdes aditivas e multiplicativas. As relacdes aditivas
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sao relacionadas ao esquema parte-todo, enquanto que as relagées multiplicativas
sdo baseadas na correspondéncia uma-para-muitos. Nunes e Bryant (1997)
destacam que os esquemas de agao representam o que € geral nas agdes e nao
dependem dos objetos, e quando sdo coordenados entre si, novos conceitos séao
formados.

Em relacdo a divisdo, as relagcdes necessarias estdo associadas aos
principios entre os trés termos, em qualquer situacdo: principio da relacao direta
entre o dividendo e o quociente; principio da relagao inversa entre o divisor € 0
quociente; e principio da equivaléncia. Ja as relagdes contextuais descrevem a
natureza da situacdo e possibiltam a tomada de decisdo, usando as relacbes
necessarias e as operagdes matematicas (NUNES; BRYANT, 2015).

A compreensao das relagdes légicas é considerada por Nunes (2012) como a
tomada de consciéncia dos esquemas de acdo. Isso ocorre quando as criangcas
separam um todo em partes e tomam consciéncia das relacées parte-todo. Por
exemplo, quando uma quantidade conhecida estd em correspondéncia (razao fixa)
com outra quantidade (produto), é estabelecida uma correspondéncia um-para-
muitos. J4&, na partilha, as duas quantidades sdo conhecidas e a razdo é
desconhecida. A coordenacgédo desses dois esquemas de acao forma um conceito
operacional de relagdes multiplicativas (NUNES; BRYANT, 1997).

Acredita-se que a conexao entre as relacdes l6gicas de divisao e de fracao é
estabelecida ao explorar as consequéncias da alteracdo da quantidade inicial em
relacdo ao numero de partes (partitiva) ou tamanho das partes (quotas)
(VERGNAUD, 1992). Quando duas quantidades estdo ligadas por uma
transformacao, envolvem relagdes necessarias, e posteriormente progridem quando
pensam nas relagcdes contextuais entre quantidades (VERGNAUD, 1983; NUNES;
BRYANT, 2015). Nesse sentido, Vergnaud (1983) destaca que o raciocinio
multiplicativo envolve a compreensao de relacbes necessarias, mas também requer
a compreensdo da natureza de uma situacao a fim de encontrar a solugédo para o
problema.

As relacbes necessarias envolvem esquemas conceituais distintos,
associados ao tipo de situagédo. Nas situacdes quociente, € relevante o esquema de
correspondéncia, nesse caso envolve a partilha de duas quantidades diferentes. Ja
nas situacdes parte-todo, exige entender que quanto mais partes iguais de um todo,

menores serdo as partes, e que ndo ha uma compensacio exata entre o tamanho e
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0 numero de partes, e envolve o esquema de particdao. Esta diferenca conceitual
possibilita comparacbes entre a compreensdo das criangas sobre 0s principios
basicos equivaléncia e ordenacao através desses dois tipos de situacdes (NUNES;
BRYANT, 1997).

A resolucao de um problema de divisdo pode torna-se mais simples ou mais
complexa, devido a comparacdo entre quantidades quando estabelecem relacdes
diretas ou inversas; operacdo quando ocorre a transformacéo do referente e uma

quantidade; e mudanca no significado dos niumeros.

2.5.4 Resolucao de problemas e modelos na aprendizagem de fracoes

A resolucdo de problemas promove o desenvolvimento do conhecimento
conceitual, ao mesmo tempo em que estimula o raciocinio e a comunicacao, além de
ser aspecto facilitador da aprendizagem matematica (BEHR; POST; LESH, 1981).
Van de Walle (2009) define problema como uma tarefa ou uma atividade para a qual
os estudantes ndo tenham nenhum método ou regra ja determinada, e ndo exista
um procedimento especifico de solucdo. Desse modo, o presente estudo considera
problemas como ferramentas conceituais no ensino da Matematica, que se
constituem como um desafio intelectual e permite desenvolver habilidades
matematicas complexas (BUTTERWORTH, 2005).

O estudo realizado por Hecht, Vagi e Torgesen (2007) investigou as causas
das dificuldades dos alunos na resolug¢ao de problemas sobre fragées. Os resultados
evidenciaram que alguns alunos recorrem a modelos mentais imprecisos na
interpretacdo dos enunciados dos problemas, mesmo quando os problemas
requerem uma construcdo de modelos mentais precisos. Em funcao disso, realizam
um procedimento incorreto na resolucéo do problema. Os autores destacam que a
falta de conhecimento conceitual conduz muitos alunos a usarem procedimentos
memorizados e incorretos para resolver problemas de fragédo. Isso pode ser atribuido
a uma separagao entre a compreensdo do conhecimento conceitual e a resolucao
de problemas com fracao.

Nunes (2012) destaca a capacidade de usar um modelo matematico

quantitativo na resolucdo de um problema como uma fungdo mental superior. A
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autora considera trés fatores importantes quando os estudantes estao envolvidos na
tarefa ativamente: o pensamento reflexivo, a interacdo social com os outros
estudantes e o0 uso de ferramentas de aprendizagem. Cada um desses fatores tem
um impacto na forma de aprender e influencia de modo significativo o ensino da
Matematica. O primeiro fator, pensamento reflexivo, refere-se a atividade mental por
parte do aluno, que se expressa por imaginar ou relacionar ideias. A interacao e o
ambiente sociocultural € o segundo fator que amplia o desenvolvimento das ideias
matematicas dos estudantes, através de interagbes com o ambiente. E, por fim, o
uso de ferramentas de aprendizagem e de modelos manipulativos pode ajudar a
desenvolver procedimentos e estratégias para a solugdo dos problemas.

Nunes (2012) propde a distincao entre dois tipos de problemas quantitativos.
O primeiro tipo de problema, para representar as quantidades, € definido como
aqueles que envolvem quantidades e operacdées com as quantidades, e que
requerem operar sobre quantidades e relagdes, por exemplo, a + b + ¢ = d. O
segundo tipo de problema, para representar as relagdes contextuais, envolvem os
contextos. Esses devem ser representados e coordenados com as relagdes
necessarias e as operagdes para que se possa encontrar a solucdo. A autora
destaca que esse tipo de problema é mais dificil do que aqueles que envolvem
apenas quantidades e operacdes. Esses dois tipos de problemas podem envolver
informacgdes e operagdes semelhantes; porém, quando as relagdes contextuais
estado presentes, os problemas tornam-se mais dificeis.

E interessante para a presente pesquisa o uso de modelos relacionados &
resolucao de problemas como tarefas de aprendizagem. A seguir, apresenta-se um
modelo de resolucdo de problemas quantitativas, proposto por Nunes (2012)
(FIGURA 9).
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| Resolvendo um problema quantitativo

Com objetos
Representar as Com objetos e

]

quantidades numeros
Com numeros J
Usando esquemas
= = de acao
Operar
sobre ! Calculando com
quantidades numeros
e relagdes
""""""""" Usando uma
- - [ calculadora

Representagdes implicitas
Representar as

relacdes Representa;qes icénicas
contextuais explicitas
Representagdes simbolicas

Figura 9: Resolucao de problema quantitativo
Fonte: Nunes, 2012. UNIBAN.

Esse modelo usado na aprendizagem da Matematica possibilita: compreender
as relacdes necessarias; estabelecer relagdes contextuais; transferir as informacdes
no problema de relagdes contextuais para relacbes necessarias; e representar as
relacdes contextuais, ligando-as as relacdes necessarias e as operagoes.

De acordo com Gravemeijer (1994), os procedimentos informais podem ser
interpretados como uma antecipacao aos procedimentos formais; através de um
principio baseado no papel que os modelos representam entre o conhecimento
informal e formal. O autor apresenta quatro niveis de atividade matematica:
situacional; referencial; geral e formal. Na Figura 10 apresentam-se os quatro niveis

de atividade matematica.

Niveis de atividade matematica

Matematica formal

Geral — Modelo para

Referencial — Modelo de

Situacional

W
AN\

Figura 10: Niveis de atividade matematica
Fonte: Adaptado de GRAVEMEIJER, 1994.
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a) numa atividade num nivel situacional, as interpretacées e as resolucdes
dependem da compreensdo do contexto, uma vez que a tarefa se encontra
associada a uma situagao real, sem o recurso ao papel ou lapis;

b) numa atividade de nivel referencial, cada ‘modelo de’ refere-se a atividades
em situacoes descritas pelas atividades de ensino;

c) numa atividade de nivel geral, os ‘modelos para’ ja se referem a um quadro
de representacdes matematicas em que o foco sao as estratégias;

d) no ultimo nivel, o conhecimento formal, ndo ha dependéncia de qualquer
apoio de modelo.

Para Gravemeijer (2005), a mudanca de um ‘modelo de’ para um ‘modelo
para’ corresponde a uma alteracdo na forma de pensar do aluno. O papel dos
modelos é estabelecer avangos entre o nivel informal (modelo de) e o nivel formal
(modelo para). Para que isso ocorra, é necessario aprender a criar modelos de uma
situacao e transforma-los em modelos para varias situacées semelhantes (NUNES,
2012). Nesse sentido, utiliza-se, na presente pesquisa, o0 ‘modelo de’ como
representacao das situacoes.

Na aprendizagem matematica, os modelos desempenham um papel
facilitador, quando sdo utilizados como ferramentas para representar os aspectos
abstratos da matematica, baseados no cotidiano (BEHR et al., 1992). No ensino de
fracOes, é possivel recorrer a diferentes modelos de representacées que contribuem
para a sua compreensdo. Entre os modelos facilitadores do desenvolvimento do
conceito de fragdo, Nunes (2012) destaca os modelos iconicos, que podem auxiliar
na passagem da compreensao de uma situacao para o nivel geral, oferecendo uma
referéncia mais abrangente. Lesh, Behr e Post (1987) destacam que os modelos
podem facilitar a resolucdo de problemas se o conhecimento conceitual explorar
situacées do cotidiano. Descrevem-se quatro modelos iconicos: regido ou area;
comprimento ou medida; conjuntos; e reta numerada.

O primeiro modelo — regido ou area —, descrito por Van de Walle (2009), pode
ser um recurso utilizado para a multiplicacdo e a divisao de numeros racionais.
Explora o conhecimento informal e formal, possibilitando estabelecer ligagdes entre
as diferentes representacdes. A seguir, apresenta-se um exemplo do modelo de
regiao ou area (FIGURA11).
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Figura 11: Modelo de regiao ou area
Fonte: Van de Walle, 2009.

O segundo modelo - comprimento ou medida de uma barra retangular (ou
figura geométrica) -, favorece o processo de repartir o objeto em partes iguais, ou
seja, a divisdo equitativa. Nesse modelo, é possivel explorar o aspecto proporcional
das fracOes, as relagdes entre numeros e as representacdes simbdlicas. Brigth e
colaboradores (1988) descrevem algumas vantagens na sua utilizacdo, tais como: o
comprimento representa uma extensdo da unidade, bem como de todas as
subdivisdes da unidade; o modelo é continuo; e requer o uso de simbolos para
indicar o significado. A seguir, apresenta-se um exemplo do modelo de comprimento
ou medida (FIGURA12).

Figura 12: Modelo de comprimento ou medida
Fonte: Van de Walle, 2009.

Outro modelo refere-se a um conjunto de objetos e subconjuntos. O conjunto
€ identificado como o todo ou a unidade, enquanto que os subconjuntos do todo
compdem as partes fracionarias. Van de Walle (2009) destaca que este modelo
pode ser dificil para algumas criancas, quando uma colecado de objetos se refere a
uma unidade. O autor acrescenta que as criangcas se concentram no tamanho do
conjunto e ndo consideram o numero de partes iguais no todo. A seguir, apresenta-

se um exemplo do modelo de conjunto (FIGURA13).
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Figura 13: Modelo de conjunto
Fonte: Van de Walle, 2009.

Por fim, o modelo de reta numérica € um modelo de medida para representar
as magnitudes de fracdoes (SIEGLER; THOMPSON; SCHENEIDER, 2011). Difere
dos outros modelos, no entanto, por ser considerada como uma representacao mais
abstrata, que pode ser utilizada para representar a magnitude da fracdo, e também
para designar um determinado local para os numeros (NUNES, 2015). A seguir,

apresenta-se um exemplo do modelo de reta numerada (FIGURA14).

Figura 14: Modelo de reta numerada
Fonte: Elaborada pela autora.

Em um estudo recente, Siegler, Thompson e Schneider (2011) exploraram o
conhecimento de magnitudes de fragdes. A investigacdo envolveu alunos com
idades entre 11 e 14 anos e avaliou o conhecimento de magnitudes de fracdes
através de tarefas de: estimativa de reta numérica de zero a um; estimativa de reta
numeérica de zero a cinco; e comparacao de magnitude de zero a um. Os resultados
revelaram que a reta numérica mostrou-se como uma estratégia util para as
representacdées de magnitude de numeros inteiros e para predizer padroes de
velocidade e precisdo. As estratégias utilizadas pelos alunos indicaram que
analogias com numeros inteiros também sado usadas para gerar representacoes de
magnitude para fracdes. Esses resultados sugerem que a énfase ao uso de fragdes,
como medidas de quantidade, pode melhorar o aprendizado dos alunos.

As estratégias usadas para a solucao dos problemas, além de procedimentos
apoiados em modelos de representacdo, podem estar apoiadas no raciocinio
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informal. De acordo com Post e colaboradores (1986), as estratégias de raciocinio
se apresentam de trés formas: raciocinio residual, utilizacdo de pontos de referéncia
e raciocinio diferencial.

A primeira estratégia, raciocinio residual, refere-se a quantidade necessaria

para compor o todo. Por exemplo, ao comparar 3, e 7%, os alunos podem perceber
que, na primeira fragéo, falta ), para completar o inteiro, da mesma forma que falta
% nha segunda fragdo. Esses valores correspondem aos residuos para compor o
todo. Assim, os alunos podem concluir corretamente que 7 € maior do que ¥/ . A

segunda estratégia, pontos de referéncia, compara duas fracoes, e ainda prevé a

utilizagdo de uma terceira fragdo, como, por exemplo, usar ), e 1 como ponto de

referéncia. Um aluno pode utilizar essa estratégia e responder corretamente que ¥

é maior do que ¥, porque o numerador da primeira fragdo é maior do que a metade
do denominador. Ja, na segunda fragdo, o numerador é menor que a metade do

denominador.

O raciocinio diferencial é a terceira estratégia. Ao comparar 3, e 7%, alguns

alunos afirmam que sao fragées equivalentes, porque, em ambas, falta apenas uma
parte para formar o todo. Nessa estratégia, os alunos focam-se na diferenca
absoluta entre cinco e seis e entre sete e oito, ndo consideram o valor relativo da
fracdo. Esse raciocinio esta apoiado nas regularidades dos numeros naturais,
conduzindo, geralmente, a resultados incorretos. Dessa maneira, os alunos que
usam as estratégias de raciocinio residual e de pontos de referéncia tendem a
apresentar um melhor desempenho do que aqueles que usam raciocinio diferencial.
As estratégias associadas as demandas cognitivas, necesséarias para
resolucdo dos problemas, estdo relacionadas a habilidade cognitiva para executar
calculos aritméticos, de maneira eficiente e precisa, e a habilidade para usar a
operacao aritmética correta para resolver um problema particular (NUNES et al.,
2011). Desse modo, Vergnaud (2009) propde uma distincao entre dois tipos de
célculos utilizados na resolucao de problemas: numérico e relacional. Para o autor,
céalculo numérico envolve as relagcdes entre numeros e pode usar a contagem como
estratégia de resolugcao. Ja o calculo relacional se torna mais dificil, pois estabelece
as relacdes entre quantidades e as transformacdes e as composicoes das relacdes

em uma situagao.
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Nunes e colaboradores (2011) consideram que esses dois tipos de célculos
sao relativamente independentes entre si, provavelmente realizados separadamente.
Os autores afirmam, entretanto, que ambos estao ligados, porque a decisdo tomada
sobre qual célculo usar para resolver um problema exige a compreensao da relacéao
entre as quantidades envolvidas no problema. Em problemas como aqueles de
resultado desconhecido, essas relacées sdo transparentes e dbvias, e ha muito
pouco calculo relacional para ser feito. Ja 0 sucesso na resolucdo de outros tipos
problemas, como, por exemplo, os problemas de inicio desconhecido, exige a
habilidade de estabelecer as relagdes entre as quantidades envolvidas nos
problemas.

Hiebert e colaboradores (1997) propéem que as situacdes apresentadas aos
alunos, tanto numa fase de exploracdo de um conceito, como na fase de
consolidacao e aprofundamento, devem envolver contextos matematicos, incluindo
diferentes areas do saber e as situagcdes do cotidiano. O autor descreve a
importancia da aprendizagem da Matematica através de atividades baseadas em
resolucao de problemas. Essas atividades tém varias funcoes:

- concentram a atencgao dos alunos sobre as ideias e dao sentido as mesmas;

- desenvolvem a convicgdo nos alunos de que eles sdo capazes de fazer
matematica e de que a Matematica faz sentido;

- contribuem para o desenvolvimento conceitual dos alunos;

- criam oportunidades para o professor avaliar o que os seus alunos estao
aprendendo e como estao enfrentando as dificuldades;

- podem ser abordadas pelos alunos através de diversas estratégias de
resolucao;

- podem ser solucionados de diferentes maneiras ou permitem tomar decisées
ou posicoes diferentes, assim como a sua defesa;

- incentivam o envolvimento dos alunos na explicacao;

- permitem conexdes com outras ideias matematicas;

- promovem a agilidade no uso da matematica; e

- oferecem oportunidades de mobilizar diferentes competéncias.
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2.6 ENSINO DA MATEMATICA NOS ANOS INICIAIS DA EDUCAGAO BASICA

Este item apresenta aspectos relacionados ao ensino da Matematica, nos
anos iniciais da educacao basica. Inicia-se com a Organizacdo do Programa
Curricular de Matematica dos niveis de escolaridade da educacao basica no Brasil

2.6.1 Programa Curricular de Matematica no Brasil

Inicialmente, no Brasil, as habilidades e os conteudos da Mateméatica sao
encontrados no Referencial Curricular Nacional para a Educacdo Infantil e nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1997). Ressalta-se que os
PCNs estdo organizados por ciclos para os anos iniciais do ensino fundamental. O
primeiro ciclo corresponde ao 2° e 32 anos, e 0 segundo ciclo esta composto pelo 4°
e 52 anos.

As orientacoes didaticas descritas nos PCNs estao de acordo com os estudos
de Nunes e Bryant (1997) e Vergnaud (1992) a respeito do desenvolvimento das
habilidades e dos conceitos iniciais da Matematica. Nessa perspectiva, a resolucao
de problemas €& proposta pelos PCNs como uma concepcado de ensino e
aprendizagem que possibilita desenvolver habilidades e conceitos, e ndo apenas
como mera reproducao de conhecimento (BRASIL, 1997, p. 33).

Em relagcdo aos conteldos para o ensino fundamental, estdo selecionados e
organizados em quatro blocos: Numeros e Operagdes, Espaco e Formas;
Grandezas e Medidas; e Tratamento da Informacdo. No bloco Numeros e
Operacdes, assunto desta pesquisa, os PCNs propdem que o desenvolvimento dos
conceitos numéricos envolve:

- as diversas categorias, como numeros naturais, nimeros inteiros (positivos
e negativos), numeros racionais (com representacdes fracionarias e decimais) e
nameros irracionais;

- a resolucao de situagdes-problema sobre adi¢do, subtracdo, multiplicacao,
divisdo, potenciacao e radiciacao;
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- a compreensao dos diferentes significados e das relacdes existentes entre
0S nUmeros e as operagoes;

- os diferentes tipos de calculo (exato e aproximado, mental e escrito); e

- 0 desenvolvimento da nocao de pré-algebra, como a base conceitual da
algebra nos anos finais do ensino fundamental (BRASIL, 1997).

Em relacdo ao ensino e a aprendizagem da Mateméatica, destacam-se os
objetivos gerais do bloco Numeros e Operacoes, relativos ao segundo ciclo do
ensino fundamental, que estéo relacionados ao tema deste estudo:

- Construir o significado do numero racional e de suas representacdes
(fracionaria e decimal), a partir de seus diferentes usos no contexto social.

- Interpretar e produzir escritas numéricas, considerando as regras do
sistema de numeracdo decimal e estendendo-as para a representacdo dos
numeros racionais na forma decimal.

- Resolver problemas, consolidando alguns significados das operagdes
fundamentais e construindo novos, em situagcdes que envolvam ndmeros
naturais e, em alguns casos, racionais.

- Ampliar os procedimentos de célculo — mental, escrito, exato, aproximado
— pelo conhecimento de regularidades dos fatos fundamentais, de
propriedades das operagdes e pela antecipacao e verificacdo de resultados
(BRASIL, 1997, p. 56).

Quanto aos conteudos, no segundo ciclo, caracterizam-se pela ampliacdo dos
conceitos relativos aos numeros naturais. Estabelecem relagbes com novos
conceitos, como 0s numeros racionais, e aperfeicoam os procedimentos, ao
solucionar as situagbes-problemas e ao utilizar célculos, como, por exemplo,
envolvendo proporcionalidade (BRASIL, 1997). A seguir, o Quadro 1 apresenta os
contetdos conceituais e procedimentais sobre numeros racionais, para o segundo

ciclo.
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Segundo Conteudos conceituais e procedimentais do Bloco Numeros e Operacoes:
ciclo Numeros Naturais sobre Numeros Racionais.

- Reconhecimento de nimeros naturais e racionais no contexto diario.

- Leitura, escrita, comparacado e ordenacado de representagdes fraciondrias de uso
frequente.

- Reconhecimento de que os numeros racionais admitem diferentes (infinitas)
representacdes na forma fracionaria.

- Identificagéo e produgao de fragdes equivalentes, pela observagéo de representacdes
4° e 52 anos | gréficas e de regularidades nas escritas numéricas.

- Exploracdo dos diferentes significados das fracdes em situagdes-problema: parte-
todo, quociente e razéo.

- Observacao de que os numeros naturais podem ser expressos na forma fracionaria.

- Relacao entre representagoes fracionaria e decimal de um mesmo ndmero racional.

- Andlise, interpretacdo, formulacdo e resolugdo de situagdes-problema,
compreendendo diferentes significados das operagdes envolvendo nimeros naturais e
racionais.

Quadro 1: Conteudos Conceituais e Procedimentais do Bloco Numeros e Operacées.
Fonte: BRASIL, 1997. p. 58.

Os PCNs propdéem a abordagem de ensino e aprendizagem dos numeros
racionais, no segundo ciclo, com o emprego de situagdes do cotidiano em que 0s
ndmeros racionais sao usados como resposta a novos problemas. Isso se evidencia,
pois 0s numeros naturais nao conseguem exprimir a medida de uma grandeza ou o
resultado de uma divisdo. Nessa perspectiva, a aprendizagem dos numeros
racionais supde rupturas com ideias construidas com os numeros naturais, e,
portanto, demanda tempo e uma abordagem adequada. De acordo com os PCNs, o
uso da representacao decimal esta presente nas situagdes do dia-a-dia, enquanto
que as representacoes fracionarias sdo menos frequentes, limitando-se o seu uso a
metades, tercos, quartos e quintos. O estudo sobre os numeros racionais inicia no
segundo ciclo e é consolidado nos ciclos finais do ensino fundamental. (BRASIL,
1997). A partir dessa perspectiva de aprendizagem, questiona-se: como realizar, na
pratica, essa abordagem de ensino que supde rupturas com as ideias construidas

com oS numeros naturais?

2.6.1.1 Organizacdo dos niveis de escolaridade da educacgé&o basica no Brasil

Nas ultimas décadas, as politicas educacionais desenvolvidas no pais
possibilitaram algumas conquistas, no que diz respeito a qualidade da Educacao,
que constam no projeto “Todos pela Educagédo”. Os objetivos e as metas para
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expandir o acesso e promover a melhoria da qualidade de ensino na educacéo
basica, para todos os brasileiros, até 2022, sdo amparados na Lei 9394/96, no artigo
87 (BRASIL, 1996), de acordo com a Declaracdo Mundial sobre Educacdo para
Todos.

Vale destacar, nesse sentido, que o Brasil passou a integrar um conjunto de
paises empenhados na conquista das metas de educacao para todos, a partir do
marco de acado de Dakar, quando foi realizada a segunda Cupula Mundial de
Educacédo. Na ocasiao, foi definido como objetivo melhorar a qualidade da educacgéo
e assegurar a exceléncia para todos, de forma a garantir os resultados reconhecidos
e mensuraveis, especialmente na alfabetizacdo, na matematica e nas habilidades
essenciais a vida. A Figura 15 ilustra os ‘marcos globais’ da Educacao para Todos,

com vistas a 2015.

.oréia

2015
- Universalizacdo do acesso a
Dakar Educacdo Basica
- Qualidade
2000
- Primeira Infancia
- Educacgdo Primaria

[ : - Habilidade de Jovens e Adultos
Jomtien

1990

Necessidades Basicas de
Aprendizagem

- Educacdo de Jovens e Adultos
- Paridade Género
- Qualidade

Figura 15: Marcos Globais da Educacao para Todos
Fonte: Relatério Educacao para Todos no Brasil 2000 — 2015 (2014).

Ressalta-se, no contexto das mudancas nas politicas educacionais, a
ampliacao da escolaridade obrigatéria, de 7 a 14 anos para 4 a 17 anos (Emenda
Constitucional n? 59/2009), que se encontra em processo de implantagdo até 2016.

O Quadro 2 apresenta a atual estrutura do sistema educacional no Brasil.
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Niveis Etapas Duracao Faixa etaria
Educacao Superior Ensino Superior Variavel Acima de 18 anos
Ensino Médio 3 anos 15 —-17 anos
Educacao Basica Ensino Fundamental 9 anos 6 — 14 anos
Educagao | Pré-escola 2 anos 4 -5 anos
Infantil Creche 3 anos 0 -3 anos

Quadro 2: Estrutura do Sistema Educacional Brasileiro — Lei n2 9394/96
Fonte: Relatério Educagao para Todos, 2014.

A ampliacdo da escolaridade constituiu-se em um fator importante para a
expansao da Educacgao Infantil, possibilitando, desse modo, o direito da crianca, na
primeira infancia, a um maior tempo de aprendizagem. Ressalta-se que a
implementagéo do projeto ampliou, consideravelmente, 0 acesso das criangas de 4 e
5 anos na Educacao Infantil, de 15,3% em 1989 para 78,2% em 2012. Ainda é
importante destacar que o ensino fundamental de nove anos é um movimento
mundial, adotado em varios paises. Esse fato colocava os estudantes brasileiros em
uma situacdo de desvantagem. E evidente, no entanto, que a aprendizagem n&o
depende somente do aumento do tempo de permanéncia na escola, mas da
associacdao entre ambos os fatores - aprendizagem e tempo. Assim, 0 emprego
eficaz do tempo pode contribuir significativamente para que os estudantes aprendam
mais (BRASIL, 2014).

De uma maneira geral, pode-se dizer que a definicAo de metas para o
desempenho de estudantes brasileiros foi um passo importante para a conquista da
qualidade na Educacao. Objeto de gradativo aprimoramento e ampliagao, o Sistema
de Avaliacao da educacao basica (SAEB) abriu caminho para introduzir uma cultura
de avaliacdo de larga escala, seguindo o exemplo dos paises vinculados a
Organizacdao para a Cooperacdao e Desenvolvimento Econémico (OCDE). O
monitoramento de resultados permitiu que fossem instituidos alguns mecanismos de
avaliagdo do desempenho escolar. Ao criar um indice de Desenvolvimento da
Educacéao (IDEB), em 2007, o Brasil passou a poder estabelecer metas, avaliar e
comparar resultados, reunindo, em um unico indicador, dois conceitos igualmente

importantes para a qualidade da educagado: o fluxo escolar e as médias do
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desempenho nas avaliagdes. Os avangos obtidos foram significativos, mas ainda ha
muito por fazer.

Esse quadro mostra-se particularmente desafiador quando se compara o
desempenho dos estudantes brasileiros com os dos estudantes de outros paises, 0
que é possivel mediante a andlise dos dados do PISA. A participacdo do Brasil no
PISA esta ocorrendo desde a primeira edicdo, no ano de 2000, e os resultados

obtidos confirmam o esfor¢o do pais em melhorar os resultados atuais.

2.6.2 Caracterizacao do PISA

PISA é um programa de avaliagdo educacional em larga escala, desenvolvido
e coordenado internacionalmente pela OCDE. No Brasil, o INEP é o érgéo
responsavel pela conducao deste programa de avaliacdo. O principal objetivo do
PISA é produzir indicadores que contribuam para a discussdo da qualidade da
educacao nos paises participantes, de modo a subsidiar politicas de melhoria da
educacgao basica. O Programa ainda se propde a verificar até que ponto as escolas,
de cada pais participante estao preparando os estudantes para exercer a cidadania
na sociedade contemporanea.

A avaliagao é realizada com estudantes com 15 anos de idade completos, de
forma amostral, conforme critérios da OCDE, e que estejam matriculados e
frequentando qualquer etapa compreendida entre o sétimo ano e o final do ensino
médio. Abrange os conhecimentos nas areas da Matematica, das Ciéncias e da
Leitura, procurando verificar as habilidades dos alunos no sentido de analisar,
raciocinar e agir sobre os seus conhecimentos e suas experiéncias. Além disso, o
PISA coleta informacgdes para a elaboracao de indicadores contextuais, que permite
relacionar o desempenho dos alunos a variaveis demograficas, socioeconémicas e
educacionais. Isso é feito por meio de questionarios especificos para os alunos, para
os professores e para as escolas.

Em cada edicdo, o foco principal de analise e de interpretacdo da
aprendizagem dos estudantes tem énfase maior em uma dessas areas. Em 2000, o
foco foi em Leitura; em 2003, Matematica; e em 2006, Ciéncias. O PISA 2009 iniciou

um novo ciclo do programa, com o foco novamente recaindo sobre o dominio de
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Leitura; em 2012, voltou-se novamente para Matematica, e em 2015, Ciéncias, além
da inclusdo de novas areas do conhecimento: Competéncia Financeira e Resolugao
Colaborativa de Problemas (INEP, 2014).

Atualmente, participam do PISA os 34 paises membros da OCDE e varios
paises convidados. A participagdo do pais ocorreu num periodo de transicao, na
elaboracdo de um Plano Nacional de Educacao, de acordo com a Declaracédo
Mundial sobre Educacao para Todos (BRASIL, 1998). A ultima edicdo do PISA, em
2012, teve a participacdo de 65 paises, e o foco foi no letramento matematico. A
seqguir, apresenta-se a concepcao de letramento matematico do PISA. Por fim,
descrevem-se 0s conteudos, as competéncias e os contextos, bem como algumas

das questdes avaliadas.

2.6.2.1 Letramento em Matematica no PISA

Letramento em Matematica definido pelo PISA 2012 consiste na ‘[..]
capacidade do individuo de formular, aplicar e interpretar a matematica em
diferentes contextos, o que inclui o raciocinio matematico e a aplicacao de conceitos,
procedimentos, ferramentas e fatos matematicos para descrever, explicar e prever
fenbmenos” (OCDE, 2010, p.4). A nocado de letramento, adotada pelo PISA,
considera o conhecimento da matematica como fundamental na formacado dos
estudantes. Isso se verifica, no sentido de exercer o papel de cidaddos em um
mundo em transformacdao e também no de enfrentar os desafios na sua vida
profissional, social e cientifica.

O PISA utiliza um modelo dindmico como processo de aprendizagem. Neste
modelo de aprendizagem, os estudantes usam seus conhecimentos e habilidades
para enfrentarem os problemas em um mundo que estda em constante
transformacao. Assim, os estudantes precisam ser capazes de organizar e conduzir
seu aprendizado, o que requer uma consciéncia da propria capacidade de raciocinio
e de estratégias e métodos de aprendizado (INEP, 2011, p. 01).

O modelo de letramento utilizado na avaliacdo do PISA nao se concentra
apenas em conteudos, mas destaca as capacidades fundamentais da Matematica
para que os estudantes possuam letramento na area. O PISA estabelece as
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seguintes capacidades cognitivas para resolver problemas a fim de compreender e
interagir com o mundo: comunicacao, representacdo, delineamento de estratégias,
raciocinio e argumentacao, utilizacdo de linguagem e de operagdes simbdlicas,
formais e técnicas, utilizacao de ferramentas matematicas e o ato de “matematizar™
A Figura 16 apresenta o modelo de aprendizagem de letramento matematico,
definido pelo PISA.

éroblema em um contexto do mundo real \

Categoria de contetdos matematicos: gquantidade; indeterminacao e dados; mudancas e relagoes;
espaco e forma.
Categorias de contextos: pessoal, sodal, ocupacional, cientifico

Pensamento matematico e acao matematica )
Conceitos matematicos, conhecimentos e habilidades.

Capacidades fundamentais da matematica: comunicacao, representacao, delinear estratégias,
"matematizar”, raciocinar e argumentar; utilizar linguagem e operacoes simbdlicas, formais e
técnicas; utinrferrarmntasmaleméhcas

Processos: formular, empregar, interpretar/avaliar
Problema no Problema
contexto matematico
Resultados no Resultados
nterpretar

Figura 16: Modelo de letramento matematico na pratica.
Fonte: MEC/ INEP, 2011.

\_ ¢

O letramento matematico do PISA é avaliado em trés dimensdes: processos
matematicos, conteudo e contexto. Para que os estudantes sejam ativos na
resolucao de problemas, é necessario dominar os processos de formular, empregar,
interpretar e avaliar. O processo de formular’ envolve a capacidade de reconhecer e
identificar as oportunidades para utilizar matematica. Quanto ao processo
‘empregar’, refere-se a utilizacdo de conceitos, de fatos, de procedimentos e de
modelos para resolver problemas. Ja o processo ‘interpretar’ esta relacionado com a
reflexdo sobre as solucdes matematicas e a interpretacdo de um determinado
contexto. Por fim, as solu¢gdes devem ser analisadas para verificar se os resultados
sé&o adequados em determinado contexto (INEP, 2011).

*Matematizar é utilizado para descrever as atividades matematicas fundamentais envolvidas em um
problema (INEP, 2011).
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Em relacdo aos conteudos, o letramento matematico envolve quantidades;
mudancas e relacoes; espaco e forma; e indeterminacdo e dados. A nocao de
quantidade esta presente na quantificagdo de atributos de objetos, na compreensao
dessas quantificacdes e no julgamento baseado em quantidades. Envolve medidas,
contagem, grandezas, unidades, indicadores e tamanho relativo. O raciocinio
quantitativo é a esséncia da area de quantidade, sendo necessario a compreensao
das multiplas representacdes de numeros, do calculo mental e numérico, da
estimativa e avaliacdo da razoabilidade de resultados.

Ja a abordagem de mudancas e relagdes envolve reconhecer e modelar
funcdes e equacdes, bem como criar, interpretar e transitar entre as diversas
representacoes graficas e simbdlicas. Espaco e forma compreendem os fenémenos
que sao encontrados em varios lugares, no mundo fisico e visual, nos padrdes
geomeétricos, na propriedade dos objetos, na orientagdo do espaco. Indeterminacéo
e dados implicam em reconhecer a variagdo nos processos, a incerteza € o erro
presentes na vida cotidiana, nas ciéncias e nas tecnologias, bem como no
conhecimento das probabilidades (INEP, 2011).

Quanto aos contextos, o PISA considera as situacdes nas quais a Matematica
€ usada, e que se relacionam com as atividades cotidianas dos estudantes. As
categorias de contexto podem ser: pessoal (relacionada ao individuo); social
(relacionada a comunidade, ao pais ou ao mundo); ocupacional (centrada no
trabalho) e cientifica (relacionada a natureza ou a tecnologia) (INEP, 2011).

Para avaliar a capacidade e as habilidades evidenciadas pelos estudantes,
tendo como base o0 modelo de aprendizagem, foi estabelecida pelo PISA uma matriz
de referéncia a partir dos conhecimentos associados ao final da escolarizagao
basica. Na continuidade, apresenta-se a descricao dos seis niveis de proficiéncia em
Matematica ou niveis de letramentos em Matematica, que compdem a matriz de

avaliagdo do Pisa. O Quadro 3 sintetiza essas informagoes:



Nivel

Proficiéncia em Matematica

Nivel 6

Acima de 669,3

- conceituar, generalizar e utilizar informagdes, com base em suas
investigacdes e em modelagem de situagdes-problema complexas.

- estabelecer ligagbes entre diferentes fontes de informagbdes e
representagdes, e transitar entre elas, com flexibilidade.

- utilizar pensamento e raciocinio matematicos avangados.

- associar sua percepcao e sua compreensao a um dominio de operacoes e
relacdes matematicas, simbdlicas e formais, de modo a desenvolver novas
abordagens e estratégias para enfrentar novas situagdes.

- formular e comunicar, com preciséo, suas agdes e reflexdes, relacionadas
a constatactes, interpretagcbes e argumentos, bem como adequa-las as
situacdes originais.

Nivel 5

607 a 669

- desenvolver modelos para situagées complexas e trabalhar com eles,
identificando restricbes e especificando hipdéteses.

- selecionar, comparar e avaliar estratégias adequadas de resolugcado de
problemas, para lidar com problemas complexos relacionados a esses
modelos.

- trabalhar estrategicamente, utilizando habilidades de pensamento e
raciocinio abrangentes e bem desenvolvidas, representagdes conectadas de
maneira adequada, caracterizagdes simbdlicas e formais, bem como
percepcao relativa a essas situagoes.

- refletir sobre suas agdes, formular e comunicar suas interpretagdes e seu
raciocinio.

Nivel 4

545 a 607

- trabalhar, de maneira eficaz, com modelos explicitos para situagdes
concretas complexas, que podem envolver restricbes ou exigir formulagcao
de hipéteses.

- selecionar e integrar diferentes representagdes, inclusive representagdes
simbdlicas, relacionando-as diretamente a aspectos de situagbes da vida
real.

- utilizar habilidades desenvolvidas e raciocinio, com flexibilidade e alguma
percepgao.

- construir e comunicar explicagbes e argumentos, com base em
interpretacdes, argumentos e acdes.

Nivel 3

482 a 545

- executar procedimentos descritos com clareza, inclusive aqueles que
exigem decisdes sequenciais.

- selecionar e aplicar estratégias simples de resolugao de problemas.

- interpretar e utilizar representagdes, baseadas em diferentes fontes de
informacao, e raciocinar diretamente a partir delas.

- desenvolver comunicagdes curtas, que relatam interpretagdes, resultados e
raciocinio.

Nivel 2

420 a 482

- interpretar e reconhecer situagées em contextos que ndo exigem mais do
que inferéncia direta.

- extrair informacdes relevantes de uma Unica fonte e utilizar um modo
simples de representacao.

- empregar algoritmos, férmulas, procedimentos ou convencdes de nivel
basico.

- raciocinar diretamente e fazer interpretacdes literais dos resultados.

Nivel 1

358 a 482

- responder a questdes definidas com clareza, que envolvem contextos
conhecidos, nas quais todas as informacgdes relevantes estao presentes.

- identificar informagdes e executar procedimentos rotineiros, de acordo com
instrucbes diretas em situacoes explicitas.

- executar acdes oObvias e dar continuidade imediata ao estimulo dado.

Quadro 3: Niveis de Proficiéncia em Matematica, avaliados pelo PISA 2012

Fonte: Inep, 2011.

73
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2.6.2.2 Desempenho dos estudantes brasileiros no PISA 2012

Conforme os resultados divulgados em 2014 pela OCDE, que corresponde a
avaliacao realizada no ano de 2012, o pais obteve a 582 posicao entre 65 paises
participantes na avaliagdo. Embora esse resultado seja preocupante, o Relatorio
Nacional Pisa 2012, divulgado pelo Inep, apresenta os resultados do desempenho
dos estudantes brasileiros e aponta que o Brasil € um dos paises que vém
apresentando os maiores progressos na educacao basica e que teve o maior avanco
absoluto na proficiéncia em Matematica. Essa constatacao é apresentada na Tabela
1, que descreve a comparacgao dos resultados brasileiros nas edi¢ées do PISA.

Tabela 1 - Resultados do desempenho brasileiro nas edicoes do PISA

PISA 2000 PISA 2003 PISA 2006 PISA 2009 PISA 2012

Matematica 334 356 370 386 391

Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).

Esses resultados demonstram os investimentos do pais nas politicas
educacionais para a melhoria da qualidade da Educacdo, com a criagdo do projeto
“Todos pela Educacao”, politicas ja descritas anteriormente. Os indices de
crescimento no desempenho em Matematica observados em relagdo a primeira
participacdo, no entanto, ndo sdo suficientes para um avango no nivel do letramento
da Matematica dos estudantes brasileiros. A comparacdo do desempenho dos
estudantes brasileiros nos seis niveis de proficiéncia, entre as edicoes de 2003 e
2012 - ambas com o foco em Matematica -, esta descrita na Figura 17.

—
4 Nived 5 {

10°%
o ] j _lj_ BE B T
Abaix Nived 1 Nivel 2 Nived 3 Nivel Nive
Nivel |
B 7154 2003 ISA 2012
Figura 17: Distribuicao percentual dos estudantes nos niveis de proficiéncia em

matematica nas edicoes do Pisa de 2003 e 2012.
Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).
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E possivel observar uma reducdo significativa no nimero de estudantes
situados abaixo de Nivel 1, bem como um crescimento no numero de estudantes
situados no Nivel 2 ou acima desse nivel. O relatério nacional do PISA 2012 aponta
como preocupante o fato de o nimero de estudantes nos niveis mais avancados de
proficiéncia (Niveis 5 e 6) ndo ter aumentado. Essa constatacao pode indicar que o
pais ndo esta preparando seus estudantes para funcées mais complexas, que
demandam maior conhecimento da Matematica, como as areas das engenharias e
tecnologias.

O desempenho dos estudantes na avaliagdo é analisado com base na
concepcao de letramento da Mateméatica adotada pelo PISA. Os tipos de questdes
sao problemas aplicados a situacdes Uteis, na vida cotidiana ou no contexto do
mercado de trabalho, para avaliar as habilidades cognitivas e 0os processos de
solucdo de problemas, relacionados aos conhecimentos dos contedudos da
Matematica. Para o PISA, a resolucdao de problema é definida "[...] como a
capacidade que envolve o processo cognitivo para compreender e resolver
situacdes-problema nas quais um método de solugdo nao € imediatamente ébvio”.
As habilidades de resolucédo de problemas sdo essenciais para 0 sucesso em todas
as atividades e podem ser desenvolvidas na escola por meio de disciplinas
curriculares. No entanto, muitos dos jovens de 15 anos apresentam um
desenvolvimento das habilidades basicas insuficiente na solugéo de problemas.

Considerando os objetivos da presente pesquisa, descrevem-se os exemplos
de questbes do PISA 2012 sobre o conhecimento de quantidades e de mudanca e
relacdes. O Quadro 4 apresenta a questdo “Porta giratéria”. Esse item esté inserido
no contexto cientifico e avalia o processo formular, que se refere a capacidade de
reconhecer e de identificar oportunidades para utilizar a Matematica na resolugéao de

um problema.
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As duas aberturas da porta (os arcos pontilhados no diagrama)

sdo do mesmo tamanho. Se essas aberturas forem muito | Corrente de ar possivel
nesta posicao

largas, as folhas giratorias talvez nao proporcionem um espaco

fechado e o ar pode entéo correr livremente entre a entrada e a l ....
saida, causando perda ou ganho de calor indesejado. Isso é 1\
mostrado no diagrama ao lado. A porta giratéria faz 4 rotacées 1 .
completas por minuto. Ha espaco para duas pessoas em cada _ /

um dos trés setores. Qual o nUmero maximo de pessoas que 1 """""""""""""

pode entrar no edificio pela porta giratéria em 30 minutos?

DADOS TECNICOS CORREGCAO

Descricao: Identificar informagao e construir | Crédito total

um modelo quantitativo (implicito) para | Cddigo 1: (D) 720

resolver o problema. Nenhum crédito
Dominio matematico: Quantidade. Cédigo 0: Outras respostas.
Contexto: Cientifico. Cédigo 9: Em branco.

Processo: Formular.

Quadro 4: Questao Porta giratoria
Fonte: Itens liberados do PISA 2012 (INEP, 2014)

O item quantidade compreende medidas, contagem, grandezas, unidades e
tamanho relativo. Além disso, o raciocinio quantitativo envolve o célculo mental e a
estimativa da ordem das grandezas, por exemplo, as multiplas representacoes de
nameros. A seguir, descreve-se a questdao “Aluguel de DVDs”, inserida no contexto
pessoal, que avalia a habilidade de empregar estratégias, encontrar uma solucao

matematica para resolver problemas.
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Jane trabalha em uma loja de aluguel de DVDs e de jogos de

videogame. Nessa loja, a anuidade dos membros custa 10 zeds. P
~ . e T~
O preco de locacdo de DVDs é menor para os membros do que .

para os ndo membros, como indica o quadro abaixo.

Preco de aluguel de | Preco de aluguel de um

locacdo de um DVD para | DVD para os membros.

0S nhao membros.

3,20 zeds 2,50 zeds

No ano passado, Jonas era membro da loja de aluguel de DVDs. Durante o ano passado, ele
gastou o total de 52,50 zeds, incluindo a anuidade dos membros. Quanto Jonas teria gasto
para alugar o mesmo nimero de DVDs se ele nao fosse membro?

Quantia em zeds:

DADOS TECNICOS CORREGAO

Descricdo: Utilizar dados financeiros para | Crédito total

resolver um problema de varias etapas. Cédigo 1: 54,40 (Aceitar respostas que
Dominio matematico: Quantidade. mostram o processo correto, ou incompleto ou
Contexto: Pessoal. com erros menores) 52.5 — 10 = 42.5, 42.5 +
Processo: Empregar. 25 =17,17 x 3.30 = 56.10 zeds. [processo

correto com pequeno erro de transcrigéo (3,30

ao invés de 3.20)]

Quadro 5: Questao Aluguel de DVD
Fonte: ltens liberados do PISA 2012 (INEP, 2014).

Mudanca e relacdes foi o dominio da Matematica em que os estudantes
apresentaram o pior desempenho, comparado aos demais conteudos avaliados.
Esse item, de um modo geral, exige dos estudantes a compreensao dos tipos de
mudancgas, assim como o reconhecimento a respeito de quando tais mudancas
ocorrem, a fim de utilizar modelos matematicos que permitam descrevé-las e prevé-
las. Isso demanda modelos de mudanca e relagdes, com fungdes e equacdes
adequadas, assim como criar, interpretar e ftransitar entre as diferentes
representagbes graficas e simbodlicas. A seguir, descreve-se a questdo A ciclista
Helena. Esse item se insere no contexto pessoal e avalia o processo interpretar.
Desse modo, interpreta um resultado matematico, aplicado a um contexto do mundo
real, e avalia a razoabilidade de uma solucdo matematica em um problema do

mundo real.
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Helena pedalou 6 km até a casa de sua tia. O velocimetro indicou que sua velocidade média foi de 18
km/h para todo o trajeto. Dentre as afirmagdes abaixo, qual esté correta?

(A) Foram necessarios 20 minutos para Helena chegar a casa de sua tia.

(B) Foram necessarios 30 minutos para Helena chegar a casa de sua tia.

(C) Foram necessarias 3 horas para Helena chegar a casa de sua tia.

(D) Nao é possivel dizer quanto tempo foi necessario para Helena chegar a casa de sua tia.

DADOS TECNICOS CORREGAO

Descricao: Calcular a duragdo do trajeto a | Crédito completo

partir de uma velocidade média e de uma | Cédigo 1: Foram necessarios 20 minutos para

distancia percorrida. Helena chegar a casa de sua tia.
Dominio matematico: Mudanca e relagbes Nenhum crédito

Contexto: Pessoal. Cédigo 0: Outras respostas.
Processo: Interpretar. Cédigo 9: Em branco.

Quadro 6: Questao A Ciclista Helena
Fonte: Itens liberados do PISA 2012 (INEP, 2014)

O desempenho dos estudantes brasileiros esta descrito em sintese na Tabela
2, que apresenta os resultados por area de contetdo. Os dados da tabela mostram

melhor desempenho médio em indeterminacao e dados.

Tabela 2 - Resultado do desempenho brasileiro por area de conteudo da Matematica

Conteudo Média EP Abaixo Nivel 1 Nivel1 Nivel2 Nivel3 Nivel4 Nivel5 Nivel 6
Indeterminagcédo e dados  402,1 2,0 26,5 35,1 25,5 10,0 2,5 0,3 0,0
Quantidade 3929 25 36,5 27,0 20,2 10,5 4,3 1,3 0,2
Espaco e forma 380,7 2,0 40,3 30,6 18,8 7,3 2,4 0,6 0,1
Mudangas e rela¢des 3715 27 46,3 24,0 16,5 8,4 3,3 1,1 0,3

Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).

Os resultados indicam que os estudantes brasileiros concentram seu
desempenho entre “Abaixo do Nivel 17 e “Nivel 2”. A seguir, apresenta-se a
comparacao do desempenho dos estudantes por area de conteldos da Matematica
entre 2003 e 2012.
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Figura 18: Evolucao da média brasileira por conteudos de Matematica 2003-2012.
Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).

E possivel observar que o desempenho dos estudantes por area de contetido
apresentou uma evolucao média de crescimento entre 2003 e 2012. Esse aumento
mais evidente ocorreu na area de mudanca e relacdes, na qual os estudantes
brasileiros apresentaram maiores dificuldades em 2003, demonstrando um resultado
que € positivo. A nota média do Brasil nos exames do PISA tem subido desde a
primeira avaliacdo, em 2000, refletindo uma melhora na qualidade educacional no

pais.

2.6.3 Organizacao do Programa de Matematica do Ensino Basico (PMEB) em
Portugal

O Ensino Basico, em Portugal, estd estruturado em trés ciclos. O primeiro
ciclo compreende o 1¢, 29, 3?2 e 4° anos; o segundo ciclo € composto pelo 5% e 6°
anos; o terceiro pelo 7°, 8° e 9% anos. Ressalte-se o fato de que as criangas iniciam
na Educacao aos trés anos de idade, sendo que mais de 85% das criancas
portuguesas cursam essas séries iniciais, envolvendo criangas de trés a cinco anos.
No Primeiro Ciclo, as matriculas atingem 100% das criancas de seis a nove anos
(DGIDC, 2007).

Vale ressaltar que, nos ultimos anos, Portugal viveu a implantacdo de um
novo Programa de Matematica do Ensino Basico (PMEB), que entrou em vigor,

oficialmente no ano de 2007. Esse programa constitui-se em um fator importante de
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possivel mudancga curricular em dois niveis fundamentais. No primeiro nivel, essa
mudanca pode ser observada nas praticas de ensino-aprendizagem na sala de aula,
com destaque especial para as tarefas propostas e o desenvolvimento da
comunicagdo. Ja no segundo nivel, a mudanga diz respeito a aprendizagem
matematica dos alunos. Para que a concretizacao do programa aconteca, um dos
aspectos mais relevantes é a organizacao dos professores nos espacos escolares.

Na implantagcdo desse programa, foi realizada uma experimentacdo em
algumas turmas-piloto, do 12 ao 92 ano de escolaridade. O PMEB (2007) esta
estruturado de modo a considerar as finalidades do ensino da Matematica, a
organizacao dos temas matematicos, e diversas orientacdes metodoldgicas gerais.

Inicialmente, o PMEB (2007) expressa as finalidades do ensino da
Matematica, valorizando uma formulacdo de objetivos claros para o ensino da
disciplina, a fim de orientar, efetivamente, a pratica. Destacam-se as seguintes
finalidades:

- promover a aquisicdo de informagdo, conhecimento e experiéncia em
Matematica e o desenvolvimento da capacidade de integragdo e mobilizacdo em
diferentes contextos.

- desenvolver atitudes positivas frente a Matematica e a capacidade de
apreciar essa area do conhecimento cientifico.

Na sequéncia, considerando essas duas finalidades, apresentam-se os
objetivos que dizem respeito as capacidades transversais. Vale ressaltar que essas
capacidades sao semelhantes as propostas pelos principios do National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM), uma organizacao de professores e educadores
de matematica norte-americanos. Os objetivos gerais apontam para uma valorizacao
da compreensao sobre procedimentos de regras, sendo estes necessarios ao
desenvolvimento da disciplina de Matematica, mas ndo como finalidade principal.
Assim, os estudantes devem compreender conceitos, algoritmos, procedimentos e
relacdes, e perceber a Matematica como uma disciplina aplicada e légica. Além
disso, devem ser capazes de lidar com diversas representacdes e estabelecer
conexdes entre elas para comunicar e raciocinar matematicamente, no sentido de
resolver problemas, usando 0s conceitos, as representacdes e os procedimentos
matematicos.

Partindo desses obijetivos, foram organizados os temas matematicos do
PMEB (2007), que se diferenciam significativamente dos previstos em programas
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anteriores: Nimeros e Operacdes, Geometria e Medida, Algebra e Organizacédo e
Tratamento de Dados.

O PMEB (2007) propds algumas diferengas importantes na organizagao dos
temas matematicos, iniciando o pensamento algébrico no primeiro ciclo, com nocdes
de Algebra, que foram inseridas no tema Numeros e Operagdes, com maior
destaque no segundo e terceiro ciclos. Outra distincdo estd na énfase das ideias
fundamentais para a Matematica escolar, no caso do tema “Numeros e Calculo”,
substituido por “Numeros e Operacoes”.

Um dado importante percebido quando se entra em contato com os
documentos oficiais portugueses envolvendo o curriculo do ensino da Matematica é
o extremo detalhamento dos temas a serem abordados, bem como do delineamento
dos objetivos e pertinéncias de estudo de cada item. Cabe ressaltar aqui que no
estudo realizado para esta tese esta listado o delineamento do tema “Numeros e
Operacbes”, considerando a operacao de divisdo € 0s numeros racionais.

No PMEB (2007), o tema ‘Numeros e Operacdes’ esta presente em todos os
ciclos, considerando trés ideias fundamentais: promover a compreensao dos
nameros e operagdes, desenvolver o sentido de numero e desenvolver a fluéncia no
céalculo. Destaca-se, nesse tema, a importancia do desenvolvimento do sentido de
namero por parte dos estudantes. Isso ocorre a partir da proposicao de tarefas que
envolvam a compreensao de relagdes numéricas e a compreensao das operagdes
aritméticas baseadas no calculo mental e na estimativa numérica. Ressalte-se,
ainda, o fato de que a aprendizagem dos algoritmos com compreensao € importante
para valorizar e apoiar atitudes de autoconfianca, tdo necessarias para a resolucao
de problemas.

Com relagdo aos numeros racionais, o0 PMEB incluiu no primeiro ciclo do
ensino basico os numeros racionais. Desse modo, passou a orientar a nog&o inicial
do conceito de fracdo e os seus diferentes significados, explorando, paralelamente,
a representacgao fracionaria e decimal, com uma abordagem para o desenvolvimento
do sentido do numero. Dessa maneira, ocorre uma mudanga curricular significativa
para os professores desse ciclo. Entretanto, o relatério do desempenho dos
estudantes do 6° ano de 2010 ainda apontam dificuldades relacionadas a
compreensao dos numeros racionais, divulgado pelo Gabinete de Avaliacido
Educacional (GAVE). Nesse relatério, é apresentado um nivel de desempenho
inferior na resolucdo de problemas envolvendo o conceito de fragdo. As respostas
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desses estudantes indicaram falta de andlise da solugdo obtida e existéncia de
lacunas conceituais na compreensao da nocao de fragao.

No que se refere ao tema Numeros e Operacoes, a sintese a seguir foi
elaborada com base nos documentos: Programa e Metas Curriculares da
Matematica e Ensino Béasico, homologado em junho de 2013; PMEB, de 2007.
Apresenta-se, no Quadro 7, a descricao do programa curricular para a operacao de

divisdo no 22, 32 e 42 anos de escolaridade.

Divisdo de numeros naturais

- Divisao exata por métodos informais;

22 Ano - Relagéo entre a divisdo exata e a multiplicacdo: dividendo, divisor e quociente;
- O simbolo +;

- Os termos metade, terga parte, quarta parte e quinta parte;

- Problemas envolvendo situagdes de partilha equitativa e de agrupamento.

- Divisao inteira por métodos informais;

- Relacao entre dividendo, divisor, quociente e resto;

32 Ano - Calculo mental: divisdes inteiras com divisores e quocientes inferiores a 10;

- Divisor de um namero, nimero divisivel por outro; relagédo entre multiplo e divisor;

- Problemas de até trés procedimentos, envolvendo situagdes de partilha equitativa e

de agrupamento.

- Algoritmo da diviséo inteira;
42 Ano - Determinacao dos divisores de um nimero natural até 100;

- Problemas de vérios procedimentos, envolvendo numeros naturais e as quatro

operagoes.

Quadro 7: Conteudo numeros e operacoes: nhumeros naturais
Fonte: PMEB, 2007.

Os numeros racionais foram incluidos a partir do primeiro e segundo anos,
com uma pratica de ensino através de “[...] uma abordagem intuitiva a partir de
situacdes de partilha equitativa e de divisdo em partes iguais, recorrendo-se a
modelos e a representacdo na forma de fracao” (DGIDC, 2007, p. 15). Dessa
maneira, ha uma ampliagdo do conhecimento numeérico para além dos numeros
naturais. E, no 3% e 4° anos, o programa orienta a aprofundar a exploragdo com
nameros racionais, recorrendo a problemas com os diferentes significados das
fracGes, introduzindo numeros na forma decimal a partir de situagcées de partilha
equitativa e medidas. Além disso, sugere que sejam exploradas as situacbes que

permitam relacionar a representacao fracionaria e a decimal, e que, de uma maneira
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intuitiva, contribuam para o desenvolvimento da compreensdo dos conceitos de
razdo e proporgdo (DGIDC, 2007). Apresenta-se no Quadro 8 a descricdo dos
conteldos desenvolvidos para 0os numeros racionais, nos 2%, 3% e 4° anos de

escolaridade.

Numeros Racionais

1 1 1

111 : .
- Fracdes 20375 100 100€ 7000 OMO medidas de comprimentos e de outras

2° Ano grandezas;

1 1 1 1
- Representacdo dos numeros naturais e das fragdes 7, 3. 5€ Jonuma reta

numeérica.

- Fragdo como representagdo de medida de comprimento e de outras grandezas;
numerais fracionarios;

- Representagao de fragdes na reta numérica;
32 Ano - FragGes equivalentes e nog¢édo de numero racional;

- Ordenagdo de numeros racionais representados por fragbes com o0 mesmo
numerador ou 0 mesmo denominador, ou utilizando a reta numérica ou a medicao de
outras grandezas;

- FragOes proprias.

- Construcao de fragdes equivalentes por multiplicagdo dos termos por um mesmo
42 Ano fator;

- Simplificacdo de fragbes de termos pertencentes a tabuada de multiplicagdo do 2 e
do 5 ou ambos multiplos de 10 .

Quadro 8: Conteildo numeros e operagcoes: numeros racionais
Fonte: PMEB, 2007.

Além das alteragcées nos temas matematicos, o PMEB (2007) salienta trés
capacidades transversais: resolucdo de problemas, raciocinio matematico e
comunicacdo matematica. A primeira capacidade transversal, a resolucdo de
problemas, assume um papel fundamental em todos os ciclos, no sentido do
desenvolvimento das habilidades de compreensdo do problema, bem como a sua
concepcao, aplicacdo e elaboracdo de justificativas das estratégias de solucéo.
Além disso, o PMEB (2007) propde, também, que os problemas podem servir como
contexto de aplicacdo de conhecimentos ja adquiridos anteriormente, assim como
tém potencial de servir para o desenvolvimento de novas aprendizagens.

No caso da segunda capacidade transversal, o PMEB (2007) aponta como
fundamental entender quais processos de raciocinio sdo usados na realizacdo de
diferentes tipos de tarefa matematica. Dessa maneira, a resolucdo de problemas e
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de exercicios inclui a formulacdo de uma estratégia geral de resolucdo de um
exercicio. Em outro nivel, implica na realizacdo de uma transformag¢édo ou calculo,
bem como na sua explicacdo. Ainda, na realizacdo de exploracdes e investigacoes,
temos a formulacdo de uma estimativa sobre um objeto especifico, apoiada numa
razao e, por outro lado, a definicdo de uma estratégia de teste de uma conjectura.
Por fim, uma demonstracao envolve certo nivel de formulacdo de uma estratégia
geral de demonstracao e, em outro nivel, uma construcao argumentativa.

Para finalizar, com relacdo a terceira capacidade transversal, a comunicagao,
o PMEB (2007) destaca que se trata da capacidade dos estudantes de interpretar,
comunicar (oralmente) e representar, por escrito e por outras formas, as suas ideias
matematicas, bem como de compreenderem as ideias formuladas pelos outros. A

seqguir, o Quadro 9 apresenta cada uma das capacidades transversais associadas a

cada ciclo.
12 ciclo: desenvolver a capacidade de resolver problemas de diversos
tipos, relacionados as situagdes do cotidiano, identificando as informacgbes
relevantes sobre o problema, bem como ao seu objetivo;
Resolucido 22 ciclo: ampliar as estratégias de resolugéo de problemas, aprofundando
de Problemas | @ andlise dos resultados obtidos, bem como a adequagao dos processos

utilizados;

32 ciclo: possibilitar o aprofundamento da capacidade de resolugédo de
problemas, de forma a analisar as consequéncias na solugdo de um
problema resultante da altera¢do dos dados e das condigdes iniciais.

12 ciclo: esta associado a explicacdo e a formulagdo de estimativa relativa
a situacdes matematicas simples;

22 ciclo: permite aprofundar as explicagdes e a formulagdo de estimativa
Raciocinio justificando-as com deducdes informais;

32 ciclo: assume novas dimensdes, argumentacdo informal de uma
demonstragao, identificacéo e a utilizagao do raciocinio indutivo e dedutivo
na compreenséo do papel das definicobes em Matematica.

12 ciclo: desenvolve-se através da vivéncia de situacbes variadas
envolvendo a interpretagdo de enunciados, a representacao e expressao
de ideias matematicas, no inicio com mais énfase na comunicagéo oral,
mas, progressivamente, valorizando também a comunicagado escrita e a
sua discussao na turma.

2.2 ciclo: os alunos evoluem na forma de exprimirem as suas ideias e de
Comunicagao | descreverem o0s processos matematicos que utilizam, progredindo na
traducdo de relagdes da linguagem natural para a linguagem matematica
e vice-versa, na variedade de formas de representacdo matematica que
usam e no rigor com que o fazem.

3.2 ciclo: espera-se que os alunos progridam “na fluéncia e no rigor com
que se exprimem, oralmente e por escrito, tanto na linguagem natural
como na linguagem matematica, usando a notacdo e a simbologia
especifica dos diversos tépicos matematicos e desenvolvem a sua
capacidade de interagir num grupo e na turma” (p. 62).

Quadro 9: Capacidades transversais associadas a cada ciclo.
Fonte: PMEB, 2007.
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Assim como o Brasil, Portugal também participa da avaliagdo do PISA, e os
resultados obtidos tém indicado melhora no desempenho dos estudantes. Tais
resultados apontam que o aumento na média de desempenho nao foi linear, mas
significativo em dois momentos, relativos ao PISA de 2003 e 2009. A seguir,

descreve-se a comparacao do desempenho dos dois paises na avaliagcao do PISA.

2.6.4 Desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses no PISA 2012

Os resultados do PISA fornecem os dados da evolucdo do desempenho
cognitivo dos estudantes ao longo do tempo e também permitem que esse
desempenho seja comparado aos de outros paises. Dessa forma, é possivel
verificar a evolugdo do desempenho dos estudantes brasileiros nas edicées do
PISA, considerando a sequéncia temporal, assim como a atuacao de outros paises.

O avanco do desempenho dos estudantes brasileiros, em compara¢cao com o
dos estudantes portugueses nas sucessivas edicoes do PISA esta apresentado na
Tabela 3.

Tabela 3 - Comparacao dos resultados do desempenho brasileiro e portugués nas
edicoes do PISA

PISA 2000 PISA 2003 PISA 2006 PISA 2009 PISA 2012

Brasil 334 356 370 386 391
Portugal 454 466 466 487 487

Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).

E possivel observar diferencas nos niveis de proficiéncia, quando
comparadas as edicoes de 2003 e 2012. Nessas edicoes, o foco foi a Matematica,
sendo que ambos o0s paises demonstraram crescimento no desempenho dos
estudantes.

A OCDE destaca que Portugal é um dos paises que conseguiram reduzir o
namero de estudantes que apresentaram desempenho muito ruim e aumentaram o

namero de estudantes que se destacam com desempenho superior.
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E possivel observar o Brasil, em uma relagdo internacional, destacando-se a
comparacdo com Portugal, pela participacdo dos estudantes dos dois paises na
presente pesquisa. A distribuicdo dos estudantes desses paises esta indicada por

niveis de proficiéncia e é apresentada na figura a seguir.

|| |

Peru

A
|
Coldmbia [ ] |
Brasil ]
Argentina ]
Uruguai [
México _
.

Chile

s B y
Portugal - -
Espanha . .
Finlindia 1 1
Coreia do Sul I _
100 80 60 40 20 0 20 40 &0 80 100
B Abaixo Nivel 1 Nivel 1 Nivel 2 Nived 3 Nivel 4 I Nivel 5 [l Nivel &

Figura 19: Distribuicao percentual dos estudantes, por niveis de proficiéncia em
Matematica, nos paises
Fonte: Relatério Nacional PISA 2012 (INEP, 2014).

Percebe-se, no caso do Brasil, que mais de 60% dos estudantes nao
atingiram o Nivel 2, enquanto que, em Portugal, mais de 40% dos estudantes
atingiram o Nivel 2. Este nivel é estabelecido pela OCDE como necessario para que

o estudante possa exercer plenamente sua cidadania.
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No Brasil encontramos apenas um estudo comparativo com criancas
brasileiras e portuguesas, com idades entre seis e sete anos, realizado por
Dorneles, Mamede e Nunes (2008). As autoras investigaram se os significados de
fracdo quociente e parte-todo influenciam o nivel de desempenho das criangas nas
tarefas de resolucdo de problemas relacionadas a equivaléncia, a ordenacgéao e a
nomeacao. Os resultados indicaram o uso de procedimentos de correspondéncia
(associacao estabelecida entre uma parte e cada destinatario) e de divisao de um
item em partes iguais como sendo aqueles mais utilizados pelas criancas. As
criangas apresentaram niveis de sucesso nas tarefas de ordenacdo e de
equivaléncia de fracbes e no significado quociente, sugerindo que elas tém algum
conhecimento informal da logica de fracdes desenvolvido na sua vida cotidiana, sem
instrucdo na escola. As autoras sugerem que esse fato pode ser atribuido como
consequéncia da Educacao Infantil mais precoce e prolongada em Portugal.

Poucos estudos comparativos sobre numeros racionais foram encontrados
envolvendo nacionalidades diferentes e criancas com idade escolar. O estudo
realizado por Miura, Okamoto, Vlahovic-Stetic, Kim e Han (1999) comparou o
desempenho de criangas coreanas, croatas e norte-americanas com idades de seis
e sete anos. A investigacao examinou o conhecimento das criancas sobre fracdes
numéricas antes da instrucdo escolar. Os autores investigaram a influéncia das
caracteristicas da linguagem no pensamento e no desempenho matematico, e
também verificaram se a relagdo quantitativa de fracdes parte-todo pode ser
entendida mais facilmente em idiomas do leste asiatico, como Coréia. Os resultados
evidenciaram melhor desempenho das criangcas coreanas e indicaram que o
vocabulario coreano influenciou um entendimento melhor das criancas sobre o
significado atribuido as fragcdes numéricas. Tais resultados mostraram que as
criangas sdo capazes de associar as fragcdes numéricas com as correspondentes
representacdes pictoricas anteriores a instrugdo formal. Geary (1995) e Butterworth
(1999) argumentam que praticamente ndo existem diferencas nas habilidades
matematicas biologicamente primarias entre as criancas asiaticas e norte-
americanas. No entanto destacam que as criancas asiaticas tém uma vantagem
substancial nas habilidades matematicas biologicamente secundéarias. Essa
vantagem pode ser atribuida as diferencas culturais nos métodos de ensino e

influenciada pelo idioma coreano.



3 METODO

Nesta tese, tem-se como problema de pesquisa investigar como a
compreensao da relacdo inversa entre quantidades, expressa pelo nimero de partes
e o tamanho das partes, influencia a aprendizagem inicial das fragdes.

Para isso, a pesquisa dividiu-se em dois estudos: um estudo transversal e um
estudo comparativo. O estudo transversal prop6s-se a verificar como a compreensao
da relagdo inversa entre quantidades, em situacao de divisdo e de fracéo, influencia
na aprendizagem inicial das fracées. Ja o estudo comparativo teve como objetivo
verificar se existem diferencas e semelhancas no desempenho dos estudantes
brasileiros e portugueses no que tange a compreensao da relacéo inversa entre o
tamanho das partes e 0 numero de partes em situacdes de divisdo e de fragdo. Para
a realizacao do estudo comparativo, foram utilizados os procedimentos de coleta de
dados e os instrumentos de avaliagio matematica semelhantes ao estudo
transversal.

Os estudos envolveram uma abordagem de pesquisa survey e a combinacao
dos métodos quantitativos e qualitativos, que possibilitam uma complementacédo dos
resultados e que permitem mais de uma visdo do problema de pesquisa (MINAYO,
2007). Na perspectiva quantitativa, utilizou-se um questionario, que foi aplicado no
espaco escolar, de forma coletiva, mantendo as caracteristicas do ambiente no qual
os estudantes estao habituados. Na perspectiva qualitativa, solicitou-se a explicacdo
para as respostas dos problemas, e, a partir da interpretacdo dos tipos de
justificativas, estabeleceu-se categorias de solucdes.

A revisdo da literatura consistiu na selecdo de artigos, nacionais e
internacionais, a fim de verificar os principais resultados de pesquisas recentes na
area da Educacao Matematica e da Psicologia Cognitiva. Trata-se de uma revisao
nao sistematica e ndo abrangente da literatura. A partir da pesquisa inicial no Portal
de Periddicos da Coordenacédo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior —
CAPES, selecionou-se artigos nas bases de dados Science Direct, PsycINFO, Wiley
Online Librarye SciELO. Utilizaram-se dois parametros de busca: o primeiro
parametro considerou o periodo da publicacdo, entre 2003 e 2014; e o segundo
parametro envolveu o descritor rational numbers, fraction, division, fragéo, divisdo e

numero racional. Para complementar a busca, selecionou-se estudos através das
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listas de referéncia dos artigos inicialmente encontrados, considerando os seguintes
aspectos: incluir estudo empirico; ter sido realizado com participantes em idade
escolar; e abordar estudos com paradigmas tedricos em campos numéricos. Por fim,
fez-se a busca das referéncias cientificas nas bibliotecas da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul - Brasil e da Universidade do Minho - Portugal. A analise dos
resumos das 51 referéncias selecionadas abordando o tema indicou que 13,7% eram
de estudos nacionais, 50,9% de estudos norte-americanos, 33,3% de estudos
europeus e 1,9% coreano. Observou-se que as publicagbes nacionais com estudos
sobre a aprendizagem dos numeros racionais sao escassas.

Antes de iniciar a descricdo dos dois estudos da pesquisa, ressalta-se que a
investigacao foi delineada a partir de um estudo piloto, realizado pela prépria
pesquisadora, durante o ano de 2013.

3.1 ESTUDO PILOTO

A conducdo de um estudo piloto possibilitou testar, avaliar, revisar e
aprimorar os instrumentos e os procedimentos de pesquisa. Nesse sentido, teve
como objetivo testar se os tipos de problemas de divisdo e de fracdo permitiriam
verificar se a compreensao dos estudantes no que diz respeito a relacao inversa
entre o divisor e 0 quociente favorece a compreensao do conceito de fracao.

Inicialmente, participaram 50 estudantes do 4° ano do ensino fundamental,
com idades entre 9 e 11 anos, de uma escola da rede publica de ensino da cidade
de Porto Alegre — Brasil. A opcao por escolas da rede publica de ensino deve-se ao
fato de que essa categoria representa a realidade escolar da maioria da populacéao
brasileira. A participacdo dos estudantes ocorreu ap6és uma entrevista da
pesquisadora com a direcao da escola para apresentacao do estudo e solicitagdo da
autorizacao, por parte da direcao (ANEXO A). O Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido, autorizando a participacdo na pesquisa foi enviado aos pais e/ou
responsaveis e aos estudantes (ANEXO B).

As tarefas de avaliacdo de divisdo foram adaptadas dos estudos de Correa,
Nunes e Bryant (1998) e de Kornilaki € Nunes (2005), e as de fragdo foram
adaptadas de Mamede, Nunes e Bryant (2005). O instrumento de investigacao
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consistiu em 40 problemas de divisdo, com quantidades discretas e continuas. Os
problemas foram organizados em um caderno de atividades com um problema em
cada folha. Foram aplicados cinco problemas de divisdo partitiva, cinco de divisao por
quotas, dez de fracdo parte-todo, dez problemas de fracdo quociente, e dez com
representacdo simbolica.

A realizagdo do estudo piloto envolveu dois momentos distintos no ano de
2013. No primeiro momento, o instrumento de avaliagdo foi aplicado de forma
coletiva, em pequenos grupos. Estipulou-se o tempo de 50 minutos para resolucéo
dos problemas. Todos os problemas foram projetados em slides, com recurso de
multimidia. O caderno de atividades apresentava os problemas na mesma
sequéncia em que foram projetados nos slides para a turma. Todos os problemas
foram lidos em voz alta pela pesquisadora para evitar a interferéncia de diferencas
nas habilidades de leitura no desempenho da realizacao das tarefas. Apds a leitura
do problema, os estudantes resolveram, individualmente, e escreveram a resposta
no caderno de atividades. Nao foram disponibilizados materiais manipulativos para a
resolucao dos problemas.

No segundo semestre de 2013, ocorreu o segundo momento da aplicagéo
do instrumento de avaliacdo. Nesse momento, o instrumento ja havia sido
modificado e foram realizadas algumas adequagdes nos procedimentos de coleta de
dados.

Os dados evidenciados pelo estudo piloto permitiram aprimorar os
instrumentos e o0s procedimentos da pesquisa, bem como auxiliaram no
delineamento do estudo transversal e do estudo comparativo. As alteragdes que
consistiram no refinamento do instrumento foram as seguintes: reducao do niamero
de problemas; aplicacao de forma coletiva na turma, em um Gnico momento; tempo
destinado para a resolugédo dos problemas; e adequacao dos valores numéricos dos
problemas. Considerou-se fundamental, para a presente pesquisa, a realizagdo do

estudo piloto.
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3.2 ESTUDO TRANSVERSAL

Este estudo teve como objetivo geral verificar como a compreensao da relagao
inversa entre quantidades, em situagcdo de divisdo e de fracdo, influencia na
aprendizagem inicial das fracdes.

A partir do objetivo geral, foram estabelecidos o0s seguintes objetivos
especificos:

- Verificar a compreensao da relacdo inversa entre o divisor e o quociente, em
situacdes de divisao partitiva e por quotas;

- Verificar a compreensao da relagao inversa entre numerador e denominador,
em situacdes de fracdo parte-todo e quociente;

- Verificar se existe correlacdo entre os tipos de situacbes de fracdo e os
principios légicos da ordenacao e da equivaléncia;

- Verificar a compreensao da relacao inversa entre quantidades, através das
explicacdes que justificam as solucdes dos diferentes tipos de problemas;

Considerando a revisdo da literatura realizada, as seguintes questées do
estudo foram propostas:

* Qual desempenho os estudantes apresentam na resolucao de problemas
sobre relacao inversa entre quantidades em situacoes de divisdo?
* Qual desempenho os estudantes apresentam na resolucao de problemas

sobre relacdo inversa entre quantidades em situacoes de fracao?

3.2.1 Amostra

Participaram 90 estudantes brasileiros do 4° ano do ensino fundamental de
uma escola da rede publica de ensino da cidade de Porto Alegre — Brasil, com idades
entre 9 e 10 anos.

Para definir a amostra, foram considerados trés aspectos. O primeiro aspecto
envolveu a escolha da escola da rede de ensino publico, com perfil socioecondmico
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semelhante. O segundo aspecto esteve relacionado a idade dos estudantes, sendo
gue nao foram consideradas, para analise dos dados, as informagdes dos estudantes
com idade superior a 11 anos e dos estudantes portadores de necessidades
educativas especiais. A decisdo, nesse sentido, visou evitar discrepancias na
amostra que pudessem interferir nos resultados. Por fim, o ultimo aspecto referiu-se
ao conhecimento matematico. Os estudantes envolvidos nesse estudo tinham ensino
regular sobre divisdo, no contexto escolar, mas ndo tinham ensino formal sobre
fracdo, conforme legislacao vigente.

Assim como no estudo piloto, a participacao dos estudantes ocorreu apdés uma
entrevista da pesquisadora com a direcdo da escola, para apresentacado do estudo e
solicitacdo da autorizacdo por parte da direcado (ANEXO A). O Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido, autorizando a participacdo na pesquisa, foi
enviado aos pais e/ou responsaveis e aos estudantes (ANEXO B). Ja a participacao
das professoras, licenciadas em Pedagogia, ocorreu da seguinte maneira: a
pesquisadora lhes apresentou os objetivos do estudo, e, posteriormente, foi realizada
uma entrevista para verificar o conhecimento dos estudantes sobre divisdo, tema que

vinha sendo abordado e explorado em sala de aula.

3.2.2 Procedimentos de coleta de dados

Inicialmente foi solicitada autorizacdo das dire¢cdes das escolas para a
realizacao da pesquisa. Apds esse contato inicial, foram agendadas as datas e os
horarios para a aplicacdo do instrumento de avaliacdo, de acordo com a
disponibilidade das turmas. Em ambos os paises, as professoras relataram que os
estudantes ja haviam recebido ensino regular sobre divisdo com numeros naturais;
no entanto, ndo haviam abordado a tematica da presente pesquisa com o0s
estudantes envolvidos.

Com base na abordagem de pesquisa survey, o estudo transversal
caracterizou-se pela coleta dos dados em um Unico momento. A aplicacdo do
instrumento de avaliacdo ocorreu de forma coletiva, na sala de aula, no horario
escolar e com duracdo média de 50 minutos. Os estudantes receberam um caderno
de atividades (ANEXO C) e foram orientados a preencherem as informacdes, como
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nome, idade e série. Foi realizada uma breve explicacao para os estudantes sobre
0s objetivos do estudo e os procedimentos para realizacao da atividade.

Todos os problemas foram projetados em slides, com o recurso Power Point, e
lidos em voz alta pela pesquisadora, para evitar a interferéncia de diferencas nas
habilidades de leitura, no desempenho da realizacdo das tarefas. Apds a leitura, os
estudantes resolveram individualmente o problema. Nao foi fornecido material
manipulavel e estipulou-se o tempo de dois minutos para resolugédo de cada um dos
problemas. Depois disso, juntos, todos os estudantes prosseguiam para a resolucao
do proximo problema. Finalizadas as atividades, os cadernos devidamente
preenchidos foram recolhidos. As professoras responsaveis acompanharam a

aplicacéao do instrumento de avaliacao.

3.2.3 Instrumento de avaliacao

O instrumento de avaliagdo foi composto de um questionario com 22
problemas: seis problemas de divisdo, oito problemas de fracdo parte-todo e oito
problemas de fracdo quociente. Os problemas estavam organizados em um caderno
de atividades, com um problema de multipla escolha em cada folha, cada uma
apresentando trés alternativas, sendo apenas uma correta, e as demais erradas.
Para compreender a estratégia e o raciocinio utilizados na resolu¢ao dos problemas,
foi solicitado que os estudantes escrevessem uma explicacdo como justificativa da
solucéo do problema.

O caderno de atividades foi composto de séries alternadas de problemas.
Cada série apresentava um problema de divisdo partitiva; divisdo por quotas; fragéo
parte-todo ordenacéo; fracdo parte-todo equivaléncia; fracdo quociente ordenacgéo; e
fracdo quociente equivaléncia. O caderno de atividades entregue aos estudantes

apresentou os problemas na ordem das séries a serem resolvidas.
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3.2.3.1 Avaliacdo da compreensdo da relacdo inversa entre quantidades em

situacbes de divisao

O instrumento de avaliacdo foi aplicado para verificar a compreensdo da
relacdo inversa entre os termos da divisdo, o raciocinio multiplicativo, e os esquemas
de particao e de correspondéncia um-para-muitos. O instrumento consistiu em seis
problemas de divisdo: trés de divisdo partitiva e trés de divisdo por quotas. Os
problemas privilegiaram a comparagdo entre as quantidades descritas pelos trés
termos da divisao: dividendo, divisor e quociente; e o julgamento do valor relativo:
‘mais que; menos que; mesma quantidade que”. A resolucdo dos problemas nao
exigia calculo numérico. Apds a resolucao dos problemas, solicitou-se que os
estudantes explicassem sua resposta. Os problemas de divisdo foram adaptados dos
estudos de Correa, Nunes e Bryant (1998) e de Kornilaki e Nunes (2005). A seguir,
no Quadro 10, apresentam-se exemplos de problemas de divisdo que compdem o

instrumento deste estudo.

Divisdo Problema

Maria e Luiza tém a mesma quantidade de doces. Maria distribuiu os doces, de
forma justa, para trés criancas, e Luiza distribuiu os doces, de forma justa, para
quatro criangas. Cada crianga do grupo da Luiza recebe:

Partitiva [ mais doces

J menos doces

[J a mesma quantidade de doces, do que cada crianga do grupo da Maria.

Explica a tua resposta:

Jodo e Paulo tém a mesma quantidade de adesivos. Jodo colocou trés adesivos
em cada folha de um livro, e Paulo colocou quatro adesivos em cada folha de um
livro. Jodo usou:

Quotas [ mais folhas

[ menos folhas

0 a mesma quantidade de folhas de um livro, do que Paulo.

Explica a tua resposta:

Quadro 10: Exemplos de problema envolvendo situacao de divisao.
Fonte: Adaptado de Correa, Nunes e Bryant, 1998.
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Os problemas de divisao partitiva apresentaram a quantidade inicial
desconhecida, e 0 numero de quotas variou entre os valores 2 a 6, em cada
problema, e a solugéo exigia o julgamento do tamanho da quota. Ja os problemas de
divisdo por quotas o tamanho da quota variou entre os valores 2 a 6, e a solugéo
exigia o julgamento do numero de quotas existentes (CORREA, 2004).

3.2.3.2 Avaliagdo da compreensdo da relagdo inversa entre quantidades em

situacées de fracdo

O instrumento de avaliagdo baseou-se numa sequéncia de problemas
adaptados do estudo de Mamede, Nunes e Bryant (2005). A aplicacdao do
instrumento envolveu um questionario com 16 tarefas com ilustragdo, sendo oito
problemas de situacdo parte-todo, e oito problemas de situacdo quociente. Os
problemas foram aplicados para verificar a compreensao da relagdo inversa entre o
tamanho das partes e 0 numero de partes, o raciocinio quantitativo, e os esquemas
de particdo e de correspondéncia um-para-muitos. A resolucdo dos problemas
envolveu a habilidade de comparar quantidades, estabelecer as relagdes entre as
quantidades e julgar o valor relativo: “mais que; menos que; mesma quantidade
que”, e nao exigiam calculo numérico. Os problemas de fracao distinguem-se em
dois tipos de situacdes: parte-todo e quociente. As situacdes parte-todo envolvem
nocao de particdo, e as situagcées quociente envolvem a nocao de correspondéncia
um-para-muitos. Em cada situacao, foram considerados os principios basicos de
ordenacao e equivaléncia. A seguir, no Quadro 11, apresentam-se problemas de
situacao parte-todo que compdem o instrumento deste estudo.
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Equivaléncia

Rita

Rita divide um bolo em dois pedacos iguais e come um deles. Olga divide o bolo em quatro

pedacos iguais e come dois deles.

[JRita come mais bolo do que a Olga;
LJRita come menos bolo do que a Olga;
[0 As duas comem a mesma quantidade de bolo.

Explica a tua resposta:

Ordenacao
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Marco corta uma pizza em duas fatias iguais e come uma delas. Lara corta uma pizza em trés

fatias iguais e come uma delas.

[0 Marco come mais pizza do que a Lara;
[0 Marco come menos pizza do que a Lara;

0 Os dois comem a mesma quantidade de pizza.

Explica a tua resposta:

Quadro 11: Exemplos de problema de situacao de fracao parte-todo
Fonte: Mamede, Nunes e Bryant, 2005.

Os problemas de situacao parte-todo estao associados a nocao de particdo. A
ordenacéao das fracbes menores do que a unidade estabelece a relagéo inversa entre
o tamanho das partes e o nimero de partes de um todo. E necessario compreender
que, quanto maior for o numero de partes iguais em que um todo é dividido, menores
serao as partes, € que ndo ha uma compensacao entre o tamanho e as partes. Ja a
equivaléncia de fracbes exige compreender que existe uma compensacao entre o
tamanho e o numero das partes. Nesse caso, a metade de um tamanho necessita o
dobro de partes para que os tamanhos sejam equivalentes. A seguir, no Quadro 12,
apresentam-se exemplos de problemas de situacdo quociente que compdéem o

instrumento deste estudo.
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As meninas dividem uma pizza de forma justa, e os meninos dividem duas pizzas de forma

justa.

[J Cada menina come mais pizza do que cada menino;
[J Cada menina come menos pizza do que cada menino;

[J Cada menina come a mesma quantidade de pizza do que cada menino.

Explica a tua resposta:

Ordenacao

Duas meninas dividem um bolo de maneira igual. Trés meninos dividem um bolo de maneira

igual.

[J Cada menina come mais bolo do que cada menino;
] Cada menina come menos bolo do que cada menino;

[] Cada menina come a mesma quantidade de bolo do que cada menino.

Explica a tua resposta:

Quadro 12: Exemplo de problema de situacao de fracao quociente.
Fonte: Mamede, Nunes e Bryant, 2005.
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Os problemas de situacdo quociente estdo associados a nocdo de

correspondéncia um-para-muitos. A ordenacdo das fracbes menores do que a

unidade estabelece a relacdo inversa entre duas grandezas distintas, o que exige

compreender que, quanto mais pessoas houver para receber o que sera

compartilhado, menos cada uma recebera. A equivaléncia de fragdes, nesse caso,

nao exige a compensacao entre o tamanho das partes e 0 numero de partes.
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3.2.4 Procedimento de analise dos dados

Os dados coletados foram analisados com o recurso do Statistical Package for

Social Sciences, SPSS versao 20, nas seguintes modalidades:

1) Analise descritiva foi realizada para verificar o desempenho dos estudantes.
Foram apresentadas as médias e o0 desvio padrdao, e a mediana e o intervalo
interquartilico para as variaveis quantitativas, e frequéncias, para as variaveis
categoricas. Foi utilizada a pontuacdo um para a resposta correta, e a pontuacéao
zero para as respostas restantes. Realizou-se uma proporg¢édo das respostas corretas
devido a diferenga no numero de problemas por tipo de situacdo. A andlise de
normalidade foi realizada por meio do teste nao paramétrico de Kolmogorov-Smirnov.

2) Andlise de correlagado, para evidenciar as possiveis correlacdes entre os
tipos de situacdo e os principios légicos, por meio do calculo do coeficiente de
correlagao de Spearman (rs).

3) Analise qualitativa das explicacbes para as respostas dos problemas,

organizadas em categorias, por meio das frequéncias relativas.

3.2.5 Resultados

A apresentacao dos resultados do estudo transversal foi feita em trés etapas:
(1) descricdo do desempenho dos estudantes nos problemas de divisdo e de fracao;
(2) analise de correlagdao entre os principios l6gicos e as situagdes de fracao; (3)
descricdo do desempenho dos estudantes quanto as justificativas por tipo de
problema de divisdo e de fragéo.
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3.2.5.1 Descricdo do desempenho dos estudantes nos problemas de divisdo e de
fracao

Em relacdo aos problemas de divisdo partitiva e por quotas, o desempenho
dos estudantes foi descrito a partir das médias e do desvio padrao, e das medianas e
do intervalo interquartilico, das respostas corretas. Os resultados estdo apresentados

na Tabela 4.

Tabela 4 - Desempenho obtido pelos estudantes, por tipo de problema de divisao
Divisédo (n = 90)

Partitiva Quotas p-valor
Média (dp) 20 (33) 31 (34) 0,018
Mediana (iiq) 00 (0;33) 33 (0;67)

Os valores representam o percentual de acertos de cada tipo de problema.
dp= desvio padrao

iig= intervalo interquartilico

Os resultados apontam que os estudantes apresentaram desempenho
superior nos problemas de divisdo por quotas. Os dados da Tabela 4 indicam que o
desempenho dos estudantes apresenta diferenga significativa (p=0,018) entre os
problemas de situagéo de divisdo partitiva e por quotas.

E possivel observar que a média de respostas corretas obtida pelos
estudantes nos problemas de divisdo por quotas foi de 31%, enquanto que, nos
problemas de divisdo partitiva, foi de 20%. A mediana indica que metade dos
estudantes apresenta até 33% de respostas corretas nos problemas de divisao por
quotas, enquanto que metade dos estudantes nao obteve respostas corretas na
divisdo partitiva.

O desempenho dos estudantes nos problemas de divisao foi inferior a 50% de
acertos, o que se considera como um desempenho baixo. Esse resultado indica que
os estudantes da amostra apresentaram dificuldade ao estabelecer a relacdo inversa
entre as quantidades envolvidas nos problemas de situacédo de divisao partitiva e por
quotas.

Em relagdo aos problemas de fracdo parte-todo e quociente, 0 desempenho
dos estudantes foi descrito a partir das médias e do desvio padrao, e das medianas e
do intervalo interquartilico, das respostas corretas. Os resultados estdo apresentados

na Tabela 5.
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Tabela 5 - Desempenho obtido pelos estudantes, por tipo de problema de fracao

Quociente (n = 90) Parte-todo (n = 90)
Ordenacdo Equivaléncia p-valor Ordenagdao Equivaléncia p-valor
Média (dp) 43 (36) 42 (35) 0,902 29 (26) 13 (23) 0,000
Mediana (iiq) 25 (0;75) 50 (0;75) 25 (0;50) 00 (0;25)

Os valores representam o percentual de acertos de cada tipo de problema.

Os resultados apresentados na Tabela 5 mostram que o desempenho dos
estudantes nos problemas de situagdo quociente apresenta média de acertos
superior, quando comparado aos problemas de situacdo parte-todo. Esse fato é
coerente com a literatura, que aponta a situagdo de fracdo quociente como mais
facilitadora da compreensao do conceito de fragao.

Nao houve diferenca significativa entre os problemas de fragdo quociente em
relacdo a ordenacao e a equivaléncia (p=0,902). A mediana indica, no entanto, que
metade dos estudantes obteve até 25% de acertos na ordenacdo e até 50% dos
acertos na equivaléncia nesse tipo de problema.

Nos problemas de situacdo parte-todo, a média de acertos obtida pelos
estudantes foi superior na ordenacdo. A mediana demonstra que metade dos
estudantes obteve até 25% de acertos na ordenacdo, enquanto metade dos

estudantes ndo obteve acertos na equivaléncia nessa situacao de fragdo.

3.2.5.2 Anadlise de Correlacdo

Conduziu-se uma analise de correlacado para identificar as possiveis relacoes
estabelecidas entre as situacdes de fracdo quociente e parte-todo, e os principios de
ordenacdo e equivaléncia, bem como suas intercorrelagdes. Os resultados estdo

apresentados na Tabela 6.
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Tabela 6 - Correlacoes entre os diferentes tipos de problemas fracao

Quociente Quociente Parte-todo Parte-todo

Ordenacdo Equivaléncia Ordenagdo  Equivaléncia

Quociente Ordenacéo 1

Quociente Equivaléncia 0,29** 1

Parte-todo Ordenacao 0,59** 0,10 1

Parte-todo Equivaléncia 0,13 0,38** 0,24* 1

*p<0,05; **p<0,01; Coeficiente de correlacdo de Spearman.

Os resultados do coeficiente de Spearman revelam uma correlacdo forte
(rs=0,59; p<0,01), indicando que quanto maior o desempenho dos estudantes na
ordenacdo com as situagdes de fracdo quociente, maior o desempenho nas
situacdes de parte-todo. Tais resultados demonstram que a compreensao da relacao
inversa entre o tamanho das partes € 0 nimero de partes esta associada a um
melhor desempenho nas situagdes de fracdo quociente. Percebeu-se correlacao
moderada (rs=0,38; p<0,01) do principio de equivaléncia e as situacboes de fracao
quociente e parte-todo.

Quando os tipos de problemas foram relacionados entre si, verificou-se
correlacao fraca da situagao de fragdao quociente e os principios de ordenacao e de
equivaléncia (rs=0,29; p<0,01); bem como da situagao parte-todo e os principios de
ordenacdo e de equivaléncia (rs=0,24; p<0,05). Para os demais itens, nédo foi
evidenciada a existéncia de correlacédo, conforme mostra a Tabela 6.

3.2.5.3 Descricdo do desempenho dos estudantes quanto as justificativas por tipo de

problemas de divis&o e de fracdo

Apos realizar a andlise descritiva do desempenho dos estudantes, conduziu-se
uma analise qualitativa das explicacdes que justificam as solu¢des para a resolugcéao
dos problemas. Procurou-se, assim, entender melhor como os estudantes pensam e
identificar as diferengas no desempenho entre os tipos de problemas de divisdo e de
fracéo.
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A fim de sistematizar as justificativas apresentadas pelos estudantes, foi
possivel distinguir cinco diferentes categorias, a partir das semelhancas entre as
respostas:

1) relacdo inversa — a justificativa atende a relacdo inversa entre as duas
quantidades do problema, apresentando uma justificativa valida.

Exemplo: “Porque ele partiu a sua pizza em duas partes iguais, e ela, em
quatro partes iguais, e as partes dela ficaram menores”;

2) raciocinio proporcional — evidencia o estabelecimento de uma relagao
proporcional entre as quantidades do problema, produzindo um argumento valido.

Exemplo: “Comem igual porque as meninas sédo duas, para um chocolate, e os
meninos sao o dobro delas, com o dobro dos chocolates”;

3) relacado direta — estabelece uma relacao direta entre as quantidades.

Exemplo: “Porque tem mais criangas por isso come mais bolo”;

4) quantidade inicial — atende apenas a uma das quantidades iniciais do
problema, produzindo justificativas incompletas.

Exemplo: “Porque tem mais bolos”;

5) inconclusivo/invalido — contempla todas as explicagdes inconclusivas, ou em

branco.

Os resultados apresentados na Tabela 7 referem-se as justificativas utilizadas

pelos estudantes para explicar suas respostas na resolucao, por tipo de problema.

Tabela 7 - Porcentagem de tipos de justificativas apresentadas

Quociente Parte-todo Divisao
Ordenagdo Equivaléncia Ordenagdo Equivaléncia Partitiva Quotas
Re'a.‘@éf’ .i”"ersa . 378 322 111 78 111 15.6
RaC|0(~:|n|o. proporcional i 4.4 11 55 ) )
Relagao direta 25.6 24.4 25.6 60.0 34.4 31.1
Quantidade inicial 7.8 17.8 30.0 2.2 31.1 222
Inconclusivo/-invélido 58 9 o1 1 300 578 533 311

Os valores representam o percentual da frequéncia de justificativas de cada tipo de problema.

Os dados da Tabela 7 mostram que a justificativa “relagdo inversa” foi
apontada nas situacdes de fragcdo quociente por 37,8% dos estudantes brasileiros.
Dentre as justificativas, essa foi a mais utilizada nas situacées de quociente. Esse
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resultado evidencia que os niveis de sucesso registrados no desempenho dos
estudantes, nesse tipo de problema, nao foram obtidos ao acaso.

A justificativa “relagcdo direta” foi apontada por 34,4% dos estudantes
brasileiros nas situacdes de divisdo partitiva, evidenciando-a como uma explicacdo
valida para as suas respostas. Nas situacbes de fracdo parte-todo, 60% dos
estudantes brasileiros indicaram como uma explicacdo valida na lbgica da
equivaléncia. Entre as justificativas, a “Inconclusivo/Invalido” aponta que a maioria
dos estudantes apresentou dificuldade para explicar sua resposta na solucdo do
problema.

3.2.5.4 Sintese dos Resultados

Os resultados encontrados revelam que as diferentes situagdes de divisao e
de fracao contribuem, de forma distinta, para a compreensao dos estudantes sobre
relacdo inversa entre quantidades em situacoes de divisao e de fracdo. Observou-se
um baixo desempenho dos estudantes brasileiros ao estabelecerem a relagéo
inversa entre o divisor e 0 quociente nas situagcdes de divisdo. Esse fato pode indicar
a existéncia de uma defasagem, nessa habilidade matematica, em relagdo ao
esperado para os estudantes do 4° ano do ensino fundamental, apesar das
orientagbes indicadas no programa curricular vigente na legislagéo.

Apesar das diferencas no desempenho, os estudantes demonstraram ter
melhor compreensao da relagao inversa entre quantidades nas situacdes de fracao
quociente, mesmo antes do ensino formal sobre fracbes na escola. Esse resultado
aponta que os estudantes tém alguma facilidade para comparar as quantidades e
realizar julgamentos sobre o valor relativo da quantidade antes mesmo de terem sido
apresentados a representacdo numérica de fracdo. Considera-se que isso pode
acontecer devido ao conhecimento informal dos estudantes, adquirido nas
experiéncias do cotidiano, e aos contextos presentes nos problemas, que permitiram
a coordenacao dos esquemas de acao de correspondéncia um-para-muitos e
particao.

Em relacdo as situagdes parte-todo, muito utilizada no ensino para explorar o
conhecimento sobre fragbes na escola, percebeu-se que o0s estudantes
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apresentaram dificuldade em estabelecer a relagdo inversa entre o tamanho das
partes fraciondrias, que requer uma compreensao da divisdo em partes iguais de um

todo.

3.3 ESTUDO COMPARATIVO

Com as evidéncias obtidas no estudo transversal, no sentido de que a relacéo
inversa entre quantidades foi mais facilmente compreendida nas situacdes de fracao
quociente, o segundo estudo teve como objetivo geral comparar o desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses quanto a compreensao da relacao inversa entre
o tamanho das partes e o0 numero de partes em situacdes de divisédo e de fracao.

A partir do objetivo geral, definiu-se como objetivos especificos:

- verificar se existem diferencas e semelhancas no desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses quanto a compreensao da relacao inversa entre
o tamanho das partes e 0 numero de partes em situacoes de divisdo e de fracao;

- comparar o desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses, através
das explicacdes que justificam as solu¢des dos diferentes tipos de problemas de
divisdo e de fracao.

O estudo teve as seguintes questdes de investigagéo:

* Que diferengcas e semelhancas sao identificadas no desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses no que diz respeito a compreensao da
relacdo inversa entre quantidades em situacoes de divisao?

* Que diferengcas e semelhancas sao identificadas no desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses no que diz respeito a compreensao da
relacao inversa entre quantidades em situacoes de fracao?
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3.3.1 Amostra

Participaram 90 estudantes brasileiros (M=9,88 anos) e 73 estudantes
portugueses (M=9,69 anos) do 4° ano do ensino fundamental de escolas da rede
publica de ensino das cidades de Porto Alegre — Brasil, e de Braga — Portugal. Para
definicdo da amostra, foram considerados os aspectos ja descritos no estudo

transversal.

3.3.2 Procedimentos de coleta de dados

A coleta de dados foi realizada pela prépria pesquisadora em ambos os
paises, 0 que garantiu a realizacdo de procedimentos semelhantes. Em Portugal, a
pesquisadora foi acompanhada pela Prof.2 Dr.2 Ema Mamede e pela doutoranda
Paula Cardoso.

Conforme apresentado anteriormente, a aplicacdo do instrumento de avaliacéo
foi realizada de forma coletiva em sala de aula, com duracdo de 50 minutos. Os
estudantes receberam um caderno de atividades com um problema por folha. Os
problemas foram projetados para a turma com recurso Power Point, e foi realizada a
leitura em voz alta pela pesquisadora. Estipulou-se um tempo para a resolugédo de
cada problema. As professoras titulares das turmas acompanharam a aplicacdo do

instrumento de avaliacao.

3.3.3 Instrumento de avaliacao

O instrumento de avaliacdo utilizado no estudo comparativo foi 0 mesmo do

estudo transversal, ja descrito anteriormente.
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3.3.4 Procedimento de analise dos dados

A andlise de comparacao de grupos utilizou o teste ndo paramétrico de Mann-
Whitney para verificar se existem diferencas e semelhangas entre o desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses na resolucao dos problemas em situagdes de
divisdo e de fracdo. Para os testes estatisticos utilizados, foi considerado o nivel de
significancia de p<0,05.

3.3.5 Resultados

A apresentacdo dos resultados do estudo comparativo sera feita em trés
etapas: (1) descricdo do desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses nos
problemas de situacdo de divisdo e de fracdo; (2) analise de comparagdo do
desempenho entre grupos; e (3) comparacdo do desempenho dos estudantes
brasileiros e portugueses quanto as justificativas, por tipo de problema de divisédo e
de fracao.

3.3.5.1 Descricdo do desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses nos
problemas de divisdo de fracdo

A Tabela 8 apresenta o desempenho obtido pelos estudantes brasileiros e
portugueses, descritos a partir da média e do desvio padrdo, da mediana e do
intervalo interquartilico, e do percentual de acertos por tipo de problemas em cada
grupo estudado. O teste ndo paramétrico de Mann-Whitney foi utilizado para
comparar o desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses.
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Tabela 8 - Medidas descritivas e comparacao do desempenho entre os dois
grupos de estudantes, quanto aos tipos de problema

Estudantes brasileiros (n=90) Estudantes portugueses (n=73)

PSSO PIRBISHIES Média (dp) Mediana (iiq) Média (dp) Mediana (iiq) valarp’
Quociente Equivaléncia 42 (35) 50 (0;75) 61 (26) 75 (0;75) 0,001
Quociente Ordenacao 43 (36) 25 (0;75) 80 (26) 100 (75;100)  <0,001
Parte-Todo Equivaléncia 13 (23) 00 (0;25) 35 (32) 25 (0;63) <0,001
Parte-Todo Ordenagéo 29 (26) 25 (0;50) 59 (35) 75 (25;75) <0,001
Diviséo Partitiva 20 (33) 00 (0;33) 43 (40) 33 (0;83) <0,001
Divisao por Quotas 31 (34) 33 (0;67) 46 (40) 33 (0;100) <0,05

dp = desvio-padrao lig=intervalo interquartilico

Os valores representam o percentual de acertos em cada tipo de problema.

* Nivel de significAncia de p<0,05, associado ao teste Mann-Whitney U, para duas amostras
independentes.

Os dados da Tabela 8 mostram que os estudantes brasileiros e portugueses
apresentaram médias superiores nas situa¢des de fracao quociente. Houve diferenca
estatisticamente significativa entre o desempenho dos estudantes brasileiros e
portugueses, e 0s estudantes portugueses apresentaram uma média de acertos
superior, quando comparados aos estudantes brasileiros (p<0,001).

E possivel observar que, no principio da ordenaco, os estudantes brasileiros
e o0s portugueses obtiveram médias superiores, tanto nas situacdes de fracéo
quociente quanto nas situagdes parte-todo. Em relacdo a equivaléncia, os dados
indicam que os estudantes de ambos os paises apresentaram médias inferiores nas
situacdes de fracéo parte-todo.

Nas situacdes de divisdo por quotas, os estudantes brasileiros e portugueses
evidenciaram médias superiores em relacdo as médias obtidas nas situagbes de
divisdo partitiva. Os dados indicam diferenca estatisticamente significativa entre o
desempenho dos estudantes, e os estudantes portugueses apresentaram uma média
de acertos superior, quando comparados aos estudantes brasileiros (p<0,019).

3.3.5.2 Analise de Comparacao do Desempenho entre Grupos

Através do Teste de Mann-Whitney U (Tabela 8) pode-se perceber que o
desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses mostrou diferenca significativa
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(p<0,001) em todos os tipos de problemas avaliados. Os dados indicam que os
estudantes portugueses apresentaram médias superiores de acertos.

3.3.5.3 Comparacao do desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses
quanto as justificativas, por tipo de problema de divisao e de fracao.

Apos realizar a analise descritiva do desempenho dos estudantes brasileiros e
portugueses, procurou-se, assim, comparar o desempenho dos estudantes através
das explicacdes que justificam as solugdes dos problemas de divisdo e de fracdo. As

justificativas foram organizadas em cinco categorias, ja descritas anteriormente.

Tabela 9 - Porcentagem de tipos de justificativas apresentadas por tipo de problema

Quociente Parte-todo Divisao

Ordenagdo Equivaléncia Ordenagdo Equivaléncia Partitiva Quotas

o Estudantes brasileiros (n = 90)
Relacéo inversa

1630 ! . 37.8 32.2 11.1 7.8 1.1 15.6
RaC|oc~:|n|o. proporcional i 4.4 11 55 ) )

Relagao direta - 25.6 24.4 25.6 60.0 34.4 31.1
Q”a”“da‘?'e 'f"c'ja'. 7.8 17.8 30.0 2.2 31.1 22.2
Inconclusivo/invalido 28.9 21.1 32.2 27.8 23.3 31.1

Estudantes portugueses (n = 73)

Relacéo inversa

91,8 56,6 49,3 17,8 38,2 42,5
Raciocinio proporcional 14 15.1 27 6.8 ) 96
Relacéao direta 27 13,7 9,6 425 32,9 30,1
Quantidade inicial 14 6.8 26.0 8.2 15.1 6.8
Inconclusivo/invalido 27 8,2 12,3 247 13,7 11,0

Os valores representam o percentual da frequéncia de justificativas de cada tipo de problema.

E possivel observar que a justificativa “relagdo inversa” foi apontada nas
situacdes de fragdo quociente por 37,8% dos estudantes brasileiros na ordenacao, e
por 91,8% dos estudantes portugueses na mesma categoria. Dentre as justificativas,
essa foi a mais utilizada nas situacdes de quociente. Esse resultado evidencia que
0s niveis de sucesso registrados no desempenho dos estudantes nesse tipo de
problema nao foram obtidos ao acaso.
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Os dados da Tabela 9 mostram que a justificativa “relacao direta” foi
apontada, nas situacdes de divisdo partitiva, por 34,4% dos estudantes brasileiros e
por 32,9% dos estudantes portugueses, evidenciando-a como uma explicacao valida
para as suas respostas. Nas situacoes de fracdo parte-todo, 60% dos estudantes
brasileiros e 42,5% dos estudantes portugueses a evidenciaram como uma
explicagdo valida na logica da equivaléncia.

A justificativa “Inconclusivo/Invélido” indica que alguns estudantes apresentam
dificuldade para explicar a resposta na solug¢éo do problema.

Em sintese, das cinco justificativas, a maior parte dos estudantes brasileiros
usou a ‘relacao direta’ como justificativa valida para as solucdes dos problemas. Esse
tipo de justificativa sugere que os estudantes brasileiros estdo usando mais a
percepcao do que relagdes entre as quantidades (NUNES, 2015). O Grafico 1 mostra
que foi dificil para os estudantes brasileiros explicar a solucdo dos problemas,
apresentado uma justificativa ‘inconclusiva/invalida’.
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M Divisdo partitiva M Divisdo por quotas M Quociente Ordenagao

M Quociente Equivaléncia M Parte-todo Ordenagdo M Parte-todo Equivaléncia

Gréfico 1 — Justificativa dos estudantes brasileiros por tipo de problema

A discrepancia no desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses pode
ser evidenciada através das explicacbes usadas para justificar as solugdes dos
problemas. A maior parte dos estudantes portugueses usou a ‘relagédo inversa’ como
justificativa valida para as solugdes dos problemas. Esse tipo de justificativa sugere

que os estudantes portugueses apresentaram justificativas que indicam argumentos
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validos para a solugéao dos problemas (Grafico 2). Esse fato pode ser atribuido a uma
das metas do PMEB (2007) que envolve a comunicagdo do pensamento matematico.
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Grafico 2 — Justificativas dos estudantes brasileiros por tipo de problema

3.3.5.4 Sintese dos Resultados

Os resultados indicam que os estudantes brasileiros e portugueses
compreendem mais facilmente a relacao inversa entre quantidades nas situagdes de
fragcdo quociente. Apesar da diferenga significativa no desempenho dos estudantes,
percebeu-se desempenho superior nos problemas de ordenacdo e de equivaléncia,
apresentados nas situacbes de fracdo quociente, em ambos 0s grupos. Ja nas
situagcdes de fracdo parte-todo, os estudantes dos dois paises encontraram
dificuldades para ter sucesso, principalmente no principio da equivaléncia.

Os estudantes portugueses apresentaram desempenho superior, em todas as
situagdes avaliadas, demonstrando niveis superiores de compreensdo da relacao
inversa entre quantidades, evidenciados no percentual maior das explicacbes para a
solugdo dos problemas com justificativas validas. Considera-se que a mudan¢a no
programa curricular da Matematica realizada em Portugal, explorando o
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conhecimento conceitual dos nimeros racionais desde os primeiros niveis dos anos
iniciais, pode indicar que o tempo maior durante o qual os estudantes sao expostos a

situacbes de fracdo, bem como os tipos destas que sado exploradas parecem
favorecer a aprendizagem inicial das fracoes.



4 DISCUSSAO

Para a analise dos dados, retoma-se o problema de pesquisa e 0 objetivo
geral, bem como os objetivos especificos. No problema de pesquisa, questionou-se
como a compreensao da relagdo inversa entre quantidades (tamanho das partes e
namero de partes) influencia a aprendizagem inicial das fracées. No objetivo geral,
buscou-se verificar como a compreensao da relagdo inversa entre o tamanho das
partes e 0 numero de partes, em situacées de divisdo e de fracdo, influencia a
aprendizagem inicial das fracées. Considerando tal questao e objetivo geral, propde-
se, em termos especificos:

1) Verificar a compreenséo da relagao inversa entre o divisor e o quociente,
em situacoes de divisdo partitiva e por quotas;

2) Verificar a compreenséo da relagédo inversa entre o tamanho das partes e o
namero de partes, em situacoes de fracao parte-todo e quociente;

3) Verificar se existe correlacdo entre os tipos de situacdes de fracdo e os
principios de ordenagéo e de equivaléncia;

4) Verificar se existem diferencas ou semelhancas no desempenho dos
estudantes brasileiros e portugueses quanto a compreensao da relagdo inversa
entre o tamanho das partes e o numero de partes em situacoes de divisao e de
fracao.

5) Verificar a compreenséo da relagdo inversa entre o tamanho das partes e o
namero de partes, através das explicagdes que justificam as solugdes dos diferentes
tipos de problemas;

A seguir, apresenta-se a discussao, organizada em trés secdes, que estao
descritas da seguinte maneira: desempenho dos estudantes, por tipo de situacao;
associagao entre os principios de ordenacao e equivaléncia, e os tipos de situacao

de fracédo; e comparagao do desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses.
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4.1 DESEMPENHO DOS ESTUDANTES POR TIPO DE SITUAGAO

A andlise do desempenho dos estudantes visa a entender as relacdes
numeéricas presentes na aprendizagem de fracées, bem como aspectos relativos a
compreensao da relacdo inversa entre quantidades na resolugdo dos problemas.
Diante disso, ressalta-se que foi utilizado procedimento idéntico no estudo transversal
e no estudo comparativo, 0 que permitiu uma analise conjunta do desempenho dos
estudantes dos dois paises. Para verificar o desempenho dos estudantes brasileiros
e portugueses, foram comparadas as situagdes de divisao partitiva e por quotas, e as
situacdes de fracao parte-todo e quociente.

Os resultados do estudo evidenciaram que os tipos de situacdes de divisao e
de fracdo contribuem, de maneira distinta, para a compreensdo, por parte dos
estudantes, da relacdo inversa entre quantidades (tamanho das partes e o numero de
partes) envolvidas no problema. Os estudantes brasileiros e portugueses tiveram
melhor desempenho nas situacées de fragdo quociente, demonstrando niveis
superiores da compreensdo da relacdo inversa entre quantidades, o que pode
favorecer a aprendizagem de frac6es menores do que a unidade.

A seqguir, discutem-se os resultados referentes ao desempenho dos

estudantes, por tipo de situacéo de divisao e de fracao.

4.1.1 Situacoes de divisao

Para analisar o desempenho dos estudantes, buscou-se verificar a
compreensdo da relacdo inversa entre o divisor e 0 quociente em situacbes de
divisdo partitiva e por quotas. Os resultados mostraram que os estudantes
apresentam baixo desempenho nas situacbes de divisdo. De modo geral, os
problemas de divisdo por quotas foram resolvidos mais facilmente, em comparacao
com os problemas de divisdo partitiva. Tal resultado foi surpreendente, uma vez que
os resultados encontrados nas pesquisas de Correa, Nunes e Bryant (1998) e
Kornilaki e Nunes (2005) evidenciaram niveis superiores de compreensao da relagao

inversa entre o divisor e 0 quociente em situacdes de divisao partitiva. Além disso, os
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autores ressaltaram que as criancas de cinco anos ja fazem estimativas quando o
dividendo é mantido constante, e os valores do divisor variam. Observa-se que essa
compreensdao pode ser atribuida as experiéncias do cotidiano, relacionadas as
situacdes de divisao.

Salienta-se, entretanto, que os estudantes desta pesquisa ja haviam recebido
ensino formal sobre divisdo e que isso pode ter influenciado na solucdo dos
problemas. Uma possivel explicacdo para esse resultado pode ser atribuida ao
conhecimento baseado no raciocinio multiplicativo, que parece ter facilitado os niveis
de compreensao da relacao inversa entre o divisor € 0 quociente nas situacdes de
divisdo por quotas. Esses resultados corroboram os encontrados no estudo de
Correa (2004), que evidenciaram o uso de estratégias relacionadas as vezes em que
uma determinada quantidade pode ‘estar contida’ em outra quantidade, até chegar a
quantidade inicial do dividendo, como no caso da dupla contagem. Vale ressaltar, no
entanto, que se pode fazer apenas uma suposicao, pois 0 presente estudo nao
compreendeu uma amostra com niveis diferentes de idade e de escolaridade, o que
permitiria chegar a tal conclusdo. Além disso, observa-se que os esquemas de acao
envolvidos na resolugcdo dos problemas de divisdo partitiva e por quotas sao
diferentes. (VERGANUD, 1990). Dessa maneira, as estratégias baseadas na
correspondéncia um-para-muitos reduzem as etapas necessarias para a solucao dos
problemas de divisdo por quotas. Ja nos problemas de divisdo partitiva, sdo usadas
estratégias baseadas em adicdes repetidas e procedimentos de distribuicdo,
envolvendo a ideia de particdo, associada a divisdo em partes iguais (CORREA,
2004; NUNES; BRYANT, 1997; 2008; NUNES et al., 2009).

E interessante discutir qual a relacdo desses resultados com a compreensio
da relacdo inversa entre o divisor € 0 quociente, o que se pretendeu com a
proposicao de resolucao de problemas sobre as situacdes de divisdo partitiva e por
quotas. Os resultados obtidos sugeriram que a compreensao da relagao inversa entre
o divisor e o quociente mostrou-se como uma habilidade pouco desenvolvida na
maioria dos estudantes. Além disso, observa-se que os estudantes apresentaram
dificuldade em estabelecer as relagcdes de covariacdo entre os termos da divisao,
guando o dividendo foi mantido constante. lgualmente, mostraram-se com dificuldade
para realizar o julgamento da relagdo inversa entre o divisor e o quociente. Esses

resultados ndo eram esperados, considerando que, no 4° ano, os estudantes ja
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haviam recebido ensino formal sobre divisao. Nesse sentido, apresentam-se algumas
possiveis explicacdes que contribuem para entender tais resultados.

Um dos motivos para os niveis inferiores da compreensao da relacao inversa
entre o divisor € 0 quociente pode ser explicado pelo tipo de problema. Nas situacdes
de divisdo, foram usados problemas com a quantidade inicial desconhecida para
enfatizar o uso do célculo relacional. Conforme Nunes e colaboradores (2011), os
problemas com a quantidade inicial desconhecida tornam-se mais complexos,
exigindo uma maior demanda cognitiva para raciocinar sobre as relacées envolvidas
no problema. Pode-se destacar, ainda, que esses resultados reforcam o que tem sido
indicado por algumas pesquisas, de que as criangas focalizam a atencao no valor do
dividendo e esquecem o valor do divisor. Isso ocorre porque elas consideram que 0
dividendo é maior que o divisor e o quociente, induzindo a uma operagcao errada
(CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; NUNES, 2015).

Outras possibilidades estdo associadas a resolucdo de problemas que
envolvem relagdes contextuais e a realizagdo de comparagoes entre quantidades,
assim como o estabelecimento de relagdes, tais como: ‘maior do que’ € ‘menor do
que’. Os resultados sugerem que os estudantes demonstraram dificuldade para
estabelecer as relacdes de covariacao entre o divisor (aumentando e diminuindo) e o
quociente, que ndo sao evidentes e perceptivas. Dessa forma, os procedimentos
usados na resolucdo dos problemas exigiram estratégias diferentes daquelas
utilizadas com o calculo numérico, muito comum nas aulas de Matematica. Para
Nunes (2012), as relagbes contextuais permitem descrever a natureza da situagéo e
a tomada de decisédo para encontrar a melhor solugéo para o problema.

Parece pertinente ressaltar, ainda, que os niveis de baixo desempenho dos
estudantes nas situagdes de divisdao também foram identificados nos resultados da
avaliagdo do PISA 2012. Estes evidenciaram que os estudantes brasileiros
demonstram niveis de proficiéncia abaixo do esperado para o letramento na
Matematica, pela OCDE, para que um individuo exerca a plena cidadania em um
mundo em transformacao.

Nesse sentido, € importante considerar os diferentes tipos de situacdes de
divisdo, as quantidades envolvidas nos problemas, e o desenvolvimento do raciocinio
multiplicativo como fatores que influenciam a compreensao da relagéo inversa entre o

divisor e 0 quociente e que afetam o desempenho dos estudantes.
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4.1.2 Situacoes de fracao

Em relacdo as situacdes de fracdo, procurou-se verificar a compreensao da
relacdo inversa entre o tamanho das partes e o numero de partes em situagdes de
fracdo parte-todo e quociente. Os resultados mostraram niveis superiores da
compreensao da relacao inversa entre quantidades (tamanho das partes e nimero
de partes) em situagédo de fracao quociente, em comparagdo com 0s niveis obtidos
em situacao de fracao parte-todo. Esses resultados estdo em consonancia com o0s
encontrados nas pesquisas de Mamede, Nunes e Bryant (2005), Nunes e
colaboradores (2007), e Nunes e Bryant (2008). Os estudos de Mamade, Nunes e
Bryant (2005) evidenciaram que a situacdo de fragdo quociente favoreceu uma
melhor compreensao da ordenacao e da equivaléncia de fracao.

Em relacdo as situacbes de parte-todo, os resultados indicaram o pior
desempenho dos estudantes nos problemas de equivaléncia, evidenciando niveis
inferiores da compreensdo da relagcdo inversa entre quantidades (tamanho das
partes e numero de partes). Esses resultados sado similares aos encontrados no
estudo de Stafylidou e Vosniadou (2004), que evidenciaram que os estudantes mais
novos tém dificuldade em compreender a relagdo entre o numerador e o
denominador da fracdo, porque consideram os dois numeros como sendo
independentes. O estudo realizado por Siegler e colaboradores (2011) mostrou que
a situacao de parte-todo pode facilitar a compreensao do conceito de fracdo, quando
o numerador € menor do que o denominador; no entanto, ha algumas limitacdes,

como no caso das fragdes improprias - por exemplo, a interpretagéo da fragéo 4%,

como sendo quatro partes de um todo que foi dividido em trés partes. A literatura
revisada aponta que o baixo desempenho dos estudantes em situacoes de parte-
todo estd associado com as experiéncias adquiridas com os numeros inteiros, que
exercem uma influéncia que pode dificultar a aprendizagem inicial das fracoes.
Conforme apontado por Gelman (1991), as dificuldades demonstradas na
aprendizagem de fragcoes estariam associadas a uma tendéncia do cérebro para
representar quantidades inteiras, interferindo na capacidade para representar
fracoes. J&4 o estudo de Hecht, Close e Santisi (2007) comprovou que o baixo
desempenho pode ser atribuido a uma separagao entre a compreensao conceitual

sobre fragcdes e os conhecimentos prévios sobre 0os numeros inteiros, e que isso
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ocorre devido ao fato de as operacdes de fracoes contradizerem as propriedades
dos numeros naturais. Nesse sentido, fica claro que a compreensdo do conceito de
fracdo requer uma reorganizagao do conhecimento numérico, a fim de entender as
fracOes como representacdes de um numero, que pode ser maior ou menor do que a
unidade. (STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004; SIEGLER et al., 2013).

De acordo com os resultados, os estudantes brasileiros e portugueses
apresentaram melhor desempenho nos problemas de fracdo, em comparacdo com
os problemas de divisdo. Como foi mencionado anteriormente, esse resultado pode
estar relacionado com o tipo de problema. Os estudos revisados enfatizam a
resolucdo de problemas como um modelo usado na aprendizagem da Matematica
que permite compreender e estabelecer as relacdes necessarias e contextuais, bem
como o papel que os modelos representam na mudanca do conhecimento informal e
formal (NUNES; 2012; GRAVEMEIJER; 1994). Nas situacdes de fracdo, os dados
remetem que o desempenho dos estudantes pode ter sido facilitado pelo modelo de
representacao iconica, com ilustracao de barra retangular e contextos associados ao
cotidiano dos estudantes. Esse tipo de problema pode ter favorecido a divisdo em
partes iguais e a particdo com as quantidades menores do que a unidade, o que
permitiu examinar as relacées representadas entre o tamanho das partes e o
namero de partes. Estudos anteriores, utilizando modelos de representacdo visual
ou icbnica, tais como os modelos circular ou barras, facilitaram o entendimento inicial
conceitual (BEHR et al., 1984). Os resultados do estudo de Hecht e colaboradores
(2003) apontaram que as criangcas com um conhecimento conceitual de fatos
basicos podem ser capazes de resolver os problemas de situacbes de fracéao parte-
todo e quociente mais facilmente do que os estudantes com menos conhecimento
sobre fragdes. Os estudos realizados por Geary (1995) indicaram que as habilidades
cognitivas consideradas como biologicamente secundarias exigem abordagens
educacionais especificas, através de educacgao formal ou informal.

Além disso, a literatura destaca que o conhecimento informal, adquirido nas
experiéncias das situagcbes da vida cotidiana, pode ter favorecido os niveis
superiores da compreensao da relacdo inversa entre quantidades nas situacoes de
fracdo (MAMEDE; NUNES; BRYANT, 2005; VERGNAUD, 1992; Mack, 1990). O
estudo realizado por Empson (1999) revelou que as criangas podem desenvolver o
conceito de fracdo de forma significativa, usando as situacées de partilha das
experiéncias do dia a dia. A pesquisa de Mack (1990) evidenciou que o conceito de
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fracdo emerge do conhecimento informal e fornece significado para os simbolos
formais. O autor afirma, contudo, que o conhecimento informal ndo é suficiente para
a formalizacdo do conhecimento de fracdo. Conforme Behr e colaboradores (1984),
existe uma desconexao entre o conhecimento informal e os conhecimentos formais
da Matematica desenvolvidos na escola. Ja os estudos de Kieren (1993) sugerem
que as situacbes de ensino tornam-se limitadas quando exploram apenas um dos
significados de fracdes. O autor destaca que a compreensao conceitual de fracao é
um processo que requer tempo para estabelecer conexdes das multiplas
representacdes e os diferentes significados.

Por outro lado, o conhecimento conceitual de fracdo € amplo e complexo, e
nao esta relacionado apenas com uma simples extensdo dos numeros inteiros
(NUNES et al.,, 2009). O estudo realizado por Hecht, Vagi e Torgesen (2007)
esclarece que a compreensao conceitual de fracdo pode evitar erro ao adicionar
fracbes com denominadores diferentes. Os autores destacam a necessidade de
formar um modelo mental do significado parte-todo, das unidades de fracdo, e de
considerar que as partes das fracbes ndo podem ser somadas sem serem
igualadas. Ja o estudo de Hecht (1998) assinalou que o conhecimento conceitual e
processual ttm a mesma importancia para a aprendizagem geral das fracoes. Hallett
e colaboradores (2012), no entanto, ressaltam que a falta de conhecimento
conceitual de fracées pode explicar os desafios enfrentados por alguns estudantes

ao realizarem procedimentos sobre fragcbes sem uma compreensao.

4.2 ASSOCIACOES ENTRE AS SITUACOES DE FRACAO E OS PRINCIPIOS DE
ORDENACAO E DE EQUIVALENCIA

Em relacdo as associacdes entre as situagdes de fracdo e os principios
l6gicos, buscou-se verificar a existéncia de correlacao entre as situagdes de fracao
(parte-todo e quociente) e os principios (ordenacédo e equivaléncia). Os resultados
indicam correlacdo forte entre as situacbes de parte-todo e de quociente e o
principio de ordenacdo. E possivel observar que o desempenho dos estudantes
demonstrou niveis de compreensao da relacdo inversa entre quantidades, e que o
tipo de problema de fragdo favoreceu a comparacdo das quantidades, bem como
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influenciou a aprendizagem inicial das fracées. Esses resultados estdo de acordo
com os obtidos por Behr e colaboradores (1983), que indicaram que as criangas
apresentam uma compreensdo da relacdo inversa, entre o numerador e o
denominador. Os autores destacam a necessidade de tempo e de instrugéao formal.
Os dados ainda mostram que alguns dos estudantes que participaram desse
estudo apresentam falta de compreenséo da relacao inversa entre o numerador e o
denominador ao comparar quantidades. Esses resultados corroboram o0s
encontrados por Behr e colaboradores (1984), que demonstraram que os estudantes
tém dificuldades para ordenar fracbes quando o numerador € 0 mesmo, € 0
denominador é diferente. Isso se verifica devido a falta de compreensao da relacéao
inversa entre o denominador e a quantidade representada com fracdo. Os autores
afirmam, ainda, que os estudantes realizam um julgamento baseado nas
propriedades dos numeros inteiros, considerando que a fragdo com o maior
denominador, nesse exemplo, € o numero maior. Outro estudo interessante,
realizado por Post e colaboradores (1986), evidenciou que os estudantes utilizam as
propriedades dos nimeros inteiros para comparar fracdes com simbolos numéricos,

como, por exemplo, % e?% ou¥ e%. Os autores afirmam que as diferengas

conceituais dos numeros naturais, baseadas nas relacées aditivas, e dos niumeros
racionais, associados as relacdes multiplicativas, podem servir como um obstaculo
para o desenvolvimento da compreensdo da relacdo inversa. A literatura revisada
aponta as tentativas dos estudantes de transferir as propriedades que se aplicam
aos numeros inteiros para as informacdes adquiridas sobre fragdes. Apresenta,
contudo, um entendimento de que as propriedades dos numeros inteiros nao
definem os numeros em geral e, portanto, exigem outros tipos de habilidades
cognitivas (STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004; JORDAN et al., 2013).

Os resultados mostram que, nos problemas de equivaléncia de situacdes de
fracdo parte-todo, os estudantes brasileiros e portugueses apresentaram dificuldade
para estabelecer a relacao inversa entre o tamanho e o numero de partes. Os
resultados encontrados por Behr e colaboradores (1984) demonstraram que pode
ser dificil, para algumas criancas, entender a equivaléncia de fragdes parte-todo,
devido ao estabelecimento de relagdes compensatérias entre o tamanho e o nimero
de partes iguais. Os autores destacam que a compreensao da equivaléncia, nessas
situacées de fracdo, estd baseada no raciocinio proporcional inverso, ou seja,
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afirmam que € necessario considerar que o dobro de partes significa que cada parte
€ a metade do tamanho.

4.3 DIFERENGCAS E SEMELHANCAS NO DESEMPENHO DOS ESTUDANTES
BRASILEIROS E PORTUGUESES

Os resultados evidenciaram a existéncia de semelhanca entre o desempenho
dos estudantes brasileiros e portugueses, que indicaram niveis superiores da
compreensdo da relacdo inversa entre quantidades nas situacbes de fracéao
quociente. Esses resultados s&o similares aos encontrados nos estudos de
Mamede, Nunes e Bryant (2005) e Nunes e Bryant (2008), que apontaram melhor
desempenho nas situacées de fracdo quociente. Os autores sugerem que as
criangcas possuem um conhecimento informal sobre a logica das fragbes e os
principios de ordenagédo e de equivaléncia, desenvolvido nas experiéncias da vida
cotidiana. Para Kieren (1988), as situacdes de fracdo quociente facilitam a relacédo
entre o numerador e o denominador, que pode facilmente estar associada com uma
divisdo e que também pode indicar uma quantidade. Os estudos revisados enfatizam
que as stiuacdes de fracdo quociente referem-se a duas variaveis de natureza
diferente. Esse fato favorece o uso de correspondéncia. Uma possivel explicacao
para os resultados desta pesquisa, portanto, € que o uso de correspondéncia
permite a distribuicdo dos itens entre os receptores mais naturalmente do que em
situacoes parte-todo (NUNES; BRYANT, 1997; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998;
BEHR et al., 1984)

Além disso, outro dado evidenciado neste estudo diz respeito ao baixo
desempenho dos estudantes de ambos os paises nas situacdes de fracdo parte-
todo, tanto na ordenacao quanto na equivaléncia. Nesse sentido, vale ressaltar que
a literatura aponta que essas situagdes nao produzem percepcdes imediatas
relativas as quantidades fraciondarias, no que se refere a ordenacéo e a equivaléncia
(NUNES; BRYANT, 2008). Assim, os resultados do nosso estudo indicam que os
estudantes de ambos os paises enfrentaram dificuldades na resolugdo de tais
problemas. Esse fato mostra que essa compreensao é mais tardia, necessitando de
um maior tempo de exploracao, para perceber que, se um todo for dividido no dobro
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de partes, cada parte tera a metade do tamanho. Outro aspecto relevante para
explicar tal dificuldade demonstrada nos resultados pode ser atribuido a propria
denominagéo da fracdo. E o que o apontam alguns estudos como Geary (2006), que
afirma que a compreensao conceitual pode estar relacionada a denominacao das
fracbes. Desse modo, vale destacar também o estudo realizado por Miura e
colaboradores (1999). Esse estudo identificou a influéncia da lingua coreana na
compreensao das criancas sobre fracbes parte-todo, que séo representadas, por
exemplo, pelo simbolo 4 e pelas expressdes: ‘um quarto’ e ‘uma parte de quatro’.
Os resultados indicaram que existem diferencas significativas entre o
desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses, e que o melhor desempenho
foi alcancado pelos estudantes portugueses nas situagdes de divisdo e de fragao.
Esses resultados sao similares aos encontrados no estudo de Dorneles, Mamede e
Nunes (2008), que mostraram um desempenho superior dos estudantes
portugueses com idades de seis e sete anos, que ndo haviam recebido ensino
formal sobre fracoes. Ja os estudantes brasileiros apresentaram baixo desempenho
em ambos os estudos. Esses dados estdo em consonancia com os resultados do
PISA (2012) sobre os niveis de proficiéncia em Matematica dos estudantes dos dois
paises. Os estudantes portugueses apresentaram desempenho superior, atingindo a
média estabelecida pela OCDE, que considera o Nivel 2 de proficiéncia em
Matematica como necessario para que o estudante possa exercer plenamente sua
cidadania. Ja os estudantes brasileiros tiveram um desempenho muito baixo nesse
parametro. Esse fato pode ser explicado pela mudanca no Programa da Matematica
no Ensino Basico, realizada em Portugal em 2007, que incluiu instrugcao formal sobre
fracdes a partir do 3° ano. Diferente disso, no Brasil, apesar de as orientagées dos
Parametros Curriculares Nacionais indicarem que esses conhecimentos devem ser
desenvolvidos a partir do 4° ano, ha limitagdo das representacbes fracionarias,
menos frequentes no dia a dia, deixando os estudantes restritos a exploracao de
metades, tercos, quartos e quintos. Os resultados encontrados neste estudo
parecem indicar que as situagdes de divisdo ndo foram exploradas, considerando as
relagdes entre o dividendo, o divisor e 0 quociente nas aulas de matematica. Esse
fato compromete o desenvolvimento da compreensdo da relacdo inversa entre
quantidades, apesar de estar previsto nos PCNs (1997). Os dados apontados no
desempenho dos estudantes brasileiros que participaram deste estudo séao
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coerentes com o desempenho dos estudantes brasileiros no PISA (2012). Na area
de conteudo “quantidades”, foi registrado o desempenho de 83% abaixo do Nivel 2.

Enquanto isso, em Portugal, o PMEB (2007) orienta a nocéo inicial do
conceito de fracdo e os seus diferentes significados, explorando, paralelamente, a
representacdo fracionaria e decimal, a partir do 2° ano, envolvendo os termos
metade, terca parte, quarta parte e quinta parte. Além das alteracdes dos conteudos
matematicos, o Programa propde também que a resolucdo dos problemas possa
servir como contexto de aplicacdo de conhecimentos ja adquiridos anteriormente,
bem como para o desenvolvimento de novas aprendizagens.

Esses dados remetem ainda a estudos como o de Hecht (2003), que salienta
que as habilidades de fragdo podem ser influenciadas pela qualidade e quantidade
de pratica que as criangcas recebem em sala de aula. Tem-se, aqui, portanto, uma
referéncia a questdo do tempo de escolarizacdo em que as criangas portuguesas
vivenciam o aprendizado desses conteudos. Vale lembrar que elas iniciam na
Educacgao Infantil em Portugal aos trés anos de idade, com indice de 85% das
criancas portuguesas a partir dessa idade, enquanto que, no Brasil, a Educacéao
Infantil é oferecida a partir dos cinco anos na rede publica de ensino e ndo tem
obrigatoriedade para todos os estudantes.

A partir dos dados da pesquisa, fica evidente o seguinte: em termos de
comparacao, pode-se verificar que os estudantes brasileiros e portugueses tiveram
desempenho semelhante nos tipos de problemas, tanto nas situacées com melhor
desempenho quanto nas situacées de baixo desempenho. Emerge, entdo, o
guestionamento: o que isso significa? Dizendo de outra maneira, a qué esses dados
podem ser relacionados? Considerando que os estudantes tém a mesma faixa
etaria, pressupde-se o desenvolvimento do conhecimento informal e das habilidades
biologicamente primarias como fatores em que praticamente ndo ha diferencas. A
variagdo ocorre, entdo, no desenvolvimento do conhecimento formal e das
habilidades biologicamente secundarias, o que parece justificar o melhor
desempenho nas situacbes de fragcdo quociente associadas a um raciocinio de
correspondéncia e as relagdes inversas entre quantidades (tamanho das partes e
namero de partes). Esses aspectos sdo apontados pelos estudos de Geary (1995) e
Butterworth (1999), que argumentam no sentido de que o desenvolvimento das
habilidades biologicamente secundarias é geralmente lento, requer esforco e implica

na associacdo entre o conhecimento formal ou informal. Os autores indicam a
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relacdo do conhecimento formal com o contexto, destacando o papel da escola e
fazendo referéncia as diferencgas culturais nos métodos de ensino.

Os niveis de sucesso do desempenho dos estudantes brasileiros e
portugueses na resolucdo dos problemas de fracdo quociente e divisdo por quotas
nao foram obtidos ao acaso. Esses resultados parecem fazer sentido, considerando
as explicagdes dos estudantes sustentados em argumentos validos. As explicagdes
referem-se aos diferentes tipos de justificativas, que refletiram as estratégias usadas
pelos estudantes para determinar a solucdo dos problemas. Foram organizadas em
cinco categorias: relagao inversa, raciocinio proporcional, relacdo direta, quantidade
inicial e inconclusivo.

As explicacdes usadas pelos estudantes apontaram que o tipo de justificativa
‘relacdo inversa’ apresentou maior frequéncia nos problemas de ordenacao nas
situacdes de fragcdo quociente. Esses resultados estdo em consonancia com o0s
dados obtidos nos estudos de Nunes e colaboradores (2009) sobre um modelo
implicito, usado pelas criancas, para resolver problemas de raciocinio multiplicativo.
Os autores sugerem que o0 uso de estratégias baseadas no esquema de
correspondéncia um-para-muitos, que permite estabelecer a relacao entre duas
guantidades, nesse caso, expressa uma melhor compreensdo da relagdo inversa
entre duas quantidades.

E possivel observar que os dados apontam esse tipo de justificativa como
sendo usada por 88% dos estudantes portugueses e por 37,8% dos estudantes
brasileiros. Uma possivel explicacdo para esse resultado é a utilizacdo de diferentes
tipos de comunicacdo como forma de aprendizagem da Matematica. Esta é,
inclusive, uma orientagdo do PMEB (2007). O programa curricular portugués tem
como meta que as criancas devem ser encorajadas a falar, escrever, ler, ouvir e
aprender a comunicar-se matematicamente. Dessa maneira, as justificativas das
criangas para as solucbes das tarefas matematicas podem ser uma ferramenta
poderosa para explorar suas ideias e organizar seu pensamento matematico.

Quanto ao tipo de justificativa ‘relacao direta’, foi observado que 60% dos
estudantes brasileiros e 44,1% dos portugueses indicaram como explicagao para a
solucdo dos problemas de equivaléncia envolvendo as situagdes de fracdo parte-
todo. Esses resultados sdo similares aos encontrados por Behr e colaboradores
(1992), que evidenciaram que a compreensao da equivaléncia de fracées requer o
estabelecimento de relagcdes compensatérias entre o tamanho das partes e o
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namero de partes. Os resultados do estudo realizado por Stafylidou e Vosniadou
(2004) indicaram que as dificuldades podem estar associadas as tentativas das
criancas de relacionar as informagdes que recebem sobre fragdes com o0 seu
conhecimento prévio. As autoras acrescentam a necessidade de uma reorganizacao
do conhecimento numérico. Observando os resultados desta pesquisa, pode-se
sugerir que os estudantes de ambos os paises usaram explicacdes considerando as
propriedades que se aplicam aos numeros naturais, e nao as relacoes inversas entre
as quantidades.

Com relacédo ao tipo de justificativa ‘raciocinio proporcional’, os resultados
indicaram que esta explicacao foi pouco usada pelos estudantes brasileiros. Ja os
estudantes portugueses usaram o raciocinio multiplicativo nos problemas de
equivaléncia, tanto para as situacdes de fracdo quociente quanto para as situacoes
de parte-todo. Esses dados sugerem que os estudantes portugueses associam
suas explicacbes aos conhecimentos formais sobre os fatos multiplicativos e ao
raciocinio proporcional. Tais resultados estdo de acordo com os estudos de Correa
(2004) e Nunes e colaboradores (2009) sobre uma razao fixa entre as quantidades
em uma situagéo de divisdo baseada no raciocinio multiplicativo.

Foram ainda observadas justificativas do tipo ‘quantidade inicial’ entre as
explicacbes usadas com maior frequéncia pelos estudantes brasileiros e
portugueses para os problemas de ordenagdo em situacbes de fragdo parte-todo.
Constatou-se que os resultados encontrados neste estudo, nesse sentido, estdo de
acordo com os apontados por Nunes e colaboradores (2009), que enfatizam que as
criancas focalizam a atencdo na quantidade inicial envolvida nos problemas e néo
estabelecem as relacdes entre as quantidades.

Também foi observado que o tipo de justificativas ‘inconclusivas ou invalidas’
teve um alto indice de frequéncia usada pelos estudantes brasileiros. Por outro lado,
poucos estudantes portugueses utilizaram esse tipo de justificativa. Uma possivel
explicacdo para esses resultados diz respeito ao fato de os estudantes portugueses
estarem expostos a vivéncias de situacbes variadas, com énfase na comunicacao
oral. Além disso, ha valorizagdo também da comunicacéo escrita para explicitar seu
pensamento e comunicar suas justificativas de solucdo de problemas em
Matematica (PMEB, 2007).



5 CONSIDERACOES FINAIS

A presente tese analisou a compreensdo da relacdo inversa entre
quantidades em situag¢des de divisdo e sua influéncia na aprendizagem das fracoes
menores do que a unidade. Partiu-se da constatacdo dos desafios de aprendizagem
dos estudantes, no que diz respeito a fracdo, e da constatacdo de que as
dificuldades acompanham os estudantes ao longo de sua vida. Assim como outros
estudos desenvolvidos nas fronteiras de diversas areas — Psicologia Cognitiva,
Educacdo e Educacdo Matematica —, esta tese sugere que lidar com a
complexidade envolvida nesse campo numérico requer uma reorganizacao do
conhecimento. Essa reorganizacdo deve possibilitar aos estudantes utilizarem um
namero maior de recursos cognitivos para a solucdo de um problema com
quantidades representadas com fracoes.

Vale destacar que a relevancia do estudo esta no desafio de propor o
desenvolvimento do raciocinio que permita compreender a relacao das quantidades
entre as partes de um todo e o tamanho dessas partes, ou seja, a compreender a
particdo dos objetos do mundo vivido e sua valorizagdo, ou o valor que lhes é
atribuido. Tudo isso, se nao for compreendido, pode gerar dificuldades em diversas
areas da vida, a comecar na area profissional.

Observou-se que as diferencas conceituais estdo baseadas em processos
cognitivos e no desenvolvimento do raciocinio légico, fatores que caracterizam a
competéncia na solugdo de problemas. Essas diferencas decorrem do fato de que
0S numeros inteiros estdo baseados no raciocinio aditivo, enquanto as fracoes estao
associadas ao raciocinio multiplicativo. O uso de estratégias de comparacao entre
quantidades evidenciou a importancia de tais estratégias para a ordenacao e a
equivaléncia, que sao principios l6gicos fundamentais, tanto dos numeros inteiros
quanto das fracoes. Apesar disso, esta claro que nao é possivel uma transferéncia
desses principios dos numeros inteiros para os numeros racionais. A ordenagao dos
nameros inteiros pode ser por percepgao ou por contagem, enquanto a ordenacao
de fracdes depende de considerar a magnitude relativa entre o tamanho das partes
e 0 numero de partes.

A revisao da literatura permitiu perceber, em associa¢dao aos dados empiricos,

a relevancia do conhecimento informal como formacao de uma base de referéncias
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para o posterior aprendizado formal. Houve destaque, também, para a importancia
do conhecimento conceitual e processual, na resolucao dos problemas, de tal forma
a extrapolar a repeticdo memorizada de procedimentos. Isso indica, em sintese, a
relevancia da compreensao, muito mais que a repeticao e apreensao de estratégias
procedimentais de resolucdo de problemas. Fica evidente, entdo, que a
compreensao vai possibilitar a criacao de estratégias mais simples e econémicas.

Verificou-se que, no Brasil, as pesquisas com foco na aprendizagem dos
ndameros racionais sao escassas, principalmente em relacdo ao conhecimento
conceitual das fragdes relacionadas a realidade dos estudantes brasileiros. Nesse
sentido, foi importante a aproximagdao com Portugal, ja que esse pais realizou uma
mudanca curricular significativa que valoriza a nogdo dos niumeros racionais a partir
do 2° ano da educacao basica. As mudancas e os resultados decorrentes dessa
alteracao curricular trazem contribuicbes que podem subsidiar a reformulacdo de
curriculos escolares, bem como o planejamento pedagdgico da educacéo basica no
Brasil.

As avaliagbes internacionais na area da Matematica também sao
sinalizadores importantes para a realizagdo de estudos como o desenvolvido para
esta tese. Os resultados do PISA (2012), por exemplo, mostram baixo desempenho
dos estudantes brasileiros em Matematica, enquanto os estudantes portugueses se
destacam com um desempenho melhor. Ambos os paises, no entanto, vém
demonstrando evolucdo a cada edicdo da avaliacdo. O acompanhamento do
desempenho e a observacao de fatores contextuais e curriculares de cada pais sédo
aspectos que contribuiram para o delineamento do estudo comparativo.

A partir deste ponto, retomam-se 0s objetivos da tese para refletir sobre os
resultados. No primeiro deles, “verificar a compreensao da relacédo inversa entre o
divisor e o quociente em situacbes de divisao partitiva e por quotas”, obteve-se o
dado de que ha um percentual elevado de estudantes brasileiros que néao
estabeleceram a relacédo inversa entre o divisor e 0 quociente nas situacbdes de
divisdo. Nesse sentido, péde-se perceber que foi dificil para esses estudantes
estabelecerem as relagbes numéricas avaliadas. Isso indica a existéncia de uma
defasagem, nessa habilidade matematica, em relacdo ao esperado para o0s
estudantes do 4° ano do ensino fundamental, apesar das orienta¢des indicadas no
programa curricular vigente na legislacao.
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Vale ressaltar que essa defasagem também foi verificada nos resultados da
avaliacao do PISA 2012, que revelaram que os estudantes brasileiros apresentam
niveis de proficiéncia abaixo do esperado para o letramento na Matematica. Diante
desses resultados, algumas constatagdes ficaram evidentes ao longo da pesquisa.
Uma delas diz respeito a necessidade da aquisicao, pelos estudantes brasileiros, de
conhecimentos mais complexos que possam refletir no seu desempenho,
proporcionando melhores niveis das habilidades consideradas essenciais no
letramento matematico para que um individuo exerca a cidadania.

Nesse sentido, torna-se necessario que os professores tenham a dimensao
da importancia do conhecimento conceitual sobre fracdes, bem como do fato de que
esse conhecimento pode evitar o comprometimento do desenvolvimento de
habilidades da matematica mais complexa. Igualmente, percebe-se a relevancia de
que os professores acompanhem esses resultados de avaliacées para repensarem
suas praticas docentes, especialmente quanto a discussdo a respeito do
conhecimento necessario para o letramento matematico. Faz-se necessario, entao,
incluir atividades visando a explorar o conceito de divisdo, focalizadas no
desenvolvimento de habilidades mais complexas e do raciocinio l6gico matemaético,
que permitam o avang¢o do conhecimento numérico.

Em relacdo ao segundo objetivo desta tese, “verificar a compreensdo da
relacdo inversa entre o tamanho das partes e o nimero de partes em situagdes de
fracao parte-todo e quociente”, pbdde-se perceber que os estudantes brasileiros
apresentaram niveis superiores da compreensao da relacao inversa entre o tamanho
das partes e 0 numero de partes nas situacdes de fracdo quociente, mesmo antes
do ensino formal sobre fracbes na escola. Esse resultado evidencia que os
estudantes tém alguma facilidade para estabelecer a relacdo inversa entre
quantidades e fazer julgamentos sobre o valor relativo da quantidade, antes mesmo
da representacdo numérica de fracdo. Entende-se que isso ocorre devido ao
conhecimento informal dos estudantes, adquirido nas experiéncias do cotidiano, e
aos contextos abordados nos problemas, que permitiram a coordenacdo dos
esquemas de acao de correspondéncia um-para-muitos e particao.

No que diz respeito ao terceiro objetivo, “verificar se existe correlagdo entre os
tipos de situacdes de fracdo e os principios de ordenacao e de equivaléncia”, os
resultados encontrados mostraram a existéncia de correlacdo entre a situacao de
fracdo quociente e o principio de ordenacéo. Isso indica que esse tipo de problema
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propicia a base para compreender 0 conceito de numeros racionais, bem como a
transicdo entre os numeros inteiros e 0s numeros racionais.

O quarto objetivo propunha “verificar se existem diferencas ou semelhancas
no desempenho dos estudantes brasileiros e portugueses quanto a compreensao da
relacdo inversa entre o tamanho das partes e o numero de partes em situagdes de
divisdo e de fragdo”. Nesse sentido, a pesquisa demonstrou diferenca significativa
do desempenho entre os estudantes brasileiros e portugueses. Os estudantes
portugueses apresentaram niveis superiores de compreensdo da relacdo inversa
entre quantidades, evidenciados no percentual maior das explicacdes para a solugéao
dos problemas com justificativas validas. Diante da discrepancia no desempenho
dos estudantes nos problemas de divisdo e de fracdo, considera-se que a mudanca
no programa curricular da Matematica realizada em Portugal possibilita a exploragéao
do conhecimento conceitual dos numeros racionais desde os primeiros niveis dos
anos iniciais, o que parece favorecer a aprendizagem. Atendeu-se, portanto,
também ao quinto objetivo da tese: “Verificar a compreensdo da relagédo inversa
entre o tamanho das partes € 0 niumero de partes através das explicagcbes que
justificam as solucdes dos diferentes tipos de problemas”.

A tese sugere que o conhecimento matematico recebe influéncia cultural dos
métodos e do curriculo de ensino, e reforca que as habilidades mais complexas
necessitam concentracao, pratica, esforco e motivacao.

Vale destacar que nao se pretendeu explorar a influéncia da representacao
numérica na compreensao da relagdo inversa entre quantidades em situagdes de
fracdo menor do que a unidade, o que pode ser entendido como uma limitacao desta
tese. Outra limitacao foi a nao realizacao de comparacao entre diferentes niveis de
escolaridade e faixas etarias. Além disso, ha o fato de que as situagdes de divisdo
nao incluirem tarefas com modelos tipicos escolares para verificar o nivel de
desempenho dos estudantes nas atividades que sdo oferecidas nas situacdes de
ensino escolar. Em termos de estudos futuros, a tese sinaliza para a importancia de
que se avance em pesquisas sobre a transferéncia da compreensdao dos numeros
inteiros para 0s numeros racionais.

Por fim, a tese situa-se entre os estudos da aprendizagem da Matematica que
se propdem a contribuir para a reflexdo e a instrumentalizacdo do ensino das
fracdes. Trata-se de um estudo a mais, que, no caso, sinaliza para aspectos gerais e

operacionais, ao mesmo tempo em que destaca, a partir de uma comparacao
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internacional, as dimensdes contextual e curricular, até chegar a situacdes concretas
sobre 0s conceitos matematicos basicos, de tal forma a explorar procedimentos que
favorecam condigbes de aprendizagem efetiva para os estudantes em todos os

niveis da Educacéo.
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ANEXO A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

UI ,IRGG;” e /i PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO
FAC=| A

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, no cargo de venho representar a

escola situada no endereco

em Porto Alegre, no sentido de autorizar o

desenvolvimento da pesquisa “Compreensdao do conceito de fracdo: o papel da
relacdo inversa entre o tamanho e o numero de partes”, pela doutoranda Isabel
Cristina Peregrina Vasconcelos, sob orientacdo da Prof.2 Dr.2 Beatriz Vargas
Dorneles e a participacao livre e espontanea dos alunos das turmas do 4° ano.
Declaro estar ciente que a pesquisa se desenvolvera nas dependéncias da
escola e da necessidade da instituicdo disponibilizar uma sala para a aplicacao do

instrumento de avaliacao.

Porto Alegre, de de 2013.

Assinatura do (a) representante da escola
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Autorizo meu filho (a) a

participar da pesquisa intitulada “Compreensdo do conceito de fragdo: o papel da
relacédo inversa entre o tamanho e o nimero de partes”, realizada pela doutoranda
Isabel Cristina Peregrina Vasconcelos, com a orientacdo da Prof.2 Dr.2 Beatriz
Vargas Dorneles.

Declaro ter conhecimento que os procedimentos metodoldgicos adotados incluem a
realizacdo de tarefas na area da matematica. As atividades serdo desenvolvidas em

horario de aula, previamente combinado com a diregdo da escola.
A pesquisadora assegura a privacidade do aluno pela nao divulgacdo de seu nome.
O aluno tem direito de nao participar ou se retirar da pesquisa a qualquer momento.

Assim, a pesquisadora fica autorizada a publicar os resultados encontrados.

Quaisquer duvidas a respeito da pesquisa, a pesquisadora esta a disposicao para

esclarecimentos.

Porto Alegre, de de 2013.

Assinatura do (a) responsavel



ANEXO C-INSTRUMENTO DE AVALIACAO

=~ Nome:

Data de nascimento:

Em cada problema, assimala com uma cnz (X) a
resposta certa.
Sempre que te for pedido, explica a wa
resposta.
A resclugdo & indidual.

1) A Maria @ o Jodo tém a mesma quansdade de
biscoitos. Maria va distrbur igualmenie os seus
biscoitos em 2 potes e o Jodo vai distrbur igualments
os seus biscoitos em 3 potes.

( ) Mariavai colocar mais biscoitos em cada pote do
qQue o Jodo.

{ ) Mara & Jodo vao oolocar a mesma guantidade
de biscoitos em cada pote.

{ ) Maria vai colocar mencs biscoitos em cada pote
do que o Jodo.

Explica a tua resposta:

2) O Jodo e o Pauo tém a mesma quantidade de
palitos. Jodo vai colocar 3 palitos em cada pote ¢ ©
Paulo vai colocar 8 palitos em cada pote.

() Jodo vai precisar da mesma quantidade de potes
do que o Paulo.

{ ) Jodo vai precisar de mais potes do que o Paulo.

[ } Jodo vai precisar de menos potes do que o Paulo.

3) O Maroo partu a sua piza em 2 partes iguais o
comeu uma parte. A Lara parfu a sua pzza em 4
partes iguais @ comeu uma pane.

o

© Mores come mon e gue 0 Loro O
A Lora come mole o gee 0 Merco ™)
O Marca come 1ams quanta & Lere .

.8

3\..;:'.0 L.

Explica a tua resposta:
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{ ) Ana come mais chocolate do que a Aita.

{ ) Ana come menos chocolate do que a Rita.

( ) As duas meninas comem a mesma quantidade da
barra de chocolate.
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§) Um bolo de morango serd repartido entre duas
meninas. Outro bolo de morango serd repartido por
trés meninos.
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8) As meninas vao repartr uma barra de chocolate e
c&mawcm}éﬁcm. Os rapzes
vio repartir uma barra de chocolate @ cada um vai
comer }{ do chocolate.

( ) Cada uma das meninas come mais chocolate do
que cada um dos rapazes.

( ) Cada uma das meninas come menos chocclate do
que cada um dos rapazes.

( ) Cada menina come a mesma gquantidade de
chocolate do que cada rapaz.
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7) O Carlos e a Luiza tdm a mesma quantidade de
fichas. O Caros vai distrbur iguamente as suas
fichas em 4 caixas, ¢ a Luza vai distribuir igualmente
as suas fichas em 3 caxas.

{ ) Carlos e Luza vao ool a quantidack
de fichas em cada caixa.

{ ) Carlos vai colocar mais fichas em cada caxa do
que a luza.

{ ) Carlos vai colocar menos fichas em cada caixa do
que a luza.
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8) O Jodo & a Maria tém a mesma guantidade de
fotografias. O Jodo vai colocar 3 fotografias em cada
folha do dlbum e a Maria vai colocar 6 fotografas em
cada folha do abum.

() Jodo e Maria vio precisar da mesma quantidade
de folhas do dbum.

{ )} Jodo vai precisar de mais folhas do dlbum do que
aMara

() Jodo vai precisar de menos folhas do dlbumn do
que a Maria.

9) A Rita cortou © seu bolo em 2 partes iguais o
comeu uma parte, @ a Olga cortou o seu bolo em 4

partes iguais @ comeu duas delas.
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10) Rita comeu }é; da barra de chocolate @ a Mara

comeu ! da barra de chocolate.

( ) Aita coma mais chocolate do que a Mana.

{ ) Aita come menos chocolate do que a Maria.

( ) As duas meninas comem a mesma quantidade de
chocclate.
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Explica a tua resposta:

11) As duas meninas vao dwvidir igualmente uma barra
de chocolate. Os gquatro meninos vao dividir
igualmente duas barras de chocolate.
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Explica a tua resposta:
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12) Os rapazes vo repartir uma barra de chocolate &
cada um vai comer } do chocolate. As meninas vio
repartr uma basra de chocolate e cada uma vai comer
Y4 do chocolate.

( ) Cada uma das meninas come mais chooolate do
que cada um dos rapazes.

( ) Cada uma das meninas come mencs chocolate do
que cada um dos rapazes.

( )Cada uma das meninas come a mesma quantidade
de chocolate do que cada um dos rapazes.
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Explica a tua resposta:

13) Maria & Luza tém a mesma quansdade de fichas.
A Mara vai dividr igualmente as suas fichas em 5
sacos e @ Luza vai dividir igualmente as suas fichas
em 3 sacos.

{ ) A Maria vai colocar menos fichas em cada saco do
que a Lluza.

{ ) A Maria vai colocar mais fichas em cada saco do
que a Lluza.

( ) A Maria e a Luza vio colocar a mesma quantidade
de fichas em cada saco.

14) A Camila ¢ a Marana 1#8m a mesma quantidade
de lipis. A Camila vai colocar 3 lapis em cada esiojo e
a Mariana vai colocar 6 ldpis em cada estojo.

() A Camila ¢ a Manana vio precisar a mesma
quantidade de estojos.

{ ) A Camia vai precisar de mais esiojos do que a
Manana

{ ) A Camila vai precisar de mencs esiojos do que a
Manana

Explica a tua resposta:

15) © Marco partiu a sua barra de chooolate em 4
partes iguais e comeu uma e a Rita partiu a sua barra
de chocolate em 8 partes iguais @ comeu duas.
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Explica a tua resposta:
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18]AEvnoom%¢hb¢n¢hchocohmelﬁill

comeu %&bmadechocou.

( ) A Eva come mais chooolate do que a Rita.

( ) A Eva come menos chooolate do que a Rita.

( ) As meninas comem a mesma quantidade de
chocolate.

8 8 |[=8 |s L |
|- B . =

st | ssmwoloewn

et
s 1 W1 o

————— e —

17) O grupo das 3 meninas tem um bolo para repartir
igualmente, sem scbrar bolo. O grupo dos 6 rapazes
sem sobrar bolo.
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Explica a tua resposta:

18) Os rapazes vdo repartir uma barra de chocolate e
cada um vai comer }4 do choocolate. As meninas vao
repart umna bara de chooolate & cada uma vai comer
¥ do chocolate.

( ) Cada uma das meninas come mais chocolate do
que cada um dos rapazes.
( ) Cada uma das meninas come menos chocolate do
que cada um dos rapazes.
( )Cada uma das meninas come a mesma quantidade
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Explica a tua resposta:

19) O meninc indio corta a sua pzza em 3 paries
iguais e come wma parte. A menina india corta a sua.
paza em 8 partes iguais e come duas partes.
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Explica a ua resposta:
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20) Os meninos vao dividr iguaimente 6 barras de
chocolate. As meninas vao dividr igualmente 2 barras
de chocolate.
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Explica a tua resposta:

21) O Zé corou o seu bolo em 3 paries guais o
comeu duas pares e o Au cortou o seu bolo em 9

parnes iguais @ cComeu Sois panes.
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Explica a tua resposta:

22) Os meninos vao repartr igualmente uma barra de
chocolate. As meninas vao repartr iguaimente duas
barras de chocolate.
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Explica a tua resposta:
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