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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo sobre a discretizacao angular da equa-
cao bidimensional de transporte de néutrons e os erros de truncamento associa-
dos, decorrentes da representacao da varidvel angular continua por um conjunto
de direcoes discretas. Estes erros incluem a aproximacao da integral do termo
de espalhamento por um conjunto de quadratura numérica, técnica que caracte-
riza o chamado método de ordenadas discretas. QQuatro esquemas de quadraturas
numéricas disponiveis na literatura sao empregados no estudo: Simétrica de nivel
(LQN), Legendre-Chebyshev triangular (PyTySy), Legendre-Chebyshev quadran-
gular (PyTx), e Quadruple Range (QR), para a aproximacao angular da equagao de
transporte. O uso do esquema de quadratura L@y, é limitado até ordem N = 20,

enquanto que os demais permitem ordens de quadratura superiores.

As variaveis espaciais da equagao de transporte angularmente discreti-
zada sao tratadas através de técnicas nodais e resultados numéricos sao obtidos a
partir de dois métodos: o método nodal Arbitrarily High Order Transport (AHOT) e
o método Analitico de Ordenadas Discretas (ADO). Além do fato do método ADO
nao utilizar algoritmos de varredura numérica ou métodos iterativos para resolu-
cao das equacoes discretizadas resultantes, o mesmo determina solucoes explicitas
em termos das varidveis espaciais, via resolucao de um problema de autovalores de

ordem reduzida a metade do niimero de dire¢oes utilizadas na discretiza¢ao angular.

O estudo é focado em problemas de fonte fixa, onde uma analise assin-
totica espacial e angular é feita a fim de determinar a ordem de convergéncia dos

métodos e uma solucao de referéncia para comparacao dos resultados.

Foi observado que para um determinado esquema de quadratura, a

propriedade de integrar exatamente polindomios de alta ordem nos cossenos diretores

XV



nao é suficiente para garantir uma maior precisao em termos de convergéncia espacial
para a solugao de referéncia. Ainda assim, os resultados numéricos mostram que
o fluxo escalar médio ao longo de toda a regiao de fonte do problema, converge
assintoticamente com discretizacao espacial quase idéntica para todas as quadraturas
angulares consideradas, mas o erro assintotico angular (calculado em relagao ao valor
de referéncia espacial para cada conjunto de quadratura utilizada), ndo diminui
consideravelmente com o aumento do ntimero de dire¢oes angulares. Por outro lado,
a utilizacao do conjunto de quadratura () R, indicou reducao da flutuacao dos valores
dos fluxos, os chamados efeitos raio, para ordens de aproximagao angular mais baixas
do que os outros trés esquemas de quadratura considerados. No entanto, com base
nos resultados numeéricos obtidos até agora, nao é possivel determinar a taxa de

convergéncia assintotica do erro devido a discretizagao angular.

Além disso, foi possivel incorporar quadraturas numéricas de ordem
superior na formulacado ADO, preservando propriedades importantes do método,
tais como a redugao da ordem do problema de autovalores, resultando uma maior
eficiéncia computacional. As solugoes ADO foram obtidas a partir da divisao do
dominio em um nimero menor de regides (até 2 x 2), mesmo assim apresentando
boa precisao em comparagao com a solucao de referéncia espacial obtida através
da extrapolagao das solugoes AHOT para sucessivos refinamentos de malhas (até

64 x 64).

Xvi



ABSTRACT

In this work, we study the angular discretization of two-dimensional
neutron transport equation and the associated truncation errors, deriving from the
representation of continuous angular variable by a set of discrete directions. These
errors comprise the approximation of the integral of the scattering term by a set
of numerical quadrature, a technique that characterizes the so-called method of
discrete ordinates. Four numerical quadrature schemes available in the literature
are employed in our study: Level symmetric (LQy), Legendre-Chebyshev triangu-
lar (PyTnSy), Legendre-Chebyshev quadrangular (PyTy), and Quadruple Range
(QR), for the angular approximation of the transport equation. The use of the LQ y
quadrature scheme, is limited to order N = 20, while the others allow for arbitrarily

high order quadratures.

The spatial variables of the angularly discretized transport equation
are handled through nodal techniques and numerical results are obtained with two
methods: the Arbitrarily High Order Transport methods of the nodal type (AHOT)
and the Analytical Discrete Ordinates method (ADO). In addition to the fact that
ADO does not require a mesh sweep algorithm or iterative methods for solving
the resulting discretized equations, the method presents explicit solutions in terms
of spatial variables via eigenvalue problem resolution of reduced order to half the

number of directions used in the angular discretization.

The study is focused on fixed-source problems, where a spatial and
angular asymptotic analysis is done in order to determine the convergence order of

the methods and a reference solution for comparison of the results.

It was observed that, for a given quadrature scheme, the property of

exactly integrating highest order direction cosines polynomials is not sufficient to

XVil



ensure higher accuracy in terms of spatial convergence to the reference solution. Still,
numerical results show that the average scalar flux over the entire source region of the
problem, converges asymptotically with the refinement of the spatial discretization
almost identically for all angular quadratures considered, but the angular asymptotic
error (computed against the reference value for each utilized quadrature set), does
not decrease considerably with increasing number of angle directions. On the other
hand, the use of QR quadrature set indicates larger reduction in the flux fluctuations
known as ray effects for lower order angular approximation schemes than the other
three sets considered. However, based on the numerical results we obtained so far,
we are unable to determine the asymptotic convergence rate of the error due to

angular discretization.

Furthermore, it was possible to incorporate the numerical high order
quadrature in the ADO formulation, preserving important properties of the method,
such as reducing the order of the eigenvalue problem that results in a higher com-
putational efficiency. The ADO solutions were obtained by dividing the domain in
a fewer number of regions (up to 2 x 2), still exhibiting good accuracy compared
with the spatial reference solution obtained via extrapolation of AHOT solutions

obtained on successively refined meshes (up to 64 x 64).
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1 INTRODUCAO

Em varios ramos da ciéncia, a equacao de Boltzmann, proposta por
Ludwig Boltzmann durante seus estudos em teoria cinética dos gases [23], é a fer-
ramenta matematica basica para o estudo quantitativo de fenomenos fisicos. Entre
as diversas areas onde os modelos derivados da equacao sao comumente utilizados,
pode-se citar o estudo de reatores nucleares [5, 58, 107|, transporte de radiacao
|8, 45, 47, 89|, calculo de blindagem [106], simulag¢do de fenomenos actsticos [43],
dindmica de gases rarefeitos |44, 88, 91, 102], estudo de microfluidos e microestru-
turas [90, 105], prospeccao de petroleo [13, 33|, fabricacao de materiais ceramicos
[35], entre outros. Dentre os diferentes ramos de aplicagao de tal equagdo, neste

trabalho, da-se énfase & modelagem do transporte de néutrons.

A equacao de transporte de néutrons ou equacao linear de Boltzmann,
representa um balanco matematico entre a producao e a perda de néutrons, des-
crevendo quantitativamente a distribuicao espacial, direcional, energética e tempo-
ral das particulas em meios materiais [22]. Em geral, a equacdo de transporte de
néutrons ¢ estudada na forma integro-diferencial dependente de sete variaveis inde-
pendentes: trés espaciais, duas angulares, uma de energia e uma variavel temporal.
O tratamento analitico desta equacao é muito complexo e devido a isso, métodos
numéricos com enfoque probabilistico e deterministico tém sido usados na obten-
¢ao de sua solucao. Diferentemente dos métodos probabilisticos, como Monte Carlo
[29, 116|, onde aborda-se o problema incluindo varios aspectos fisicos da situagao
real, nos métodos deterministicos, a equacao de transporte ou suas formas deriva-
das, sao tratadas de forma aproximada através do uso de métodos numéricos. Para
resolver numericamente a equacao integro-diferencial, é necessario uma discretiza-
¢ao das variaveis que compoem o espaco de fase. A varidvel energia, geralmente

é discretizada através da aproximagao multi-grupo [38], enquanto que as variaveis



que compoem o dominio espacial, sao discretizadas através de diferentes métodos,
cada um com sua abordagem individual em varios sistemas de coordenadas, dos
quais pode-se citar: o método de diferengas finitas [51, 69, 84|, o método de vo-
lumes finitos [83], o método de elementos finitos [65, 82, 117], os métodos nodais
[9, 12, 21, 63, 108] ou da colocacao nodal [26, 27, 50]. J4 as variaveis que compoem
o dominio angular da equagao de transporte, sao frequentemente tratadas através
do método dos harmoénicos esféricos [40, 41, 56, 64| ou do método de ordenadas

discretas [11, 18, 21, 46, 49, 71, 115].

Neste trabalho, devido a versatilidade e a precisao em resolver proble-
mas unidimensionais e multidimensionais da teoria de transporte, da-se énfase ao
método de ordenadas discretas, para o tratamento do dominio angular da equagao
de transporte. O método de ordenadas discretas, introduzido por Wick [113| na reso-
lucao de problemas de transporte de néutrons e, posteriormente por Chandrasekhar
[32] em estudos de transferéncia radiativa, é frequentemente utilizado nos principais
codigos computacionais em teoria de transporte [6, 61, 86, 94|, e tem como base a
discretizacao das variaveis angulares continuas da equagao de transporte em dire-
¢oes angulares discretas (ordenadas discretas) e aproximagao da integral do termo
de espalhamento, sobre todas as dire¢oes do movimento das particulas, como um

somatorio finito de direcoes angulares discretas via uso de quadraturas numeéricas.

Especificamente para o caso de aproximagoes em ordenadas discretas da
equacao de transporte, diferentes métodos tém sido desenvolvidos para o tratamento
da variavel espacial, como métodos de elementos finitos descontinuos (DGFEM)
[53, 109, 110|, os métodos nodais Linear-Linear, Linear-Nodal e AHOT [9, 10], o
método LTSy [20], método ADO [18, 19|, entre outros |11, 21, 39, 70, 89].

Os métodos nodais [9, 12, 21, 63, 108], por serem mais adequados ao uso
de técnicas analiticas, sao comumente utilizados na resolu¢ao de problemas multi-

dimensionais, onde as equacoes em ordenadas discretas integradas transversalmente



em uma das varidveis espaciais, sao resolvidas numericamente usando aproxima-
¢oes por polinomios de baixa ordem para o termo de fuga transversal e para os
termos de fonte de espalhamento. O uso de esquemas nodais em problemas de
transporte de néutrons bidimensionais reduz a complexidade do modelo, uma vez
que, os sistemas de equagoes diferenciais parciais (originados da discretizacao da
integral angular), reduzem-se a sistemas de equagoes diferenciais ordinarias. No
entanto, devido a integracao, termos de fuga transversais desconhecidos no con-
torno dos nodos sao introduzidos nas equagoes. No contexto de métodos nodais,
a busca de equacoes auxiliares para representar exatamente as dependéncias espa-
ciais desses termos de fuga transversais, ¢ um problema em constante investigacao

15, 36, 48, 52, 71, 81, 103, 114].

Nesta tese, da-se énfase ao método Analitico de Ordenadas Discretas
(ADO), proposto por Barichello e Siewert [18|, para o tratamento das variaveis es-
paciais das equacoes em ordenadas discretas. Este método tem se destacado na
literatura e é caracterizado por possibilitar, no tratamento de problemas unidimen-
sionais, o uso de esquemas de quadratura arbitrario do tipo half-range. Além disso,
a utilizacao da abordagem ADO possibilita uma redugao na ordem do problema de
autovalores, este que determina as autofuncoes que compoem a solucao das equa-
coes em ordenadas discretas, resultando em um ganho no custo computacional. O
método ADO tem sido amplamente utilizado na resolugao de problemas unidimensi-
onais apresentando solucoes explicitas e precisas em termos das variaveis espaciais,
tanto na dinamica de gases rarefeitos [44, 91, 92, 93|, transferéncia radiativa [17, 18|,

como em problemas de transporte de néutrons [19].

Devido a versatilidade do método ADO na resolucao de problemas uni-
dimensionais, extendeu-se a sua aplicacao a problemas multidimensionais, onde jun-
tamente com os métodos nodais sao uma ferramenta importante no tratamento espa-

cial das equacgoes bidimensionais de transporte em ordenadas discretas.



Cabrera [24] realizou os primeiros estudos de problemas bidimensionais de transporte
de néutrons através da aplicacao do método ADO em equacgoes nodais, onde duas
abordagens distintas foram utilizadas para o tratamento dos fluxos desconhecidos
nas fronteiras (termos de fuga), tal que a primeira relaciona os fluxos desconhecidos
ao fluxo médio no interior do dominio [14, 15|, enquanto que na segunda abordagem,
as relacoes para os fluxos desconhecidos sao introduzidas no termo fonte do problema
[79, 80]. No caso de métodos nodais, inicialmente os termos desconhecidos de fuga
transversal foram aproximados por constantes [24], em seguida, aproximagoes mais
gerais para estes termos, baseadas nas solugoes dos problemas unidimensionais, fo-
ram propostas [79, 80]. Os problemas até aqui abordados pela formulagdo ADO
multidimensional sao de fonte fixa e dois tipos de solugoes particulares tém sido

implementadas, uma delas, de carater mais geral, baseada na utilizacao de funcoes

de Green [14, 80].

No desenvolvimento deste trabalho, contribuicoes ao estudo através da
utilizagao da abordagem ADO em problemas bidimensionais de transporte de néu-
trons foram feitas, como a introducao de condigoes de contorno do tipo reflexivas
em problemas homogéneos de fonte fixa circundada por blindagem, considerando-se
o dominio de forma reduzida e simplificando desta forma a formulacao com reducao
de equagoes envolvidas [76, 100, 101, 103]. Em seguida, estendeu-se o estudo a pro-
blemas em meios heterogéneos [16], com a consideragio de divisdo do dominio em

subregioes |75, 77].

Outro aspecto relevante no estudo do processo de discretizacao da equa-
cao de transporte via ordenadas discretas ¢ o chamado efeito raio, associado a re-
presentacao distorcida do fluxo angular. Em geral, este efeito ocorre em problemas
cujas fontes ou fluxos possuem forte dependéncia angular, ou quando a fonte externa
esta localizada em uma pequena regiao do espaco, em meios de baixa densidade ou

altamente absorvedores.



Ao longo dos anos muitas alternativas para reduzir ou eliminar a flu-
tuacao dos efeitos raio na solucao das equacoes em ordenadas discretas tem sido
propostas e estudadas [60, 64, 73]. De acordo com Lewis e Miller [64], uma des-
tas alternativas pode ser feita através da transformacao das equacoes em ordenadas
discretas em equagoes harmonicos esféricos (Py) [40, 42, 57, 59, 85|, onde a de-
pendéncia angular do fluxo de néutrons é tratada através de fungoes polinomiais
continuas, e estas nao sofrem efeitos raio. Porém, o tratamento das equacoes trans-
formadas tem um custo computacional muito maior para serem resolvidas do que
as equagoes convencionais em ordenadas discretas. Por esta razao, métodos hibri-
dos foram desenvolvidos 72|, demonstrando um custo computacional equivalente
aos algoritmos em ordenadas discretas, entretanto, os efeitos raio nao puderam ser
totalmente eliminados, mas apenas reduzidos. Outra alternativa investigada foi ba-
seada na aproximagao das colisdes primarias |7, 99]. Neste processo, o fluxo ainda
nao colidido ¢é avaliado analiticamente em regides isoladas e entao, os resultados
obtidos sao utilizados para gerar numericamente uma aproximacao para a primeira
colisao das particulas com o meio, nas regioes de fonte. Outra abordagem que vem
sendo pratica e muito utilizada na reducao dos efeitos raio, é baseada no aumento
do numero de diregoes discretas, e no uso de esquemas de quadraturas numéricas
capazes de satisfazer momentos de ordem superior do fluxo angular, em relacao aos

cossenos diretores.

Dentre os conjuntos comumente utilizados em problemas multidimen-
sionais de transporte, destaca-se a quadratura simétrica de nivel LQy [62], esta que
preserva simetria com respeito a 7/2 rotagoes em torno do centro da esfera unita-
ria. No entanto, existe uma limitacao no uso desta quadratura, uma vez que, se
sua ordem for maior que 20, alguns dos pesos do conjunto gerado tornam-se ne-
gativos, o que pode resultar solugoes fisicamente impossiveis, quando utilizados na

determinacao do fluxo angular das equagoes em ordenadas discretas.



Neste sentido, alguns esquemas de quadratura foram propostos com o
objetivo de contornar o problema de pesos negativos encontrado na quadratura si-
métrica de nivel, como o conjunto de quadratura de pesos iguais E(Q)y, desenvolvido
por Carlson [31], que é caracterizado por apresentar pesos positivos, independente
da ordem de quadratura escolhida. No esquema de quadratura E(Q)y, 0s pesos sao
determinados através da relacdo w = 1/[N(N + 2)|, onde N representa a ordem
da quadratura. Pode-se citar também, os conjuntos de quadratura de pesos posi-
tivos UEN e UGy, desenvolvidos por Carew e Zamonsky [28], onde o conjunto de
quadratura U Ey é derivado através do particionamento uniforme da esfera unitaria
no numero de direcoes definidas pela ordem da quadratura simétrica de nivel LQ)y,
enquanto que o conjunto de quadratura UG seleciona as ordenadas ao longo do

eixo z como raizes dos polindmios de Legendre.

Ja Abu-Shumays, fez um estudo mais detalhado a respeito do uso de
diferentes esquemas de quadraturas produto para o tratamento das equacoes em or-
denadas discretas, mostrando a precisao com que estas quadraturas integram altas
ordens polinomiais nos cossenos diretores [1, 3|. Neste estudo, as quadraturas pro-
duto sao geradas através do produto de conjuntos de quadraturas unidimensionais
com respeito a variavel polar e azimutal. Dos diferentes conjuntos de quadraturas
apresentados por Abu-Shumays destaca-se o conjunto de quadratura bidimensional
Quadruple Range (QR), que é capaz de integrar precisamente fungoes que sao des-
continuas ao longo dos contornos de problemas heterogéneos e apresentar maiores
reducoes na flutuagao dos efeitos raio na solugao das equagoes bidimensionais em

ordenadas discretas, quando comparado a quadraturas mais classicas [1, 2, 3].

Recentemente, tem se intensificado na literatura a proposicao de méto-
dos ou algoritmos com o objetivo de lidar com os efeitos raio e outros erros induzidos
pelo uso de quadraturas numéricas, métodos e técnicas que utilizam diferentes con-

juntos de quadratura em diferentes regioes espaciais de problemas especificos, ou al-



goritmos que tentam adaptar as quadraturas para se obter a solucao das equagoes em
ordenadas discretas. Longoni e Haghighat apresentaram duas técnicas referenciadas
como Ordinate Splitting (OS) |67] e Refinement Angular Regional (RAR) |66, 68|,
juntamente com os conjuntos de quadratura Legendre Equal- Weight (PN —EW) [31]
e Legendre-Chebyshev (PyTy) [62| para o tratamento de problemas de transporte
nao convencionais, cujas fontes ou fluxos apresentam forte dependéncia angular, ou
altos picos. Ambas as técnicas (OS e RAR), fazem um refinamento das dire¢oes dos
conjuntos de quadratura citados, onde a ideia é introduzir um ntmero maior de di-
recoes em uma certa regiao da esfera unitaria. Na técnica OS, a dire¢ao de interesse
é dividida em um ntimero maior de dire¢oes com pesos iguais, onde estas direcoes
resultantes sao posicionadas simetricamente em torno da direcao de interesse. Ja na
técnica RAR, a direcao de interesse, é substituida pelo conjunto todo de diregoes
polares e azimutais PyTy. Ainda, Longoni e Haghighat concluem que os conjuntos
de direcoes refinadas pela técnica RAR resultantes, preservam os momentos de or-
dem superior nos cossenos diretores, diferentemente dos conjuntos refinados obtidos

através da técnica OS |66, 68].

Entretanto as técnicas utilizadas por Longoni e Haghighat, nao sao
consideradas como adaptativas, uma vez que, as técnicas nao introduzem diferentes
conjuntos de quadratura em diferentes regioes do dominio espacial, mas usaram ape-
nas um tnico conjunto modificado em todo o dominio do problema. Nexte contexto,
métodos verdadeiramente adaptativos para o tratamento das equagoes bidimensio-
nais em ordenadas discretas foram desenvolvidos [96, 97, 98], uma vez que diferentes
conjuntos de quadratura em diferentes regioes do dominio puderam ser utilizadas.
Na abordagem proposta, algoritmos simples para mapear os fluxos angulares atra-
vés das fronteiras regionais foram empregados e elementos finitos foram utilizados
no fluxo angular para orientar a definicao dos pesos, interpolagao e métodos de
mapeamento. Para tomar decisoes de refinamento, o método utilizado calcula o

fluxo angular em certas direcoes e compara esses resultados com os valores interpo-



lados que vem das fungoes base e dos fluxos angulares nos pontos de quadratura ja

existentes.

Conjuntos de quadraturas baseados em elementos finitos descontinuos
lineares (LDFE) foram apresentados por Jarrell [54, 55|. Estes conjuntos de qua-
draturas sao desenvolvidos dividindo as faces de um octaedro regular em triangulos
equilateros, e entao, estes sao projetados na superficie da esfera unitaria formando
triangulos esféricos. Foram desenvolvidos quatro métodos para definir os pontos de
cada triangulo esférico, que por sua vez define as direcoes e os pesos dos conjuntos de
quadraturas. Esses métodos chamados de LDFE—Center, LDFE—0, LDFE—Le
LDFE — SA, diferem um do outro na maneira de determinar os pontos e seus pesos
nesses triangulos. Ainda, é apresentado a forma adaptativa dos métodos LDF'E e
mostrado a precisao com que estes integram polinomios nos cossenos diretores, além
da ordem de convergéncia e os erros relativos no calculo do fluxo escalar de néutrons
através do uso dos conjuntos de quadraturas propostos, comparando-os com outras

quadraturas disponiveis na literatura, em alguns problemas testes.

Na tentativa de melhorar o método de ordenadas discretas, um conjunto
de equacoes baseado em uma estrutura de interpolacoes para funcoes na esfera
unitaria, denominado Lagrange Discrete Ordinates (LDO), é derivado por Ahrens
[4]. Mesmo apresentando uma série de diferengas, as equagbes LDO mantém a
estrutura formal das equacoes em ordenadas discretas. Os resultados numéricos
obtidos através das equagoes LDO demonstraram convergéncia espectral angular
para solucoes suaves e sao capazes de mitigar os efeitos raio, aumentando-se o niimero

de direcoes discretas envolvidas.

Neste trabalho, adicionalmente as contribuicoes ja mencionadas an-
teriormente neste texto, referentes ao desenvolvimento da formulagao ADO para
problemas multidimensionais [16, 100, 101, 103], outra contribuigao relevante é a

implementagao de esquemas alternativos de quadratura (ordem superior) na formu-



lacao ADO, de maneira a preservar a reducao pela metade da ordem do problema
de autovalores que determina as autofuncoes que compoem as solucoes das equa-
coes em ordenadas discretas. Faz-se também, uma estimativa dos erros produzidos
através da discretizacao angular da equacao de transporte, e da aproximacao do
termo integral da equacao via quadratura numérica, onde mostra-se a precisao com
que as quadraturas integram funcoes polinomiais nos cossenos diretores e a reducao
que apresentam na flutuacao dos efeitos raio na solucao das equagoes em ordenas
discretas. Aplica-se o estudo a problemas de fonte fixa, onde faz-se uma anélise
assintotica espacial e angular de modo a determinar a ordem de convergéncia e uma

solucao de referéncia para comparacao dos resultados.

Desta forma, este trabalho esta estruturado de maneira que no capitulo
2 apresenta-se a equacao de transporte de néutrons multidimensional e descreve-se
a construcao de diferentes esquemas de quadraturas numéricas multidimensionais.
Ainda, mostra-se a precisao com que estas integram polinomios nas dire¢oes dos
cossenos diretores, de maneira a estimar o erro de discretizagao numérica angular

da integral de espalhamento da equacao de transporte.

No capitulo 3 a equagao bidimensional em ordenadas discretas é apre-
sentada, e o sistema de equagoes diferenciais parciais bidimensionais em ordenadas
discretas é integrado transversalmente nas variaveis = e y, fornecendo sistemas de
equacoes diferenciais ordinarias unidimensionais em termos de varidveis médias, via
técnica nodal. Os fluxos desconhecidos nos contornos aproximados por constantes,
obtidos da integragao transversal, sao introduzidos no termo fonte do problema,
gerando um acoplamento dos problemas nodais unidimensionais. Os resultados nu-

méricos para os problemas teste considerados sao apresentados no capitulo 4.

No capitulo 5, é feito uma andlise assintotica espacial e angular dos
resultados numeéricos obtidos para o fluxo escalar médio nas regioes do problema

em estudo. Ainda, sao apresentados gréaficos dos efeitos raio produzidos pelo uso



das quadraturas numéricas simétrica de nivel LQy, Legendre-Chebyshev PyTnSy

e PyTy, e Quadruple Range QR.

Por fim, no capitulo 6, apresenta-se as conclusoes obtidas do estudo

realizado.
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2 EQUACAO MULTIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE DE NEUTRONS

Neste capitulo, faz-se uma estimativa do erro de aproximagao numérica
angular da integral de espalhamento da equagao de transporte bidimensional, através
do uso de quadraturas numéricas. O procedimento baseia-se na aproximacao do
fluxo angular e secao de choque diferencial de espalhamento em termos de fungoes
harmonicos esféricos e polinomios de Legendre, respectivamente, seguido do uso de

expansoes em séries de Taylor de duas variaveis.

Utiliza-se os quatro esquemas de quadratura citados no capitulo ante-
rior: Simétrica de Nivel LQy, Legendre-Chebyshev PyTxSy triangular, Legendre-
Chebyshev PyTx quadrangular e Quadruple Range QQR, para a andlise de aproxi-
macao. Vale ressaltar que, destes quatro esquemas de quadraturas, os trés primeiros
foram desenvolvidos tanto para o tratamento de problemas bidimensionais como tri-
dimensionais, enquanto que a quadratura QR desenvolvida por Abu-Shumays [3],
foi criada apenas para o tratamento de problemas bidimensionais. Ainda, neste ca-
pitulo, determina-se a precisao com que cada uma destas quadraturas integram as
fungoes polinomiais nos cossenos diretores €2, e {1, com o intuito de estimar o erro

de aproximacao numérica da integral de espalhamento da equacao de transporte.

Desta forma, parte-se da equacao de transporte de néutrons indepen-
dente do tempo, que considera a distribuicao das particulas em meio nao multipli-
cativo, a um grupo de energia, de acordo com Duderstadt [3§]

Q-VY(r,Q)+ o0, ¥(r,Q) = / os(r, Q- Q) (r, Q) dY + Q(r, ), (2.1)

s
onde o, representa a segao de choque macroscopica total, os(r, Q' - Q) a secao de
choque macroscopica de espalhamento diferencial e Q(r, 2) o termo de fonte externa

de néutrons.
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A integral na Eq. (2.1) é avaliada sobre todas as dire¢oes €2 na esfera

unitaria S, onde ¥(r, Q) é o fluxo angular das particulas em r = (z,y, z) com

Q- vue o) -2 10 2%, ng_‘l’.
z

5+, (2.2)

A direcao angular do movimento das particulas €2 é convenientemente

descrita utilizando os cossenos diretores 2 = (€2, €, €2,), tal que

Q, = p = cos(¢) sin(f) = cos(¢)y/1 — €2
9, = n = sin(¢) sin(9) = sin(¢)y/1 - &2

Q, =& = cos(h), (2.3)
sendo os mesmos relacionados da forma
2 2 2 _
Qx+Qy+QZ =1. (2.4)

Aqui, 6 é o angulo polar medido a partir do eixo z e ¢ é o angulo azimutal medido

a partir do eixo .

2.1 Estimativa de erro na aproximacgao do termo integral da

equacao de transporte

Para iniciar os estudos a respeito do erro produzido pelo processo de
aproximacao do termo de espalhamento da equacao de transporte através do uso de
quadraturas numéricas, opta-se por expandir o fluxo angular da integral de espalha-

mento da Eq. (2.1) em termos das fun¢oes harmonicos esféricos como

T, Q) =) > TrE)y() (2.5)

k=0 n=—k
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onde
T (r) :/S\If(r, Q)Y (2) d€2. (2.6)

Aqui, Y," é chamada de funcao harmonico esférico de grau k£ e ordem n, ja Y,**

denota o conjugado complexo de Y;".

Substitui-se a expressao dada pela Egs. (2.5) na integral da Eq. (2.1),

para obter

/as(r,ﬂ’-ﬂ) r, Q) dQY = Z Z T (r /05 r, Q- QYY) A, (2.7)
S

k=0 n=—k

Agora, representa-se o termo da se¢ao de choque diferencial o4(r, €2'-Q)

da Eq. (2.7) em termos dos polindmios de Legendre como

o, (r, Q- Q) =) (21 + Do (r) (2 - Q), (2.8)
1=0
mas,
Q' = sin# cos ¢’7 + sin @' sin qb’? + cos 0%
%
Q = sin 6 cos (b? —l—sin@singzﬁ7+cos€k (2.9)
logo ' - Q é dado por
Q- Q = cosOcosb +sinf cos ¢ sin b cos ¢ + sin #' sin ¢’ sin 6 sin ¢
= cosfcost +sinfsinb cos(p — ¢'). (2.10)

Através da Eq. (2.10), aplica-se o teorema da adigdo para harmonicos
esféricos, que expressa um polindémio de Legendre de ordem [ no angulo €' - € em
termos de produtos de dois harmonicos esféricos com coordenadas angulares (6, ¢)
e (¢/,¢") como

1 !
P(QY-Q) = - > VM (Q)Y"(Q) (2.11)

m=—
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onde

e J@ADI=m) .
Y™ () —\/ T+ m) P™(cos)e™? (2.12)
V() = \/ (2 le(fn; m)!le(cos e M (2.13)

Finalmente, escreve-se o termo da secao de choque de espalhamento
diferencial o4(r, €2’ - €2) como

l
(r, Q- Zasl r) Y Y(Q)Y(Q), (2.14)

m=-—I

e a integral dada na Eq. (2.7) torna-se

/ os(r, Q- Q) (r, Q) dQY =
s

%) k
Z oq(r Z Y)Y > Ti(r) / Y Q)Y Q) dY. (2.15)
m=—1 k=0 n=—k o
Nota-se que as fungoes Y;*(£2') e Y,;*(£2') na equagao acima sao ortogo-
nais, de forma que através da propriedade de ortogonalidade das fung¢oes harmonicos

esféricos, tem-se

[ Y@ dSY = G (2.16)
s
onde
]. 1:k ]_ m—=—n
6lk = € 5mn == (217)
0 caso contrario 0 caso contrario.

Desta forma, reescreve-se a Eq. (2.15) usando a Eq. (2.6)como

/ o(r, - Q) (r, ) dY =
S

00 l

> 3 culoy(@ [y s

=0 m=—1
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No tratamento de problemas bidimensionais de transporte, o fluxo an-
gular e todos 0os momentos do fluxo nao variam com z, de modo que o ultimo termo
do lado direito da Eq. (2.2) pode ser desconsiderado. Neste sentido, a partir da
expressao obtida na Eq. (2.18) e da defini¢ao de Q- V¥(r, Q2), dada pela Eq. (2.2),
escreve-se a Eq. (2.1), para problemas bidimensionais de transporte, em geometria

cartesiana como

0 0
—WU Q —VU Q v Q) =
Nax (l‘,y, )+778y (xaya )+Jt (xaya )
00 !

> cumy(@) [ W )y (@) a ¢ Qlay @), (219)

S

=0 m=—

Para fins de estudo da aproximacao da integral angular da equacao bidi-
mensional de transporte de néutrons, suprime-se a dependéncia espacial
r = (z,y) na Eq. (2.18), de maneira que o integrando da equacdo passe a ser uma

funcdo dependente apenas de Q' = (€7, ). Desta forma, define-se
U(Q)Y™(Q) = fin(2,, ), (2.20)

e substitui-se na Eq. (2.18), onde obtém-se

/as(r,Q’.Q) r, Q) dQ = Z Z oY /flm (€, Q) dY.  (2.21)
o 1=0 m=—1

Deseja-se encontrar uma quadratura numérica, que seja capaz de apro-
ximar a integral do termo de espalhamento da Eq. (2.21), com méxima precisao

possivel, ou seja

M =

wig () ~ /S () deY. (2.22)

R
Il

Desta forma, a quadratura deve ser capaz de aproximar também os

momentos angulares, definidos na Eq. (2.6) e expressos na Eq. (2.18), como

> v fin( ) = 3w ()Y () / W)Y () d2 = TP, (2.23)
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Expande-se entdo a funcao fi,, (€2, €Y, ) definida na Eq. (2.20), em séries
de Taylor de duas varidveis centradas no ponto (£, = 0,2, = 0), onde obtém-se a

seguinte expressao para a integral do lado direito da Eq. (2.21),

/ / / / / 8” !
/fzm (€0, Q) dS2 :/ [Z ~ Z T ) () ()" 89'%89’% ———— f1,,(0,0) | d€2
= fim(0, 0)/1d9’+—flm(0,0)/§z; i9%
S o5y, S
a / / ]‘ 82 / /
an o7 Jim (0, 0)/SQy s +5Wﬁm(o,0)/sﬂg s
2 62 / / /
21 aQ/ 39/ flm(o 0) /S(Qz>(Qy> s}
1 82 12 /
+§Wflm(0,0) SQy Y + ... (2.24)
’ Yy

Agora, aproxima-se as integrais da Eq. (2.24) através da relacao

Eq. (2.23), de modo a obter

N

) ' i) n—i o
T;)wﬁzflm(g mE:Ow Z nl Zz: il(n — 1) i) () Wﬁm(o 0)]
N N
mz::owm+ aQ/ aay fim(0:0) Z

N 1 82 al
o i 0.0) 3 0 5 (0.0 Y st
m=0 )

R
=}

2 92 al
=+ 5mﬁm(oa 0) Z Wi (V) ()

=0
1 & -
e
+ gwﬁm(o 0) E 0 Wiy + .. (2.25)

Observa-se que ao expandir a fungao f,,(€2,,€2,) em séries de Taylor,
foi possivel reescrevé-la em termos de polinomios em €2, e €2,,. Desta forma, deseja-se
que a quadratura numeérica seja capaz de aproximar a integral sobre esses polinomios

para o maior grau possivel, ou seja, procura-se uma quadratura numérica que integre
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exatamente o maximo de termos possiveis da expansao de f;,, (£, ;) em polinomios

em 2, e (.

Neste sentido, assume-se que a funcao flm(Q;,Q’y) possa ser escrita
em termos de um polindmio de grau L em (2, e ,, onde L é dado pela soma das
poténcias de 2, e ),. A quadratura numeérica procurada deve aproximar exatamente
a integral polinomial, de maneira que o erro de aproximacao pela quadratura é dado

por
N
/S Fnd 62, 4) 450 = 3 (V) =

/.

. . om
) Z v [Z B Z A — i on) (D)™ g fin (O 0)]

1 n! o
B ﬁ il(n —4)! O OSYn= 7 im (0, 0)

=0 =0

/ (L) =3 (O >]

m=0

/ ! an !
Z n! Z il(n —1) Q o) (Q )" 39”89’" zfzm(() 0)| de

o"
Z n! Zz' (n — )l 0O~ 7fim(0, 0)

n=L+1 =

/S(Q/) (Ql)n de/ Zwm ) (Q/ )n—z’

=0

+ o). (2.26)

Assim, se um conjunto de quadratura numérica integrar exatamente tais
fungoes polinomiais até grau L, espera-se que este conjunto forneca solugoes precisas
para os problemas de interesse quando o integrando puder ser bem aproximado
por uma série de mesma ordem. Entende-se que, se o conjunto de quadratura nao
integrar exatamente essas funcoes, erros de aproximacao na fonte de espalhamento, e

consequentemente erros na solucao da equacao de transporte podem ser produzidos.
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Neste sentido, uma vez que a funcdo f;,,(§2,,2,) é aproximada por
um polinoémio de grau L em €, e (), reescreve-se a integral do lado esquerdo da

Eq. (2.24) como

2m
/ Qb Q' dQ = / / (sin @ cos @) (sin @ sin ¢)™ sin Odfd¢,
l+m<L, (2.27)

A resolugao analitica da Eq. (2.27), dependente dos valores [ e m, é

feita abaixo. Para isso, inicialmente define-se
& =cosf — d§ = —sin0df
€ =(cosh)? — &=1—(sinh)? — sind= \/@ (2.28)
e substitui-se no lado direito da Eq. (2.27), onde obtém-se
/027r /Oﬂ(sin 6 cos ¢)' (sin A sin @)™ sin fdfd¢ =
/ ; | (cos 6y/T ) (sin o/ T )" de dp =
[ [ @y or deas =
/ (cos 8)!(sin 6)" do / Vi) (2.20)
0
Note que a integral dupla da Eq. (2.27) foi escrita como um produto
de duas integrais dependentes, respectivamente, da variavel azimutal ¢ e da variavel

polar & = cos#. Agora, para obter-se a solucao analitica da integral com respeito a

variavel azimutal ¢ da Eq. (2.29), parte-se da definigdo da fun¢do Gamma [112]

/ / 572 tem ) gt du, (2.30)
2

onde define-se t = 22 e u = y?, e substitui-se na equacdo para obter

D(s)0(z) = / / 2222200 4o dy
0 0

= 4/ / 225 Ly e @) gy, (2.31)
o Jo



Faz-se uma mudanca de coordenadas para polares e assume-se que
y = rsing e x = rcos¢, onde tem-se que o determinante da Jacobiana é dado

por

a(z,y) _ cos ¢ sin ¢ — 1(cos §)? + r(sin )2 = 7, (2.32)

a(r, ¢) —rsin¢g 7rcos¢

e o diferencial da area para coordenadas polares como

d(,y)
a(r, p)

dA = ‘ ‘ dr d¢ = rdr do. (2.33)

Desta forma, reescreve-se a Eq. (2.31) em coordenadas polares como

w/2 oo
L(s)I'(z)= = 4 (/0 /0 T25_1(COS¢)28_1T22_1(Sin¢)22—16_T27‘d7“d¢>

/2 oo
= 4 (/ (cos ¢)***(sin ) >~ d¢/ p2ot2e—tomr? dr) . (2.34)
0 0

Agora, assume-se § = r? na segunda integral da Eq. (2.34), onde obtém-

se
2/ p2ot2 1= g — / 5T e s, (2.35)
0 0
que de acordo com a definigao de fungao Gamma, tem-se

/ e ds = T(s + 2). (2.36)
0

Logo, substituindo-se a Eq. (2.36) na Eq. (2.34), obtém-se

/2
[(s)['(2) =2 (/0 (cos ¢)**(sin ¢)** ! dqzﬁ) I'(s+ 2) (2.37)

L(s)l'(2)

i 2s—1( i 1122—1 1
20 (s + 2) = (/0 (cos )™ (sin¢) dqb) = 55(3,2), (2.38)

(2.39)
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; 5 : _ _ 4l _
onde ((s,z) é a funcdo Beta [111]. Agora, seja2s —1=1—s=5te2z—1=

m— z = mT“ na equacao acima, tem-se

or <l+772l+2)

para [ e m par. Caso [ ou m for impar, a integral resulta em zero. A solucao
analitica para a primeira integral da Eq. (2.29) obtida neste trabalho, verifica a

solugdo encontrada por Abu-Shumays |[3]

[+1 m+1
/0 2ﬂ(cos ¢)'(sin )™ dp = [1 + (=1)][1 + (—1)’"]F <2r2( l);;&;) ) (2.41)
2

se [ e m par, ou

2m
/ (cos @) (sing)"dp = 0 se [ ou m impar. (2.42)
0

Agora, para o tratamento da segunda integral da Eq. (2.29) onde
/2

/1(\/1—52)””%15:2/1(\/1—g?)”mdg:2/7r (sin @)™ sin@dh, (2.43)
_ 0 0

1

tem-se que, quando [ ou m impar, de acordo com a Eq. (2.42), a integragao sobre
a variavel ¢ resulta em zero, e desta forma o fator que multiplica a Eq. (2.43) sera
sempre igual a zero. Portanto, considera-se [ e m pares, e neste caso, escreve-se
[+m = 2h com h =0,1,2,..., e substitui-se na integral direita da Eq. (2.43) de

maneira que a mesma fique reescrita como
/2 w/2
2 / (sin@)""sinfdd = 2 / (sin 0)* do
0 0

w/2 L
= 2/ (sin §)2 D=1 (cos )21 dp
0

(b4 O0(/2) Tt Dym o
20(h+3/2) — T(h+3/2)" |

20



l+m

mas h = — logo
[+m+2
D(h+1)y/m ( 2 )ﬁ (2.45)
L(h+3/2) p(lrm+3 ’ '
2
e finalmente obtém-se, de acordo com |1, 3|
[+m+2
1 ()
2/ (V1 —€2)rmde = 2/ (sin 0)™ sin 0 df = (2.46)
0 0

. (l +m + 3)
2
A solucao analitica final para a Eq. (2.29) é dada pelo produto da
Eq. (2.41) pela Eq. (2.46), que resulta em

2m s
/QQ;Q’;dQ = /0 /0(sin&cosqﬁ)l(sinesingb)msin6d9d¢:
[+1 m+1
o))

- (Z+T;L+3)

= 0 seloum impar. (2.47)

i
= [ D+ (1)

Através da Eq. (2.47) é possivel obter a solugdo exata para a integral
polinomial em €2, e €2, de grau L, de forma que o erro de aproximacao via quadratura

numeérica possa ser estimado.

2.2 Esquemas de quadraturas numéricas multidimensionais

Procura-se um conjunto de quadratura numérica capaz de integrar po-
linomios em €2, e , de ordem tao alta quanto possivel, de forma a minimizar o
erro de aproximacao numeérica da integral angular do termo de espalhamento da

equacao de transporte. Neste sentido, estuda-se nas proximas subsecoes, alguns dos
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conjuntos de quadratura que sao comumente utilizados na resolucao da equacao de
transporte, e em seguida, mostra-se a ordem de precisao que estes conjuntos de qua-
dratura conseguem integrar funcoes polinomiais em termos dos cossenos diretores

dados pela Eq. (2.29).

2.2.1 Quadratura simétrica de nivel LQy

A quadratura simétrica de nivel (LQy), requer que o conjunto de
diregoes (1, m, &) seja invariante sob todas rotagoes de 90 graus em torno dos eixos
,m ou & Assim, cada conjunto de coordenadas deve ser simétrico em relacao a
origem, e além disso, o conjunto de pontos em cada eixo deve ser o mesmo. Desta
forma, o conjunto de quadratura é definido em um octante e entao é refletido nos
outros octantes fazendo mudancas de sinais apropriadamente. O nimero de direcoes
(ordenadas) por octante, é dado pela relagio M = N(N + 2)/8, onde N é a ordem
da quadratura, que deve ser par. As direcoes sao dispostas na esfera unitéria em
um padrao triangular, com N/2 niveis diferentes por hemisfério e N/2 —i+1 pontos

em cada ¢ nivel, como pode ser visto na Figura 2.1.

g

SCS

Figura 2.1: Quadratura simétrica de nivel LQ)y para N=8.
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Pode ser demonstrado que uma vez definida a primeira ordenada, todas
as outras ordenadas sdo determinadas pela relagao |30, 62, 64|,

2(1 = 341)

1 <3< N/2 .
— <i<N/2, (2.48)

pi =i+ (i = 1)

onde y; é a projegao do primeiro ponto base no intervalo 0 < u? < 1/3. A escolha
de py é arbitraria e de acordo com a literatura, nao esta claro como obter o seu
valor, exceto em N = 2, caso em que o Gnico valor disponivel ¢ de p? = 1/3. Este
unico grau de liberdade na localizacao da ordenada juntamente com os pesos de
cada ordenada sao escolhidos ao exigir que o conjunto de quadratura seja capaz de
integrar a mais elevada ordem de fun¢oes harmonicos esféricos sobre a esfera unitaria.
Uma vez determinado uma ordenada, ou diregao (u;, 1;,&;), todas as outras diregoes
podem ser construidas pela Eq. (2.48) e através da permutagao de suas componentes.
Tais grupos de permutagao sao compostos por classes de 1, 3 ou 6 pontos cada, de
modo que dentro de uma determinada classe, todos os pontos tém o mesmo peso.
Esta condicao é conhecida como simetria rotacional, como pode ser observado na

Figura 2.2.

f 2 ) 3 4 3
1 2 ) 2 3 2 2 4 4 2
1 11 121 1221 123 21

Configuragio  Configuragio  Configuragéo Configuragéo Configuragao
dos pesos LQ2  dos pesos LQ#  dos pesos LQs dos pesos LQs dos pesos LQ1o

Figura 2.2: Configuracao dos pesos da quadratura simétrica de nivel LQy para um

octante.

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de direcdes e pesos da qua-

dratura simétrica de nivel LQ)y para algumas ordens de quadratura N.
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Tabela 2.1: Quadratura simétrica de nivel LQ y.

p n w Iz n w
N=2 N=8

5,773503E-01  5,773503E-01  2,500000E-01 | 9,511897E-01  2,182179E-01  3,024692E-02
N=4 7,867958E-01  2,182179E-01  2,268517E-02

8,688902E-01
3,500212E-01
3,500212E-01

3,500212E-01
3,500212E-01
8,688902E-01

8,333333E-02
8,333333E-02
8,333333E-02

9,261807E-01
6,815075E-01
2,666355E-01
6,815075E-01
2,666355E-01
2,666355E-01

N=6
2,666355E-01
2,666355E-01
2,666355E-01
6,815075E-01
6,815075E-01
9,261807E-01

4,403157E-02
3,930177E-02
4,403157E-02
3,930177E-02
3,930177E-02
4,403157E-02

5,773503E-01
2,182179E-01
7,867958E-01
5,773503E-01
2,182179E-01
5,773503E-01
2,182179E-01
2,182179E-01

2,182179E-01
2,182179E-01
5,773503E-01
5,773503E-01
5,773503E-01
7,867958E-01
7,867958E-01
9,511897E-01

2,268517E-02
3,024692E-02
2,268517E-02
2,314815E-02
2,268517E-02
2,268517E-02
2,268517E-02
3,024692E-02

No entanto, vale ressaltar que, quando aumentada a ordem da quadra-
tura simétrica de nivel tal que N > 20, alguns dos pesos deste conjunto de qua-
dratura decrescem, e eventualmente, tornam-se negativos, a qual conduz a solugoes
fisicamente impossiveis [62]. Neste sentido, estuda-se outras diferentes quadraturas,

de modo a contornar o problema encontrado na quadratura simétrica de nivel.

2.2.2 Conjuntos de quadratura Legendre-Chebyshev

Nesta secao, apresenta-se dois diferentes esquemas de quadraturas
numéricas Legendre-Chebyshev (PyTy) [62]. Ambas quadraturas numéricas sao ge-
radas através do produto de um conjunto de quadratura unidimensional definida ao
longo do eixo polar & = cosf com um conjunto de quadratura unidimensional na
variavel azimutal ¢, onde o que diferencia uma quadratura da outra, é a maneira
que as diregoes (nos) e pesos das quadraturas unidimensionais sao relacionadas. As
quadraturas Legendre-Chebyshev utilizam a quadratura de Gauss-Legendre unidi-
mensional no tratamento da variavel polar e a quadratura de Chebyshev de primeira

classe para a variavel azimutal. O uso desses conjuntos de quadratura nao apresenta
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pesos negativos, ignorando o problema encontrado na quadratura simétrica de nivel

LQ N quando N > 20.

Para a construcao dos conjuntos de quadratura PyT, visando-se in-
tegrar fungées polinomiais dadas pela Eq. (2.27) com méxima precisao possivel,

aproxima-se a variavel polar dada pela Eq. (2.46), onde tem-se que

2 [imeymas =2 [ n-e)a (2.49)

através da quadratura de Gauss-Legendre tal que

/_1 F)do = S wyf ), (2.50)

com f(z) = (1—£&*)". Como a Eq. (2.49) é escrita como uma integral polinomial de
poténcias pares em & = cos 6, a quadratura de Gauss-Legendre é considerada 6tima
para aproximar essa classe de funcoes. Neste sentido, obtém-se os polindémios de

Legendre através da seguinte formula de recorréncia |67, 78|
U+ DPj11(8) = (25 + 1)EP;(E) — jP-1(8) (2.51)
onde P_1(§) =0e Py(§) =1, para -1 <{<lej=0,...,N.

As ordenadas ¢ = cos @ sao dadas pelas raizes dos polindémios de Legen-
dre Py e os pesos associados a cada nivel &, com i =1,..., N/2, sdo determinados
por meio da seguinte formula [67, 78|

2

o),

Com relagdo a discretizagio da variavel azimutal da Eq. (2.41), procura-

se uma quadratura numérica tal que

/27T (sin ¢, cos @) d¢p ~ szg sin ¢;, cos ¢;). (2.53)
0
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Neste sentido, faz-se uso da quadratura de Chebyshev, onde a varia-
vel angular azimutal é definida pelas raizes dos polinomios de Chebyshev (Ty) de
primeira espécie

Ti[cos(w)] = cos(lw), (2.54)

estes, que satisfazem a condigao de ortogonalidade

1 0, 14k
/ T(y)Tk(y)1—y*)Pdy =< 7, I=k=0 (2.55)
/2, l=k#0
onde
y = cos(w). (2.56)

Nas subsecoes seguintes, apresenta-se os dois diferentes esquemas de
quadratura numérica do tipo PyTy gerados pelo produto das quadraturas unidi-

mensionais discutidas.

2.2.2.1 Quadratura de Legendre-Chebyshev quadrangular

A quadratura numérica do tipo PyTy que serd apresentada nesta
subsecao, é construida de maneira que tanto a ordem da quadratura unidimensional
de Chebyshev T quanto a ordem da quadratura de Gauss-Legendre Py necessi-
tam ser iguais. Assim, para cada nivel polar &, que é definido como as raizes dos
polinomios de Legendre Py de ordem N, sao associados /N pontos provenientes da
quadratura de Chebyshev. Determina-se o conjunto discreto de angulos azimutais
para cada nivel & através da relagao [25, 67]

N-2j+1
wj:g<1—T]+), (2.57)

onde j=1,...,N.
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Uma vez obtidos os valores de w;, define-se o conjunto de pontos da

quadratura produto Legendre-Chebyshev por

fij =1/ 1 — & cos(w;),

comi=1,...,N/2ej=1,...,N. Os pontos 7; ; para cada nivel ¢, sao determinados

Nig =/ 1 _N?,j - &

Os pesos da quadratura correspondente sao dadas em termos dos pesos

(2.58)

através da relacao

(2.59)

da quadratura de Gauss-Legendre w; como [25, 62]

Wi

Wij = N, (260)

de maneira que para cada nivel &;, as dire¢oes correspondentes tem o mesmo peso.

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de quadratura PyxTy qua-

drangular para algumas ordens de quadratura N.

Tabela 2.2: Quadratura Legendre-Chebyshev PyTly.

3 n w 7 n w
N=2 N=8

5,773503E-01  5,773503E-01  2,500000E-01 | 5,443104E-02  2,736433E-01  6,326784E-03
N—4 1,550065E-01  2,319836E-01  6,326784E-03

1,945464E-01
4,696765E-01
3,598879E-01
8,688462E-01

4,696764E-01
1,945463E-01
8,688461E-01
3,598878E-01

4,348186E-02
4,348186E-02
8,151814E-02
8,151814E-02

9,349804E-02
2,554414E-01
3,489394E-01
1,941664E-01
5,304725E-01
7,246389E-01
2,513426E-01
6,866808E-01
9,380233E-01

N=6
3,489394E-01
2,554414E-01
9,349802E-02
7,246389E-01
5,304725E-01
1,941664E-01
9,380233E-01
6,866807E-01
2,513426E-01

1,427704E-02
1,427704F-02
1,427704E-02
3,006346E-02
3,006346E-02
3,006346 E-02
3,899283E-02
3,899283E-02
3,899283E-02

2,319836E-01
2,736433E-01
1,179163E-01
3,357973E-01
5,025562E-01
5,928054E-01
1,659777E-01
4,726645E-01
7,073924E-01
8,344262E-01
1,917800E-01
5,461433E-01
8,173612E-01
9,641432E-01

1,550065E-01
5,443103E-02
5,928054E-01
5,025562E-01
3,357973E-01
1,179163E-01
8,344262E-01
7,073924E-01
4,726645E-01
1,659777E-01
9,641432E-01
8,173612E-01
5,461432E-01
1,917800E-01

6,326784E-03
6,326784E-03
1,389881E-02
1,3898811-02
1,389881E-02
1,389881E-02
1,960667E-02
1,960667E-02
1,960667E-02
1,960667E-02
2,266774E-02
2,266774E-02
2,266774E-02
2,266774E-02
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A quadratura Legendre-Chebyshev quadrangular gera um total de
M = 2(N x N) diregoes discretas na esfera unitaria, onde as diregdes em cada

octante seguem um padrao quadrangular, como pode ser visto na Figura 2.3.

Figura 2.3: Quadratura FsTy quadrangular.

2.2.2.2  Quadratura de Legendre-Chebyshev triangular

Na quadratura Legendre-Chebyshev triangular, diferentemente da
quadratura produto Py quadrangular, as quadraturas unidimensionais de Gauss-
Legendre e de Chebyshev sao combinadas tal que, uma vez definido os & niveis
polares para uma certa ordem /N, a discretizacao da variavel angular azimutal é
feita de modo que no primeiro nivel polar, usa-se a quadratura de Cheyshev de
ordem N = 2, para o segundo nivel polar a quadratura de ordem N = 4, para o
terceiro nivel polar a quadratura de ordem N=6, e assim por diante. Desta forma,
a quadratura resultante ird apresentar a mesma configuragao das dire¢oes (u, 1, )

de acordo com a quadratura simétrica de nivel L)y apresentada na secao anterior,
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onde tem-se um total de M = N (N + 2)/8 diregbes discretas por octante dispostas

em um padrao triangular (veja a Figura 2.4).

Figura 2.4: Quadratura PyTxSg.

Na quadratura Legendre-Chebyshev triangular, cuja notagao sera de-

finida por PyTnSn, a determinacao do conjunto de angulos azimutais seguem a

relagao |25, 62, 67]
7r N—2j—2+3
== (1= , 2.61
e 2( N—2i+2 ) (2.61)
onde j=1,....,N—=2i+2ei=1,...,N/2.

Os pesos da quadratura correspondente w;; sao dadas em termos dos

pesos de quadratura de Gauss-Legendre w; como

Wi

—_. 2.62
N —2i+2 (2:62)

Wij =

Uma vez determinado os pesos e os valores de w; ;, o conjunto de pontos

da quadratura Legendre-Chebyshev triangular é definido por

fi; =) 1 — & cos(w@; ;), (2.63)
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comi=1,...,N/2ej=1,...,N —2i+ 2. Os pontos 7, sao determinados pela
Eq. (2.59).

Apresenta-se na tabela abaixo o conjunto de quadratura PyTn Sy para

algumas ordens de quadratura N.

Tabela 2.3: Quadratura Legendre-Chebyshev PyTnSy.

3 n w Iz n w

N=2 N=8
5,773503E-01  5,773503E-01  2,500000E-01 | 1,917800E-01  9,641432E-01  2,266774E-02
N=6 5,461433E-01  8,173612E-01  2,266774E-02

3,598879E-01
8,688462E-01
3,594748E-01

8,688461F-01
3,598878E-01
3,594748E-01

8,151814E-02
8,151814E-02
8,696371E-02

2,513426E-01
6,866808E-01
9,380233E-01
2,870897E-01
6,930957E-01
2,554414E-01

N=6
9,380233E-01
6,866807E-01
2,513426F-01
6,930957E-01
2,870896E-01
2,554414E-01

3,899283E-02
3,899283E-02
3,899283E-02
4,509520E-02
4,509520E-02
4,283112E-02

8,173612E-01
9,641432E-01
2,201964E-01
6,015878E-01
8,217842E-01
2,313012E-01
5,584105E-01
1,972858E-01

5,461432E-01
1,917800E-01
8,217842E-01
6,015878E-01
2,201964E-01
5,584105E-01
2,313012E-01
1,972858E-01

2,266774F-02
2,266774E-02
2,614222E-02
2,614222E-02
2,614222E-02
2,779763E-02
2,779763E-02
2,530713E-02

2.2.3 Quadratura Quadruple Range QR

A quadratura Quadruple Range (QR) é uma quadratura produto
proposta por Abu-Shumays |3, 1| com o objetivo de integrar precisamente fungoes
para problemas altamente heterogéneos com intimeras singularidades nos contornos.
Esta quadratura foi desenvolvida para o tratamento de problemas bidimensionais
onde o angulo azimutal ¢ é dividido em quatro intervalos. Estes intervalos dividem
o hemisfério superior (§ € [0,7]) da esfera unitaria em quatro quadrantes, onde
seus tratamentos sao feitos separadamente, de modo que as coordenadas e os pesos
da quadratura sao determinados para o intervalo principal ¢ € [0,7/2] e entao

estendidos para os outros intervalos |3].
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Para construir a quadratura QR, transforma-se a integral Eq. (2.43)

sobre o angulo polar # como
™ w/2
/ (sin )™ sin 6 df = 2 / (sin 0)* sin 6 df (2.64)
0 0

onde £ = [+ m. Assumindo-se que

xr =sinf — dx = cos 0 db
2? = (sinf)? — 2*=1-(cosh)® — cosf=+1-—2a2 (2.65)

e substituindo-se na Eq. (2.64) obtém-se

w/2
2/ (sin 0)F sin 6 df = (2.66)
0

1
2
k
¥ —dx.
/0 V1—a22

A integral da equacao acima, é entao aproximada pela quadratura de

Gauss-Christoffel, onde

O fl@)w(z) de ~ Zw Flx), (2.67)
@) = o, wiz) = —%_ (2.68)

A construgao analitica e o c6digo computacional em FORTRAN para
gerar a quadratura de Gauss-Christoffel pode ser encontrada na Ref.[2]. Ainda,
de acordo com as referéncias |2, 3|, a quadratura de Gauss-Christoffel é exata por
integrar fungoes polinomiais dadas na Eq. (2.64) até [ +m < 2N — 1. Mostra-se na

Tabela (2.4) algumas das coordenadas e pesos para essa quadratura.

No tratamento da varidvel azimutal ¢, deseja-se aproximar, tao preci-
samente quanto possivel, a integral dada pela Eq. (2.40). Desta forma, a quadratura

procurada é definida como
w/2 N
| feosousing)do = 3 ufeos,sin ), (2.69)
0 i=1

31



Tabela 2.4: Quadratura com respeito a integracao da variavel polar em geometria

Cartesiana bidimensional.

X{)

wii)

X{0)

3,993735638824E-01
9,144479484660E-01

N=1
7,853981633974E-01  1,000000000000E4-00
N =2

2,505459190576E-01
7,494540809424E-01

2,311522961279E-01
6,399711962341E-01
9,544967673433E-01

N =3

8,530082397263E-02
3,414562579328E-01
5,732429180946E-01

w(i)

N =8
4,619235546733E-02  3,535298053836E-03
1,495785939930E-01  1,939781153201E-02
2,974141685414E-01  5,120081207156E-02
4,714033535760E-01  9,615210566300E-02
6,494576043473E-01  1,471910521216E-01
8,085613275367E-01  1,956194174053E-01
9,279142834478E-01  2,332109926667E-01
9,918094732391E-01  2,536925104860E-01

1,492491465731E-01
4,452174134056E-01
7,657198751837E-01
9,718403838896E-01

N =4

3,605010432091E-02
1,651009783738E-01
3,388394165669E-01
4,600095007383E-01

1,039469054750E-01
3,218997600306E-01
5,925641316724E-01
8,367574981863E-01
9,808766137327E-01

N =5

1,765116967436E-02
8,726300032090E-02
1,993860321943E-01
3,127359798582E-01
3,829638179523E-01

N=9
3,738717543137E-02  2,321532538025E-03
1,218673184482E-01  1,295685275068E-02
2,449791366336E-01  3,503122447209E-02
3,944837657444E-01  6,774755109636E-02
5,5651788717533E-01  1,073193796372E-01
7,104369578734E-01  1,483922364818E-01
8,440015993099E-01  1,853051377127E-01
9,417816602326E-01  2,130391465706E-01
9,934143180700E-01  2,278869387406E-01

7,642225770190E-02
2,418380224706E-01
4,624149310771E-01
6,917637890192E-01
8,801887364310E-01
9,861717557162E-01

N=6

9,602183026857E-03
4,982286016750E-02
1,216972042400E-01
2,077474677705E-01
2,835447130159E-01
3,275855717792E-01

5,849788427341E-02
1,876744099204E-01
3,673808738342E-01
5,691413298688E-01
7,600739892315E-01
9,084990189032E-01
9,895378462167E-01

N=T

5,651443322490E-03
3,029834441270E-02
7,742885116751E-02
1,397678418675E-01
2,041795195416E-01
2,566694985682E-01
2,860045011201E-01

N =10
3,087344674321E-02  1,585962741949E-03
1,011256691908E-01  8,966281037954E-03
2,049120334874E-01  2,469133544735E-02
3,337559301018E-01  4,884013052964E-02
4,769246984678E-01  7,941386493165E-02
6,222949084152E-01  1,131174844298E-01
7,574090067647E-01  1,461301662904E-01
8,705939190886E-01  1,747226071284E-01
9,520192454053E-01  1,957168918510E-01
9,945898978712E-01  2,068152756119E-01

Nota: X (i) = sin#;.

onde as coordenadas ¢; e pesos w; sao encontrados pela solu¢ao de um sistema nao-
linear de equagoes e incognitas, cujo sistema é resolvido pelo método iterativo de
Newton. O processo para obter estas coordenadas e pesos nao é apresentado em
detalhes aqui, mas pode ser encontrado em Abu-Shumays [3]. Mostra-se algumas

das coordenadas e pesos para essa quadratura na Tabela (2.5).

De acordo com Abu-Shumays [3], a quadratura unidimensional Eq. (2.69)
na variavel azimutal ¢ é exata por integrar fun¢oes polinomiais para [ +m < Ny —1,

onde Ny é a ordem da quadratura. Portanto, fixado um grau de precisao L = [+ m
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Tabela 2.5: Quadratura com respeito a integracao da variavel azimutal em geometria

Cartesiana bidimensional.

X{0)

w(i)

X{0)

3,28861319306E-01
9,44378225429E-01

N=1
7,07106781187E-01  1,57079632679E4-00
N =2

7,85398163397E-01
7,85398163397E-01

1,79705750550E-01
7,07106781187E-01
9,83720409069E-01

N =3

4,41492408805E-01
6,87811509185E-01
4,41492408805E-01

w(i)

N =28
3,24869788463E-02  8,26105878919E-02
1,63951256940E-01  1,78010819682E-01
3,70037938547E-01  2,45365013149E-01
6,00618666309E-01  2,79411742675E-01
7,99535626274E-01  2,79411742675E-01
9,29016643573E-01  2,45365013149E-01
9,86468441131E-01  1,78010819682E-01
9,99472158795E-01  8,26105878919E-02

1,11919417802E-01
4,99008815360E-01
8,66596908714E-01
9,93717285710E-01

N =4

2,79049509269E-01
5,06348654128E-01
5,06348654128E-01
2,79049509269E-01

7,60839341001E-02
3,569915255224E-01
7,07106781187E-01
9,32984999374E-01
9,97101416593E-01

N =25

1,91320724703E-01
3,74855576614E-01
4,38443724162E-01
3,74855576614E-01
1,91320724703E-01

N=9
2,60886177621E-02  6,64555994585E-02
1,32824656907E-01  1,45296593486E-01
3,056325234799E-01  2,05144486413E-01
5,10423681971E-01  2,41615952092E-01
7,07106781187E-01  2,53771063895E-01
8,59923057537E-01  2,41615952092E-01
9,52248129951E-01  2,05144486413E-01
9,91139551485E-01  1,45296593486E-01
9,99659634087E-01  6,64555994585E-02

5,49823833982E-02
2,68645060598 E-01
5,65871339345E-01
8,24493558076 E-01
9,63239238931E-01
9,98487324665E-01

N=6

1,38991227102E-01
2,84984797595E-01
3,61422138701E-01
3,61422138701E-01
2,84984797595E-01
1,38991227102E-01

4,15504673952E-02
2,07031268158E-01
4,54812160314E-01
7,07106781187E-01
8,90587389778E-01
9,78334326294E-01
9,99136406433E-01

N=T

1,05403262712E-01
2,22573419243E-01
2,96659466192E-01
3,21524030502E-01
2,96659466192E-01
2,22573419243E-01
1,05403262712E-01

N =10
2,14063664984E-02  5,45988342772E-02
1,09678208079E-01  1,20668935327E-01
2,55406277071E-01  1,73450649536E-01
4,35996579025E-01  2,09351736725E-01
6,21758783706E-01  2,27328007532E-01
7,83208793927E-01  2,27328007532E-01
8,99948322449E-01  2,09351736725E-01
9,66833819037E-01  1,73450649536E-01
9,93967147683E-01  1,20668935327E-01
9,99770857484E-01  5,45988342772E-02

Nota: X (i) =sin¢; ou X (i) = cos ¢;.

na Eq. (2.27), para que a quadratura QR gerada pela combinagao das quadratu-
ras unidimensionais na variavel ¢ e na variavel 6 sejam compativeis, o dobro de
coordenadas e pesos sdo necessarios para a variavel ¢ do que para a variavel 6 [3].
Apresenta-se na Tabela (2.6) a quadratura QR de forma que a mesma seja compa-

tivel com tal requisito.

Na Tabela (2.6), Ny representa a ordem da quadratura unidimensional

com respeito a variavel polar 6, enquanto que N, representa a ordem da quadratura
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Tabela 2.6: Quadratura Quadruple Range QR.

Iz

n

w

I

n

w

2,5828707E-01
7,4171292E-01

Ng = 1; N¢ =2
7,4171292E-01
2,56828707E-01

1,2500000E-01
1,2500000E-01

4,4697656E-02
1,9929092E-01
3,4609593E-01
3,9686441E-01
1,0234448E-01
4,5631758E-01
7,9245784E-01
9,0870273E-01

Nog=2; Ny =14
3,9686441E-01
3,4609593E-01
1,9929092E-01
4,4697656E-02
9,0870273F-01
7,0245784E-01
4,5631758E-01
1,0234448E-01

1,1127272E-02
2,0190967E-02
2,0190967E-02
1,1127272E-02
3,3284836E-02
6,0396923E-02
6,0396923E-02
3,3284836E-02

1,2709304E-02
6,2097922F-02
1,3080245F-01
1,9058357E-01
2,2265496E-01
2,3080263E-01
3,5187141E-02
1,7192510E-01
3,6214135E-01
5,2765212E-01
6,1644536E-01
6,3900312F-01
5,2480507E-02
2,5642084E-01
5,4012236E-01
7,8697643E-01
9,1940873E-01
9,5305292E-01

Ng =3; Ny =6
2,3080263E-01
2,2265496E-01
1,9058357E-01
1,3080245E-01
6,2097922E-02
1,2709304E-02
6,3900312E-01
6,1644536E-01
5,2765212E-01
3,6214135E-01
1,7192510E-01
3,5187141E-02
9,56305292E-01
9,1940873E-01
7,8697643E-01
5,4012236E-01
2,56642084E-01
5,2480507E-02

1,8869515E-03
3,8689670E-03
4,9066842F-03
4,9066842E-03
3,8689670E-03
1,8869515E-03
7,5534019E-03
1,5487341E-02
1,9641287E-02
1,9641287E-02
1,5487341E-02
7,5534019E-03
1,2680787E-02
2,6000428F-02
3,2974147E-02
3,2974147E-02
2,6000428E-02
1,2680787E-02

4,8486538F-03
2,4469585E-02
5,5227846E-02
8,9641823E-02
1,1933000E-01
1,3865494E-01
1,4722957E-01
1,4917036E-01
1,4463768E-02
7,2993954F-02
1,6474733E-01
2,6740588E-01
3,5596718E-01
4,1361438E-01
4,3919292E-01
4,4498240E-01
2,4875925F-02
1,2554073E-01
2,8334540E-01
4,5990565E-01
6,1222031E-01
7,1136650E-01
7,5535849E-01
7,6531569E-01
3,1572157E-02
1,5933445E-01
3,5961781E-01
5,8370547E-01
7,7702100E-01
9,0285589E-01
9,5868986E-01
9,7132740E-01

Ng = 4; N¢ =38
1,4917036E-01
1,4722957E-01
1,3865494E-01
1,1933000E-01
8,9641823E-02
5,5227846E-02
2,4469585E-02
4,8486538E-03
4,4498240E-01
4,3919292E-01
4,1361438E-01
3,5596718E-01
2,6740588E-01
1,6474733E-01
7,2993954E-02
1,4463768E-02
7,6531569E-01
7,5535849E-01
7,1136650E-01
6,1222031E-01
4,5990565E-01
2,8334540E-01
1,2554073E-01
2,4875925E-02
9,7132740E-01
9,5868986E-01
9,0285589E-01
7,7702100E-01
5,8370547E-01
3,5961781E-01
1,5933445E-01
3,1572157E-02

4,7398256F-04
1,0213463E-03
1,4077945F-03
1,6031394E-03
1,6031394E-03
1,4077945E-03
1,0213463E-03
4,7398256F-04
2,1707283E-03
4,6775256E-03
6,4473673E-03
7,3420008E-03
7,3420008E-03
6,4473673E-03
4,6775256F-03
2,1707283E-03
4,4550210F-03
9,5997617E-03
1,3232036F-02
1,5068107E-02
1,5068107E-02
1,3232036E-02
9,5997617E-03
4,4550210F-03
6,0481512E-03
1,3032667E-02
1,7963856E-02
2,0456512E-02
2,0456512E-02
1,7963856E-02
1,3032667E-02
6,0481512E-03

unidimensional com respeito a variavel azimutal ¢. Desta forma, ao utilizarmos essa

quadratura, temos um total de Ny * Ny diregoes discretas por octante.

2.3 Analise de precisao das quadraturas numéricas na

integracao de funcoes polinomiais nos cossenos diretores

Nesta secao faz-se uma analise do desempenho das quadraturas nu-
méricas estudadas nas se¢Oes anteriores na integracao de funcoes polinomiais na
direcao dos cossenos diretores €2, e €2,. Para fins de calculos, apresenta-se na tabela
abaixo, o numero de direcoes por octante relacionado a cada ordem de uma dada

quadratura.
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Tabela 2.7: Quantidade de direcoes discretas por octante para dadas ordens de qua-

dratura numeérica.

LQnN PNTnNSN PnTN QR

ordem | # diregoes | ordem | # direcoes | ordem | # diregoes ordem # direcoes
N=2 1 N=2 1 N=2 1 Nog=1; Ny =2 2
N=4 3 N=4 3 N=4 4 Ng =2; Ny =4 8
N=6 6 N=6 6 N=6 9 Ng =3; Ny =6 18
N=8 10 N=8 10 N=8 16 Ng =4; Ny =8 32
N=12 21 N=12 21 N=12 36 Ng =5; Ny = 10 50
N=16 36 N=16 36 N=16 64 Ng =6; Ny =12 72
N=20 55 N=20 55 N=20 100 Nog =T7; Ny =14 98

A quadratura simétrica de nivel proposta por Carlson [30], é exata por
integrar polindmios dados na Eq. (2.47) para baixos valores de [ e m, de fato, para

[+ m < N (veja Tabela 2.8).

Observa-se da Tabela 2.8 que, no exemplo em que [ +m = 8, 0s con-
juntos de quadratura simétrica de nivel LQ)s e L()4, nd0 conseguem aproximar exa-
tamente a integral das funges polinomiais dadas pela Eq. (2.47), necessitando-se
aumentar sua ordem para LQg ou L(Q)6. Ainda, se tomado o exemplo em que
[ +m = 16, apenas a quadratura simétrica de nivel L()15 aproxima exatamente a
integral das fungoes polinomiais dadas pela Eq. (2.47), porém consegue-se 1 digito

significativo de concordancia com a solucao analitica ao utilizar a quadratura LQs.
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Tabela 2.8: Aproximacao das fungoes polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47), através da quadratura LQy.

L=1+m Analitica LQ- LQa4 LQsg LQ1se
=2, m=0 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333
=2, m=2 0,0666666667 | 0,1111111111 0,0666666667 | 0,0666666667 | 0,0666666667
=4, m=0 0,2000000000 | O,1111111111 0,2000000000 | 0,2000000000 | 0,2000000000
=4, m=2 0,0285714286 | 0,0370370370 | 0,0276673158 | 0,0285714286 | 0,0285714286
=4, m=4 0,0095238095 | 0,0123456843 | 0.0057786546 | 0,0095238095 | 0,0095238095
=6, m=0 0,1428571429 | 0,0370370370 | 0,1446652354 | 0,1428571429 | 0,1428571429
=6, m=2 0,0158730159 | 0,0123456843 | 0,0181113194 | 0,0158730159 | 0,0158730159
=8, m=0 0,1111111111 | 0,0123456843 | 0,1084425765 | 0,1111111111 | 0,1111111111
=8, m=2 0,0101010101 | 0,0041152285 | 0,0133333333 | 0,0100661072 | 0,0101010101
=8, m=4 0,0023310023 | 0,0013717443 | 0,0016693884 | 0,0022543189 | 0,0023310023
=8, m=6 0,0007770008 | 0,0004572477 | 0,0002315970 | 0,0008125547 | 0,0007770008
1=8, m=8 0,0003199415 | 0,0001524159 | 0,0000048813 | 0,0003441309 | 0,0003199415
=10, m=10 | 0,0000649505 | 0,0000169351 | 0,0000045136 | 0,0000695045 | 0,0000648357
=12, m=10 | 0,0000310633 | 0,0000056450 | 0,0000019802 | 0,0000328728 | 0,0000309846

Nota:uln™ = pmnt

Sabe-se que os conjuntos de quadratura unidimensionais de Gauss-
Legendre e de Chebyshev, sao capazes de integrar exatamente fungoes polinomiais
até grau 2N —1. Desta forma, mostra-se no exemplo da Tabela 2.9, que a quadratura
Legendre-Chebyshev PyTy, gerada pelo produto das quadraturas unidimensionais
citadas, também é capaz de integrar func¢oes polinomiais dadas na Eq. (2.47) para
[+m < 2N — 1. Ainda, observa-se que, por exemplo, no caso em que [ +m = 14, a
quadratura PsT§ ja é suficiente por aproximar a integral sobre as fungoes polinomiais
nos cossenos diretores, uma vez que para N = 8, a quadratura é capaz de integrar

fungoes polinomiais até grau 2«8 — 1 = 15.
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Tabela 2.9: Aproximacao das fungoes polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq.(2.47) através da quadratura PyTy.

L=Il+m Analitica Py PyTy PsTy Pi2Th2 PaoToo
=2, m=0 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333
=2, m=2 0,0666666667 | 0,1111111111 | 0,0666666667 | 0,0666666667 | 0,0666666667 | 0,0666666667
1=4, m=0 0,2000000000 | O,1111111111 | 0,2000000000 | 0,2000000000 | 0,2000000000 | 0,2000000000
=4, m=4 0,0095238095 | 0,0123456843 | 0,0062585028 | 0,0095238095 | 0,0095238095 | 0,0095238095
=6, m=0 0,1428571429 | 0,0370370370 | 0,1428571429 | 0,1428571429 | 0,1428571429 | 0,1428571429
=6, m=6 0,0016650017 | 0,0013717430 | 0,0006097458 | 0,0016650017 | 0,0016650017 | 0,0016650017
1=8, m=0 0,1111111111 | 0,0123456843 | 0,1063945694 | 0,1111111111 | O,1111111111 | 0,1111111111
1=8, m=6 0,0007770008 | 0,0004572477 | 0,0002695701 | 0,0007770008 | 0,0007770008 | 0,0007770008
1=8, m=8 0,0003199415 | 0,0001524159 | 0,0000595987 | 0,0003107761 | 0,0003199415 | 0,0003199415
1=10, m=0 0,0909090909 | 0,0041152285 | 0,0800388836 | 0,0909090909 | 0,0909090909 | 0,0909090909
1=12, m=10 | 0,0000310633 | 0,0000056450 | 0,0000025767 | 0,0000285262 | 0,0000310633 | 0,0000310633
1=16, m=14 | 0,0000014274 | 0,0000000697 | 0,0000000246 | 0,0000011056 | 0,0000014157 | 0,0000014274

Nota:uln™ = pmnt

O conjunto de direcoes e pesos da quadratura Legendre-Chebyshev
PyxTySy satisfazem apenas as condigoes de momento p? ou * na Eq. (2.47). No
entanto, a medida que aumenta-se a ordem de quadratura (N > 16), mais digitos
significativos de precisao sdo obtidos na aproximacao da integral Eq. (2.47), para

qualquer soma de [ e m tal que [ +m > 2 (veja Tabela 2.10).

De fato, a quadratura PyTy Sy satisfaz as condi¢oes de momento de pri-

2 ou 7%, porém para ordem de quadratura PyTySy com

meira ordem (u
2 < N < 8 obtém-se 1 a 4 digitos significativos de precisao em relagao a solucao
analitica, ja para N = 16 e N = 32 chega-se a obter 7 e 18 digitos, respectivamente.
Nota-se que na Tabela 2.10, as solucoes sao apresentadas com 10 digitos, porém a

verificacao computacional foi feita com 18 digitos de precisao.
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Tabela 2.10: Aproximacao das fungoes polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47) através da quadratura PyTnSy.

L=14+m Analitica PNTNS2 PNTNSy PNTN Sy PnTNS16 PnTnNS30
=2, m=0 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333
=2, m=2 0,0666666667 | 0,1111111111 | 0,0695709662 | 0,0667433340 | 0,0666681738 | 0,0666667031
1=4, m=0 0,2000000000 | 0,1111111111 | 0,1970957088 | 0,1999233343 | 0,1999985004 | 0,1999999710
=4, m=2 0,0285714286 | 0,0370370370 | 0,0289467266 | 0,0285744118 | 0,0285714436 | 0,0285714279
1=4, m=4 0,0095238095 | 0,0123456843 | 0.0063312485 | 0,0094930092 | 0,0095237438 | 0,0095238091
1=6, m=0 0,1428571429 | 0,0370370370 | 0,1417312541 | 0,1428481993 | 0,1428571041 | 0,1428571513
1=6, m=2 0,0158730159 | 0,0123456843 | 0,0187997574 | 0,0159040475 | 0,0158730811 | 0,0158730156
=8, m=0 0,1111111111 | 0,0123456843 | 0,1060793383 | 0,1110793901 | 0,1111110528 | 0,1111111192
=8, m=2 0,0101010101 | 0,0041152285 | 0,0137966715 | 0,0101179682 | 0,0101010203 | 0,0101010098
1=8, m=4 0,0023310023 | 0,0013717443 | 0,0018302497 | 0,0023084589 | 0,0023309906 | 0,0023310023
1=8, m=6 0,0007770008 | 0,0004572477 | 0,0002697532 | 0,0007846897 | 0,0007770022 | 0,0007770008
1=8, m=8 0,0003199415 | 0,0001524159 | 0,0005962409 | 0,0003172116 | 0,0003199375 | 0,0003199415
1=10, m=10 | 0,0000649505 | 0,0000169351 | 0,0000058274 | 0,0000610249 | 0.0000649524 | 0,0000649505
=12, m=10 | 0,0000310633 | 0,0000056450 | 0,0000025767 | 0,0000289959 | 0,0000310639 | 0,0000310633

Nota:uln™ = pmnt

A quadratura Q) R gerada na secao anterior, integra exatamente fungoes
polinomiais dadas na Eq. (2.47) para | +m < 2Ny — 1 (veja Tabela 2.11). Nota-se
que para a quadratura QR tal que Ny > 4, nas situacoes em que as mesmas nao
conseguem integrar exatamente as fungoes polinomiais nos cossenos diretores para
dado grau L = m—+n, essas quadraturas conseguem aproximar a solucao analitica em
até 4 a 7 digitos significativos de precisao, dependendo da situagao. Por exemplo,
para [ + m = 12, a quadratura QR com Ny = 4; N, 8, integra as funcoes
polinomiais de acordo com a teoria, até grau 24 — 1 = 7, mas consegue aproximar
a solugao analitica nesse exemplo em até 4 digitos significativos de precisao. Ja a
quadratura QR com Ny = 6; N, = 12 deveria integrar até grau 2«6 — 1 = 11, mas

consegue uma aproximacao em até 7 digitos significativos de precisao em relacao a

solucao analitica no exemplo em questao.
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Tabela 2.11: Aproximacao das fun¢oes polinomiais nos cossenos diretores dados pela

Eq. (2.47) através da quadratura QR.

L=14+m Analitica Ny =2; No = 4; Ny = 5; Ny = 6; Ny =17;
Ny =4 Ny, =8 Ny =10 Ny =12 Ny =14
=2, m=0 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333 | 0,3333333333
=2, m=2 0,0666666667 | 0,0662812729 | 0,0666666667 | 0,0666666667 | 0,0666666667 | 0,0666666667
=4, m=0 0,2000000000 | 0,1989356987 | 0,2000000000 | 0,2000000000 | 0,2000000000 | 0,2000000000
1=4, m=2 | 0,0285714286 | 0,0277432138 | 0,0285714286 | 0,0285714286 | 0,0285714286 | 0,0285714286
1=4, m=4 | 0,0095238095 | 0,0082854526 | 0,0095235568 | 0,0095238095 | 0,0095238095 | 0,0095238095
1=6, m=0 0,1428571429 | 0,1372921436 | 0,1428571429 | 0,1428571429 | 0,1428571429 | 0,1428571429
=6, m=2 0,0158730159 | 0,0146199956 | 0,0158725961 | 0,0158730159 | 0,0158730159 | 0,0158730159
=6, m=4 0,0043290043 | 0,0034629706 | 0,0043270734 | 0,0043289965 | 0,0043290043 | 0,0043290043
=6, m=6 0,0016650017 | 0,0010805410 | 0,0016615140 | 0,0016649323 | 0,0016650015 | 0,0016650017
1=8, m=0 0,1111111111 | 0,0999707322 | 0,1111081677 | O,1111111111 | O,1111111111 | 0,1111111111
1=8, m=2 | 0,0101010101 | 0,0087581154 | 0,0100965060 | 0,0101009920 | 0,0101010101 | 0,0101010101
1=8, m=4 | 0,0023310023 | 0,0018150497 | 0,0023263061 | 0,0023309055 | 0,0023310020 | 0,0023310023
1=8, m=6 0,0007770008 | 0,0004517762 | 0,0007725730 | 0,0007768102 | 0,0007769979 | 0,0007770007
=8, m=8 0,0003199415 | 0,0001412723 | 0,0003158752 | 0,0003196738 | 0,0003199328 | 0,0003199414
=10, m=0 | 0,0909090909 | 0,0748089973 | 0,0908685457 | 0,0909090909 | 0,0909090909 | 0,0909090909

Nota:uln™ = p™nt

Uma andlise mais ampla do desempenho que as quadraturas numéricas
estudadas apresentam na integracao das fungoes polinomiais nos cossenos diretores
é feita tomando-se um exemplo qualquer. Neste sentido, fixa-se o grau L = 6 na
Eq. (2.47), onde observa-se que a quadratura simétrica de nivel LQg, que possui 6
dire¢oes por octante, aproxima exatamente a integral dada pela Eq. (2.47) até grau

L <6, o que esta de acordo com a literatura.

No entanto, a quadratura PyTx de ordem N = 4, o que gera 4 direcoes
por octante, ja é o suficiente por integrar exatamente as fungoes polinomiais dadas

pela Eq. (2.47) até grau L < 6.

Com respeito a quadratura PyTnNSy, altas ordens de quadratura

N > 16, sao necessarias para integrar fungoes polinomiais dadas pela Eq. (2.47)
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com muita precisao. Por outro lado, se desejar-se aproximar integral para o exem-
plo em questao, onde [ +m = 6, com precisao de 9 digitos, a quadratura PyTxS16

que gera um total de 36 direcoes em um 1nico octante, é necessaria.

A quadratura QR aproxima exatamente as funcoes polinomiais da-
das pela Eq.(2.47) tal que [ + m = 6, se Ny = 4, uma vez que, de acordo com
Abu-Shumays [1], esta quadratura é exata por integrar fun¢bes polinomiais para
grau até L < 2Ny — 1. Logo se Ny = 4, para que a quadratura seja compativel,

deve-se ter Ny = 8, 0 que gera um total de 32 diregoes por octante.

Através da analise feita para o exemplo dado, a quadratura PyTy apre-
sentou o melhor desempenho em relacao as outras, uma vez que, para baixas ordens
de quadratura, aproxima as fun¢oes polinomiais dadas pela Eq. (2.47) exatamente.
Porém, muitas vezes, na resolucao da equacao de transporte, integrar altas ordens
polinomiais nao é suficiente para determinar uma solucao precisa para o problema,
j& que outras variaveis podem influenciar na sua solucao, como o efeito raio, que

serd discutido mais adiante.
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3 SOLUCAO ADO DA EQUACAO
BIDIMENSIONAL DE TRANSPORTE EM
ORDENADAS DISCRETAS

Como mencionado nos capitulos anteriores, o principal interesse deste
trabalho esta relacionado a resolucao de problemas bidimensionais de transporte de
néutrons em ordenadas discretas, onde o sistema de equagoes resultante da discreti-
zagao angular, é tratado através do uso da técnica nodal juntamente com o método

ADO proposto por Barichello e Siewert [18].

Na abordagem proposta, a variavel angular da equacao de transporte
Eq. (2.1) é tratada através do método de ordenadas discretas, desenvolvido por Wick
[113] e Chandrasekhar [32|. Neste sentido, faz-se uma discretizagao do conjunto de
diregoes 2 = (u,n, &), onde substitui-se o dominio continuo das variaveis angulares
(,m, &) por um conjunto de valores discretos (i, Mk, &x), denominado ordenadas
discretas, e aproxima-se o termo integral da fonte de espalhamento da Eq. (2.1)
por uma quadratura numérica, tal que as dire¢oes discretas 2 = (ug, 7k, &) S0

associadas a pesos wy, ou seja

/111 r, Q)dQ ~ Zwklll (r, Q). (3.1)
S

Como discutido no capitulo anterior, existem diferentes esquemas de
quadraturas, e suas escolhas em principio podem ser arbitrarias. Entretanto, a
precisao com que estas quadraturas aproximam o termo integral da fonte de espa-
lhamento dependeré da respectiva ordem, associada ao niimero de direcoes discretas
e pesos. Restricoes as direcoes 2 e pesos w, podem ser feitas por exemplo, de

forma que certas propriedades sejam satisfeitas, como a simetria [74].
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Escreve-se a versao bidimensional da Eq. (2.1) que considera o espalha-
mento isotropico em meio homogéneo, em ordenadas discretas como

0 0
— Q —VU Q v Q)=
Mm 8.1' (.73, ya m) + nm 8y (.T, ?/, m) + gt (-Ta y7 m)

M

Q(z,y) + o Zwk\lf(x, v, ), (3.2)
k=1

param=1,..., M.

A partir da solugao da Eq. (3.2), pretende-se determinar o fluxo escalar

de néutrons, que de acordo com Lewis e Miller [64], é definido como

b(r) = /S ¥(r, Q) dQ, (3.3)

ou na aproximacao em ordenadas discretas correspondentes pode ser reescrito como

M
o(r) = Zwk‘l’(% Y, Q). (3.4)
k=1

Os problemas de transporte estudados como casos de teste neste tra-
balho, sao definidos em um dominio retangular D, com = € [0,a] e y € [0,b]. Um
processo de integracao, que pode ser definido no dominio todo ou em subregioes
do mesmo (nodos) ¢é aplicado, juntamente com o método ADO na determinagao do
fluxo angular médio. Para isto, considera-se o dominio subdividido em 7 regides (ou

nodos), definidos de forma que z € [a,_1,a,] e y = [by_1,b.].

Para facilitar a determinacao da solucao para a equacao bidimensional
em ordenadas discretas, Eq. (3.2), opta-se por ordenar as dire¢oes e os pesos da
quadratura de forma que, param = 1,..., M/2, Q,, represente as dire¢oes incidentes
(entrada) do fluxo de néutrons em uma determinada fronteira, e §2,,, 1s/2 represente
as dire¢oes emergentes (saida) [15, 24]. Desta forma, a Eq. (3.2) é reescrita na forma

de dois conjuntos, onde cada um esta associado a M /2 equagoes discretas.
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Neste sentido, optando-se por analisar o fluxo angular médio de néu-
trons mais significativo em relagao a variavel z, associa-se as dire¢oes (wy,, $2,,) defi-
nidas para p, > 0 aos indices m = 1,...,M/2 e u, < 0 aos indices
m=DM/2+1,...,M, de modo que a Eq. (3.2) seja reescrita da forma

0 0
um%\lf(a:, Y, Q) + nma—y\lf(x, Y, Q) + 0¥ (2, y, Q) =

M/2
Q(xay) —|—052wk[‘11($,y, Qk) +qj($?y79k+M/2)] (35)
k=1

0 0
- Mma—m‘l’(% Y, Qg ay2) + 77m+M/28—y‘11($, Yy Qnyrry2) + oV (2, Y, Qinyprry2) =

M/2
Q(xa y) + 05 Zwk[\p(x> Y, Qk) + \Ij<x7 Y, Qk+M/2)]7 (36)
k=1

param =1,..., M/2.

Por outro lado, se a variacao do fluxo angular médio for mais significa-
tivo em relagdo a variavel y, associa-se as dire¢oes (wp,, £2,,) definidas por 7, > 0
aos indices m =1,...,M/2 e n,, <0 aos indices m = M/2+1,..., M, de maneira
que a Eq. (3.2) seja reescrita da forma

0 0
Mm%lp(xaya Qm) + Uma—y‘l’(%y, Qm) + th](ma Y, Qm) =

M/2

Q(z,y) + 00> wilU(z,y, ) + U2, y, Qpnrp)] (3.7)

0 0
/Lm+M/2%\IJ($a Y Qi nry2) — nma—y‘l’(ﬂ% Y Qoninry2) + 0V (2, Y, Qiprry2) =

M2
Q(xa y) + 05 Zwk[\lf(x, Y, Qk) + \I;<I? Y, Qk+M/2)]7 (38)
k=1
param =1,..., M/2.
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A relevancia na escolha do ordenamento dos conjuntos de direcoes ficara
mais evidente no decorrer do trabalho, onde serd feita a integragao transversal das

equacoes, afim de obter sistemas de equacoes unidimensionais nas variaveis x e .

3.1 Equacoes nodais unidimensionais

A partir das Eqgs. (3.5)-(3.8), utiliza-se a técnica nodal juntamente com o
método ADO para construir as solucoes dos problemas aqui abordados. Inicialmente
integra-se as Eqgs. (3.5)-(3.8) em cada uma das variaveis espaciais de modo a obter as
chamadas equacoes nodais integradas transversalmente. Este processo de integragao,
que é a base dos métodos nodais, reduz o sistema de equacoes diferenciais parciais de
duas varidveis em dois sistemas de equacoes diferenciais ordinarias, um na variavel

x e o outro na variavel y.

Desta forma, objetivando-se obter um sistema de equacoes nodais uni-
dimensionais dependentes da variavel x, para cada nodo do dominio em estudo,

integra-se as Eqs. (3.5) e (3.6) na variavel y € [b,_1, b,],

d m
Wy (2, ) + (W (1, b, ) — W (b1, )]+ 070 (2, Q) =
dx by — b1
M2
Qur () + 05 Y wi[Wyr (2, Q) + Vyr (@, Qigarga)] (3.9)
k=1
e
d Nm+M/2
- Mm%lpyﬂ'(x7 Qm+M/2) + m[@(l’, bT? Qm+M/2) - \Ij(x7 bT—lJ Qm+M/2)]+
M2
oWy (a, Qm—i-M/?) = Qyr(z) + 05 Z w[Vyr (z, Q) + ¥y (2, Qk—i-M/Q)] (3.10)
k=1
param = 1,..., M/2, onde os fluxos angulares médios em cada nodo 7 sao definidos
como
1 br
U, (2, Q) = —/ U(z,y, Qy)dy (3.11)
bT - bT*l br_1
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e a fonte integrada
1 br

bT - bT—l br_

Qyr(x) = Q(,y)dy. (3.12)

De forma anéloga, para obter o sistema de equacgoes nodais unidimen-
sionais dependentes da variavel y, para cada nodo 7 do dominio em estudo, integra-se

as Eqgs. (3.7) e (3.8) na variavel = € [a,_1, a,],

d m
nmd_q]m’(% Qm) + Iu—[‘;[j(a’ra Y, Qm) - \I/<CLT_1, Y, Qm)] + O-tqur(ya Qm) =
Yy ar — Gr
M2
Qa:r(y) +0s Z wk[\l}zT(y’ Qk) + \Ifm(y, Qk—f—M/Q)] (3'13)
k=1
e
d Hm+M/2
- nmd_\I[ZL"T(y7 Qm-‘rM/Q) + [q](a’ﬂ'u Y, QW’L-‘:-M/Q) - \Ij(a‘f'*b Y, Qm+M/2>]+
) Qr — Ar_1
M/2
O_t\pxr(ya QerM/Q) = er(y) + 05 Z wk[q]u’ﬂ‘r<y7 Qk) + \PIT(ya QkJrM/Q)] (314)
k=1
param = 1,..., M/2, onde os fluxos angulares médios em cada nodo 7 sdo definidos
como
1 ar
U, (y, Q) = —/ U(x,y, Qp)dx (3.15)
ar — Ar—1 ar_1
e a fonte integrada
1 ar
@)= [ Qe (3.16)
ar — Ar—q ar_1

Nota-se que nas Egs. (3.9),(3.10), (3.13) e (3.14), os fluxos angulares
U(x, by, ), Y(2,br-1, ), Y(ar,y, ) e Y(a,-1,y,2n), podem ser conhecidos
apenas nas direcoes incidentes, quando se tratarem do contorno do dominio, e des-
conhecidos nas diregoes restantes e no interior dos nodos. Logo, os sistemas de
equacgoes em ordenadas discretas nas varidveis x e y possuem mais incognitas do que
equacoes, de forma que equacoes auxiliares para tornar os sistemas determinéveis
devem ser propostas. A busca de equacgoes auxiliares para representar exatamente

as dependéncias espaciais desses termos de fuga transversais, de maneira a reduzir o
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erro de aproximacao, tem sido investigada por varios pesquisadores. Neste sentido,
varios métodos tém sido propostos, como o método SGF-CN [21] cuja aproximagao
é feita de forma constante, o método SGF-LN [36] que aproxima por polinémios
de primeiro grau, o método SGF-ExpN [70| que aproxima por fun¢des exponenciais
ou os métodos AHOTN e AHOTC propostos por Azmy [9, 10, 11|. No contexto
da abordagem ADO, cita-se o trabalho de Cabrera |24, 75| que faz aproximagoes
de forma constante e Prolo Filho |79, 80| que faz o uso de combinagdes de fungoes
para a aproximacao dos fluxos desconhecidos nos contornos. Neste trabalho, sera

utilizado aproximagoes constantes como feito por Cabrera [24].

3.2 Aproximacoes do fluxo no contorno por funcgoes

constantes

Aqui, estende-se a proposta iniciada por Cabrera [24] e aproxima-se o0s
fluxos desconhecidos nos contornos através de funcgoes constantes. Na abordagem
proposta, as relacoes entre os fluxos desconhecidos nos contornos sao introduzidas no
termo nao-homogéneo do problema, de maneira que as Eqs. (3.9) e (3.10), integradas

em relagdo a y € [b,_1, b,], sdo reescritas como

d
ﬂm%q]yﬂ'('xa Qm) + Ut\pyﬂ'('xa Qm) =
M/2
Qur (2, Q) + 05 Y wi[ Wy (2, Q) + Wy (2, Qpinrf2)] (3.17)

k=1

d
- #m@q’yr(% Qininy2) + 0 Wy (2, Quynryz) =

M/2
Qy’r(xa Qm+M/2) + 05 Z wk[\lly’r(xa Qk) + \I/yT<m7 Qk+M/2)]; (318)

k=1

param =1,...,M/2, e o termo fonte da forma

Qur (2, ) = Qe () — #[w, b Q) — W2, b1, )], (3.19)
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param =1,..., M, onde Q,-(x) é dado pela Eq. (3.12). Note que, em virtude das
quadraturas numéricas estudadas no Capitulo 2 preservarem simetria em relacao a

variavel azimutal, utiliza-se aqui, a relacdo 7y, = Nm+rr/2, param = 1,..., M/2.

O mesmo procedimento é feito com as Eqs. (3.13) e (3.14), integradas

em relagdo a « € [a,_1, a,|, onde estas passam a ser reescritas como

d
Um@\llmr(y, Qm) + Ut\Ijl’T(?ﬁ Qm) =

M/2
Qx‘r(y? Qm) + Og Z wk[\px‘r(y7 Qk) + \Ilzm'(ya Qk—i—M/Z)] (320)
k=1
e
d
- nmd_yqjm(,% QerM/2) + o Var (v, Qm+M/2) =
M2
Qm(% Qm+M/2) + 0 Z Wy, [‘I’m(y; Qk) + \Ilm’r(y7 Qk-l—M/Q)]: (321)
k=1
param =1...,M/2, com
Q:m‘(y7 Qm) - QZT(y> - aﬁ—TZLl[\I}(aT’ Y, Qm) - ‘Ij(aT—la Y, Qm)] (322)

param = 1,..., M, onde Q. (y) é dado pela Eq. (3.16). Novamente utiliza-se o fato
de as quadraturas numéricas serem simétricas com respeito a variavel azimutal, de

maneira que fly, = flpirj2 param=1,..., M/2.

Deve-se tomar um certo cuidado no ordenamento das dire¢oes angulares
das equagoes nodais unidimensionais em ordenadas discretas, Eqs. (3.17)-(3.22).
Para facilitar o entendimento da construgao das solucoes para estas equacoes, é
de extrema importancia que a diferenca no ordenamento das direcoes angulares
para cada conjunto de equacoes, esteja bem claro. Para isto, considera-se o plano
direcional un, e faz-se as seguintes defini¢coes, que serao utilizados durante todo o

trabalho.
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Ordenamento 3.1. Considera-se o ordenamento das diregoes angulares para as

equagoes nodais integradas em relag¢ao a varidvel y, Eqs. (3.17)-(3.19), da forma:
e Param=1,...,M/4, as diregoes sio definidas por (> 0,7 > 0)[ 7;

e Param= M/4+1,...,M/2, as direcies sao definidas por (1 > 0,17 < 0)[\J;
e Param=M/2+1,...,3M/4, as dire¢oes sao definidas por (pn < 0,1n > 0)[N];
e Para m=3M/4+1,..., M, as diregoes sao definidas por (u < 0,n7 < 0)[/].

Ordenamento 3.2. Considera-se o ordenamento das direcoes angulares para as

equagoes nodais integradas em relagao a varidvel x, Eqs. (3.20)-(3.22), da forma
e Param=1,...,M/4, as diregoes sao definidas por (> 0,7 > 0)[ 7;

e Param= M/4+1,...,M/2, as diregies sao definidas por (< 0,17 > 0)[\J;
e Param= M/2+1,...,3M/4, as direcies sao definidas por (> 0,17 < 0)[\J;

e Para m=3M/4+1,..., M, as diregoes sao definidas por (un < 0,n < 0)[/].

Prosseguindo com o desenvolvimento para a obtencao de uma solugao
para as equagoes bidimensionais em ordenadas discretas, nota-se que os termos des-
conhecidos V(x,b,, Q,,), ¥(x,b,—1, ), Y(ar,y, Q) e V(a,_1,y,Q,,), referentes
aos fluxos angulares nas fronteiras dos nodos, originados no processo de integragao,
sao incorporados a fonte de espalhamento. Como mencionado anteriormente, alguns
desses termos sao determinados através das condigoes de contorno do problema, en-
quanto que os outros, como usual em abordagens nodais, podem ser determinados
através de equacgoes auxiliares. Dessa forma, a definicao completa do lado direito
das Egs. (3.19) e (3.22) sao adiadas até serem introduzidas as condi¢oes de contorno

especificas de acordo com os problemas teste considerados.
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3.3 Solucao através do método ADO

A partir do sistema de equagoes bidimensionais em ordenadas discretas,
aplicou-se a técnica nodal de maneira a reduzir o sistema de equagoes diferenciais
parciais a um sistema de equacoes diferenciais ordinérias, possibilitando-se o uso
do método ADO para sua resolu¢ao. A abordagem ADO, trata de encontrar uma
solucao para o problema homogéneo associado, através da resolucao de um problema
simplificado de autovalores, onde a solucao é obtida de forma analitica na variavel
espacial. Neste sentido propoe-se solucoes para as Eqs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21)

em termos de autofuncoes e exponenciais da forma

U (2, Q) = yr(vr, Qy)e ™/ (3.23)

VE (Y, Q) = P (v, Q)™ (3.24)

Para iniciar a construcao da solucao do problema homogéneo, substitui-

se a Eq. (3.23) nas Egs. (3.17) e (3.18), onde obtém-se

- u_m(PyT(VTa Qm) + JtCI)yT(VTa Qm) =

.
M/2

Og Z Wy [(I)yT(VT; Qk) + q)yT(V'ra Qk+M/2)] (325)

k=1

ﬂ_mq)yT(VTv Qm+M/2) + O-tq)yT<VT’ Qm+M/2) —
M/2

Os Z wk‘[q)y'r(l/ry Qk) + <by'r(y7'> Qk+M/2)]7 (326)

k=1

para m = 1,..., M/2. Agora, define-se

UyT(V‘r; Qm) = q)y‘r(yﬂ Qm) + (I)yT(VTa Qm+M/2) (327)
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%T(V’m Qm) = (pyT(VT7 Qm) - (I)yT(VTu Qm+M/2)7 (328)

de maneira que ao somar-se as Egs. (3.25) e (3.26), obtém-se

M/2
v, 20V,
VyT(VTa Qm) = _UthT(VT7 Qm) - Z wkUy‘r(Vﬂ Qk)a (329)
Hm Hm =
para m = 1,...,M/2. Destaca-se que 7, = /2, j& comentado anteriormente.

Por outro lado, ao subtrair-se a Eq. (3.25) da Eq. (3.26), levando em
conta as defini¢des dadas nas Eqgs. (3.27) e (3.28), obtém-se outra relagio entre as

componentes dos vetores Uy, e V,,, na forma

Vo (v, Q) = 22U, (11, Q). (3.30)

VO

Finalmente, substitui-se a Eq. (3.30) na Eq. (3.29) para obter um pro-
blema de autovalores de dimensao M /2 x M/2,

Dy, — Ay |U, = A, Uy, (3.31)

onde

Ayr = —. (3.32)

Aqui, Uy, é o autovetor associado ao autovalor A,; onde D, e A, sao

matrizes M /2 x M /2 definidas como
o\ [0\’ o\’
DyT:diag{(—t) (—t) ( ! )} (3.33)
1 fi2 finy2

L 2w;o40
AyT(Zaj): LQ t? (334)

parai=1,...,M/2ej=1,...,M/2.
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Da solugao do problema de autovalores dado pela Eq. (3.31), obtém-se
o conjunto {A;, U;} para j = 1,..., M/2, possibilitando-se encontrar as constantes
de separacao v; ,, representadas na Eq. (3.32). Ainda, utiliza-se a Eq. (3.30) para
encontrar as componentes do vetor V., e entao, determina-se as autofuncoes ®,. a
partir da soma das Eqs. (3.27) e (3.28)
Uyr Vjr, Qi) + Vi (Vi 7, $0)

Dy (Vjr, ) = 5 (3.35)
e a partir da subtragao das Egs. (3.27) e (3.28)
UT 'Tan _VT 'Taﬂm
R (3.6)

2

Nota-se que, a partir de um problema com M equacdes, obteve-se um
problema de autovalores de dimensao M /2 x M /2. De acordo com a Eq. (3.32) pode-
se tomar os valores positivos de v; -, para escrever a solu¢ao do problema homogéneo,
Egs. (3.17) e (3.18), para m = 1,..., M/2, através da superposi¢io de solugdes, na

forma geral, como

h —
\ijT (l‘, Qm) -
M2
D APy (v, Qua)e™ 00 Ao 2@ (0, Qugagyp)e” 010
j=1
(3.37)
e
\IJZT(Z.7 Qm+M/2) =
M2
Z [Aj,rq)yT(Vj,‘rv QerM/Z)e_(x_aT_l)/Vj’T + AjJrM/Q,T(I)yT(Vj,‘H Qm)e_(aT_x)/VjYT] 9
j=1
(3.38)
onde os coeficientes A; ;, para j = 1,..., M devem ser determinados.

Agora, para determinar-se a solucao homogénea através do método

ADO para o sistema de equagoes integradas em relagao a variavel x, Eqs. (3.20)
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e (3.21), o processo é analogo. Neste sentido, obtém-se o problema de autovalores

da forma

[DLL‘T - AacT]UacT - )\.Z‘TU$’T’ (339)

COo1

>\x7 -

=,
VF

onde, D,, e A, sdo matrizes M/2 x M/2, da forma,

ag 2 ag 2 ag 2
Dm:diag{<—t) <—t) ( t)} (3.41)
m T2 N2

(3.40)

e as entradas de A, sdo expressas, parai=1,...,M/2ej=1,...,M/2, como
.. 2ijsUt
A, ) = 2 (3.42)

De modo analogo ao anterior, aqui as autofuncgoes ®,., sao determinadas

a partir da relacao

UzT Vi1 Qm + VIT Vi Qm
(I)x‘r(f}/]',fa Qm) = ( ! ) 9 ( ! ) (343)

UxT (7]}7’7 Qm) - V;UT (’Yj,'ra Qm)
5 .

Do (Vjirs Qi nay2) = (3.44)

Desta forma, escreve-se a solucao para o problema homogéneo,

Egs. (3.20) e (3.21), param = 1,..., M /2 na forma geral

quT(:y’ Qm) =
M/2
Z [Cj,fq):pr<7j,ra Qm)ei(yibTil)/wJ + Cj+M/2,T(DmT(7j,T> Qm+M/2)€7(bTiy)/7j’T]

j=1

(3.45)
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\IJ:T(y’ Qm+M/2) -

M/2
Z [Cj,T@xT(’Yj,T7 Qm-i,-M/Q)ei(yibTil)/’Yj’T + Cj—‘,—M/Qﬂ'@:BT (’Yj,r, Qm)ei(b‘riy)/’yj"r] y
j=1
(3.46)
onde os coeficientes C; ;, para j = 1,..., M, também devem ser determinados [16].

Cabe ainda salientar que formas simplificadas dos problemas de auto-
valores Eqs. (3.31) e (3.39), na forma de perturbagdoes de matriz diagonal, foram

recentemente derivadas [77].

3.4 Problemas de transporte de néutrons de fonte-fixa

Uma vez que o problema formulado pela Eq. (3.2) tem um termo de
fonte nao-homogéneo, uma solucao particular tem de ser definida. Em adicao a
este termo fonte, as expressoes para a solucao particular dependerao dos valores dos
fluxos angulares sobre os contornos, de acordo com as Egs. (3.19) e (3.22), onde em
algumas direcoes, como dito anteriormente, podem ser determinados pelas condi¢oes

de contorno conhecidas.

Neste ponto, considera-se os problemas teste de fonte-fixa, cuja fonte
externa de néutrons esté localizada na regiao definida em [0, as] x [0, bs], dentro do

dominio D, de acordo com a figura abaixo.
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: y
y Vacuo () VACUO

Reflexivo (I1)
b b
Composigao 1 Compgz|%%oénea
Homogénea Ei
° 6=1.0 o 6w=1.0
>
2 S % 3 4| 8
2 b © = bS \©
® > 3] . >
04 Regido com Y Regido com
fonte fonte
constante cogstante
Q=1 =1
1 2
X
0 as a ” 0 as a
Reflexivo Reflexivo

(a) (b)
Figura 3.1: (a) Problemas I e II: Dominio representado por apenas uma regiao, com
a fonte de néutrons localizada no interior do dominio. (b) Problema I11:
Dominio representado em 4 regioes, com a fonte de néutrons localizada

na regiao (nodo) 1.

Note que em todos os problemas teste considerados neste trabalho,
o dominio de estudo é composto por material homogéneo e o que diferencia os
problemas esté na escolha da condicao de contorno em y = b entre o problema I e
11, e na divisao do dominio em regioes, problema [1I. Considera-se para todos os

problemas teste, a fonte externa de néutrons da forma

Qa.y) = 1, for z€l0,a;] e ye€lo,bg (3.47)

0, caso contrario.

3.5 Solucao particular baseada em aproximagoes constantes

Propoe-se neste trabalho, aproximacoes constantes simples para os flu-
xos angulares desconhecidos nas dire¢oes de saida no contorno do dominio. Desta
forma, divide-se o estudo dos problemas em duas subsecoes, onde na primeira sub-

secao é tratado dos problemas cujo dominio é definido em uma tnica regiao, e esta
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é representada por um tinico nodo. Na segunda subsecao é tratado o problema I11,
este que considera o dominio espacial dividido em 4 regides, onde cada regiao é

representada por um nodo [16, 75].

3.5.1 Esquema nodal para o dominio completo

Nesta subsecao determina-se a solucao para o fluxo angular de néutrons
para os problemas I e I, estes que sao definidos sem subdivisoes do dominio espa-
cial, ou seja, o dominio é considerado um tinico nodo. Nesse sentido, as integragoes
transversais nas variaveis espaciais x e y sao feitas considerando-se o dominio todo
do problema, de maneira que a solucao para o fluxo angular médio sera definida

também no dominio todo.

Agora, a partir das condi¢oes de contorno dos problemas considerados,
alguns dos fluxos angulares apresentados nas Egs. (3.19) e (3.22), sdo conhecidos

para certas direcoes angulares, onde para o problema I, tem-se que

U(z,b,2,) =0 para m=M/4+1,...,M/2

(3.48)
e m=3M/4+1,..., M,
U(z,0,2,,) = VU(2,0,Q,104) para m=1,...,M/4 (3.49)
e m=M/2+1,... 3M/4, '
V(a,y,,) =0 para m=M/4+1,...,M/2
(a,y, Q) p / / (3.50)
e m=3M/4+1,..., M,
U(0,y, Q) =V(0,y, Qpinja) para m=1,...,M/4 (3.51)

e m=M/2+1,...,3M/4.

Enfatiza-se que as Eqs. (3.48) e (3.49) seguem o Ordenamento 3.1,
enquanto que as Eqs. (3.50) e (3.51) seguem o Ordenamento 3.2.
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Ja para o problema II, tem-se das condi¢oes de contorno que

U(z,0,Q,) = VY(2,b, Qpinr/a) para m=1,...,M/4

e m=M/2+1,...,3M/4,

U(z,0,Q2,) =V (2,0, Q10m1) para m=1,...,M/4

e m=M/2+1,...,3M/4,

U(a,y,2y,) =0 para m=M/4+1,...,M/2
o m=3M/4+1,..., M,

U(0,y,92,) =¥(0,y, Qnima) para m=1,... M/4

e m=M/2+1,...,3M/4.

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Aqui, as Egs. (3.52) e (3.53) seguem o Ordenamento 3.1, enquanto que

as Eqs. (3.54) e (3.55) seguem o Ordenamento 3.2.

Agora, em relacao aos fluxos angulares desconhecidos nos contornos, es-

tes que sao definidos nas diregoes de saida do nodo (dominio), propoe-se as seguintes

aproximacoes como equagcoes auxiliares
U(z, b, Q) = I,

\I[(.I', 07 Qm) - va

U(a,y, Q) = L,

\IJ(O, Y, Qm) = Mma

ondem=1,... M/dem=M/2+1,...,3M/4.

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Em continuidade no processo de resolucao dos problemas teste, consi-

derando-se o Ordenamento 3.1, substitui-se a Eq. (3.47) na Eq. (3.12), e o resultante
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deste, juntamente com as condigoes de contorno dos problemas, Eqs.(3.48)-(3.55), e
as aproximagoes para os fluxos angulares definidos nas Eqgs. (3.56)-(3.57), substitui-
se na Eq. (3.19), onde obtém-se as seguintes equagdes para o termo de fonte, para

os problemas integrados em y

Qy(:mﬂm):%Jr%m[Jm—Im], m=1,...,M/4
e m=M/2+1,...,3M/4, (3.60)
[S]
Qy(x,ﬂm):b—;+"7m[Jm—Xm], m=M/4+1,...,M/2
e m=3M/4+1,..., M, (3.61)

para = € [0, as), e

Q,(z, ) = %’”[Jm ~ I, m=1,.. M/

e m=M/2+1,... 3M/4, (3.62)
e
Qy(a;,Qm):%m[Jm—Xm], m=M/4+1,... M2
e m=3M/4+1,..., M, (3.63)

para x € [as,al. Nas Egs. (3.61) e (3.63), devido a geometria dos problemas estuda-
dos nessa secao, considera-se X,,, = 0 para o problema I, e X,,, = I,, para o problema

11

Agora, considerando-se o Ordenamento 3.2, substitui-se a Eq. (3.47)
na Eq. (3.16), e novamente, o resultante deste, juntamente com as condigbes de
contorno dos problemas, Eqgs.(3.48)-(3.55), e as aproximagoes para os fluxos angu-
lares definidos nas Egs. (3.58)-(3.59), substitui-se na Eq. (3.22), onde obtém-se as

seguintes equagoes para o termo de fonte, para os problemas integrados em z,
as  HUm
Qw(%ﬂm):;ﬂL?[Mm—Lm], m=1,...,M/4

e m=M/2+1,...,3M/4, (3.64)
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as = Hm

Qu(y, Q) = =+ "M, m=M/4+1,...,M/2
a a
e m=3M/4+1,..., M,
para y € [0,b4], e
a

e m=M/2+1,...,3M/4,

Quly, ) = 10N, mo=MJA+1,... M/2
a

e m=3M/4+1,..., M,

para y € [bs, b].

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Uma vez definido o termo de fonte, e como este, ¢ da forma constante

para uma dada direcao do fluxo angular, em todos os problemas aqui considerados,

propoe-se para as Eqgs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21), solugoes particulares da forma

constante no espa¢o como

Opm, para x € [0,aq]
\I/gj(x, Q)=
P,, para x € |[a,a]

R, ara € |0, b,
U (y, Q) = para 3 € 10,5

Sm para y € [bs, ],

(3.68)

(3.69)

param = 1,..., M, tal que, substituindo nas Eqgs. (3.17) e (3.18), e nas Eqgs. (3.20)

e (3.21), respectivamente, obtém-se que O,,, P, R, e S, devem satisfazer os

seguintes sistemas lineares M x M, para z € [0,a] e y € [0, D],

M
0:0,, — 05 Z w0 = Qy(z, ), para € [0, a4,
k=1

o8
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asZkak Qy(z,y,), para z € as,al, (3.71)

M
UtRm — 05 Z kak = Qm(!/; Qm)7 para Yy € [07 bs] (372)

— Og Z wkSk Qz ya )7 para Yy € [b87 b]7 (373)

onde Q,(z, Q) e Qu(y, ) sao dados nas Eqgs. (3.60)-(3.67).

3.5.2 Solucao geral dos problemas I e I1

Até o momento, a solucdo homogénea e a solugcao particular para as
Egs. (3.17), (3.18), (3.20) e (3.21) estao definidas. Portanto, a solu¢ao geral para

os problemas I e II, estes que consideram o dominio como um tnico nodo, pode ser

escrita, para m = 1,..., M/2, como
M2
Uy (2, Q) = > [A;®y (v, Q)i+
j=1

Ajints2®y (V) Quyargo)e @] +0,,, (3.74)

M2
Uy (2, Qnarg2) = > [Ai®y (v, Qungarje)e™ i+

j=1

Ayiatja®y (v, 2)e ) 4 Oyaige (375)

para x € (0, ay),

M/2
B0 ) = 3 [By By e

J=1

Bjiap2®y (v, Quyaaje)e Y] + By, (3.76)
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M2

Uy (2, Ry ary) = Z [B; @, (v, Qynryz)e” M4

j=1
Bj—i—M/Z(I)y(Vj; Qm)ei(aim)/yj} + Pm+M/2 (377)
para x € (as,a),
M/2
U (y, Q) = Z [qu)r(%'a Qm>6_y/’w+
j=1
Cj+M/2q)ac(7j7 Qm+M/2)€7(b87y)/%} + Rm7 (378)
M/2

[C’](D:c (’YJ ) Qm+M/2)6_y/,Yj +
1

\Ijaz(ya Qm+M/2)

<.
Il

Cien2®a(vs, Qn)e™ 5] + Ry (3.79)

para y € (0,b), €

M2
Tl = 3 [Dyury, e -0+
7=1
Djirf2®a (i Qnarjo)e” U795 ] + S, (3.80)
M/2
U (y, Qm+M/2) = Z [qu)x(yj, Qm+M/2)e—(y—bs)/w+
j=1

Dj_;,_M/Q(I)Z(”}/j, Qm)ei(biy)/%} + Sm+M/2, (381)
para y € (bs,b).

Neste ponto, as equagoes auxiliares definidas pelas Eqgs. (3.56)-(3.59)
sao integradas, para todo x e y, respectivamente, e entao definidas em termos da
solucao geral do problema integrado como

M2
L =Y [Di®a(yj, Q)™ " 4 Dingjo®u (v Qunear2))] + Sy (3.82)

Jj=1
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M/2

Jm = Z [qu)w(’}/j, Qm) + Cj_:,_M/Qq)x(’}/j, Qm_;_M/Q)eibS/ﬁ/j] + Rm, (383)

=1
M/2
Ly =Y [Bi®y (v, Qe 4 Biayn®y (v, Quningga)] + P (3:84)

Jj=1

M2

Mm = Z [Aj(by(yj, Qm) + Aj+M/2(I)y(Vj, Qm+M/2)€_aS/Vj} + Om, (385)

j=1
tal que, substituindo no sistema definido pelas Egs. (3.70)-(3.73), tem-se um aco-

plamento entre os problemas integrados em z e em .

Para a solucao estar completamente estabelecida, os 8M coeficientes
da solucao geral tem de ser determinados. Neste sentido, 4M equagoes sao obtidas
através do sistema definido nas Eqgs. (3.70)-(3.73), como

M M/2
UtOm — Og Z 'lUkOk + Z 777711 [_qu)x(’)/ja Qm) — OjJrM/Qq)x(’}/j, Qm+M/2)€_b5/’Yj+
k=1 j=1

D (v, Qe O™ 4 Do @y, Quniar2)] + %n(sm — Ry) = %Sa (3.86)
param=1,.... M/dem=M/2+1,...,3M/4,
M M/2
0:0,, — 0 ; w O + ; T%m [—Cjcbx(’yj, Qi ni/2)—
Cyonpaaly, Qe ] = Tt B g )

param=M/4+1,... . M/2em=3M/4+1,..., M,

M M2
P =03 ) wePet Y %m [—C5®2 (75, ) = Cintya e (5, Lninaya)e™ M+
k=1 j=1

D P, (v;, Qn)e™ 7% 4+ Dy a0 @0 (v, Qunsnaya) ] + %m(sm —R,) =0, (3.88)
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param=1,.... M/dem=M/2+1,...,3M/4,
M/2

Uszwkpk+znm fyj?Qm-l-M/Q)_

Criatjo (s Q)] = =2 — 0, (3.89)

para m = M/4+1,...,M/2 e m = 3M/4+1,...,M. Nota-se que as equagoes
acima seguem o Ordenamento (3.1). Prosseguindo, tem-se as seguintes equagoes

restantes que compoem o sistema

M/2
_ (TSZUJk;Rk + Z Ko [ 450, (05, ) — Ajpagjo®y (v, Do ag2)e /" +

—(a—as)/v; m as
By, (v, Q)" 4 Bingo®, (v, Q)] + B2 (B = On) = =2, (3.90)

param=1,.... M/dem=M/2+1,...,3M/4,

M2
o Ry, — 0 Z wi Ry + Z ,um —A;Q, (v, Qugniy2) —
k=1

—ai/v1 Omptm  as
Ajinp2®y (v, Qe S/J}— . 3 (3.91)

param=M/44+1,... . M/2em=3M/4+1,..., M,

M/2
_UszwkSk—l—Z'“m —A;®, (v, Q) — AﬂM/Qq)y(,/j’Qm+M/2)6—a5/uj_|_

B;®y (v, Qm)e_(“_“s)/” + B2 @y (v, Qunary2) | + u—m(P —Om) =0, (3.92)

param=1,.... M/dem=M/2+1,...,3M/4, e
M/2

oS, —asZwkSk +Zﬂm A ) (VJ,Qm+M/2)

—as/Vj Om m
A2 ®y (v, Qe /] — T“ =0, (3.93)

para m = M/4+1,...,M/2 e m = 3M/4+ 1,...,M. Nota-se que aqui, as
Eqs.(3.90)-(3.93) seguem o Ordenamento (3.2).
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O sistema de equacoes descrito acima foi apresentado para a escolha da
configuragao do problema I, caso deseja-se encontrar a solucao para o problema II,
devido a geometria dos problemas, substitui-se as Eqs. (3.87) e (3.89), respectiva-

mente, pelas seguintes equacgoes

M M/2
010m — 03 Y WOk + Y %n [=C®2(%s Qunagya) = Crpnra P (75, X )e "7+
k=1 j=1
. m bS
qu)x(’}/j: Qm+M/2)€7(bibs)/% + Dj+M/2q)cc(7j’ Qm)} + %(Sm - Rm) = ?7 (3-94)

M M/2
0P = 0 Y P+ ) [<Ciu (5, nary) = Crento®alr, Q)™+
k=1 j=1

qu):c(%‘a Qm+M/2)6_(b_bS)/7j + Dj+M/2q)w(7j7 Qm)] + %n(sm - R,) =0, (3.95)

param=M/4+1,...,M/2em=3M/4+1,..., M. Com relagao as Eqs. (3.90)-

(3.93), permanecem as mesmas.

Obtém-se M equacoes através da substituicao da versao integrada das
condigoes de contorno reflexivas em z = 0 e y = 0, nas Eqgs. (3.74)-(3.75) e

Eqs.(3.78)-(3.79), respectivamente,

M/2
Z [Aj [(I)y(’/j’ Qm) - (Py(ljja ﬂm+M/2)]+
j=1
Aj+M/2€_as/Vj [(I)y(Vj, Qm—i—M/Q) — (I)y(Vj, Qm)” + Om - Om+M/2 =0 (396)
e
M/2
Z [C] [(I)x(ﬁ)/]a Qm) - ®x<7ja Qm+M/2)]+
j=1

C’]'+M/26_b5/% [q)x(% Qm+M/2) - (I):c(’}/ja Qm)]] + Rm - Rm+M/2 = 07 (397)
param =1,..., M/2.
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Através das condicoes de continuidade em = = a; e y = b,, gera-se

outras 2M equagoes, na forma

M/2
Z [qu)y(yjy Qm)‘fias/yj + Aj+M/2(I)y(Vj7 Qm-i-M/?)_
j=1
Bj®y (v, Q) = Biiatja @y (vj, Qsngyp)e™ ] + Oy — Py = 0, (3.98)
M/2
D (AR (1, Dinry2)e ™ 4 Ajnrja®y (v, Q) —
j=1
B;®,(vj, Quminmy2) — Bjynm2®y(v;, Qm)e_(a_as)/uj] + Omany2 — P2 = 0,
(3.99)
M/2
> (051 )™+ Coatjo®a (17, Rona o) —
j=1
D@, (v, ) — Djirtfo®u(vj, Qnaggz)e” %] + R, — S, =0 (3.100)
e
M/2
D (O3 (5 Rumarjo)e ™ + Cinrjo®al(;, Q) —
j=1
D;i®.(v;, Qniny2) — Djyr2®a(;, Qm)ef(bfbs)/w} + Rypnvj2 — Smynmy2 = 0,

(3.101)

param=1,... M/2.

As M equacgoes restantes, sao obtidas através da versao nodal das con-
di¢oes de contorno de vacuo em x = a e y = b, caso escolhido a configuracao do
problema I. Se desejar-se determinar a solucao para o problema II, de acordo com
a Fig. (3.1), tem-se condigao de vacuo em = = a e condigdo de reflexdo em y = b.
Neste sentido, afim de obter as equacoes para o problema I, substitui-se a versao

nodal das condigoes de contorno de vacuo nas Eqs. (3.77) e (3.81), respectivamente,
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onde obtém-se

M/2
Z [qu)y(yj; Qm+M/2)€_(a_aS)/Vj + Bj+M/2(I>y(Vj, Qm)] + PerM/g =0 (3102)

J=1

M2
> [Di®u(vs Quasarz)e™ ™ 4 Dyngjo®u(vy, Qn)] + Smsnre =0, (3.103)

j=1

param=1,..., M/2.

Para o problema II, de acordo com a Fig. (3.1), introduz-se a condigao

de reflexao em y = b, assim, a Eq. (3.103) é substituida pela equagao abaixo

M/2
ST [Djem O D, (v, Q) — PV, Qunsaryo)]+

=1

Dj+M/2[(I)x(’7j7 Qm+M/2> - CI);B(’YJH Qm)H + S — Sm+M/2 =0, (3'104)
param =1,..., M/2.

Através das Eqs.(3.86)-(3.104), consegue-se determinar os 8 M coefici-
entes da solugao geral, tanto para o problema I quanto para o problema I1. Escreve-se
entao, explicitamente, a solucao geral para o fluxo angular integrado na direcao x

como
U, (z, Q) = \I/Z(x, Q) +¥(z,Qy), para m=1,..., M, (3.105)
e a solugao geral para o fluxo angular integrado na dire¢ao y como

U (y, Q) = Ui (y, Q,,) + V2 (y,Q,,), para m=1,..., M. (3.106)
3.5.3 Esquema nodal para o dominio em regioes

Nesta subsecao determina-se a solucao para o fluxo angular de néutrons

para o problema II1, este que é definido no dominio subdividido em 4 regices, onde
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cada cada regiao do dominio é representada por um nodo [77]. Neste sentido, os
nodos do problema, definidos em x € [a,_1,a,] e y € [b;_1,b,], sdo representados da

forma

e Nodo 1 (1 =1): z € [0,a5] ey € [0,b];
e Nodo 2 (1 =2): = € [as,a] e y € [0,bs];
e Nodo 3 (1=3): x €[0,a,] ey € [bs,b];
e Nodo 4 (T =4): = € [as,a] e y € [bs, b].

Na construcao das solugoes gerais para as equagoes nodais unidimen-
sionais para o problema cujo dominio espacial é subdividido em nodos, mantém-se
por enquanto, os fluxos angulares desconhecidos nos contornos dos nodos, implicitos
no termo de fonte das equagoes integradas em x e y, Egs. (3.19) e (3.22), respecti-
vamente. Novamente, as solu¢oes particulares para as Eqgs. (3.17), (3.18), (3.20) e
(3.21), que considera o dominio espacial subdividido em 7 nodos, sdo propostas da

forma constante como

VP (2,) = By (3.107)

VP (y, Q) = Finr (3.108)
param=1,..., M.

Substitui-se a solugao particular Eq. (3.107) nas Egs. (3.17) e (3.18), e
a solugao particular Eq. (3.108) nas Eqgs. (3.20) e (3.21), onde obtém-se que E,, , e

F,, - devem satisfazer um sistema linear M x M, para cada nodo 7, da forma

M
o1 Ey, - — 0 Z Wi B = Qyr(x, Qy,) (3.109)
k=1
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M
0tFmr = 00 Y WiFhr = Qur(y, Um), (3.110)
k=1

onde Qy-(z, Q) e Qur(y, y,) sdo dados pelas Egs. (3.19) e (3.22), respectivamente.
Note que os fluxos angulares desconhecidos nos contornos dos nodos, ainda nao foram

definidos.

3.5.4 Solucao geral do problema II1

A solucao homogénea e a solugao particular para o problema III estao
definidas. Portanto, a solucao geral para este que considera o dominio subdividido

em 4 nodos, pode ser escrita, para cada nodo 7, como

M2
\ijT (l‘, Qm) - Z [AjaT(I)yT(Vj,Ty Qm)e_(x_aTil)/Vj’T+
j=1
Aj-i-M/Q,T@yT(Vj,T, Qm+M/2)6_(aT—$)/Vj,7j| + Emﬂ', (3111)
M/2
\IJyT (ZL’, Qm—i—M/Q) = Z [Ajﬂ—q)y»r(yjﬂ_, Qm+M/2)e—(1’—a7——1)/Vj,r+
j=1
Aj+M/2,T®yT(Vj,T7 Qm)e_(a‘r_x)/l/jﬂ—} + Em—i—M/Q,T, (3112)
M/2
\Ijx7'<y7 Qm) = Z [Cjﬂ—q)wT(”}/jﬂ_, Qm)ei(yib"'*l)/')/j,f_i_
7=1
Cj“l‘M/Q,T@Z,T(fyj,T’ Qm+M/2>€7(b77y)/7iji| + Fmﬂ- (3113)
e
M/2
\Ijx7<y7 Qm—‘,—M/Q) = Z [Cj’q—q):m—(’}/jﬁ7 Qm+M/2>ef(y7bT*1)/’Yj,r+
7j=1

Cj+M/2,Tq)xT(7j,Ty Qm>ei(b7—7y)/w’7—} + Fm+M/2,T (3114)
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onde m=1,...,M/2.

Neste momento, os fluxos angulares desconhecidos nos contornos dos
nodos, que estavam implicitos nos termos de fonte das equagoes integradas em x e
em y, sao agora, definidos em termos da solugao geral do problema integrado, para

cada nodo 7, onde

e Nodo 1:
U(as,y, Q) = ¥y1(as, 2y,) para Q-n >0,
U(as,y, Q) = Vya(as, Q) para Q-n <0,
U(2, by Q) = Uar (b, ) para Q-1 > 0,
U(z,bs, Q) = Wo3(bs, Q) para Q-n <0, (3.115)
U(0,y, Q) =¥,1(0,9,,) para Q-n>0
e
U(z,0,9,) =¥,(0,9,) para Q-n>0.
e Nodo 2:
U(as,y, Q) = Vyi(as, ) para Q-n <0,
U(as,y, Q) = Yyo(as, Q) para Q-n >0,
V(2 by, ) = Wy (by, ) para Q-n >0,
U (x, by, Q) = Wau(bs, Q) para Q-n <0, (3.116)
U(a,y, Q) = Vyo(a, Q) para 2-n>0

U(x,0,Q,) = V,:0(0,9Q,) para Q2-n>0.
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e Nodo 3:

U(as,y, Q) = Yys3(as, Q) para Q-n >0,
Q

( )
U(as, y, ) = Uya(as, ) para Q-n <0,
U(x,bs, Q) = Vur(bs, Q) para Q-n <0,
U(x,bs, Q) = Vu3(bs, Q) para Q-n >0, (3.117)
U(0,y, Q) = ¥,5(0,,,) para 2-n>0

U(z,b, Q) = V,3(0,Q,,) para Q-n>0.

e Nodo 4:
Q,,) para Q-n <0,
as,$,) para 2-n >0,
) para Q-n <0,
ca(bs, Q) para Q-n >0, (3.118)

ba(a, ) para Q-n>0

@

U(x,b, Q) = Vuu(b,2,) para Q2-n>0.

Aqui, Q- n > 0 representa as dire¢oes emergentes (saida) no contorno

do nodo e 2-n < 0 representa as dire¢oes incidentes (entrada) no contorno do nodo.

Note que para a solucao do problema II1 estar completamente esta-
belecida, os 16M coeficientes da solucao geral Eqgs. (3.111)-(3.114), devem ser de-
terminados. Neste sentido, 8M coeficientes sao obtidos através da substituicao das
equagoes auxiliares Eqgs. (3.115)-(3.118) nos termos de fonte dados pelas Egs. (3.19)
e (3.22), e o resultante destas, nos sistemas M x M dados pelas Eqgs. (3.109)-(3.110).
Através das versoes integradas das condigoes de contorno do problema, sao obtidos

outros 4M coeficientes, sendo os 4M coeficientes remanescentes obtidos através das

69



condigbes de continuidade nas interfaces dos nodos (regices). Desta forma, escreve-
se um unico sistema linear acoplado de dimensao 16M x 16 M, onde determina-se os
coeficientes que constroem a solucao geral para os fluxos angulares integrados, para

cada regiao do dominio espacial do problema estudado.

Com a solucao completamente estabelecida para os trés problemas teste,
no capitulo seguinte apresenta-se os resultados numéricos para o fluxo escalar médio
de néutrons e compara-se os resultados obtidos com outras formulagoes existentes

na literatura.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

No capitulo anterior, foram determinadas as solu¢oes para trés proble-
mas teste de transporte de néutrons, através da utilizacao da técnica nodal junta-
mente com a abordagem ADO. As solugoes particulares que compdem a solugao
geral dos problemas, foram propostas da forma constante, e os fluxos desconheci-
dos nos contornos dos nodos do dominio espacial, estes que surgiram da integragao
transversal nas variaveis x e y via técnica nodal, foram escritos em termos das solu-
coes gerais dos respectivos problemas. Neste capitulo, através do uso dos diferentes
esquemas de quadraturas numéricas estudadas, apresenta-se os resultados numeéri-
cos obtidos para o fluxo escalar médio para os nodos definidos nos trés problemas

apresentados.

A fim de validar o método proposto, caracteriza-se os trés problemas

teste considerados da seguinte forma:

e Problema I e II: Considera-se a regiao retangular definida por a = b =1 cm,
e a fonte unitaria @) = 1 localizada na regiao [0, as] x [0,bs] com a5 = bs = 0,52

cm. Ainda, sao utilizados como parametros, a se¢ao de choque total como o; = 1,0

1 1 1

cm™ e a secao de choque de espalhamento como 0, = 0,5 cm™, 0, =0,1 cm™" e

o, = 0,05 cm™!, para se comparar os resultados com os da literatura [80, 104].

e Problema III: Considera-se o dominio retangular definido em a = b = 1 cm,
com subdivisoes em 4 regides, onde na regiao 1 definida em [0,as] x [0,bs] com
as = by = 0,5 cm, esta localizada a fonte externa de néutrons () = 1. Ainda, sao

utilizados como parametros, a secao de choque total como o, = 1,0 em™! e a secao

1 1

de choque de espalhamento como o, = 0,9 ecm™ e 0, = 0,3 cm ™", para efeitos de

comparacao com o método AHOT [10].
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Na formulacao proposta neste trabalho, o problema bidimensional é
decomposto em problemas unidimensionais em termos de fluxos angulares médios
nas variaveis x e y. Portanto, os fluxos escalares também devem ser expressos em
termos destas médias. Neste sentido, avalia-se o fluxo escalar de néutrons, ja escrito

em ordenadas discretas como

M/2

Zwk (, ) + U, (2, oy ara)] (4.1)
e

M/2

Zwk (U, Q) + Yoy, Qigary2)]- (4.2)

A implementac¢ao computacional da solu¢ao em ordenadas discretas dos
problemas propostos, foi feita em linguagem FORTRAN, onde definiu-se primei-
ramente o esquema de quadratura numérica a ser utilizado, em seguida, utilizou-se
as subrotinas do pacote EISPACK [95] para o calculo das autofungdes e constantes
de separagao, e subrotinas do pacote LINPACK [37] para a resolugao dos sistemas
lineares. Apos a determinacao da solucao geral dos problemas, avaliou-se entao, o

fluxo escalar definido pelas Eqgs. (4.1) e (4.2).

Nas duas secoes seguintes, para fins de comparagoes, serao apresentados
os resultados numéricos obtidos para o fluxo escalar de néutrons para os problemas
I'eIl (Fig. (3.1)), através da utilizagdo da quadratura simétrica de nivel LQ)y, estes
que foram publicados no artigo [103]. Na terceira e tltima se¢do que compde este
capitulo, apresenta-se e compara-se os resultados numéricos para o problema 111,
obtidos através da abordagem ADO e do codigo fornecido pelo Prof. Dr. Y. Azmy,

AHOT [10], utilizando-se das quatro quadraturas apresentadas neste trabalho.

E importante salientar que os resultados que serdo apresentados para
os problemas I e 11, foram gerados através de abordagens distintas. No trabalho de
Tsai e Loyalka [104], os resultados sao gerados a partir da resolu¢ao da equagao inte-

gral de transporte de néutrons, enquanto que o codigo TWOTRAN-II [61], trabalha
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diretamente com o problema bidimensional, e os fluxos escalares sao obtidos atra-
vés de métodos puramente numéricos. Ja o método ADO, é um método nodal que
trata o problema bidimensional através de problemas unidimensionais cujos fluxos

escalares sao obtidos em termos de médias nas variaveis espaciais.

4.1 Resultados numéricos para o problema I

Apresenta-se nas Tabelas (4.1)-(4.3), os resultados numéricos obtidos
neste trabalho para o problema I, este que considera o dominio com condicoes de
contorno do tipo reflexivas em z = 0 e y = 0, e em seguida, compara-se com 0s

resultados presentes na literatura [80, 104].

Tabela 4.1: Fluxos escalares ¢,(z) = ¢,(y), para =y = 0, 5.

Os Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Ref. [80] Este trabalho
N-5,7,9,11,15 N-4,8,16 N-2,4,6,8,12,16 N-2,4,6,8,12,16
0,50 0.359604 0,337412 0,2772 0,304
0,358422 0,337707 0,3022 0,320
0,357414 0,339794 0,3041 0,320
0,356678 0,3047 0,320
0,355885 0,3052 0,320
0,3061 0,321
0,10 0,258802 0,239483 0,2049 0,219
0,259150 0,241676 0,2173 0,226
0,259131 0,244032 0,2179 0,226
0,259030 0,2182 0,225
0,258906 0,2187 0,226
0,2193 0,227
0.05 0,250097 0,231102 0,1984 0,212
0,250569 0,233421 0,2098 0,218
0,250636 0,235787 0,2104 0,217
0,250591 0,2107 0,217
0,250529 0,2112 0,218
0,2118 0,218

Na primeira coluna da Tabela (4.1) sao listados os resultados que cons-
tam na referéncia [104], os quais foram obtidos através da solu¢ao numérica da
equacao integral. Na coluna dois, sao apresentados os resultados gerados numerica-
mente a partir do codigo TWOTRAN-IT [61]. J& na coluna trés, os resultados foram
obtidos pelo método ADO [80], no entanto, destaca-se que na referéncia, o domi-

nio do problema foi considerado completo, com fonte externa localizada na regiao
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central e condigoes de vacuo em todo o contorno. Observa-se que os resultados obti-
dos neste trabalho através do método ADO considerando o dominio com condi¢oes
de contorno do tipo reflexivas, concordam em um a dois digitos com os resultados

obtidos pelo método ADO que considera o problema em um dominio todo [80].

Vale enfatizar que as comparagoes sao feitas através de grandezas di-
ferentes, enquanto que os resultados apresentados na referéncia [104] sdo obtidos

pontualmente, os resultados via método ADO sao obtidos em termos de médias.

Tabela 4.2: Fluxos escalares ¢,(z) = ¢,(y), para v =y = 0,7.
Os Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N=5,7,9,11,15 N=4,8,16 N=2,4,6,8,12,16
0,50 0,149801 0,157320 0,210
0,139050 0,139581 0,199
0,138539 0,133426 0,190
0,138460 0,184
0,137048 0,178
0,175
0,10 0,093601 0,100591 0,144
0,083932 0,085131 0,130
0,083759 0,078914 0,122
0,083911 0,117
0,082774 0,112
0,110
0,05 0,088990 0,095914 0,138
0,079448 0,080662 0,124
0,079301 0,074448 0,116
0,079469 0,112
0,078362 0,107
0,105

Verifica-se nas Tabelas (4.1)-(4.3) uma concordancia em geral de um
digito dos resultados obtidos neste trabalho em comparacao com os outros métodos

presentes na literatura.

Na secao seguinte, apresenta-se os resultados numeéricos obtidos para o

problema II, onde comparacoes sao feitas com os obtidos na literatura.
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Tabela 4.3: Fluxos escalares ¢,(z) = ¢,(y), para x =y = 0, 98.

os  Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho

N=5,7,9,11,15 N=4,8,16 N=2,4,6,8,12,16
0,50 0,054250 0,045536 0,112
0,053812 0,048085 0,092
0,053558 0,052366 0,085
0,053442 0,082
0,053413 0,081
0,080
0,10 0,032577 0,025670 0,072
0,032669 0,028969 0,055
0,032655 0,032432 0,050
0,032637 0,048
0,032622 0,047
0,047
0.05 0.030823 0.023777 0.069
0.030952 0.027299 0.052
0.030956 0.030978 0.047
0.030945 0.045
0.030931 0.045
0.045

4.2 Resultados numéricos para o problema II

Apresenta-se nas Tabelas (4.4)-(4.6), os resultados numéricos obtidos
neste trabalho pelo método ADO, considerando o dominio com condicoes de con-
torno do tipo reflexivas em trés contornos do dominio, r =0,y =0e y = b, e em

seguida, compara-se com os resultados presentes na literatura [104].

Novamente, verifica-se nas Tabelas (4.4)-(4.6) uma concordancia de um
digito dos resultados obtidos neste trabalho em comparacao com os outros métodos
presentes na literatura. Observa-se que os resultados numéricos para os fluxos esca-
lares obtidos nesse trabalho, através do método ADO, sio apresentados para ¢, (z) e

¢x(y), e eles concordam entre si em um a dois digitos. Essas diferengas sao obtidas,
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uma vez que através da técnica nodal, integragoes transversais nas variaveis x e y
foram feitas, de modo que o problema bidimensional de transporte foi reduzido a
problemas unidimensionais cujas solucoes sao dadas em termos de médias na varia-
vel z e y, entretanto, devido a geometria imposta pelo problema II, h4 uma perda
na simetria dos problemas unidimensionais resultantes da aplicacao da técnica no-
dal, de maneira que as solugoes gerais para o problema 11 apresentam esta pequena

diferenca quando o fluxo escalar é dado em media nas variaveis x e y.

Tabela 4.4: Fluxos escalares ¢,(z) e ¢,(y), para x =y =0, 5.

o Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho
N N N gy(2)  ¢a(v)
050 5 0,431998 4 0,410822 2 0,358 0,347
7 0,430350 8 0,409623 4 0,389 0,376
9 0,429096 16 0,410466 6 0,392 0,380
11 0,428217 8 0,393 0,382
15 0,427286 12 0,394 0,383
16 0,395 0,384
0,10 5 0,288564 4 0,270651 2 0242 0,235
7 0,288871 8 0,271301 4 0255 0,249
9 0,288835 16 0,273029 6 0257 0,251
11 0,288726 8 0,257 0,252
15 0,288589 12 0,258 0,253
16 0,259 0,253
0,05 5 0,277246 4 0,259679 2 0,233 0,226
7 0,277697 8 0,260457 4 0245 0,239
9 0,277757 16 0,262222 6 0,246 0,240
11 0,277709 8§ 0,246 0,241
15 0,277640 12 0,247 0,242

16 0,248 0,243

Todos os resultados apresentados até aqui, mostram no geral, um a dois
digitos de concordancia com os resultados presentes na literatura, para os problemas
considerados. Pode-se dizer que o método ADQO, mostrou-se com caracteristicas po-
sitivas, pois nenhum processo iterativo foi utilizado, ainda, considerou-se o dominio

dos problemas como um tunico nodo, e expressou-se as solucoes em termos de mé-
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dias. O tempo computacional levado para gerar todos os resultados de cada tabela,
nao ultrapassou 8 segundos em um computador Intel Core i5, 2.5GHz, 6Gb(RAM),

o que demonstra a eficiéncia computacional do método ADO.

Tabela 4.5: Fluxos escalares ¢,(z) e ¢,(y), parax =y =0,7.

o Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho
N N N 6y(@)  a()
0,50 5 0,228936 1 0,244215 2 0,271 0,282
7 0,216711 8 0,223360 4 0,270 0,276
9 0,216011 16 0,211823 6 0,263 0,269
11 0,215789 8 0,258 0,264
15 0,213950 12 0,253 0,260
16 0,251 0,258
0,10 5 0,128126 4 0.142411 2 0.174 0,178
7 0,117764 8 0.125095 4 0.163 0,164
9 0,117625 16 0.114679 6 0.156 0,156
11 0,117777 8 0.151 0,152
15 0,116436 12 0.147 0,149
16 0.145 0,147
0,05 5 0,120663 4 0.134817 2 0.166 0,169
7 0,110484 8 0.117822 4 0.155 0,155
9 0,110379 16 0.107477 6 0.148 0,148
11 0,110553 8 0.143 0,144
15 0,109257 12 0.139 0,141
16  0.137 0,139

Tabela 4.6: Fluxos escalares ¢,(z) e ¢,(y), para x =y = 0,98.

o Tsai and Loyalka [104] TWOTRAN-II [104] Este trabalho
N N N 6y(@)  e()
0,50 5 0,130265 4 0,116577 2 0,175 0,240
7 0,129550 8 0,120535 4 0,156 0,213
9 0,129076 16 0,126068 6 0,149 0,202
11 0,128816 8§ 0,145 0,197
15 0,128644 12 0,144 0,196
16 0,143 0,196
0,10 5 0,068694 4 0,057436 2 0,108 0,141
7 0,068912 8 0,063123 4 0,089 0,112
9 0,068898 16 0,067962 6 0,083 0,103
11 0,068876 8 0,081 0,100
15 0,068824 12 0,080 0,099
16 0,080 0,100
0,05 5 0,064231 ] 0,052648 2 0,102 0,133
7 0,064507 8 0,058881 4 0,084 0,104
9 0,064521 16 0,063719 6 0,078 0,096
11 0,064500 8 0,076 0,093
15 0,064468 12 0,075 0,092
16 0,075 0,093
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4.3 Resultados numéricos para o problema III

Para observar o desempenho das quadraturas estudadas na solucao da
equacao bidimensional de transporte de néutrons em ordenadas discretas, e para
posteriormente fazer uma anélise assintotica espacial e angular do erro de discreti-
zagao numeérica, gerou-se resultados numéricos para o fluxo escalar médio em cada
regiao (nodo) do dominio espacial do problema III, através da utilizacdo do mé-
todo ADO e do codigo computacional AHOT [10], que sao apresentados nas Tabelas
(4.7)-(4.12). O método AHOT ¢é um método nodal que trabalha com o dominio es-
pacial dividido em uma malha numérica, onde os sistemas de equagoes resultantes
da integracao transversal sao resolvidos localmente para cada célula da malha ite-
rativamente [9, 10]. Os resultados obtidos através do codigo AHOT também sao
dados em termos de médias, onde determina-se o fluxo angular e escalar para cada
célula da malha, sendo o fluxo na regiao de interesse representado pela média da
soma dos fluxos de cada célula que compoe a regiao. Desta forma, os resultados
que serao comparados nesta secao, sao obtidos através de mesmas grandezas, o que

facilita a anélise da eficacia do método ADO.

Note que, como o método ADO aplicado ao problema I11 considera
cada regiao do dominio espacial como um nodo, pode-se dizer que os resultados
obtidos através do método sao determinados através de uma malha espacial (2 x 2),
enquanto que o método AHOT considera diferentes malhas espaciais. Entretanto,
enfatiza-se que as solucoes obtidas através do método ADO nao utiliza esquemas de
varredura numérica, mas sao determinadas através de um sistema linear acoplado

de problemas unidimensionais.

Nas tabelas seguintes, apresenta-se os resultados obtidos para o fluxo
escalar médio em cada regiao do dominio espacial do problema II1 através dos mé-

todos ADO e AHOT, e dos diferentes esquemas de quadratura numeérica estudadas
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no texto, quadratura simétrica de nivel LQ)y, quadratura Legendre-Chebyshev tri-
angular PyTxN Sy, Legendre-Chebyshev quadrangular PyTx e quadratura quadruple
range ()R, utilizados para representar as direcoes discretas das equagoes em ordena-
das discretas. E importante destacar que nao haviam sido implementados diferentes
e altas ordens de quadraturas numéricas via codigo AHOT, assim como uma anélise
assintotica angular dos resultados, sendo estes investigados e apresentados apenas

neste trabalho.

A partir da analise dos resultados da Tabela 4.7, pode-se observar que os
resultados numéricos obtidos através da utilizacao da quadratura simétrica de nivel
L@y, mantiveram-se com 2(%1) digitos de concordancia a medida que aumentou-
se o numero de direcoes por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método
ADO quanto através do uso do codigo AHOT. Note que a notagao (£1) significa

que pode-se ter uma variacao de uma unidade no tltimo digito de comparacao.

J& nos resultados numéricos obtidos através da utilizagao das quadra-
turas PyTnSy e PyTy, observa-se uma concordancia de 3(41) digitos a medida
que aumentou-se o nimero de direcoes por octante, de 36 até 105 na quadratura
PnTnSy, e de 36 até 100 na quadratura PyT)y, tanto via método ADO quanto via
coédigo AHOT. Observa-se que os resultados obtidos quando fixado 36 direcoes por
octante nas quadraturas LQy, PyvInSy e PynTy, obteve-se uma concordancia de

3(£1) digitos, tanto via método ADO quanto via codigo AHOT.

A quadratura () R mostrou-se mais eficiente em relagao as outras, man-
tendo-se 4(%1) digitos de concordancia a medida que aumentou-se o nimero de
direcoes por octante de 32 até 98, tanto via método ADO quanto via codigo AHOT,
e ainda, mantiveram-se os 5 digitos de concordancia quando aumentou-se 0 niimero
de diregoes por octante de 72 para 98 via método ADO e via codigo AHOT(2 x 2),
AHOT(8 x 8), AHOT(16 x 16), AHOT(32 x 32) e AHOT(64 x 64).
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Tabela 4.7: Fluxo escalar médio na regiao 1 para o, = 0, 9.
Quadratura simétrica de nivel LQn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814  0,81140 0,81224 0,81245

3 0,88354 0,82756 0,85889 0,86811  0,87051 0,87111 0,87127

6 0,89235 0,83620 0,86594 0,87508  0,87751  0,87813  0,87828

10 0,89665 0,84099 0,87043 0,87961 0,88209 0,88273 0,88289

36 0,89903 0,84573 0,87419  0,88327 0,88576 0,88639 0,88655

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245

10 0,89749 0,84194 0,87135 0,88052 0,88301 0,88364 0,88380

15 0,89854  0,84395 0,87293  0,88208  0,88457  0,88521 0,88537

36 0,89935  0,84690 0,87497 0,88397  0,88643 0,88707  0,88723

55 0,89952  0,84791 0,87559  0,88448  0,88694 0,88758 0,88774

66 0,89957  0,84827 0,87580  0,88465 0,88711 0,88774 0,88790

105 0,89967  0,84898 0,87624  0,88498 0,88742 0,88806 0,88822

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,80034 0,75422 0,79585 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245

9 0,89603  0,84219 0,87037  0,87945 0,88197 0,88262 0,88279

16 0,89869 0,84600 0,87401  0,88287 0,88537 0,88600 0,88617

36 0,89970  0,84847  0,87597  0,88475  0,88715 0,88779 0,88795

49 0,89980  0,84899 0,87631 0,88501  0,88743 0,88806 0,88822

64 0,89984 0,84933 0,87652 0,88516  0,88757  0,88821 0,88837

100 0,89987 0,84972 0,87677 0,88534 0,88775 0,88838 0,88854

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

2 0,85297  0,80267 0,82399 0,83085  0,83270 0,83318 0,83330

8 0,00190 0,85097 0,87859 0,88712  0,88952  0,89015  0,89031

18 0,90032 0,85052 0,87752  0,88598 0,88837 0,88900 0,88917

32 0,89984 0,85027 0,87716  0,88563 0,88798 0,88860 0,88876

50 0,89985  0,85032 0,87718 0,88563  0,88798 0,88861 0,88877

72 0,89986  0,85033 0,87719 0,88565  0,88800 0,88862 0,88878

98 0,89986  0,85033 0,87720 0,88565  0,88800 0,88862 0,88878
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Comparando-se os resultados obtidos através das quadraturas QR, PyTn Sy
e PyTn com 98, 105 e 100 direcoes por octante, respectivamente, observa-se uma

concordancia de 4(%1) digitos entre QR e PyTx via método ADO, e 3(£1) digitos

entre trés quadraturas via

AHOT (64 x 64).

as

método

ADO

ou AHOT(32 x 32)

e

Pode-se ver graficamente o comportamento do fluxo escalar médio na

regiao 1 para o, = 0,9, avaliado com uso dos quatro esquemas de quadraturas

numéricas estudadas, na figura abaixo.
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Figura 4.1: Fluxo escalar médio na regiao 1 para o problema III com o, = 0,9.
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Tabela 4.8: Fluxo escalar médio nas regioes 2 e 3 para o,

=0,9.

Quadratura LQpn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4 x4) (8x8) (16 x16) (32x32) (64x64)

1 0,35726  0,35044  0,34434 0,34187  0,34113 0,34092 0,34087

3 0,38402 0,37373 0,37279 0,37182  0,37170 0,37169 0,37169

6 0,38464  0,37405 0,37333  0,37286 0,37290 0,37290 0,37290

10 0,38442 0,37384 0,37325 0,37328 0,37336 0,37337 0,37337

36 0,38361  0,37333  0,37324  0,37356 0,37358 0,37359 0,37359

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,35726  0,35044 0,34434 0,34187  0,34113 0,34092 0,34087

10 0,38417 0,37364 0,37316  0,37323 0,37327 0,37328 0,37328

15 0,38381 0,37338  0,37308 0,37331  0,37333 0,37333 0,37333

36 0,38344  0,37331 0,37327 0,37352  0,37356 0,37357  0,37357

55 0,38339 0,37341 0,37340 0,37361  0,37365 0,37366 0,37366

66 0,38338 0,37346 0,37344 0,37364 0,37368 0,37369 0,37369

105 0,38338 0,37359 0,37353  0,37369 0,37374 0,37375 0,37376

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT  AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,35726  0,35044 0,34434 0,34187  0,34113 0,34092 0,34087

9 0,38449  0,37401 0,37340  0,37349 0,37360 0,37359 0,37359

16 0,38395 0,37369 0,37342  0,37402 0,37407 0,37409 0,37409

36 0,38351  0,37355  0,37352 0,37373  0,37378 0,37380 0,37381

49 0,38345 0,37359 0,37354 0,37372  0,37378 0,37379 0,37379

64 0,38342 0,37363 0,37356 0,37372  0,37378 0,37378 0,37378

100 0,38340 0,37370 0,37359  0,37373 0,37378 0,37379 0,37380

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2 x2) (4 x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64x64)

2 0,38099 0,37034  0,36985 0,36905  0,36912 0,36914 0,36914

8 0,38582 0,37584 0,37629 0,37675 0,37673 0,37672 0,37672

18 0,38335 0,37381 0,37363  0,37383 0,37394 0,37395 0,37396

32 0,38335 0,37379 0,37361 0,37371 0,37378 0,37380 0,37381

50 0,38341  0,37384  0,37367  0,37379  0,37382 0,37383 0,37383

72 0,38341  0,37385  0,37367 0,37379  0,37383 0,37384 0,37384

98 0,38341 0,37385 0,37367 0,37379  0,37383 0,37384 0,37385

82



Agora, a partir da analise dos resultados numeéricos encontrados para
o fluxo escalar médio nas regioes 2 e 3, estes que estao apresentados na Tabela
4.8, pode-se observar que os resultados obtidos através da utilizacao da quadratura
simétrica de nivel L@y, mantiveram-se em 3(%1) digitos de concordancia a medida
que aumentou-se o numero de direcoes por octante de 6 até 36 através do uso do

método ADO e através do uso do codigo AHOT.

Nos resultados numéricos obtidos através da utilizacao das quadratu-
ras PyITnSy e PyTy, ganhou-se 1 digito em relacdo aos obtidos para a regiao 1,
obtendo-se uma concordancia de 4(%1) digitos & medida que aumentou-se o niimero
de direcoes por octante, de 55 até 105 na quadratura PyTnSy, e de 49 até 100
na quadratura PyTy, via método ADO, e uma concordancia de 3(£1) digitos via
coédigo AHOT para ambas quadraturas. Mas observa-se que os resultados obtidos
quando fixado 36 dire¢oes por octante, obteve-se uma concordancia de 3(+1) digi-
tos através do uso das quadraturas LQy, PvTnSy e PyTy, tanto via método ADO

quanto via coédigo AHOT.

A quadratura QR mostrou-se novamente mais eficiente em relacao as
outras, mantendo-se 5(£1) digitos de concordancia & medida que aumentou-se o
namero de dire¢oes por octante de 50 até 98 via método ADO e 4(£1) digitos de
concordancia via codigo AHOT. Ainda, mantiveram-se os 5 digitos de concordancia

quando aumentou-se o numero de direcoes por octante de 72 para 98 via codigo

AHOT(8 x 8), AHOT(16 x 16), AHOT(32 x 32) e AHOT(64 x 64).

Em comparacao aos resultados obtidos entre as quadraturas QR,
PyTnSy e PyTx com 98, 105 e 100 direcbes por octante, respectivamente, assim
como nos resultados obtidos para a regiao 1, observa-se uma concordancia de 4(+1)
digitos entre QR e PyTy via método ADO e 3(%1) digitos entre as trés quadraturas,
via método ADO ou AHOT(32 x 32) e AHOT (64 x 64).
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Observa-se graficamente o comportamento do fluxo escalar médio nas

regioes 2 e 3 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

os = 0,9 na figura abaixo.
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Figura 4.2: Fluxo escalar médio nas regioes 2 e 3 para o problema [11 com o5 = 0, 9.

Na tabela abaixo apresenta-se os resultados numeéricos encontrados para

o fluxo escalar médio na regiao 4 através do uso das quatro quadraturas estudadas

neste capitulo via método ADO e codigo AHOT.
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Tabela 4.9: Fluxo escalar médio na regiao 4 para o, = 0, 9.
Quadratura LQpn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,27517  0,26344  0,28338  0,28949  0,29116 0,29160 0,29171

3 0,24136  0,23543  0,23787  0,23792  0,23766 0,23754 0,23750

6 0,22963  0,22549  0,22776  0,22676 0,22639 0,22633 0,22632

10 0,22504 0,22151  0,22396 0,22255  0,22237  0,22236  0,22235

36 0,22098 0,21769 0,21979  0,21902 0,21894 0,21888 0,21887

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,27517  0,26344 0,28338  0,28949 0,29116 0,29160 0,29171

10 0,22494 0,22139 0,22357  0,22229 0,22215 0,22212 0,22211

15 0,22267 0,21933  0,22144  0,22037  0,22031 0,22027  0,22026

36 0,22060 0,21726 0,21949 0,21876  0,21855 0,21849 0,21847

55 0,22021 0,21683 0,21914 0,21844  0,21821 0,21815 0,21814

66 0,22011  0,21670  0,21904  0,21835 0,21811 0,21806 0,21804

105 0,21992  0,21647 0,21886  0,21817 0,21794 0,21788 0,21786

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,27517  0,26344 0,28338  0,28949 0,29116 0,29160 0,29171

9 0,22200 0,21883 0,22144 0,21995 0,21973 0,21979 0,21981

16 0,22072  0,21751  0,21953  0,21817 0,21820 0,21816 0,21815

36 0,22003  0,21667 0,21885 0,21836  0,21809 0,21800 0,21797

49 0,21991 0,21650 0,21879  0,21824  0,21791 0,21783 0,21781

64 0,21985 0,21640 0,21875 0,21813  0,21772 021777 021776

100 0,21978  0,21629 0,21868  0,21800 0,21778 0,21773 0,21771

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

2 0,21344 0,21157 0,20871  0,20623  0,20524 0,20495 0,20490

8 0,22024 0,21666 0,21836 0,21795  0,21776 021776  0,21775

18 0,21950 0,21594 0,21839 0,21731 0,21669 0,21695 0,21695

32 0,21967 0,21610 0,21846 0,21785 0,21764 0,21752 0,21749

50 0,21968  0,21611 0,21849 0,21785  0,21764 0,21761 0,21760

72 0,21968 0,21611 0,21849 0,21786  0,21766 0,21759 0,21757

98 0,21968 0,21611 0,21849 0,21785  0,21765 0,21760 0,21758
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Pode-se observar de acordo com a Tabela 4.9 que os resultados numéri-
cos obtidos através da utilizacao da quadratura simétrica de nivel L)y mantiveram-
se em 2(=£1) digitos de concordancia & medida que aumentou-se o nimero de diregoes
por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método ADO quanto através do

uso do codigo AHOT.

Em relacao aos resultados numéricos obtidos através da utilizagao das
quadraturas PyTnSy e PyTy, assim como na regiao 1, observa-se uma concordan-
cia de 3(£1) digitos & medida que aumentou-se o niimero de dire¢oes por octante de
36 até 105 na quadratura PyTy Sy e de 36 até 100 na quadratura PyTy via método
ADO e via codigo AHOT. Assim como nas Tabelas 4.7 e 4.8, observa-se que os re-
sultados obtidos quando fixado 36 direcoes por octante, obteve-se uma concordancia
de 3(%1) digitos através do uso das quadraturas LQy, PyTySy e PyTy, tanto via
método ADO quanto via coédigo AHOT.

Novamente a quadratura QR mostrou-se eficiente, mantendo os 5 digi-
tos de concordancia a medida que aumentou-se o nimero de direcoes por octante de

50 até 98 via método ADO e 4(%1) digitos de concordancia via codigo AHOT.

Em comparacao aos resultados obtidos entre as quadraturas QR,
PNyTnSy e PyTy com 98, 105 e 100 direcoes por octante, respectivamente, observa-
se uma concordancia de 3(£1) digitos via método ADO e via codigo AHOT(16 x 16),
AHOT(32 x 32) e AHOT(64 x 64).

Pode-se observar graficamente o comportamento do fluxo escalar médio
na regiao 4 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

0s = 0,9 na figura abaixo.
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Figura 4.3: Fluxo escalar médio na regiao 4 para o problema III com o, =0, 9.

Alternativamente, gerou-se resultados para um meio mais absorvedor,
com os = 0,3, através dos quatro esquemas de quadratura, cujos resultados sao

mostrados nas tabelas a seguir.

Da analise dos resultados da Tabela 4.10, pode-se observar que, dife-
rentemente dos resultados obtidos para a regiao 1 no caso em que o, = 0,9, aqui,
os resultados numeéricos através da utilizacao da quadratura de nivel simétrica LQ)
mantiveram-se em apenas 1 digito de concordancia a medida que aumentou-se o
numero de direcoes por octante de 6 até 36, tanto através do uso do método ADO

quanto através do uso do codigo AHOT.
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Tabela 4.10: Fluxo escalar médio na regiao 1 para o, = 0, 3.
Quadratura LQpn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,46278  0,45622  0,46769 0,47066  0,47141 0,47160 0,47165

3 0,49958  0,49205 0,49791  0,49980  0,50027  0,50039 0,50042

6 0,50496  0,49749 0,50285 0,50476  0,50523  0,50535  0,50538

10 0,50779  0,50044 0,50590 0,50774 0,50821 0,50834 0,50837

36 0,51037  0,50343 0,50894 0,51066 0,51113 0,51125 0,51128

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,46278  0,45622 0,46769  0,47066 0,47141 0,47160 0,47165

10 0,50833  0,50100 0,50646  0,50826 0,50874 0,50886 0,50889

15 0,50949  0,50234  0,50783  0,50959  0,51009 0,51020 0,51023

36 0,51088  0,50409 0,50952 0,51123  0,51170 0,51183 0,51186

55 0,51127 0,50461 0,50998 0,51167  0,51214 0,51226 0,51229

66 0,51140 0,50479 0,51013 0,51181 0,51228 0,51240 0,51244

105 0,51165 0,50514 0,51043 0,51209 0,51255 0,51268 0,51271

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,46278  0,46622 0,46769  0,47066 0,47141 0,47160 0,47165

9 0,50835 0,50129 0,50659 0,50850  0,50900  0,50913  0,50916

16 0,51032 0,50348 0,50893 0,51057 0,51104 0,51116 0,51119

36 0,51147  0,50487 0,51022 0,51189  0,51233 0,51246 0,51249

49 0,51167  0,50515 0,51045 0,51210  0,51257  0,51269 0,51272

64 0,51179  0,50531 0,51059 0,51223  0,51269 0,51281 0,51284

100 0,51192  0,50550 0,51075 0,51238 0,51284 0,51296 0,51299

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

2 0,48938  0,48254  0,48577 0,48727  0,48764 0,48774 0,48777

8 0,51198  0,50547 0,51081  0,51227 0,51273 0,51285 0,51288

18 0,51225 0,50590 0,51112  0,51271 0,51316 0,51328 0,51331

32 0,51209 0,50578 0,51099 0,51261 0,51305 0,51317 0,51320

50 0,51209  0,50578  0,51099  0,51260  0,51305 0,51317  0,51320

72 0,51209  0,50579 0,51100 0,51261  0,51306 0,51317  0,51320

98 0,51209 0,50579 0,51100 0,51261  0,51306 0,51318 0,51321
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O mesmo ocorre nos resultados numéricos através da utilizagao das

quadraturas PyTySy e PyTn, onde observou-se uma concordancia de 2(+1) digitos

em comparacgdo aos resultados obtidos via método ADO e AHOT(64 x 64). Ja

através da quadratura (QR, mantiveram-se os 5 digitos de concordancia a medida

que aumentou-se o nimero de direcoes por octante de 32 até 98 via método ADO e

4 digitos de concordancia via codigo AHOT.

Pode-se ver graficamente o comportamento do fluxo escalar médio na

regiao 1 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que o5 = 0, 3

na figura abaixo.
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Figura 4.4: Fluxo escalar médio na regiao 1 para o problema I1I com o,
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Tabela 4.11: Fluxo escalar médio nas regioes 2 e 3 para o5 = 0, 3.
Quadratura LQpn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,16852 0,16886 0,16072 0,15863  0,15810 0,15797  0,15793

3 0,17161 0,17173  0,16621  0,16440  0,16408 0,16402 0,16400

6 0,17077  0,17084 0,16542 0,16401 0,16380 0,16374 0,16372

10 0,17004 0,17004 0,16477 0,16377 0,16357 0,16351 0,16350

36 0,16910 0,16913 0,16438 0,16355 0,16327 0,16322 0,16321

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,16852 0,16886 0,16072  0,15863 0,15810 0,15797 0,15793

10 0,16977  0,16983 0,16462 0,16364 0,16341 0,16335 0,16333

15 0,16936  0,16940 0,16440 0,16352  0,16326 0,16320 0,16319

36 0,16892  0,16895 0,16432 0,16343  0,16318 0,16312 0,16310

55 0,16884 0,16887 0,16434 0,16342  0,16317  0,16311 0,16310

66 0,16882  0,16886  0,16434 0,16341 0,16317 0,16311 0,16309

105 0,16879  0,16883 0,16435 0,16340 0,16316 0,16310 0,16309

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,16852 0,16886 0,16072  0,15863 0,15810 0,15797 0,15793

9 0,17001  0,17002 0,16479 0,16382  0,16365  0,16358  0,16356

16 0,16930 0,16932 0,16447 0,16388 0,16364 0,16358 0,16356

36 0,16886  0,16889  0,16437 0,16344  0,16321 0,16315 0,16314

49 0,16880 0,16883 0,16435 0,16341  0,16318 0,16312 0,16310

64 0,16878 0,16881 0,16434 0,16339  0,16316 0,16309 0,16307

100 0,16876  0,16880 0,16432 0,16337 0,16314 0,16308 0,16306

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

2 0,17357 0,17344 0,16872 0,16722  0,16712 0,16709 0,16707

8 0,16985 0,16988 0,16570  0,16493 0,16460 0,16452 0,16450

18 0,16872 0,16877 0,16428 0,16341 0,16323 0,16317 0,16316

32 0,16873  0,16877 0,16428 0,16333 0,16311 0,16306 0,16305

50 0,16876  0,16880 0,16431 0,16338  0,16314 0,16307  0,16306

72 0,16876  0,16880 0,16432 0,16338  0,16314 0,16308 0,16306

98 0,16876  0,16880 0,16431 0,16338  0,16314 0,16308 0,16306
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Ja na anélise feita para os resultados da Tabela 4.11, faz-se praticamente
as mesmas observacoes que no caso em que o, = 0, 9, diferenciando-se na comparacao
dos resultados obtidos entre as quadraturas QR, PyITnSy e PyTy com 98, 105
e 100 diregoes por octante, respectivamente, onde observou-se uma melhora nos
resultados, onde mantiveram-se concordancia dos 5 digitos entre QR e PyTy via
método ADO e codigo AHOT. A andlise entre as trés quadraturas mantiveram-se

em 4(£1) digitos de concordancia via ambos os métodos.

Pode-se ver graficamente o comportamento do fluxo escalar médio nas
regioes 2 e 3 através das quatro quadraturas estudadas para o problema em que

os = 0,3 na figura abaixo.
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Figura 4.5: Fluxo escalar médio nas regioes 2 e 3 para o problema I11 com o, = 0, 3.
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Tabela 4.12: Fluxo escalar médio na regiao 4 para o, = 0, 3.
Quadratura LQpn

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,13119  0,12990 0,13899  0,14105  0,14154 0,14166 0,14169

3 0,10039  0,10029 0,10138 0,10136  0,10114 0,10103 0,10100

6 0,09159 0,09181 0,09322  0,09252 0,09225 0,09221 0,09221

10 0,08787  0,08819  0,08975  0,08876 0,08867 0,08867 0,08867

36 0,08432 0,08466 0,08583  0,08541 0,08544 0,08542 0,08541

Quadratura PNTN SN

# direcdes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

1 0,13119 0,12990 0,13899  0,14105 0,14154 0,14166 0,14169

10 0,08771  0,08802 0,08939  0,08850 0,08856 0,08845 0,08845

15 0,08583  0,08617 0,08743  0,08675  0,08678 0,08678 0,08677

36 0,08390  0,08420 0,08544 0,08506  0,08498 0,08496 0,08496

55 0,08347  0,08375 0,08503 0,08467  0,08458 0,08456 0,08456

66 0,08335 0,08362 0,08491  0,08455 0,08446 0,08444 0,08443

105 0,08312  0,08337 0,08469  0,08432 0,08423 0,08421 0,08420

Quadratura PyTN

# direcbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x64)

1 0,13119 0,12990 0,13899  0,14105 0,14154 0,14166 0,14169

9 0,08552  0,08588 0,08758 0,08653  0,08642  0,08647  0,08649

16 0,08413 0,08446 0,08562  0,08471 0,08482 0,08482 0,08482

36 0,08330  0,08357 0,08474 0,08456  0,08444 0,08439 0,08438

49 0,08314  0,08340 0,08464 0,08439  0,08422 0,08418 0,08418

64 0,08304 0,08328 0,08458 0,08426  0,08410 0,08409 0,08409

100 0,08293 0,08316  0,08449  0,08109 0,08402 0,08400 0,08400

Quadratura QR

# diregbes/ ADO AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT AHOT
octante (2x2) (4x4) (8x8) (16x16) (32x32) (64 x 64)

2 0,08344  0,08400 0,08269 0,08125  0,08060 0,08040 0,08037

8 0,08281 0,08304 0,08384 0,08370  0,08368  0,08370  0,08370

18 0,08264 0,08284 0,08424 0,08351 0,08334 0,08334 0,08334

32 0,08276  0,08295 0,08425 0,08391 0,08382 0,08376 0,08374

50 0,08275  0,08295 0,08427  0,08390  0,08381 0,08382 0,08381

72 0,08275  0,08295 0,08427 0,08390  0,08383 0,08380 0,08379

98 0,08275 0,08295 0,08427 0,08390  0,08382 0,08380 0,08380
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Os resultados apresentados na Tabela 4.12 apresentam o mesmo com-

portamento dos resultados da Tabela 4.9, onde o5 = 0,9. Desta forma, a analise dos

resultados mantiveram-se a mesma, nao sendo repetida aqui.

Pode-se ver graficamente o comportamento das solugoes encontradas

para o fluxo escalar médio na regiao 4 através das quatro quadraturas estudadas

para o problema em que o, = 0, 3 na figura abaixo.
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Figura 4.6: Fluxo escalar médio na regiao 4 para o problema III com o, = 0, 3.

Com base nos resultados numéricos obtidos para o fluxo escalar médio
apresentados nas Tabelas 4.7 - 4.12, observa-se que a quadratura QR mostrou-se

mais eficiente em relacao as outras estudadas, no sentido de obtencao de digitos de
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concordancia entre os resultados numéricos, a medida que aumentou-se a ordem da
quadratura. Ainda, observacoes aos resultados obtidos pelos dois métodos, mostram
que o método ADO apresenta-se mais preciso em relagdo a AHOT(64 x 64), do que
AHOT(2x2) e AHOT(4 x 4), nos casos em que o fluxo escalar é analisado na regiao

1, demonstrando a eficacia do método ADO.

Objetivando-se uma andlise comparativa mais detalhada entre as dife-
rentes quadraturas e a fim de determinar uma solucao de referéncia, para validagao
e comparacao com resultados numéricos via método ADO, faz-se no proximo capi-
tulo, uma anélise assintotica espacial e angular dos resultados numéricos obtidos via

codigo AHOT.
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5 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE
ERRO

Com objetivo de determinar uma solu¢ao numeérica de referéncia para
eventuais comparacoes de resultados, neste capitulo faz-se uma anélise assintotica
espacial e angular das solugoes numéricas para o fluxo escalar de néutrons, obtidas

via método AHOT para o problema I11, no capitulo anterior.

Por fim, faz-se um breve estudo sobre a influéncia dos efeitos raio na
determinacao da solugao da equacao de transporte e a reducao destes através do uso

das quadraturas apresentadas neste trabalho.

5.1 Analise assintotica espacial

Nesta secao, deseja-se verificar se as solucoes numéricas apresentam um
comportamento assintético, e assim, determinar uma solugao de referéncia, com erro
minimo de discretizacao espacial, para que, posteriormente possa ser comparado com
as solugoes obtidas via método analitico ADO. Ainda, deseja-se verificar, se possivel,
através da andlise assintotica dos dados, se os esquemas de quadraturas numeéricas
estudados sao consistentes com a integragao de altas ordens polinomiais dos cossenos

diretores €2, e 1.

Neste sentido, a partir dos resultados numéricos obtidos via codigo
AHOT, sobre uma malha de nodos igualmente espacados, de tamanho h, calcula-se
um valor estimado para a solucao exata do problema, com erro minimo de discretiza-
¢ao espacial via técnica de extrapolacao de Richardson [87]. Assume-se que ¢(h, ND)
¢ uma aproximacao numérica de ordem p para uma solucdo extrapolada ¢,.r(ND),

onde ND representa o nimero de direcoes discretas. Desta forma, expande-se a
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aproximacao numeérica como
¢(h, ND) = ¢,c;(ND) + a,(ND)h? + O(hP*). (5.1)

Considera-se os resultados para trés diferentes malhas igualmente espacadas de ta-

manhos h, rh e r2h, onde r é a razao de refinamento, de maneira que

(h, ND) = ¢,e;(ND) + hPay(ND) + O(h"*), (5.2)
¢(rh, ND) = ¢,..;(ND) + (rh)Pa,(ND) + O(h**1) (5.3)
¢(r’h, ND) = ¢re;(ND) + (r’h)Pa,(ND) + O(hP*h). (5.4)

Ignora-se por enquanto, os termos de ordem superior, e reescreve-se as

equacoes acima como

ha,(ND) = ¢(h, ND) — ¢,.;(ND), (5.5)
(rh)Pay(ND) = ¢(rh, ND) = ¢,c; (N D) (5.6)
(r*h)Pa,(ND) = ¢(r*h, ND) — ¢,e;(ND). (5.7)

Subtrai-se uma equacao da outra, tal que

¢(rh, ND) — ¢(h, ND) = oa,(ND)((rh)? — h?)
¢(r*h, ND) — ¢(rh, ND) = a,(ND)((r*h)? — (rh)?) (5.8)

e entao, divide-se as equacoes resultantes para obter

¢(rh, ND) — ¢(h, ND) _ ( (rh)? — hP )
&(r2h, ND) — ¢(rh, ND) — \ (r*h)P — (rh)? )’

(5.9)
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mas

< (rh)? — h? ) hP(r? — 1) _ 1
(r2h)p — (rh)p rPhP(rP — 1) rP
é(r*h, ND) — ¢(rh, ND)

o(rh, ND)—o(h, ND) (5.10)
logo obtém-se a ordem de convergéncia espacial como
o (qb(rzh, ND) — ¢(rh, ND))
- ¢(rh, ND) — ¢(h, ND) ' (5.11)

logr

Uma vez determinada a ordem de aproximacao p, encontra-se a solugao
Gref(N D) através da divisao de duas solugoes de refinamento r. Neste caso, utiliza-

se, por exemplo, as Eqs. (5.5) e (5.6) tal que

¢(h, ND) — ¢ (ND)

) = G ND) ~ gres (VD) (512)
e entdo, obtém-se a solugao ¢,.r(ND) como
Po(rh, ND) — ¢(h, ND
gbref(ND) _ (7“ (b(r ) rp)_ 1¢( ) )) ) (513)

O erro absoluto entre as solugoes ¢,.r(ND) e as solu¢oes numéricas

Onum (N D) obtidas via codigo AHOT ou método ADO, é definido como

EA= ’(bref(ND) _(bnum(ND)‘ (514)

Neste sentido, fixou-se entao, um namero de dire¢oes por octante (ND),
para cada esquema de quadratura numérica, e determinou-se a ordem de convergén-
cia p e a solu¢do ¢,.r(ND) para a regido 1 do problema em estudo. Nos casos
analisados, considerou-se a se¢ao de choque de espalhamento macroscopica o5 = 0,9
e o, = 0,3. A partir da anéalise feita para a ordem de convergéncia p, observou-se

que em todos os casos, p — —2.
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Tabela 5.1: Ordem de convergéncia p e solu¢ao ¢,.;(IND) para a regiao 1 com o, =

0,9.
Quadratura LQn
# diregoes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT D Gref(ND)
octante (ND) (2x2) (4 x4) (8x8) | (16 x16) | (32x32) | (64 x 64)
1 0,80034 | 0,75422 | 0,79585 | 0,80814 | 0,81140 | 0,81224 | 0,81245 | -1,98 | 0,81252
3 0,88354 | 0,82756 | 0,85889 | 0,86811 | 0,87051 | 0,87111 | 0,87127 | -1,99 | 0,87132
6 0,89235 | 0,83620 | 0,86594 | 0,87508 0,87751 0,87813 0,87828 | -1,99 0,87834
10 0,89665 | 0,84099 | 0,87043 | 0,87961 0,88209 0,88273 0,88289 | -2,00 0,88294
36 0,89903 | 0,84573 | 0,87419 | 0,88327 | 0,88576 0,88639 0,88655 | -2,00 0,88660
Quadratura PNTN SN
# diregbes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT p Gref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16x16) | (32x32) | (64 x 64)
1 0,80034 | 0,75422 | 0,79585 | 0,80814 | 0,81140 | 0,81224 | 0,81245 | -1,98 | 0,81252
10 0,89749 | 0,84194 | 0,87135 | 0,88052 0,88301 0,88364 0,88380 | -1,99 0,88385
15 0,89854 | 0,84395 | 0,87293 | 0,88208 0,88457 0,88521 0,88537 | -1,99 0,88542
36 0,89935 | 0,84690 | 0,87497 | 0,88397 | 0,88643 0,88707 0,88723 | -1,99 0,88728
55 0,89952 | 0,84791 | 0,87559 | 0,88448 | 0,88694 | 0,88758 | 0,88774 | -1,99 | 0,88775
66 0,89957 | 0,84827 | 0,87580 | 0,88465 | 0,88711 | 0,88774 | 0,88790 | -1,98 | 0,88796
105 0,89967 | 0,84898 | 0,87624 | 0,88498 | 0,88742 | 0,88806 | 0,88822 | -1,98 | 0,88827
Quadratura PyTN
# diregoes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT D ¢ref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16 x16) | (32 x 32) | (64 x 64)
1 0,80034 | 0,75422 | 0,79585 | 0,80814 0,81140 0,81224 0,81245 -1,98 0,81252
9 0,89603 | 0,84219 | 0,87037 | 0,87945 | 0,88197 | 0,88262 | 0,88279 | -1,99 | 0,88284
16 0,89869 | 0,84600 | 0,87401 | 0,88287 | 0,88537 | 0,88600 | 0,88617 | -1,97 | 0,88622
36 0,89970 | 0,84847 | 0,87597 | 0,88475 | 0,88715 | 0,88779 | 0,88795 | -1,97 | 0,88800
49 0,89980 | 0,84899 | 0,87631 | 0,88501 0,88743 0,88806 0,88822 | -1,97 0,88828
64 0,89984 | 0,84933 | 0,87652 | 0,88516 0,88757 0,88821 0,88837 | -1,97 0,88842
100 0,89987 | 0,84972 | 0,87677 | 0,88534 | 0,88775 0,88838 0,88854 | -1,97 0,88860
Quadratura QR
# diregbes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT p ¢ref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16x16) | (32x32) | (64 x 64)
2 0,85297 | 0,80267 | 0,82399 | 0,83085 | 0,83270 | 0,83318 | 0,83330 | -1,98 | 0,83334
8 0,90190 | 0,85097 | 0,87859 | 0,88712 0,88952 0,89015 0,89031 -1,97 0,89036
18 0,90032 | 0,85052 | 0,87752 | 0,88598 0,88837 0,88900 0,88917 | -1,95 0,88922
32 0,89984 | 0,85027 | 0,87716 | 0,88563 0,88798 0,88860 0,88876 | -1,95 0,88881
50 0,89985 | 0,85032 | 0,87718 | 0,88563 | 0,88798 | 0,88861 | 0,88877 | -1,96 | 0,88883
72 0,89986 | 0,85033 | 0,87719 | 0,88565 | 0,88800 | 0,88862 | 0,88878 | -1,96 | 0,88883
98 0,89986 | 0,85033 | 0,87720 | 0,88565 | 0,88800 | 0,88862 | 0,88878 | -1,96 | 0,88884
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A ordem de convergéncia p e a solugao ¢,.r(ND) obtidos, respectiva-
mente, via Eqs.(5.11) e (5.13), através das solugoes AHOT(16 x 16), AHOT(32 x 32)
e AHOT(64 x 64), para as quadraturas numéricas estudadas, sao mostradas nas Ta-

belas 5.1 e 5.2.

Observa-se na Tabela 5.1 que, as solugoes ¢,.;(ND) para as diferentes
quadraturas numéricas estudadas neste trabalho, apresentam convergéncia numé-
rica em relagao ao nimero de direcoes por octante, permanecendo os 3 digitos de
concordancia entre os resultados via quadratura PyTnSy, PvTy € QR, quando o
nimero de dire¢oes por octante estd em torno de 100 direcoes por octante, como

pode ser visto na figura abaixo.

Log(@,_,(ND))

-0.21

, , , , , , , , ,
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Log(#direcdes/octante)

Figura 5.1: Convergéncia de ¢,.¢(IND) em relagao ao numero de diregoes por octante

para a regiao 1 com o5 = 0,9.

Na tabela abaixo apresenta-se a ordem de convergéncia p e a solucao
dref(IN D) analisadas na regiao 1, considerando-se a se¢ao de choque de espalhamento

os =0, 3.
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Tabela 5.2: Ordem de convergéncia p e solu¢ao ¢,.;(IND) para a regiao 1 com o, =

0, 3.
Quadratura LQn
# diregoes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT D Gref(ND)
octante (ND) (2x2) (4 x4) (8x8) | (16 x16) | (32x32) | (64 x 64)
1 0,46278 | 0,45622 | 0,46769 | 0,47066 | 0,47141 | 0,47160 | 0,47165 | -1,98 | 0,47167
3 0,49958 | 0,49205 | 0,49791 | 0,49980 | 0,50027 | 0,50039 | 0,50042 | -1,93 | 0,50043
6 0,50496 | 0,49749 | 0,50285 | 0,50476 0,50523 0,50535 0,50538 | -2,01 0,50539
10 0,50779 | 0,50044 | 0,50590 | 0,50774 | 0,50821 0,50834 0,50837 | -2,02 0,50838
36 0,51037 | 0,50343 | 0,50894 | 0,51066 0,51113 0,51125 0,51128 | -1,97 0,51129
Quadratura PNTN SN
# diregbes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT p Gref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16x16) | (32x32) | (64 x 64)
1 0,46278 | 0,45622 | 0,46769 | 0,47066 | 0,47141 | 0,47160 | 0,47165 | -1,98 | 0,47167
10 0,50833 | 0,50100 | 0,50646 | 0,50826 0,50874 0,50886 0,50889 | -1,95 0,50890
15 0,50949 | 0,50234 | 0,50783 | 0,50959 0,51009 0,51020 0,51023 | -1,74 0,51024
36 0,51088 | 0,50409 | 0,50952 | 0,51123 0,51170 0,51183 0,51186 | -1,98 0,51187
55 0,51127 | 0,50461 | 0,50998 | 0,51167 | 0,51214 | 0,51226 | 0,51229 | -1,98 | 0,51230
66 0,51140 | 0,50479 | 0,51013 | 0,51181 | 0,51228 | 0,51240 | 0,51244 | -1,98 | 0,51245
105 0,51165 | 0,50514 | 0,51043 | 0,51209 | 0,51255 | 0,51268 | 0,51271 | -1,98 | 0,51272
Quadratura PyTN
# diregoes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT D ¢ref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16 x16) | (32 x 32) | (64 x 64)
1 0,46278 | 0,46622 | 0,46769 | 0,47066 0,47141 0,47160 0,47165 -1,98 0,47167
9 0,50835 | 0,50129 | 0,50659 | 0,50850 | 0,50900 | 0,50913 | 0,50916 | -1,99 | 0,50917
16 0,51032 | 0,50348 | 0,50893 | 0,51057 | 0,51104 | 0,51116 | 0,51119 | -2,40 | 0,51119
36 0,51147 | 0,50487 | 0,51022 | 0,51189 | 0,51233 | 0,51246 | 0,51249 | -1,98 | 0,51250
49 0,51167 | 0,50515 | 0,51045 | 0,51210 0,51257 0,51269 0,51272 | -1,93 0,51273
64 0,51179 | 0,50531 | 0,51059 | 0,51223 0,51269 0,51281 0,51284 | -1,98 0,51285
100 0,51192 | 0,50550 | 0,51075 | 0,51238 0,51284 0,51296 0,51299 | -1,95 0,51300
Quadratura QR
# diregbes/ ADO AHOT | AHOT | AHOT AHOT AHOT AHOT p ¢ref(ND)
octante (ND) (2x2) | (4x4) | (8x8) | (16x16) | (32x32) | (64 x 64)
2 0,48938 | 0,48254 | 0,48577 | 0,48727 | 0,48764 | 0,48774 | 0,48777 | -1,98 | 0,48778
8 0,51198 | 0,50547 | 0,51081 | 0,51227 | 0,51273 0,51285 0,51288 | -1,98 0,51285
18 0,51225 | 0,50590 | 0,51112 | 0,51271 0,51316 0,51328 0,51331 -1,95 0,51332
32 0,51209 | 0,50578 | 0,51099 | 0,51261 0,51305 0,51317 0,51320 | -1,94 0,51321
50 0,51209 | 0,50578 | 0,51099 | 0,51260 | 0,51305 | 0,51317 | 0,51320 | -1,94 | 0,51321
72 0,51209 | 0,50579 | 0,51100 | 0,51261 | 0,51306 | 0,51317 | 0,51320 | -1,99 | 0,51321
98 0,51209 | 0,50579 | 0,51100 | 0,51261 | 0,51306 | 0,51318 | 0,51321 | -1,92 | 0,51322
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Novamente as solugoes ¢,.f(ND) para as diferentes quadraturas nu-
méricas, apresentaram convergéncia em relacao ao nimero de dire¢oes por octante,
permanecendo 3(+1) digitos de concordancia entre os resultados via quadratura
PyTnSy, PyTy e QR, quando o numero de direcbes por octante esta em torno de
100 diregoes por octante. Pode-se observar graficamente esse comportamento na

figura abaixo.

-0.66

-0.67

-0.68

-0.69

Log(@,_,(ND))

\ \ \
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o
3 8 &2 I

-0.74

-0.75

, , , , , ,
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Log(#direcdes/octante)

-0.76
0

Figura 5.2: Convergéncia de ¢,.r(IND) em relagao ao numero de diregdes por octante

para a regiao 1 com o5 = 0,3

Com relacao as regioes 2, 3 e 4 do problema em estudo, observou-se que,
apesar de as solucoes numéricas para o fluxo escalar médio nas regioes apresentarem
convergéncia, a medida que refina-se a malha espacial via cédigo AHOT, as mesmas
nao apresentam um comportamento assintotico, impossibilitando a determinacao da
ordem de convergéncia espacial p e a solugdo ¢,.f(ND), como pode ser visto, por
exemplo, nas tabelas 5.3 e 5.4. Tal comportamento se repete nos outros casos de

analise.
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Tabela 5.3: Ordem de convergéncia p nas regioes 2 e 3, com secao de choque de

espalhamento o, = 0,9, via codigo AHOT.

Quadratura LQn Quadratura PNyTn SN
36 diregbes/octante 36 diregbes/octante
. | amor & ( $i — di—1 ) » N ( $i — i1 ) »
Gi—1 — Pi—2 i1 — di—2
1 2X2 0,37333 0,37331
2| 4x4 | 037324 0,37327
3| 8x8 | 0,37556 -3,63 1,86 | 0,37352 7,20 2,84
4| 16x16 | 0,37358 0,06 4,00 | 0,37356 0,16 2,61
5 | 32x32 | 0,37359 0,45 -1,15 | 0,37357 0,23 -2,15
6 | 64x64 | 0,37359 0,22 -2,16 | 0,37357 0,22 -2,17
Quadratura PyTN Quadratura QR
36 diregbes/octante 32 diregbes/octante
i | amoT & ( $i — di—1 ) » & ( bi — di—1 ) »
Gi—1 — Pi—2 i1 — di—2
1] 2x2 | 037355 0,37379
2| 4x4 | 037352 0,37363
3| 8x8 | 0,37373 -5,76 2,52 | 0,37383 1,24 0,31
4 | 16 x16 | 0,37378 0,25 -1,97 | 0,37394 0,52 -0,93
5 | 32x32 | 0,37380 0,31 -1,66 | 0,37395 0,11 -3,15
6 | 64x64 | 037381 0,35 1,50 | 0,37396 0,33 1,58

Procurou-se entender o motivo que impede a obtencao da ordem de
convergéncia p e consequentemente a solu¢do ¢,.r(/ND) nas regides 2, 3 e 4. Neste
sentido, para o entendimento deste fendmeno, recorreu-se a interpretacao fisica do
problema, do qual concluiu-se que a incapacidade de determinar a ordem de con-
vergéncia do método para essas regioes, pode ser causado pela influéncia do efeito
raio na solucao da equacao de transporte, topico que sera estudado na tltima secao

deste capitulo.
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Tabela 5.4: Ordem de convergéncia p para a regiao 4, com secao de choque de es-

palhamento o, = 0,9, via codigo AHOT.

Quadratura LQn Quadratura PNyTn SN
36 diregbes/octante 36 diregbes/octante
. | amor & ( $i — di—1 ) » N ( $i — i1 ) »
Gi—1 — Pi—2 i1 — di—2
1 2x2 0,21769 0,21726
2 4x4 0,21979 0,21949
3| 8x8 | 021902 -3,63 1,44 | 0,21876 0,32 1,61
4 | 16 x 16 | 0,21894 0,10 -3,26 | 0,21855 0,28 -1,79
5 | 32x32 | 021888 0,75 20,41 | 0,21849 0,28 -1,80
6 | 64x64 | 021887 0,16 2,58 | 0,21847 0,33 1,58
Quadratura PyTN Quadratura QR
36 diregbes/octante 32 diregbes/octante
i | amoT & ( $i — di—1 ) » & ( bi — di—1 ) »
Gi—1 — Pi—2 i1 — di—2
1] 2x2 | 021667 0,21610
2| 4x4 | 021885 0,21846
3| 8x8 | 0,21836 0,22 2,15 | 0,21785 -0,25 1,95
4] 16x 16 | 0,21809 0,55 0,85 | 0,21764 0,34 1,53
5 | 32x32 | 021800 0,33 11,58 | 0,21752 0,57 -0,80
6 | 64x64 | 0,21797 0,33 -1,55 | 0,21749 0,25 -2,00

Para analisar a performance do método analitico ADO em relagao ao
método de varredura numérica desenvolvido no cédigo AHOT, na determinacao do
fluxo escalar médio na regiao 1 do problema teste, para os diferentes esquemas de
quadratura numéricos estudados, apresenta-se nas figuras abaixo, os gréafico do erro
absoluto entre os resultados obtidos para a solugao ¢,.s(ND) e os resultados obtidos

via método ADO e codigo AHOT.
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Figura 5.3: Erro absoluto em relacao ao ntimero de dire¢oes por octante na regiao

1 para o5, = 0,9.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 5.1 e na Figura 5.3,
pode-se observar que as solucoes obtidas para o fluxo escalar médio via método ADO
para as quatro quadraturas numéricas estudadas, apresentam resultados numeéricos
mais proximos da soluc¢ao ¢,.s(ND) quando comparado a solugao obtida via codigo
AHOT de malha 2 x 2. Ainda, os resultados numéricos obtidos via método ADO
apresentam 2(+£1) digitos de concordancia em rela¢ao a solu¢ao ¢.r(N D), enquanto

que o codigo AHOT(2 x 2) apresenta apenas 1 digito de concordancia.
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Ao utilizar a quadratura QR, via método ADO, os resultados para o

fluxo escalar médio apresentam erro absoluto menor que o apresentado via codigo

AHOT de malha 2 x 2 e 4 x 4.
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Figura 5.4: Erro absoluto em relacao ao niimero de dire¢oes por octante na regiao

1 para o5, = 0, 3.

A partir da anéalise dos resultados na Tabela 5.2 e na Figura 5.4, pode-se
observar que os resultados numéricos obtidos para o fluxo escalar médio via método
ADO para as quatro quadraturas numeéricas estudadas, apresentam-se mais proximos
da solugao de referéncia ¢,.;(N D) quando comparado as solugoes obtidas via codigo

AHOT de malha 2 x 2 e 4 x 4.
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Ainda, os resultados obtidos via método ADO apresentam numerica-
mente 2(%1) digitos de concordancia em relagao a solucao ¢,.r(/ND), enquanto que
o codigo AHOT(2 x 2) apresenta apenas 1 digito. O que indica um resultado im-

portante na utilizacao da formulagao ADO.

Agora, com base nos resultados obtidos para a solu¢ao ¢,.;(N D) para
ambos os casos 0, = 0,9 e 0, = 0, 3, através das quadraturas numéricas PyTn Sy,
PnTxn e QR, observa-se uma concordancia de 3(%1) digitos entre os resultados no
caso em que 0 = 0,9 e 4(+1) digitos de concordancia no caso em que o, = 0,3. Nao
é possivel dizer através do estudo feito até aqui, qual quadratura numérica apresenta
o melhor desempenho na determinacao de uma solu¢ao numérica para o fluxo escalar
de néutrons para o problema de interesse. Na secao seguinte, serd feita uma anéalise
assintotica angular dos resultados obtidos para a solucao ¢,.r(ND) para diferentes

ordens de quadratura numérica.

5.2 Analise assintética angular

Nesta se¢ao, busca-se determinar a ordem de convergéncia das solu-
coes numéricas para o fluxo escalar médio nas regioes do problema I11, que envol-
vem o uso de diferentes tamanhos de discretizacao angular h,. A partir das solugoes
numéricas ¢,..;(ND), obtidas da extrapolacdo espacial, determina-se as solugoes
numeéricas extrapoladas ¢,.; para diferentes tamanhos de discretizacao angular h,,
agora, com erro de discretizagao angular minimo. Novamente utiliza-se a técnica
de extrapolagdo de Richardson [87] para determinar um valor estimado para a so-
lu¢ao exata ¢,.;. Como os tamanhos de discretizacao angular h,, variam com a
ordem de quadratura, e este com as diferentes quadraturas, de maneira que h, nao

é igualmente espacgado, assume-se que o tamanho de discretizacao angular é dado
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por

he = ——— (5.15)

onde N D representa o nimero de direcoes para uma dada ordem de quadratura.
Note que as relacoes entre o ntumero de direcoes e a ordem de cada quadratura

podem ser encontradas na Tabela (2.7).

Para aplicar a técnica de extrapolacao de Richardson, assume-se que
O»(ND) = ¢(h,) é uma aproximagdo numeérica, ja extrapolada espacialmente, de
ordem p, para uma solugdo exata ¢.;. A aproximacao numérica ¢(h,) pode ser

expandida como
H(ha) = bres + aphly + O(RG™). (5.16)

Para determinar a solucao numérica angularmente extrapolada, considera-se os re-

sultados para trés tamanhos de discretizagoes hq1, hao € hes, de maneira que

O(ha1) = Gres + B0y, + O(RET), (5.17)

O(haz) = Grep + hbyor, + O(RESY) (5.18)
e

$(ha3) = Grep + hlgon, + O(RES). (5.19)

Ignora-se os termos de ordem superior das Eqgs. (5.17)-(5.19), e subtrai-

se a Eq. (5.17) da Eq. (5.18) e a Eq.(5.18) da Eq.(5.19), de forma a obter

P(ha2) = ¢(har) = plhgy — hoy)
Ghas) = P(haz) = p(hz — hay)- (5.20)

Divide-se uma equacao da outra para resultar em

P(ha2) — O(har) _ hty — h,
d(ha3) — d(has) (hgs _ hﬁz) : (5.21)
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P ha2 D haS ~ ~ .
- = — = — ve-
Define-se s e o e entao, reescreve-se a equacao acima
al a2

como

¢(ha2) — ¢(ha1) ( ¢ —1 ) 1

-(o—1) 7 (5.22)

Obtém-se entao uma equagao nao-linear em termos da ordem de con-

vergéncia p, como

é_ (g;:i)q_i:o (5.23)
onde
¢(ha3) - ¢(ha2)
® = () = 6lha) -2

Para determinar-se o valor desta ordem de convergéncia p, usa-se o
método iterativo de Newton-Raphson com tolerancia de 1078, Uma vez encontrada

a ordem p, determina-se a solu¢ao numeérica extrapolada ¢,.; através da equagao

abaixo
qqu(haQ) B ¢(ha1)
ref = : 5.25
by = (A2 = (5.29
O erro absoluto entre as solugoes ¢,s € as solugoes ¢f(N D) é definido
como

EA = |¢pref — drep(ND)|. (5.26)
Apresenta-se na tabela abaixo, os resultados obtidos para a ordem de

convergéncia p via Eq.(5.23) e a solugdo ¢,.; via Eq.(5.25), para a regido 1 do

problema em estudo, no caso em que o5 = 0.9.
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Tabela 5.5: Solu¢oes numéricas extrapoladas ¢,y para a regiao 1 com og = 0, 9.

# direcdes/ LQnN P Dref # diregbes/ PNTn SN P Oref
octante (ND) | ¢per(ND) octante (ND) | ¢pef(ND)
1 0,81252 1 0,81252
3 0,87132 10 0,88385
6 0,87834 3,51 | 0,88128 15 0,88542 2,57 0,88771
10 0,88294 | 0,38 | 0,92714 36 0,88728 | 1,94 | 0,88866
36 0,88660 | 2,80 | 0,88733 55 0,88775 | 1,94 | 0,88867
65 0,88796 | -0,21 | 0,87727
105 0,88827 | 3,34 | 0,88854
# direcbes/ PnTN D Pref # diregdes/ QR P Gref
octante (ND) | ¢per(ND) octante (ND) | ¢per(ND)
1 0,81252 2 0,83334
9 0,88284 8 0,89036
16 0,88622 2,14 | 0,89017 18 0,88922
36 0,88800 | 2,92 | 0,88878 32 0,88881 | 1,94 | 0,88827
49 0,88828 | 3,01 | 0,88174 50 0,88883
64 0,88842 | 3,45 | 0,88867 72 0,88883 | 0,01 | 0,88154
100 0,88860 | 1,91 | 0,88892 98 0,88884 | 5,46 | 0,88884

Note da Tabela (5.5), que as solucoes ¢,y nao apresentam um compor-
tamento assintotico, impossibilitando a determinacao de uma ordem de convergéncia
assintotica para o método, e uma solucao de referéncia para se comparar os resulta-

dos obtidos via outros métodos de resolucao.

Na Tabela (5.6), apresenta-se as solugoes extrapoladas ¢,.f e a ordem
de convergéncia p para a regiao 1 do problema em estudo com secao de choque
de espalhamento macroscopica o5 = 0, 3, através do uso das diferentes quadraturas
numéricas estudadas. Da andlise feita, observa-se que, novamente as solugoes ¢,¢s
nao apresentaram um comportamento assintotico, impossibilitando a determinagao

de uma ordem de convergéncia e uma solucao de referéncia.
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Tabela 5.6: Solu¢oes numéricas extrapoladas ¢,y para a regiao 1 com os = 0, 3.

# direcdes/ LQnN P Dref # diregbes/ PNTn SN P Oref
octante (ND) | ¢per(ND) octante (ND) | ¢pef(ND)
1 0,47167 1 0,47167
3 0,50043 10 0,50890
6 0,50539 2,76 | 0,50847 15 0,51024 2,03 0,51286
10 0,50838 | 0,67 | 0,52426 36 0,51187 | 1,85 | 0,51316
36 0,51129 | 2,26 | 0,51219 55 0,51230 | 1,75 | 0,51327
66 0,51245 | 1,81 | 0,51323
105 0,51272 1,80 0,51324
# direcbes/ PnTN D Pref # diregdes/ QR P Gref
octante (ND) | ¢per(ND) octante (ND) | ¢per(ND)
1 0,47167 2 0,48778
9 0,50917 8 0,51285
16 0,51119 2,01 | 0,51377 18 0,51332 5,60 0,51338
36 0,51250 2,30 | 0,51334 32 0,51321
49 0,51273 2,56 | 0,51321 50 0,51321
64 0,51285 | 3,42 | 0,51307 72 0,51321 | -6,55 | 0,51321
100 0,51300 | 1,91 | 0,51328 98 0,51322 | 3,09 | 0,51322

Através do estudo feito nessa secao, nao foi possivel concluir o porqué de
as solugoes numeéricas extrapoladas ¢,.; nao apresentaram um comportamento as-
sintotico, impossibilitando a determinacao da ordem de convergéncia e uma solugao
numérica sem erro de discretizacdo espacial e angular. E possivel que, a utiliza-
¢ao do espacamento de discretizagao angular h, dado pela Eq.(5.15) nao tenha sido
uma escolha adequada, provocando entao erros na derivacao da solucao extrapolada
angularmente ¢,y via método de Newton Raphson. Alternativas que representem

melhor h, devem ser estudadas.

Note que, a andalise assintotica angular, foi feita apenas para a regiao
1 do problema teste em estudo, uma vez que, nas regioes 2, 3 e 4, nao foi possivel
obter uma solucao extrapolada espacialmente, o que suspeita-se ser devido ao efeito
raio na solucao da equacao bidimensional de transporte, tema de estudo da proxima

secao.
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5.3 O efeito raio na solucao da equacao de transporte

Efeitos raio sao uma consequéncia da aproximacao em ordenadas
discretas na equacao de transporte, independentemente do esquema utilizado na
discretizacao da variavel espacial. FEste efeito surge a partir da aproximacao de
uma variavel continua angular por um conjunto de direcoes angulares discretas. A
aproximacao angular produz uma distribuicao do fluxo angular distorcida, de modo
que ha regioes com fluxos angulares finitos e regidoes em que os fluxos angulares nao
sao representados, em outras palavras, tem-se solucao para a equagao de transporte

apenas ao longo das direcoes discretas. Este efeito é conhecido como efeito raio.

Nao é possivel eliminar os efeitos raio na solucao das equagoes em orde-
nadas discretas, mas pode-se reduzir a flutuacao dos efeitos raio e melhorar a precisao
na determinagao das solugoes em ordenadas discretas aumentando-se o nimero de

direcoes angulares ou usando conjuntos de quadratura especificos.

Neste sentido, busca-se analisar o desempenho de cada quadratura nu-
mérica estudada, na reducao do efeito raio na solucao da equacao bidimensional
de transporte de néutrons em ordenadas discretas. Para isto, utiliza-se para base
de estudo, os resultados numeéricos para o fluxo escalar de néutrons obtidos através
do codigo computacional AHOT(32 x 32), onde o dominio espacial do problema
(Figura 3.1), é divido em uma malha 32 x 32 com intervalos igualmente espacados
Ax = Ay = 1/32, com se¢oes de choque macroscopicas total o, = 1,0 e de espalha-
mento o, = 0,9 e 05 = 0,3, e fonte unitaria ¢) = 1 na regiao 1, de acordo com os

resultados apresentados nas Tabelas (4.7)-(4.12).

A fim de observar a flutuacao do efeito raio produzido, através da uti-
lizacao das diferentes quadraturas numeéricas estudadas, na solucao da equacao de
transporte, fixa-se um nimero de direcoes por octante para cada quadratura numé-

rica, e entao, compara-se o fluxo escalar de néutrons nos centros dos nodos da malha
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espacial e nos centros dos nodos do contorno = = 0,985. Apresenta-se nas figuras

abaixo os graficos destas comparagoes para o caso em que o; = 0,9 e 05 = 0, 3.

0 oL 02 03 04 05 05 07 08 09 1 0 01 02 03 o4 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06§ 07 08 09 1

Fluxo em X=0,985
Y(em)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04
l

0 oL 02 03 04 05 065 07 08 09 1
Y(em)

() (h)

Figura 5.5: Fluxo escalar médio no contorno x = 0, 985 e grafico de contorno do fluxo
em relagdo ao plano zy para o problema Benchmark com o, = 0,9. (a)
- (b) sdo com respeito a quadratura L@, com 36 dire¢oes por octante,
(c) - (d) Quadratura PyTynSis com 36 diregbes por octante, (e) - (f)
Quadratura P71, com 36 diregoes por octante e (g) - (h) Quadratura
QR Ny = 4; Ny = 8 com 32 diregOes por octante.
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Fluxo em X=0,985

05

0 oL 02 03 04 05 0§ 07 08
Y{em)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Y(em)

(d) () (f)

0 oL 02 03 04 05 0§ 07 08 09 1
Yiem)

(&) (h)

Figura 5.6: Fluxo escalar médio no contorno x = 0, 985 e grafico de contorno do fluxo
em relagao ao plano zy para o problema Benchmark com o, = 0, 3. (a)
- (b) sao com respeito a quadratura L@ com 36 dire¢oes por octante.
(c) - (d) Quadratura PyTynSis com 36 diregbes por octante, (e) - (f)
Quadratura P71 com 36 diregoes por octante e (g) - (h) Quadratura
QR Ny = 4; Ny = 8 com 32 diregOes por octante.

Observa-se nas Figuras 5.5 e 5.6 que, os graficos gerados através da
quadratura QR, derivada por Abu-Shumays [2, 3|, utilizam um namero menor de

direcoes discretas para representar angularmente o movimento das particulas neu-
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tras. Ainda, a flutuacao do efeito raio é mais evidente no caso em que o, = 0,3, e a
quadratura QR apresenta maior reducao no efeito raio quando comparada as outras

quadraturas numéricas estudadas.

Na regiao 1 do problema em estudo, a flutuacao do efeito raio nao é
tao visivel como nas regioes 2, 3 e 4. Isso ocorre porque a densidade de néutrons na
regiao 1 é dominada pela producao de néutrons via fonte externa, mesmo havendo
contribuicao do espalhamento e da fuga de néutrons na regidao. J& nas regioes 2,
3 e 4, nao ha presenca de fonte externa, de maneira que a densidade de néutrons
nessas regioes, é determinada pelo processo de espalhamento e pelo termo de fuga de
néutrons, este, que domina o balanco neutronico, contaminando entao, a solucao da
equacao de transporte via efeito raio. Isso pode explicar o motivo da incapacidade
de determinar a ordem de convergéncia espacial p nas regioes 2, 3 e 4, uma vez
que a influéncia do efeito raio na solucao da equacao de transporte produz uma

distribuicao do fluxo angular distorcida nessas regioes.

Observa-se das Figuras 5.5 e 5.6 que, quanto menor for o valor da secao
de choque macroscopica de espalhamento o,, 0 que torna o problema de transporte
de néutrons mais absorvedor, mais evidente sera a flutuacao do efeito raio, o que faz

sentido fisicamente.

Até entao, os graficos apresentados nas figuras 5.5 e 5.6, foram plotados
e estudados para um nimero fixo de diregoes para cada quadratura numérica. Neste
sentido, a quadratura () R mostrou-se mais eficiente na reducao do efeito raio quando
comparada as outras estudadas. Agora, de acordo com o segundo paragrafo desta
secao, foi mencionado que nao é possivel eliminar o efeito raio na solugao da equagao
de transporte, mas uma alternativa para reduzi-lo, seria aumentar o ntimero de
diregoes discretas para representar a variavel angular. Em virtude disso, resolve-se
o mesmo problema descrito anteriormente nessa se¢ao, considerando-se um nimero

maior de diregoes discretas nas quadraturas do tipo PyTy, para o caso em que
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os = 0,3, onde a influéncia do efeito raio é mais visivel. Apresenta-se na figura
abaixo os graficos para o fluxo escalar de néutrons nos centros dos nodos da malha

espacial e nos centros dos nodos do contorno x = 0,985 para este teste realizado.

0.08

=0,985

Fluxo em X:

0.04

0.08

0,985
Y(em)

Fluxo em X:

0.04

Figura 5.7: Fluxo escalar médio no contorno x = 0,985 e grafico de contorno do
fluxo em relacao ao plano zy para o problema Benchmark com o, = 0, 3.
(a) - (b) Quadratura PyTnSes com 528 diregoes por octante e (¢) - (d)

Quadratura P3T35 com 256 direcoes por octante.

Note na figura acima, que de fato, ao representar a varidvel angular
continua por um nimero maior de direcoes discretas, ou ordem de quadratura nu-
mérica, a flutuacao do efeito raio na solucao da equacgao de transporte ¢ minimizada,

o que esta de acordo com o esperado.
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Observa-se que a utilizagao de qualquer quadratura numérica para al-
tas ordens de quadratura, pode minimizar o efeito raio na solucao da equacao de
transporte, porém, um esforco computacional maior é exigido. J&4 com respeito a
quadratura de nivel simétrica, por ser uma quadratura limitada até ordem N < 20,
sua utilizacao nao apresenta vantagens na resolucao da equacao de transporte, no

sentido de minimizacao de efeito raio.
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6 CONCLUSOES

Obteve-se ao final deste trabalho, uma estimativa para o erro de aproxi-
macao numeérica para a integral do termo de espalhamento da equacgao bidimensional
de néutrons, considerando-se que o integrando da equacao possa ser aproximado por
funcoes polinomiais em termos dos cossenos diretores €2, e €2,. Com esta estima-
tiva, foi possivel analisar a precisao com que as quadraturas, simétrica de nivel LQ) y,
Legendre-Chebyshev PyTn Sy e PyTn, € quadruple range QQ R, aproximam tal inte-
gral. Neste contexto, a quadratura Py7Ty mostrou-se mais eficiente em relacao as
outras, sendo possivel integrar fungoes polinomiais nos cossenos diretores até grau

L < 2N — 1, utilizando-se de um niimero menor de direcoes discretas.

Estudos a respeito do uso de diferentes quadraturas numéricas aplica-
das as equacoes em ordenadas discretas, possibilitaram contornar o problema de
pesos negativos encontrado pela quadratura simétrica de nivel, possibilitando o uso
de aproximacoes em ordenadas discretas de alta ordem. Entretanto, os resultados
obtidos para o fluxo escalar médio de néutrons, nao apresentaram ganho relevante
em precisao numeérica quando utilizadas ordens de quadraturas elevadas (N > 20),
contrariamente ao fato de as quadraturas numeéricas integrarem polinémios de alta
ordem nos cossenos diretores. Acredita-se que isto possa ocorrer por dois pontos:
foram abordados problemas de transporte em meio isotropico, cujo espalhamento
independe da variavel angular e foi assumido expansao do integrando da equacao de
transporte em termos de funcdes polinomiais nos cossenos diretores. Porém, mais
testes precisam ser feitos, como a aplicacao do estudo em problemas que consideram

o meio com espalhamento anisotropico.

Outro ponto importante a se destacar neste trabalho, foi o estudo dos
efeitos raio nas equacoes em ordenadas discretas, onde observou-se que a utiliza-

¢ao do conjunto de quadratura QQR, indicou reducao da flutuacao dos efeitos raio
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para ordens de aproximacao angular mais baixas do que os outros trés esquemas de

quadratura considerados.

Ainda, observou-se que os resultados numéricos para o fluxo escalar
médio ao longo de toda a regiao de fonte do problema, mostraram convergéncia
assintotica com discretizagao espacial quase idéntica para todas as quadraturas an-
gulares consideradas, o que possibilitou a determinac¢ao de uma solugao de referéncia
espacial, para comparacao dos resultados numéricos. Entretanto, o erro assintotico
angular nao diminuiu consideravelmente com o aumento do ntimero de direcoes an-
gulares de maneira que nao foi possivel determinar uma ordem de convergéncia ou
uma solugao extrapolada espacialmente e angularmente de referéncia. Acredita-se
que através do procedimento utilizado para a andlise assintotica angular, o espaga-
mento de discretizacao angular h, utilizado na extrapolagao, talvez nao tenha sido
bem representado. Uma investigacao mais detalhada a respeito do assunto faz parte

dos objetivos de continuidade de estudo deste trabalho.

A formulagao ADO foi implementada em associagao com os esquemas
de quadraturas bidimensionais de alta ordem, tendo sido preservada importante
propriedade de reducao da ordem do problema de autovalores a metade do niimero
de direcoes discretas, resultando em eficientes ganhos no custo computacional para
a determinacao das solucoes dos problemas de fonte fixa estudados. Entretanto, na
abordagem utilizada, as solugoes dos problemas sao obtidas através da resolucao de
um tnico sistema linear acoplado nas variaveis = e y, de maneira que, quanto maiores
forem as subdivisoes do dominio do problema, maior sera a ordem do sistema linear
a ser resolvido, o que restringe a utilizagao de rotinas computacionais baseadas em
métodos diretos. Neste aspecto, estudos através de métodos iterativos para a solucao
do sistema linear ja estao sendo feitos e resultados numéricos estao sendo obtidos

[34].
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As solugoes ADO (2 x 2) mostraram-se mais precisas em relacao as
solugbes AHOT (2x2) e (4x4), quando comparadas a solucao de referéncia espacial,
demonstrando desta forma, a eficiéncia do método. Vale enfatizar que na abordagem
ADO nao foi utilizado nenhum algoritmos de varredura numérica ou método iterativo

para a obtencao das solucoes da equagao de transporte.
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