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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia de otidztapoldgica visando reduzir o volume
de uma estrutura tridimensional sujeita a restridgitensdo. A andlise estrutural € feita através
do método dos elementos finitos, as tensdes séoladas nos pontos de integracdo Gaussiana
e suavizadas. Para evitar problemas associadogw@asidades na tensdo € aplicado o método
de relaxacéo de tensao, que penaliza o tensortotinst A norma-p é utilizada para simular

a funcdomaximo,que € utilizada como restricdo global de tensa@stdnador de erro de
Zienkiewicz e Zhu é usado para calcular o errcedado, que € considerado durante o céalculo
da norma-p, tornando o processo de otimizacao rokisto. Para o processo de otimizacao é
utilizada o método de programacéo linear sequens@ido todas as derivadas calculadas
analiticamente. E proposto um critério para remalgielementos de baixa densidade, que se
mostrou eficiente contribuindo para gerar estrgturgem definidas e reduzindo
significativamente o tempo computacional. O fenéonele instabilidade de tabuleiro é
contornado com o uso de um filtro linear de derdgd#ara reduzir o tempo dispendido no
calculo das derivadas e aumentar o desempenhoodesso de otimizacdo € proposto um
modelo substitutos{urrogate modeljjue é utilizado em iteracdes internas na programaca
linear sequenciaD modelo substituto ndo reduz o tempo de célcutade iteracéo, entretanto
reduziu consideravelmente o nimero de avaliacbededaada. O algoritmo proposto foi
testado otimizando quatro estruturas, e comparado \@ariacoes do metodo e com outros

autores quando possivel, comprovando a validadeetiadologia empregada.

Palavras-chave: otimizagao topoldgica, restricatedsdo, modelo substituto, estimador de
erro.



ABSTRACT

This work presents a methodology for stress-coim&datopology optimization, aiming to
minimize material volume. Structural analysis isfpened by the finite element method, and
stress is computed at the elemental Gaussian atiegrpoints, and then smoothed over the
mesh. In order to avoid the stress singularity ph@non a constitutive tensor penalization is
employed. A normalized version of the p-norm isduas a global stress measure instead of
local stress constraint. A finite element erroiineator is considered in the stress constraint
calculation. In order to solve the optimization ggses, Sequential Linear Programming is
employed, with all derivatives being calculated|dicaly. A criterion is proposed to remove
low density elements, contributing for well-definstluctures and reducing significantly the
computational time. Checkerboard instability iscamvented with a linear density filter. To
reduce the computational time and enhance the npeaftce of the code, a surrogate model is
used in inner iterations of the Sequential LineewgPamming. The present algorithm was
evaluated optimizing four structures, and companitp variations of the methodolgy and
results from other authors, when possible, presgod results and thus verifying the validity

of the procedure.

Keywords: topology optimization, stress constrasaitrogate model, error estimator.
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1 INTRODUCAO

A otimizacédo estrutural € uma ferramenta muito irtgode para auxiliar o projetista
na elaboracao de estruturas de melhor desempenéoa consumo de material, influenciando
diretamente no custo de producéo de qualquer coamperHaftka e Gurdal [Haftka e Gurdal,
1991] apresentam uma revisao de diversas metodslagim essa finalidade. Neste trabalho, é
empregada uma formulacéo para otimizacéo topol@gicerestricdo de tensédo. Esse problema
de otimizacdo visa a determinar a existéncia ou d€ionaterial para cada ponto de uma
estrutura sujeita a certas cargas e restricdes ranmdaminio definido, sendo a tensdo o
parametro de projeto utilizado como restrigéo.

Existe uma significativa dificuldade em soluciopesblemas de otimizacao estrutural
com restricdo de tensdo. A maior causa para tautibde é o fato de que a tensdo € uma
variavel local. Assim cada ponto da estrutura diszada deve ter a tenséo inferior a restricao
imposta. Se cada tensao local for tratada como nestaicdo na otimizacdo, ha um custo
computacional muito grande. Uma maneira eficieeteeduzir o custo computacional, relativo
ao numero de restricdes, € empregar uma medidalgletiensdo. Neste trabalho, é utilizada a
norma-p como medida global de tenséo para repaesaritincdanaximoconforme proposto
por Yang e Chang [YANG e CHANG, 1996].

Entretanto, mesmo que se utilize uma medida gldbalenséo ainda é necessario
calcular uma derivada da tenséao de cada n6 ddawatem relacdo a cada um dos elementos.
Por exemplo, se a malha for discretizada em 4.@f@entos e tiver cerca de 8.000 nds sera
necessario calcular 24.000.000 derivadas a cadacde Ainda que as derivadas sejam
calculadas analiticamente, esse processo é resebpsd grande custo computacional, e esse
custo aumenta exponencialmente a medida que ogpnalfor sendo mais discretizado.

Com um tempo computacional elevado a metodologiatidézacao pode se tornar
invidvel para um aplicacdes préticas. Portanto lgoriégmo de otimizac&o deve idealmente ser
robusto, a fim de obter bons resultados dentrcsolaglificagdes inerentes ao modelo, e ter o
menor tempo de processamento e configuracao pbssive

A remocéo de elementos de baixa densidade da wstrdtirante o processo de
otimizacdo apresenta vantagens relacionadas aaedia; tempo computacional, conforme
apresentado por Xia [Xiat al.,2011]. Para tal fim, neste trabalho propdem-se titério para

determinar a remocéao de elementos da malha.



Um método muitas vezes usado na industria aerdesgera reducdo do tempo
computacional, tornando viavel a otimizacdo de osuproblemas, € o modelo substituto
(surrogate model[Queipo et al., 2005]. Ao invés de utilizar um modelo com alto oust
computacional e que represente com alta precigiioldema em estudo, séo criados modelos
aproximados para o0 mesmo problema que né&o ter@ecesdo tdo alta, mas que podem ser
considerados validos em certo intervalo.

Quando um modelo € utilizado para simular um cotapwento fisico, usualmente sao
feitas aproximacédo e simplificacdes. Assim, passxistir uma diferenca, ou erro, entre o
resultado real e 0o modelado. A tenséo que € o mardnmilizado como restricdo neste trabalho,
é crucial no projeto mecanico, pois se nao for bedelada pode causar falhas na estrutura. O
estimador de erro proposto por Zienkiewicz e ZhierjKiewicz e Zhu, 1987], é utilizado na
determinacao do erro da modelagem da tenséo, pae&seja considerado durante o processo

de otimizacao, gerando estruturas menos suscetivaisas.

1.1 Objetivos

Os objetivos deste trabalho, sdo relacionados dimgntacdo da metodologia de
otimizacado topoldgica, estimacdo do erro do calcddo tensdo e reducdo do tempo
computacional:

* Implementar um método de otimizacdo topoldgica pastruturas
tridimensionais, baseado na formulacao ja utilizaolaLe [Leet al.,2010] e
Silva [Silva, 2012], sendo os principais pontosliasicdo do elemento de
Taylor-Beresford-Wilson [Tayloet al, 1976apud Hughes, 2000]; aplicacéo
de filtro de densidade; relaxacdo da tensdo atrdagsenalizacdo do tensor
constitutivo e da tenséo; uso de medida globakdséb [Yang, 1996] como
restricao para contornar problemas relacionadesmeenitradores de tensao;

* Propor um parametro para determinar a remocaoeseeakos da malha, de
forma a reduzir o nimero de derivadas calculadasla iteracao;

* Implementar um modelo substitusufrogate modé) que € uma formulacao
aproximada para o problema de otimizacao, reduzinfdwdo do célculo das

derivadas em cada iteracao.



o Utilizar o erro estimado pelo método da norma dargia, proposto por
Zienkiewicz e Zhu [Zienkiewicz e Zhu, 1987] e sonemse erro a tensao
calculada nos elementos a cada iteragdo, de manggear estruturas menos

suscetiveis a falhas.



2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Esta secdo apresenta uma breve descricdo dos méttlitados para resolucédo do
problema estabelecido. Primeiramente, é apreseatémienulacdo do método dos elementos
finitos, utilizada para solucdo das equacdes diilego da mecanica linear infinitesimal, e em
seguida sao descritos o elemento utilizado e sunautacéo, e também o estimador de erro
empregado.

Sao descritos procedimentos para lidar com proldenetativos a otimizagcéo
topoldgica, como a penalizagédo de densidades inthémas, instabilidade de tabuleiro, filtro
de densidade, remocao de elementos de baixa déesdalaxacdo de tenséo.

Na ultima parte da secao, sdo apresentadas a @gaouto processo de otimizacao,
fundamentada em uma modificacdo do algoritmo dgrpmacao linear sequencial, a medida
global de tensao e as deducotes das sensibilidadesgfo objetivo e da restrigcéo.

2.1 Modelo Estrutural
2.1.1 Elasticidade linear infinitesimal

E considerado um corpo de material isotrépico, tgéneo e elastico linear,
submetido a um carregamento de superficieontido em um dominid2 no espacgol®

conforme a Figura 2.1, sendo gae, é a parte do dominio em que estéo aplicadas ag;6esd

de contorno de Dirchlet £ o dominio da superficie onde est&o aplicados wegamentos

de superficie [Atkin e Fox, 2005].

Figura 2.1 — Representacdo do dominio



O conjunto de equacdes constitutiva, cinematica edqiilibrio relacionam o tensor
constitutivo do material, o tensor de tensdes, sde de deformacdes, o vetor de forcas

aplicadas no corpo e o vetor de deslocamento aque sa

og=Ce¢ 21

1 T
S:E(Du+Du ) 2.2
Olo+b=0, paralx[1Q 2.3

As condig¢des de contorno séo definidas como:

on=t, paraD(DQN 2.4

U=t, oxoq, 2.5

onde O é o tensor de tensdesp tensor de deformacéo;é o vetor de deslocamentosCe
tensor constitutivo para material isotrépico, ésccom a notacédo de Voigt, com a seguinte
forma:

1-v v U 0 0 0
v 1-uv v 0 0 0
U v 1-v 0 0 0
c-_ E o 0o o X% o o 06
+o)l-2v) 2 1-2p '
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 %U

sendoE o mddulo de Young, & o coeficiente de Poisson.

2.1.2 Método dos elementos finitos

Neste trabalho, foi implementada uma formulacaondtodo dos elementos finitos
para solugdo das equacdes de equilibrio da téoear linfinitesimal, conforme apresentada por



Hughes [HUGHES, 2000]. O método dos elementosoingt uma técnica utilizada para obter
solugdes aproximadas, envolvendo a divisdo do domélo problema em pequenos
subdominios, os elementos finitos, sendo uma femémamplamente utilizada na solugcéo de
equac0es diferenciais.

A forma de apresentar o problema, conforme a equagéd é chamada de forma forte,
pela qual se busca encontrar um campo de deslotameque satisfaca a equacgéo de estado,
bem como, as condi¢bes de contorno em todos ospdaf) .

Outra forma de apresentar o problema é em sua feamacional, ou forma fraca.
Para chegar a essa forma, multiplica-se a equa8aara funcéo arbitréria, que representa

uma candidata a solucao do problema:

[Ow+b)moQ =0 27

Q

Essa funcaa deve satisfazer as condi¢cdes de contorno e sefunpao de quadrado
integravel, ou seja, integrando o quadrado do s&duio, e em um certo intervalo, a funcéo

deve convergir. O proximo passo € a integraca@ades da equacao 2.7, que resulta em:

—(J;U:DWOQ+QIWD6QN+£_[W[b6Q=O 28

Nessa equacagy € muitas vezes chamado de deslocamento virtualsetizacao

em elementos finitos é feita pela seguinte forma:
w =Nc 2.9

ondeN é um tensor que contém as funcdes de forma asas@ad nos do elemento finita e
€ 0 vetor que contém os deslocamentos nodais apadeis. Utilizando-se as equacdes 2.3 e

2.9 pode-se escrever que:
[w=Lc 2.10

que € equivalente a:



E=Lu 2.11

sendoL a matriz de derivada das funcdes de interpolagérejaciona a deformacdo com o

deslocamento. Substituindo-se as relacdes aprédssni@s equacdes 2.1, 2.9, 2.10 e 2.11,

pode-se reescrever a equagao 2.8 da seguinte forma:

c’| —u" [LTCLAQ, + [ NtdQ, + [N"bdQ, |=0 2.12
Q. Qe

Qe

Ke fe

O indicee se refere aos elementos. Considerando-se a sahdgatrivial, c# 0, a

equacdao 2.12 pode ser escrita como:

ntelem
YKy, -f,)=0 2.13

e=l
Na forma matricial a equagéo 2.13 € escrita como:
Ku =f 2.14
As Unicas incégnitas nessa equacao sao os desloeEmodais.

2.1.3 Elemento nao conforme de Taylor- Beresford -Wilson

A primeira versdo do elemento foi proposta por Wil§Wilson et al., 1973 apud
Hughes, 2000]. Notou-se que quando o momento eliaadp a um uUnico elemento

quadrilateral de quatro nés, o elemento resporuiia uma deformacéo cisalhante e ndo com

uma flexdo, como seria esperado, 0 que causa maestimativa da rigidez da estrutura. Para

produzir o comportamento esperado, nessas situagdessolucao foi adicionar funcbes de

deformacgdo quadréticas, correspondentes aos mediefalmacéo sujeita a momento puro.

1 Wilson, E.L., Taylor, R.L., Doherty, W.P., Ghabsijsl. Incompatible displacement modelgimerical and
computer models in structural mechanicsp.43-57, 1973.



As funcdes de forma do elemento néo conforme paralemento hexaédrico de 8 nés

sdo mostradas a sequir:

N (%, %, %) = (L= % )(L

|
w33
=
'_\
+
<
SN—
~~
(o)

N (%%, %) = (1= % )(1- % )L - x;)/8
N5 (X, %5, %;) = (1_ X’.L)(1+ Xz)(l_ X3)/8
N, (X, %, %) = (1_ Xl)(l+ Xz)(1+ Xs)/8
N5 (% X, %) = (L+% )1 =%, J(L+x;) 8
N (%%, %) = (1+% )L - X, J1-x;)/8 2.15
N, (%, %, %) = (1+ Xl)(l+ Xz)(l_ Xs)/8
Ng (X, %, %) = (1+ Xl)(1+ Xz)(1+ X3)/8

Ng (X, X5, %) =1~ )(12
Nio (%, %, %) =1=%,"
N5 (%5 %o, %) =1~ Xs2

onde as primeiras oito fungfes sdo as fun¢cdesapar o elemento tri linear, e as Ultimas trés

fungBes sdo relativas aos modos ndo conformesgtarobamados de funcao bolhageX, X

representam as dire¢cdes principais do elementooendenadas locais. A Figura 2.2 ilustra o

comportamento das funcdes conforme e ndo confoamgeuym elemento em bidimensional.

Modo confome Modo ndo confome

Adaptado de Hughes, 2000.

Figura 2.2 — Comportamento das fungdes conforme éa confirme

Assim, o deslocamento no elemento pode ser refeekeda seguinte forma:

8 11
U(X0 % %5) = D N (%%, %), + 3 NG (%%, XU, 2.16
i=1 i=9



sendo queu e u, sao vetores dos graus de liberdade associad@stas ponforme e nédo
C C

conforme do deslocamento, respectivamente. Os coempes associados aos modos nao

conformes adicionam novos termos a matriz de degivikas funcdes de interpoladapque

usualmente teriam dimensodes de 6x24, passandaaéxis:

L=[Ll L, Ly Ly Ls Lg Ly Ly | Lg Ly L11]

2.17

sendo que cada ternkg € uma matriz 6x3 e o indicaeferente a cada uma das funcdes de

formaN

[N,

0Xx
0

0

0

N,

0z
N,
| oy

0 0
N
ay
o N
0z
N, N,
Jz oy
o N
0x
N
ox i

A matriz de rigidez em cada elemento definida por

K, =[L"CLdO

fica com a forma:

2.18

2.19

2.20
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Nota-se quex , € a matriz de rigidez 24x24, que seria obtida ateésfuncdes de
forma do hexaedro de oito nos, sem o uso das feng@e conformesK ; tem as dimensdes

24x9, eK . tem dimensdes 9x9.
Entretanto, os deslocamentos devem ser removidos da matriz de rigidez, para que
NC

0 método dos elementos finitos possa ser utiliziforma usual. Considera-se que ndo ha

forca associada aos graus de liberdade dos modasonéormes. Portanto:

KU, +KgU, =T, 2.21

Kgu, +Keu, =0 2.22
E possivel isolaueN da equacao 2.22:

U =K Kgug 2.23

Substituindo a equacao 2.23 na equacao 2.21:

u, (K, -KKZKE)=f, 2.24

Tal procedimento € conhecido como condensacaadoastais termos entre parénteses

da equacao 2.24 definem a matriz de rigidez dosezitos com dimensdes 24x24:

K, =K ,-K KK} 2.25

Taylor [Tayloret al., 1976 apudHughes, 2000] argumentou que, com a formulacéo
acima, o elemento teria um bom desempenho em geas&mo retangulos e paralelogramos;
entretanto, para elementos quadrados, e por ertedbicos, ocorreriam descontinuidade no

campo de deslocamento entre os elementos. Panasepee problema, propds modificacdes

2 Taylor, R.L., Beresford, J.P., Wilson, EA.Nonconforming Element for Solving the Elasticliem
International Journal for Numerical Methods in Engineering,v. 10, p.1211-1219, 1976.
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no calculo da matriz de derivadas das funcdestdmpimlacdo, de modo que os termos referentes
a parte nao conforme tivessem seu jacobiano cdleula ponto central do elemento, tornando
assim os resultados validos para qualquer geometria

O elemento de Taylor-Beresford-Wilson representihone flexao do que o elemento
tri linear, mesmo quando somente um elementoigadid na espessura. Devido as funcdes de
forma adicionais e a condensacdo estatica, o etemtem um custo computacional mais
elevado que os elementos isoparameétricos tradisiomas por representar bem os campos de

deslocamento, € amplamente utilizado em analisearks [Hughes, 2000].

2.14 Suavizacao de tensao

Quando se utiliza o0 método dos elementos finitoscipalmente empregando-se
elementos de baixa ordem, como é o caso do elententdaylor-Beresford-Wilson, as
derivadas das funcbes de interesse, nesse cassaatapresentam descontinuidade entre os
elementos. Essa descontinuidade pode levar adgriogerpretacdo em projetos de otimizacao
[Hilton e Campbell, 1974apudSilva, 2012].

A equacédo 2.19 ndo tem solucdo analitica, portanttlizada integracdo numérica.
Os melhores pontos para célculo da tensdo em es&is/olvendo integracdo numerica, sao
0s pontos de integracdo Gaussiana.

A integragdo exata para polinomios de gfmn-1 é obtida pornint pontos de
integracdo. A regra da quadratura Gaussiana peeesds dimensdes é estendida, aplicando-se
a regra para uma dimenséao para cada coordenadeadamente [Hughes, 2000].

Para o elemento de Taylor-Beresford-Wilson sdossgees dois pontos de integracao

por dimensao, totalizando oito pontos com posigatagor:

8 Hinton, E., Campbell, J.$0cal and Global Smoothing of Discontinuous Firtlement Functions Using a
Least Square Methothternational Journal for Numerical Methods in Engineering,v. 8, p.461-480, 1974.
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WA A A
WA

VA RA A
VA4 T )26
WA A
WAA A
VAR
WA A

sendo que cada coluna representa as coordenadasrias direcdes yez, respectivamente.

Portanto, as tensdes sao calculadas nos ponteausds Gpresentados na equacao 2.26,
e interpolados para os ndés, utilizando-se as prase@ito funcdes de interpolacdo apresentadas
na equagao 2.15.

nnosipg |
n o~

o :zz 0 2.27

n
n=1 i=1 Ni

ondey, € atensao extrapolada para o g € atensao calculada no ponto de Gauss. Quando

um né for partilhado por mais de um elemento éfaitmédia de todos os valores para

representar a tensdo nodal:

%0’
oo =% I 2.28
P~ Znpg

sendog, a tenséo nodal suavizadapgo numero de tensdes extrapolada para 0 mesmo no.

A Figura 2.3 apresenta uma ilustracao do efeitsudaizacao de tensao.
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Tensao sem suavizagao Tensao suavizada

Adaptado de Hilton e Campbell, 1974.

Figura 2.3 — Suavizacao de tensao

2.1.5 Estimador de erro

O erro e representa a diferengca entre a solugéo exatastienmsiu e a solucéo
aproximadau, obtida utilizando-se, nesse caso, 0 método desesl®s finitos. Esse erro é
decorrente do particionamento do dominio e da kacoés funcdes de interpolacdo, pois é
usado um numero finito de graus de liberdade, rggm@sentar um ndamero infinito de graus de

liberdade no sistema real.

e=u-u 2.29

Mesmo quando a solucdo exata nao é conhecidas&elsstimar quantitativamente
o erro de discretizagdo. Existem dois tipos denediva de erro de discretizagdo: estimataas
priori e estimativaa posterioriiDUARTE, 1991]:

» Estimativaa priori € baseada no conhecimento de caracteristicasut@se
fornece informacdes qualitativas quanto a magnitladerro.

» Estimativaa posteriori utiliza informacfes obtidas durante o processo de
solucéao e hipoteses sobre a solucéo, podendo &rmealidas precisas do erro
de discretizagéo.

Neste trabalho foi utilizado estimador de eargosteriorj de Zienkiewicz e Zhu
[Zienkiewicz e Zhu, 1987]:
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& =,/[€/Ce00 2.30

Q
ondee. é o erro estimado em energig&gé dado por
€ =0-0, 2.31

sendod o vetor que contém as tensdes locais, calculadasd®dos elementos g, 0 vetor
da tensdo suavizada no né, que é simplesmente ia neEsltensdes calculadas para o néd, a
partir de cada elemento a que o no pertence.

Cabe salientar que, quando o0 mesmo no pertencasadmaim elemento, ha uma
estimativa de erro para aquele no relacionada @ma elemento, nesse trabalho se optou pelo

maior valor entre eles, a ser usado como estimd&wverro:

€z, = max{\/ jlozoe) Clooe)yg, 2.32

o det(J,)

sendo€,; o erro em tensd@o em cada ndet{J,) o determinante do jacobiano do elemento.

2.2 Otimizag&o Topologica
2.2.1 Penalizacido de densidade intermediaria

E introduzida uma densidade relativ@ara cada elemento que compde a estrutura.
Desse modo, valores ge= 1 correspondem a pontos onde ha material, e vatlaes= 0 a
auséncia de material. Valoresgentre O e 1 indicam um densidade intermediaria.t@ddo
um significado fisico.

O processo de otimizacao topoldgica busca encquirdaos da estrutura com material,
ou sem material. A principio, uma formulacéo cohiitalidade seria dita discreta. O método

SIMP (solid isotropic microstucture with penalizatiofBendsoe, 2011] é utilizado para
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remover a natureza discreta do problema, introdiozse uma funcédo de densidade continua
para a funcdo objetivo. O dominio de alta densididime a forma da estrutura, e densidades
intermediarias sado penalizadas de forma a tornarmcéo continua e diferenciavel, atravées

da introducédo de uma funcao artificial de densiqa¢

xJQ
0 u(x)s1
p>1

Ciu = |,u( X)| P Cijokl

V = [ u(xdx

2.33

ondep € o expoente de penalizacao.

Com essa formulagéo, elementos de densidade irdém@etém uma rigidez baixa e
de elevado custo, acabando por serem evitadasgNieal2.4, pode-se observar a influéncia do
expoente de penalizacdo na relacéo entre o teasstitativo calculado e o original. Quando
p é igual a 1, a relacéo € linear; entretanto, aichaeglie esse expoente cresce, o0 problema se

aproxima da configuragéo 0O-1.

[ —p=1 —p=2 —p=4 —p=8 —p=20 |
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

Penalizacdo do tensor constitutivo

00 0,1 02 03 04 05 06 0,7 0,8 09 1,0
Densidade 4]

Figura 2.4 — Penalizagao do tensor constitutivo
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Outra forma de minimizar a quantidade de elemeptos, densidades intermediérias,
€ penalizar diretamente a funcdo objetivo, comotrads na Figura 2.5, ao invés do tensor
constitutivo. Esse artificio € bastante aplicadofermulacdes de minimizacdo de volume, e
sua grande vantagem é o fato de mostrar, com alamezlacao entre quantidade de material e
densidade [Mosmann, 2003], [Silva, 2011] e [De L&fi2].

f(p) = [ p°dQ
0 2.34
p=>1

Contudo, se por um lado esse método ajuda o afgwrile otimizacdo a encontrar
solucdes mais proximas de 0-1, ele também podsftranar a funcao objetivo em uma funcéo
nao convexa. De maneira que 0 minimo encontradosqua global, passe a ser um minimo

local [Mosmann, 2003].

| —p=1 —p=1/2 —p=1/4 —p=1/8 —p=1/12]
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

Densidade penalizada

00 0,1 0,2 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0
Densidade 4]

Figura 2.5 — Penalizacdo da densidade — equacas4.

Para contornar esse problema, pode-se utilizartoddéla Continuacdo, que consiste
em dividir o processo de otimizagcao em duas etaj@agrimeira, 0 expoengeda equacao 2.34
€ igual a 1, ou seja, ndo ha penalizacdo da funb@tivo, mas garante que a solucéo

encontrada serda um minimo, independentemente diigée conter muitos elementos com
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densidade intermedidria; na segunda etapa, odalkexpoent@ é reduzido, consequentemente
reduzindo a quantidade de elementos com densidseteniediaria [De Leon, 2011].

E possivel penalizar, ainda mais, a densidade pir da equacao 2.35 [Souza, 2003]:

f(p) = [[p® +ap@- p)o 2.35

onde o parametr@ € escolhido heuristicamente. Na Figura 2.6 podeis® o comportamento

da fungéo objetivo, em funcéo da densidade, paeso da aplicacdo desta penalizacao.

—p=1/8,0=0 p=1/2,0=0,25
p=1/4,0=0,5 p=1/8,0=0,75
—p=1/12,0=1

1.3
12
11
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

00 01 0,2 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0

Densidade 4]

Densidade penalizada

Figura 2.6 — Penalizacao da densidade — equacédo®.3

2.2.2 Instabilidade de tabuleiro de xadrez

A instabilidade de tabuleiro de xadrez é o aparenio na malha de elementos, lado
a lado, que se alternam, com e sem material, @ianth estrutura em partes semelhantes a um
tabuleiro de xadrez. A Figura 2.7 mostra um probleimastante comum, de ocorrer em

otimizagé&o topologica de estruturas continuas.
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Figura 2.7 — Instabilidade de tabuleiro

Acreditava-se, no principio, que a topologia genaela instabilidade de tabuleiro era
uma microestrutura 6tima. Entretanto, descobrigtse a topologia formada, dotada de uma
rigidez extra e artificial, ndo correspondia a umgroestrutura Otima, mas sim, a uma
instabilidade que impossibilitava a formacao de twpalogia adequada [Mosmann, 2003].

Esse fenbmeno esta relacionado a problemas numénaaonvergéncia do método
dos elementos finitos, sendo causado pelo mau dondmento das solugdes de equilibrio.
Pode-se mostrar que mesmo com a utilizacdo do meatadhomogeneizacdo, o problema
continua sujeito ao aparecimento de tabuleirosadieez [Diaz e Sigmund, 199%pud Souza,
2003]. Na medida em que a diferenca entre a ordemtdrpolacdo dos deslocamentos e das
densidades cresce, a ocorréncia da instabilidan®enuii. Sendo assim, a utilizacdo de
elementos de alta ordem podem prevenir tal fenénEnado ao enriquecimento do campo de
deslocamentos.

Contudo, o emprego de elementos finitos, de attaror causa um grande aumento no
custo computacional. Neste trabalho, foi utilizadelemento ndo conforme de Taylor, que
apresenta um campo de deslocamento enriquecids ‘ffetecbes bolha” e uma interpolacao
polinomial, de baixa ordem, ndo implicando em uange aumento do custo computacional.
A utilizacdo desse elemento, aliada a técnicasltdegkem, pode prevenir o aparecimento da
instabilidade de tabuleiro [Silva, 2012].

4 Diaz, A;; Sigmund, OCheckboard patterns in layout optimizatj@&tructural Optimization , v. 10, p. 40-45,
1995.



19

Outro método que pode ser utilizado, para evitarstabilidade de tabuleiros, é a
utilizacdo de restricdo de perimetro [Beckers, 19Entretanto, esse método € de dificil

implementacé&o, ainda mais em problemas em trésndiies.

2.2.3 Filtro de densidade

O filtro de densidade é utilizado para evitar cdf@eno de instabilidade de tabuleiro
e, também, tem a vantagem de eliminar a dependéacielha, de modo que a dependéncia é
transferida para o raio utilizado para a filtragem.

O modelo de filtro de densidade, utilizado nestdbdtho, € chamado de IWSF

(individual weight spatial filter[Cardoso e Fonseca, 2003]. Tem a seguinte fogéala

loeve + ZWeleeVe
j=1

a = E 2.36
Ve + ZWej\/e
=1
Onde:
W, = —Rm;m_ R 2.37

Nas equacgfes acima,é o valor filtrado,V, € o volume do elementpW é o peso,

Rmax € raio determinado para filtragem,n& € o nimero de elementos dentro do raio.
Basicamente, esse filtro consiste em realizar uédiasponderada da densidade dos elementos,
gue estiverem dentro de um raio determinado, cordgrode ser visto na Figura 2.8. Outra
vantagem da utilizacdo do filtro de densidade IW&Fue este possibilita controlar a
complexidade da topologia, sendo mais detalhadizamio-se valores menores para o raio do

filtro e, menos detalhada, utilizando-se valoresados.
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Adaptado de Mosmann, 2003.

Figura 2.8 — Filtro de densidade

Uma desvantagem de empregar esse método de filtrégque, como ele altera
artificialmente a densidade dos elementos entiteragdes, a técnica de Limites Moveis tende
a ter sua efetividade reduzida, visto que o cédmotimizacao, neste trabalho é o SLP, deixa
de ser o Unico responsavel por modificar a densidad elementos entre as iteracdes. Assim,
no mapeamento das ultimas iteracdes, necessara paétodo dos Limites Moveis, uma
alteracédo no sentido da variacdo da densidadegevd¥evida ao filtro de densidades, e ndo a
convergéncia do resultado.

Outro ponto que se deve levar em consideraca® atligar esse tipo de filtro, é que,
quanto maior for o raio utilizado para o filtro, imatambém deve ser o limite de variacdo da
densidade, permitido para o SLP, de modo que aqawiartificial de densidade causada pelo

filtro ndo seja superior a variacao oriunda do esso de otimizacao.

224 Dependéncia de malha

A dependéncia de malha € um problema inerentéizagfio do método dos elementos
finitos, j& que esta estritamente ligada a distaigfio do dominio. O efeito é que para 0 mesmo
problema de otimizacao topologica e mesmas consligéeontorno, pode-se obter diferentes

solucdes, dependendo da discretizacdo da malhaaFig.
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Adaptado de Beckers, 1997.

Figura 2.9 — Dependéncia de malha

Intuitivamente, espera-se que, quanto maior ogefan malha de elementos finitos, a
topologia 6tima deve ser uma estrutura que descoewa maior fidelidade, as condi¢cdes de
contorno do problema. Entretanto, ndo € isso goa@cEm muitos problemas, malhas mais
refinadas resultam em topologias mais detalhadpmlktativamente diferentes de um modelo
resultante de uma malha mais grosseira [Souza].2003

2.2.5 Remoc¢ao de elementos de baixa densidade

Durante o processo de otimizacéo, que pode ocoorarque a densidade de alguns
elementos tenda a zero e, consequentemente, héarment da substancial na tensao local.
Como a ideia de que densidades préoximas de zeresmypem a auséncia de material, esse
fendbmeno nao € desejavel.

Dessa maneira, se elementos de baixa densidadéls@alos para simular a auséncia

de material, mas para definicdo da medida glob&buisfio s&o considerados apenas materiais
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sélidos, pode-se ter uma solugéo trivial ao problemotimizacdo. Por outro lado, se a medida
global de tenséo for definida, baseada nos elemaptmos, e também nos de baixa densidade,
pode ser necessario redefinir a tensdo nos elemeetdoaixa densidade, para que ela seja
inferior a dos elementos solidos [Xia, el al., 2011

Com o intuito de evitar os problemas, descritogramente, foi implementado um
codigo em que elementos de baixa densidade sdovidomeada estrutura. Essa remocgao de
elementos € empregada desde a primeira iteragds@lha dos elementos candidatos a serem

removidos, € dada pela equacéao:
p.< médig p) - (média(,o) - minimc(,o))l]BD 2.38

L. é a densidade do elemento avaliad@dia(p) € a média da densidade de todos os
elementosminimo (o) € a densidade do elemento de densidade mais bajxa, um criterio
pragmatico para calibrar a remocédo. A equacéo idavflara o intervalmsrp,, <1, com

n., =1 removendo apenas o elemento com densidade minmalares menores, aumentando
a quantidade de elementos removidos.

Com a equacédo 2.38, apenas elementos, com densilad® da média, vao ser
considerados para remocédo. Adicionalmente foi impl#ada uma restricdo, para que os
elementos somente sejam removidos se, ap0s arsagde, a restricéo de tensag, néao seja
ultrapassada em mais de 20%. Para isso foi utdizadkerivada da tenséo para estimar a tenséo

nos demais elementos, apos a remocao do elemebtx@edensidade:

00,
Op ~ P P
max——2P <12 2.39
O-Y

Outra vantagem de remover elementos, de baixad#etesida estrutura, é a reducéo
do tempo de processamento. Pois quando um elem&ntemovido da estrutura e
consequentemente algum no deixa de ser utilizaddmero de graus de liberdade da estrutura

é reduzido, diminuindo também o custo computacional
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A desvantagem em utilizar esse método é que oseatesrremovidos ndo tém a
possibilidade de serem repostos, portanto a fupgde convergir para um minimo local ao

invés de um minimo global.

2.2.6 Relaxacao de tensao

O problema da singularidade da tensdo surge quasdtucao global ndo pertence a
um dominio continuo e, sim, a um subespaco deg#mera abordagem para tratar da
singularidade, relacionada aos concentradoresr@ide foi proposta por [Le et al., 2010].

Primeiramente, o problema de otimizacéo discrpto {01}, € relaxado para um problema de
otimizag&o continuop 0[o041], que vai ser forcado a gerar resultados discreisinal do
processo de otimizacdo. Para implementar essaégsraé necessario definir maneiras de
interpolar a rigidez, o volume e a tensédo, entreens valores minimos e maximos.

Para penalizar o tensor constitutivo e tensaoindémuzidos os termoB,, N, e N,

respectivamente

C=n.(p)C, 2.40
V= jer,(p)d\() 2.41
g, =n(0CE 2.42

sendo que o indic@ refere-se ao valor inicial (sem penaliza¢do) dagveis, e que devem

satisfazer as seguintes restricdes:

« N, N, eN devem ser funcdes que crescem monotonicamente;
O<n(@<p, 0<n(D<pPeo<n, (p)< p parao<p<i;
n®=1,n0=len =1

NnO=0,n0=0en =0

A penaliza¢do da matriz de rigidez e do volumesparséavel por reduzir a ocorréncia

de densidade intermediaria. Por exemplo, considerar r‘lc(,0)=,0p e rl,(,O):,O é
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equivalente a utilizar o método SIMP, descrito aatmente, onde somente a rigidez é
penalizada [Le et al., 2010].

2.3 Problema de otimizagéo

2.3.1 Programacao linear sequencial

O objetivo da utilizacdo da programacao linear saqgial € obter aproximacoes
lineares de uma fungéo objetivo e restricoes né&ates; desse modo, a derivada da fungao
objetivo sera constante. Isso implica que o pordgimo se encontra na fronteira do dominio

utilizado. Na sua forma-padrao, a programacao fliaegpresentada como:

minimizar T =d"Xx
sujeito aAx =b,
x=0

2.43

onded é um vetor, com 0 numero de variaveis de prog@gté;uma matrizn X m , sSendom
0 numero de restricdesbeum vetorm x 1

As aproximacdes lineares da funcdo objetivo e daicdo sédo obtidas mediante a
utilizacdo de expansdo em série de Taylor, queatseguinte forma

w £(n) 7y
f(X) :Z%(x—x* )n 2.44

n=0

onde x” é um ponto conhecido préximo deEntretanto, a programacao linear utiliza somente
0 primeiro e o segundo termos dessa expansaojaulsavadas de ordem maior que um nao
séo consideradas.

No caso, em estudo, a variavel de projeto é a datsidos elementqg,, e a funcéo

que esta sendo minimizada é o volwhe

V(p) = [ poQ 2.45
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Dessa forma, o problema de otimizacao linear dangéa ilustrada na Figura 2.10,
pode ser escrito como:

minimiza¥ (0) =V (p ) +(p-p ) —= V(p)

onde 0" < p-p <o
el<pz<l

2.46

onde p" e p'séo os limites inferior e superior, respectivamegte sio atualizados a cada

iteracao.

=

. #

Figura 2.10 — Programacao linear sequencial

Entretanto, ha também, a restricdo de tensdo,epende da densidade dos elementos,

que deve ser incorporada a formulagéo:

minimizar V() =V (0 ) +(po-p )—~ (,0)

(p ) 2.47

onde 0" < p-p S,OS“'O
e0<p<1

sendog, a tensdo maxima permitida para qualquer elemenéstratura.
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2.3.2 Limites moveis

. inf . . ~ . *
Osllmltes,dn e ,OSUp serdo diferentes a cada iteracéo, visto que o celutral, O

(para o qual é calculado a fungéo objetivo e iE@stE) ird sendo atualizado. Pode-se utilizar

um valor fixo para o intervalc[pdnf, ,0'S uﬁ ou o tamanho do intervalo pode ser alterado,duse
nas iteracdes anteriores, o que é chamado dedimibeeis.

Foi avaliado o uso dos limites méveis, que saoutadios, de uma maneira bastante
simples, através da analise do histérico das tt@nas iteracbes. Caso, apos trés iteracdes
consecutivas, o sinal da sensibilidade permanediiado, ha um acréscimo de 20% no limite
superior e decréscimo de 20% no limite inferiaraeso o sinal da sensibilidade se altere, ha um
decréscimo de 20% no limite superior e acréscim®0dé no limite inferior.

Desse modo, quando se estiver proximo ao valorm@gie uma funcao, o intervalo
englobado pelos limites ira diminuir, o que contiiih para a convergéncia do resultado. Ja em
regides distantes dos pontos maximos da funcadeovalo aumenta, o que teoricamente

reduzira o numero de iteracdes necessarias pategar ao ponto 6timo.
2.3.3 Derivada da funcio objetivo

A funcéo objetivo € o volume, e ja tem a variavepdojeto explicita:
V=> pV, 2.48

Sendop, a densidade de cada elemend, &® volume. Assim, a derivada da funcéo

objetivo é constante e equivale ao volume de ckxtaesto:

Ne
v DV, 2.49
aloe i=1

Caso seja considerada a densidade penalizadagajads na equacéo 2.35, a derivada

da funcgéo objetivo tem a forma:
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Z_l:[p( )+ a(L-20,)V, 2.50

a,oe

Nota-se que, parp=1 e a =0, que € 0 caso sem penalizacdo da densidade, as

equacldes 2.49 e 2.50 sdo equivalentes.
234 Medida global de tensao

No problema de otimizacéao topoldgica com restrdg@itensao, utilizando-se o método
dos elementos finitos idealmente, seria utilizata vestricdo de tenséo para cada elemento da
estrutura, conforme apresentado na equacao 2st/inkplica que o nimero de restricdes sera
bastante elevado, tanto quantos elementos houvaaiie.

Existe uma significativa dificuldade em soluciopesblemas de otimizagao estrutural
com restricdo de tensdo. A maior causa para taluttibde é o fato de que a tensdo é um
parametro local; assim, cada ponto da estrututelagda deve ter a tensao inferior a restricao
imposta. Entretanto, se cada tensédo local fordaatamo uma restricdo na otimizacao, havera
um custo computacional muito grande. Uma maneicgeate de reduzir o custo computacional
€ empregar uma medida global de tensdo. Contuésapple uma medida global de tensao
reduzir significativamente o custo computacionamibém torna mais dificil o controle dos
picos de tensdo e concentradores de tensao [Xid].20

Para definir uma medida global de tenséo, primearda) considera-se o problema

original, com uma restricdo para cada elemento:

0,=0,,e=1,2 ..n 251

onde T, é a medida de tensdo do elementn,éeo numero total de elementos da estrutura.

Essas restricbes podem ser reescritas em termos deasp@ma restricao:

max(a,(p)) < oy 252
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Ou seja: se 0 elemento com a tensdao mais elevéidaraegspeitando a restricao,
consequentemente todos os demais também o esHrfietanto, a funcdmaximonédo é
diferenciavel; assim, outras solu¢cées devem sesideradas como, por exemplo, a norma-p,
ou as funcdes de Kreisselmeier-Steinhauser (KS3teNieabalho, sera utilizada a norma-p,

conforme proposto por [Yang, 1996]:
n 1/P
O = [Z aepj <o, 2.53
e=1

ondeP é o valor da norma, €yp a medida de tensao global. Quarfde «, a tensdodyp
tende ao valor maximo de tensao da estrudg, e ndo ha suavizacdo. Ja no outro extremo,
quandoP - 1 ha maior suavizacao; entretanto, a teiggose distancia significativamente

do valor maximo de tenséo da estrutura. A Figuta gnostra como vari&yp em relacédo ao

expoenteP:
» Caso 1 - 2000 elementos finitos, com tensdo de 4, MP
* Caso 2 - 1999 elementos finitos, com tensao de &, MR elemento, com tenséo de
10 MPa.

---Caso 1 - Norma-p Casol - Sigma max
-=-=Caso 2 - Norma-p Caso 2 - Sigma max

PR
NWAUIO
'I

B
H
-

Tensao [MPa]
OFRPNWAUIOON0LWOO
’I

-
-
-
-
i T
- -
- e - - -

345 6 7 8 9101112 13 14 151617 18 19 20
Valor da norma-p [P]

Figura 2.11 — Comportamento norma-p
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Fica claro observar que é necessario um valor rpai@P, a fim de modelar a tenséo
maxima, quando a tensdo € homogénea. Entretardadglexistem poucos elementos com
tensdo mais elevada que os demais, como no caschantbncentradores de tenséo, a tensao
méxima consegue ser facilmente modelada por essialane

Conforme o processo iterativo vai ocorrendo, asdes calculadas nos elementos
tendem a se tornar mais homogéneas; dessa mamadnato maior o valor utilizado para
norma-p, melhor vai ser a representacao da tend&ona e, por consequéncia, a sua derivada,

que é utilizada como entrada para a programac@éarlsequencial.
2.3.5 Medida global de tensao normalizada

A norma-p da medida global de tensdo néo tem sigdid fisico; assim, € inadequado

impor uma restricdo de tensdo maxima, usando-serraanp, pois ndo ha uma expressao

matematica d€J,,,.em termos d€Jyp. Para solucionar esse problema, Le et al. [LE,e2GLO]

propuseram uma medida de tensdo normalizada, pah@mnaproximar a tensdo maxima
0,..=COp<0, 2.54

ondec é calculado a cada iteracénl e é dado por:

i iUrinax EARE
c —aT+(1 w)cl 2.55

NP

@) paré\metrof,l/| [ (0,1] controla a variagdo de' entre as iteracdes. Fica evidente que
c' € um parametro para corrigir a diferenca entrenadi® maxima na estrutura e o valor de
tensao obtido pela norma-p.

Pode-se perceber qu&J,, <0 nao é diferenciavel, pois varia de uma maneira

descontinua e resulta em um problema ligeirameifiéeedte a cada iteracdo. Entretanto,

conforme o processo de iteracdo converge, a difarentre 0s sucessivos problemas diminui,
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e, portantog¢ converge, reduzindo assim o efeito da néo diféabilcdade e inconsisténcia [Le
et al., 2010].

2.3.6 Derivada das restri¢coes

Para reduzir o tempo computacional, € utilizada oradida de tensédo global, em vez

de uma restricao local para cada no, dada por:
Nes /P
O =C (Z T, PJ 2.56

Onde o,, € tensdo de von Mises suavizada para posicdo ddonélemento.

Aplicando-se a regra da cadeia para derivar a égua6 em relacao a densidade dos

elementos, chega-se a:

1/P-1
aa- : Mo M . aa'v
oo Sor | [Senrn] 257
P n=l P

n=1

A tensao equivalente de von Mises €, usualmentefa@em funcdo das tensdes nas

dire¢bes principais:

o = \/(011 — 022)2 + (022 — 033)2 + (033 ~ 011)2 + 6(0-122 + 0223 + J321) 258
vm 2

Entretanto, uma formulacdo da equacéo de von Missgada diretamente no vetor
deslocamento, € mais adequada, pois facilita oulcalda derivada [Sant'Anna, 2000;
Guilherme, 2006; Silva, 2012]:

o, = UuMu 2.59
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em quel, é o vetor deslocamento de cada elementd,.é a matriz de massa do elemento,
dada por
M, = TVT 2.60

sendo qué&/ é a matriz com os termos para calculo da tens&omidlises:

1 -1/2 -1/2 0 0 O
-1/2 1 -1/2 0 0 O
V= -1/2 -1/2 1 0 0O 261
|0 0 0 300 '
0 0 0 0 30
| 0 0 0 0 0 3
eT é o componente que relaciona as tensfes com axaesntos:
T=nr(,o)C°L 2.62

os termosn, (0)C° sdo a parametrizacdo do tensor de tensdo, confoegeacio 2.42, €°
s,

tensor constitutivo ndo penalizado, conforme a e@ua.6. Substituindo-se as equacdes 2.60,
2.61 e 2.62 na 2.59, obtém-se:

O, = /N1 (P)2UILTCOVC LU, 2.63

A equacao 2.63, relaciona a tensdo de von Misesaadensidade, e é usada para
calcular a sensibilidade. As tensdes de von Migesalculadas nos oito pontos de Gauss, no

interior dos elementos; assim, € mais convenietganizar a equacao para:

Ty = (D)2ULL T CVCL 2.64

€g g

Derivando-se a equacédo 2.64 em relacdo a dengigad® elementk:
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al_nT(p)ZJ T, TAOy~O 2 1) Troyeo e
o0 TUQQLQ CVC'L U, +2n.(p)7ulL, CVC'L, o0, ) 65

VMy
dp, 2,/n; (p)?ulL,'CVC L u,,

€eg— g

< ou .
Nessa equacéo, aparece o terme> referente a derivada do deslocamento em
P

relacdo a densidade. Na equacéo 2.16, foi aprekeqtee o deslocamento pode ser dividido
em dois componentes: um referente a parte confdamequacdes de interpolacao do elemento,

e outra referente a funcéo bolha do elemento nafmcue:
U=lu, | u, ] 2.66

O deslocamento dos modos ndo conformes é dadegetado 2.23, e sua derivada

tem a forma:

Mo aKEiKTu +K;1—aKTBeu +K;1KT&J—E‘° 2.67
o, (9 ** Fop * = Fop

A penalizacéo do tensor constitutivo € dada pelagip 2.40 e portanto

K =n.(p)K¢, 2.68

K, =n.(0)Kg, 2.69

sendo que o indidg@se refere a matriz de rigidez gerada utilizandaemsor constitutivo ndo

penalizado. As derivadas dos tensores constitugedsm ser escritas como

K _oan (o)t ox_ on(p) 2 07
e — C KO =_c—(nc(p)) KO 2'70
00, 00, - 0 -

oK ;7 :
o 2 ON(0) o 2.71
0 00, )
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Substituindo-se as equagdes 2.70 e 2.71, na eqR&&0

0 2., 0t T o 1 O
h:_(anc(p) (nc(p)) KCe](nC(IO)KBe)JQ: +(agc—[§p)KBeJ(nc(p) KCe)‘lec

0 0
P P ) k 272
-1 T u
+K Ky —=
) )e}
Fica claro que os dois primeiros termos da equse&@mulam; assim:
ou 4 o ou
“ e = KOC 0~ & 2.73

0P © % 0p,

A relacdo entre a densidade e o deslocamento épetalaquacéo de equilibrio. Sendo
assim, os deslocamentos nodais do elemento séde dado

U, =LK™ 2.74
ondel ., € dado pela equagédo 2.17. A deriva da equaca@acim

ou rOK™

& — Le
0P

f 2.75
0P,

ComoK € uma matriz quadrada, utilizando-se as propriesiddélgebra linear, a sua

derivada é dada por

oK™ _ 1 0K
00, 00,

K™ 2.76

Como K é diretamente proporcional ao tensor constitutpaje-se finalmente escrever a

derivada do deslocamento como
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ou ”
M _ 0:(P) 7y ¢ o 3¢ 2.77
0P )2

2.3.7 Modelo substituto

A utilizacdo de modelos substitutos tem o intugcadelerar o processo de otimizagao
através do emprego de modelos aproximados da floigjatvo e das restricdes, que teriam
um custo computacional bastante inferior ao da&angdo aproximada. Muitas vezes 0s
modelos substitutos também sdo chamado de superdiei resposta, dependendo da
metodologia utilizada.

O modelo substituto € baseado em dados geradaspanodelo que apresente alta
fidelidade ao problema proposto, sendo capaz deeprapidamente, aproximagdes da fungéo
objetivo e das restricbes nos pontos em estudendzcom que o custo computacional do
calculo das derivadas seja mais praticavel [Quei@d.,2005]. Multiplos modelos substitutos
podem ser consistentes com os dados em analise. udardado problema pode haver
preferéncia em se utilizar um ao outro, mas genaenedo se pode dizarpriori qual serd o
melhor modelo [Alexandest al.,2009].

Os modelos substitutos podem ser separados ergrdpiss principais:

» Paramétrico - utiliza um modelo para prever o cagmeento global da fungéo
através de relacdes entre as variaveis de projet® respostas obtidas em
pontos conhecidos;

* Na&o paramétrico - utiliza diversos modelos locas@snsimples para prever o
comportamento da funcéo em regides proximas adsponnhecidos.

Neste trabalho é empregado um modelo substitutipdanéo-paramétrico. Ha dois
métodos ndo paramétricos bastante disseminados,soodnvergéncia para 6timos locais do
problema original € mais provavel. Sdo chamadosAgeroximationModel Management
Framework(AMMF), que explora a utilizacao de intervalos deftanca proximas aos pontos
onde os resultados séo conhecidosSeiwogate Management Framewd&MF) que utiliza
o0 método de busca de padrdest{ern search

O meétodo escolhido para ser utilizado € o AMMFagactilidade de implementacéo
e pela garantia de convergéncia para 6timos |logage método é geralmente associado ao uso

de algoritmos que se baseiam em gradientes, e comtaa suposicdo de que o modelo
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substituto é exato o suficiente para encontrarrec@io que trara melhoras para o modelo
original.

O método AMMF tem as mesma propriedades de conveigydos métodos classicos
que utilizam intervalos de confianca. Utilizandoag@macdoes de primeira ordem, o método é
convergente para 6timos locais quando utilizadofemdes continuas e com condi¢des de
contorno corretamente aplicadas. Por mais queantiarda convergéncia do algoritmo seja
algo valido, isso vem com o custo de que é prezisalculo das derivadas a cada iteracéao
[Queipoet al.,2005].

Na maneira como é convencionalmente utilizado, & Sisa um intervalo de
confianca, permitido para a variacdo da densidadele@mento, tanto para cima quando para
baixo, ou seja, a cada iteracéo a densidade doeetes sai do valor central e se desloca para
o valor maximo ou minimo permitidos. Entretant@eeseria o0 caso ideal, se houvesse apenas
uma variavel sendo otimizada. Como nesse caso sédasnwariaveis de projeto, pode ser que
a melhor solucdo para uma dada iteracdo néo sejaasodensidades indo para os limites
maximos ou minimos, mas ficando em algum pontarmeiario entre eles. Nesse ponto o
emprego do modelo substituo permite subdivisdemovalo de confianca, que tem como
consequéncia que a variavel de projeto ter efetvaenvalores intermediarias. A Figura 2.12
ilustra o comportamento da variavel de projeto hB 8 no modelo substituto.

- Qa0 <ok dach dach {ach o dach o

L=
e
/ ?

|}

\
A\

pif-" s fel sup 2 pi.’_" o 0 sug r:
SLP Modelo substituto

Figura 2.12 — Comportamento da variavel de projeto
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Neste trabalho propde-se que a cada iteracao algjaladla a tensao, derivada da
tensdo e sensibilidades da fungcédo objetivo e d@ig&s conforme detalhado nas secbes

anteriores. Logo em seguida, sao fejtaubiteracdes, onde o modelo substituto.

O intervalo de confianga da densidade é particioradni; intervalos:

) sup _ Ainf
P = [uj 2.78
My

Assim, dentro de cada iteracao, vai hawesubiteracdes, mas o intervalo de confianca
permanece tendo o mesmo tamanho do que com o uStkRidradicional. A variacdo de

densidade, em cada subiteracéo é dada por

los -0')<n <los +4") parait=12.n
2.79

sendo que paiil, g, =0

O valor da tensé&o em cada elemento também é adalpara a nova densidagke ,
a cada subiteracao, utilizando uma aproximacaadiaepartir das derivadas ja calculadas.

. inf u . ~ ~ .
Presume-se que no mterva{lﬂ ,,0S F] a derivada da tenséo em relagcdo a densidade dos

elementos tem valor constante. Sendo assim

90,.(0')

g, =g +(pi: —p*) ap

2.80

Com as informacdes das equacdes 2.79 e 2.80, ihibdade da restricdo é por

00 yp _ i & e U e P—1aavm
I e Itmax Za-itn Za-itn a 281
0

ap] O-it NP n=1 n=1 j

onde o indicét se refere a subiteracdo e o indiedteracao.
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Vale ressaltar que durante as subiteracdes do msdestituto, o nico parametro que
. , .o . d0,,
permanece constante é a derivada da tenséo emcreiaten&dadeb—.
P;
A programagcéo linear sequencial é rodageezes dentro de cada iteragdo. Isso torna

possivel que as varidveis de projeto finalizemesa@do com valores intermediarios de

. . inf u ~
densidade, no mterva[qd ) ,0s ﬁ e nao somente os valores extremos.

A utilizacdo de uma restricdo global tenséo cria yeculiaridade neste problema de
otimizacdo, pois muitas variaveis de projeto vdtuémciar um Unico valor de restricdo. Por
exemplo, se a malha for discretizada em 4.000 eltosee tiver cerca de 8.000 nos sera
necessario calcular cerca de 24.000.000 derivadagaaiteracdo, ou seja, muitas variaveis séo
responsaveis por determinar um unico parametredida de tenséo global. Portanto a o fato
de cada uma das variaveis de projeto ter a flédk#tnle de ndo terminar cada iteracdo somente
no valor maximo ou minimo do intervalo de configriean um grande impacto na reducéo do

namero de iteracfes necessarias para a converginprablema.

2.4 Implementagéo do algoritmo

Foi implementado um algoritmo, para resolver o [goia de minimizacao de volume,
com restricdo de tensdo em estruturas tridimensiomado o codigo foi implementado no
MATLAB. Para gerar as malhas das estruturas usamae dados de entrada para o algoritmo
de otimizacdo, foi utilizado o médulo de pré-praasento dsoftware GiD.A Figura 2.13
apresenta um fluxograma com as principais etapasgdoitmo de otimizacgéao.

A malha é gerada n@iD, contendo as coordenadas nodais, conectividade est
nés, e nés contendo condi¢cBes de contorno. Esdes dao utilizados como entrada no codigo
do MATLAB, para gerar as matrizes de coordenadasdividade, restricoes e forga, que por
sua vez, sdo utilizadas na analise pelo métodoetbysentos finitos para calcular as seis
componentes de tensax(yy, zz, Xz, yz, xg também a tenséo de von Mises.

Com os dados de saida do método dos elementasfio#ticula-se o erro da estimativa
utilizando-se as seis componentes de tensdo, e&tmarab derivadas das tensdes de von Mises
em relacédo a densidade dos elementos. O erro adécam energia é convertido para tenséo e,
entdo, somado a tenséao de von Mises nodal, patewdada medida de tenséo global, através

da norma-p.
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Carregamento dos dados:
parimetros do modelo,
malha e condigdes de

¥

Completou as

Calculo do erro nos nds sub-iteragfes

COntoImo.
| | Calculo da sensibilidade da
" funcio objetivo
Metodo dos elementos finitos:
.| Montagem da matriz de rigidez
g calculo do deslocamento e _
tensdo nos pontos de Gauss. fm————— L Modelo substiftuto
¥
| |
I' | Programac3o linear sequencial I
: maodificada R :
¥ | Cileulo do limite da varidwvel [ |
| de projeto |
Cilculo da derivada tensdes I I
nos pontos de Gauss. : & :
: Atualizagio dos valores de :
I tensao e sensibilidade da I
| restricio global de tensio e da |
L4 : funcio objetivo. :
Interpolacio das tensdes e suas | l |
derivadas para os nos do : :
elemento. I Otimizagio por PL I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

A

Calculo da sensibilidade da Nio
restrigio de tensio global

Convergiu?

Fim

Figura 2.13 — Fluxograma do processo de otimizacao

S&o calculadas as sensibilidades da restricamdadelobal e da funcéo objetivo, em

relacdo a densidade, que séo utilizadas como enti@addigo de otimizacdo. Em seguida,
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inicia-se uma sub-rotina em que os limites de ganada densidade séo divididos em varias
partes menores, e o codilygprog do MATLAB é utilizado diversas vezes na mesma ¢aoa
Para a maioria dos casos avaliados, esse métodiindezacdo converge em poucas
iteracdes, geralmente menos de 5, entretanto, @iosamuitos elementos com densidade
intermediéria; sendo assim, o processo de otimiza&&ontinuado até que um numero

suficiente de elementos tenha sido removido datesé:.
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3 RESULTADOS

Nesta secao sao apresentados resultados para gasdo No primeiro caso é feita
uma breve comparacao da influéncia do uso do madistituto, e também da remocao de
elementos de baixa densidade em relagdo a n&agéib desses métodos.

No caso 2 é considerada uma estrutura com um ciwadende tensédo, mostrando o
desempenho da formulacdo em contornar esse tigindalaridade. Também é avaliado o
efeito do uso do estimador de erro sobre os refdias estruturas finais sdo comparadas com
as obtidas por outros autores.

Nos casos 3 e 4 sdo avaliadas estruturas em méssies.

3.1 Caso 1 - Placa

Nesta secdo sao testados diferentes valores paparasietros configuraveis, de
maneira a identificar a influéncia desses pararaatm processo de otimizacdo. Os valores
iniciais para a penalizacéo de densidade e dedarig&gados sdo baseados nos trabalho de
Silva [Silva, 2012] e Le [Let al.,2011]. A geometria e as condi¢des de contornazaths
para essa comparacao sao apresentadas na Figufarglb as dimensdées 20 mm x 20 mm x
1 mm, sendo que = 15N, E=1MPa, v = 03 € g, =10MPa .

A estrutura em duas dimensfes é simulada com ummadza de elementos na
espessura.

FVV

Figura 3.1 — Caso 1 — Geometria e condi¢cdes de tmno
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3.1.1 Avaliacao do uso do modelo substituto

Nesta secédo, vai ser comparado o desempenho idag#d do SLP juntamente com
limites méveis, e do SLP em conjunto com o modalmsstuto. Quando se utiliza o modelo
substituto, a variacdo da densidade entre as safiites pode ser bastante pequena, e 0 nUmero
de subiteracbes grande, portanto, o uso de limit@geis ndo traz nenhum beneficio ao ser
utilizado em conjunto com o modelo substituto.

Conforme apresentado nas sessOes anteriores, fdemgritas 6 metodologias
dependentes de pardmetros configurdveis empregadasmizacdo topoldgica. Para motivos

de comparacao os demais parametros sdo manticos @unforme a Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Caso 1 - Parametros utilizados

Descricao Parametro Valor
Penalizacdo de densidade intermediaria a ep 0Oe8
Filtro de densidade Rmax 1
Remocao de elemento de baixa densidade 1 8o N&o utilizado
Penalizacéo do tensor constitutivo n, 3
Penalizacao de tenséo n; 0,5
Medida global de tenséo 12

A Figura 3.1 mostra a estrutura final utilizandaa@aima das metodologias para o
processo de otimizacdo. E possivel perceber quesisturas finais apresentam alguma
semelhanca, porém é evidente que a estrutura atmideo uso do modelo substituto tem as

areas com presenca e auséncia de elementos bemafiaidas.

o
=

o
w

Densidade do elemento [%]
@

&
S

o
w
)

o
N1

[=]
-

SLP 0

SLP + modelo substituto

Figura 3.2 — Caso 1 — Comparacdao estrutura finaSLP x SLP + modelo substituo)
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Para comparacdo no Apéndice A hé figuras da estratostrando a densidade dos
elementos em cada iteragéo para os dois casosd@oamodelo substituto é considerado, a
estrutura ja tem sua forma definida apos a iter@@dmao tendo mudancas significativas nas
iteracOes seguintes. Ja aplicando o método SLPrda@afconvencional juntamente com o
método de limites moveis, mesmo com 50 iteracOeecpajue a estrutura ainda ndo convergiu
completamente para o resultado final, apresenthad@as mais grosseiras, com a densidade
bastante abaixo da maxima. A Figura 3.3 apresenteomparativo da convergéncia da funcéo

objetivo, evidenciando esse fator.

240

=== Funcao objetivo - SLP + modelo substituto
220

- Func¢do objetivo - SLP

200

180

160

140

Volume [mm?]

120

100

o
N
—
o
—
N

20 25 30 35 40 45 50

Iteragdo

Figura 3.3 — Caso 1 — Comparacao da convergéncia tluncao objetivo (SLP x
SLP + modelo substituo)

Comparando a evolugdo da tensdo maxima nodal eenuradlos casos, em relacéo a
restricdo aplicada, o uso do modelo substituto éamépresentou superioridade, visto que logo
nas iteracdes iniciais as estruturas geradas peitas as condi¢cdes impostas. A Figura 3.4

mostra a convergéncia da tensdo nodal maxima p#avasacasos.
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s Sigma VM nodal maximo - SLP + modelo substituto
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Figura 3.4 — Caso 1 — Comparacao da convergéncia tensao nodal maxima (SLP x
SLP + modelo substituo)

O tempo de cada iteracdo é praticamente o mesiimantio cada um dos métodos,
fica assim evidente que a utilizacdo do modelotgubs reduz significativamente o nimero de
iteracOes e consequentemente o custo computacimabidprando o desempenho do processo
de otimizacéo.

3.1.2 Penalizacio de densidade versus remoc¢ao de elementos de baixa densidade

Nesta secao é feita uma breve comparacgéo do deskoge utilizagdo do método de
remocao de elementos de baixa densidade, em opoaiameétodo de penalizacdo de
densidades. Os parametros considerados sdo conéofirabela 3.1, e em ambos os casos o
modelo substituto é empregado.

A Figura 3.5 mostra as formas das finais da estiatpara cada caso, Figura 3.6 a
evolucdo da maxima tensdo nodal de von Mises [zagd @eracdes iniciais, e a Figura 3.7 a

convergéncia da funcéo objetivo.
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Figura 3.6 — Caso 1 — Comparacao da convergéncia tensao nodal maxima
(penalizacéo de densidade x remocéao de elementos)
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=== Fun¢io objetivo - Remogdo de elementos

- Funcao objetivo - Penalizacdo de densidade

Volume [mm?]
"
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Figura 3.7 — Caso 1 — Comparacao da convergéncia tuncao objetivo (penalizagéo de
densidade x remocao de elementos)

Analisando as figuras anteriores percebe-se guala método de penalizacdo de
densidades intermediarias ou o de remocéao de elesnd® baixa densidade tém pouco impacto
na convergéncia da restricdo de tenséo, conforifguaa 3.6.

Ja quando a evolucdo da funcédo objetivo € compafidara 3.7, o método de
remocao de elementos de baixa apresenta vantagpgengdo uma estrutura final com volume
final cerca de 30% menor do que quando o métogmedalizacdo de densidade é empregado.
A maior parte dessa reducéo do volume é ligadataaie que a estrutura final apresenta barras
mais “finas”, com menos elementos na espessuraetAnto a ndo contabilizacdo dos
elementos de baixa densidade (>20%) no célculoudadb objetivo, ja que eles foram
removidos, também tem alguma relevancia.

Nesta comparacéo, o tempo de cada iteracao é cke der27 segundos utilizando o
método de penalizacéo de densidade. Sendo assiso@om penalizacdo de densidade levou
cerca de 11,5 minutos da iteracdo 1 até a 25cdamutilizando remoc¢éo de elementos a cada
iteracdo considera menos graus de liberdade ndosomulacdo, tendo reducdo no tempo
computacional a Figura 3.8. O método de remocaelataentos levou cerca de 4,2 minutos,

uma reducédo de 170% no tempo computacional.



46

==Tempo - Remocdo de elementos
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Figura 3.8 — Caso 1 — Tempo de processamento (pkracao de densidade x
remocao de elementos)

3.2 Caso 2 —"“L"

No segundo caso, vai ser avaliada uma geometriacomoentrador de tensao, de
forma a comprovar o uso da medida global de temsdcemocédo dessa singularidade. A
geometria e as condi¢des de contorno utilizadasapéesentadas na Tabela 3.2, sendo que
F=3N, E=IMPa, v=03 e ¢, =6MPa. Os demais parametros sdo mostrados na

Tabela 3.2.

100 mm

40 mm

100 mm

Figura 3.9 — Caso 2 — Geometria e condi¢bes de tmmno
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Tabela 3.2 — Caso 2 - Parametros utilizados

Descricao Parametro Valor
Penalizacdo de densidade intermediaria a ep N&o usado
Filtro de densidade Rmax 1
Remocao de elemento de baixa densidade 1 8o 0,95
Penalizacéo do tensor constitutivo n, 3
Penalizacao de tenséo n; 0,5

. . Malha 1 - 16
Medida global de tensdo P Malha 2 - 100

3.2.1 Malha 1

Primeiramente, avaliou-se esse caso consideranaimaenalha com 2475 elementos,
com as dimensdes aproximadas de 1,6 mm x 1,6 mémrh, e a norma utilizada, para medida
global de tenséo, 16. Os resultados da convergéaaiestricdo de tensdo sédo apresentados da
Figura 3.10; a distribuicdo de densidade estriinahé apresentada na Figura 3.11; e a tenséo
de von Mises nodal maxima de cada elemento é apeseena Figura 3.12.

16

Norma-p de sigma VM
1 = Sigma VM nodal maximo

1_1 \ e« eeee Restricdo

Tensio [MPa]
=

6

Iteragcdo

Figura 3.10 — Caso 2 — Convergéncia da restric&>=16

Observa-se que ha uma diferenca significativa enteesdo méaxima nodal e a medida
global de tenséo, apresentadas na Figura 3.10.dddme@lobal de tensédo apresenta valores

cerca de 30% mais elevados que a maxima tensab Bsda diferenca € corrigida através da
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normalizacdo da medida global de tensdo, confopresantado na secéo 2.3.5. Outra forma
de reduzir essa diferenga € aumentando o valoowmiaaap.
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Figura 3.11 — Caso 2 — Densidade dos elemenksl6

Pode-se verificar na Figura 3.11, que j& nas pramseb iteracbes, o efeito do
concentrador é suprimido com a formac¢éo de umatasdrcurva de alta densidade, que remove
a “quina” da estrutura.
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Figura 3.12 — Caso 2 —Tensé&o nodal maxiniRe16 , 2475 elementos

Interpretando os resultados obtidos para distrétmugte densidade da iteracdo 20, o

resultado final suavizado é a estrutura apresemadrgura 3.13.

Figura 3.13 — Caso 2 — Estrutura final suavizad®=16, 2475 elementos

Entretanto, avaliando-se as Figura 3.12 e em ctmjom a densidade dos elementos

na estrutura final, percebe-se que algumas segdestditura tém tensdo nodal méxima que
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respeita a restricdo e ao mesmo tempo elementdsrdgdade intermediaria na parte central
das barras. Isso indica que se nessas secdes mhtawhas elementos finitos for reduzida, a
densidade dos elementos nessas regides poderian@a concentrada, e ainda respeitar a
restricdo de tensdo, gerando barras mais finaso@diittro de densidade ja estd com o menor
valor possivel, e removendo-se o filtro, o processtaria mais suscetivel a instabilidade de
tabuleiro. Uma nova otimizag&o foi realizada naiee8.2.3 considerando uma malha mais

refinada.

3.2.2 Efeito do estimador de erro

Todos os resultados apresentados nesse traba#dw wggizando a metodologia de
estimar o erro da tensdo e somar esse erro aesenedais. De modo a avaliar o efeito do
emprego dessa metodologia sobre os resultados,so Zala viga em “L” foi simulado
novamente com 0s mesmos parametros apresentadesawmanterior. O Apéndice A, mostra
a variacao da densidade dos elementos na esteuta@a iteracao.

A Figura 3.14 apresenta as estrutura finais corane ¢ estimador de erro sendo
considerado. Percebe-se que as formas finaisméLeatsao semelhantes, entretanto a estrutura
que nao considerar o uso do estimador de erroapeemais barras do que a que considera.
As duas setas na figura indicam os pontos onde astBarras “extras”, na seta 1 a bifurcacéo
da barra ndo seria necessaria, e na seta 2 abatuas com densidade intermediaria poderiam

ser substituidas por apenas uma barra.
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Figura 3.14 — Caso 2 — Comparacao estimador de erP=16, 2475 elementos



51

A estrutura considerando o estimador de erro apt@seenos barras com densidade
intermediaria, visto que ambas respeitam as résgignpostas pode-se concluir que o uso do

estimador de erro tras beneficios a solucdo ddearab

3.2.3 Malha 2

Neste novo processo, foi considerada uma estratuma4100 elementos e se utilizou
um valor para norma-p mais elevado, de 100. No dijgém, € apresentada a distribuicao de
densidade da estrutura para as iteracdes de 1@b32rva-se novamente que o concentrador
de tenséao foi removido logo nas primeiras iteragcé@sprocesso convergiu sem dificuldades.

A Figura 3.15 apresenta a estrutura final integof@t com base nos resultados da
iteracdo 32. Conforme esperado a partir dos remdtda secdo 3.2.1 a estrutura ficou mais
“fina” em algumas regides. Analisando-se a Figui# Serifica-se que as tensées maximas nas
barras estdo agora mais préoximas da tensado-liféebém se percebe que o processo de
otimizacdo demorou algumas iteracdes a mais pargeogir, 0 que também seria esperado por

ter sido utilizado um valor mais elevado para nepna

Figura 3.15 — Caso 2 — Estrutura final suavizad®=100, 4100 elementos
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Figura 3.16 — Caso 2 — Tens&o nodal maxink=100, 4100 elementos

A Figura 3.17 apresenta a convergéncia da funcjetivd e a quantidade de
elementos da malha em relacdo a configuracao lin@@Eserva-se que proximo a iteracdo 10
houve um acréscimo no volume da estrutura. Analisaas figuras apresentadas no
Apéndice A, com a distribuicdo de densidade dauesa a cada iteracdo, percebe-se que
proximo a iteracdo 10 o processo de remocao desetesda malha formou um concentrador

de tenséo, que foi removido nas iteracdes subsaxpien
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Figura 3.17 — Caso 2 — Convergéncia da funcao obye P=100, 4100 elementos
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3.24 Comparacio dos resultados

O caso da viga em “L” é bastante estudado por stdgeautores, principalmente por
apresentar o concentrador de tensdo. Grande patiesdfio de otimizar esse caso é a remogao
dessa singularidade. A Figura 3.18 apresenta agfdtda estrutura final e nimero de itera¢des
necessarias obtidas por alguns autores, vale apqumeaalguns autores utilizaram a estrutura
com a forca aplicada no meio e outros na pontxtlareidade do “L”.

‘(
\?f \//

[LUO, 2014] [ZHANG 2014] [SILVA, 2012]
93 iteragdes 200 iteragOes 171 iteracOes
[XIA, 2012] [KAI, 2012] [GUO et al.,2011]
>800 iteracdes >300 iteracdes ~100 iteracoes
[EMMENDOERFER, 2011] [LE et al.,2010] [GUILHERME 2006]
>500 iteragbes 37 iteragOes N&o informado

Figura 3.18 — Resultados da otimizac&o da estrutarem “L” obtida por outros autores

Varios autores utilizaram formulacbes que conseguiremover o concentrador de
tensdo. Entretanto, a maioria dos processos dé&atfo levaram muitas iteragcdes para serem
concluidos. O trabalho de Le [let al.,2010] que, entre os apresentados na Figura 3438, é
que leva menos iteracdes (37), para chegar a wstriibal, utiliza o método das assintotas

moéveis para o processo de otimizacdo. No preseaibalho, a auséncia de material ndo &
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simulada com a utilizagdo de elementos de baixaidiete: os elementos sdo removidos da
estrutura. Sendo assim, o tempo computacionaluziaal consideravelmente.

A Figura 3.19 mostra essa reducao do tempo conipot@ara caso 2, com 4100
elementos na configuracéo inicial. A primeira itgra leva cerca de 220 minutos, e a iteracéo
32, cerca de 15 minutos, totalizando 56 horas.sSelementos nédo fossem removidos cada
iteracdo levaria cerca de 220 minutos. Entdo, preio-se que os resultados convergissem

com 0 mesmo numero de iteracdes, o processo deatifio teria levado 120 horas.

250

200
=150
z
5 100
50
0
0 5 10 15 20 25 30

Tteracdo

Figura 3.19 — Caso 2 — Tempo de processamefe100, 4100 elementos

3.3 Caso 3 - Caixa

O primeiro caso em 3 dimensdes avaliado € um dubdd nos 4 cantos inferiores,
com uma forca concentrada aplicada no centro a@asiagerior, conforme a Figura 3.20, sendo
F=40N, E=1MPa, v = 03 e g, = 4MPa . A forca esta aplicada igualmente nos 4 nés do
elemento no centro da face superior do cubo. Aiest esta discretizada em 3375 elementos
finitos. Os parametros utilizados no algoritmo denzacdo topoldgica sdo mostrados na
Tabela 3.3.



15 mm

15 mm

Figura 3.20 — Caso 3 —Geometria e condi¢des de tmno

Tabela 3.3 — Caso 3 - Parametros utilizados
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Descricao Parametro Valor
Penalizacdo de densidade intermediaria a ep N&o usado
Filtro de densidade Rmax 1
Remocédo de elemento de baixa densidade 1 o 0,95
Penalizag&o do tensor constitutivo n, 3
Penalizacdo de tensao n 0,5
Medida global de tensdo P 50

A Figura 3.21 mostra a estrutura final ap6s o teamo processo de otimizacdo. A
estrutura ndo viola a restricdo de tensao confquotue ser verificado na Figura 3.22 e a
guantidade de elementos é de 6% em relacdo aueatmicial, Figura 3.24.
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Figura 3.21 — Caso 3 —Estrutura final

Pode-se perceber que a estrutura final ndo é ctanpate simétrica, como seria
esperado pelas condi¢des de contorno aplicadagrsgavelmente se deve ao fato da estrutura
estar sendo representada por uma malha ndo miitad& Entretanto o elevado custo

computacional inviabiliza o maior refino da malha.
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Percebe-se também que o nimero de iteracdes negegsEda convergéncia no caso
em trés dimensdes foi significativamente superiornacessario para os casos em duas

dimensbes apresentadas anteriormente.
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Figura 3.22 — Caso 3 —Convergéncia da restricdo
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Figura 3.23 — Caso 3 — Convergéncia da funcéo obym



34 Caso 4 - Viga

O segundo caso em 3 dimensdes avaliado é uma miggstada, com uma forca
concentrada aplicada no centro de uma das aréstes, Iconforme a Figura 3.24 , sendo

F =300N, E=1MPa, v = 03 e g, = 3MPa . A estrutura esta discretizada em 4400 elementos

finitos. Os parametros utilizados no algoritmo dienzacdo topologica sdo mostrados na

Tabela 3.4.
13 cm
Figura 3.24 — Caso 4 —Geometria e condi¢gbes de tmno
Tabela 3.4 — Caso 4 - Parametros utilizados
Descricao Parametro Valor
Penalizacdo de densidade intermediaria a €p N&o usado
Filtro de densidade Rmax 1
Remocao de elemento de baixa densidade 1 o 0,95
Penalizagdo do tensor constitutivo n 3
Penalizacao de tensao n; 0,5
Medida global de tensdo P 50

A Figura 3.25 mostra a reducao do tempo de progesga e do numero de elementos
com o passar das iteracdes. Pode-se observar guenagas iteracdes levam mais de 2 horas,

e as iterac0Oes finais levam menos de 2 minutos.
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Figura 3.25 — Caso 4 —Tempo de processamento
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A Figura 3.26 mostra o grafico da convergéncia ekstricdo, percebe-se que a

convergéncia ndo é tdo suave, entretanto valensalique os valores da tensdo de von Mises

nodal méxima estéo variando a cada iteracao cer8&wdpara mais ou para menos do valor da

restricdo de 3 MPa. Essa variacao € consideradeepad aceitavel visto que a estrutura final

obtida ainda devera ser interpretada para apligagima.
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Figura 3.26 — Caso 4 —Convergéncia da restricao
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Ao fim de 80 iteraches a estrutura tem a formal fapeesentada na Figura 3.27. O
Apéndice A apresenta figuras com a distribuicaalelesidade na estrutura a cada iteracao.
Percebe-se que a estrutura nao ficou completaragnétrica como seria esperado, mas ficou
bastante proxima da simetria. Do mesmo modo conmemfoentado para o caso 3, isso se deve
muito provavelmente a malha pouco refinada.
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Figura 3.27 — Caso 4 —Estrutura final
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4 CONCLUSOES

No presente trabalho, foi implementada uma metgjimlpara otimizacdo topoldgica
com restricdo de tensdo para estruturas em tré&ndies. A maior contribuicdo ao problema
foi a implementacdo do modelo substituto, que @mtesi uma boa sinergia, ao ser utilizado
em conjunto com a norma-p como medida global dgiterisso se deve ao fato de que, com o
modelo substituto, € possivel rodar a SLP com uanegéo de densidade bastante pequena
entre as subiteracdes. Como nesse problema selexmi muitas varidveis (uma para cada
elemento) que influenciam uma U(nica restricdo (alid@e global de tensdo), usando-se
pequenas variacoes de densidade, obtém-se mamsgwenos resultados de cada iteracao,
refletindo em menos tempo para convergéncia etestgibem definidas.

Foi proposto um critério, para remoc¢do de elemetiéosialha, que apresentou bons
resultados e tem a vantagem de reduzir o tempo wacipnal para as iteracdes posteriores.
Esse critério de remocdo de elementos é utilizadosebstituicdo ao popular método de
penalizacdo de densidade, utilizado por muitosrastdEntretanto, vale mencionar que é
possivel que o sucesso da remocdo dos elementoslba esteja relacionado com o uso do
modelo substituto. O lado negativo do emprego desstedo é que ndo ha possibilidade de
recolocar os elementos removidos, a consequérssa @i que a funcdo pode convergir para
um minimo local ao invés de um minimo global.

O uso de um estimador de erro do método de eleménitms foi implementado com
o0 intuito de somar o erro a tensao calculada deeirean gerar estruturas mais reforcadas em
regibes em que a estimativa de erro do calcul@fossor. O uso do estimador de erro mostrou
resultados benéficos nos casos estudados, gersindtuegs que apresentam menos elementos
estruturais com densidades intermediarias.

Entretanto é importante lembrar que o estimadoerde de Zienkiewicz e Zhu é
usualmente empregado de forma qualitativa no refimonalhas, regides com maiores erros
receberiam mais elementos e regides com menosfiagam com menos elementos. O valor
absoluto calculado nem sempre vai estar quantdicaorretamente a magnitude do erro.

Quando o algoritmo foi utilizado para resolver @&, da viga em “L” com
concentrador de tensdo, apresentou bons resuadosmparado com os demais autores que
avaliaram o mesmo caso. Tendo removido com faddida concentrador de tensao, ja nas

primeiras iteracdes, e gerado a forma final daiestt em poucas iteracoes.
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Para os casos 3 e 4, que apresentam estruturagaprepte em trés dimensdes, com
multiplas camadas de elementos nas 3 dire¢desigaiac o cddigo demonstrou um bom
desempenho, gerando estruturas dentro dos liméeersdo admissivel e com um tempo
computacional aceitavel. Entretanto, o refino déhmé o grande problema para se obter bons
resultados com otimizag&o topoldgica em trés didens

Como exemplo, é possivel comparar o caso 2 cons® £a0 caso 2 sO teve uma
camada de elementos na espessura, sendo pratieaaneiias dimensdes, e foi discretizado
em 4100 elementos. Ja o caso 4 foi discretizadoapraximadamente 4400 elementos,
entretanto, tem 13 camadas na espessura, e caddacaomente cerca de 340 elementos. Fica
claro, que apesar de o numero total de elementssdais casos ser semelhante, pode-se
considerar que o caso 2 esta bem discretizado @ cpso 4 apresenta uma malha relativamente
grosseira.

Durante o processo de otimizagdo, muitas vezesldr@deatos com densidade
intermediaria na estrutura. Quando a estrutura esla suficientemente discretizada, os
elementos sdo relativamente grandes e, mesmo camidddes intermediarias, sao
responsaveis por uma parcela grande da cargaueatrsuportada e, por consequéncia,
influenciam significativamente na estrutura finako se percebe nos casos em trés dimensdes
avaliados, em que, pela geometria e condi¢des mterom aplicadas, era de se esperar que a
estrutura final fosse simétrica; entretanto, ela @&ompletamente simétrica. Sendo assim,
seriam esperados resultados melhores para os eastgs dimensdes, com a utilizacdo de
malhas mais refinadas; porém, o refino da malhaacam aumento do custo computacional

que ndo é suportado pelo equipamento disponivalgsmsimulacoes.

4.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Fundamentado nas conclusdes deste trabalho, ca gue a maior dificuldade no
processo de otimizacao topologica, é o tempo ccoewparial. Para tanto, as sugestdes para
trabalhos futuros séo no sentido de reduzir espadse, tornando o emprego do algoritmo
muito mais viavel.

Apesar de ter sido utilizado uma formulagdo simpsmsnente com interpolacdes
lineares, o emprego do modelo substituto mostrandgs beneficios no tempo computacional

e na qualidade dos resultados finais. Esforcosrdstudeveriam ser direcionados ao
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aprimoramento do modelo substituto. Podem-se dastiiis pontos que, se implementados,
teriam um impacto drastico na diminuicdo de tempaodaiculo das derivadas:

* Muitas vezes durante o processo de otimizacdms/atementos tém a mesma
densidade entre uma iteracdo e outra; sendo assimm gasto de
processamento, recalcular, a cada iteracdo, asadas relacionadas a esses
elementos, visto ja se sabe de anteméo que ogsalbtidos serdo os mesmos
ja calculados na iteracdo anterior. Levando-se esseeito ao extremo, as
tensbes e derivadas de todos os elementos podeegarsalculadas para
diversas densidades, como 95%, 85%, 75%, 65%o..método de modelo
substituto seria usado para interpolar para os dewadores de densidade.
Dessa maneira antes de iniciar-se a otimizacaaipropnte dita, seria criado
um “mapa” com as tensoes e derivadas calculadgapiagdes para chegar aos
valores intermediarios. Além de reduzir o tempo potacional, esse método
possibilitaria testar parametros para o modelo, cmnto mais facilidade e
rapidez, pois, desde que a geometria e condi¢coesnterno se mantenham as
mesmas, as derivadas e tensdes néo precisamaeuladas, e o processo de
otimizacao em si seria rapido.

» Outro fato que merece atencao é que, provavelmaies necessario calcular
a derivada da tensédo em todos os elementos, @im@pte quando utiliza-se
uma malha mais refinada. Por exemplo, consideraedoés elementos lado a
lado, pode-se calcular a derivada nos elementogx@osmos e interpolar o
valor para o elemento dentre eles. A Unica difiad&seria criar um modelo,
para corrigir a diferenca de densidade entre osazlos na derivada. O que
também traria uma reducao significativa do tempuomaacional.

Outras sugestdo para trabalhos futuros que tamleéianrs benéficas ao tema de
otimizacdo topologica e ndo sao relacionadas ditée a reducdo do tempo computacional
seriam:

O uso do estimador de erro em otimizagdo topologicatrou resultados
benéficos. Uma proposta futura, seria considertasoode estimadores de erro
mais robustos, que consiga estimar quantitativaenenierro maximo do
calculo da tensdo com maior precisdo. Uma sugestsge sentido, € de antes
de iniciar a otimizagao gerar uma malha bastafiteada de elementos finitos,
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e utilizar as tensbes calculadas nessa malha g@iraae o erro durante o
processo de otimizagéo.

Existem situacdes onde se requer que estruturateugiberentes tipos de
carregamentos nao simultaneos, ou seja, em certeento estaria sujeita a um
tipo de condicdes de contorno, e em outro a coedigd@ contorno diferentes.
Utilizando as duas condicbes simultaneamente drrantprocesso de
otimizacdo, ndo vai resultar necessariamente em astratura que suporte
cada condicado individualmente. Nesse sentido,radg@@presentada Fancello
e Pereira [Fancello, E.A. e Pereira, J.T., 2003]epser implementada para

lidar com multiplos carregamentos.
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APENDICE A

Este apéndice apresenta figuras com a variaca@msEddde nos elementos com o

passar das iteragOes para todos os casos avaliados.
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Caso 2 — Densidade dos elementos — Malha 1 — Gomaglor de erro...........ccoeeeeevveeeennnnn. 73
Caso 2 — Densidade dos elementos — MalNa 2.....ceeeveeiiiiiiiiiiiieeeeccee e 74
Caso 3 — Densidade dOS ElEMENTOS. .........ceeieeiiee e e st e a e 75

Caso 4 — Densidade dOS ElEMENTOS. . ... .. 76
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