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LEUCK FILHO, R. F. Avaliacao dos métodos SIMP e BESO de otimizacao topoldgica
de estruturas. 2015. 26. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia
Mecanica) — Departamento de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio Grande
do Sul, Porto Alegre, 2015.

RESUMO

Neste trabalho os métodos de otimizagao topoldgica de estruturas SIMP e BESO séo avalia-
dos de maneira quantitativa. A eficiéncia das solugdes numéricas é obtida por comparagéo
com resultados de expressdes analiticas para o peso 6timo de treligas planas. Curvas de efi-
ciéncia das solugdes numéricas em fungao da restricao de fragcdo de volume imposta foram
obtidas para malhas refinadas sucessivamente. Os métodos geraram topologias eficientes
na maioria dos casos avaliados, com uma exce¢do. O método BESO se mostrou incapaz
de obter solugdes eficientes para baixas fracées de volume e malhas pouco refinadas,
enquanto o método SIMP demostrou ser mais robusto.

PALAVRAS-CHAVE: otimizacao topoldgica, método SIMP, método BESO, método dos
elementos finitos.



LEUCK FILHO, R. F. Evaluation of SIMP and BESO methods for structural topology
otimization. 2015. 26. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia
Mecanica) — Departamento de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio Grande
do Sul, Porto Alegre, 2015.

ABSTRACT

This work features a quantitative evaluation of the SIMP and BESO methods of structural
topology optimization. The efficiency of numerical solutions is evaluated by comparison with
analytic results for least-weight plane trusses. Efficiency curves are obtained with regard
to imposed volume fraction for successively finer meshes. Both methods obtained efficient
solutions in most cases with one exception. The BESO method failed to achieve efficient
solutions for low volume fractions and coarse meshes while the SIMP method proved to be
more robust.

KEYWORDS: topology optimization, SIMP method, BESO method, finite elements method.



WN = =

3.1.1
3.1.2
3.2
3.3
3.4
3.4.1
34.2

4.1
4.1.1
41.2
4.2
4.2.1
422
4.3

SUMARIO

INTRODUCAO . . . .. .. . . ., 1
Objetivos . . . . . . . 1
REVISAO BIBLIOGRAFICA . . . . . . . . . . . . i 1
FUNDAMENTACAOTEORICA . . . ... ... .. .. ... .. ..., 2
Solucbdes exatas para otimizacao estrutural de trelicas . . . . . ... ... .. 2
Solugéo para a viga engastada com carga pontual na extremidade . . . . . . . . . . . .. 3
Solugéo para a viga simplesmente apoiada com carga aplicada na metade do comprimento . 4
Método SIMP de otimizacao topolégica . . . . . . ... ... ... ... .... 5
Método BESO de otimizagdo topologica . . . . . .. ... ... ... .. ... 6
Filtros para otimizagdo topolégica . . . . . . .. . . ... ... ... ... ... 7
Filtragem por convolugdo comafungdocone . . . . . . . . . . . . . . oo 7
Filtragem por aplicagdo da equacdo de Helmholtz . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 7
RESULTADOS EDISCUSSAO . . . . . . . ot 8
Método SIMP . . . . . . . e 8
Vigaengastada . . . . . . . . .. .. e e e e e e e e e e 8
VigaMBB . . . . . e e e e e e e e e e 9
Método BESO . . . . . . . . . .. e 9
Vigaengastada . . . . . . . . . . L e e e e e e e e e e 10
VigaMBB . . . . . e e e 10
Comparacao entre as topologias resultantes . . . . . . .. .. ... ... ... 10
CONCLUSAO . . . . . . .. . s 13
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . ... .... ...t uuiuunn.. 14
APENDICE A - PROGRAMA PARA CALCULO DO PESO OTIMO DA VIGA
DEMICHELL . ... ... ... ... . ... cuieue.. 16
APENDICE B — PROGRAMA PARA CALCULO DO PESO OTIMO DA VIGA
MBB . ........ ... e e e 17
APENDICE C - TABELASDERESULTADOS . . . . . ot v i i e e et 18

vi



1 INTRODUCAO

A fundamentagédo e o desenvolvimento de métodos mais eficientes de otimizagao
topolégica € de importancia para oferecer mais ferramentas de projeto a engenheiros.

O projeto de uma estrutura qualquer consiste em determinar onde, dentro de um espaco
determinado, sera utilizado material de forma a transmitir esforgos entre regides da fronteira
do sistema. Métodos de otimizacao topolégica podem ser aplicados de forma a se obter a
configuracéo e a proporgao 6tima dos elementos estruturais, servindo de base para um projeto
mais elaborado.

Métodos numéricos de otimizacao topologica vem sendo desenvolvidos desde o final
dos anos 80 (Rozvany, 2009) a partir da publicacao de Bendsge e Kikuchi (1988). Para uma
visdo geral dos métodos de otimizacao topoldgica sendo estudados e aplicados atualmente o
leitor é referido aos artigos de Rozvany (2001) e Sigmund e Maute (2013).

A validagao dos métodos de otimizagdo numérica é, em muitos casos, realizada apenas
por comparacao visual dos resultados obtidos para problemas simples com solu¢des analiticas
conhecidas (Rozvany e Sokot, 2014).

Neste trabalho, dois métodos de otimizacao topoldgica serédo avaliados de acordo com
a metodologia proposta por Rozvany (1998).

Os métodos serao avaliados para o problema da viga engastada com carga concentrada
na extremidade e para o problema da viga simplesmente apoiada. Ambos possuem solucao
analitica na forma de trelicas de Michell (Lewinski et al., 1994b; Lewinski et al., 1994a) que
serdo utilizadas para quantificar a eficiéncia das solugdes numéricas.

Neste trabalho serdo avaliados os métodos SIMP, implementado conforme Bendsge e
Sigmund (2003), e BESO, implementado conforme Huang e Xie (2010), que serao devidamente
apresentados nas segdes 3.2 e 3.3.

1.1 Objetivos

Avaliar a eficiéncia de métodos SIMP e BESO de otimizacao topolégica conforme a
metodologia proposta por Rozvany e Sokét (2014). O peso estrutural das topologias geradas
por cada método sera comparado com peso de solugdes analiticas para o mesmo valor de
flexibilidade.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Métodos de otimizacao topolégica de sélidos 2D vem sendo propostos desde o final
dos anos 80. Alguns pesquisadores disponibilizam codigos simples com implementagdes de
seus métodos de otimizagao para fins didaticos. Sigmund (2001) apresentou um programa em
linguagem MATLAB para otimizagao topoldgica usando o método SIMP. Andreassen et al. (2011)
apresentaram uma versao mais eficiente do programa, utilizando técnicas de vetorizagéo de
lacos. Apresentam também varias modificacdes possiveis para aplicar filtragem por convolugéao
ou pela equacédo de Helmholtz. Huang e Xie (2010, cap. 4) apresentam um programa em
linguagem Matlab baseado no cédigo de Sigmund (2001) para otimizagdo topoldgica pelo
método BESO.

A verificacdo quantitativa das topologias geradas por algoritmos de otimizagdo ndo cos-
tuma ser realizada. Lewinski et al. (1994a) validam seus resultados analiticos por comparacao
com o peso obtido por método numérico de otimizacao de trelicas e apresentam resultados
obtidos pelo método SIMP para fins de comparagéao visual das topologias.

Rozvany (1998) propde testes padréao para avaliar a performance de diferentes técnicas
de otimizacao topoldgica com base em solugdes analiticas de trelicas de Michell. Rozvany cita
os trabalhos de Lewinski et al. (1994b, 1994a) onde foram obtidas expressdes analiticas para o
peso 6timo de vigas engastadas e da viga MBB. Rozvany (2009) propde um procedimento para
verificar a qualidade de métodos de otimizacao topoldgica.

Quanto a técnicas de filtragem, Sigmund e Petersson (1998) avaliam problemas de
dependéncia de malha e padrdes de tabuleiro de xadrez em otimizagcao topoldgica e apresentam



um resumo dos métodos de mitigagdo. Bourdin (2001) apresentou prova matematica de que
a filtragem de densidades por convolugao gera um problema com solucao e obteve a funcao
objetivo e suas derivadas. Lazarov e Sigmund (2011) utilizam a equacédo de Helmholtz para
suavizar as densidades ou as sensibilidades como uma alternativa mais eficiente em termos
computacionais. Sigmund e Maute (2012), em nota, propdem um filtro de sensibilidades baseado
na elasticidade de segunda ordem de Ru e Aifantis (1993) e Askes et al. (2008). A elasticidade
de segunda ordem pode eliminar singularidades no campo de deformagodes e tensdes.

Rozvany (2009) aponta as qualidades e inconsisténcias dos métodos de otimizacéo to-
polégica mais populares. Sigmund e Maute (2013) comentam o estado atual de desenvolvimento
dos métodos de otimizagao topolégica mais importantes.

3 FUNDAMENTAGAO TEORICA

3.1  Solugdes exatas para otimizacao estrutural de trelicas

Nesta secdo serao reproduzidas as formulagdes para o calculo do peso estrutural 6timo
da viga engastada com carga na extremidade (Lewinski et al., 1994b) e da viga simplesmente
apoiada, também chamada de viga de Messerschmidt-Bélkow-Blohm (MBB) (Lewinski et al.,
1994a). Primeiramente devem ser definidas as fungdes

_ n/2 = (aﬁ)k
n/2
Gula )= (5) T2va) (3.2)
Fo(a, 8) = Z (=)™ Gamn(a, B) (3.3)
m=0
z(av, B) = Z(a, B) cos ¢ — yj(a, ) sin ¢ (3.4)
y(a,B) = Z(a, B) sing — y(a, ) cos ¢ (3.5)
onde a e 3 sdo coordenadas curvilineas, z e y sao fungdes que mapeiam (a, 3) para (x,y) e
6=8-a.
O peso 6timo adimensional ® é dado por
D= Do 0
O = dg Boh (3.6)

onde ®g é o peso estrutural 6timo para uma restricao de tensdao nos membros, oy é a tensao
admissivel, P é a carga aplicada, p é o peso especifico do material da treliga. 4 sera definido
para cada caso.

O peso estrutural pode ser expresso em termos de restricdo na flexibilidade estrutural
C (compliance), conforme Rozvany (1998)

2

_ 00 F2

onde E é o modulo de Young do material. Definindo ® 5 = pV como sendo o peso estrutural
obtido de uma solucédo numérica com flexibilidade estrutural C, a eficiéncia do método numérico
pode ser definida, segundo Rozvany e Sokét (2014), por

_ %c

Env =
N@N

(3.8)

A eficiéncia Ey varia de 0 a 1, com valores proximos de 1 indicando um método eficiente
de otimizagao topoldgica.



Figura 3.1 — Curva de eficiéncia de método numérico de otimizagéo topoldgica. Fonte: Rozvany
e Sokot (2014)

Segundo Rozvany e Sokét (2014), a eficiéncia deve ser avaliada para malhas sucessi-
vamente mais refinadas, para um intervalo de fracées de volume e extrapolada para fragéo de
volume tendendo a zero (f, — 0). A curva de eficéncia sugerida por Rozvany e Sokét (2014) é
reproduzida na figura 3.1. O valor da assintota horizontal de Ey com f, — 0e N — oo deve
ser usado para comparar diferentes métodos de otimizagao topoldgica.

3.1.1 Solucéo para a viga engastada com carga pontual na extremidade
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Figura 3.2 — Peso adimensional em funcdo do comprimento adimensional da viga engastada.
Fonte: Lewinski et al. (1994b).

A solucao analitica para o peso 6timo ®g da viga engastada com carga na extremidade



(Lewinski et al., 1994b) sujeita a uma restricao de tensao nos membros é

b = Pwp/oy (3.9)

%:(L+%M%m¢w+&ﬂthw—%a—@Gda—&a+9) (3.10)

—4(a+1)Gi(a—0,a+0) —2(a+0)Ga2(a—0,a+0) + 4F (o — 0, + )

onde h é a altura da viga no engaste. Para que a viga considerada tenha os lados paralelos no

comprimento deve ser utilizado ¢ = 7.

A equacédo 3.10 é vélida para a regido DJ (figura 3.2). As solucbes para vigas mais
curtas (regidao AD) n&o seréo reproduzidas aqui. Para determinar o comprimento L da viga
deve-se usar as equagdes 3.4e 3.5coma=0¢e

i(aaﬁ)/h: [FI(OZ)ﬂ) —|—F2(B,OZ) _Fl(a_9,6+0) —FQ(Q—H,B—FH)
—F3(B—0,a+0) — F3(8—06,a+0)]/v2
y(a, B) = 2(B, @) (3.12)

h
L:§+¢§I} (3.13)

Na figura 3.2, L = L/h é o comprimento adimensional da viga (ou sua razao de aspecto).

(3.11)

3.1.2 Solucgao para a viga simplesmente apoiada com carga aplicada na metade do compri-
mento

1.56431 r

B D N
. A
T
1 M S
-y (a)

®  39.25304

(b)
Figura 3.3 — Peso adimensional em fungcao do comprimento adimensional da viga MBB. Fonte:
Lewinski et al. (1994a).



A solucao analitica para o peso 6timo ®¢ da viga MBB (Lewinski et al., 1994a) sujeita a
uma restricao de tensdo nos membros é

O = Puyp/og (3.14)
Go(a, o) + 2F5 (o, o), a € (0,0
uz/r = ¢ Gola, ) + 2Fs(a, o) + 40[Gs(a — 0, + 0) — G1(a — 0, + 0)] (3.15)
+4[3G2(a — 0,0 + 0) — 4F» (v — 0, + )], a € (6,20

onde h = r (mostrado na figura 3.3) e ¢ = 7 deve ser utilizado para considerar uma viga de
lados paralelos ao longo do comprimento.

Para determinar o comprimento adimensional L = L/h da viga deve-se usar as equa-
¢cbes3.4e35coma=p5e

i’(&,ﬂ)/T:FQ(67O¢>—FQ((X,B)—FFQ(OJ—Q,IB—FQ) FQ(B 9,0(+0) (316)
—Fy(a—0,8+0)+ Fy(B—6,a+0) '
y(la,B)/r = Fi(B,a) — F3(e, B) + F3(a — 60,6+ 0) — F1(B — 0,a + 0)
(3.17)
—F5(a—0,840)+ F3(6 —0,a+0)
L=y (3.18)

3.2 Método SIMP de otimizacao topologica

O método Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) sera apresentado nesta
secao. O dominio de projeto é discretizado por elementos quadrilateros regulares e é empregada
uma abordagem baseada em densidade para a otimizacao topolégica. Cada elemento e tem
uma densidade z. associada que define seu moédulo de elasticidade E. conforme a equacgao
3.19.

E. = Epin + 22(Ey — Emin), e € [0,1] (3.19)

onde Ey é o médulo de Young do material, E,,;,, € um valor minimo para o médulo de elasticidade
e p € um fator de penalizagao de densidades intermediarias. O valor minimo do médulo de
elasticidade serve para evitar que a matriz de rigidez do sistema se torne singular, conforme
proposto por Sigmund (2007).

Deseja-se encontrar a distribuicdo 6tima de material no dominio de projeto, respeitadas
as restricoes ao volume total e as variaveis de projeto. A definicao formal do problema de
otimizag&o segue:

N
minimizar : C(x) = u/ Ku = Z E.(z.)ul Kou,
e=1
sujeitoa : V(x)/Vr = f, (3.20)
Ku=f
0<z, <1

onde C(x) é a flexibilidade, K € a matriz de rigidez elementar, u é o vetor de deslocamentos,
V(x) é o volume estrutural, V é o volume total do dominio de projeto e f, € a fragado do volume
total do dominio. As sensibilidades elementares sdo dadas por

oC

) = pxg_l (EO - Emin)uZKoue (321)
Te

oV

B = Ve (3.22)

onde foram considerados elementos de tamanho unitario de forma que v, = 1.



Para o problema de minimizacéo da flexibilidade estrutural com restricdo no volume,
varias metodologias de otimizagdo chegam a resultados satisfatérios, conforme apontado por
Sigmund e Maute (2013). Neste estudo serd utilizado o método do critério de otimalidade
(Optimality Criteria) (Bendsge e Kikuchi, 1988) para atualizar os valores do vetor de variaveis
de projeto a cada iteragao.

max(0, x, —m) se B! < max(0,z, —m)
zp® = ¢ min(1, z, + m) se B! > min(l,z, —m) (3.23)
T Bl outros casos
_oc
B, = gk (3.24)
OTe

onde n é 1, \ é o multiplicador de lagrange que deve ser determinado por método iterativo de
forma a respeitar a restricdo de volume e m(= 0,2) é o limite de movimentacao por iteragao.

O critério de convergéncia utilizado é

2% — 281 < 0,02 (3.25)
para todos os elementos do dominio, onde k£ é o nimero da iteracao.

O problema descrito pelas equacdes 3.19, 3.20 e 3.21 leva, contudo, a problemas como
dependéncia de malha dos resultados e padrdes de tabuleiro de xadrez na topologia gerada.
Sigmund e Petersson (1998) analisam diversos métodos que foram desenvolvidos para tentar
resolver estes problemas. Métodos de filtragem do campo de densidades e/ou sensibilidades
séo popularmente empregados e de custo computacional relativamente baixo.

Neste trabalho as rotinas de Matlab para otimizagéo pelo método (SIMP) apresentadas
por Andreassen et al. (2011) serao utilizadas e adaptadas para realizar otimizacao pelo método
BESO.

3.3 Método BESO de otimizacgao topoldgica

Inspirado em conceitos de evolugao biolégica, o método Bi-directional Evolutionary
Structural Optimization (BESO) ordena os elementos do dominio em fungdo de uma medida de
eficiéncia e remove os elementos menos eficientes até atingir o volume alvo.

No método BESO, parte-se de uma configuracéao inicial (usualmente considerando-
se 0 dominio de projeto inteiro sélido) a partir da qual as sensibilidades sédo calculadas e
ordenadas. A cada iteragdo uma fragéo er(= 0,02) dos elementos com menor sensibilidade
sao trocados por vazios até que se atinja a restricao de volume. Nas iteragcdes subsequentes
as sensibilidades continuam sendo calculadas e ordenadas de modo que elementos retirados
podem ser restituidos se suas sensibilidades forem maiores que a de elementos sélidos.

No presente trabalho, o0 método BESO foi implementado de acordo com a formulagao
apresentada por Huang e Xie (2010, cap. 4), adaptada para a relacdo densidade-rigidez
apresentada na equacao 3.19. Ao utilizar interpolacao de material com penalizagdo, 0 método
BESO pode ser considerado um caso particular do método SIMP onde as densidades x. podem
assumir somente valores discretos (Sigmund e Maute, 2013). No caso de otimizacao topolégica
com somente um material solido, z. € {0, 1}.

O critério de convergéncia utilizado é

‘2?21 Cr1—i — 301 Crsi1-4
S0t Cri—i

onde C}, é a flexibilidade estrutural obtida na k-ésima iteragao.

< 0,005 (3.26)



3.4 Filtros para otimizacao topolégica
3.4.1 Filtragem por convolugdo com a fungéo cone

A utilizagao de filtros em otimizacao topolégica em geral tem por objetivo evitar a forma-
¢ao de padrdes de tabuleiro de xadrez e limitar o tamanho minimo dos membros estruturais.
Filtros aplicados para melhorar os resultados dos métodos de otimizacdo podem ser aplicados
ao campo de densidades z. ou ao campo de sensibilidades chCe-

O filtro de densidades por convolugdao com a funcao cone é comumente empregado. A
funcao cone é dada por

Hei(rmin) = max(0, Tmin — Tei) (3.27)

onde i, € 0 raio de aplicagao do filtro e r.; € a distancia entre os centros dos elementos ¢ e .
Para suavizar as densidades aplica-se

> Hew;

. ieN.

P
¢ Z Hei
1€ Ne

(3.28)

onde 7. é a densidade filtrada do elemento e N, é o conjunto de elementos em um raio 7,,;, em
torno do elemento e. As sensibilidades devem ser calculadas a partir das densidades filtradas,
pela aplicagédo da regra da cadeia, conforme descrito por Andreassen et al. (2011).

Filtros suavizadores podem ser aplicados ao campo de sensibilidades. Para suavizar as
sensibilidades por convolugéo aplica-se

A E Heimiﬁ
oC . iE€EN, Oze

0z, max(y,ze) Y. He
1€ Ne

(3.29)

onde v (= 10~3) é usado para evitar divisdo por zero (Andreassen et al., 2011).

3.4.2 Filtragem por aplicacdo da equacgao de Helmholtz

A filtragem por aplicacdo da equacao de Helmholtz, apresentada por Lazarov e Sigmund
(2011), promete maior eficiéncia computacional em casos de otimizacao topoldgica com muitos
elementos e raio de filtragem r,,,;,, abrangendo muitos elementos pois ndo necessita informagoes
de vizinhanga de cada elemento. A equagao de Helmholtz aplicada ao campo f gera o campo
suavizado f:

f=rtanVf=f (3.30)

com condicao de contorno de Neumann

of _

5o =0 (3.31)

Para filtrar as sensibilidades, utiliza-se f = %3708- O filtro é aplicado resolvendo-se a
equacgao 3.30 com o0 método dos elementos finitos, aproveitando-se a malha utilizada para a
analise estrutural. Segundo Lazarov e Sigmund (2011), a condigao de contorno de Neumann
(eq. 3.31) é automaticamente atendida ao se utilizar elementos de primeira ordem.

Segundo Sigmund e Maute (2012) a aplicacao do filtro de Helmholtz as sensibilidades
equivale a considerar um problema de elasticidade suavizada por gradiente (elasticidade ndo-
local) ao invés do problema da elasticidade classica. A lei constitutiva da elasticidade classica é

Oij = Cijki€hy (3.32)

onde o;; e €f; sao, respectivamente, as tenstes e deformagdes e c;ji,; € 0 tensor constitutivo.
Para obter as deformacdes suavizadas de acordo com a teoria da elasticidade nao-local basta



aplicar o operador de Helmholtz nas deformagdes ¢ = (1 — r2V?)e9 de forma que a equacéo
3.32 se torna

0ij = Cijhi(ly = €0 mm) (3.33)

Esta formulagdo pode ser extendida para a aplicagdo da equacado de Helmholtz ao
campo de energia de deformagao da estrutura. A equacao de Helmholtz também pode ser
resolvida separadamente para cada componente do campo (Askes et al., 2008).

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os métodos SIMP e BESO foram avaliados para os problemas apresentados na se¢ao
31comL =3, E =1, Epip, = 10°% v =0,p =3, P =1e p = 1. Foram utilizadas
malhas retangulares compostas de elementos de estado plano de tensdes quadrados bilineares
de quatro nés. Os elementos tem tamanho unitario. As malhas utilizadas tem as seguintes
configuragdes:

a) 90 por 30 elementos;

b) 150 por 50 elementos;
240 por 80 elementos;
300 por 100 elementos;
390 por 130 elementos.

c
d
e

~— — — ~—

Para a filtragem aplicou-se r,,,;;, = 1,59 em todos os casos, de forma que 7,,;,/h se
torna progressivamente menor conforme mais elementos sdo utilizados no dominio. Assim,
tabuleiros de xadrez sao suprimidos e solugdes mais préximas das trelicas analiticas sao
possiveis para uma malha suficientemente refinada.

As solucdes analiticas para trelicas planas consideram membros em estado uniaxial de
tensdes e o0 volume das interse¢des dos membros é considerado insignificante. Por este motivo,
o coeficiente de Poisson v = 0 recomendado por Rozvany e Sokét (2014) é utilizado nos testes
realizados.

A flexibilidade estrutural final, calculada ap6s a convergéncia do processo de otimizagao,
foi avaliada com p = 1 de forma a evitar que os elementos cinzentos obtidos no método SIMP
tivessem sua rigidez subestimada.

As equacles apresentadas na secao 3.1 foram utilizadas para determinar o peso
estrutural 6timo. Para o problema da viga engastada com L = 3, deve-se usar o = 3 =
1,39272760 para obter ® = 13,5972. A viga MBB com L = 3tem o = § = 1,88701752 e & =
14,09367. Os valores de « para outros comprimentos adimensionais L devem ser determinados
por métodos iterativos.

Funcgdes para o célculo do peso estrutural 6timo ® para restricdo no valor da flexibili-
dade estrutural foram elaboradas em Octave (Eaton et al., 2014). As funcdes desenvolvidas
(compativeis com Matlab) sdo apresentadas nos apéndices A e B. As tabelas com as eficéncias
obtidas para cada caso sao apresentadas no apéndice C.

4.1 Método SIMP
4.1.1 Viga engastada

A figura 4.1 mostra a curva de eficiéncia obtida com o método SIMP com filtragem por
convolugao. A eficiéncia da otimizacdo com a malha mais refinada (390x130) e a menor fragao
de volume utilizada (f, = 0,2) foi Ex = 0,836. A curva de eficiéncia deste método se mostrou
pouco sensivel a quantidade de elementos utilizada. Nao é possivel observar a convergéncia
das eficiéncias com f, — 0.

Na figura 4.2 estao as eficiéncias obtidas para otimizacoes realizadas com filtragem
de sensibilidades através de aplicagao da equacao de Helmholtz. A eficiéncia obtida para a
malha de 390x130 com f, = 0,2 € Ex = 0,853. A curva de eficiéncia para a malha menos
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Figura 4.1 — Eficiéncia do método SIMP para o problema da viga engastada com filtragem por
convolucao.
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Figura 4.2 — Eficiéncia do método SIMP para o problema da viga engastada com filtragem de
Helmholtz.

refinada (90x30) parece ter convergido para o valor limite de En ~ 0,834, o que pode ter sido
causado pelo fato de que para um mesmo valor de r.,,;;, a filtragem de Helmholtz atua em mais
elementos do que a filtragem por convolugcdo com a equacéo 3.27.

4.1.2 Viga MBB

A figura 4.3 mostra a curva de eficiéncia obtida com o método SIMP com filtragem
por convolugdo e a figura 4.4 apresenta as curvas para o método SIMP com filtragem das
sensibilidades por aplicacao da equagao de Helmholtz.

4.2 Método BESO

O codigo MATLAB apresentado por Andreassen et al. (2011) para otimizagao topoldgica
pelo método SIMP com filtragem por convolucéo foi modificado pelo autor do presente trabalho
de forma a utilizar o método BESO, mantendo a técnica de filtragem por convolugdo. As
modificagdes feitas implementaram o critério de atualizagao das varidveis de projeto e o critério
de convergéncia de Huang e Xie (2010), conforme apresentado na secao 3.3. O parametro
er = 0,02 foi utilizado.
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Figura 4.3 — Eficiéncia do método SIMP para o problema da viga MBB com filtragem por
convolugao.
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Figura 4.4 — Eficiéncia do método SIMP para o problema da viga MBB com filtragem de
Helmholtz.

4.2.1 Viga engastada

Na figura 4.5 pode-se observar que o método BESO apresenta resultados inconsistentes
para malhas grosseiras e pequenas fragdes de volume, quando comparado aos resultados
do método SIMP com a mesma técnica de filtragem. A geometria obtida para f, = 0,2 com a
malha de 240x80 elementos apresentou uma eficiéncia baixa, de Ex = 0,491.

A eficiéncia obtida com a malha de 390x130 para f, = 0,2 foi Ex = 0,804.

4.2.2 Viga MBB

As topologias obtidas pelo método BESO para o problema da viga MBB também
apontam dificuldades do método em lidar com malhas grosseiras. A figura 4.6 mostra uma
queda vertiginosa na eficiéncia das topologias obtidas com as malhas de 90x30 e 150x50
conforme f, — 0. Isto indica uma deficiéncia do método, independente da escolha do problema.

4.3 Comparagao entre as topologias resultantes

As topologias obtidas para a viga engastada com filtragem por convolugéo e f, = 0,2
através dos métodos SIMP e BESO sao apresentadas na figura 4.7 e suas eficiéncias sao
apresentadas na tabela 4.1.

As topologias obtidas pelo método SIMP para a viga engastada mostraram pouca
sensibilidade ao refino de malha. Apenas para a malha de 90x30 elementos a topologia gerada
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Figura 4.5 — Eficiéncia do método BESO para o problema da viga engastada com filtragem por
convolucao das sensibilidades.
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Figura 4.6 — Eficiéncia do método BESO para o problema da viga MBB com filtragem por
convolucao das sensibilidades.

diferiu significativamente das solu¢des obtidas com malhas mais refinadas. As eficiéncias das
solugdes obtidas com as malhas de 90x30 e 390x130 sdo pouco menores que as eficiéncias
para malhas intermediéarias.

No caso da viga MBB o método SIMP obteve eficiéncias decrescentes com o refino
da malha. A eficiéncia da solugdo com 90x30 elementos é 5,4% maior do que a eficiéncia da
solugéo para 390x130 elementos. Este fendmeno foi explicado por Rozvany e Sokdt (2014) e é
causado porque malhas grosseiras aumentam o erro de discretizacdo de forma a aumentar
a rigidez da estrutura, diminuindo a flexibilidade estrutural. Este problema pode ser evitado
utilizando-se sempre a mesma malha e variando apenas a quantidade de elementos represen-
tados por cada variavel de projeto, e.g. quatro elementos adjacentes com suas densidades
representadas pela mesma variavel de projeto.

No método BESO, as topologias obtidas apresentam grande sensibilidade ao numero de
elementos usados para discretizar o dominio e os valores de eficiéncia das solugées convergem
de forma erratica com o refino de malha. Este problema parece ndo se manifestar para fragées
de volume maiores (f, > 0.5).

Rozvany e Sokét (2014) explicam que para baixas fragées de volume é esperado que
haja uma repentina queda na eficiéncia das solugdes obtidas com malhas grosseiras a medida
que nao é mais possivel representar uma estrutura eficiente. O método BESO, em funcgao de
sua formulagao discreta apresenta grandes dificuldades em obter solugdes eficientes nestes
casos. O mesmo fendmeno ndo se manifestou para o método SIMP
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Figura 4.7 — Topologias obtidas para f, = 0,2 pelos métodos SIMP e BESO com filtragem por
convolucao das sensibilidades. Viga engastada de Michell.

Tabela 4.1 — Eficiéncias obtidas com f, = 0,2 e filtragem por convolugéo.

Michell MBB
elementos SIMP BESO SIMP BESO

90x30 0.835 0.612 0.818 0.419
150x50 0.844 0.709 0.807 0.502
240x80 0.849 0.491 0.797 0.724

300x100 0.849 0.778 0.794 0.778
390x130 0.836 0.804 0.776 0.798

A eficiéncia das solugdes obtidas pelo método SIMP foram em geral mais altas do que
as obtidas pelo método BESO mesmo nos casos nao problematicos. Pode-se argumentar que
os valores dos critérios de convergéncia utilizados neste trabalho forcaram o método SIMP
a obter resultados consistentemente melhores que os do método BESO. Nao foi estudado o
impacto dos valores de critério de convergéncia utilizados para cada método sobre a eficiéncia
das solucdes obtidas neste trabalho.

Porém, Sigmund e Maute (2013) criticaram o critério de convergéncia do método BESO
por somente detectar quando o algoritmo de otimizagéo entrou em um estado oscilatério e em
alguns casos interromper a otimiza¢ao prematuramente logo apos atingir a fragdo de volume
desejada. Este pode ter sido o caso da topologia obtida pelo método BESO no problema da
viga engastada com f, = 0,2 e malha de 240x80 elementos (Figura 4.7).

Rozvany (2009) observa que a fungéo objetivo no método BESO tem a tendéncia de
estagnar assim que o volume alvo é atingido.
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5 CONCLUSAO

Os testes realizados avaliaram a eficiéncia das topologias geradas pelos métodos
SIMP e BESO para diferentes frac6es de volume e quantidade de elementos. Todos os outros
parametros foram mantidos constantes.

O método SIMP apresentou resultados consistentes para os dois casos estudados.
Houve pouca variacao da eficiéncia das solugcbes com o refino da malha. A eficiéncia das
solugdes aumenta conforme f, — 0 (sem apresentar sinais claros de convergéncia no intervalo
avaliado).

O método BESO demonstrou convergir para solugées ineficientes em casos com f,
pequeno e malha pouco refinada. Com as malhas mais refinadas o método ndo obteve valores
de eficiéncia das solucdes significativamente diferentes do método SIMP e também nao apre-
sentou sinais claros de convergéncia para um valor limite de eficiéncia. O critério de atualizagao
das variaveis de projeto no método BESO pode néo ser adequado. Para fragées de volume
maiores os dois métodos apresentaram resultados similares.

Para trabalhos futuros, sugere-se avaliar outros métodos de otimizacao topoldgica
de estruturas. A metodologia utilizada neste trabalho permite a comparag¢ao entre métodos
dissimilares. Pode-se também avaliar a eficiéncia dos métodos para otimizagao a partir de uma
geometria inicial arbitraria, pois alguns métodos podem se mostrar eficientes nas primeiras
iteracdes a partir de um campo de variaveis de projeto uniforme mas conforme a topologia fica
mais definida passam a apresentar dificuldades de convergéncia. Outro ponto a ser estudado
€ a quantidade de iteragcdes necessarias para a convergéncia em cada método. Ainda outra
possibilidade é a avaliacdo dos métodos utilizando-se elementos de ordem mais alta, por
exemplo quadraticos. Assim seria possivel avaliar os métodos sem a necessidade de aplicagao
de filtros as densidades ou sensibilidades.
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APENDICE A — PROGRAMA PARA CALCULO DO PESO OTIMO DA VIGA DE MICHELL

Rotina em Octave que calcula o peso estrutural 6timo de uma viga engastada com

carga concentrada na extremidade (viga de Michell).

=
=

function phic exact_cantilever (h,Lb, c)

phic is the optimal weight of the michell type truss
h is the cantilever’s height at the fixed end

Lb is the beam’s length

c 1s the compliance constraint

oo oo op op

%% ANALYTICAL MICHELL CANTILEVER %%
% egn 3 lewinski 1994

I = @(n,a,b) besseli(n,2xsqrt (axb));

% egn 1 lewinski 1994

G = @(n,a,b) (a/b).”~(n/2).%xI(n,a,b);

% eqgn 2 lewinski 1994

F = @(n,a,b) sum((-1).7(0:42) .xG (2% (0:42)+n,a,b));

% eqgn 162 lewinski 1994
wh = @(a,t) (1+2%xa)xG(0,a,a)+2xaxG(l,a,a)-2x(a-t)=*G(0,a-t,a+t)
—4x (a+l)*G(l,a-t,a+t) -2 (a+t)*G(2,a-t,a+t)+4*xF(1l,a-t,a+t);

% egn 138 lewinski 1994

xbarh = @(a,b,t) (F(l,a,b)+F(2,b,a)-F(l,a-t,b+t)
-F(2,b-t,a+t)-F(2,a-t,b+t)-F(3,b-t,a+t)) /sqrt (2);
eqgn 139 lewinski 1994

barh = @(a,b,t) xbarh(b,a,t);
eqn 50 lewinski 1994

phi = Q@(a,b) b-a;

% egn 54 lewinski 1994

xy = @(a,b,t) [cos(phi(a,b)) sin(phi (a,

oo

oo

)) ;—sin(phi (a, b))

b));
cos (phi(a,b)) ]\ [xbarh(a,b,t);ybarh(a,b,t)];
al = 0.7853; a2 = 1.5708;
while (a2-al)>1le-10
amid = .5« (al+a2);
Lbar = .5+sgrt (sumsqg(xy (amid,amid,pi/4)));
if ILbar > Lb/h
az = amid;
else
al = amid;
end
end
fprintf (' \n\tMichell _cantilever:\nNon-dimensional_Length_ (L/h):\t%10.8f’, Lbar)
fprintf (' \nNon-dimensional Struct._Weight:\t%9.5f\n’,wh (amid,pi/4))
fprintf ('alpha: %$10.8f\n\n’, amid)
phic = (hxwh(amid,pi/4))"2/c;
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Rotina em Octave que calcula o peso estrutural étimo de uma viga simplesmente

apoiada com carga concentrada na metade do comprimento (viga MBB).

function phic = exact_mbb (r,Lb,c)

a}

phic is the optimal weight of the mbb beam
r is the beam’s height

Lb is the beam’s length

c 1s the compliance constraint
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I = @(n,a,b) besseli(n,2xsqrt (axb));
% egn 1 lewinski 1994

G =Q@(n,a,b) (a/b).”(n/2).xI(n,a,b);

% eqgn 2 lewinski 1994

F = @(n,a,b) sum((-1) .7 (0:42) .«G (2%« (0:42)+n,a,b));

% eqn 273 lewinski 1994

uxr = Q(a,t) G(0,a,a)+2xF(2,a,a)+4+t+(G(3,a-t,a+t)
-G(l,a-t,at+tt)) + 4% (3xG(2,a-t,a+t)—-4«F(2,a-t,a+t));

% egn 259 lewinski 1994

xbarr = Q@(a,b,t) F(2,b,a)-F(2,a,b)+F(2,a-t,b+t)
-F(2,b-t,a+t)+ F(4,b-t,a+tt)-F(4,a-t,b+t);

% egn 260 lewinski 1994

ybarr = @(a,b,t) F(l,b,a)-F(3,a,b)+F(3,a-t,b+t)
-F(l,b-t,a+t)+ F(3,b-t,a+t)-F(5,a-t,b+t);

% egn 50 lewinski 1993

phi = @(a,b) b-a;

% egn 54 lewinski 1993

xy = @(a,b,t) [cos(phi(a,b)) sin(phi(a,b));-sin(phi(a,b))

cos (phi(a,b)) ]\ [xbarr(a,b,t);ybarr(a,b,t)];

al = 0.5; a2 = 3;
while (a2-al)>1e-10
amid = .5 (al+a2);
Lbar = xy(amid, amid,pi/2) (2);
if Lbar > Lb/r
a2 = amid;
else
al = amid;
end
end
fprintf (' \n\tMBB_beam: \nNon-dimensional Length (L/r):\t%4.2f’,Lbar)
fprintf (' \nNon-dimensional Struct._Weight:\t%9.5f\n’,uxr (amid,pi/2))
fprintf ('alpha:_%$10.8f\n\n’,amid)
phic = (r*uxr(amid,pi/2))"2/c;



APENDICE C — TABELAS DE RESULTADOS

Tabela C.1 — Eficiéncia das solucdes para a viga de Michell obtidas pelo método SIMP.

fo 90x30 150x50 240x80 300x100 390x130
0.800 0.628 0.625 0.622 0.623 0.620
0.750 0.651 0.646 0.643 0.643 0.642
0.700 0.674 0.668 0.666 0.665 0.665
0.650 0.697 0.690 0.687 0.687 0.686
0.600 0.720 0.711 0.709 0.708 0.706
0.550 0.737 0.733 0.730 0.729 0.727
0.500 0.749 0.755 0.749 0.749 0.743
0.450 0.769 0.768 0.768 0.764 0.760
0.400 0.791 0.785 0.789 0.783 0.778
0.350 0.808 0.811 0.807 0.803 0.795
0.300 0.825 0.828 0.826 0.821 0.813
0.250 0.830 0.840 0.840 0.837 0.826
0.200 0.835 0.844 0.849 0.849 0.836
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Tabela C.2 — Eficiéncia das solugdes para a viga de Michell obtidas pelo método SIMP com

filtro de Helmholtz.

fo 90x30 150x50 240x80 300x100 390x130
0.750 0.657 0.650 0.645 0.643 0.644
0.700 0.682 0.673 0.667 0.665 0.665
0.650 0.708 0.694 0.689 0.688 0.687
0.600 0.731 0.714 0.710 0.708 0.708
0.550 0.753 0.729 0.733 0.732 0.732
0.500 0.774 0.750 0.756 0.757 0.756
0.450 0.791  0.771 0.777 0.775 0.773
0.400 0.809 0.790 0.787 0.787 0.788
0.350 0.821  0.809 0.811 0.811 0.810
0.300 0.837 0.826 0.830 0.830 0.832
0.250 0.833 0.821 0.844 0.848 0.850
0.200 0.834 0.841 0.847 0.858 0.853




Tabela C.3 — Eficiéncia das solu¢des para a viga de Michell obtidas pelo método BESO.

fo  90x30 150x50 240x80 300x100 390x130

0.750 0.633 0.635 0.634 0.634 0.632
0.700 0.652 0.656 0.656 0.655 0.655
0.650 0.673 0.678 0.678 0.679 0.678
0.600 0.687 0.699 0.698 0.701 0.700
0.550 0.709 0.719 0.714 0.721 0.721
0.500 0.725 0.739 0.738 0.739 0.740
0.450 0.739 0.756 0.751 0.757 0.761
0.400 0.749 0.753 0.774 0.773 0.776
0.350 0.714 0.760 0.788 0.786 0.788
0.300 0.706  0.765 0.800 0.794 0.802
0.250 0.700 0.715 0.802 0.769 0.802
0.200 0.612 0.709 0.491 0.778 0.804

Tabela C.4 — Eficiéncia das solugcdes para a viga MBB obtidas pelo método SIMP.

fo  90x30 150x50 240x80 300x100

0.800 0.621 0.609 0.602 0.599
0.750 0.640 0.630 0.622 0.619
0.700 0.660 0.652 0.645 0.641
0.650 0.680 0.675 0.667 0.663
0.600 0.697 0.695 0.689 0.684
0.550 0.716 0.715 0.709 0.706
0.500 0.728 0.736 0.731 0.725
0.450 0.752 0.752 0.745 0.738
0.400 0.756 0.751 0.763 0.750
0.350 0.768 0.769 0.776 0.766
0.300 0.780 0.784 0.781 0.781
0.250 0.794 0.800 0.783 0.777
0.200 0.818 0.807 0.797 0.794
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Tabela C.5 — Eficiéncia das solugdes para a viga MBB obtidas pelo método SIMP com filtro de

Helmholiz.
fo 90x30 150x50 240x80 300x100
0.750 0.650 0.634 0.625 0.620
0.700 0.667 0.653 0.646 0.643
0.650 0.683 0.673 0.669 0.665
0.600 0.701 0.691 0.688 0.685
0.550 0.722 0.710 0.710 0.707
0.500 0.725 0.730 0.732 0.730
0.450 0.741 0.738 0.750 0.751
0.400 0.758 0.751 0.753 0.774
0.350 0.773 0.765 0.765 0.767
0.300 0.793 0.780 0.781 0.780
0.250 0.807 0.790 0.796 0.795
0.200 0.812 0.804 0.804 0.808

Tabela C.6 — Eficiéncia das solugdes para a viga MBB obtidas pelo método BESO.

fo 90x30 150x50 240x80 300x100 390x130
0.800 0.607 0.601 0.594 0.591 0.587
0.750 0.627 0.621 0.616 0.612 0.609
0.700 0.646 0.640 0.637 0.635 0.630
0.650 0.664 0.658 0.659 0.657 0.653
0.600 0.682 0.680 0.680 0.678 0.676
0.550 0.700 0.699 0.701 0.700 0.698
0.500 0.719 0.718 0.720 0.718 0.719
0.450 0.729 0.735 0.738 0.739 0.737
0.400 0.730 0.746 0.755 0.755 0.755
0.350 0.717 0.741 0.755 0.772 0.773
0.300 0.476 0.750 0.780 0.788 0.787
0.250 0.453 0.569 0.788 0.784 0.800
0.200 0.419 0.502 0.724 0.778 0.798




	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	 
	 
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Objetivos

	REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
	FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
	Soluções exatas para otimização estrutural de treliças
	Solução para a viga engastada com carga pontual na extremidade
	Solução para a viga simplesmente apoiada com carga aplicada na metade do comprimento

	Método SIMP de otimização topológica
	Método BESO de otimização topológica
	Filtros para otimização topológica
	Filtragem por convolução com a função cone
	Filtragem por aplicação da equação de Helmholtz


	RESULTADOS E DISCUSSÃO
	Método SIMP
	Viga engastada
	Viga MBB

	Método BESO
	Viga engastada
	Viga MBB

	Comparação entre as topologias resultantes

	CONCLUSÃO

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	Programa para cálculo do peso ótimo da viga de Michell
	Programa para cálculo do peso ótimo da viga MBB
	Tabelas de resultados

