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INTRODUÇM 



O objetivo principal deste trabalho ê dar uma demons 

tração rigorosa e simples do seguinte resultado: 

TEOREMA 

Seja M- uma var-i-edade diferenciãvel, riemaniana e com 

pacta. Se, para algum k ;:.2, o grupo de homotopia Tik(M) e nao 

trivial, então existe em M uma geod~sica fechada nul-homot6p! 

ca. 

A questão da exist~n.cia de geodésicas fechadas em 

variedades riemanianas tem sido objeto de investigação inten

sa desde os primõrdios da geometria diferencial global no se

culo passado. 

Inicialmente, as variedades consideradas eram supe~ 

tícies analíticas convexas. Jacobi, por exemplo, jâ em 1842, 

descrevia as três geodésicas fechadas simples dos elipsóides 

da revolução. Poincarê, em 1905, observava que o problema da 

existência de geodésicas fechadas em superfícies simplesmente 

conexas tem muito em comum com o problema da existência de or 
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bitas peri5dicas no problema restrito dos tr~s corpos, e del! 

neava uma prova da existência de pelo menos uma geodésica fe

chada em superficies analiticas convexas que nao diferem mui

to da esfera euclidiana. Mas, somente em 1929, Lusternik e 

Schnirelmann conseguiram demonstrar a existência de pelo me

nos três geod~sicas fechadas sem auto-interseções em qualquer 

superficie compacta simplesmente conexa. 

Em superficies com o grupo fundamental nao trivial, 

o primeiro resultado é' devido a Hadamard, que, e;n 1898, demon~ 

trou que qualquer curva fechada não nul-homotõpica pode ser 

deformada continuamente em uma curva fechada com comprimento 

minimo na classe livre de homotopia, que, a menos de reparam! 

trização, representa uma geodésica fechada. 

Os métodos de Hadamard de deformação minimizando o 

comprimento foram utilizados por Birkhoff em outras situações; 

Birkhoff tambêm introduziu um outro mêtodo, o de maximizaçã.Q_ 

-minimização, e com isso conseguiu provar, em 1917, a existên 

cia de geodésicas fechadas em superficies compactas de genus 

zero, e, em 1927, ,em variedades homeomorfas ã esfera euClidia

na n-dimensional. Utilizando tambêm um método de maximização

-minimização, mas. principalmente, conceitos de homologia,,Moi 

se, em 1935, conseguiu demonstrar a existência de infinitas 
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geodésicas fechadas em variedades homeomorfas a esfera eucli

diana n-dimensional. 

Finalmente, em 1951, Lusternik e Fet, demonstraram 

a existência de pelo menos uma geodésica fechada em qualquer 

variedade riemaniana compacta, usando métodos de Birkhoff e 

Morse. A partir dai, a teoria desenvolveu-se consideravelmen

te com os trabalhos de Alber, Svarc, Fet, Gromoll , .. r~eyer, E-

1iasson e K1ingenberg [2]. 

Em 1961 [5], 01ivier', usando somente métodos de deforma 

çao de curvas e conceitos de homo·topia.[6],deu uma demonstração 

simples do resultado de Fet-Lusternik, que e o teorema acima 

enunciado. Deste teorema, obtemos o seguinte coralãrio. 

CDROLMID 

Seja M uma variedade riemaniana compacta. SeM ê sim 

plesmente conexa, então existe em M pelo menos uma geodêsica 

fechada, necessariamente nul-hornotõpica. 

Prova: 

Corno M € simplesmente conexa, temoS Hn(M) :f O, onde 

n = dim M. Pelo Teorema do Isomorfismo de Hurewicz, segue-se 

que Tin(M) f' O. 

Este trabalho estã dividido em cinco capítulos, dis 
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tribuidos da seguinte forma: no primeiro, introduzimos alguns 

conceitos de homotopia, estabelecendo definições e resultados 

bãsicos desta teoria. Os resultados mais importantes sao a pr~ 

posição 3.10 e a observação que lhe segue. Estes são utiliza

dos diretamente na demonstração do teorema principal (teorema 

IV.4.1). Ainda, no final deste capitulo, introduzimos os con

ceitos fundamentais de deformação e R-deformação num espaço 

topológico. 

No capitulo II trabalhamos apenas com geometria rie 

maniana. Ai definimos, via conexoes afim, curvas geodêsicas 

em uma variedade diferenciável, demonstrando um teorema de 

existência e unicidade destas curvas em uma variedade riema-

niana. Estabelecemos, a seguir, as propriedades locais satis

feitas por uma curva geod~sica. O resultado fundamental e o 

teorema 4.8. 

No capitulo III obtemos resultados que relacionam 

os dois capitulas anteriores. Consideramos ai o espaço n*(M) 

das curvas seccionalmente diferenciãveis em M, e introduzimos 

o espaço quociente TI(M) obtido de Q*(M) mediante a relação de 

equivalência que identifica curvas com o mesmo traço. Estuda-

mos então a homotopia de TI(M) obtendo, como resultado 

cipal, o teorema 3.3. 

prin-
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No capitulo IV demonstramos o teorema principal de~ 

ta dissertação. Para isso, utilizamos alguns resultados adi

cionais que, por serem essencialmente técnicos, são apenas e

nunciados neste capitulo, tendo sua demonstração feita no ca

pltulo v. 



CAPTTULO I 

ALGUNS CONCEITOS DE HOMOTOPIA 



1 - INTRODUÇAO 

Os primeiros itens deste capltulo (a tê o 3.9), têm 

por objetivo fixar notações e estabelecer definições de alguns 

conceitos bisicos da teoria da homotopia, a serem utilizados 

posteriormente. Para a proposição 3. 10, que e um resultado co 

nhecido em homotopia, e dada uma demonstração detalhada, pois 

esta tem uma participação direta na demonstração do resultado 

principal desta dissertação. 

Nos itens que se seguem, definimos o conceito de d~ 

formação num espaço topolÕgico, e estabelecemos algumas de suas 

propriedades bã"sicas. Para encerrar, introduzimos o conceito 

de K- deformação num espaço topológico, que, como sera vis

to, desempenha um papel fundamental para consecução de nos

sos propõsitos. 



(Yq,. 
r C?' 
r~ ..='! 

15 I~ J..'$, 
I(L ij ' 
I . 
\"J 

\,,,.,,,,. 
2 - ALGUMAS DEFINIÇOES E NOTAÇOES PRELIMINARES~ 

Dados espaços topolÕgicos X e Y, denotamos por C(Y,X) 

o conjunto das aplicações contlnuas de Y em X. 

Uma curva em X e uma aplicação continua c: [a,b ].-....-rX. 

Em geral, usamos o intervalo real [o, 1 J como dominio das cur-

vas, e o denotamos por I. Uma curva constante em X é dita uma 

curva pontual; neste caso, se x
0

E: X e tal que c(t}= x
0

, ..1/-t, de 

notamos c=X
0 

; uma curva é· fechada se c (O) =c ( 1). Finalmente 

c- 1 (t) = c(l-t) define a curva inversa c- 1 : I+X. 

Usamos ainda as seguintes notações: 

ll(X) = C(! ,X) 

n (X) = { cE:!'l(X)I c(O) = c(l) = x
0

}, x
0

.s X 
X o 

n(X) = 

Em C(Y,X), usamos a topologia compacto-aberta, que 

tem uma sub-base dada pelos conjuntos: UK ={ h<:C(Y,X) I h(K)CU), 

onde KC Y é compacto e UC X e aberto. Assim, um aberto em 

C(Y,X) é uma união arbitrãria de interseções finitas de UK's. 

Se X e métrico e Y compacto, p(h,h') = max d(h(y),h'(y)), 
YE.Y 

onde de a métrica de X, define uma métrica em C(Y,X). r fã-

cil de verificar que a topologia induzida porp em C(Y,X) coin 

cide com a topologia compacto-aberta de C(Y,X). 
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No que segue, X e sempre um espaço topológico. 

3- HOMOTOPIA DE CURVAS: O GRUPO FUNDAMENTAL TI 1(X) 

HOMOTOPIA DE APLICAÇDES: OS GRUPOS Tin(X), n~1 

3.1 - COMENTARIOS 

Poderiamos definir diretamente o conceito de homoto 

pia de aplicações e obter dai, como caso particular, a homoto 

pia de curvas e o grupo fundamental TI 1(X). Preferimos, entre-

tanto, por razoes de facilidade na exposição do assunto, divi 

di-lo em duas partes, como indica o titulo da seção. 

3.2 - HOMOTOPIA DE CURVAS, PRODUTO DE CURVAS 

Dizemos que duas curvas c1 ,c 2 :r~x sao homotõpicas 

quando existe uma aplicação continua 

chamada homotopia de c1 e c 2 , tal que, ..IJ.s E. I, 

(a) F(O,s) = c
1

(s) 

(b) F(1 ,s) = c 2 (s) 

Quando a curva c 1 ê fechada, isto e, c
1
En(X), exi

gimos sempre que todas as curvas da fam1lia F(t,.), tEI, tam 

bém sejam fechadas, isto e, 
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(c) F(t,O)=F(t,1) 

para cada tE!. Em particular, c
2 

e também fechada. 

Uma curva fechada é dita nul-homotópica se for homo-

tópica a uma curva pontual. 

Usamos a notação c 1 ~c 2 para denotar curvas homotópi

c?s. Verifica-se que ~ e uma relação de equivalência em O(X) e 

podemos falar em classes de homotopia de X. 

Se c 1 e uma curva de x
0 

a x1 e c 2 uma curva de x1 a 

e a curva de extremos x
0 

e x2 definida por: 

Verifica-se que o produto de curvas 8 uma operaçao 

continua·, sendo~ álém disso, compativel com a relação 

de homotopia, isto e; se c 1 ';!c 1 • 

-= 

• 

(desde que, como e Õbvio, o pon-

to final de c 1 seja igual ao ponto inicial de c 2 , valendo o 

mesmo para c1 • e c2 •). 
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3.3 - HOMOTOPIA DE EXTREMOS FIXOS, 

O GRUPO FUNDAMENTAL 

Para definir o grupo fundamental de X precisamos de 

um conceito mais restritivo de homotopia, como segue. 

Sejam c
1

,c
2 

I->·X duas curvas com o mesmo ponto iní 

cial x
0 

e o mesmo ponto final x
1
(i.e., c

1
(0)=c

2
(0)=x

0 
e c

1
(1)= 

c 2 (1)=x
1
). Dizemos que c

1 
e c 2 são homotópicas de extremos f~ 

xos se existe uma aplicação contínua F:Ixr~x, chamada de homo 

topia de c
1 

e c
2 

com extremos fixos, tal que para cada t,s~I 

(a) F(O,s)=c
1 

(s) ; F(1 ,s)=c
2

(s) 

(b) F(t,O)=xo ; F(t,1)=x
1 

No caso de c
1 

ser fechada é claro que c 2 e também fe 

chada no mesmo ponto e cada curva da família F(t,.) é também 

fechada no mesmo ponto. 

Usamos a notação c
1 

~ c
2 

rel (0,1) para denotar cur

vas homotópicas de extremos fixos; e claro que se c
1 

é fechada 

então c
1 

~ c
2 

rel (0,1) implica c
1 

~ c 2 . 

Verifica-se que~ rel (0,1) é uma relação de equiva-

lência em Q(X); se c E n (X) então a classe de c na relação 
X o 

~ rel (0,1) está contida em nxo (X). 



Definimos ~1 (X,x 0 ) como o conjunto das classes de 

equivalência [c] de curvas cE0x 0 (X) fechadas em x 0 , segun-

do a relação de homotopia de extremos fixos: 

I = rel (0,1) 

Verifica-se que o produto de curvas é compatível 

também com a homotopia de extremos fixos e podemos definir 

sem ambiguidade o produto de duas classes de homotopia de 

extremos fixos. 

Em particular podemos definir o produto de duas 

classes de ~ 1 (X,x
0
). O conjunto das curvas c~nx 0 (X) tais que 

rel (Ot1), isto e, tais que são nul-homotópicas de 

extremos fixos, e o elemento neutro deste produto de classes 

3.4 - PROPOSIÇÃO 

Para cada x 0 e X, o conjunto ~ 1 (Xtx 0 ) forma um gru

po em relação ao produto de classes 

e e denominado de grupo fundamen~al de X com ponto base x 0 . 
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A demonstração de 3.4 e elementar e pode ser vista 

em [3; cap 2, § 1 J. 

-1 

Sendo X um espaço topolõgico arbitrãrio, nao exis

te necessariamente qualquer relação entre ,. 1(X,x
0

) e u 1 {X,x 1 ), 

se x 0 ~x 1 . Para espaços conexos por caminhos, com os quais es

taremos interessados mais estreitamente, vale o seguinte re

sultado geral: 

3.5 - PROPOSIÇAO 

Seja X conexo por caminhos. Então 11 1 (X,x
0

) e inde

pendente de x
0 

a menos de isomorfismo de grupos. 

Prova: 

Sejam x
0

, x1 <=X e c0 uma curva de x0 a x1 . t fã:cil 

de ver, então, que a apljcação 

[c J 

e de fato um isomorfismo, o que demonstra 3.5. 



CONVENÇÃO 

Todos os espaços topolõgicos considerados a partir 

de agora serão supostos conexos por caminhos. 

3.6 - DEFINJÇAO 

e então chamado de grupo fundamental de X. 

3.7- DEFINJÇAO 

indutivamente, por nn(X,x 0 ) = irn-l(Qx (X), x 0), onde x 0 e a 
o 

curva pontual xo(t) = xo' -\itE: I. 

-1 
Os grupos Tin(X,x

0
) sao chamados de grupos de homo-

topia de X com ponto base x0 . Gostarlamos de falar, de um mo-

do geral, nos grupos de homotopia Tin(X), sem nos preocupar com 

o ponto base. Como X e conexo por caminhos, isto e posslvel, 

e decorre da seguinte proposição: 

3.8- PROPOSIÇAO 

n > l. 

Prova: 

Não e diflcil mostrar que se c 0 :I~x e um caminho 
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ligando x
0 

a x1 , então c
0 

induz um isomorfismo. 

(co)n: ~n(X,xo) >-+un(X,xl) '-\ln.s'Z;+. 

Para tal, usa-se indução sobre n, seguindo argumen

to semelhante ao da proposição 3.s. 

-1 
No que se segue, daremos uma interpretação dos gru

pos de homotopia n
0

(X), a ser utilizada ainda neste capitulo. 

Para tal, precisamos do conceito mais geral de homotopia de 

aplicações. 

Nas seçoes restantes Y denota sempre um espaço top~ 

lÕgico. 

3.9 - DEFINIÇM 

Duas aplicações contínuas f , g : Y-+X sao di tas h amo 

tõpicas, e escrevemos f ~g. se existe uma aplicação continua 

tal que, '1-yE Y 

(a) F(O,y) = f (y) 

(b) F(l,y) = g(y). 

F é dita uma homotopia para f e g. 

Como em 3.2, ê fãcil de ver que :::::- e uma relação de 

equivalêncià no espaço C(Y,X). 
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Se f~ homotõpica a uma aplicação constante, então 

f e dita nul-homotõpica. 

Quando f e g sao tais que f I A = g I A, onde ACY e 

um s~bei~aço de Y, em analogia a definição de homotopia de cur 

vas de extremos fixos dada em 3.3, dizemos que 

f = g r e 1 A 

se existe: 

F :I x Y-rX contlnua, satisfazendo: 

(a) F(O,y) - f(y), Ji.yEY 

(b) F(l ,y) = g(y) -V-yE. Y, e 

( c) F ( t , y ) = f ( y) = g ( y) , Ji.y <: A e Ji.t e I. 

-1 
Dado x

0
,;. X arbitrãrio, definimos Fn(X) = {f€C(In,X) I 

f( oi") = {x
0

}}, onde oi" denota o bordo do n-cubo r" em IR" ; 

assim, cada classe de nn(X,x
0

) pode ser entendida como uma 

classe de equivalência da relação~ rel ai" em Fn(X). De fa-

to: para n =2, se ll(X) = {c,;.C(I,Qx (X)) lc(O) = c(l) = x
0

}, 

o 
onde x

0 
e a curva pontual igual a x

0
, definimos t: ll(X) ~F2 (X) 

por t(c)(s,t) = c(s)t. r imediato verificar que tê uma bij~ 

çao e que, alêm dis.so, temos C :::::d rel (0, 1) se, e somente se, 

t(c) =~Cif) rel o! 2 . Desta forma, obtemos a afirmação alegada 

para n 2 (X,x
0

). Por indução, estendemos esta interpretação 
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Por Ultimo, se nos identificarmos ar" com um ponto, 

mediante a relação de equivalência"' em r" dado por a. ""13 se, 

e somente se, a. e S pertencem ambos a ar", nõs obtemos a este 

ra s" com um ponto base s o . 

pretado como as classes de homotopia rel {s
0

} das aplicações 

de s" em X que aplicam s
0 

em x
0 

(n~2). 

No que segue, usamos tanto a primeira como a segun-

da interpretação de nn(X). Além disso, a identificação de Sn 

com I" I"-' nos permite entender cada aplicação h: r"-+Z, tal que 

h(ai 0 ) = constante = z
0

, onde Z e um espaço topolÕgico arbitr~ 

rio e z
0

t Z, como uma aplicação h: s"-+ z tal que h(s
0

) = z
0

, 

e reciprocamente. 

caca o 

-1 
3.10 - PROPOSIÇAO 

n-1 Sejam n~Z, x 0 EX e s 0 ES arbitrários. Se cada apli 
.. n-1 - · 

cont~nua h:S +Q (X) tal que h(s 0 )=x 0 é nul-homotôpi
xo 

então V (X,x 0 ) é trivial. 
n 

Prova: 

Usando a primeira interpretação de nn(X,x
0

) dada an 
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teriormente, seja h:I"-+X tal que h(ain) = {x
0

}. Então h in-

duz uma aplicação dada por 

~(s 1 , ... , sn_ 1 )s =h (s 1 , ... , sn-l, s), e ternos 

""("In-1 )= {- } fi o xo , onde como antes, X denota a . o curva constante 

e igual 

n ""o rel 

'1-s E In- 1 . 

a Assim, h e nul-homotõpica, e, portanto, 

n-1 ai , onde n
0 

- n (X) é uma homotopia para 11 
'o 

e 

com F (Ixarn- 1 ) = {X 0 } então F:Ixrn-X dada por 

F(s,s
1

, ... ,s) = F(s,s
1

, ... s 1 )s e uma nul-homoto n n- n -

pia para h rel- d!n: a continuidade de F decorre da continui 

dade de F e da continuidade de cada curva em n (X). 
'o 

Alem dis 

so, temos F (rxarn)={x
0

} e para (s
1

, ••• ,Sn) eln: 

= 

-1 
3. ll - OBSERVAÇAO 

S_ej a uma aplicação contínua: cada curva 
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da image'm uma C'.urva nul-homotópica em X. 

De fato, interpretamos a aplicação h como 

uma aplicação- contínua h: n - } tal que h(3I )={x
0 

; 

n 
dada çEh(I ) , existe (u

1
, 

u
0

)=c. Assim, c(t)=h(u
1

, ... ,u
0

) (t) e definimos 

F:ncr-rx 

por F(s,t) = h((1-s)u
1

, ... ,(1-s)u
0
)(t). Segue-se que F 

contínua e temos, V s,t E I, 

a) F (O,t) 

b) F ( 1 , t) 

c) F (s,O) 

= h(O, .•. ,O)(t) 

X 
o 

F(s,1) 

c ( t) 

= x C t) o = X o 

de modo que c e nul-homotópica, como curva fedlada, em X. 

4 - DEFORHAÇÕES 

4.1 -DEFINIÇÕES 

-e 

Uma deformação do espaço topológico X é urna 

aplicação contínua D:IxX-;-X tal que D(O,x) = x, "VxeX. Neste 

caso escrevemos D(l ,A)={D(1 ,a) laeA} para qualquer AcX. 



2 7 

Dizemos que ACX e retratável em BCX ou que B é um 

retrato de deformaçio de A (em X) se existe uma deformaçio D 

de X tal que D(1,A)=B e D(t,b)=b para cada tsi, bsB. 

l 
Deformações de um mesmo espaço topolÕgico podem ser 

• 
somadas ou justapostas~ produzindo novas deformações, como mos 

tra a proposição a segu·ir. 

4,2 - PROPOSIÇÃO 

Dadas defonnações 01'02 : I xX...,.X, a aplicação o
1 

+D2:1 xX_... X 

definida por 

o1 (2t,x), se 0~2t~l 

e uma deformação de X, dita deformação soma de o
1 

com 0
2

. 

Prova: 

A continuidade de o
1 

+ o2 decorre diretamente da CO.!!_ 

ti nu idade de o
1 

e o2 e do fato que, para t = 1/2, temos o1 (2t,x) = 

Alem disso, (o
1 

+D 2 )(0,x) = o1 (o,x) = x, Vx&X. 

l 
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Podemos definir, indutivamente, uma soma de n defor 

maçoes o1 , .•. , Dn, n ~ 2, por: 

( D1 + ... + D l ) + D n- n 

4.3- DEFINIÇAo 

Dadas uma deformação D de X e uma função K : X~ IR, 

dizemos queDe uma K-deformação se K(D(t,x))~ K(x), '1-xé:X, 

'l-tE. I. 

4.4 - PROPOSIÇAO 

Se n1 , ... , Dn são K-deformações em X, então O = 

= D1 + ... + Dn também 'é uma K-deformação em X. 

Prova: 

Para n = 2, obtemos: se tE[ O,l/2 ], então K((D1 + D2)(t,x)) = 

= K(D 1 (2t,x))~K(x); se tE. [l/2,1], então K((D 1+D2)(t,x))= 

= K(D
2
(2t-l, o1 (l ,x)))<; K(Dl (l ,x)) ~ K(x). 

Por indução, obtemos o resulta do desejado para n:,::. 2. 

l 
4.5 - DEFINIÇAO 

Dizemos que uma seqOência {xn} em X e encurtada p= 

la K-deformação D I x X+ X se 

lim [K(xn)- K(D(l,xn))] =O. 
n+oo 



CAPTTULO 11 

CURVAS GEODESICAS EM VARIEDADES DIFERENCIKVEJS 



1 - INTRODUÇAO 

Duas sao as formas habituais de se conceituar curva 

geodêsica em uma variedade diferenciãvel: uma delas, mais pr~ 

xima a física, ê feita via cãlculo das variações, onde se de

fine curva geodêsica como ponto critico da função comprimento. 

Outra, mais ligada ã geometria diferencial, ê feita atravês 

das chamadas conexoes afim, onde então se define geodésica c~ 

mo uma curva com aceleração nula. Por razoes têcnicas, pref~ 

rimos a segunda forma para a conceituação de geod~si_ca. No p~ 

rãgrafo que segue, fazemos um breve comentãrio sobre este po~ 

to de vista, tentando dar uma idêia geral do mesmo. 

O conceito de aceleração de curvas em variedades di

ferenciãveis 

Enquanto que a velocidade em ~3 de uma curva defin! 

da em uma superfTcie euclideana~ ~ um conceito da ''geometria 

intrTnseca'' da superfTcie, tal não ocorre com a aceleração em 

I~ desta curva. Isto ~ conseqU~ncia de que, em geral, o vetor 

aceleração em IR3 num ponto de uma curva em uma superfTcie não 
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pertence ao espaço tangente ã superfície no ponto considera

do. Assim, enquanto a noção de velocidade de uma curva apare

ce naturalmente em variedades diferenciãveis, tal não ocorre 

com a aceleração. Tal noção então, para variedades diferenciã 

veis arbitrãrias, e obtida através de uma axiomatização adi

cional' e que usualmente e feita através das jã mencionadas 

conexoes afim. Uma conexao afim numa variedade diferenciãvel e 

uma operação entre os campos de vetores da variedade satisfa

zendo propriedades usuais da derivação de campos de vetores 

da geometria euclideana. 

Em uma variedade munida de uma conexao afim podemos 

falar em derivada de campos de vetores ao longo de curvas, se~ 

do tal derivada denominada de derivada covariante. Em partic~ 

lar, surge o conceito de aceleração de uma curva, que e a de

rivada (covariante, então) do campo de vetores tangentes a cur 

va; neste contexto, um campo de vetores com derivada covarian 

te nula e paralelo, isto ~' ~ constituTdo de vetores 11 parale-

1 OS n • 

Geod~sicas 

Com o exposto, curva geodésica numa variedade dife

renciãvel com uma conexão afim, ~ definida como uma curva que 

tem aceleração nula ao longo de sua trajetõria, isto e, cujo 
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campo de vetores tangentes ê paralelo. 

Geodésicas em variedades riemanianas 

No caso das variedades riemanianas, exige-se a com

patibilidade da conexão afim com a mêtrica riemaniana, expre~ 

sa atravês da derivada covariante da seguinte forma: 11 dois cam 

pos de vetores paralelos ao longo de uma mesma curva, devem man 

ter um ângulo constante durante toda trajet6ria 1
'. 

A exig~ncia da compatibilidade da conexao afim com 

a mêtrica riemaniana, e uma condição adicional de simetria da 

conexao, implicam na existência e unicidade da conexao, dita 

então conexão riemaniana. Tal implicação ê um resultado conhe 

cido como teorema de Levi-Civita. Uma conseqUência deste fato 

ê ~ue as curvas geodêsicas em uma variedade riemaniana ficam 

univocamente determinadas pela métrica riemaniana. 

No que segue, daremos uma breve exposição formal 

dos conceitos discutidos nesta introdução, listando os prin

cipais teoremas sem demonstrã-los. As provas dos teoremas e 

detalhes adicionais podem ser encontrados em [1] e [4]. 
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2 - CONEXOES AFIM, CONEXOES RIEMANIANAS 

No que segue, M denotarã uma variedade diferenciá-

w 
vel de classe C n- dimensional, e *(f~) o conjunto dos cam-

pos de vetores de classe C00 em M. 

A palavra diferenciável deve ser entendida como Cro 

diferenciãvel. 

2.1 - OEFINIÇM 

Uma conexão afim v em Me uma aplicação v:N(M) xK(M) ~K(M), 

denotada (X,Y) 1-VXY, tal que 

111) VxfY = fVxY + X(f)Y, onde X,Y,ZE*(M) e 

f,g sao funções em M de classe C
00

• 

-1 
Embora uma conexa o afim tenha uma definição global, 
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e, de fato, um conceito local. Verifica-se que, dados X, YE 

E*(M) e pEM, VxY(p) depende unicamente de X(p) e dos valores 

de Y ao longo de qualquer curva diferenciãvel c: I-)-M tal que 

de -:at (t0) =X(p) e c(t 0 ) = p, para algum t 0E I. A partir deste 

fato, introduzimos a seguir o conceito de derivada covarian-

00 

te. Lembremos que um campo de vetores V de classe C ao longo 

de uma curva diferenciãvel de classe C
00 

c: I-)-M e uma aplica-

·ção V: I-+TM, onde TM denota o fi brado tangente de f~, tal que 

2.2 - DEFIN!ÇM 

Seja V uma curva conexao afim em M. Dado um campo 

de vetores V diferenciãvel ao longo de uma curva diferenciã-

vel c: I-+M, a derivada covariante de V ê um campo de vetores 

1 d d d DV d f. . d ao ongo e c, enota o por ----crr-• e e 1n1 o por: 

~~ (t) 

o campo de vetores v e dito paralelo ao longo de 

em I • 

l 

DV c se-~ O 
dt 

Seja agora M uma variedade diferenciãvel riemania-

na., e denotemos por<,> a métrica riemaniana de M. Dados, 

X,Y€*(M), existe um Ünico campo de vetores W€.*(M} tal que, 

JJ.Z <S*(M), temos: 
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<W,Z> l 
=-z{X<Y,Z> + Y<Z,X> -Z<Y,X> -<[X,Z},Y> -<[Y,Z],X>-<[X,Y],Z>}, 

onde [X,Z]= XZ- ZX 

Não ê dificil mostrar que a aplicação 

V: *(M) x *(M) ~*(M) tal que (X,Y) r-+ VXY = W 

satisfaz as propriedades i• ii e iii da definição 3. 1, sendo, 

portanto, uma conexão afim em M. r ficil de ver, al~m disso, 

que V e simetrica, isto e, VXY- VyX = [X,Y], '1-X, Ya(M), e 

que 'íJ e compatlvel com a métrica <,> , no seguinte sentido: se 

P e p• sao dois campos de vetores paralelos ao longo de uma 

curva c : I~M ( . -, . e. : DP (t) = DP' 
Clt Clt ( t ) = O , J./-t E: I ) , en-

tão < P(t) P' (t) > = constante, 'l-tE I. 
' 

Pode-se mostrar, também, que se 'íJ 1 e uma conexao a-

fim simétrica em M, e compatível com a métrica <,>,então v• ="i/. 

Estes resultados constituem o teorema de Levi-Civita, enuncia 

do como segue: 

2. 3 - TEOREMA 

Existe uma ünica conexao simétrica em M, dita cone-

xao riemaniana de M, compatível com a métrica de M. 

-1 
A partir de agora, a menos de referência explícita 
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em contrãrio, M denotarã uma variedade diferenciãvel riemania 

na de classe c=·e dimensão n. Tendo em vista o ültimo resul-

tado, em caso de omissão, estarã implicita a conexão riemania 

na associada a variedade riemaniana considerada. 

3 - GEODESICAS, EXISTENCIA E UNICIDADE - APLICAÇAO 
EXPONENCIAL 

3. l - ALGUMAS NOTAÇOES E DEFINIÇOES BASICAS 

Uma curva c· [a,b]~M e dita seccionalmente· dife-

renciãvel se existe uma pal~tição {t
0

, ... ,tm} de [a,b] tal que 

i = o, 1 , ... ,m-1' e diferenciãvel. Quando c e 

seccional mente diferenciãvel, o comprimento de c, denotado por 

~(c) =~~(c)' e dado por: 

m-1 
~(c) = E 

i =O 

Se s,t E:[a,bJ, com S.$ t, então t;(c) denota o com-

prirnento de c I [s, t J. 

Uma curva seccionalmente diferenciãvel c: [a,b] -+M 

ê dita uma curva regular se de 
(l"t ' o 

Reparametrização de curvas; 

em [a,b]. 

Parâmetro proporcional ao comprimento de arco 

Dadas duas , curvas ·seccional mente diferenciiveis 

c [a ,b J -M e C1
: [c,dJ -+~1, dizemos que c 1 e uma reparam! 
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trização diferenciâvel de c se existe um 

difeomorfismo $: [c,d] ~[a,bJ tal que c'= co$, com $(c)= a e~ (d) =h. 

E imediato verificar que o conceito acima define u-

ma relação de equivalência no conjunto das curvas seccional-

mente diferenciãveis. Além disso, todas as curvas de uma mes-

ma classe tém a mesma imagem (traço) na vari.edade. 

Dizemos que uma curva seccionalmente diferenciãvel 

c: [a,b] --+M estã parametrizada com parâmetro proporcional ao 

comprimento de arco se, para todo tE: [a,bJ, temos 

t-a 
b- a t ( c) • 

Não e dificil mostrar o seguinte resultado: dada u-

ma curva regular ou uma curva pontual c: [a,b]-+M, existe uma 

única reparametrização diferenciável c
3

:I--+t·1 de c, tal que 

c
3 

estã parametrizad~ com parâmetro proporcional ao comprime~ 

to de arco, isto e, t!(ca) = tt(ca), ~tE!. 

3.2 - CURVAS GEOD(SICAS 

3.2. l - DEFINIÇAO 

Uma curva diferenciável g: [a,b]->-M e dita uma curva 

geodésica se * (-{t-l = O em [a,b] 

Obs: (·conveniente, quando possível, o uso do inter 

valo I como.dominio das curvas. Em caso de omissão do domi-
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nio, este deve ser suposto como o intervalo I. 

-I 
Como o campo de vetores tangente a uma geodésica e 

paralelo, obtemos < dg ~i > = constante = k2 pela campa----a-r. • 

tibilidade da conexão riemaniana com a métrica <, >. Segue-

-se que ~~ (g} = kt = ~(g)t, ou seja, o comprimento de uma 

geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Excluiremos 

as geodésicas pontuais (k=O). Assim, toda geodésica é uma cur 

va regular. 

3.2.2 - EXISTtNCIA E UNICIDADE 

No que segue, estabelecemos as equaçoes diferenciais 

satisfeitas por uma geodésica em uma carta local de M. Intro-

duzindo o fibrado tangente, obtemos neste um sistema de equa-

ções, equivalente ao anterior, que, junto com um teorema de 

equaçoes diferenciais ordinãrias, nos fornece um teorema de 

exi-stência e unicidade de curvas geodésicas em M. 

-1 
Seja g uma curva diferenciãvel em Me seja x: UCIR.n~M 

uma carta local em r~ com x(U}(l g(I} -f ~- Se 

x- 1(g(t}} = (x1(t), x2(t), ... , xn(t}} e a expressao 
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de g ( t) ' e se X. = X i ( t ) = ..2.L(t) então 
1 dx. ' 

1 

dg n dx-
= E ·J 

xj • ot j=l dt 

Decorre então da definição de der i v a da 

propriedades j_, i i e i i i da definição 2 . 1 ' -
2 

D '*) 
n d xk n k dx. 
E ( E 1 

ot = + ri.j dt k=l dt 2 i ,j = l 

k funções M tais rij sao em que 

"x.xj = 
1 

n 
E 

k=l 

k 
r 1j xk' k = 1,2, ... ,n 

Assim, g e uma geodésica se, e somente se, 

+ 
n 
E 

i 'j = 1 

k r .. 
1J 

dx; 
dt 

dx. 
J 

dt = o 

cova ri ante e 

que: 

Como qualquer curva diferenciãvel g em M determina 

uma curva t~ (g(t), ~i (t)) no fibrado tangente Hl, decor-

re que g e geodésica se, e somente se, a curva 

satisfaz o sistema 

(*) 

= 
n 

E 
i 'j = 1 

(t), ... , 

k 
r · · YkYJ· lJ 

( t) ) ' 

k=1,2, ... , n 

na carta coordenada TU = U x !Rn de HL Em cada TU obtemos, as-
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sim, pela unicidade das soluções do sistema de equaçoes dife-

renciais ( *) ' um Uni co campo GTU em TU cujas trajetõrias sao 

da forma t>-->- (g(t)' 
dg 

Qt ( t) ) ' onde g e uma geodésica em u. 

o seguinte resultado e imediato: 

3.2.3 - PROPOSIÇAO 

Existe um ünico campo G em TM, dito campo geodésico 

em TM, cujas trajetõrias são da forma 

t>-->-(g(t), dg 
Qt (t)), 

onde g e uma geodêsica em M. 

-, 
t imediato verificar que se g ê uma geodésica em M, 

então h: [o, +J -+M, a >0, dada por h(t) = g(at) e tambem 

uma geodésica em M. Esta homogeneidade permite dar a seguin-

te caracterização do fluxo definido pelo campo geodésico: 

3.2.4- TEOREMA 

Para todo ponto p EM, existem uma viZinhança V =Vp 

de p e um numero E =E > 0 p 
tais que para cada q~-V e para ca-

da vetor v~TqM' com Jvi~E, existe uma Unica geodésica 

g: (-2,2) -+M 

satisfazendo g(O) = q e ___i_L (O) = v. 
dt 
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3.3- APLICAÇAO EXPONENCIAL 

Dado PE:M, pelo teorema 3.2.4, existe uma bola BE:(O) 

emTPMdecentronaorigem e raio E:>O tal que a aplicação 

exp : B (O) -'r r1 dada por p o 

estã bem definida, sendo g: (-2,2)-r Ma geodésica {tinica) sa 

tisfazendo g(O) = p e dg -crt (O) - v. 

Desde que O fluxo geodêsico ê C
00

, para cada pE.~1, 

a aplicação expp' dita aplicação exponencial em p, e também 

coo . 

t fâcil de ver, então, que a·geodêsica g ê defini-

da por g(t) = expp(tv), tE.!. Alem disso, se tf-> v(t) eu

ma curva diferenciável em TPM tal que Jv(t)J = 1, então, para 

cada r
0

EIR com O <r
0
<o , a curva tl-'-expp(r

0
v(t)) ê ortogo

nal ã geodesica r- expp(rv(t
0
)), para cada t

0
E (-2,2). A de 

monstração de tal resultado, conhecido como Lema de Gauss, p~ 

de se r v i s ta em [ 1 ; p . 59] . 

Se g: (-2,2) _,. M é a única geocêsica tal CJlE g(O) = p e !'!9:. (O}= 
dt 

=v, e claro qu;, t;(g} = tI v I , O~ t.; l; em particular t~(g) = I v I = 

=I ~ (o} \ • 
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4)~ t ""'"~ " 
lp/'1 

~ p~ H 

Observemos, por fim, que d(expp)(O) e a identidade 

em TPM, donde decorre que expp ~ um difeomorfismo local numa 

vizinhança de O em TPM. 

4 - GEOD(SICAS: PROPRIEDADES LOCAIS 

4.1 - INTRODUÇAO 

Nesta seção, demonstramos dois resultados fundamen-

tais sobre propriedades locais das geodêsicas, a serem utili-

zados nos capttulos que se seguem. 

Para tal, sera conveniente introduzirmos as seguin-

tes notações. Se expp e um difeomorfismo em uma vizinhança V 

U =expp v e chamada de vizinhança nor-

mal de p. Se B
0

(0)CV, chamamos 

normal de centro p e raio ê em M. 

4. 2 - TEOREI·IA 

Dado pEM, sejam U uma vizinhança normal de p e BcU 

uma bola normal de centro p. Seja g uma geodêsica em M conti 

da em B tal que g(O)=p. Se c ê uma curva seccionalmente dite 
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renciãvel em M tal que c(O) =g(O) e c(l} = g(l}, então 

t(g) ~ t(c). 

A 1 êm di s s o , se t ( g ) = 1 ( c) , então g ( I ) = c ( I ) . 

Prova: 

Suponhamos inicialmente que C(I)CB, onde B denota 

o fecho de B. Seja to maior numero em [0,1) tal que c(t)=p. 

r suficiente mostrar então que t(g) 
1 

~t (c); note; c(l) ~ g(l)'T'p. 

t 

Seja c =c \[t,l].Como expp e um difeomorfismo sobre 

U, podemos definir uma curva cT: [ t, 1 J -+TPM, pondo 

cT e então seccionalmente diferenciãvel. 

Podemos escrever, para tE: (f, 1 J, 
cT(t) 

cT(t) = lcr(t)l = r(t)v(t), onde então 
lcr(t) I 

r= lcrl: (t,l] +IR e uma função seccionalmente di-

ferenciãvel e positiva, e v = CT 
lcTI : (t,l} +TPM e uma curva 

seccionalmente diferenciãvel satisfazendo lv(t) I = 1, tE(t, 1]. 

f (r, t) 

Assim, JJ.t E.(t, 1], temos c(t) = f(r(t) ,t), onde 

~ - exp 
p 

de 
(!"t = 

1--#-1 
2 

x v(t), e obtemos 

a f dr + a f donde ar -Cf"t at' 

= < ctC ac 
de > _ 

(!"t -
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; ( dr )2 l_1_!_l2 + 2 dr _1_!_ _1_!_ > + l_1_!_l2 
Clt ar Clt < ar ' at at · 

df af Pelo lema de Gauss citado em 3.3, temos <---ar, ----at > = Q, bem 

caro 1_11_1= 1 d:Jtendo, I de 12 _ I dr 12 I af 12 I dr 12 a r ' "'Cft - "'Cft + -;ft ) "'(ft · 

1 ãc I 1 dr 1 dr -Segue-se que f IC!t dt > fl(ltldt >f Clt dt = r(1) -r(a), a«(t,1}. 
a a a 

Como r(1) = icT(1)\=\exp~ 1 c(1J\=(exp~ 1 g(1)\=\-Pt-(o)\~ 9.(g), 

fazendo a~t, obtemos t 1 (c) )t(g). 
t 

·suponhamos agora que l(c) = t(g). Entio 

e obtemos a f lati=O. Segue-se que v(t) =constante e r'(t) >0, 

..Y..tE:(f,lJ. Portanto, C é uma reparametrização monótona de 

g, donde c(!) =c ([t,1]) = g(I). 

Se c( I) cj:. B, seja t 1 o menor valor do parâmetro t 

em I tal que c(t 1 ) pertence ã fronteira de B. Se p>O é" o raio 

da bola normal B, temos: 

t 
l(c) )1

0
1 (c) )p)t(g). 

-I 
O teorema 4.2 nos permite introduzir uma métrica em 

M que induz em M uma topologia equivalente a topologia inicial 

de M. São nossos próximos resultados: 

4.3 - PROPOSIÇAO 

Dados p, qE, M, seja d(p,q) ='ínfimo dos comprimen-
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tos das curvas seccionalmente diferenciãveis ligando p a q. 

Então (M,d) é um espaço mêtrico. 

Prova: 

A única condição a ser demonstrada para que d seja 

uma mêtrica em M que nao decorre da definição de lnfimo e na 

qual usamos o teorema anterior, e a seguinte: se d(p,q) =0, en 

tão p =q. Admitindo d(p,q) =0, suponhamos p fq. Seja Br(p) 

uma bola normal de centro p e raio r> O que não contêm q. Co

mo d{p,q) =0, existe uma curva c seccionalmente diferenciãvel 

ligando p a q tal que~(c) <r. Mas se c=cj[O,t] ê o arco de 

c contido em Br(p), temos, pelo teorema anterior, 

r<: ~~{c) .H(c), 

o que e uma contradição. 

-1 
Chamamos de geodêsi c a minimizante toda geodêsi c a cujo 

comprimento e menor que o comprimento de qualquer curva sec

ci-onalmente diferenciãvel que une seus extremos. Assim, dados 

p, q €~1, se existe uma geodésica minimizante ligando p a q, en 

tão d(p,q) =i (g). Deste fato, e do teorema anterior, segue

-se que se r e suficientemente pequeno, então a bola normal de raio 

r coincide com a bola métrica de raio r, e reciprocamente. Obte 
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mos assim o seguinte resultado: 

4.4 - PROPOSIÇAO 

A topologia induzida por d em ~1 coincide com a top.Q_ 

logia inicial de M. 

4.5 - TEOREMA 

Para cada p € M~ existem uma vizinhança W = 

em M e um numero ó = ó >o p tais que: 

W de p 
p 

i) Dois pontos quaisquer de W sao ligados por uma fi 

nica geodêsica minimizante de extremos nestes pontos e de com 

primento menor que 6. 

ii) Dados q1 ,q
2

e:W, a geodêsica determinada em (i) 

por ligar q
1 

a q 2 depende diferenciavelmente de q 1 e q 2 , no se 

guinte sentido: se t ,_..exp (tv), t€..1, ê a geodêsica ligan
ql 

do q 1 a q 2 , então o par (q 1 ,v)t: H1 depende diferenciavelmente 

Prova de (i) e (ii) 

Dado pe M, a aplicação (q,v) ,...expqv estã definida, 

conforme teorema 3.2.4 deste capítulo, para q pertencente a 

uma vizinhança V =V de p E t-1 e par a v pertencente a uma bo 1 a 
p 

B ~ BE (O) de centro na origem em TqM e raio E >0. Denotando 

jj = {(q,v) e:HI[qe:V, v eTqM, !vi <d, fica bem definida a a-

plicação F u-r.1 xM dada por F(q,v) = (q,expqv). 
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e a identidade em T M, 
p 

decorre que 

F e um difeomorfismo local numa vizinhança de (p,O)Eil'1. Assim, 

F aplica difeomorficamente uma vizinhança TI' de (p ,O) em H1 

sobre uma vizinhança W' de F(p,O) • (p,p) em M xM. Podemos su 

por u· da forma 

U' • {(q,v)E:TM jqEV',.vE:TqM,jvj <o}, onde 

V' C V e uma vizinhança de p em Me o) O. 

Escolhendo agora un1a vizinhança W de p em M tal que 

W xW c W', e imediato verificar que W e ô satisfazem o enun-

ci a do de i e i i. 

-I 
4.6 - OBSERVAÇAO 

Dado p6 Me W como antes, ê possível determinarmos 

uma vizinhança Wc.M de p, dita vizinhança convexa de p, de tal 

forma que se q
1

,q
2

€.W, então a geodésica determinada univocamen 

te por ligar q 1 a q2 estã inteiramente contida em W [2, p.65] 

-1 
Da diferenciabilidade do fluxo geodésico e do teore 

ma anterior, obtemos o seguinte resultado: 
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4.7- COROL~RIO 

Dado pEM, seja\~ como no teorema:;antérior. Para 

q 1 ,q 2 E:I~, denotemos por g(q
1

,q
2

) a geodesica (Ünica) ligando 

q 1 a q 2 . Então a aplicação (q
1

,q2 ,t) H-g(q
1

,q
2
)(t) , q

1
,qz<SW, 

t € I, é contlnua e e diferenciãvel para ql i- q 2 . 

. ,, - . 

-1 
Para variedades riemanianas compactas, nas quais 

estamos diretamente interessados, decorre dos teoremas ante

riores o seguinte resultado geral: 

4.8- TEOREMA 

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe 

eco e dimensão n. Existe então um numero ó =O (M) >O com as 

seguintes propriedades: 

(a) Cada geodésica de comprimento menor ou i"gual .a ô 

e minirnizante. 

(b) Se p, q E. I~ sao tais que d(p,q) < 6, então existe 

uma Unica geodésica de comprimento menor do que ou igual a O 

(uma geodésica minimizante, por (a)) que une p a q. 

(c) Para cada pE:~I, a aplicação de s 612 (p) xs612 (p) xl 

em M dada por (q
1

,q 2 ,t) >-< g(q 1 ,q 2 )(t) e cont1nua e e diferen 

ciãvel para q 1 # q 2 . 
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(Observação: como no corolãrio 4.6, g(q
1

,q
2

) denota 

a geodésica ligando q 1 a q2 ). 

Prova: 

E suficiente cobrir M por abertos Wa dados pelo te~ 

rema 4. 5, e tomar O como o nümero de Lebesque desta cobertu-

pertencem a um Wa comum. 

-I 
4.9 - COROL~RIO 

Seja c :I---+M seccionalmente diferenciãvel e param~ 

trizada com parimetro proporcional ao comprimento de arco. Su 

ponhamos que c satisfaz a seguinte condição: dados dois pon-

tos quaisquer p, qEc(I) tais que p =c(s) e q =c(t), s ~t, se 

d(p,q) ~ô, então d(p,q) =~;(c). Então c e uma geodésica. 

Prova: 

Provemos que D 
dt (*) e identicamente zero em I. 

Seja t€1, e consideremos a bola normal s 612 (c(t)). Existe um 

intervalo fechado JCI com interior nao vazio, e com te.J,tal 

que c(J)C s
612

(c(t)). Segue-se que c: J ->-Me uma curva sec-

cionalmente diferenciavel ligando dois pontos da bola normal 

s 612 (c(t)). Das hipõteses e do teorema 4.2, segue-se que c e 
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uma geodêsica em J, e, portanto, em t, isto e ' 

-, 
4.10- GEODÉSICAS FECHADAS 

Uma geodésica fechada é uma geodésica g:I7M ~al que 

g(O)=g(1) (isto é ,· g é também uma curva fechada) e tal que o 

produto 

e urna geodésica, onde g 0 :[0,1/2]7M é a restrição g 0 (t)~g(t+1/2) 
e g

1
:[1/2,1]-+M é. a restrição g

1
(t)=g(t-1/2). 

Em outras palavras, uma curva fechada é uma geodési-

ca fechada se o segmento final e o inicial são uma mesma geod~ 

sica pelo ponto inicial. 

Ê claro, pelo corolário acima, que uma curva fechada 

g:I-+M e uma geodésica fechada se e somente se.g é uma geodési-

ca e se existem O <s <t <1 tais que 

d(g(t), g(s))= ~~(g) 

l 



CAPITULO I I I 

O ESPAÇO ll(t~) 



1 - INTRODUÇM 

Neste capitulo relacionamos e desenvolvemos alguns 

dos conceitos apresentados anteriormente. Obtemos então resul 

tados a serem empregados nas seçoes restantes. No que segue, 

M denotarã uma variedade riemaniana Coo ( não necessariamen-

te compacta). 

Introduzimos jã no capitulo I o conjunto Q (t1) das 

curvas continuàs em M, que, como foi mencionado, ê um espaço 

mêtrico com a mêtrica dada por p (c,c') = max d(c(t), c'(t)). 
t€I 

tomo agora precisamos falar em comprimento de curvas, introd~ 

zimos o espaço n*(M), constituido de todas curvas seccional-

mente difere~ciãveis e regulares em M mais as curvas pontuais 

(Note que Q*(l1)q':.R(~I), pois nao exigimos que o dom1nio das cur 

vas de Q*(M) seja o intervalo I= [0,1] ). 

Entretanto, o conceito de curva como aplicação ê g~ 

ral demais para nossos propõsitos, pois o que nos interessa, 

fundamentalmente, e o traço de cada curva na variedade. Sendo 

assim, consideramos o espaço quociente Q(M) obtido de Q*(M) 



52 

mediante a relação de equivalência que identifica curvas com 

o mesmo traço. 

A seguir, damos uma definição formal do conjunto 

TI(M), dotamo-lo de uma métrica P especial e estabelecemos al

guns resultados a serem empregados posteriormente. 

l 
2 - O ESPAÇO TI(M) 

A proposição que se segue e de demonstração imedia-

ta. 

2.1 - PROPOSIÇAO 

A relação em n*(M) definida por c"' d se, e so se, 

d e uma reparametrização diferenciãvel de c e uma relação de 

equival~ncia em O*(M). 

2.2 - NOTAÇOES 

Dada uma curva c E D*(M), ~ ctenotarã- a classe de e

quivalência de c mediante a relação de equivalência"'. Denot~ 

remos por n(M) o conjunto de todas as classes de equivalência 

c para ce:~*(M). 

Dado pE'M, usamos ainda a notação TIP(M) para repre

sentar as classes de TI(M} constituldas por curvas fechadas, 



53 

em p; finalmente, Q0 (M) = ~M Qp(M) ~ o ~?njunto de todas 

as classes de curvas fechadas de n(M). 

2.3 - PROPOSIÇÃO 

Dado C E:. Q(H), existe uma Unica curva c. 8 : I +M par~ 

metrizada com parimetro proporcional ao comprimento de arco 

tal que ca = c. 

Prova: 

Decorre do observado em 11.3. 1. 

2.4 - DEFINIÇÃO 

Dado C<:. nun e s ,tE I. s ~ t, o arco C(s ,t) -de c e 

definido por c(s,t) = ca(s,t), onde ca(s,t): [s,t]~M e da 

2.5 - CONVENÇÃO 

Em todo texto posterior, identificamos cada classe 

C de n(M) com a curva c
8

, conforme proposição 2.3 anterior. Es-

crevemos, ainda, c, ao invês de ca. Com esta convençao, dado 

s , t ~ I , s ~ t , tem os c(s,t) =(c (s,t)) a a • 

Na proposição seguinte definimos uma métrica em TI(~1). 

A demonstração da proposição ê imediata. 

2.6 - PROPOSIÇÃO 

A aplicação~ :ft(M) x ft(M) +IR dada por 
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p(c,c') = max d(c(t), c'(t)) +I ~(c)- ~(c') I e uma 
t€1 

metrica em 51(~1). 

l 
Decorre da proposição 2.6, diretamente, o seguinte 

resultado. 

2.7 - PR6POSIÇAO 

A aplicação ~:lí(N)->~dada por c~-+t(c) e cont1nua. 

l 
Observamos que se tomãssemos em n(M) apenas a m~tr! 

ca do max, não obteriamos a continuidade da função 9,. Isto e 

uma justificativa para o aparecimento do mõdulo da diferença 

dos comprimentos em 2.6. 

2.8·- COROLMio 

Dado pE: M, seja W dado pelo teorema 11.4.5. Então a 

função de WxW em IR dada por (p,q) 1-+~(g(p,q)) e contlnua (c!!_ 

mo antes, g(p,q) denota a geodésica minimizante ligando p a 

q) . 

Prova: 

A prova desta proposição é conseqUência direta do i 

tem (ii) do teorema 11.4.5 e da proposição acima. 
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2.9 - PROPOSIÇAO 

A aplicação de IT(M) x I em M dada por (c,s) ,_,.c (s) 

e continua. 

Prova: 

Sejam (cn) e (sm) seqUências em IT(M) e I, respecti-

vamente, e tais que 1 i m c 
n n 

= c e lim s = s. Então, VU, mEiZ+, 
lll m 

temos: 

d(c(s), cn(sm)),;d(c(s), c(sm)) + d(c(sm), cn(sm))<: 

+ mãx d(c(t), cn(t))<:[sm-s]t(c) + p(c,c ). 
te! n 

s 
~m 
s (c) + 

Assim, obtemos lim d(c(s), cn(sm)) =0, donde lim (cn(sm)) =c(s). 
n,m4o:> n,rn-)00 

2.10- PRODUTO DE CURVAS EM IT(M) 

No capitulo I, seção 3.2, definimos o produto de CU!_ 

vas, e comentamos que tal produto é uma operação continua no 

espaço de curvas considerado. Podemos tamb~m aqui definir o 

produto de cuÍ"vas de maneira anãloga. Entretanto, um cuidado 

especial deve ser tomado ao multiplicarmos curvas pontuais com 

curvas regulares, pois o produto de duas curvas deste tipo co 

mo definido no cap. I, nao tem como resultado uma curva de 

n(M) (i. é.: nao e nem uma cu.rva regular nem pontual). Tendo em 

vista (conforme comentado na introdução deste capitulo); que 

o fundamental e o traço da curva na variedade, faz sentido de 

finir o produto de uma curva pontual por uma curva regular co 
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mo a prõpria curva regular. t' simples mostrar que o produto 

de curvas em TI(M) considerado desta forma estã bem definido e 

e continuo. 

3 - HOMOTOPIA NO ESPAÇO TI (M) 

3.1 - PROPOSIÇAO 

Toda curva (fechada) em M ~ hornot6pica a 

(fechada) regular em H. 

Prova: 

uma curva 

Dada c: I-+- M cont1nua ~ cobrimos c( I) com um nUmero 

finito de vizinhanças coordenadas. Escolhemos, em cada vizi-

nhança coordenada, uma curva regular c'. Como d produto 

de curvas e uma operação cont1nua, e, como em cada vizinhança 

coordenada o segmento de c compreendido nesta vizinhança e ho 

motópico a c•, o resultado se segue. 

3.2 - PROPOSIÇAO 

Seja Y um espaço topológico qualquer. Dado pE M, se 

existe f: Y->Qp(M) não nu1-homotÕpica, então existe f:Y~llp(M) 

não nul-homotõpica. 

Prova: 

Não fazemos uma demonstração de tal h a da. e sim ape-

nas um esboç-o desta. Uma prova razoavelmente completa pode 

ser vista em [~;Pp.93 e 150 ] . 
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A proposição fica demonstrada se encontrarmos uma a 

plicação continua h: Qp{l~)->np{M) tal que íoh e homotõpica a 

aplicação identidade em np(M}, onde, aqui, i denota ·a inclu 

sao i llp(M)~np(M) i(c) =c. De fato: supondo a existência 

de tal aplicação h, se f: Y-->Qp(M) não e nul.-homotõpica, 

tão é imediato verificar que a aplicação hof: Y-ITP(M) 

nul-homotõpica. 

en-

- -nao e 

A existência de h pode ser provada como segue. Seja 

{Na}a€II uma cobertura de M constituida de vizinhanças conve-

xas de M (conforme obs. 11,4.6). Subdividimos o intervalo I 

em 2k subintervalos [(J-l)/2k, j/2k J, e definimos os subcon-

juntos nk(M) de np(M) como sendo os conjuntos formados por t~ 

das curvas continuas cGnp(M) tais 

subintervalo [(j-l)/2k, j/2k J cai 

xa N. da cobertura. 
CJ. 

que a imagem por c de cada 
• 

em alguma vizinhança conve 

Verifica-se que cada nk(M) i aberto em np{M), e que 

np(M) e a união da seqUência n 1 {M)cn2 (14)cn 3 (M)c ... 

- -1 Analogamente, os subconjuntos nk{M) =i (nk{M)) for 

mam uma seqtlência ascendente por inclusão de abertos cuja u-
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c(t), se t =+· 
hk(c)(t) = g ( t) ' onde g e a 

k j=O,l, ... ,2 

geodésica minimizante 1 i -

gando c( j-1 ) a c ( j ) se tE: ( j-J- '-{-l' 2k 7 2 2 

j=1,2, .•. ,2k 

Mostra-se então que hk é continua e que :l?hk 

' e homotõpica a identidade em Qk(M). 

A prova de que h satisfaz ãs condições alegadas é conseqüên-

cia do fato que Qp(M) e limite direto homotõpico da seqUência 

Qk(M) (conforme [4;p.l50]). 

3.3 - TEOREMA 

Sejam ki:-1, s 0 e.sk, pE.M e h: sk-- np(M) uma 

aplicação contínua tal que h(s
0

) = p. Se existe uma apli 

cação contínua D: Ixh{Sk)_...:;,.'IT
0

(M) tal que D(O,c) =c, 

D(t,p) = P e D(l,c) é urna curva pontual para quallquer c~ 

e h (Sk) e t e I, então h é nul-homotópica. 

Observação: Seja r G. r.!
0

(M) um conjunto de curvas 

fechadas que contém todas as curvas pontuais de M tal que 

h(Sk) ç r. Decorre trivialmente do teorema que nenhum con 

junto de curvas pont~ais é um retrato de deformação de h(Sk) 

em r se h não é nul-homotópica. 
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Prova: 

Suponhamos que 

.V.ce:h(Sk),D(o,c) =c e D(l,c) e uma curva pontual e D(t,p) = p, 'V 

tE.I·~ A aplicação$: I x h(Sk)~lí (M) dada por $(t,c) (s) = 

D(st,c)(O),certamente esti bem definida e~ continua. Como, 

V t€:1, temos $(t,c)(l) = D(t,c)(O) = D(t,c)(l), podemos consi 

derar a aplicação k -o1 : Ixh(S )~Qp(M) dada por: 

DJ(t,c) = $(t,c)*D(t,c)*( q. (t,c) )- 1 . 

o1 estã bem definida, pois o1 (t,c)(O) = o1(t,c)(l)=p, 

V tE!. Alem disso, 0
1 

certamente e contlnua, D1 (I,{p})= (p} e 

D
1 

(O,c) = p* D(O,c) * (p)-l = D(O,c) =c, Vc Eh(Sk). 

Definamos, agora, D:IXh(Sk)+ftp(M) por D(t,c) = 

-D(t,c) = •(2-2t,c)*( ~(2-2t,c))- 1 se n
1 
(2t,c) se 0~2t~1 e '+' _ • • • • 

1~2t~2. É imediato verificar que D esta bem def~n~da, e k 

contínua e satisfaz Õ(O,c)=c e Õ(1,c)=P=Õ(t,P) para cE.b(S) 

e tEI. 

c____.-~ 

\ 
v p 

p 
p 

Definindo, agora, k - . F:IxS->rvM) por .F(t,u)=D(t,h(u)) 

e imediato verificar que F é uma nul-homotopia para h. 

l 



CAPITULO IV 

A ~-DEFORMAÇM STANDARD 
A EXISTttiCIA DE GEDDESICAS FECHADAS 



l - INTRODUÇM 

Neste capitulo definimos uma 9..-deformação standard 

e enunciamos algumas de suas principais propriedades, as ne

cessãrias para o teorema principal que serã demonstrado no fi 

nal ainda deste capltulo. 

As demonstrações destas propriedades foram deixadas 

para o capitulo posterior, tendo em vista serem demonstrações 

fundamentalmente técnicas. 

2 - CONVENÇOES E NOTAÇOES 

a) Da~ui em diante, M denotirã uma variedade riema-
00 

niana compacta de classe C . 

b) ó denotarã sempre o nUmero dado pela proposição 

II.4.8, e serã chamado de comprimento elementar. 

c) Uma geodêsica cle comprimento menor ou igual a O 

sera chamada ~e segmento elementar; toda curva que ê o produ

to de um nUmero finito de segmentos elementares serã chamada 

de poligono elementar. 

d) Uma geodésica fechada sera denominada de ponto 

estacionário de ft(M) e o comprimento de uma geodésica fecha 

da será denominado de valor estacionário do comprimento t. 
e) Observamos que homotopia e nul-homotopia de ge~ 

désicas fechadas e sempre definida como homotopia e nul-ho

motopia de curva fech~da, isto é, cada curva da família F(t,.) 

é uma•.curva fechada. 
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f) Dado 86112., S ~O, denotamos por t
8 

o conjunto das 

curvas c E. !"20(~1) tais que 2.( c)~ 8 ; assim, t 0 é o conjunto das pontuais. 

e) Neste capltulo, até o corolãrio 3.3, fixamos ar-

bitrariamente BE.IR, B >0. 

h} Dada c6_IT(M), se s,tEI .• s~t, sao tais que: 

d(c(s),c(t)) -(ô, 

a geodésica minimizante determinada univocamente por 1 i g a r 

c(s) a c(t) serã denotada por gc(s,t). 

3 - DEFINIÇAO DA l-DEFORMAÇAO 

Seja c E.ls com l(c) = o> O. 

Escolhemos q =q(S)cz.+ tal que s -q- ~ ó. 

Tomando {i)=+· i =O,l, ... ,q-1, obtemos uma partição re-

gular {O= (O)< (l) < ... < (q-1) < (q) = l} de I que satisfaz 

l(i+l)(c) <'Õ. 
(i) 

De fato: l(i+l)(c) = 
(i) 

t(i) (c) = (i+l) a-(i) a=~<' ~ô. 
o q q 

Segue-se que dois pontos quaisquer de cada arco 

c((i), (i+l)) de c podem ser ligados por um unico segmento e-

leffientar com extremidades nestes pontos. Fica então bem defi-

nida a aplicação ã = ã
8

:I x1
8 

+t
8 

dada por: 

ã(s,c) = a(s,c(O,(l)))* a(s,c((l),(2))) * * 

* a(s,c((q-1),1)), onde a(s,c((i),(i+l))) = 
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= as(s,c((i),(i+l))) = gc((i),(i)+s((i+l)-(i))) * 

* c((i) +s((i+l)- (i)),(i+l)), i= O,l, ... ,q-1 

No caso de c ser uma curva pontual, então, por defi 

nição ã(s,c) =c,"!- sEI. 

Mostraremos no prõximo capltulo que d e de fato uma 

t-deformação (proposição V.2) que deforma cada curva cE.Q.
13 

num 

poligono elementar fechado. 

"'"'~ ~ j' ,, < rq-Lll 

~=====..-'' d ( c 9--1.) l 
C{o) 

Transladando o parâmetro t da curva a(l ,c) de - l , fa 
2q 

z.emos rodar esta curva de tal forma que o ponto inicial c(O) 

ê deslocado atê a metade do segmento elementar de c(O) a c(l). 

Obtemos assim uma nova curva que difere da anterior essencial 

mente quanto ã localização do ponto inicial. Tal operacão, de - -
notada por O+ serã definida rigorosamente no capitulo seguin-

te (proposição V.3). Aplicando novamente a i-deformação ã e, 

porfim, a aplicação inversa D_ de D+, obtemos por justaposi-

çao a Q.-deformação standard: 
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A aplicação D: ts- ~S definida por D(c) =D(l ,c) 

e denominada de aplicação de encurtamento, e verifica-se que 

uma curva c permanece inalterada pela aplicação de encurtame~ 

to se, e so se, c e uma geodêsi c a fechada ou uma curva pontual 

(prop. V.5). 

Fato fundamental sobre a t-deformação O, cuja de-

monstração scra dada no prÕximo capitulo, e o seguinte: 

3. l - TEOREMA 

Toda seqU~ncia encurtada pela i-deformação IT em 18 

contêm uma subseqOência convergente a uma geodésica fechada 

ou a uma curva pontual. 

Decorre do teorema 3. l, o seguinte corolário fundamental. 

3.2 - COROLÁRIO 

Suponhamos que B seja um valor nao estacionãrio de 

R.., e seja UCR.a uma vizinhança aberta de todos os pontos es

tacionãrios de TI(t4) em R..
13

, com R..
0
CU. Então a diferença 

~(c) - ~(D(c)) 
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tem em tS- U uma cota inferior positiva. 

Prova: 

Seja r=inf{1(c)-t(D(c))Jc<Sts-Ul. Se r=O, então e 

xiste uma seqtlência (Cn) em t,e-u que é encurtada por fi. Pelo teorema, 

(c
0

) contém uma subseqUência convergente a uma geodésica fe

chada g€t 8-u, contrariando a escolha de U. 

l 
De 3.2 obtemos ainda o seguinte resultado: 

3.3- COROL~RIO 

Seja ACtB e suponhamos que nenhuma curva de A e 

homotÓpica a alguma geodésica fechada de t
8

. Então existe um 

subconjunto de t 0 que é retrato de deformação de A em t
8

. 

Prova: 

Se ACt0 , então é imediato verificar que a d"etorna-

çao o8 , com q = 2, aplica A em algum subconjunto de .11. 0 . 

Se A- .~t- 0 ~ ~' definamos o conjunto A da seguinte for 

ma: dada ct: t
13

, c EA se, e sã se, ct.A ou existe me:z.+ e de. A 

m m ta 1 que c = D ( d ) , onde D = D + ... + D. 

Agora, se 9G,t
8

é geodésica fechada, seja u
9

c.R. 13 uma vi 
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zinhança aberta de g com a propriedade de que se cE u
9

, então 

c é homotõpica a g, e seja U = u U
9 

(g geodêsica fechada). Se 
get

8 
gue-se que An U = ~- Tomando-se uma vizinhança U

0 
d a·.s CUI'VBS 

pontuais tal que U
0

C t 0 , decorre, do lema anterior, que a di-

ferença t(c)- t(D(c)) possui uma cota inferior positiva r em 

t
8

-·(uUu
0 

), e, portanto, em 7\- t
0

• Tomando-se mE:.'/1+ tal que 

mr~l3-ô, segue-se que a .\!.-deformação (Õ)m aplica A em algum 

subconjunto de t 0 • Logo, a justaposição (1i)m+(D
0

) 2 aplica A 

em algum subconjunto de .\1.
0

. 

4 - A EXISTENCIA DE GEODêSICAS FECHADAS 

4.1 -TEOREMA 

Seja M uma varieTiade riemaniana compacta de classe 

00 

C, e suponhamos ~k(M) f {0}, para algum k ;,.2. Então existe em 

· M uma geodésica fechada nul-homotÕpica. 

Prova: 

Seja p um ponto arbitrário de M. Da proposição I.3. 

1 O · t 1 · - t' " S k- l n ( M) - 1 h , eX1s e uma ap ·1caçao con 1nua rr: -+~'p nao nu- omo-

t.Õpica. Da proposição III.3.2,existe uma apl:icação contínua 

h: sk-l +llp(M) não nul-homotõpica. Considerando a função com-

k-1 . 
posta ~oh: S -R, seja 8 = max (~oh)(s). Assim, obtemos 

k-1 
sE.S • k-"1 

• conclu1mos que h(S ) nao e k-1 
h(S )C ~ 8 . Do toorema III.3.3 
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retratável em um conjunto de curvas pontuais, e, do corolãrio 

3.3, concluimos que existe uma. k-1 curva de h(S ) homotõpica a 

alguma geodésica fech~da, Da observação 1.3.11, segue-se que 

g ê nul-homotópica. 

4. 2 - TEOREt~A 

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe 

C~. Toda curva· fechada e não nul-homotópica em M é homotópi

ca a uma geodésica fechada. 

Prova: 

Seja c uma curva fechada e nao nul-homotópica; pe

la proposição 11!.3.1, c é homotópica a uma curva fechada e 

regular c'. Se c' não é homotópica a alguma geodésica, então 

podemos deformar c' até obter urna curva pontual; assim, c' e 

nul-homotópica, o que é impossível. 

l 
Dos dois teoremas anteriores, obtemos o seguinte re 

sultado de demonstração Õbvia. 
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4.3 - COROLARIO 

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe 

w 
C . Se ~k(M) +{O} para algum k~2 então qualquer curva fecha 

da em M é homotópica a uma geodésica fechada. 



CAPTTULO V 

DEMONSTRAÇOES DAS PROPOSIÇOES ENUNCIADAS 
NO CAPITULO IV 



1 - OBSERVAÇOES 

Neste capitulo usaremos as mesmas notações utiliza-

das no cap1tulo IV. 

Fixamos q E'z:+ tal que _s_<ô com S>D fixo. 
q ~ ' 

2 - PROPOSIÇAO 

A aplicação 0: I x iB+.I'..B e uma R.-deformação. 

Prova: 

Mostraremos inicialmente que O e continua. 

Sejam cé~s e s
0
.sl. Então.V.sé:I, e.V.C<:~S' temos: 

p(c(s
0
,c

0
) ,Õ(s,c)) = mãx d(ã(s

0
,c

0
)(t) ,ã(s,c) (t))) +I ~(õ(s0 ,c0 ) )- ~(õ(s ,c)) k 

UI 
q-1 
~E max d(a(s ,c

0
((i),(i+l)))(t), a(s,c((i),(i+l))(t)) + 

i=O tE! 0 

q-1 
+E I ~(a(s ,c ((i),(i+l))))- ~(a(s,c((i),(i+l)))) I· . o o o 1= 

Para cada i= 0,1, ... , q-1, temos: 

I ~(a(s0 ,c0 ((i),(i+l))))- ~(ô(s,c((i),(i+l)))) I-" I ~(gc ((i),(i)+s
0 o 

((i+l)-(i))))- ~(gc((i),(i) +s((i+l)-(i)))) I+ I ~(c0 ((i)+s0 ((i+l)-(i)), 

(i+l)))- ~(c((i)+s((i+l)-(i)),(i+l))) I. Do Teorema 11.4.8 e da pro-
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posição III.S, decorre imediatamente que o primeiro módulo do 

membro direito da desigualdade anterior tende a zero para 

s -+s 0 e c -~c 0 . O segundo mõdulo tambêm tende a zero quando 

I qc0 ((i)+s0 ((i+1)-(i)), (i+1)))- ~(c((i)+s((i+1)-(i)),(i+1))) I= 

=I ((i+1)-(i)-s
0
((i+1)-(i))) ~(c0 )-((i+1)-(i)-s((i+1)-(i))) ~(c)i = 

= ((i+1)-(i)) I s~(c)- s0~(c0 ) I· 

Mostremos agora que 

max d(a(s ,c ((i),(i+1)))(t), a(s,c((i),(i+1)))(t)) tende a 
tE I 0 0 

zero para s-+s
0 

e c-+c
0

. 

Para cada tE! 

d(a(s
0

,c
0
((i),(i+1)))(t), a(s,c((i),(i+1)))(t)) = 

(1) d(gc
0
((i),(i)+s

0
((i+1)-(i)))(t),gc((i),(i)+((i+1)-(i)))(t)) 

se t~min {s,s} 
.o 

(2) d(g ((i),(i)+s ((i+1)-(i)))(t),c((i)+s((i+1)-(i)),(i+1)) 
co o 

se s ~ t ~ s
0 

(3) d(c0((i)ts0((i+1)-(i)),(i+1))(t),gc((i),(i)+s((i+1)-(i))))(t)) 

(4) d(c
0

( (i )+s
0

( (i+ 1 )-(i)) ,(i+ 1)) (t) ,c( (k)+s( (k+ 1 )-(i)) ,(i+ 1)) (t)) 

se t) max {s ,s
0

} 

Decorre do teorema 11.4.8 que a distância (1) tende 
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No caso (2), como s.(..t~ s, se 
- o 

então g ({i), (i)+s
0
((i+l)-(i)))(t)-H ((i)+s ((i+l}-(i))); 

co o o 

logo, se c~c0 e s~s 0 , segue-se que: 

gc ((i),(i)+s0 ((i+l)-(i)))(t)~c ((i)+s ((i+l}-(i))), e 
o o o 

c((i)+s((i+l}-(i)))4 c
0

((i)+s
0
((i+l)-(i))}, 

donde (2) tende a zero, conforme proposição !!!.12. 

Os casos (3) e (4) se demonstram analogamente aos an-

teriores. Assim, de fato, ã ê uma aplicação contínua. r ime-

diato verificar agora que ~(~(s,c))-< ~(c}, .lfs<;.I, .IJ.c•~e• e que 

~(l ,c)= c, -'fc G.~f' donde ~e de fato uma ~-deformação em ~f' 

3 - PROPOSIÇAO 

definidas por: 

t 
c(-zq + s ) se t + zq s ~ 1 

o.(t,c)(s) = 
t s- l ) t 

+ s ~ 1 ' c(-zq + se zq 

t 
c(l+s - -zql se t 

s~-zq 
D (t,c)(s) = 

t c(s--zq) se t s ~ 2CI , para cada 

c<:. t
13 

e s €. I., são R.-deformações em t
8
. 
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Prova: 

Para quaisquer c69. 13 e t €.!, da desigualdade trian-

gular, obtemos: 

P ( D+(t0 ,c0 ), D+ (t,c))~ p(D+(t
0

,c
0
), D+ (t

0
,c)) + p(D+(t

0
,c), D+ (t,c)) = 

= p(c,c
0

) + p(D+(t
0

,c), D+ (t,c)) 

S t > to 
e "2q ~zq então, para todo sE. I tal 

x=-~0 +s obtemos: 

t 
que 2c] + s~ 1 , 

t denotando y = --z-q- + s e 
q ' 

= d(c(x),c(y)) ~ ~y (c) 
X 

= 
t-t t-t o o 

2q ~ (c ) "' -..,2-='q '--=~ ~ (c) -~~(c) = y ~(c)- x~(c) = (y-x)~(c) = 

Da mesma forma, se sE.I é tal que 
t 

o + --z-q- s ~ 1 ' 
t- t . o 

D+(t,c)(s)).,: Zq 8. 

obte 

t 
- 1 t 1 o 1 Se s,;: I e ta que y =--z-q- + s? e x =--z-q- + s? , 

então d(D+(t
0

,c)(s),D+ (t,c)(s)) = d(c(x),c(y-1)) .s ~~ (c) + ~~- 1 
,< 

t- t o 

Analogamente, 
t to 

quando ----zq ~ ~ , obtemos: 

t -t 
2q . Segue-se que: p(D+(t

0
,c),D+(t,c)) = 

+ I ~(D+(t0 ,c)) = = max d(D+(t ,c)(s),D+(t,c)(s)) 
SEI 

0 

= max 
sEI 

Assim, se P(c,c
0

) "+e 

I t 0 - t I 
2q s. 

t-t
0 
I~+ o, obtemos: 
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e: = e:. 

Segue-se que D+ ê uma aplicação cont1nua. Alêm dis-

so, e imediato verificar as igualdades: 

D+(o,c) = c 

qo+(t,c)) =~(c), -\'céts e -\LtE-1. Assim, de fato, 

D+ e uma t-deformação em tS. 

Analogamente, demonstra-se que O tambêm e uma ~-de 

formação em t
8

. 

l 
Relembramos agora as seguintes notações, jã empre-

gadas no capitulo anterior. 

4 - NOTAÇOES 

D="IT(l,.) 

5 - PROPOSIÇM 

Dada cf.~S' temos ~(D(c)) =~(c) se, e so se, c e 

uma geodésica fechada ou uma curva pontual. 

Prova: 

Comó ã e uma ~-deformação, e como D+ e D nao alte-

ram comprimento de curvas, temos: 
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~(D(c)) = ~(<ã+n++ã +'D )(1,c)) = t((ã+D++ã)(1,c)) ~ 

~ t( ( 3+D_ ) ( 1 , c) ) = ~ ( ã ( 1 , c)) 'i ~ ( c) . Assim, se ~ ( D (c ) ) = ~ ( c) , 
+ 

obtemos .R.(â(l ,c)) = R..( c). Logo, se c não ê uma curva pontual, 

obtemos: 

q-1 q-1 
E t(gc((i),(i+1))) = E ~(c((i),(i+1))), donde 

i=O i=O 

q-1 
E [~(c((i),(i+1))) - t(gc((i),(i+1)))] =O. 

i=D 

Como cada parcela do somatõrio ~ nao negativa, segue-se que: 

~ ( c ( ( i ) ' ( i+ 1 ) ) ) = t ( g c ( ( i ) ' ( i+ 1 ) ) ) ' i = o '1 ' ... ' q-1 

Assim, dados s,tf[(i),(i+l)],s:it, temos t~(c((i);(i+1)))= 

= d(c((i),(i+1))(s),c((i),(i+1))(t)). Do coro1ãrio li .4.9, segue-se 

que cada arco c((i),(i+1)) ê uma geodésica. Portanto, c e um 

poligono elementar fechado tal que d(1,c)=c. 

Mostremos agora que c é uma geodésica fechada. Deno 

tando x.=(i) 
' 

+ 1 
2q 

i=0,1, ... ,q-1, basta mostrar(usando nova-

mente o Corolário 1!.4.9) que cada arco c(x. 1 ,x.) e tal ,_ ' 

que ~(c(xi-Í ,xi )) = d(c(x;_ 1 ,xi)), i= 1, •.. , q-1, e que 

~1 (c) + 
(q-1) 

Como ~(D(c)) = t(c), obtemos t(ã(1,D+(1,c))) =~(c) 

Por um lado, temos: 
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1 
+~(c(x 2 ,x 1 ))+~ (c) q- q- X q-1 

Por outro: 

Subtraindo membro a membro as igualdades anterio~ 

res, por um racioclnio anãlogo ao do parãgrafo anterior, con-

cluimos o resultado alegado e c é uma geodésica fechada. 

Provemos agora a reclproca. Se c e uma curva pon-

tual, então ~(c)=O=t(D(c)). Se c e uma geodêsica, então 

'l-sE. I, temos gc((i),(i)+s((i+l)-(i))) = c((i),s((i+l)-(i))). Em par-

ticular, para s=l, obtemos gc((i),(i+l)) = c((i),(i+l)), don-

de decorre a(l,c((i),(i+l))) = c((i),(i+l)), i=O,l, ... ' q-1. 

Segue-se que ã(l ,c) = c((O),(i)) * ... * c((q-l),(q)) =c. 

Além disso, send~ c geodésica fechada,como D+ apenas de! 

·laca o ponto inicial, D (l,c)é tarrbémgeodésicafec:haê!a. Assim,p~ 
+ 

lo mesmo motivo anterior, ã(l,D+(l,c)) = D+(l ,c). Logo D(c) = 

- -( at D++a+D_)(T,c)" D_(l,ã(l,D+(l,ã(l,c)))) = D_(l,D+(l,c)) =c. Segue-se 

que t(D(c).) = qc). 

l 
A seguir, demonstramos três lemas a serem emprega-
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dos na demonstração do teorema IV.3.1, enunciado no cap1tulo 

anterior. 

6 - L EMA 

Seja (P ) uma sequência de polígonos elementares fen 

chados em tS' contendo cada p 
n o mesmo número de 

tos elementares. Se (Pn) é encurtada por fi então (Pn) 

segmen-

contém 

uma subsequência convergente a uma geodésica fechada ou a uma 

curva pontual. 

Prova: 

Consideremos a seqUência (p~ , ... ,p~) dos vértices 

dos segmentos el~mentares Pn em Mk. Como Mk e compacta, ( p~, 

... ,p~) contêm uma subseqUência convergente (q~, ... ,q~). Seja 

(p
1

, ... ,pk) o limite de tal subseqUência. Segue-se de (c) do 

teorema !1.4.8, que os pollgonos elementares Qn de vértices 

(q~,_ ..• ,q~) :farmamuma subseqUência de Pn convergente a P, on

de Pé o polígono elementar de vértices p1 , ... ,pk. Pela cont.:!_ 

nuidade da aplicação D, lim D(Qn) = D(P). Pela continuidade da 
n 

função t, l~m t(D(Qn)) =t(D(P)). Assim, obtemos: t(P)-t(D(P)) = 

= lim t(Q)- lim t(D(Q )) = lim [t(Qn)-t(D(Q ))]=O, pois (Pn) ê en-
n n n n n n 

curtada por D.Segue-se, da proposição 5 deste capitulo, que P e 
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uma geodésica fechada ou uma curva pontual. 

l 
7 - LEMA 

Sejam (Cn) uma sequência em ~B e (Pn) a sequêncía de 

polígonos elementares fechados definida por Pn=ã(1,cn), Se Ccn) 

e encurtada por D então (Pn) e encurtada por D e 

limU(c ((i),(i+l)))- ~(P ((i),(i+l))) J =o, i=O,l, ..• ,q-1. 
n n n 

tio ta: 

Convim lembrar que Pn((i),(i+l)) = g 0 ((i),(itl)). 

Prova: Como 

(a) D(cn) = D(Pn) 

(b) dcn):>.t(â(l,cn)) = ~(Pn) ~t(D(Pn)), 

obtemos: 

-
lim [ t(Pn) - t(D(Pn)) ] = O, e P ê encurtada· ppr i5. 

n 
n 

Como t(cn((i),(i+l)))- t(Pn((i),(i+l))) ~0, i=O,l, ... , q-1, 

q-1 
obtemos: t(c ((i),(i+l)))- t(Pn((i),(i+l))k _E [dcn((j),(j+l))) 

n J=O 

. q- 1 q-1 
-t(Pn((j),(j+l)))] = .E t(cn((j),(j+l))) + _E t(Pn((j),(j+l))) = 

J~ J=O 
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Segue-se que 0.,; lim [&(c ((i),(i+l)) 
n n 

&(Pn((i),(i+l)))] ~ lim 
n 

8 - LEMA 

[&(cn) - &(Pn)] " O. 

Seja S: I~M um segmento elementar, e seja (c
0

) u

ma seqU~ncia de curvas em M satisfazendo: 

( i ) l i m cn(O) " S(O) e lim c n ( l ) " s ( l ) 
n n 

( i i ) 1 i m 
n 

&(cn) = &( s) 

Então (cn) contêm uma subseqtlência convergente a 

s. 

Prova: 

Seja t
0 

um valor do parâmetro t em I tal que 

max d(c (t), S(t)) "d(cn(t ), S(t )). Como Me compacta, {cn(tn)}contem 
tE:.! n n n 

uma subseqUência { d
0

(sn)} convergente. Mostremos que d
0 

con-

e como lim I &(dn) - &(S) I =O, e suficiente mostrarmos que 
n 

l~m d(dn(sn),S(sn)) =0. Suponhamos l~m S(sn) =pEóS(I) e l~m dn(Sn) "p'. 

Temos d(S(O),dn(sn))( d(S(O) ,dn(O)) + d(dn(O),dn(sn)) ( 

sm Sn 
~ d(S(O),dn(O)) +&0 (c), donde & 

0 
(c) )d(S(O),dn(sn))- d(dn(l),dn(O)). 

Analogam:nte, encontramos ~~n(c)~d(dn(sn),S(l))- d(dn(l),S(l)). Logo, 

& ( dn) " &
0 
"I dn) H~n ( dn) ~ d(S (O) ,dn (sn)) + d( dn ( sn) ,S( l)) - d(S (O) ,dn (O ) ) -
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- d(dn(l),S(l)). Passando ao limite, obtemos ~(S) ;,.d(S(O),p')+ 

+ d(p',S(l)). Como, t(S)=d(S(O),S(l))<d(S(O),p') + d(p',S(l)), obte 

mos qs) = d(S(O),p') + d(p' ,S(l )) , donde p' E. S(I). 

Temos: 

s 
~ 0 n(dn)~d(S(O),dn(sn))- d(S(O),dn(O)), donde obtemos, 

s 
~ 0 n(dn)- d(S(O), S (sn)) ~d(S(O), dn(sn))- d (S(O), dn (O))-

d(S(O) ,S(sn), ou seja, 

- d(S(O),d (O))- d(S(O),S(s )). Passando ao limite, encontramos n . n 

O~d(S(O),p')- d(S(O),p)), donde d(S(O),p').:::d(S(O),p). Ana-

logamente, partindo da desigualdade, ~~n(c) ~d(dn(sn),S(l))

- d(dn(l),S(l)), encontramos d(p',S(l))< d(p,S (1)). Como 

p,p•E S(I), devemos ter p = p•. Portanto, 

9 - TEOREMA 

Toda sequência em iS que e encurtada por D possui 

uma subsequência convergente a uma geodésica fechada ou a 

uma curva pontual. 

Pro v a: 

Seja ~n) uma seqU~ncia em 16 enéurtada por ~-

e seja (Pn) a seqUência de pollgonos elementares Pn = ã(l, cn ). 
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Pelo lema 7, (P
0
)é encurtada por De, pelo lema 6, (P

0
) (ou uma 

subseqUência de (P
0

) , se necessãrio) converge a uma geodési-

ca fechada ou a uma curva pontual P. Para cada i= 0,1, ... , q, 

temos lim c ((i))= lim Pn((i)) = P((i)). Assim, cada arco 
n n n 

cn((i),(i+l)) satisfaz as hipoteses do lema 8, convergin-

do, portanto a P((i),(i+l)). Como o produto de curvas e uma o 

peração continua, seque-se que 

lim c =lim [c ((O),(l))* ... *c ((q-l),(q)) ]= P((O),(l)) * 
n n n n n * 

* P((q-l),(q)) = P. 



RESUMO 

Usando métodos de deformação de Morse e conceitos 

de homotopia, demonstramos o seguinte resultado: 

••seja M uma variedade riemaniana compacta. Se, para 

algum k > 1, o grupo de homotopia Trk(M) é" não trivial, então 

existe em M uma geodésica fechada nul-homotõpica••. 

Corno caso particular obtemos, com o teorema do Iso

morfismo de Hurewicz, o resultado: ••roda variedade riemaniana 

compacta e simplesmente conexa possui uma geodésica fechada••. 



ABSTRACT 

Using Morse's deformation methods and simple .con~cpts 

of homotopy, the following result is proved: 

11 Let M be a compact Riemann manifold. If, for some 

k > 1, the homotopy group ~k(M) is non trivial then there exists 

in M a closed geodesic that is homotopically trivial''. 

As a particular case we obtain, with Hurevli cz' s 

Isomorphism T:heorem, the follov1ing result: 11 Every Riemann r~anifold 

that is compact and simply connected contains a closed geodesic 11
• 
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