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Ri: S Ul\!0 

i\cs tf' trabalho a p resentamos uma J c monstrat,;ão 

,l ct <~l hada do Teor ema do Linpunov r c·lat i vo à cx.i <;t(:r.ci;l das 

ntr i.cd a J c s suhccn t r a is de um s i.stc!:t ,l hDm i ltonlano c;~1 urn pon

to ,Jc cq u i lÍ!Jr.io se m ressonância. 

fntto~lu:inu o es te l t' •Jrcma , c 5L ud ~·J .. L· :~· : 1 furmll 

J:h· :H ) h<l :lli J. tOllÍ. ;t n a ;, h; Hlll SÍS t <:ma Jn\.'l' Úll ]CI.l , V il SplLl\) :-, q L ~<t11 ·· 

t ::t t ! VO S loc::üs do~ •,·ampos h<Imi i 1oni.LJU:->. !\ lt-:m d i:,su , <..:x i h i mos 

VXL'l1lpl (h c co n tra -l';,l'l!lp l u ~ lÍC c;is tcm; ts llam.i I t unt; ] IJ•l,S ' ._· ,Jmp a 

t' ;ilh l o tl :; l'u coJ;q~ ort : lill)n l•) 11:1 vi :: inlnnr; a \)c um pon lo Jc e q u11Í 

! ,1·i.o , ~_· c)ln as concl u ::.ocs do teore ma d e LiD pU ltOV . 



TNTRODU<_: il\0 

Temo s por p r i n ( ·i pa1 o bjc ti \'O nc s t· o tr:.1hu lho 

demonstrar o seguj n te teorema dc\·itlo ~1 J. ia pi tnov sc,b rc a c -

x j s t ê n c i a J c s o 1 w,: õ e s p e r i ó d i c .:1 s d c c q u a ç õ c s ,J i r (' r c· n c i :1 i s d c 

ipo !-Iamiltonjano p r óximas a um ponto de cql<l I.Íhr1c. 

----------~------- -· 
Teo r ema l : Scj:1m li C :R

11 
x 0~ 11 lllll ;·l b<~ r to c H: lJ '" I[( uma função 

7 
do c l ass e c-. Se ja a equação ll a mi I toniana: 

x = él H (x, y) 
ay 

)' = ~ H (x, y) (X , )') ~ u 
ax 

Suponh nmos q ue (x
0

, y
0

) se ja um ponto cr ftj (o de: H (ls-

-t o c grad H ( x '· ) = O ) e C! u e ;1 d c r i v a da d a () ' ' o 

lJ .• R2n (x , y)= 1?_!_1_ , - ~) (X,}J 
, Z> y ax , 

po s s u t c :n 

(x
0

, y
0

) um par Jc autovalores {-D . . i >} ). c H-· (Ll 'l e ncnhLUn 

dos outt'oS nu r ova lores é múlt iplo inteiro destes. Ent ão e 

x i s t e u lll3 v a r i o d :; cl c b i d j rn e n s i o na J d c c J as s c C 1 , M >. c. U , t u l 

qu e e~~ união do soluções p cr.íÓJü:as da cqllação . A1ém disso 

; J , I t 1 l - 2 TI I \ I •• J •.; (' I . os per1o os uc s ~ s so uçocs conver gem a " ::.. a contl -

ç::lo in icia] convcr~c a ( x ,y ) c o C'spaço tango11tc: a ~I) no o o 
pon to (x 0 ,y0 ) Ü o subespaço élssoci:1do aos a utova 1orcs! -j; , i ), }, 
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cqUlÇO<:s do tipo llamiltoniano 0 q·.tc elas dcscren'm :1 <.·vo]'t<;i:io 

miltoni.;Jno do sist('tl t: ti lo.:·pr~sentam o~ c:>LHius d<.' '-'qui !.Íh('io . 

Fspcci;1]ment c intc1·css an tcs s~'lo os pontos cr.íti .. ;,,·~ \.:~:t<Í\·ci~ . 

Est~·C OJ)..'(.'ito ~erj dl'l'inidn c COilli..~Jll..tdo ll(J capítul o r J . i\ 1111-

I í h r i o s i g n i f i c1 q u c c 1 e é r i s i c a m c n t c o h s e r v á v c I . 

I'm pontos críticos cst:ivcis todos o~' autovalo -

Tcs sao imaginiírios . Se entro e l es nii o cx j ste res son ância dão 

; ~ 
origl'ill ~~ n Yaricd;tues co mo ~1 ~ 1 · do tcorcmél. No captt'ulo JII os-

t : 1 si t Lwçiio é i 1ustrJda pela anã l ise do movimen to do pêndulo -

mo] a. 

Vcn10s também no capít ul o IIL que. de fa to, o 

Jc,>rcnw T acim;1 é um co r o J5t·io imediato de out r o n:o i s gera l 

que enunci amos .1 seguir : 

T l'O I Cf!l: l T 1: Scj:tllt llc R111 aberto c I 
·~-~ - ' -~ll -~ --~ ·, -~-~--- I :·J S 

(\, ( c l I <I s :-.. (_, '· . . li-

p o nll a :nos q u c a e q u: 1 ç a o 

) 

p o~SU l U IHa i Jltl'gr;ll de classe c·- 1 ll:l l , H. , jstn t'': 

r ( .\ ) , íJ JJ ( X ) " = Ü , ~~ ·' (· U . 

Seja p 0 '~ li . 

~.., u p o n h ~1m o ~ q u c r l p 
0

) = g t a d I I I p 
0 

) = O e q u c c :x i s t e um ' 

b - l' . 1 L:. c fllll l C' Sp~l ÇO I CllllCll!' I O IW c ' t:l qut.: 

I ) ~- ·cr) (E) l: -~-o r~. ' ') -- (f&· j ~) I) -l i ( p ) I 1: c dcr in jda 
.• .... o 

IJ.. -'>" I ';-
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E n t (i o os :1 u to v: 1 l o r c s de f ' ( p ) I L: s a o i m R o i n-Í r i os J i >. o < ~, ' • l. - ' 

i \1 c sr.· to do outro autovalor de f ' tp ) nã o é mtl ltip.l o ln
o 

teiro ~k lcs, c.xjstc uma v :1ried:1 d<.' h idimcn sionaJ de cJassc 

c1
, ~! CU t a ngent e a E em p

0 
que é ~~ união de so lu ..;õcs pcrió-

I - l dicas cujos pert odos com·crgem a 2rr 1 I se a cond i ~o,;~1o 

c i~ll con \·crge a p . 
o 

O Teorema l c fals o sem a hipó t ese de nao rcs -

St>n:lr1c ia . I sto é d01no nstrad o 110 C~ ) pítu lo 11 1 por UlH c..'xcrnpJ o de 

c . J I • s j c g L' I Também neste cap í tu~o c-n un c i ntHOS rc' ~u!Utdos COJJ -

l ' l'li1L'llt<'S :1 <.'.\.JstCn: L ! de Órhit~lS pt•riÓdiC:t!-' j'>l'Ó ' it1:1:;du eqqj -

:: . .i tJdo-o " U lll ~l d cmuns l r :J<; ~ t o do rco l'l'lll<l do L i i!ptmo\' de\· i d:1 ;1 /\ . 



... 
- I -

CAP!TULO 1 

J) Sis temas ~ lccânicos Sjn.!_Eles 

Dc~l_!]iç_ão : Um sis t ema mecilnj co s imp I es é : -- --- ---~ 

a) um co njunt o u<..' k n 95 rcnis posj ti vos, m
1 

. .. mk: I 
v1 "'"" subvoricd"dc r C R:ik , I 
c1 um~1 f"unçi'ío \':lJ ~ 1(, de c l asse c-, onde lJ e un1;1 viz inhan- I 

( ,I d L' ~ • 

-------------------·---

I n t L' r p r c t ;~ - s c (i s i ,_· : 1 Pll' 11 t c . 

. 
k ~~·nu u J llllill'l'O d· · ;_fJl'j) ("' S 

I ] J 

<I "" 
I ,. \ _, 1 

( l ) ( I , 
- ) 

(' 111 
j 

l k) 

, '\ 1 

. .. 
J-c-

I k ) 

é ; t conri~!UTaçii o o11dL' o J -0s imu ,-t)rpu I em coorclcu~H.;;Ü o 
( .· I ( 1 ) 

X > \ 
,) 

) . 

}; se denomina va ri edade <lé' confi g u r~t<;ão . :.: tem 

Jjml'ns:lo n = 3 k-m, onde 111 é o número de equações dos víncu-

J os que re l acionam as coordenadas umas ãs outras . (como por e -

H '•'P l ü , se ~llguuws d~1s parti: c ul as csL:i'o Jjg~tdas, fo r man do cor-
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go de :ll g um c:1minilo o u super[j ç i c ). 

1\ funç ão V nos dá a ene r gia potenci.•! tio corpo 

c nao depende do tempo. 

l lm est udo de um s i.sLemG físi c o é a informa ç ão 

qu e caracte1·i za o sis t ema num dado momento . Num s i s tema mecâ-

njcü simpJes , um <'s tado é ob t ido pc!:1 pos i ção c velocidade 

num dado momento . i\ det e rm inação dn histó ri a da vida do esta -

do se d§ :-ttravés das equações d i ferenc i n i s de mo\ i men t o . 

~-----------------

Dcfini ç~i o : l)j :- sc que x : 1 

t o se. p~t rn c:1da t C I, 

~I x' + () V j_ E onde ~I = r ml o I 

\ 
I 

\ o n,h. . 

Po r tanto, qualquer força que aja ::;obre o sis -

tem;1 e que 11<..10 derive de um po tcnc. i al nao t em componentes so -

bre a \:~triecladc >:, logo não i nflui no mo \· i mE-nto, ~<lo rorças 

f i ct1ci~t!'> que n ão rcali:am trabalho . 

SaJie ntamos (tl! C nu-; rest r i ng i mos Cl sistemas me-

cíinicos ~1 utÔ110lllOS c c ujas f orç:1s ilttwntcs derivam de um poten-

,~ i a l . 

l a e. r :1 n \~c . 
... -- > -

------- -- -·-- --·-.--

[k' r i n i ç :i o : 

St•j :1 1 
J I 

.Scj .J r. : 'l' } · R {k [.i n j do pu r 

\I " , '' .. \ I , ! l 

J. é ,Jc \.l;t~ ~·c c· c é \.h;tm ·td tl L:l~~l'"tngi~tno o~u !'ur:t; :>c de· 

I .1 \~ r ~m g c do s i s L c 111:1 • 
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Em termos ele coordenadas gencrali z a<.las de }',, o 

L: t g r a 11 g i a no c ex p r c s s o d a s c g u in t e nw n e j r a : 

Seja ll c.." R
11 

um aberto e P: lJ -r 2~ uma carta lo-

c:tl numa vi z inhança de uma configuraç:lo . 

De fine-se Lp: l'U ... 1~ por 

l.p Lx,v) =1·· l>!DP (X) \' , DP(x)\ ". - \ (P(x)) 
~ 

Seja Q: l! ' -:..L, , U' .,_ 
p 

11< · abe 1 t o, uuw outra c<1r-

t ::t local numa vi: inhanç~ de outra con fj gur<lção. tal que P(u) 

Q! ll ' I f 0 

Scntlo q PLx) = Q(x') 

i) P (X ) '1 ::: I lQ !. X ' ) V ' 

é c Ln o que L p ! x . v) ::: l. l~ ( x ' , v ' i - I. ( q , (.)) 

Pur;t facil ilar <l not3ç:ão, de :1gorn e m diante, 

l. p (x,v) -L (x,v) . 

T c o r c m :1 de L a g r u n g e 

Scj~m - [o, ( J , li C:::c R11 aberto , x : , li de c1assc cz c P: 

U , L_, um a c a r t u J o c a l lllUIHl v i z in h a n ç a d c um a c o n 1- i g u r a ç ã o . 

Po x c um movimento se (' so se: 

d ,.. "· L ( .x ( t), x ' t t))] él L 
(x(t), x'(t)) o - ;::: . 

l! t (1 :-, ;) x 

Ohs: Em notação concisa, a cquH<;uo a cima pode s er CS(:rita : 

· ] 
__ \ _ r () • L) 

~ v d t ,, 
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-que e a equaçao Je Lagrange . 

Us aremo s também, a s eguir, as not.a ~ões: 

x = x (t) X = X (t ) 
. . 
X 

.. 
X ( t ) 

DP = DP ( x(ll)) P = r ( x (t )) 

...--- ------- ------ -----------------·-----·--
Lema : Po.x é movimen to <=-' 

I 

x + a V = O ! 
X I _ _______________ _j 

S · IJ - Rn t ' > ll , e .1 a ~- um a ) c l 'l o c t : di fco mo r-
. 3k Cismo so br e um aber t o d e <-· . ,_. R • 

( " l ( k ) 
111 ' ' lil -., 

Sc.i ;t ~I J l <.t g · nt I l l ) t J ' 
i.l- I .. . , ' 

. ) 

l1l lk) 
1 

~ !I' + grad \ ' , u . - () ·J u . T (.P J 
p(x (t l ) ·-

'J al u c Ja fo r nw : 

ll u = D p (X) . v , v 1... l i{ 

Lo go temos : 

·· ~IP + grad V . DP (X ).V>:: O , \I v E:. R
11 

o que equ i.va .J c a 

< ( D P ) t ~:i~ + UW ) t g r a d \' , v .., ::: n , "f \" (:_ R n 
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Então temos ;1 seguinte c.'qu ival<.~nci<l: 

Po x ~ mo vi mento < / (DI') tt-.·1 P + (DP1 t g r au V= O 

~1;1 s p = ( J)P(x)) X = ( l1P) X 

.. ..., . 
(' p = (JW( x )) X + n - r(x) fx) X ::: 

. . ) . 
= ( l)p) X + n.;. p (.\) X 

ond e P : lJ ->- í: [ IR :ik 

DP : LI -T L c n 
!R , 1~ 3k) 

) 
n-P : LI · )- L c Rn , L ( m.n , IR:) k) ) 

Usando o Lema de S cl11vart z que a Firma : 

. v = li, 

c u s nnclo a i g ua1 d:tdc : (JJP) t gr:-td V cl v (onde r o r \ I b u s o de 
X 

no tação \' = \'oP), ternos : 

( DP l t ~I P 

~ r - c· X 

d 
~1 ( 

+ (111') t grad \' = ( DP)t\I(IW) 
. . t ? • . 
X +(DP) r.. r r_ll-PJ(x) . . \ + 

ncmonst r nçilo do Tcorc~la de LaJiEa ngc: 

O t co rcmn se redu : :1 mostrar que : 

t ? 
lDI'J H ( IJ-p) ( x l x+ ;J xV = O 

11c 1· .I 11 "'- -"C I' ·. !) )_,· '.11 11 
> I' ']' ( ) \I(' I)P) l ) l \..., . ' '• x,y '-·.,- · . . s. . 

r: 1t :i , , T r :-; , x ) = 1 . :-1 , 11 1' l ( x 1 • • \ , 1 1111 l 1 x l • ~- .. 

Tc;ao:-; '\ l : l i X 
y 

.\ = ( :t i i ) 

"") 

t I li· 1 t ~-1 ( 1 J P ) • .- , :- -= - , • • \r, 

i l ~) 
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T ::: 1 ~~ ;l . \" · y · 
2 l j . J . l. 

i, j 

() T -· )~ a. )'· :: !\y :::: ( DP)t M (D P) y y l_i 1 
J. 

él y T (u) = < CDP) tf\·1 (DP)y, u > ., u (:?. iR11 

remos d ( ay T (x' x)) u lRn L c n 
,R) d (a T (x x ) (u) X -+ tR , 

(Jf df 
. y > 

::: < d rcnr> ) t 1\ l ( DP) ~<l, LI > 
Jt -

= < D ( ( DP)t~1 (DP)) (x) .x, u > + " (DP )t,\1 (Df'l ·x_. u " = 
t . 7 = < D ( D P) . ( :X ) tvl ( IJ P ) x , u > + < ( D P ) t :VI I l .. P ( x) . .X , u ..,. + 

'" ( D P) t ~ I ( D P) x· , u > = 

= < (ll
2

P)(x') t ~ ~ CllP )x, u > + < (DP)t 'í n 2 r• (x) x , ll > + 

c DP) t~~ t n P J x· , u > 

f. las: Lema de 
Sch\\art z 

'l 

< ( D2P) (x) t M (DP) x, u > - < ~I ( DPJ x, (])~P) (X.) u > = 

< J\1 (JW ) x , ( D 2 P) C u ) x < ~I (D
2

P) (u _l • x, (DP) x > 

(; T (x. x) u 
X 
') 

n<·r ( u) .X ) < i,l 

Por 

o ]' 
X 

l < 
-i 

cn:2p) 

L o o o ..., 

out ro lndo : 

u X iRn r L ( l l~ ll 
\ , , 

M (D 2P) (u) x' (flP) 

( LI) X, (f) p ) x _, 

( d ( :. T ( x , x )) - a T 
Jt y X 

(x, x )) (u) = 

t " ( !1P) ~ I (J1P) ·x , u ... + 

!R) 

x 

Além dis s o , L =T-\', logo : 

> + 1 '• M ( DP) 
i 

. X, u > 

d (a L (x ,x )) - aL (x,:X) = d aT • ·. aT (!V 
CTf 3y ai Uf Cay (x,x )J - '5x (x ,x ) + <'l x 

J:ntiio: 

d ( ~ I. · .) :1 I. . ) 
- · ( X , X ) - .. , _,. l X , X . JT :) }' l ·' 

u > , r 1w) t ,\1 r o r) .. 
X. ll 

x, 



- 13 -

) 

-1 • r 111, 1 ' ~~ 1 1)- P 1 l \ ' . :\ , u > + · 
·.v 

v , li 
'·' 

r. V<lntnjoso ca r ;lctcri.:-:<lr o movinH.'ntn d(' tU:l sis-

l eJii:l 1!1C'C ~ ll i CO 
-

n ao " part 1 r das cqu;1çõe~ de Lagrangc·, ma<> a par-

r ·ir J:~:. C'C[ lt:l \' ÕCS ele llamil ton, que lhes sno equ iv alentes. Es -

Las scprestam particularmente ao estudo da es ra bilid<tdc pois 

cEio sis t emas de equoçõcs ord inári <lS <lc Jª ordem com grnndc si-

mctri.o . 

Seja o Lagrangi ano cons j de r ado como função das 

I d . d ( ) .. 2n ~ U ç coor(Clltl as gcncraJ1za·as x,v e- t R • Is t o e, e um 

:1lwr1o c P : lJ )" l: é uma C<trt <l l oc1l num~t vi ::. inhançn de UIPD con-

S . 1'U R2n . e~ n ,. : ~ , d0finida por ~cx,vl = (x, a L v 

(x,v)) , a t ransfo rmação de l.egen dre . 

nad:1;; em "(TU) 

de 

") 

C o mo a - L f. () , 1' d c r i n c um a m u d a n c; 2 d c 1: o o r d c -v 
I fl 

~ R- : pél ss amos n denotnr as novas cnordc n:H.lns 

(q, r) = 71 (x , v) 

e o momento ljn car Jo sistema . 
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--------- ----, 
Dcfiniçi1o : Fun ção de Hamj J ton 

Sej a 1\' c R
211 

um abe rto p aramctriutdo por rr (isto é W c 

di r~'o:nn r ro ;t 1: 11). nchnimos 

li : \\~ ·-'" ll 
1\ 

por I l ( q . p) = i "" l "j P i - L ( .:i. • ,. ) com (q,p) -,(x .v) 

) 

11 é de class<. c· e c denomin~1 d:1 runção dC' 1Luti1 tcn ou 

J I" m i 1 t o n i <t no do s i :- t c ma 

!li :t ~r :111w : 

,- -

li 

~) 
> 

no t. 
L = L 

p 

:>--· 

-------------------------- ------·----- -
T c o r c nw : S c _i :1 ( q , p) : I · • \\' ttm a [ un ção d c c 1<1 s s c C 

2 
c o m · 

- I ) (. ) i ~ 'J'U . r O l q , p = X , \ ' : -r 

Pox : >- [ e um movimento do sistema se c 

so se ) ét c t ) := 311 (q (t). r Ct n 
ap 

1 - aH (q(t), p ( t)) d) (t) aq 

I' a i s c q u <1 ç o c s s à o cl c n o rn i n a d ;~ s c q u n ç o e s d P H a m .i 1 t o n d o 

si stem:1 . 

L 

ncnonstrnciio : 

A dcmons t rnção segue dirctéJmcnt·c do Tcorcm:1 de 

Lagr:1ngc, pois só mudamos as coordenadas gcner~ 1 ~ :- .Hia:-- . 

l'odc-s e vcl' tnmbém que ~:;e 



x=x(t),v= x (t), q=q(t), n =p(t)c 
n 

11 = H (q(t), p (t)) = z :X . (t) p. (t) - l . (x(r), .'z( t )_~, 
i =l 1 J 

então : 

n n De f de p 
ôH = >.: '} xi p-1 - a L >: a L ux i 

~~<t .i i = l ri (!.i ~l q j i ;: 1 axi ()qj 
n f) ., :lx i a L ... a L axi. ri L - ()L = = i = 1 "ã"qj ax-:r i = i axi "ã qj clq_i élq_] 

-: - d ~L = -f>j 
"trr ílt1) 

I) n 
011 :.. :\1 \.\i Jll 

,. 
~L ~·0.. xj .. c"! .i .. 

•P.I I = ] ~ p .i i =) j l\ j ) !'.i 
_l 
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4) ,\ i :ncr ~1 ;1 nos :·~ i ste11<15 ! l;1;1dl t oni;1nns :\ utô -. __ ...________ ---
nomes 

------------------------- ---·· ----- -
lk f i n i ç :1 o : E n e q; i a To t t1 1 

Se j ;1 T : T >~ >-R funç:lo tal qllc T(q,w) = L 
"I 

c \" : T>~ ->- R funçno que depende apenas de q , 

n 
-, 
i -I 

'.) 2 t J 
m. 'll 

1 

E = T + V é a energi n t.ot<1l do sistema me c:ln i t:o con-

L~i dcrado . 

nando uma carta local de P de l , t~mos E(x,v)= 

'J' (Jl(x), IW(x)v) + \'(P(x) ,DP(x)v) 

Obscn.-a - sc que L - T - V 

llon :: .~ T L = T + \" - r 

De agor a em diante consideraremos Ilumi.ltoni.n-

no -:o rno sinônimo de Energin . 
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Ucfiniç?ío: lnlc$~r~1 l Jo Sistt-11\:! 

llm~1 intl'~l;tl do L'Sp,lÇO de estadoS <Je um d· ln .~i:.;tc-

ma c qu~llqucr run<.::-.n , niio c onstanlv ~obre qualquer ~ th crto do 

' csp~ço, mas const:1nte em t oda curva solução do stster1.:1 . 

F riícil ver que H e uma integral pé!r: t um sis-

Lema Hamil toniano autônomo, pois 

n 
c.1 (H (p,q) d I <'! j a L = L r. I. -

dt dt i =l a <'!f 
n 

::: d L - }~ (_i_ ·~\ qj + a L . .. \ = qJ , 
(lt j =] , a t \ â<'d, dll j I 

ll 

f:q.La - .: d L - " I al. q j + ·:, L '<i i \ = d L - cl L = o -.- j =·} \ jqj ~('\} - I Of crr ornnoe ctt ~ ,:..., 

onde L= L (q(t), q(t)) . 

1\ ~~ u p c r f 1 c i e H ( q , p) = c o n s t n n t c C. (In d c C é um 
) 

de P. -n . As t r a-

jctóri as d.:-ts so Ju<.;ÓC'S do s i s tema co1rcspond c nte <t il que <t J i. 

in i cüun, :1Li pcrm;111ecem para todos os tempo ~; futur<'S . 
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C!\ P fTULO lI 

CONS I IJI:J~r\ÇOES SOBR 1: SI ST L~li\S I !AMJ LTON J A~OS 

1 ) C:..~mpo l!ami1toniano 

1\s cquaçocs do movimento dedu z id<t ~ no cap ít ulo 

ante ri or -sao um modelo de uma cJassc mujto e spec i al de camp •s 

d ,, v c l o r c s . 

S . li '!~ 2n ,(' _1[1 : ' 
r+, 

>R lltnél runção d c claSS(' c: ',r >1 . 
) 

O canpo de vetores x
11

: ,R.:.n 
') 

1R.:.
11 ~lcfjnl d o em x = (q,p) por 

:\1 1 ( q.p ') -- ( , ... - a l i, ... , 
"c)êl ~ 

é d c n o m i n ~~ d o c a m p o !I a m i 1 t o n i a no c o m l' n c r g l a 11. X. . é u lil c a m r o 

d 1 "r C l' <ISSC L. : l · · I 1 c·. r c rn tR211 
O c~;p;H,:o CC CJlllpOS Vl'10J'I: t lS C C C , t SSC 

! :1 topo l o g i <I da 
- . 

c o n v(' r !-> ç n 1.: t a 

:r.s :- deno tado 
. r . 'n por \ (:R - ) . 

A ('( !l l:l ~. tlO dj rc r cncial .\ = x,,(x:) 

dcCinc o s js tcm~t ll ;tmi1loni:lno co!~l c'JH' t g i:~ 11. E c l aro que 11 é 

um;r intcJraJ Jo .:.ist<:m:t . pois \
11

!x l, ? fl{x) > = Cl con, V =grad. 
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~!ais si.ntcticamcnle, o Cllnpo Hnmi.ltoniano é- es-

cdto na forma : X
11

( x) = J V fl(xl o nd e:· \'H é o gradiente de 

11 (' 

J - I 0 . - I 
I 
\ - r 

com l a matri :. identidade n x n . 

llado xc<:.. R2 11 , x é \llll )H)nto de cq11j I íhri() do 
t) 

sistema se e so se x é um ponto crítico du energj ~~ 1!: 
o 

c.: · E. R 2 n t d · l .. 1. • d · t ._.C J a x
0 

- . um po11 0 e equ1 ll)r.to o s1s e -

nw, temo:;;: 

' } 

J J)- li ( X ) • X + I~ (X) 
o 

onde lim R(x) 
= o. 

X ~X IX-XOI 
o 

Vemos que o comport:.~mcnto da parte J incar el o 

sistenw em x tlcpenue do llessiano da ene r gia 11 em .< • o o 
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.2) Estabilidades 

l:st· élliiOS ·in1eress~1dos em estudn1· :1 I'SI:lbi 1id,1dc 

de um sistema llamiltoni ano . nas proximjdadcs ele um nonto de c-

quilíbrlo . 

;--------- - ·------------·-------- --------------, 
Oefiniç~o : Equilíbrio Estivcl 

Sej<t f um espnc; o vetorial, W c F um ahcrto c f:\\'--1:~ umu 

aplicaç~o c1 . 

i 6 W ~ uma 0quilibrio est~vel do sistema ~ ~ [(x) se, 

parn qu:tlquer lJ C\\', uma v í zi nhanç:1 de x, existe li C. U C.W, 
I 

outra v i zinhança de x, tnl que toda soJuçãotft(x ) do siste-

ma, x EU 
1

, penn<~nece em LI r [Ira todos os tempos pos i 1 i vus, t >o. 

C~t1er0mos um c rit ério d<~ est:lhijidndc, ou sc_j;t, 

um:1 condi ç5o comput:Í\'C 1 p:1 r ~1 se uh ter um eqt1i lth rin l'.S t.:ívc l 

num sistcnw llamiJ Loniano. 

Lcm:1: 

St.'j:t 11 um:1 !unc ão rc;tl contÍ:1llil c·m :v ._ Rr. , :dl(.'c n. ::~· xu 

ç: :lO ntn de m[nimo isol<:do de li com li í .\OJ ""o . er~l:c'l p~1ra <.:a

cl:l é:.>o ex iste ,) · o tél1 que·'' compon1:!ltc conexa dí' !1-llo,ó.l 

q u c c o n t é m x o c s t :i c o n t 1 d : 1 c m I) 1 x n , ' ) . 

M\ 11;61' Áo • s.c: 

··~ ... 

~- ---,~......,....,... 
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I tem : 

Seja xo é. Num pon to de mí n imo iso J:1do de H com 

11(:\o) O . 

Fi xemo s E:O>O tal que, 

,;.. x c::. B(xo, EO) , ll (x) > o = H(xo ) 

Basta mostrar que 'tj r: o, J oo>o , V c. : so,H - 1 (Co , 

~)) n B(xo, 22).:.: B(xo, s ) . 

Suponhamos que} c. o ·= c < t.o tal que ·1 oo -·o, 
~ 

~~ ô _ ou e 

11-l ( \_o, óJ) () B(Lc) .::j R( •: ) 

( Oll S C j ~I 11- l ( ~O , q ) -nao convcrr-c a 

1:n1 5o tem- se uma s cq Uênc i ~l 

\_ JI- l Co, .!_ l n R (2r:) l - B( c) 
n . -' 

( .\n) " \' n -· 

~la~ B (2€) - B ( E:) é compacta. 

.. 
'(J\ ..... -

LogoJ yo G. B(2E) - l~(c ) tn l que xn > yo 

Como ll(xn) < 1-_ e ll c cont í nua, 
n 

11 (xn ) ' ll (y o) = o = ll( xo) (o que e contradição). 

·~· 

Cr itério de ~stabilj dadc : --·-- -, 
I 

Todo pontu de mínimo iso l ado da Energia e um ponto de 

equ ilíbrio c st5vc l do sistema. 
·----· --- --------~------------· 



Dcm: Seja Oum equilíbrio do sistema 

i> = ";} ~-~ ( q , p ) 
~q 

n 
p,q e IR 

O tR2n f:. 
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Suponhamos que ll(o) =O c ttm mínimo isolado ela 

energia . 

- 1 L 11 o.'· que 

S c j a IJ um a v i ·z i n h ~~ n (,' :1 d c O c 111 1 R n . 

Tom;tmo s t .... o tal qtiC I;( o,2c- J '· 11. 

Tol!l;t mos 

~'mi:(o_,_) . 

u 1 ... 
c ;:b ... ~rl<' c 

-1 
U 

1 
..... li L o , 5 _ -, B (o , l-) < lJ . 

IJ;~do X~ Ul, temos ll(x) < 6 c rortanLO 

ll ( 1\ ( x) ) = li ( x ) :5 ô , par a t odo t > o . 

Logo'{ t (x) C:. Ul S Li, '<I t>o . 

E n t ã o O é p o n to de c q 11 i 1 í b r i. o c s t á v c l . 

l\ r c ..: Í p r o c a u o t c o r c 111;1 ~~ c i m <r é f a L s a c m g c r a l . P o r 

cXl'lllplo, o sistcm J ll;1ndltoni<Jnu tkf ' nido por 

I 2 _ 2 ~ 

= 2lql -q.::+p l-~>2) 

te m um Jn,nto de cq11i I.íbrio cst·Í\'C I n:1 or1 ~em o qual nao 
~ 

c llll -

<! ~ ]J ) = () • 2 



- 22 -

Este contrélcxemp 1o I C\' ~l à procur0 Jc condições que 

p, :tr:tn t :lm cst ;t r e cíp roc :1. Como n origem c um po n to crítico i.s ol a 

ao de 11 no cxcmp I o acima, a n~o-dcgencres cênci a <lo ponto cri 

t i c l) n i1 o é ~ u í i c i c n t l: . 

A p rimcjra condi çZio n at ural a i mp o r (evit ando o c -

xct'lplo ;teima) é que o Hami 1 tonial1o sc_ia a cnctgi<~ de um sistema 

mc"-';tn l co s imples , isto é, s up omos quv a cncrg i :1 do sistema é d él 

f o rm ~1 

II (q , p) T( p ) + U(q) 

com ene r g ia dnét.ic:t T u ma forma q ttndr;ít i ca po~.i t iv() defi ni da 

c m p c U a c 11 c· r g .i :1 p o t c 11 c i a l. X l' ~. t c ~.· o n te x to , a o r i. g c m é um 

mfn imo da c nc r gi a li se c só se u111 mrnimo da energia potencia l 

u . 

Existem pon tos de cqui líbrio cstávc I <p.lt' tHI O sao 

mínimos de cncrgi.a; p o ·r exemp l o o sistema com 

T(p I , p ,, ) 
l 2 ") 

= z CPl + p~) 

) 

= U(x, y) "' <-'- l /x-cosi. 
X 

) 

·-!/)'- l 2 c . c co s -- + y ) 
y 

q ue é c:;t:Íve l ll <l o ri ge m mas U c ncga L.i vo n a n'té! q
1 

= q 1 

J\co n1 ccc que n este exemplo , e mbo r a H ~cjo 
CCJ c 

a ongem 11ao é um ponto crft ico isolado de 11 

Isto no~ Jcv:t a propor a ~cgu i ntc c o n _ietura p:1ra 

ll :lmi ltoni<.t nos c Iúss i cos . 

? 
Con jc ttt rn : --· Seja lJ de classe ( ' oJ 

.... (' su p onhamos l[ li\.' a origem 

- de c < 1 u i 1 f h r i o is o 1 ;Hlo do s i stema . c um ponro Se o ponto de equl:_ - - ---
líhrio 6 c'st5vc1 l'l11:~o <.~um ponto de mínimo .i~olado d ;• energia . 
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S c 111 <.' x i g i r q ttc c c qui I íb r i u se .i <1 i s o 1 a do , Jlt ~ts por 

outro l ado, ex i g i ndo qu<' ;1 c nrgi;t potencial se _ia :1nalí ti c 1 real 

Tali:1Cerro demonstrou que·, par: t dois gr<tus dt· lih<.•rdadc•, ;1 cs-

Ltb i li dadc do si s l<'llt,·t 11,·• c)J'L- QC'fl1 -, 11" 1 i - l nrl- '11.111( [ 1 
l ~ 1! ' - \..~ , > ra ~-~' l;t encrgta 

t (llll :t rcsult~tJos s:lo os 1nínl rnos n~lo d('ttcneradtJS. ;~; L <J -~ ,, o hc-.;-

' 
:::.1:<110 n-t l(u) de li(. ;)o:.iti\0 d~·ril1ido (ver cap . ~ll t·nunc .iado 

<.lo Tcorcnw de \vci nsl(·inl 

A segui.r salientamos que nos sistemas llnmll to -

nLtnos nao se encontram po n tos de equi Lí b ri o nssintÕ1 icamcnte 

r 
Lcr:w : _ 

SC JH A é.. M (m X m, 1R) uma lll:ltriz tal qu e /\t .J + J A = 0 . 1 

I Seja A um auto valor de A . 

L_ r n t ~o >. , - À , - À t a m b é m s a o ~~ u to v a l o r e s d e A . 

])(' 111 : S c j :1 ~I E:.. \I ( lll x 111 , R ) . 

li t 
P~trn todo x,y t: 1R , <~I x,y>-:: <x, ~i y>, onde con-

n 
siclcramos ., X , y> = ): X - V . • 

l; l 
i = 1 

t 
Sc .i~1 J\ é ~1 ( m x m, li(), ttm<l nwt riz tal que A .J + 

E n tii o : < .Jx , Ay ·· t • . J :\ x , y " '= 

r\ t J X , )' > + < J !\ X , y > = < ( J\ t .J + .3 f\ 1 .\ , )" ' = 0 

L l .. 1) lll. par :t o<- o x, y c ... 

Scjn \ t tm autov<.tlor de A c seja u E-. R
111
-{o } 

tal que .\u = ;>.. u. 
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Entiio temos, para todo )'c 1Rr.1 : 

< .J \ l ' /\ y > + ' . J ) ll ' y - rJ 

.::J li' ;\y> + <.J u , \ )' . ~ o 
, .J u . ;.. y + J\y > :::: o 

Sej~ B : JRm -,- IRm, B = \ 1 +A . 

l m B C (Ju) .L.. , logo a dimensão de B e no ntáx in1o ig ua l ~t n- 1 , 
~· 

ent ão R l.! invcrsívcJ . 

Lo go det (A + À[) = O 

Ent~o - À e aut ovalor rlc A. 

Como J\ e rea l, >. c -).. também sao uu Lova lorcs de 

o 
- --- ----- --------

Teorema : Cnr actcrização dos Autovalores 

Se x
0 

um ponto de equiJ [ brio es tável ue um s i stem:1 

Hamjltoniano, então x
0 

só admite Jutova lorcs imaginiíri.os pu-

r os . 

D c m : !\ a p r o x i ma c; 3 o 1 i n e a r u e um s i s t em a H a m i .L t o n i a n o c o m cq ui -

J í brio 

c a (' .\ 

na origem 6 da forma ( o 

- 1 

Como a matriz H, 

.J l l? ' temos: 

t .] A (.J II ,) 1 
J\ J + -

' ] .., 
l l ~ r J -1 1, "2 

r .J-) J" .J .1 + = 1_- + '· 

,) (! q tl C , I t ·- - J 

.... 
! \ D~ li (o) , com ma t r i : A . 

o/ 
associada a D211 (o) e s imét rj -

.J ~ .J ( .J I I 2 J = 

l l ) I! } 
'-

11) = () 

- I ) 

.I ( • . j . - i 
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..:amv ! t t ·-· i n::; t ií \'t' I . 

:.) l 1 cr~; i.s1 enc1a do~-~~t t_ov0!_~~·es_~~.:?_ .. ~-~~~~·i_rios l~u
ro~ 

\"imos na p;1rte 2, que num ponto d e equilíbrio 

estflvel dc um l lami ltuniano todos os :tutova l orcs do sistem;1 são 

inwgin5rios puros . Passamos a examinur a questão da persis -

tência des te s autovalores . 

A v~rledade i n va r iante associada a todos os ;ru-

to\alores im llginár ios puros de DXH(x
0

) é a variedade ce n trn l 

c 
~I do sistema . Liapunov simp l ifico11 o comportamento das Órbi -

t : I~J1rÔ .:ú nw ~10 cq ui J í h ri o x com a Jivis~.o d e ~lc em s uln·aric 
o 

d ~J dt'~ de dimcnsüo 2, <15 \':lried:Jclcs subcent rai s . l:s tas sao as 

\'<.tried:tJcs as socL1 d:Js 80s autovalores com multipiicid<JJe 1. 

Em geral, c om uma ] e\'c pert 11 rba ção lo ca L ele H 

L' dt) c:impo x11 tw \' i :i nh:1nç :J do pc.t~Ho •.' s t:ívc l, podc-!;t· di\ iui r 

mui t ipl iç 1dadcs nwiorcs c obter aul,J\'a lo rcs inwgi P~Írjos puros 

de mul t i.pLic i.d:1de l . 

:\o tcorenw Clb~d:xo tr:1t :1mos da persi!:'tC'Jll . .:i;J (k;:-; -

tes autovalores. 

f}·~-o r c m ~~------- ·--
i -----

________ .. __ _ 

1 
Se.i a 11: tf(m -}- 11 ~ um Hmui 1. toniano de L·lassc C r r _. 2, c su-

I 

i p.>nhamos que :x E tRn é um pont o crft i co não dcgcn cr~t dn com c-

\ XliLimcnLc n <.llltO\.' illores i ma giniírios pu r os de mult ipl i cid;tdc 

J • 

r m m Ex i stem vizinlwnças LI Jc x11 cm X (;R) e V de x em :H 

t <I i .::> q u c , p <1. 1 • <.1 c a da Y é lJ e x i s t c y c:-_ V t n i q u c 'r ( y ) = O e 
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se Y c um campo ll~tmi.ltoniano en tôo o ponto críti c o y tem e~ 
x ~ttnmcntl) n alt l o \· ~lJores jmaginários ptn·os de m11 lt .ipl i.cida ~ 

I 
--- - - ----·-- ----··---·---------_j 

de 1 . 

ons : um ponto cr í t1co de um campo de veto re s é n:io de generado 

se O n5o ~ autovalor . 

Dem : Da teori.a ger::ll de campos de vetores sabe-se que pontos 

críticos nõ.o degenerados dependem con tinuamente elo campo; da 

teor i a geral de campo s 1 inear c s sabe-se que o con.i tmto de nu -

tova l orcs depende continuamente do campo l inear. 

,\ss.im. o que resta obsc1 var é ~tuc t~;n <lU t O\'a lor 

i.rn<1g.i nário puro i!. de mul tipl i ci.dade l não pode ser pcrturb<t -

do p;tra a+ Í À com Jal f o su[icicntcm<' nlc pcqu8Jlo pois, nos-

te cnso, -a + i \ esta à me5ma dist~n cia de i). que a+ .i > c o 

perturbauo teriét c.lots autovalores distintos onde X só tem um 

- . 
lllllCO . 

[] 

Num ponto crítico, JHto n ccess~ri,tu(•ntc esúi,·el, 

n s v ;:n j c d n cl c s c s t ií v e i s c i n s t 5 v e i ~~ t c m a m c s ma d j me n s il o c 8 

\':tril·thdc central l5 de d imcns [w pnr. 1\ \·a r i<..·<hde --:cnir~l 
-

ll <1 0 

pode, Clli ~c ral, S('l' rcmovi ~.b por pequenas lH'rturl>.u: Õ(•<· de !1. 

hiliuade::; par:1 o c~pcct ro de t! lll 5i. "c;'tíl Hamilton; ,tno. quande 

ll ::. :. . 

J 
I , 
.J. 

/·;· 

·- ... 
p; ~ ' 
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1 

. l . 
I 
f 

Sclu complexa Se: l ;1 ccn1 r<tl 

_ .,_ ... --(,... .... 

I 
~ ----r--· -
I. ,. 
1 

Cen tro gcner1co 
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I 
__ _j_ _ 

'cn 

Sela r eal Sela degenerada Centro deg en e rado lJ~1 r tc lí.ncar nula 
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CAP !TULO 11 I 

SOLUÇOES PERl()DI CAS PROXH!i\S /\ U~l l'ONTO DE EQUI LfBRIO 

I) Te o rema de f,j apun o_~ 

Tr a t ando de um si~; t cma ll auü 1 ton i ano aut ônomo, 

numa vj :: inh<1nç.a de c quil:Íbr.io , o Teo re ma de Li apunov assegura 

a c x i stên..: in de Iaml"Jias de soluções periódicas se não houve r 

~ . 
re~son;1n<.:t: t . ~ l <1is precisamente, sejam À J,À 2 , . . . , Àn,- >. 1 , - À2 

.. . '- À os n Zn autovalores da aproxima ç ão line ar; se e 
:\ . 

um i mng inC!rio puro, c se nenhunw <.las razões ~ (i=l . .,.,n) e 
/'. 1 

um j ntcir o , ent?to e-xiste numa \'Í z inh~tnço do cqui1Íhr i o uma f~ 

m f li~1 llc ~o Juçõcs periódicas, dcpt' n tlen tc s de um p:1rumc t ro r :;::. O 

Se r tende a :::c ro, as órbit:.t s ten dem no cqui l:Íbrio c o pe-

21r . 
1 

>-1 r í o Jo ~ ~ 
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Kcllcy demonstrou o tcorLma p~ra llaP:Jltonia!ws de classe CL 

Além J i.sso mostrou que a compos j çüo dcs tas orh i Las. 1 nrmH uma 

varic.i;ldc loc:.~l Jc dimL'nsão 2., Je classe C;, tangente ao auto-

. I f \ l , - \ l_l t . d I d ~ b . t espaço assoct~Ho a ! 
1

, c que cs ·a V<IrJ <? ate e or 1 as 

é tÍnico localmente. 

Uma aplicação deste teorema ~ vista no rrohlc 

~na_re_?_!:_Iito dos tr ês -~orros . Este é o prob l ema do mov i mento 

de um asteróide de massa m, desprezível, que se move no campo 

Lle Jo i s planetas de massas Ml c ~~1 2, s e m pe-rturbar seu mov imen-

to ( Ex: Sol-.Júpi ter- a steróides) 

Tal problema, no plano. se r e d uz a um s i stema 

com Jo i s gr:.tus Je 1 iberdade, dependendo pc r iódicamcntc do t<?m -

po, para o movimc11to do asteróide . 

O c q u i 1 í b r i o o c o r r c q 11 a n d o o s 3 c 1..) r p o s o cu p <:lnl 

os v 0 r L i c c s de um L r i in g u 1 o c q u i I ií h' r o . 

O pro blema , quando lineari.zado na vi ;:i11hança do 

Lriiingulo equilátero Je equilíbrio, tem quí-ltro a'1Lo valores 

disUntos : .~i n. : in_.., quando a ra ::iio da s moss:.ts c:' tâ no 

intcrv:llo aberto (O,~ (1- v~§)) . 

Quando nr.. c maior que ''t. existe uma famÍl ia 

de soluções pcrjÓJjcas (curtas ), c uj o período tentlc ~~ l.IT --- ) 
n s 

quando a soLução se aproxima do cqui l Íhr io . Por vu t r o lado, 

se n~ :f knt (k é inteiro) o teorema d e Liapunov assegura a e 

xistência de uma oun· a CamÍlja de soluções periódicas (longas) 

o lcoremn n5o pode ser apl i cado . 
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-l) tcorem~t de l.i ap11nnv p~tr;t ll; ttniltor, i:tnos C' um 

corolÚr i o imcdt;rto de ou tro mais gcríl l que erhmciamos :t seguir. 

----------· --- - -
'! co l Cllla I J : Sejam U c Rm obvrt.o c f : lJ ·> R111 de l· l asse c: 1 . 

Suponha;.ws que ~~ equaçao 
I 
I 

2 I 
Jc cLtssc C 11 : U -· R, jsto e I 

x = f ( x ) 

I possuj uma integral 

Sej a 

·, f ( X ) , V li ( X ) > = 0 . V X C:. lJ ( ' ) 'l 
Po E U . 

Suponhamos que f(p ) = grad II(p ) O e que ex]stc um. o o 
espaço bidimcnsionnl E c. Rm ta1 que : 

l J f ' lP ) (E) = E o 
) 

2) D-H(p
0

) I E é dcrinida . 

Ent:lo os autovalores de f' (p j I E sao imagi ná r ios 
o 

c, se toJo outro :lutoval o r de f' (p ) 
o na o c 

tipJo inte iro deles, existe uma \';lrjcdaJe bidim('nsion;ll de 

classe c1 , M c U tangente a L em p que é a união de solu o 

ções pcriÓJ.icas cujus períodos COJ1VcrgcEI ;J z,r I>.! -I sc ~~ l " 0 /1-

l i i r·. ii o i ll i c i :ll c o n 'v c r g c ' 1 () " ' o . -----------· 

\'cj:1mos como o Tcon.'m:t 1 ( cnunLÍ<llh n:1 introdução) 

llc co rrc du Tcon'mJ ll~ 

, I' 
= R'" .. ,) 11 J li ' ' 

=- (-\ .v 1 c· 11 ç om o n integr:1!. 
') . \) 

(I . ..,.; :\"'- tJ. 

Como esp<.1ço F bjdll'h ;Jsiun0 1 1omamos o ussori0-

·' 



Seja A 

.\ = ( a 2 11(Po~ e seja 
3xj ax j) 

Entiio 

c 

a matriz hcssiana 

J = ( o I \ 

- I 0 I 

r, L P ) = ,, A 
o 

2 
O ll(p ) tu 1 ,u?) = 

o -

- .H -

de 11 em ) 
·o 

mostrar qu c> se para a lgum ué. f. , < Au, 

u > = O cn t ~o u = O 

Começamo s afirmando que JL - E, poi:; 

;\través do <.liag ra nw: !\. J 
JE ---- . . J!: 

J t ! ,J 
E ·---- -> 1: 

JJ\ 

v c mo s q u c 1 - i. ,\ , i >-] = f a u t o v a l o rc.' s d e J A I E ) = 

= : autova lores i\JIJEJ 

~ l ils i\J = -1\(-J) = - (. 1'\ ) t pois J\ -c simétrica 

c . J t = -J , e { a u t o v a 1 o r c s ( J A ) t I . J 1 : J = l a u t o v~~ I o r c s t.l c J A I 

JE ~ 
.J 

Então, pela hipótese de não rcssonilncja , 

E J E . 

Se j a u c:. E - ! o} tal que <Au, U -' o. 

r. f á c i 1 v e r q u e < .J u , u ·· ::: O ; c o mo .J u . A u , u é I : , 

decorre que existe k C R ta1 que k .J u "' Au. por t anto 

) 

.J A u = J k J u = k J ·· Lt = - k u e 

J ,\ jE Lem um autovalor real (-k), o que o um abs urdo . 

Logo u 
~ = o , c o mo q u c r l :1111 o s . 

/__j 
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\'amos mostrar por um excmpJo de Siegel que sem 

a coJH.liç~o J c não ressonância o tcorer.ia de 

Liapunov . 

J . 2 
Sej~ 11 = 

2 
(x1 

? 1-
+ Yi ) - x2 

1 ') 
? ( xl_ 

2. - y
1

) y;_ uma Cunçi:io de llamilton. 

O s.istemo d e llamilton co rresponJ e nt e se torna : 

X L )'1 + xl x2 - )' y) )' - ->,. -y X - X L v 
' 1 J 2 • 1 

'· 1 I ... 
I 1 ') 

1. 
X ' - 2 )') + -, (x~ - yl ) Y.2 = 2x-, - XJ Yl ' - -

XJ "L=>'! =r.:·· O c um8 soJm.:no de eq ui.lfbrio. 

ri o puro do 

t)s ~t utova lotvs t:or rl:~po lldcntl' S sao: 

' \ 

Se J é cons i de rad t> Ct)!llO 

teorc:na de 1 i ~tptll10\' 1 c nt~io 1 

~ . 

.::. L. ) 

o auto valur 
\ l 1 

como --- ~o -

"z 2 

. . -
Jlll::tgtna -

n<-t o c um 

1ntL'jro, pode-se :r!'trlll<lr a exist ê-ncia de u ma fomíli a parametri-

:::<tda de soluções pcri6J i cas com períod o apro,\ i. m<~dé r mente 

2. {Í j = ií . 
/. l. 

Quando Xl = Yl = O a solução gera] é xl = Yl = 

O , x2 =<><.cos ) t- 0 sen 2t, Y2 =C'\ scn 2t + C?cos 2t com::l( , P.. 

constante s, :i.sto c, um círcul o no plano (xz,yz) com período 

f' , com nenhuma restrição no ra io. 

Pelo unicLdade Jas soluções periódicas, estas 

sao precisamente élS soluções dnd:ts pelo teo r ema Jc Liapunov . 

Por outro lado, se ~ 1 c consid~raJo como o au-

Lo \'a l or do tcorem<l, vamos mos t r :tr que n ~i o e xiste soluçJ.o pe -

riódica com pcr]oJo aproximadament~..· ._.- i =- 2.f. a f c, r ~: a s t r i. -
,. ' 
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vi,tís. 

tl:l (' q u ~~ ç ã o l i ~ I lll i 1 t o n i a n :1 c o r r c s p o n d c n t c . 

) ~ 2 
Y'i(tl e q(t) = x2tt) + y 2 (t) 

l'l'ri\·:lndo , obtcnos ~1 rcl~1çiio: 

'p' ( t ) = •l p c t ) q ( t ) 

solução n;w est:í contLda neste plilno, devemos ter j>' (t) >O 

r} t . 

1 s t o mo s t r a q u c s c n s o I u t: ?i o n õ o c s t ~i c o n t i d a no 

p Um o x 1 = )' .1 = O c n tão e 1 n na o pode s c r p c r i ó di c a , p o i s n e s -

te c0 so p scr i <l peri.Ódica e n::ío poJcrÍ~lmos ter ·p· (t) >O 

~r . 

Sisterna s l l a1ni 1 to11jaJtos c o n1 ressonôncitl 

Como roi mL·nci onado an L e~ ( cap. I r) o caso em que 

o ponto c ríti..: o dn llamiltoni:lllO é t i111111Ínimo i sol:11.lo é cspeci.a_l 

mcnt<' int e ress;.tntc porq ue imp1 ica :t c:;t'-lh i 1id~tdc d1) t•quj l'lln·jo . 

- . 
rc·!:'~un:mc1a . 



-- .'J I -

- -- - _( _ ____ ) --S-' C-J. --~-~~-~ -~---•. - --11-1 -- ---- -----.f c· l i ·. I~ m · R 
I' ç o r c 111 :I i'· I o s c r . n I R -._;.. R d c c 1 a s s c (. ' ' 

de c lasse C2 tal que H 6 uma i ntegral da eq uoçuo f = f(x) . 

I 
I Se p

0 
é um 111Ínimo nao de generado de 11 e f' (p

0
) nao se 

' I anula e n tão exi s te uma va r 1ed~td c bidimcnsiona l topológic u 

I p
0 

<C )1- R
111 

que é il müiio de Órhi tas periódicos do sistem:1 

cujos pcr f odos se ~1p roximam dos da pa r te lincariz ,: da . 
L - --------- ---·---- -------- -- ---

t\o c.1so l l ~tmiltoniano C'-> le r<' sul tad u plqlc se r 

substancln lmente mel hora Jo . Supon hamos que !f : H211 --- R 6 de elas-
~ 

se c- c que apresenta em (x
0

,y
0

) um mín imo não dc[, ~'ncrado (c 

portêl n to i solado) . Js to i.mpli cn ( c :tp.l1J que os <~utovalorcs da 

derivada d o campo x11 e m (x
0

,y
0

) su o todos imagi1 1 i~rios puro s 

não nul o ~ . Suponh:11nos que sej<tm li -\ 1 , - i Ã
1

, . . . , i :n ' -i >-
11

) 

~--------- - - ------------··------
Teo r cmu (Wcinstein) Nas condiç ões acima ex i stem n v ari. c -

d:tdcs b.id i mcnsiona i s t opológ ica s ~1( 1. 1 ), • •• • ~'l( >,n) contendo 

l x . )' ) t a i s l' u e c a d a um a de 1 a s é a u n i ã o cl e ó r b j t a s IJ e r i ó -0. 0 I 

c.\ jca s do s istema e se a c ond iciio inicjal converge o ('\
0

,y
0

) 

b () .. d ) Í), -1 so re ~I À j o per10 o conve r~e a_:~....:...i _____ _ 

,\s v~tr i clladcs topológica~ ~rX dos do is t e oremas 

~teima n:10 sao, em geral , de cLtssc c 1 
em r:

1
=(x

0 
,)'

0
) , c on 

forme exempl os dev i dos <t Oui stc n na:1t. 

O exemplo de S i egel n::t ~c c . l) acima most ra Ul!nbém 

que o Teorem a l1C Weins t e i n é fnlso sem a hipótese d.c p
0 

~ier 

um mí n i mo de li . 

A segui r veremos cxcmp lo~ de sistema;-; JJH',:?.m icos 

:-;implcs que oh e dC'L"C lll ~10 Tco rc m:t de 1\'cinstc i n c.dhindo [am Íi ius 

de cu n·:: s pcriódi c;ts - . prox tmas a um ponto ele cqui 1 Íh rio que C' 

míni mo nZio Jcgener~tJo nws nao se enquadram na hipótes e ue n:io 

rc ~;: on Zlll ci a d o 'I c.' o r c ma c.k L i apun O\'. 
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/~ mola tem uma ene r g ia potencial que 6 uma f unç ão c'• do com -

prin1ento ( (S(Il.)) c se ja lo o c umprime n to ela rnoJa e m s ua po 

sição ele cquiJÍhrio. 
~""\, 

(0,0) é uma posi ção de e quilíbrio do si.stcma . 

A L' n c r g i a p o t c n c i a 1 do s i s tem a c m ( q 1 , q 2 ) é 

I · 
1\ 

. 
t' i;tl q111.' ll (O OJ = ll . 

111 i I Lo 11 : 

com 

.'\a ve r ti cal 

O ~~i~.tcma pode se r dL'!;c rit o pela cquac5o JC' lia -

.i = J., 2 

11 (q J , q z, Pl· pz) = l 
2m crt z.. 

+ P2 ) + U (ql,qz) 

mg + JG" ( Jêl t-- t cro::-<t -y (lo - qz) 
at 2 '-f(i{ + (Jo - qz) 1. 

= f 2 (qz· Pz) 
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Outro exemplo é um sistcméJ el e duas n•olitS aco-

pl :Jcla s . (S is tem a com doi s graus de I i herdade} 

Suponh amos que n mol :t 1\ t enha Ulllél rorça 1\ (.\'.) = 
) 

- t e a mo 1 a I\ uma f o rç n F 
2 

L.<:.) = - . - ? com w • O c- suponha-

mos q uc 

Temos as eq uações X = -X l . 1 . 

!, 
-i•l X 2. 

t; t l<' ll·JS Le\'it ao ::; i s t l'lllil liam i lton i aJli). ( cou1 'l == (:.. l, \ : l 

I 

nw : 

x 1 .. )" 
I 

)· = -xl 1 

x ) 
.. \' . 2 

)') 2 
..;; -lu X ) -

Fácj !mente se vc que O é eq tdlfbdo c que o s 

As so luçõ es do 

X = c scn t 
1 1 

r = cl c os t 
1 

x2 = c2 c os (I) t 

\' " - tú c) scn ' ? 

i c \ 
.) 

sistema 

+ c:_ 
.) 

sen 

- ), = i (,\ 

4 

são periÓdjcas. 

wt 

wt + , I c_ c os !.llt 
.) 

da for -

~o pl.:tno dete rmi nado por (x1 .y1
) , ou seja, na 

hor i ::ont:ll, t emo s c ír c u1 os ele pe r-ío do 2" . 

:~o pl;tno determinado I' <H (x 2 , y 1 1. n ll sejn . na 

\el tic;ll, temos cLrva s periódicas dt' pcr í oc.L' 2 n . 
{,) 



CAPfTlJLO fV 

DUIO:-.JST RAÇJ\0 DO TE OR.E~II\ O~ LI .1\P UNOV 

Djyi.tlimos :.1 ctcmonstr;1çiio do Tco r em:1 11 em duas 

partes . ln i c ia lmc n tc obtemos unw rormulaçüo em co otdcnn das lo 

cais ...:onvcn i. entes . Jas hipótes es intrín~c cas do tc LI' l'll1a c nu-

ma segunda etapa u~amo~ esta rormulaç[io pêlrD mostt <.~r :1 ex1s-

tênci:1 e a un l clclado da v aric d ndc de Órb i tas pcriódí cns. 

Como o prob lcm~1 é l oca J t om:unos p 0 = (l < (Rm 

J I Co o rden ~I das Lo cr1 j :;; 

-- - ------- -------
Se j :1111 l i < • iR111 1.1111 nbc r to t'UIIl (1 

- IJ f U · IR"1 

l- do si~ t ~·nu 

' ) \ 
\~ I .:.:. - r 1 x l 

\ I LI(' ! l : l i > [l~ 

tp !C [(() l = 'J li l O l ~. O c que LX i ~; te 11m espaço hid i mc'tlsinnal 

r'· C 1>111 
t ' !.: ' :l l q llC' r· 1 o) . E = 1: 

., 
Se D-lllt1)/E c definido cnLno os :.ltlt ov alorc:-; 
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de r'(U)/ 1: si ! O 
·-Í lll:tg inart os puros tl :to n t t l os: i \ ' - j À 

S1'.Í :tlll \ I ~ : 3 , . . . ' ti Jtl (-_ ~- os dcl'léli s :ttt l<•V:t l o r cs de 

t' ' l (l l ,. 
,"l \.' \. f I I ·I 

J 

d<.'n:td~ts 1 i nc;t rcs ( .\ y , : J 

ll L'll!:to C .\Í~o!('l't C~)ül' 

lle 1\,lll . 
1 ; t 1 :> q tK~ . na 

vi:i_nh <tnça d n origem, o sis tcm;1 l 1l L~ equivalente :t •• :;;i:-.tcm<t 

' X(x 

~ 
x - ),y + 

' 
v :) 

c l) y ;:: -À.\. + Y(x y z) 
' ' 

I = !\:: + Z(x )' :) \ ~ ' 

0!1 Lk A E: A! ( ( 111 - 2 ) < l m - 2 ) ' n~) c X , Y , Z sao c.\c' c l as se c1 

num a i ' i : in h a tl\; :t d; l o rigem c se :tnu l :tm , junt :1mcnt c Cl'!ll s uas d e -

r i.v :tc.l as p rime- i r:1 s, na or jgcm. 

1: v i clcn Lc mcn te \- . • • • >, s ao os a u t n v a L n r e s de 
-~ ' lll 

.\ c o siste111:1 (1) também possui um;l integral . 

S<.' ,\ .f i À1. 
J 1\. 

3 .$ .i < 111 , c n t .i o c· x i s t c m 

r un ~ÕC's F qu~Jdr(!L i ca em z c C de classe 
7 c- 11 um;t v j z i.-

nh:mç :t da o rJ gcm com G(O), lJClO) nu Lu~ , t a i s que 

IIÀ(x.y.:) 

é um~t i ntcgr:ll de (I) . 

---- --------- ·---------

Come' amo s p o r 11111 I cm:t : 

l.cm:t 1 : Sejam 1: um cspa~o \C'toriaj real J(' diml'n~~tu fin i ta 

( = n ) mu n i , ! \) Lil' um p t o Llu to i n t c r no , 
') 

I I : tJ 'u.:. \1111<.1 ft l l11.,' :in liC c 1 :1SS C c- (' f : lJ ' E ttma <tp li cac:ão 

d C' ,_. 1 , l S ~~ l' ( l 

St' r t o J "' \' 11 1 o 1 :.: n l ' f(xl . v ll(xJ =- n p ~1 r a 
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sati s ra z 

' f I ( ll ) . ll . í.' I· ( l i ) '> o 

pa r a ça J a u <.::.. L: • 

DEM: 

Scjo B a matriz sim6trica as s ociada a D2H( O) 

temos 

r: Cu) 
] 

2 <13 u , u> 

Logo, 

2F '(u) . h= , J3u , h > + <B h , u > = <Bu ,h > + <h ,Bu -:.. = 2<B u ,h > 

Ent ão, 

com 

o n Jc 

<'V F(u) , h > = F ' (u) .h= <Bu , h > ~ í!f(u) ==Bu 

1 j li\ 

x+O 

-(' v 11 -c X:. U 

v Ir t X ) = \! I l l o ) + D ( \! H) ( o ) . X + c ( X ) ::: B X + l; ( X ) 

~x) 

I I X li 
o 

Corno f -c r 1 l "' , ternos parn c aca X ( lJ , 

í (x) f(O) + f'(O) x + R(x) = Lx + R(x) 

L= f'(O) 1 i ll1 

x··O 

J~( x)_ 

li X! I 
o 

Seja u EE e t 0 > 0 t ~Jl < tuc x=tu ( U para 

todo O < 1 ::. t
0 

. Temos : 

O == <f( tu) , V ll (t u ) > = <L tu+H( tu ) .B tu + G(tu ) >.:; 

) 

= t ~ < l.u,Bu> + t<L u , C;(tu) > + t<Bu,R(tu) > + <R (u) ,G ( tu) > 

., 
D.i v iJi.nJo por t '- obtemos: 

1 1 1 1 
O= <Ltt ,Bu> + <Lu , 1 G(tu)> + <Bu , -F R( tu) > + < tn(Lu) 'tG(tu) > 
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de modo que , qu anJo t-+0, re s ulta 

<Lu, H li " = O 

dcmonstr~mdo o LCHI <t. 1:J 

clnsse 

do sistcm:t 

] s to c , 

por f'(O) 

Voltando à d.emonstr.t çiio . 

m 
Sejam U C H , :tb c rto com 

c l l :lJ -+ 0{ de c las se c2
• 

Suponhamos que r(O) =V H(O) 

C:n x = r( x) 

() <: u c 
,. 
i ele 

c que 1l c integral 

<f(x) ,V ll (x) >= O 1 X ,_.. U 

Scj~ EC 0{111 um csp:l(O b i.dimcns i on .. tl invariante 
) 

t' r:1 1 (\U(~ U-1 1( 0)/E 6 Uilla form:t qundr:Ític<.J dcfin i d~ . 

.\f i rmamos ctuc c.1s nutn\·;tlorcs de r · ( n 1 1 r: -
" :tt'' J ma-

. . . 
g 1 nar 1 u~ p uros <.: l l ll.ittgados c n;t o llt l lo:; . 

!. 
ll 

iP 
p.:.t r a u:. t! ; pelo lema 

. 
c lll'l: 1 i 11 r , · , : r~~ l d c ti -:: !' 1 ! rJ ) , I) 

de f 1 n i J~1 ns cun :1·~ d~.· 11 í ' ..-· 1 tk 

,.,m 
. I~ - .1\ 

;; /l. ... c 

torno da o r1gcm. l.n~o : 1 O I igL'Ill é UIH Jl 0i1l<. dt: \'(j llj 1Lb1'Í O 

l'S l :Í\'cl llÚO :lSSÍill< ; l Í d~ p;lr:t li = r' (U) . LI Pon ant1J c.s autova 

i'' l 0 )/ 1: <1o l :u aginiíri os puros, 

los pois f' (OI/E é um isomor[i sm•l v o sistcnw <. re a l . 

c - >. i , co111 À =I O os ;1ut:ovalorcs <.le 

Se j :un À 3 .... ,À "" ([ os demais autoval.o res , dis 
~ m ~-

tintos ou n ?ío, de r· c o) c suponhamos que para 

) :, j -....: 111 • 
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Na Fornw canànica ele Jordall t·c-a l de f ' (O) . aparece um 

bl oco 
,. 

À\ 
o 

co r l'l' s pon d c- n te :I L1 ,Jt ll ocspaço 

s uhspaço IV ,_ nm t:tl que, r: 

Colocamos novas coordcn acbs 

E dl' 

@ \\ 

u :: ('< 

(\ i 

ll{ll l (' 

y , z) 

·· " i } '-' cd l 1 C' 111 o s u11t 

f ' ( o ! . 1\ = i~ 

~{ ,. U< ,. !RI li- 2 em rRm 
' 

c dcs.igH<l liiOS po r A ( .. _ M t (m- 2) >.: (111- 2 ) , R) ~~ li1 a t r i.- Ju r ' (o) /I\ 

coorJen a tb s .. .. . 

( -~ 
\ o 

o o 

como matriz de { ' (O) 

\ 

' 

, ob te ndo 

nas coordcnad:1s u . 

.. 
Cons eq uC' n tcmcn t c o s i stt'llll.l (2) e NptÍ\' i.t l c ntc d o 

sistcm~1 ( I ) da :tf jt·Hwt;Zto, sC JH.lo 

( , ,. -) · u -+ u) x 0' ): n,m- 2 
,\ , J ., - • \ \ ' 

o rL~sto da c xp r· L·ssao de Tay l or de r na origem . 

A tdt]ma afirmação dc!"tacamos como l (;rna: obscrv::mdo 

que sempre podemos s upor D211(0)/ 1: positivo dc íi nid:J. tomando 

par a 1 s s o , s c n L' c. c s s á r i o . a in t c g r al - 11 . 

Lema '> • Se jam À > O :\ C:. M ((m- 2) ·· (m - 2) , IRl , U , ___ ti(m uma 

v i :: i n h :1 n c: a da o d g c m c ( \ , Y , z ) : U · IR x rr< x IR m-
2 

u rn ~~ ap 1 j c n

ç?ro d<.' claSSC' ( J que S(' :l!Hil~ junto COm SU~l dcrÍ\ad.l na O l'L 

~<' lll . Se o si s tem:1 

.\:. = .\ \' + X(x )' - l -
y - ,I, X + '{ l X 

' ; ::.) 
I 
I 

i 1\ .' :ex = ) l - ~ 

' )' ' 
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c 

se nenhum autovalor de 1\ c múl t iplo Je i >. , e nt ão c., istcm 

um a viz i nhan ç a V Ja origem, uma função F quadrática em 

::.f !R
111

-Z e uma funcão C: V ~O< de classe c2 
com G(O) =O G(O) 

D- C ( Ü ) = 0 t a i s q ltC 

1-1:\(x.r,z) 
1 2 ? 
""\(x + y-) + F(z) + C(x, r, z) 
L. 

c tun :l integral de (l) em V 

- ------------

DHI: 

De f i n i mos f : U ->- [{ m c m u == ( x , y , :. ) p o r 

I ( u) = ( ,\)' + X(u) , ->.x + Y (u) , J\7 + :::( uJ) 

Se j <L I I : lJ >- 11~ uma run ~,;:~u ele c I :'l.s se 
) 

C'" cnn1 

VH(O) =O e <f(u), 'V H(u)>= O . \' u . lJ 

St.:jnm L 3 matrL Z ;ls~ociada :t r'(fl) 0 B ;t ma 
") 

tr.i : simét ri ca :lsso ~..~i a<Ll :1 DL.li {Ül 

1'-lostn·mos que existem B
0 

E ~~ ( 2. x 2, Q{) c 

B
1 

,: .'.I ( ( m- 2) ·< (m- 2 ) , ff{) simét 1·i c as tais que : 

Como 11 é integrnl de (1) s ab emos, pelo Lema 1 

acima , que J [orm:t l u-+z- < !3u, u > 

s i stema ú =Lu , ou s eja, 

<Bu, Lu>= O 

111 - • 
u · - fi{ , e J.n t 2g ral do 

E n t Zí o : <L '" B u , u > = O c < u , B L 11 ·, = < 11 Lu , u > = O 

c p o r t :tnt.o : <( L ~ B + B L)u, u > = l) , o q ue sj gn ifi e<J que B L+ L* B =O . 

Seja E = {u = (x y . 0) s. IR , )'<..C.{} • o espaço 



- .J.~ -

associado a { - :\ i. \ 1}, tal qtt c 

1) f ' IO)(L:) =E -isto c LF = E 

Temos L*(BE) = BLJ: Hl: 

') 

~las D- 11 (0) é definida em E , logo <B u. u > 

é definida clll E , então B/E é injct i vu . Então B é um i.so -

mor r-t::;mo de E em B E . 

O diag r ama abi. xo comu t o . 

1: L E ----
B l B 

J, 
B E - ~B E 

I. * 

Logo B E é b i di me ns i on a 1 c L ·~/ B E tem os mesmos autovalores 

que L/E { \ . 
' '• I ' - À i} 

EntZi o BE=f: pela hlpl')tcsc de n~w r es.son?mc i a . 

Como g c simétrica s c g uc ·-se que B 1: 
J. 

= E.L c 

( 
ll ~) ) B 
"o 
tl B1 

. 
C' 1 n t l' ~:r ~' i dl' 

) x - 1.) 

l. :·· - ,\ x 

OU S l' J ~l, () 

Se .i~~ 



Temos f b ).. 

l J).. 

a = d. 

\d\ = () 
- Àb J 

Não podemos ter a= d. =O porq ue <H u , u > c 

defini d.a em E . 

Ent~o temos: 

) 7 ) 
l i ( x , y , z ) = 2 :1 ( x- + y-) + •• B 

1 
z , z ' + G ( u) 

Tomamos = >. ll(u) 
a 

~) \ ';tricJ:td0s de Ó rb i tas 

L1 

- ~ 5 -

Ncs la scç~o Jcmon s t r;uu os :1 fi nt~u1·::w a scg uj r: ob sc r 

v amos que a maioria elos cá lculos ncccssiíri.os toi sep:trado em um a -

pêndj c e :to fin ;1 ] . 

Se j am À > O , A E." /.I ( ( 111 - 2) x ( m - 2) . IR) e U c. IR.m 

uma \·i: inhanç a da origem e sej::un X, Y: u -~n~ c Z : L ~IRm- Z fun

t;Õ~s de classe c1 em U que se anul <Jm, juntamen te com suas de-

1·jv :td ~1s prime] t· ;ts, n:1 origem . Con s idere mos o sis te ma: 

x >.y + . X(x . y , z) 

( l) - Àx + Y(x, y, z ) 

i = Az + Z ( x , y , z ) 

com ( ) ;: lJ r' IR X !11 X IPJil- 2 
X , y , Z ..._ .._ ' ' 

Se o siste ma (l) possui uma integ r éll l l : lJ -dR de 

? 
classe c- t;1 l que !1 (0) = 'V H(O ) e se Jtenhum aut ovalor de A 

é igual a j ).. k , com k ~ Z , cntno o s istemé:l (1) tem, loca1mcn 

te n ;r o ri gem, uma iín_i cn \·nriedaclc jnvariantc de dlme ns:lo L, de 

cL1ssc c1 c tangcnrc ao plano :::. = l1 . Esta variednd0 ê composta 
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ele um:1 famflia paramctrizac.la por r).O de órbitas periódicas 

e n ca ixadas ele (1) ta i.s que quando 1· • O , ~~s órbi tus convergem 

pnra :t origem c o pc r'louo p~1ra 

Prel j mi n~ncs 

V i mo s n o L c m n 2 cl a s c ç a o a n t c r i o r q u c c x i s t c m 

G : V-~ R de classe c2 na vizinhanç:1 V da origem, com 

G(O) ::DG(O ) =D2 G(O) =O tai s que 

l l (x,y,z) 1 2 2 
="')À(X + y) ~ F(:) + G(x , y , z) 

Para 
c uma integral de (1) em V 

cada r , 11-l( ~ >.r 2 ) c uma subvaricdndc invarian te para as S9, 

l u çõcs uo s i stem:t (l ) . . t H = -..,l I, }' 2 1 s o c, 
L 

determi na uma famÍlia 

paramctri.zada p o r r , de subvaricdndes invariantes para o si s 

tema . 

Queremos mostrar que, para c ada r ?- 0 , existe 

uma f unç ão iR(e, r, u) c umo funç~ o v( e , r) , reai s, c com 

d c t c r m in a <.1 as p r o p r i c cl <I d c s , t a i s q u c : 

x = r ( l + R (f) r v (e r) ) c os O 

y = r(.l + RlO r v(e r))s<.:n O 

z = r v ( 0 , r) 

c a cquaçao de uma órbita periÓdica. soluç~o do s i stema ( 1) 

sobre a \·aried:lc.le 11-
1

( i), r 2
) ' 

lltJ ando r~O c cL1ro que as orb i tas p<.:riodlCJS 

da solução (x, y, ::) vao para ~~·origem . 
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Pa ra um ô adequJdo de fin imos : 

~J À == { (X • Y z) i : x I + 1 }' I < ~ e h'( x . y )} o n de 

x = x( e r ) 

}' = Y lO , r l 

h' ( X , y ) = \v ( X ( e . r) , )' ( e , r) ) = r v ( I~ • r ) 

6rhit:ts pcr i.óJicts cncJixadJs, como<.;(' qu0rj ~1. 

\' ~llllt)S Ljlll' .\! \ f. d•' ,·i;lSS~ C ! (' t:l!lg(·f1tC ~l O p l<.i t l CJ ~ 0 numa 

v j_ z i n h <l n <..: a da o r j g c m . 

l:m outra et:tpa, ohtl' mos o como ri.i11t.;l0 de t 

c conscqucn t cmcntc. X , y ., 
' - como ! tt nt.;3..;s uc t c r 

s:1mos o twr í odo d~1 s ó rbi L ts. próxillw :1 origem . 

Atrnvés d o tcorem<l d:ls f-unçõe s l mpl í' t·i tas. mo_:: 

t r :nnos que o perío d o c uma f un ção w(r) co11 tfnua em O<- r ~ o 

C lJIIC qLW11tlO r '? Ü como se que rj a . 
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Demonstração : 

Como 11 c uma intC'gral do sistema (1) , a cq u<tçao 

define impli citame n te uma fam1lia porametr i za d::t po r 

r ~ O , ck v n r i c d: 1 J c s i n v n r i a n t c s p o r ( 1) . 

lntrot1u z indo as v:tri[tvcis : 

X r(] + R) cos O 

y = r (l + R) se n O 

z = r u 

onde t' .., O o é R c u E. l<.m- 2 temos : 
1 2 

11 = 1 /.. r 

i À(x 2 +y2 ) + F(z) + (;lx, y , z) = ll (x, y, ::.) -> 

) 
1 ? ? 7 ) ') ? l 2 z À ( r - ( l + R) '" c o s - O + r - ( 1 + R) '""' s c n ·" ll ) + F ( r " u) + G = z À r ~ -/ 

? -1 _7 - 1 _ ) . 
2R + R- + 2À r -F (r u) + 2 >. r - l~ "'O > 

onde G = G(e, r, u, R)= c;(r(l + l~)cos o, r(l+ R)sen O, ru) 

Como F c qua J rCttj ca em z , temos a cqua<;ão : 

JlC' f I 11 j 111 O S :-.J O { ( 0 , r , u) 1 O c q 11 al q uc r , 

N~ ={(e r ,u);(o, r ,u)E:.. Nô c rl-0} 

J.ema 1: Ex i s t ênci:t C' prop ri e d<~<.les de R( e , r , u) 

j ) 1: l' Jtl unw unJ c<t soiul.;:ÍO l~ = H ( l ' r u) de fi 1ú da c cont f nun , 

I e m No p;t J'(l :t ll' ll lll o 
I o ' 

I cl \ i i) R c (..'111 ( 8 u ) ('Jll No c c: l em ( e 
' 

r , LI) em ~5 
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jji) R tem pcrfudo 2n em 8 

jy) R( 8, O , U) = lJ c R8 (0, O , u) O 

i \ ') rRrl b ,r.u) ... o uniformemente em (l , , u _~ó 

\ ___________________ l_L_)c_'l_n_o_I_1_s_t_r_a_ç_~_o __ '_1o ___ ~t_p_c_n_d_i_c_· e __ f_\J_._l __ __ 

c r -> O . 

Busc:tndo a função v=v(8,rl, definimos"(.!", 

<l = ;t( 'l . t' , u) ::: r(1 ~-1{(0, r, u) ) <.·, <Jtr·;tv6s dos .si sl<'Pl:tS 

' x ,\r '(( r: = íl l'OS I 

I 
.. + X y :: ) 

I 

- ÀS \'(x " ) < )' ·- a SC!l ~I (' 

) 
y + y 

i 
, 

' ~ 

l : = r LI !, .. c\- + :ex y ;:: J - ' 

ob t l'mos . por cií.h·uJo simp les, o sistema : 

~ - À - l ("' ú v I ~ = - a t\SC'n c os 

( 2) :t = .\ cos o - y se n o 

ú = Au + r -1 z 

on de X = X( e r u ) = X( r(l+R)cosO r(l+ R).se n 8 ru) 

y = vce r u) Y( r tl + R)cos O r(l + R)sen f; r u) 

7 
!... = :co r u) = Z (r ( l + R) c os e , r ( 1 + R) s en 8 Y u) 

Como "a" é conhecido como função de e , T , u , 

o s is tem:t (2) 

du 
de 

-se r ednz a cquaç:to : 

Cons i deremos du -110 ·· l~ 11 + U ( O • r , u ) com -1 
B=-À A 

! Adendo: PropricdJcles da U 
---··----- ·---------------,. 

1 .i ) LI c s t ii de f j n i d ~1 c é c o n t í nu a c m ~ õ 
I 
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i i) u e e m (0, u ) em 

i i i ) LI c em r , u) e m 

i v) r lJ ( O , r , u ) -7 O , un i. f o r me me n ll' em ~) , ' 1 u , •'> , r ,. O 
, r 
I 

(vc 1· :1pê n d i cc A2 ) 

An~ Li s ando a c q uaçao 
<lu (fõ = B u ~ U (O , r , u) qua~ 

to a ex ist ê ncia de uma solução p e ri ó di co em e , c.k pcr f odo Zn , 

CUIOC:lli\OS 

<.lu d8 = B u + f te) U( e , r , u) f ( e ) , com t:on d i çã o i n i 

cj a 1 v ( O ) = \' 0 . 

/\ S O ILt<.~ ~L O gc r a l da cq uaça o c d ~l r o rma 

E} 

v lO) 
BO + j cll (O - s) l' ( s) <.ls = c \'o 

o 

Se ex i s ti r v- , s ol w.; ão pe r jÓd i c a da cquaçao . de -

vemos t e r : V ( 8 + 2 TI ) = V ( 2 1T ) < = ;> V ( Ü ) = V ( 211 ) (.:= :> 

L( ~ -

<=> (0) ?1r B J 1 

B(?n - s) [ ( ) = ( .f _ ,...2nHJ - lj "· T3(2J.- s )f(s) 1 \' = c - v () + c - . s . d s < .= > v o ... ... (. ~ 
G V 

<..-= > ( J - e 2 11 13 ) . .. 21r B 
c 1nvc rs l vc l <~ > c ::f <.=> 8 , :.1u to v alor de B , 

Po r hip óte-se, t e mos que t od1) (\ , a ut o val o r de 

i\, 11;10 6 mú ltiplo inteiro uc ; .. , isto e : 

Cil-11\ ( 
I) \ t - n < . n , ,. i n 

Logo. pode--se p :trt 1 1· p:t ra ;1 prutul·a tle uma cxpre~ 

--~·~ .. -l 
\'(\.:.1')- \C - 1.1 

I/. r • 
I -1~ \ 
! l ' ur :') + n , r . r )) ucr 

. ,_, 
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Lcnw 2 : Existênd a c pn~rrjcdack J L' \' ( 2. r) 

A soluçZio \'= v( 1 . r) teJ'l a s s egutiltcs propried~ 

de s: 

i ) p;tra 0 suficientemente pequen o . v e st á definida c c cont.í-

nu:1 pa Ta todo (I c O~ r.$ ó ; v tem pe ríodo ..:rr em 8 ; 

Y(e , O) = o 

i i) \' 

I 
j j i) v 

c 

e 

em e 

em 

c v 8 ce , O) = o 

C e , r) p arn todo e c O<r.$ 6 

rvr(e,r)-+0 uni[ormcmente e m O ,quando r ·>-0 

(Demonstração no apêndice A -1) 

Procurando uma cxp ressao par;l ~~À , \' amos primei -

- . ramcnte ~nalisar as conscquencJ as do Lema 2 . 

Uma co nscquênci [I d o Lema 2 
; 

p roclu tos e que os 

r R(' : r , \' ( o , r )) C' r v c e 
' 

r) s ao de cl as s e cl em ( O , r) 

para tod o e c o ~ r~ó ( vc r apêndice AS) 

i\ 1 é 111 di s s o : 

~(r Rl O dr , r ,v( e .r) ) ) r=O = R( G ,r,vt O ,r)) j r=O + rRr( e,r, v(e,r)) j +. 
r=( 

+ r Ru ( e , r , v ( o , r) ) v r (O , r) 1 r =O = O 

_<l (rvt G )) 
dr ' ' r r=O = v(0 r) 1

1 + rv ( l' r),'r-- O ' r =O r ' 
= o 

Paru c ada r , seja h ; t cli st?tncia do ponto sobre 

a tr étjetória pcrlÓ,.lica de n1vel de energia .:!. À r 2 
2 

co rrespondentc 

n O , a o r .i ge m. 

De f j n c - ~ c b = h ( e , r ) = r ( 1 + R ( e , r , \' ( fl • r ) ) 
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Temos 

3 b ( ü ' r) = 
ô r 

a 1 + -(r R( e r ar , v(O, r) ) 1 Cjll:llldO r = O 

~~.( e , O) = 1 c um isomo1·fismo, logo pode-s e aplicar o Te~ 

rema da Função T.nvcrs:1 pnra a.(i rmar é1 exis ti3ncin de r = r( O , b) 

para U~b ~y c y suficientemente pequeno. 

I X = 
Atrav6s das coordenadas polares iY b cos o 

b sen e 

a variedade 1'-IÀ é fac ilme nte descrita. 

Seja ~., ( x , y) = r (O , b) . v ( e , r (O , b) ) onde 

8 e h sao fun ç 6cs de x e y . obtidas peJa invcrs~o de 

x = b c os O c y = b se n O • 

!)c r i 11 lm os : ,.À 
l'l {( X ' )' • :: ) I ' X I + i )' I ó t~ z = \\' c X • y) } . 

-Qut•n•mo s mostr;1r que c 11:1 origem. para 

qu;1ndo 

:\ tLl Jngumc nt.c 

Uc 1· in i mos ~'~ ( ( 1 (li = () 
:j .\ ' • 

+ r v r + 
r O 

l X , Y) ·>- (l 

l jlla:;uo • (I 

(' av: r n . li l - o 
ay 

r \ J fJ 

~e mos l' r;1 nnos q uc 1 i n• w_( x · ~ )_ = :l E' n tão 
( x . r l ,o lt x , y) 1 

t c mo s q u c w e tl c r i \ · ;Í v c 1 c m ( l) . O ) l' w ' ( O , O ) -= O 

\'ej;-~mos : 

S abe mos que ex i s t c um k ':> O tal que 

: ( X ' ;-) I ~ t(l X I + j :' 0 
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Por out r o Jado 1x : + IY I = b( lcos ui + 1scn O! ) = r (l+ R)( !cos S i + isen e 

Ent i'ío: h' (x 'y) = 
' "I + Jv 'i I ·' , ; 

r v C e .!..Xl _ _ _ _ 
r l l +R) ( 1 c os O ! + 1 s c n O I) 

P ( ;.\.~ + 'y') 

mas \v ( X , )' ) ~ .!:._~~ (X , y ) 

ICx ,y) l l x j+Jyl 

1 im 
( X , )') ·'-Ü 

\v (x , y) __ 
0 - como q uc ri amos . 

1 ( x , Y) I 

_,..O q u <lndo r + O 

c, por tanto 

Enúio w' (O , O) "" O c as parc i ais st~o cont ínuas, l ~ go w c de 

classe na oripcm . 
~· 

.\ parame L r i zaç?i() , 
X = r ( l 1 R( O r \" ' •I r)) c os ~ ... o 

( 3) ~ y = r ( l -i· RlO vr o rl )se n 8 

., = r v ( O r ) ) 

nos dií ~1 ,\ como um ;l fam.Ília paran1ct ri :ada por r de órbitas p~ 

r i ó d i c as do s i ~ t e rn ~~ ( l) , c n c a i x a d ;1 s . 

Conseguimos isto i ntrodu:::.indo no v:ts coordcn;.~ das , 

ca J culando R como auxíl io de 11 c calcul<mdo v como uma fa 

mÍlj <t Ctnü· u ele so Jw.: õc s pcriód .icélS da cquaç<to 

du = 
d8 H u + U( 8 , r u) , q ue fo i obt] ela e limin a ndo t . 

C cla ro que, quando r rO, as Órbitas per i ódi cas 

voo p ;tru :1 ori gem . 

l T ETAPA O Períod o das Órbi t<ts em t 

Sej;1 1/J(t , r) com :J-!(0, r) =- O ;1 1ini c:1 soluç::Ío 

da cquaçao a o - 1. .·; • ' il ãt = - À - b L X scn n - Y c os eJ com con dj çüo i nicj_a l 

:c r o em t =O , onde 
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'\ 

X. ::. ~ L r ( l + Rt..: ( \ ( ~ r} ) '-os "' . ) 
/"\. 

y -- Y l r ( 1 + R( 8 I' \• ( (l r ) l l(' S . ) 

.-\ cqu :l ( ~to ~H.: i m a c a pn metra do !'istema ( 2 ) , res 
~ 

~~ \"<tl'i ('dadc 
\ 

~~ . 

Soluçõe s do sistema ( 1) em MÀ sao ob Ll das pela 

sub stj tui.çTto de e e m ( 3) por 1/J( L + c , r) onde c é qu alq uer 

con s t~m t· C' rea l . 

Se e xiste WfÜ tal que 1/J(w 1 r ) 1- 2n =O (isto 

e, s e percorrendo um:1 órbit ~l dad a por r uma volt a .inteira, a 

pa rt i:· d<' e = O . voiUtmos a posi<.;no in i cia l após um tcmno w ) 

c n t ~~ o , p a r a t o do t > O , 

1/J ( t + '" r ) ljJ (t , r ) + 2rr = ll 

ou 0 ( t + I v r) + 2 rr = ljJ ( t r) 

(i.st o 6. se pcrc () rl"l' lll O S uma ó rhit n d:td a pur r uma \ O it<l inteira 

a p :tr!ir de O=tjr(t. r ) voltamos :1 C'SLJ p o s iç ão <trós lll11 t e mpo lv ) . 

Sejn w tal que 

ti: ( "'' , O ) + 2 n = O :: ;:- tÚ ( I v , O ) = U 

mas 
-1 Á 

O) =- À - l im b (Xscn e Y cos O) = - ,\ 
r '"0 

log o t,J (h' , O) = - h• qu an do tHO 1 O) = O 

log o - !, w + .:: 1r = O --/ \v = 2rr À 
- 1 

remos , en tão: J ( ' . -1 ()) li' .:. if ~ • + 2n = O 

e a t~J ( ?rr1 - l ()) = ;( , , - 1 0) = a t - ' • \j) ..;. 'f. 1\ • - À f o 

logo, p ode-s e ~tpl.ic~tr o Teorema <.Lt Fun ç ão Impltci ta, para afir-

ma r :1 cxi s tênc.i;.l c unicidade de uma [ un çi.io rcA1 1,•( r ) , de finida 

c cont:ínua pa r a O ~ r~ 6 , para l\ sufi cienteme n te pequeno, ta l 
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<1 ue 

\\(0 ) = 2n À- L c 

IJ.o (wt r) , r) + 21r = O 

Ent~o a r am:Íll<l ck órbitas pc rtÓ d icus L'Dcaixauas 

constitu.i ~~ À t ~m ~~ propr.iccladc que, quando r~o , a::; órbitas 

periódicas corrc:-;p ondcntcs vao pa r a a origem c seu período vai 

para 2il 1 À- l l 

:\ unic id ::tdc de ~lÀ segue da unici J:.t J e tbs solu 

çoes pcr.i Ódicas de du 
de = B u + u C G . r , u ) 
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APEN DI CE 1\ 

J\ I 

A C<t u:1ç a o 2 R 
') 1 - 7' 

+ R- + ?. À - [F ( u) + r - G 1 = O 

i) te m uma única soluçito R = RlO, r, u ) defini_d ~t e cont:Ínua. 

em :\
0 

= {(8, r, u) j O é qu:liqucr, O~ r~~t~ , i u J ~6 }, P.Q: 

r:t o sufici e ntemente p equeno; 

1 i i ) n. é de c 1 as se e m C 0 , u) C llt e c 111 ( 8 , I' , LI) e m 

j i j ) I< tem pc rí o do 2·rr em e 

I i v) R( e ' o , l) ) o (' R._ ( O o : LI) - o - , 

L) 
u 

r I{ ~-C e r . u) ; o uni f o nnemc n te l'm e l li . ~ ô e r ·'" O 
I ' , 

F(O, r ,u - 2 - -
+ r G = o 

1: tem as sl'guin te s propriedades : 

l) f c contí nua e m N0 , pois r c quadrát.i ca e 
- ) .... 

lim r - G = O 
r -•0 

pois a segunda de ri V R d a de G se <Jnu la na origem . Po rt anto, 

2) 

- ) - G =o dc[ injndo y 

.'\ 5 

f e de c lasse 

Vejamos : 

(juando 

cl em c EJ 

1 - z a c = ~ ,-. r as 

, 

r = ll temo s 
- 2 -, 

r C. 
.. 

conttnua 

u) em ~o 

c; = (;( e , r, u. H) = G(r( l + R)cos 8 . r (l + R)sen :· r u) 

a r ~ 

Quan Jo f o .. c - c-r temos 
~o 

cont 1n un j)Ol ~ (' 

I ' o r 0u t rn 1 3L10 
<lG ~c; dX + 

a c ay {JG az = ax 3ti ay 00 ·I· a: ·-
08 ao 

;) c; a c; 
-rl l + lnsen fl + r ( I + R)cos O ;) X 5v 

e m 
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Lo o o ., a F - L - 1 '" a c; ãO = 2>. r L( l + R) scn (j a~ i ( I + R) LOS o • (l 

quando r ->- O c consc quc ntcmc n tc (x , y , z) >-O p o i s o se gunda 

<.lcri v: tdet de G se a nula na origem . 

2)., - 1 ~ 
au c cont ínua em e c u pojs F c quadráti:_ 

co em u 

3) f C de C..:l;-JSSC em ~~ , 
:\s 

Vc j amos: , onJ c 

.._. 
ac aG ac ac; 
-')

1
. = -

1 
( 1 +R) c os e + -

1 
( 1 + Rl scn r. + • u 

o ax ay a z 

Lo go . quando r :f O 
ar 
ar c con t 1n ua. 1: pel o~ r c:-.u l Ltd os de 2, 

ar ar q u ~ t n do )' f o 
""ti li l' ãO são contínttas . 

- ) 

n . lk r i n i n do r - c = o qu:1nd.J r=O 

4 . 
o ) O - ~- I ( l1 , tl . O . tl ) d lZ . 

( tl ' () ' o , o ) puj~ 

l' 

) jl , · - ! I d - 2 • 
+ - ' + -" L -zm ( r l. l 

d - 1 -

ai~ (r - C 
1 -
r 

;H; (;C 
;;:- c os o + -;:.- - s c 11 u j 
a X o)' -

t.:onvcrgc pt.lra O qunnclo r~o, po is :1 seg unda d('riv ada de 

s e :111 u l ::1 n ~~ o r i g c m • 

o 
b 

Entiío, pe lo Teorema das f u nç ões lmp.l Í c it :Js, p~ 

ra um ó s ufi c i c ntC'me ntc pequC'no , t emos : 

j) e.\iste uma única runçZto r eal R = Rt e , r~l ckfi ni tl a c cont i 

nt~<l em N
6 

i : l l que f(8 . r , u , R( O , r , u)) = ll 

j i) I~ -c 

iii ) R 

Clll 
.,, , 
· ~ o C C lll ( e , u) Clll 

2 . (' lll o -------
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i v) R( e , o , O) =o pols 
) 

f(8 , O . 0) - 2R(O , O . U) + R-(e , O , O) =O 

c Rp(e , O u) =O pois f 8 (0 , O , u) = 

v) r R 
r 

a, -2(;J( ' 0 "•~" r li , o , 

uni.f 0 -> em 

.. ) 0 c; 
u) = r ~ 

;) (1 

O , 4 uan elo 

fl C ,r.u,RtO.r u))= O 

por 

r · O pOIS 

j . ( n ( r: ) ) ? I) + -} !,, ~~ "" -~ ,•. - j I' - ' l " - :. r,~ i r- 2 (; ,I = () r t , r , u . " J . r . 11_ = - 'r ' r - . _ - r_ 

•1 -, - l I '- 2 c··. L ~ '. - 1 r- 1 ,. :- () -'; r r = 2 r R - ~ r R H - -+, • ~i\ u r r r r 

-·l _)-
.:;) r 1\. (I( + 2 R) - ~- r - C + ) ' - J - \ 

1'-1(; ::o 
r 

- ) ~ 

c r ~ G >- o . 

I. - 1 (··, · O <1ll; 1 r1 cl () () · I · I l · · r r· p ots as te rl \'i.H:ls te prunc.·Lr:t c se-

gund;t ordem de C se anul:tm llit o r igem . 

.L\2- Aclc ndo - Propriedades da U 

Consideremos :1 cq uaç <lO 

LI 

du 
= B u + U ( e , r , u) , d8 

Olhk U(O. r' u) = >. -l J\u- [À + <.1-l(Xscn e - y cos fJ )j- 1 . (Au + r-l Z) 

U tem ns scgu.intcs propri edncles: 

) ) u c stií. de fin .ida c cont fnu:t em ~ (' 
o 

pois 

I j m uc e u) 
- 1 

[À l i m , r , = .\ Au - + 
r-~o r+O 

- - o ) ] - 1 I (X s c n e - Y c os v 
-r ..,...l -;-1 +- ];-;"';( r 

( J\u lim z 
) 

-- l ' - j Au (l - -· = À Au - = 
r -~o r 

po i s ns dc dvad:t s pr j rnci r<:~s de' \ Y .- se ~t nuLtt.t 11:1 ortgcm . 

2) U é de c i as s c em lO , u ) ('Jll 

U( O , O, u ) = ll =;) U
8

( 0 , O, u) =O 

N. 
.~ 

C.' 

poi<; 

u ( o 'o 'lt) :. o u 
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ca Leu L1ndo UA c l J , o b s e r v a- s <.' que uo -+ () c u ' () qu:m do u lt 

r~ O 

3) u c Jc classe l.l em c e , r , lt) em N' 
ó 

po i s 

on de a r = (R + 1) + r Rr 

~ndn se pode dizer sohrc 1 i lll 
r ;.Q 

c, port:111to 

lim Ur , mas se r -f O 
r~o 

~(8 r , u) é contínua . ar 

.• ) u C 0 ) un .i f . 0 ; r r , 1· . u ----? em o c !ul~ó quando r ;- O 

\i"~ - ~'.)\.'), , .~\~.; ...... v ·)v<.~•"-·'i\ - (.A"'"'~) [lj":,..,.,.:, -y._ ..... ,l·)•'-LR ... ,) -(~~-~:_~R.~)~ ~~vtb: _--?u.•~'>J 
... } .~ 1.. Q. ~ .{')-L 

e q u:111 do 

Seja 

' ( C , r l 

r - O 

i 2., l-;.> ~ ., }_ l.. ~,.,1 ~- - 't .l.. ~.-~.~f.· - ~ '\"' .z.~ "' G_~ 19-
'1. Q. ~ l "-L. ( I) • 1) 1- \1. í n_ • \ ~L ', "-

:\ r 
y 

r ' r 
y 

, 1· ~ 

q •1 • r) ~oluç~!O de 

- ' (I 
)' 

c r R 
r 

' (I 

du -- -: R I I ~ u I ' • l li ) dI) - t . 

= Bu + f( ,_. J 

Pc L<1 Teoria d<IS Pcrtllb<H,:ôcs , temos : 

lC-B2' 1 f.J..rí - B o I l - c U (O + <! 

,c 
r . v t ~· + u , r) ) d tJ 

Vcj:1m0s como obter es ta so l uç;'io: 

i\ soluçiw gcrnl c: 

\' o 

v(e) = c 86 v
0 

+ J:t:- cB(ü - s) f(s) cls com 

,,.; . . 
R(Z n-s) f(_) 

1
_ 

1 C S ( S 
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l :n l;to : 

I) o ]> ') 1 .til 1' ( ) - ) 
v ( O) = c ) [ l l. -- c ) - 1

l ) - Jo <' ) - 11 
- :~ J l s ) d s ] / '· i) (o-s) f ~ [( s) Js 

~' 

~las 
2 1TJ3 e 

1 + 2nR 
l 

1 
Z1rB -e 

. logo: 
l-e 

\' ( O) _ c I~ O [c 2 ll B ( l _ c .211 H) - l ('
7 

c B ( 2 rr - ~ ) f (:;) d s 
-'V 

-'li l 
+ _( c B ( 2 ·rr -- s) f C s ) ds_ + 

+ ( c ~) C 8 - 5 ) f ( s ) ds 
,.:; 

-c B O C I - e - 2 ·Ir i ~ ) - 1 il..n e B ( 2 ·n- s ) f ( s) ds + 

& 
+ J.) e B ( e - s) f (::;) ds = 

r·í-( I- c - Z?rB) -1 CB(2n- s +8) f(s) + c (2n - s+O ) f(s) ds 
...... 

!c~ B(O - s) . 
+ J.:. c f (s) ds 

Como f(s + 2n) = f(s) se j a s + 2 'fT = o c 

-s = - a + 2n 

. úl 

j- B ( e + 21r - s) 1" ( - ) I e s us (. 1 _ c-2 nB) -1 _j"' ' B( 0 + 2n-s : f ' ) . 
_ e I S (!S 

- f
i_ÍÍ(l -e-2 n B) - 1 

' '· 

B( 0+2n -s) 1. ( 5
), 

C QS 

, o1-.<.rl' 

( B(6 + 2rr -S ) ~( ) d 
+ c t s s = 

)I) 

= 
I úi - ~ íi B - I I ( I - c- ) ,B (C-1 + 21r - s) f( ) 1 + (T -211'13} ( .J.Jí(l -2~oH) -l B( 8+2n- s) 

L s l s - 0 - c c f(s)t]s 
} ·-' ... : 

u 1 } ll' 

-" "' B ( - 7 TI B -l + l r - L' - ) ( 1 - 0 - ) f l s ) eis = 
)l.ií 

..:. .. l tf 
-2 ·• B ( (I_ l. -2•B)- 1 1q , 1+ '·•--s) [ . · + I I - c ) · c - (:, J d~ = 

* 

C-.'11:-; i de rc'nros ( I - l' ~ :.B) - I = 1\ 

._rr 1, ( L) _ s ) 
\ K c -> •• - r(~ J ds 
I~ 

I 

.... ' l\ ( ~; ') - .· ) 
l' .., ' -' ·' . - ( . ) '!..;: :-.. c l ::'> l ·' 

, J "l' r 
I ' I' ,.') s l 1 1\c) u-~ f( s) dS 
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l lí ) i 

:=- ~ KcB(O-s)f(s)ds + ~ KcB( I l-s)f(~) Js 
'0 ~o 

t~ ~LIÍ " -I l' B c\)- s ) ç c . ) I . 
1\. C ~ S <S 

..) 

+ 

J
0 ~2rr R ( -, ) * 

+ 1\ c E) +_ n - s f ( s) ds = 

.J-If 

S C' _i ~I <1 = s - 2n 

r ( c r) = f c s J , temos Ke J (s)ds = K c · - fCcr)dcr j 
0 • J.IT R ( O+ 21r - s ) . ( l~ B ( 8 o ) 

= 

e 
\ KeB( O-s)f(s)ds 
. o 

1rr 
' B( e-s ) I 1\ c f ( s) ds 
I 

'.;) 

~r ~2 

e~~~~ . t~ C ) -J, K ell( B-s) f( s ) ds +L K ell e-s f( s ) ds = 

* 

Se j ~~ s = o - ~ n f(s ) f( o - 2n) = f( o) 

* 

Se ja 

= 

= 

( •í K eB ( 8+2n - s) f(s) d s ; 

o = s + 0 

( rí (I _ e - Z1r B ) - 1 c B ( e + 2 n - s - 8 ) .f ( s + o ) d s = 

J
.l•'c I - c- 2 -:r B) - J e R ( 2 n- s) f ( s + O) d s 
.:; 

( :..íi , I _ e - 2 ';] B) - 1 - C - 2n B) - B s 
~ c c f(s+O)ds = 

.J ... 

\'cri ficamo s que, se v( e , r ) existe c c solução 

p c r "i ó d i c a ti <1 c q u a\ i1 o du = 
de B u + U ( O , r , u) 

e nta o 
.;fi 

-7nB -1 ( - Bs 
v( O , r ) =(c- - I) c - U( fl +s, r, v( é ~s, r ))ds 

),, 

A so luç~ o v = v( O , r) tem a s seguin tcs proprieda-

dc s : 

i) parél o sufi cientemen te pequeno , ex i s te \'( 0 , r) pa r a todo 

O c O ~ r -~ o 1 <l 1 q uc : 



1) v 
I 
I 

j l) v 

1-) (o , .) v 

I i i ) " 

I i i i 1 ,. 

c 
.. 

cont1nua C'lll e 

tem pcr:Í otlo 2 71 

' o) = o 

e de cl<tS SC' c 1 

é de c 1 as se 
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em e 

em 0 e ve(O , o) = o 

em (e , r) pa ra O < r < õ c r v ( 8 r ) + O r , 

u n i formemcnte e m e , quando r -> O 

Dem : 

s (' j a E = { a : Co ' 2 11 J X [O ' o 1 ~- iR I a c ~:o 11 t r n Ll a e m 

O c O<r~ó e a éperiódica em e} 

E c espaç o métrico completo com I i ali = sup la Ce ,r) I 
G, r 

Se j o T : E + 1:: ta 1 q uc 

- B 2 ;r - J j;Jfí -Bo 
T ( Ct (e r ) ) = (c - T) c U (r +o . r , a ( S +o . r) ) J ,; 

o 

Como U, a E E , temos que T(o.) é. E . 

Queremos mostnlr que• 'I' é uma con tração . 

Se jam c.~ , B é E 

1 T(a(O, r)) - T(R(O, r) I_;. K 
1 

U(e+o, r, a(G +o , r ) 

- u r P. + cr . r ' B ( B +o ' r) ) ! ~ K l I I ~ ~ ; I ! I (X - B I : 

Existe 8 '> () t:t I q ti C , pa r ~t () <" I ' / .) e"iste -- - ' 

L < t ;l l q UC' 
1 au 1 I I pois 

~u 
l' qu·tndc.' ,. • o 

I -;;li < 

Tii 

I. C' g o i 1 ( ( t l .._ . r) J - : t r. ( 1 • r l } , L t - ;. I 

Fnt~ n -T c uru:t \"I}JJtracao . c pe l o teorema do 

Ponto Fi:-.o de Biln:H:Il pode-se nfi r m·11· :t c-x ist êncin de v E:.. E tol 



;. rí - n 2 11 - 1 ( - n , l 
v ( 8 , r ) = ( <.' - I) ).;; c lJ ( P +a , r , \' { (J + l , r ) ) elo 

v c cont 1nun em O e 0 .'5 r -:; t) 

v t em pe rí odo 2u em e 

e, além disso. v( e . O)= O pois U(8 +o , O, v(e+o . O)) = O 

1 i ) S c j a E = { c( : C O , 21r J x [o , o 1 ~ ~R I a ( e , r ) <.' c o 111 r n u a em e 

c em O s r 5, o } 

E c espaço mé tr i co comp l eto com u norma do sup . 

SC' .i a ! : E .... t ta 1 q uc 

- 2•rB - I 
T(u.(ll, r)) = lC - ll 

+ U ( 8+cr, r , v (O+o. r) )o:( J +o, r) } do 
u 

Scj :tm p , q t:.. 1: . C' ll t.JO tCIIIO!" 
I ,. .,, ' ' t· 

- 1 "- ,, L ma x 
• o p (j I I) , 

, ,. , v(~+a, r)) 

()U o I I' Óll I . I p - q I 

Como êll' _, O I ' t l ll~lllt (l au l" ... o existe ó taJ quE' p: t r[l o~ r~ ô 

c xis 1 c L < 1 t :1 L q uc 1 1 1 P - Tq 1 1 < L 1 1 P - q r 1 

Logo, pe l o Tc orcnw do Ponto fixo olc Banach , 

c :x i s t c p C:. E t [I .l q ue Tp = p , isto é : 

.... rr 
PlO , r) = {e-2 1T B _ I)-1 j c-Bo(U 9 (6+o, r , p( 9t-o, r)) + 

(.I 

lJ ( 6 +o ' y , p ( e + t1 , r) ) p c o +o ' r)) do 
u 

~ l as : 

p( O, r) = lim h- 1 1v(8+h, r) - VL 0, r) 
h ~o 

E pelo Teorem a Gcr<t l dos Ecpw çõc:; Dj fc re n ciais 

Or d inárj as, quanto Õ dependêncin elas soluções em re l<tç::io aos p.Q_ 

r ?I met r os , como v é soluçZLO ele du 
dB = Bu + U(O , r , lt) = f(6 , r , u) 

e f é d<' clusse em O cn r :to v -:5 uc c J as s c em 
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Logo exis te lim h - 1 Jv( 0+h , r) - v( 8, r) ! 
h -}() 

En ti:io p( e , r) = v
6

le , r) 

A l é 111 d i s s o , q u ;m d o r = O LI = U = O , e u c i~ con r Ln Lta en1 

p o r tanto l i m·i tada, logo v
6

( 0 , O) = O 

i í i) Sc j::1 E = { a : [O , 2nJ x [O ,.SJ-+ tR I a( O, r ) e cont.lnua em O 

c crn O < r < ó c r a -+ O q u ando r-+ 0 } 

E é e sp aço métrico cor1plcto com a norma do supr~ 

mo . 

S c .i a T : E ·> E tal q u c 

Corno U r c ·" E. 1: . T (a) é 1: . 

d U I 1fli I t .... L . 

Que remos mostr;lr que T e uma cnnt r <~cão . 

Se .i ;11n o: , (3 E. I~ 

Cnmu ;:) li . ' ) I ' q 11 :l ii lo :iu 

,\1_1 

~\Ú 

)' ~ o poc.k. ~.(' a r j l'lll:t r q llt' 

existe L < I l ;I l q li C 

Logo I T ( ,. ) - T ( B ) I . <. L I i ('( - 8 : í 

Pelo Tcorcmu do Po11to r i xo de B::tn <l ch, ex i ste 

p E... E til 1 q llC 'l' ( p) = p , is t o c 

p( O , r ) - B 7 n - l [r. -Bo 1 (e - -I) "c IUr( e+o , r ,v(e+o ,r)) + Uu( \J-,o ,r,v(8+o ,r))p(8 ,r) do 

C rác il ve r q ue l im h - 1 Jv( O , r +h ) - v(e , r) J = p(El , r) 
h ->0 

Pe lo Teorema da Dcpendê n d<J de sol11 çÕcs em rela-

ç a o ~~ c o n d i ç õ c s i 1 1 i c i n i s c p u r (i m c t r o s , e m ~{ 6 = B u + U (E; , r , u ) = [ ( e , r , u ) 



c de c lasse em O < r< o cntZtu t od a soluç~o c 

O·. r_: 6 . Logo e xist e v ' 1' 

.,(e,r) = 
\ r 

1 j m h - 1 I v ( O , r + h) - \' (e , r ) ! = p (O , r ) 
h ~O 

- 66 -

em 

Como v c=:. E t C' 1 ~1os r v ·+ O tm i rormement c em 
r r 

e quando r -+0 

1 ) rR(e, r , v(O , r)) e r v( O , r) s~o cont í n u :1s par~t todo e 

e O ~ r~ 6 c c1 
em todo e c O < r _:: ó , po i s R c v t em 

e s tas proprj c d:1dcs . 

2) Quando 1· +O temos : 

-~ (r R( O 
:!r r, ,-lil, r))= R( A . 1·. v(n . r) )+ rRr (e, r, v( 8 , r)) 

+r i~ ( O r . ,. , O , r)v ( O r) ~o 1>ois 
11 ' ' r ' 

l' r H r ( e , 1· , v ( o , r ) ) } o r v (O 
r 

R( O . O, 0) = J 

r) -} O c v ( O , r) -} O 

a ao (r I~ (o ) r ' v (e ' r ) ) = r R e ( (-) ' r , v (e ' r ) ) + I Ru ( o , r 'v (c , r ) ) vJEI , r)-+ o 

pois R
8

to ,O ,O) =O Ku ( 8 , r , v ( 8 , r) ) _, O , v,( e ,0 ) = O 
:j 

1\ 1 é 111 d o 111<1 i s : r R ( e , r , v ( G , r ) ) -~ O 
r un.iformcrnl'nte em fl 

Logo rR(e , r, v(e, r)) 

3) Quando r ->- O , te mos 

.1_( r v( O r )) a r ' 
v (e , r) 

-c em 

+ r v C ü 
r 

o c o.::- r .: 8 

r ) ' O 

c :llém tlisso : lim ..C \'( 0~ =- 0 uniformemente Plll o 
r >-0 ,. 
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Lo~o r \.L ~l , r l -
l' I .l \ (I 

'-- l'l!l l, c 

c 

Sl'_j; l 1v( :--., y) -= r( O. hl . v ( G, r ( O. b)) onde e c 

b sno funções de x c y como i nve rs~1 s da fun<.;~io 

~ X)'- __ = b C O S 0 

( b sc n O 

c h ( o , r) = r( l + R ( O , r , v ( O , r) ) c e e h ck f .in j d as par a 

(x , y) f (O , O) isto é , b> O 

Ne s tes p ont o s , temos : 

-;:au r ( e ' b ) . v ( e . r ( ~~ b ) ) : = :1lv . ~~ + d\'1 ()y a\11 a\v bCOS L - = --- . -b s c n 8 + -;:.;-y • 
o ' ' o" a o ay ao a~.. o 

a 
311 1 r ( e , I> ) • v l e , r C e , b ) ) l ~lv 3\v 

·--- co s ü + -ay se n o 0\ 

scn e = ~(-b s e n 2 e) + ~(b c os 0 sc n o ) 3x ay 

d 1- -. - b co ::; v Th , _ _r ., v j 
d\1 7 :~ 1v 
.:_..:_ (- b cos~ G) + --=-··(- h cos v sc n ''l ax ~Y 

s oman d o me mbro a membro , temos : 

sc n G " l b ,-, ' J v - c os O ãh 1 r .., v 

âh = 1 - 1 ') r . , a 
1
- , 

ÔX - ) SCn U -é)Q:- 1 ,_, Vj - COS 0 ãb _r ., V.J 

a 
~1-1 r ( o , b ) . \' C e . r C e , b ) I = 
~ ) 

r v+ rv r 
b r b 

" 
... J c:. ; r ( 8 , b ) . v ( v , r ( e , b ) : = 
(.)~.o 

1' \ 1 + \' \T + o . (j 

Logo : 

r v r r e 

àh' -
ax(x , y) 

- l c os e ( r v + r \' r ) - b s c· n O ( r v + r \ · r + r v ) b rb o r e e 

,\n~llogamcn t c t emos : 



:\ 7 

1 a a 3w ., 
-cose -1-rv l = - ~. - sen o cose + ~cos 
b o 0 - a X ay 

aw a"' _ 2 -;;;- cos e scn G + ~ scn O 
oX <lY 

som ~lll do t c mos : 

1 a - a 
1
- -

b c os e ;re L r v ] + s c n e ãh _r v J 

Então : 

e 

()h' 
= ay 

- 1 
b cose(r

8
v+rv

9
+rvr r

0
) + sc n e (rbv+r v rrb ) 

(.'con t ínu a n:1 orjgem: 

Qtll.' r emos ,·c r q uc: lim q\\•(x, v) = n . 
( X , )' ) • l) ,)·)(. 

Par::~ i.s to vamus an~t li s; tl' os J i mit(·s : 

- () s -

1 ) l i 111 r h ( t' , h') q . q O . b ) ... r ( • . b 1 \'r! ll , r ( E' . h l l 1 h ( fi , b) 
h ·(l 

2 ) 1 i 111 

" . (l 

rl ( li .b )vt-.·,r(fl,h)) + r(O,b)\ f ,\ ,t·(O .h)}r (, .h)+ r(f) _b).\ (IJ,r(O.I 
\ r 

\'c .i amo~ o p r1 111c i ro : 

h l ~' , r ) = r ( l -1 !U \i , \ l IJ , r) ) 
. ~ 

l' J :l V J IIIOS q li C' 

h(O O) o l ogo r (e ,0) =O 

v(e O) = o 1ogo qu;~ n clo h-+ O , v( O , r( tl , b) ) ·• O 

r ,. r ( (:) , r ) · >- l) c o 111 r l ogo c o n v c r g c par ~~ O c o m h 

Logo : rb . v + r v r rb -+ O quando b -> O . 

Vcj ~lTnos o scgtmdo ljndt:c: lni.cj<tmos nn al.i.san do 

r 
(1 

Q U ~11Hl O Z = Ü t C 1'1 OS : 
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:} \ r ~ = I 2 ' 
?À (.x +y - l +G(:.\ ,y ,0) 
~ 

OU SCJa 

.., ) 

r = X + \' t- k C(x , )' . O) c onst ~ n tc 

CO JOO í X = h cos l ' 

~ 
. v c m q uc: 

l y = b scn o 

r( O h) = l~j~ - 1 k G(b cose , h s c n o O) 
I h-

l.ugo r o = k 

1 (' ( , n 
--1 l D COS '' 
b-

- ô G Zll ; 
-- '-~ c n •J + -;;-- c o s O 1 d X • d ;' 

, b S <' ll (I ll) \ 

Vemos q uc r( O ,O) =O po i:-; G 
' dx 

a c 
3y s c a n u l ~~ 111 n a o r 1 g c m . 

Temos --- . {- ~ ~ s~n + ~ ~ c~s\ 
2\ I I + -!, G ( b c os O , b s e n 0 O ) \ ) 

h"-

r 
Logo , q U ~ll1 c1 O b ' o 6 o pois de-r i ,;atl as de spgunJa o rde m , b + a s 

d<.' G t:Jmbém SC' ;mu·I am n :t or1gcm . 

Ent~o o J imite : 

1 i 111 o .. 
r . v + r v r + r v 

0 
= como qucr 1 amo s . e r e ' b ->-0 

1\nalogamcnte, quando (X , )' ) -~ 0 
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