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RESUMO

As teorias de gravitagdo invariante por escala propdem uma varia¢dao com relagao ao
tempo da constante gravitacional ou da massa dos objetos que constituem o universo. Desta
forma a intensidade da interagdo gravitacional também se torna variavel, modificando
sensivelmente o comportamento do universo. Algumas teorias foram propostas no decorrer
do século, porém, descartadas devido a problemas técnicos e de concordéncia com dados
observacionais.
trabalho a ser apresentado nesta dissertagdo esta fundamentado em uma teoria de gravitagé@o
invariante por escala, a qual vem atualmente sendo desenvolvida e € denominada teoria
penta-dimensional Espago-Tempo-Massa. Tal teoria propde a quantidade de massa de
repouso como uma quantidade extensiva, de maneira a introduzi-la na métrica e torna-la
variavel. Diversos trabalhos foram realizados com esta teoria, incluindo alguns, o estudo de
modelos cosmologicos. Investigaremos aqui a extensao do modelo cosmologico de
Bianchi tipo V, que € um dos mais importantes modelos do universo. Duas métricas foram
propostas e as solugdes das equagdes de campo da teoria SD-Espago-Tempo-Massa para
tais métricas foram obtidas. Tais solug¢des correspondem a espagos nao-planos. Um estudo
sobre singularidades na métrica e na curvatura foi realizado para ambas as métricas, em
adi¢do, o tensor de energia-momento induzido foi obtido para as métricas e as suas
propriedades investigadas. Através da analise do tensor de Kretschmann verificou-se a
auséncia de singularidades efetivas nos modelos 5D abordados, sugerindo uma distribuigéo

finita de energia devido a inclusdo da massa de repouso.



ABSTRACT

The scale invariant gravitational theories propose the time variation either in the
gravitational constant or in the rest mass of the objects that constitute the universe. By this
way the intensity of the gravitational interaction varies as well, changing accordingly the
behavior of the universe. Several theories have been proposed in the literature, however
most of them have been discharged due to drawbacks in thecnicalities or lack of agreement
with observational data.

The work conducted here takes into account a 5-dimensional theory called Space-
Time-Mass, which proposes that the rest mass be na extensible quantity that change with
time. Several investigations have been done so far with this theory, some of them including
cosmological studies. Here we will investigate the 5D extension of the Bianchi type V
cosmological model, which is one of the most important model of the universe. Two
metrics are proposed and the solution of the corresponding 5D-Spae-Time-Mass field
equations are found. Both solutions shown to be non-flat spaces. The singularity behavior
of the metric and curvature were done, the induced energy-momentum tensor for both
metrics were determined and their properties were investigated. Through the analysis of the
Kretschmann tensor, it has been shown that there is no effective singularity in the space,
which suggest that there is a finite distribution of energy due to the inclusion of the rest

mass variable.



1 - INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (RG) é a teoria de gravitagdo mais aceita até os dias
de hoje, devido ao seu sucesso em descrever com grande exatiddo os fendmenos
observados, bem como por ter possibilitado a previsao de outros. Estes fenomenos estao
ligados sempre a efeitos gravitacionais que incluem aceleragdes, os quais dependem da
configuragdo de energia considerada para um determinado sistema.

Na tentativa de construir uma teoria que descreva todos os fendmenos observados
na natureza, ao que tudo indica ndo se reduzem apenas a fendOmenos gravitacionais, tais
como o eletromagnetismo e fendmenos quanticos, a utiliza¢do de modelos geométricos com
dimensoes superiores a quatro, tem sido muito aplicadas. Pode-se citar como exemplos a
teoria de Kaluza-Klein (KK), que inclui gravitagdo e eletromagnetismo em cinco de
dimensoes e suas variagdes, as teorias de supercordas com dez dimensdes e supergravidade
com onze dimensodes.

Este trabalho € baseado em uma teoria de gravitagdo com geometria de cinco
dimensdes desenvolvida por P.S. Wesson da Universidade de Waterloo (Ontario-Canada). A
teoria é denominada como teoria Espago-Tempo-Massa (ETM), ja que a quinta dimensio
esta relacionada & massa de repouso do sistema considerado. E uma teoria do tipo KK
devido apenas ao numero de dimensdes utilizadas. Porém a sua abordagem € bem diferente,
no sentido de ser classificada com uma teoria de gravitagdo invariante por escala. As teorias
invariantes por escala, propde a variagao em relagdao ao tempo da constante gravitacional
e/ou da massa dos objetos constituintes do universo. Se isto for verdadeiro a forca de
interacao gravitacional teria diferentes comportamentos no universo primordial e no
universo atual, o que afeta seriamente as teorias cosmologicas. Contudo, muitas teonas ja
propostas sdo excluidas devido a problemas técnicos e observacionais.

A teoria ETM possui uma abordagem diferente, considerando a variavel massa
como uma quantidade extensiva, introduzindo-a na meétrica através das constantes
fundamentais da teoria da RG. Uma caracteristica muito importante se deve ao fato de que
a teoria da RG esta contida na teoria ETM, sendo a primeira um caso limite onde a

denominada velocidade de massa é nula.
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Varios trabalhos tem sido realizados por diversos pesquisadores com base nesta
teoria, incluindo o problema de um corpo, modelos cosmologicos, problemas de astrofisica,
comportamentos geodésicos, além de propostas de confrontagdo com dados observacionais.

Propomos aqui um estudo a nivel de comportamento cosmoldgico na teoria ETM. E
considerada a classificagdo dos modelos cosmolégicos nos tipos de Bianchi, em particular o
modelo cosmologico Bianchi tipo V correspondente a um universo aberto, de acordo com a
classificagao Friedmann-Robertson-Walker (FRW), com o objetivo de encontrar novas
solugdes para as equagdes de campo.

De posse de novas solugdes a teoria em cinco dimensdes ETM permite recuperar as
caracteristicas da distribui¢do de energia a que elas se referem, através do processo de
interpretacdo de matéria induzida. Cabe entdo obter quantidades como a densidade de
energia e pressao, e verificar seus comportamentos em pontos limites nas variaveis tempo e
massa (energia), bem como investigar possiveis singularidades na curvatura do espago
representado.

Procede-se inicialmente no capitulo 2 com uma apresentagdo resumida das
ferramentas matematicas necessarias para a representacido da teoria da RG, bem como da
teoria ETM. A seguir no capitulo 3 uma revisdo sobre os principais aspectos da Teoria da
RG. Em continuidade no capitulo 4 apresenta-se a teoria ETM, com a generalizagao dos
principais resultados obtidos pela RG e finalmente no capitulo 5 incluem-se os calculos e
resultados obtidos sobre o modelo cosmoldgico Bianchi tipo V com base na teoria ETM. O
capitulo 6 ¢é dedicado a comentarios e conclusdes incluindo com propostas de trabalhos de

pesquisa futuros.
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2 - Ferramentas Matematicas

2.1- Ferramentas Matemdticas para a Teoria da RG

Abordaremos aqui de maneira compacta os objetos matematicos necessarios para a
representacdo da teoria da RG sem nos aprofundarmos nas consideragdes devidas a
geometria (diferencial);, desta maneira o presente capitulo ndo tem fim didatico, servindo
apenas como guia para o leitor com conhecimento prévio sobre o assunto.

A teoria da RG utiliza como representacao um espaco curvo pseudo-Riemanniano onde
um conjunto de quatro variaveis x* (coordenadas) representam o espago-tempo. O

conjunto das coordenadas representam um ponto neste espago-tempo.

Convengdo de soma de Eisntein

Adotamos neste trabalho a convengdo de soma de Einstein, na qual indices repetidos
indicam somatorio de 1 até o namero de dimensdes.

Transformagoes de Coordenadas

Consideramos inicialmente uma transformacdo de coordenadas que leva de um sistema

de referéncia ou referencial para outro. Dado dois conjuntos de coordenadas x”,x’ . x7.x° e
P y

x? x"’ x7 x* atransformagdo de coordenadas e dada por:

P el o ot i) (2.1.1)

e a transformacgao inversa por:

X =g e XX ), (2.1.2)

Os diferencias dos sistemas de coordenadas sao relacionados por:



(2.1.3)

i
dir = g -8 g
ox ox
S ‘@
W (2.1.49)

Vetor Contravariante

Um vetor contravariante e denominado ao conjunto de fungdes W* que tem como

lei de transformacao entre sistemas de coordenadas
(2.1.5)

Esta lei de transformagdo € a mesma que (2.1.3) e (2.1.4) para os diferenciais. Daqui
concluimos que os diferenciais das coordenadas num espago-tempo Riemanniano

constituem componentes de um vetor contravariante.

Vetor Covariante
Um vetor covariante e denominado ao conjunto de fungdes #, que tem como lei de

transformagao entre sistemas de coordenadas
(2.1.6)

e I, 5

, ox
Wi

4

Um exemplo de vetor covariante € o gradiente de uma fun¢ao escalar, pois pela lei

de transformagao temos que:
(2.1.7)

)| S
Qx:’ S

5]
P

I
2|2



Invariante

@(x*) que mantém a mesma forma sob transformacgio de
coordenadas e dita um invariante. Assim pelo item anterior (2.1.7) vemos que uma fung¢io

Uma funcgao

escalar é um invariante.

Tensor
Um objeto que tem uma lei de transformagao linear e homogénea do tipo (2.1.1) e
(2.1.2) € chamado de tensor. Os objetos definidos anteriormente como vetor contravariante,

vetor covariante e escalares sdo casos particulares de tensores.
Temos assim, respectivamente, um tensor de ordem O para um escalar e um tensor

de ordem 1 para um vetor. Um tensor de ordem 2 corresponde ao produto de dois vetores

(covariantes ou contravariantes).
Pela lei de transformag@o para vetores contravariantes (2.1.5) temos
(2.1.18)

o g S“W .

S = ‘
o ax

Assim definimos um tensor contravariante de ordem 2 como
(2.1.19)

~ o .ﬁ
ox“ Ox e

raf _
o
ox* ox
Da mesma forma, pela lei de transformag¢dao para vetores covariantes (2.1.6)

definimos um tensor covariante de ordem 2 como um objeto que transforma-se da forma
(2.1.10)

"

,  oxt ax

L -

af Ex'a P
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O produto de um vetor contravariante por um vetor covariante define um tensor

misto como

ox® ox”

T’aﬂ = axy 6xﬂ T#\' « (21]1)

Tensor de ordem mais alta

Pode-se generalizar a defini¢do para tensores de ordem mais alta, utilizando as leis

de transformacdo (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11); assim obtemos como lei de transformagdo

geral

i i
h ST et B
v = - e i '\". sew

T‘m-
¥ P P Ox

¥

i s (2.1.12)

n

2%

2.2- Algebra Tensorial

Combinagdo linear

Uma combinagdo linear de dois tensores do mesmo tipo € um novo tensor; assim,

por exemplo se §,; € W, sdo dois tensores covariantes de ordem 2, temos

T,=ad,+bB, (22.1)

onde a e b sdo escalares e 7_; € um tensor covariante de ordem 2.



Multiplicacédo

O valor obtido mediante a multiplicagdo de tensores de qualquer tipo € um tensor.

Sendo §,;, e W’ um tensor covariante de ordem 2 e um vetor contravariante

respectivamente, o produto € um tensor misto de ordem 3 dado por

¥

T, =S W , (22.2)

onde a lei de transformac@o € dada por:

WOl A ”
T o' = pee éﬁ-gx}-f‘m : (2.2.3)

Contragdo de Indices

Pode-se obter a partir de um tensor misto de ordem » um novo tensor de ordem »-2.
Isto ¢ feito a partir do contragdo (somatorio) sobre um indice covariante e outro

contravariante. Como exemplo temos

Tﬂ’ﬂ = T‘“ayﬁ ¥ (2‘24)

Simetria de Tensores

A simetria de um tensor € associada a troca de indices. Quando a troca de dois
indices (ambos covariantes ou contravariantes) ndo altera o valor do objeto, diz-se que 0
tensor € simétrico. Ja, quando € apenas alterado o sinal do objeto, diz-se que o tensor € anti-

simétrico.

16



Tensor simétrico: Ses = Spe (2.2.5)

Tensor anti-simétrico: Sepg =S4, (2.2.6)

2.3 - Tensor Meétrico

O tensor métrico € representado por g,.(x); corresponde a um tensor de ordem 2,

simétrico, neste caso covariante, como fung¢@o das coordenadas de um espago-tempo (4
dimensdes) de Riemann. Por ser um tensor simétrico, tem apenas dez componentes
independentes. Sua fungdo principal € definir a lei de medida entre dois pontos vizinhos do

espago-tempo por meio da forma diferencial quadratica real

ds’ =g, (x)dc"dc" (2.3.1)

também definida como elemento de linha.

Um espago € dito métrico quando € possivel definir uma distancia escalar entre dois
pontos vizinhos quaisquer pertencentes a ele. Sdo exemplos de espagos meétricos de
Riemann: espago tri-dimensional Euclidiano e espago-tempo plano quadri-dimensional de
Minkowski.

Seus elementos de linha so dados por

Euclidiano: ds’ =dd’ +dy’ +dz° (2.3.2)

Minkowski: ds® = c2di’ —dx® —dy’ —dz° 23.3)

(¢ = velocidade da luz).

Também definimos o tensor métrico contravariante por g*’(x ), que € o inverso do

tensor métrico covariante. Esta relagdo € dada por

17



gqupﬁ =0F . (2.3.4)

onde

57 =

{l PBEGR (2.3.5)

0 ,a=p.

O tensor métrico (covariante e contravariante) € também utilizado para "subir" e

"descer" indices de outros tensores; por exemplo:
W LHPTY 2
T* = g"T; (2.3.6)

A (2.3.7)

2.4 - Densidade Tensorial

O conceito de tensor provem de uma classe mais geral de quantidades, chamadas de
densidade tensorial. Uma densidade tensorial tem a mesma lei de transformacgdo de um
tensor, com exce¢ao de um termo adicional que é o Jacobiano da transformagdo de
coordenadas elevado a alguma poténcia. Portanto a lei de transformagdo de uma densidade

tensorial € dada por:

(2.4.1)

=2

cx

onde denota o Jacobiano da transformagdo do sistema de coordenadas x“ para o

B

sistema x”, e W ¢ uma constante inteira positiva ou negativa denominada peso da

18



densidade tensorial. Assim uma densidade tensorial de ordem 1 é chamada de densidade
vetorial, e uma densidade tensorial de ordem 0 € chamada de densidade escalar. Podemos
entdo dizer que tensores ordinarios correspondem a densidades tensoriais de peso 0. Como
exemplo de densidade tensorial podemos citar o determinante de um tensor covariante de

ordem 2, que tem como lei de transformac¢ao em forma matricial:

Tp = e lwm (2.4.2)
e usando a regra para determinantes de um produto de matrizes, temos que:

: ox [
d!‘T = dfT = 2_4_"
T, lox et T, (243)

Portanto o determinante de um tensor covariante de ordem 2 é uma densidade

escalar de peso W= 2.

Pode-se aplicar a equagdo (2.4.3) ao tensor métrico, encontramos assim:
o |Ox[
g = ‘.\—} g - (24.4)
ox

Agora, levando em considera¢io a transformacdo do elemento de volume tetra-

dimensional dada por:

_d‘;x 24.5
Pw § ( )

obtemos uma relagdo importante quando aplicamos (2.4.4) em (2.4.5), que €:

—g'd"' = ,f—gd*x : (2.4.6)

19



Portanto a expressdo 1/ — gd’x € um elemento de volume invariante.

Densidade Tensorial de Levi-Civita

Definimos aqui a densidade tensorial contravariante de Levi-Civita, como sendo:

+1,aByd ¢éuma permutacdo par de 0123

P =3 —1,afyS ¢éuma permutacdo impar de 0123 (24.7)

0, outro caso.

onde W=1 (peso).
A propriedade principal da densidade tensorial de Levi-Civita ¢ a de manter seus
valores inalterados mediante transformagdes de coordenadas. Da mesma maneira definimos

a densidade tensorial covariante de Levi-Civita , dada como:

8(1,3;»‘6 i gqugﬁvgypgéa (_ g)-I 8.1"13'6 3 (24 8)

aqui a densidade tensorial tem peso W =-1. Os valores assumidos s&o:

—1,aflyd éuma permutagdo par de 0123
Eups =T 1, afy0 € uma permutagdo impar de 0123 (2.4.9
0, outro caso.

Tensor de Levi-Civita

Fazendo uso da defini¢io de densidade tensorial de Levi-Civita, obtém-se o tensor

ordinario de Levi-Civita ; dado na forma contravariante como:

20



z 1
e’ = g% (2.4.10)
8
e na forma covariante como:
Cups =N " 8Eupps - (2.4.11)

Tensor Dual

Dado um tensor F,, anti-simétrico, definimos o pseudotensor contravariante:

(2.4.12)

como sendo o dual de F,, . Igualmente obtemos o pseudotensor covariante como:

* % — 1
'Jaﬁ - ;gaﬁ;.w

F* (2.4.13)

Os tensores duais ordinarios sao definidos como:

] ,
* Feb = = e F, (2.4.14)

*Fo=g, PP (2.4.15)

a,



2.5 - Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel sdo construidos a partir do tensor métrico g,, e g**,

covariante e contravariante respectivamente, e constituem de dois tipos, o de primeira

espécie dado por:

1(08, O, OB
e -+ 2L T n 25.1
apa Z[axa Sx” -~ ( )

e o de segunda espécie dado por:

I (% 20, 0,
% = ﬁ“(' o i LB S LT _ - . 252
pe =& L ape 2g [&c“ ox?  ox” ] ( )

Os simbolos de Christoffel também sao representados por outra simbologia , que €
[a, pc:r] para o de primeira espécie, e {D"; } para o de segunda espécie.

O simbolo de Christoffel de segunda espécie € um caso particular de uma
quantidade mais geral da geometria de Riemann, denominada de conexdo afim. A conexido
afim dada por (2.5.2) é valida exclusivamente na geometria Riemanniana; esta quantidade
preserva simetria mediante troca de indices covariantes, portanto temos a seguinte relagdo

de simetria:
=y (2.5.3)

A conexdo afim ndo-simetrica € usualmente valida em geometria ndo-Riemanniana,

e a partir dela é construido o fensor forsdo do espago-tempo dado por:



(2.5.4)

I
F[;;]=}-(F;;—F;;)

Verificando a lei de transformagdo dos simbolos de Christoffel, vemos que ela nio

corresponde a lei de transformagdo de um tensor, portanto os simbolos de Christoffel ndo

constituem tensores; como lei de transformacgdo temos:

, _ &K & e &t O'x
I ops = &' o' ox'° Fx.m‘ * ax™ e’ ax'* Euv > (Z22)
€
I i A
.= oF o7 o' L4+ o o o” (2.5.6)

Diferenciacdo Covariante
E definido uma derivacao diferente da usual para tensores, devido ao fato de que a

derivagdo usual de tensores ndo produz novos tensores, com exce¢do da derivagdo de

funcGes escalares que correspondem a componentes de um vetor covariante, visualizamos
isto derivando como exemplo uma transformag¢io de um vetor contravariante dada por:

y1]
]/r..“ =%‘_‘I/”V , (2'5'7)
cxX
assim obtemos:
(2.5.8)

Ve _ ot ararr | Fx &,
& o &° P ax" ox'P ox©

3
(¥3 ]



O segundo termo do lado direito da expressdo ¢ estranho a lei de transformag@o de tensores,
portanto a derivagdo de tensores ndo corresponde a um novo tensor. Para contornar esta
questdo, e proporcionar uma derivagdo com lei de transformagao de tensores utilizamos a

expressao (2.5.4) da transformagdo de Simbolos de Christoffel de segunda espécie, e

~g N
fazemos a substitui¢do do termo %, que ap6s manipula¢do algébrica fornece a
ox" ox
eXpressao:
A H P A u A tp (Al )
(ai i “’EV"J: o [f;f +T; SV"’J : (259)
" Ox

que obedece a lei de transformagao de tensores para a expressao entre parenteses; portanto
é definida uma nova derivacdao denominada derivada covariante (neste caso para um vetor

contravariante) que obedece a lei de transformagio de tensores e € representada por:

vy
o &a

w JEF* (2.5.10)

Assim a expressao (2.5.9) pode ser rescrita como:

61.!2 axu'
~ 15

ox'’? ox”

Ve (2.5.11)

Vﬁr{/ﬂ' - o

Da mesma forma definimos a derivada covariante para um vetor covariante:

& & oy (2.5.12)

VG'I,,E = 5xm axrﬁ 7o

onde



~TT

ol g
VP =€ _Fep 2.5.13
e B o ap’ 2 ( 3)

A defini¢do de derivada covariante pode ser estendida para tensores de ordem mais

alta, satisfazendo assim a seguinte lei:

... 61—;- . TR PAL A ...
V:,Tﬁ‘__ - ax -rr?/-_ B T...—FyﬁY}____ e (2514)

Fd

E importante destacar que a derivada covariante do tensor métrico ¢ nula, temos

entao que:

V.8, =V.8" =0 (2.5.15)

2.6 - Geodésicas

A equacdo diferencial de uma curva que possui um comprimento extremo €
denominada de Equagao Geodésica. Para a geometria tetra-dimensional em questdo, o

problema consiste em aplicar o calculo variacional a integral de comprimento dada por:
f:jds , (2.6.1)
assim obtemos:
o =5[Lds=0, (2.6.2)

onde L corresponde ao Lagrangeano dado por:

2
n



[N

" de )2
L z[g;.w EE} 5 (263)

e portanto devera ter valor unitario ao longo da curva geodésica.
Apos a manipulagdo algebrica usual do calculo variacional obtemos como equagio

geodésica:

d’x” dx® dx’ i

—_—

ds’ Y ds .-Es—‘_

(2.6.4)

Pode-se obter a mesma equagdo em relag@o a outro parametro que nao seja s, desde

que a relaga@o entre os dois seja linear do tipo:
oc=as+b, (2.6.5)
assim a equagdo geodésica tem a forma de:

2..P @ B
dx, +F£dr i =8
do- do do

(2.6.6)

0 novo parametro tambeém e denominado de parametro afim.

2.7 - Tensor de Curvatura de Riemann

O tensor de curvatura de Riemann € de grande importancia para descrever varias
caracteristicas da geometria do espago em questdo, além de servir como base para a
constru¢do de outros tensores de vital importancia.

A definicdo ¢ feita a partir de uma subtragdo de derivadas covariantes permutadas

do tensor dado por (2.5.13), assim:
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ay

61.15

VoV, =V YV, =V N, =N,V W, =(

ou escrita de uma maneira mais compacta, temos:

¥,

2

(vrvﬂ =V,4V, )Va =R” o,

onde

_ory org
afy — ax,ﬁ - ax;x

3 J
# Tl e ~Tois .

s

. é &
P+ I Th -raﬁryg]Vp, (2.7.1)

(2.7.2)

(2.7.3)

R” 5, € denominado o tensor de curvatura de Riemann.

As propriedades de simetria do tensor de curvatura de Riemann sdo melhor

observadas na forma covariante mediante contragdo de indices:

Rops = 8ol g5

e sdo dadas como:

= _Ra&?:z

Rops = Rsap

(2.7.4)

(2.7.5)

(2.7.6)



Tensor de Ricci

Do tensor de curvatura de Riemann contraido, obtemos o tensor de Ricei, que €

dado por:

Ry=R s=8"R, s,

na forma explicita:

= arg arg
@ xr o’

que € simétrico, ou seja:

R, =R, .

Escalar de Curvatura

S S i

(2.7.7)

~TErg., (2.7.8)

(2.7.9)

Pela contrag@o do tensor de Ricci obtemos o escalar de curvatura de Ricci denotado

como:

R=R®,=g%R ;3 =878" R,y (2.7.10)

Tensor de Einstein

O tensor de Einstein, que fundamenta a teoria da RG, € definido como uma combinagéo do

tensor de Ricci e do escalar de curvatura como:
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G, =R, -=g,.R (2.7.11)

2.8 - Identidades de Bianchi

As identidades de Bianchi s@o associadas com propriedades de simetria da

derivada covariante do tensor de curvatura de Riemann. Estas simetrias resultam em
identidades diferenciais, ou seja, que envolvem derivadas covariantes do respectivo tensor.
Para verificar tais identidades € conveniente utilizar um sistema de coordenadas
denominado geodésico;, neste sistema de coordenadas os simbolos de Christoffel de
segunda espécie se anulam, simplificando bastante o processo. De (2.5.14) e (2.7.3) temos

para a derivada covariante do tensor de curvatura de Riemann que:

}I
Wil g i =t (2.8.1)

ja que os termos que contém simbolos de Christoffel se anulam devido ao sistema de
coordenadas geodésico. Desta equacdo podemos verificar a seguinte identidade,

denominada identidade de Bianchi

V,R* ,+V,R* +V R =0 2.82)

7

que resulta da permutagdo dos indices «,f e y ciclicamente. Desde que esta equagdo €

formada por componentes de tensores, ela se cumpre em qualquer sistema de coordenadas e
em qualquer ponto. Podemos expressa-la também em termos do tensor Dual do tensor de

curvatura de Riemann na forma covariante, assim temos :

VAR o5 =0 (2.8.3)

29



que ¢ equivalente a (2.8.2).
Das propriedades de simetria (2.7.5) e (2.7.6) do tensor de curvatura de Riemann,

obtemos as seguintes identidades :

ViRyss ==V,Rp s =—V,Rys » (2.8.9)

ViRops + ViR +V Ry =0, (2.8.5)

que juntamente com (2.8.3) formam um conjunto completo de identidades algébricas para

as derivadas covariantes do tensor de curvatura de Riemann.

Identidades de Bianchi Contraidas

Realizando a contragdo dos indices ¢ e u na identidade (2.8.2) e utilizando as

propriedades de simetria (2.7.5) e (2.7.6) do tensor de curvatura de Riemann, e também

considerando que as derivadas covariantes do tensor métrico sao nulas, encontramos que:

V,R;+V,R, +V R, =0 . (2.8.6)

Contraindo novamente os indices v ¢ . obtemos:

V,R+V,R’ +V R =0 , (2.8.7)

que também pode ser escrita na forma:



1

VR —EafR)zo . (2.8.8)

Daqui encontramos as identidades contraidas de Bianchi, dadas por:
44 [+ I &
VﬂGﬁ=Vﬁ(Rﬁ—3g PRi=0 , (2.8.9)

onde G*¥ , é o tensor de Einstein.

Veremos que a equacdo (2.8.9) é importante fisicamente na teoria da RG, pois a

mesma representa a lei de conservag@o da energia.



3 - Revisdo sobre a Teoria da RG

3.1 - Fundamentagdo Teorica

A Teoria da RG foi publicada em 1916 pelo fisico alemdo Albert Einstein, onze anos
apos a publicagio da Teoria da Relatividade Restrita também de sua autoria.

A motivagdo para esta teoria surge no fato de que a Teoria Restrita é limitada a
transformagdes entre referenciais com velocidade constante, ou seja, sem acelera¢dao
relativa; e entdo se faz necessaria uma extensdo para todos os tipos de movimento relativo
existentes, inserido aqui o movimento com aceleragdo relativa entre os referenciais
considerados. Uma vez que a nova teoria lida com aceleragdes , esta representara de alguma
maneira as for¢as geradas pelas mesmas, ou representara a dinamica em sua totalidade. Pela
teoria de Newton para 0 movimento e a Gravitagdo, conhecemos a quantidade denominada
“massa” que atua ao mesmo tempo como uma quantidade que se opde a0 movimento e
como uma quantidade que gera de movimento. A idéia de que estes dois papeis
representados pela quantidade massa, sao dois pontos de vista diferentes de uma mesma
realidade, € devida também a Einstein, e fundamenta a condugdo basica da teoria, que é a
aplicagdo do denominado Principio de Equivaléncia. Sendo assim a teoria que representa a
transformagdo entre referenciais acelerados também representa a aceleragdo gerada por um
campo gravitacional , ou seja, representa a dindmica de um campo gravitacional.

O Principio de Equivaléncia pode ser representado pela afirmagdo nao geralmente
valida de que um campo de acelerag@o € equivalente a um campo Gravitacional. A lei de
igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional esta relacionada com este Principio
mas nao o constitui.

A equivaléncia entre acelera¢@o e campo gravitacional € de carater local enquanto
que as equagdes da Gravitagdo representam um lei de carater global. Quando falamos em
equivaléncia de aceleragdo e campo gravitacional nos referimos a um ponto no espago, ou
antes, a fronteira espacial de pontos em uma linha-mundo do tipo tempo (time-like).

Podemos evidenciar a equivaléncia pela transformagdo das equag¢des de movimento
de um ponto de massa em um campo gravitacional ou referencial acelerado, para um novo

referencial (sistema de coordenadas) onde estas equagdes corresponderdao ao movimento de

(V5]
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um ponto sem massa. Portanto, podemos dizer que um campo gravitacional € imitado por
um campo de aceleragdo. Isto sucedera unicamente em uma regiao infinitesimal do espago,
isto €, sera estritamente local.

A igualdade entre massa inercial e gravitacional em tal transformac¢ao € a mesma
para qualquer valor da massa da particula.

No caso geral a transformagdo descrita corresponde matematicamente a passar para
o sistema de coordenadas geodésicas locais.

O Principio de Equivaléncia pode ser aplicado a uma regido finita do espago de
maneira extensa, exigindo que o campo seja obrigatoriamente uniforme. Neste caso ele
correspondera a campos uniformemente fracos e movimentos de baixa velocidade, ou seja
tera os mesmos limites que a mecanica Newtoniana.

Pode-se dizer que o Principio de Equivaléncia foi a idéia inspiradora de Einstein
para a construgao da sua Teoria de Gravitagdo, representando papel fundamental no periodo
anterior a sua conclusdo. Einstein exemplificou a equivaléncia entre o campo gravitacional
e a aceleragdo mediante o exemplo bem difundido do elevador em queda livre
(supostamente no campo gravitacional terrestre). Os objetos no interior do elevador estdo
juntamente em queda livre com este, parecendo perder seu peso, ja que a aceleragdo relativa
se anula. Einstein distingue dois sistemas de referéncia no seu exemplo, atribuindo um
sistema inercial fixo na Terra e outro sistema acelerado fixo no elevador. No primeiro
sistema de referéncia existe um campo gravitacional atuante, ja no segundo, sistema
acelerado, ele esta ausente. Neste fato condiz entdo a afirma¢do de Einstein na
possibilidade da aceleragdo substituir a gravitagdo, ou antes, um campo gravitacional
uniforme. Partindo deste principio e considerando ambos referenciais como sendo
fisicamente completamente equivalentes, Einstein percebe a impossibilidade de falar em
acelerag@o absoluta ou velocidade absoluta.

Podemos verificar o carater aproximado da idéia de equivaléncia mediante uma
analise mais detalhada do exemplo do elevador. Aqui a caixa que constitui o elevador €
considerada um corpo rigido, mas, a0 mesmo tempo a situagdo em que ela se encontra €
desprovida de gravitagdo, portanto existe aqui uma contradicdo, na medida em que a
auséncia do campo gravitacional n3o permite abstrair a existéncia de um corpo

absolutamente rigido, os corpos acelerados experimentam deformagdes diferentes. A

fad
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maneira de superar esta dificuldade consiste entdo em limitar a magnitude da aceleragédo
experimentada e também no tamanho da regido do espago considerado, assim, impor que a
regido do espago considerado possua aceleragdes pequenas, onde as deformagdes
experimentadas podem ser negligenciadas € a nogao de corpo rigido pode ser utilizada, ou
em outras palavras o campo € uniforme e aproximadamente constante, portanto ndo existem
deformagoes

Einstein reconheceu esta dificuldade, admitindo que nem todo campo gravitacional
pode ser substituido por um campo de acelerag@o, sendo necessario para isto que o campo
gravitacional seja uniforme. Apesar de existir esta limitagdo na aplica¢do do principio, ele
serve como base logica satisfatoria para a construgdo da teoria de gravitagdo. A igualdade
entre massa inercial e massa gravitacional exerce o principal papel como lei aplicada.

Em resumo podemos argumentar que a equivaléncia entre acelera¢dio € campo
gravitacional € limitada pelas condi¢des de contorno. Como exemplo temos o potencial
gravitacional obtido quando da introdug¢do de um sistema de referéncia uniformemente
acelerado que é uma fungdo linear das coordenadas e nao satisfaz as condi¢des no infinito,
que deveria tender a zero. Também em um sistema de referéncia em rotagdo a forca
centrifuga aumenta com o quadrado da distancia ao eixo de rota¢do, e em adi¢do manifesta-
se a for¢a de Coriolis. Ambos exemplos representam campos gravitacionais ficticios,

devidos a suas caracteristicas de fronteira.

3.2 - Equacoes do Campo Gravitacional

As propriedades geomeétricas do espago e tempo fisico real correspondem a uma
geometria pseudo-Riemanniana, e ndo a geometria Euclidiana. O campo gravitacional na
natureza aparece como um desvio das propriedades geométricas da forma pseudo-
Euclidiana. As propriedades geométricas estdao indissoluvelmente ligadas com a
distribui¢io e o movimento da matéria. Este relacionamento € muatuo. De um lado os
desvios das propriedades geométricas da forma pseudo-Euclidiana sdo determinados pela
presenga de massas gravitando, e do outro, 0 movimento das massas neste campo

gravitacional € determinado por estes desvios. Resumidamente, massas determinam as



propriedades geométricas do espago e tempo, e essas propriedades determinam o
movimento das massas.

As equagdes do campo gravitacional s3o uma generalizagdo das equagdes
Newtonianas, e se reduzem a estas ultimas quando impomos um limite associado. Enquanto
que a equagdo de gravitacdo Newtoniana assume a existéncia de apenas um potencial
escalar para descrever o campo, a RG assume a existéncia de um potencial tensorial com
dez componentes independentes..

Em um certo sistema de coordenadas, que por propdsito pratico coincide com um

sistema inercial da mecanica Newtoniana, o potencial Newtoniano da gravitagdo U aparece

como coeficiente do termo df’ na expressdo do elemento de linha, isto €, o coeficiente g,
de ds’ = g, dx"dx" . Esta generalizacdo requerida para a teoria da gravitagdo de Newton

deve ser covariante com respeito a uma transformagdo arbitraria de coordenadas. Neste
aspecto € impossivel carregar a generalizagao do potencial Newtoniano a um unico

coeficiente como g,,; ocorre entdo que todo o conjunto de coeficientes g, devem ser

obrigatoriamente levados em consideragdao e aparecem como uma generalizagdo do
potencial Newtoniano. O tensor métrico fundamental obrigatoriamente satisfaz um
conjunto de equagdes que sao geralmente covariantes e na aproximagio Newtoniana uma
delas deve cair obrigatoriamente na equagdo de Poisson para um potencial @ .

Assim os potenciais na RG sdo identificados com as dez componentes do tensor

métrico (simétrico) g..(x) do espago-tempo curvo provido pela geometria Riemanniana.

Portanto deverdo ser resolvidas dez equagdes diferenciais parciais para obter a métrica

g,.,(x),que num certo limite devera coincidir com a equagéo de Poisson dada por:

V'®(x)=47Gp(x) , (32.1)

onde G € a constante gravitacional de Newton e p(x) ¢ a densidade de massa do material
que produz o campo gravitacional.
Do lado esquerdo da equagdo de Poisson, existe um operador diferencial de segunda

ordem, o operador de Laplace (Laplaciano), agindo sobre @ . Neste aspecto, a simples
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generalizagdo covariante deste lado da equacao devera ser um tensor que envolve derivadas

de segunda ordem lineares do tensor métrico g, .

Tais tensores serdo os denominados tensores de curvatura (ambos de segunda e
quarta ordem). O tensor de curvatura de quarta ordem ou tensor de curvatura de Riemann ¢é
Improprio por causa que suas componentes ndo contém expressdes que possam Ser
generalizagbes do operador de Laplace atuando em @ . Também, ele tem mais
componentes que as necessarias, em numero de vinte, que sdo mais do que as fungdes
desconhecidas. Desta forma, levamos em consideragdo o tensor de curvatura de segunda
ordem ou o tensor de Ricci, que possui apenas 0 nimero correto de componentes.

Do lado direito da equagdo de Poisson a densidade de massa aparece. Uma

generalizagdo da densidade de massa que requer o carater tensorial € o tensor massa 7. ou

MY
tensor energia-momento.
Somos portanto levados a concluir que a generalizagdo requerida da equagdo de

Poisson obrigatoriamente sera uma relagéo entre o tensor de Ricci R, € o tensor energia-
momento 7, .

Na auséncia de campos gravitacionais a divergéncia do tensor 7“" obrigatoriamente é

nula V_7*" =0 . Este fato é conectado a questdes da energia de um campo gravitacional, e

da forma integral das leis de conservagdo, expressa o fato da conservagdo covariante da
energia € do momento.

Por outro lado, o tensor de Einstein " = RY —%g‘”"R , tem uma propriedade

muito importante que corresponde a divergéncia nula V_.G*" =0 (2.8.9). Neste sentido

v

podemos colocar na forma covariante

R —ég_m,R= kI G.

v

L
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ou em termos de tensor misto



g . .
R, - S8, R=xI . (3.23)

Aqui x € chamada constante gravitacional de Einstein, e seu valor ¢ dado por

5250 (3.2.4)

c

As equagdes (3.2.2) ou (3.2.3) sdo as equacdes do campo gravitacional. Elas sdo as
equagOes basicas da teoria da RG e sdo conhecidas como as equagdes de campo de
Einstein.

A auséncia do campo gravitacional implica em auséncia de desvios das
propriedades geométricas do espaco-tempo na forma pseudo-Euclidiana, e ocasiona entdo a
anulag@o do tensor de curvatura. Entdo , se 7, =0 deve ter obrigatoriamente R, =0, e
também R=0. Assim a unica generalizacio apropriada da equagio de Poisson
corresponde as equagdes (3.2.2) ou (3.2.3).

E possivel mostrar que essas equagdes s3o as Unicas que obedecem todas as
condi¢des necessarias, que sdo: correspondéncia com a equagdo de Poisson, covariancia

geral, linearidade nas derivadas de segunda ordem de g, ., divergéncia nula, e

comportamento pseudo-Euclidiano na auséncia de massas.
Podemos ainda escrever as equagdes sob outra forma. Pela contrag@o de indices u e

v na equagao (3.2.3) obtemos
R=—xT (3.2.5)

onde 7' =7} =g"T, € o trago do tensor energia-momento. Com isto as equagdes de

campo de Einstein podem ser escritas como

_
Ul
N}
o)

o

uv

R =K(T, ~28.T)



Sob esta forma no espago vazio o tensor energia-momento se anula, e entdo as equagoes

assumem a forma

R, =0, (3.2.7)

As equagdes gravitacionais no espago-tempo vazio sio denominadas equagdes de
campo de Einstein para o vacuo. No entanto, um espago-tempo vacuo ndo necessariamente
€ um espag¢o-tempo plano. Unicamente quando todas as componentes do tensor de Riemann

se anulam, o0 espago pode ser considerado plano.

3.3 - Caracteristicas das Equacdes de Campo de Einstein

Facilmente vemos pela estrutura do tensor de Ricci (2.7.8) que as equagdes sdo ndo-
lineares nas fungdes do campo. Este fato distingue as equagdes do campo gravitacional das
equagdes de campo de outras teorias como por exemplo a teoria do campo eletromagnético.
O principio de superposi¢do nio € valido nas equagdes de campo de Einstein, ou seja o
somatorio de duas solugdes das equagdes ndo constituira uma nova solugao.

No sentido de entender melhor estas equagdes conveém realizar a derivacdo da equagéo
caracteristica de primeira ordem. Do ponto de vista fisico a equagdo caracteristica
representa a lei de propagacdo de uma frente de onda gravitacional.

Utilizando a equagdo (3.2.7) podemos escrever as equagdes gravitacionais na forma

R, =x(T, —%gm.f) . (3.3.1)

O tensor de Ricci na forma contravariante, pode ser escrito como

uv -3 aigm' v, % v ~ -
R* =-1/2g%" —S— —_T* + T (33.2)
ox, O,
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onde a quantidade 7" ¢é a quantidade obtida de /7 subindo os indices mediante

I—-.u.pa — gﬂgaérg_

—~
(V5]
(V5]
(V5]

e

Neste sentido, o ultimo termo em (3.3.2) ndo envolve derivadas segundas, mas € uma forma
quadratica homogénea em [, , e consequentemente nas derivadas primeiras do tensor
metrico.

Derivadas segundas aparecem no primeiro termo e também em 7. Os I'*" sdo

obtidos dos 7" dados como
I goipe (3.3.4)

por uma regra que € formalmente idéntica a regra de formag@o da derivada covariante

simétrica de um vetor

r+ = %(V*”F" +V'r*) (3.3.5)

ou detalhadamente

uv

T T .
A gl O BT o) 36
2% & ® B Be 20

F4 P i

Os outros termos tem dependéncia ¢ unicamente através de derivadas primeiras nas

quantidades (3.3.4)

O d'Alembertiano de uma fungdo y pode ser escrito na forma



_ 1 ) oy 5
Oy = = ~glg™ —— (3.3.8)
(_g) 3 { axp}
onde
1 0
I’ =-——— (—gig™ (3.3.9)

Por sinal, desde que /°" ndo € um vetor , 7 “* ndo € um tensor. Esta circunstancia prova
ser muito util para simplificar as equagoes de Einstein.

As equagdes de Einstein s3o geralmente covariantes e portanto permitem
transformages de coordenadas envolvendo quatro fungdes arbitrarias. Suponhamos que as
equagdes s3o resolvidas em algum sistema de coordenadas arbitrario. Podemos entdo
passar para outro sistema de coordenadas tomando como variaveis independentes quatro

solugdes para a equagao _ly =(0. Estas solugdes podem ser escolhidas de maneira a

satisfazer as inequagbes a que g“" esta obrigatoriamente sujeito, e elas podem também
estar sujeitas a algumas condi¢bes adicionais. Mas cada variavel independente ou

coordenada satisfaz a equagdo Jx, = 0, entdo teremos em tal sistema de (3.3.7) que

r”=0, (3.3.10)

e consequentemente que

™ =0 (3.3.11)
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Chamaremos o sistema de sistema de coordenadas harmonico. Nao interessa aqui a questdo
da unicidade do sistema de coordenadas harménico, ou antes, nas condi¢des adicionais que
garantem a unicidade. Aqui € importante notar apenas que as equagtes (3.3.10) sdo
compativeis com as equagdes de Einstein e que elas ndo impde nenhuma limitagdo na
solug@o das anteriores, servindo unicamente como guia na classe de sistema de coordenadas
permitidos.

Sob a condigdo (3.3.10) a expressio (3.3.2) é simplificada como

. a_’g.m'
Precifigns2
128" %

'l (-3

s A’ (3.3.12)

po

Aqui as derivadas segundas aparecem unicamente combinadas no operador d'Alembertiano
atuando na quantidade g“* que tem os mesmos indices de R*" no lado esquerdo da
equagao.

A forma da equag@o caracteristica de algum sistema de equag¢des dado. depende
unicamente dos termos contendo as derivadas de mais alta ordem. Nos casos dos sistemas
(3.2.2) (3.3.10) esses termos sdo apenas aqueles envolvendo d'Alembertianos.

Portanto o sistema de equagGes da gravitagdo tera a mesma caracteristica da equagdo
de d'Alembert,

Oy =0, (3.3.13)

e essa € facilmente encontrada. A equagdo generalizada de d'Alembert tem como equagdo

caracteristica

g —==0, (3.3.14)
Gx_u v
onde
olx,,x,,x,,x,)= const. (3.3.15)
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¢ a equacgao de uma frente de onda, isto €, a equagdo de uma superficie em movimento onde
o campo gravitacional obrigatoriamente tem alguma descontinuidade.

A equagdo (3.3.14) para a propaga¢do de uma frente de onda gravitacional € a
mesma que corresponde a frente de onda luminosa no espago vazio na qual toda a teoria do
espaco e tempo tem sido baseada. Resumidamente, podemos dizer que a gravitagdo ¢
propagada com a velocidade da luz.

O fato da gravitagdo na Teoria de Einstein ser propagada com a velocidade da luz é
um fato de significado fundamental. Isto mostra que a forma assumida para as equagdes
gravitacionais esta de acordo com o postulado geral da Teoria da Relatividade que afirma
existir um limite de velocidade para qualquer tipo de agdo, chamada de velocidade da luz
no espago vazio. A existéncia de uma velocidade finita de propaga¢do para a gravidade
remove a contradi¢do inerente da teoria da gravitagio de Newton que admite agdo a

distancia instantanea.



4 - Teoria ETM

4.1 — Gravitacio de Wesson

As teorias de gravitagdo invariantes sob transformacdo de escala tem como
caracteristica principal propor a variagdo com relagdo ao tempo da constante G e/ou das
massas dos objetos que constituem o universo; podemo sitar algumas como as propostas
por Dirac, Hoyle e Narlikar, Canuto e outros [10-18]. Uma nova teoria tem sido
desenvolvida por P.S. Wesson da Universidade de Waterloo (Ontario-Canada). Diferente
das teorias anteriores, a nova teoria realiza uma extensd@o da teoria da RG para cinco
dimensdes. Consiste em tomar duas constantes fundamentais caracteristicas da gravitagao
relativistica ( ¢ velocidade da luz e G a constante Newtoniana), e combinando-as com a
massa de repouso da particula (77) para formar um comprimento Gm/c’ que € identificado
como uma coordenada. Isto € perfeitamente analogo a como o tempo (?) € convertido como
uma coordenada cr, ¢ extende o espago-tempo 4D em S5D-ETM. Neste sentido €
considerada a quantidade massa como uma variavel. A nova abordagem oferece uma
velocidade adicional denominada velocidade de massa (w=d(Gmc?)/dt) , assim w=0
representa massa de repouso constante e retorna-se a teoria da RG, ja com w0 existira
variagao de massa e consequentemente a quinta coordenada.

As teorias de gravitag@o invariantes por escala que tem sido propostas, levam em
consideragdo a variagdo da constante G e/ou da massa de repouso m dos objetos; esta
variagao seria lenta com o tempo a uma taxa governada pela pela idade do universo. Tais
teorias podem ser interpretadas como teorias de gravitag@o variavel, ja que elas possuem a
propriedade de descrever a forga de interagdo gravitacional variavel com o tempo. Porém
elas tem sido descartadas levando em conta dados experimentais.

Existem diversas razGes para a necessidade de construir uma teoria de gravitagao
variavel; uma delas € a invariancia de escala, ou seja além da teoria possuir a invariancia
com relagdo a transformagdes de coordenadas (covaridncia ordinaria) também possuira

invaridncia de calibre e de escala (i.e. quantidades com dimensdes de espaco, tempo ou



massa). Esta invariancia de escala em principio € importante para o estudo da evolugio da
interagio gravitacional em modelos cosmoldgicos

A quinta dimensdo da nova teoria € uma via matematica conveniente de geometrizar
a massa de repouso e induz o estudo da possibilidade de ela ser variavel (¢ e G sdo
essencialmente constantes para transformagdo dimensional nesta teoria, e podem ser
absorvidas). Em tal, a quinta dimens3o ndo € necessariamente compactificada como em
outras teorias tipo KK, embora isto possa ser evidenciado em certas solu¢des. A assinatura
da métrica na teoria 5D n3o € determinada, tendo sido notada matematicamente trivial a
mudanga de sinal no coeficiente da quinta coordenada, estando aberta a determinagio via
experimentacdo. Desde que a quinta coordenada corresponde a massa, esta teoria €
evidentemente um teoria de gravitag@o, e nao inclui outras interagoes.

A nova teoria é denominada teoria de ETM. Também classificada dentro das teorias
do tipo KK [1], consiste em um espago Riemanniano de 5 dimensdes, onde a quinta

coordenada y € relacionada [2-3] com a massa de repouso do objeto em repouso em
relagdo ao referencial de maneira que ¥ = Gm/c*> = x*. Assim o elemento de linha plano

correspondente em coordenadas cartesianas € dado por
ds* = c'dt’* -dx® —dy* —dz* —dy’® (4.1.1)

aqui com os elementos diagonais do tensor métrico constantes os restantes nulos. O tensor

meétrico em cinco dimensdes proposto para a teoria €

A | Sap
gab—[ 6¢3} y (4.1.2)

onde ¢ ¢ uma fungdo escalar e & assume valor 1 e -1, g, corresponde ao tensor métrico

quadri-dimensional. A abordagem feita dentro da teoria do tipo KK ndo leva em conta a
“condi¢@o de cilindro” referente a quinta coordenada, ou seja considera a métrica com
dependéncia na quinta coordenada, consequentemente ndo ¢ levada em conta a usual

compactifica¢do da quinta dimensao , por isso € classificada como “ndo compactificada”.
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A inteng@o € unificar o campo gravitacional com sua fonte, onde a 5* dimensio
induz a matéria, ou seja, € possivel induzir um tensor energia-momento a partir de 5

dimensdes. Assim as equagdes de campo em 5D sao dadas apenas por
R,=0 (ap=0-4). (4.13)

Obtemos aqui 15 equagdes , que podem ser decompostas em 10 equagdes de campo,
4 equagdes de conservagao e uma equagao de onda [4]. As 10 equagbes de campo sdo
dadas pela parte quadri-dimensional do tensor de Ricci como:

¥ =

g 04&,584&5]

R, .(4.1.4)

V;0.8) & [080.85 . ¢a %5.2 8
= 5(¢ )‘2@( # 2 —5,(0u8ep)* £70,80, 08 5 -

as 4 equagdes de conservagdo correspondem a parte a4 do tensor de Ricci penta-

dimensional e sdo escritas como:

A 1

Ra4=vﬁ 2‘@—
4“4

(gﬂya'lg;«x _éfg:{eadrgyé) = Vﬁpaﬁ = 0 > (415)

Ja a equagd@o de onda para o escalar ¢ corresponde a parte 44 do tensor de Ricci penta-

dimensional e é dada como

3 oP3 $5 (3 A daBa
0.8%0:85 & 8,(0.8.5) L 08708y

- : 7 (4.1.6)

eplg=—

De posse destas equagdes, Wesson e Ponce de Leon [4], deduzem uma expressdo
para o tensor energia-momento quadri-dimensional a partir da geometria penta-
dimensional, em outras palavras, expressam o mundo material quadri-dimensional em pura
geometria penta-dimensional, alegando que as propriedades da matéria observadas no

universo correspondem a caracteristicas geométricas da quinta dimensdo relacionada a



massa de repouso. Para isto consideram validas as equagdes de Einstein em quatro

dimensoes
1
8716?;[, =R, _Equﬁ . (4.1.7)

A seguir por contragdo da equacdo (4.1.4) com a métrica g,;, € com uso da equagdo

(4.1.6), obtém uma expressao para o escalar de Ricci em quatro dimensoes;

4;2 [543 V0:8up C‘:’aﬁa«zg aﬁ)z ] , (4.1.8)

que inserida jutamente com (4.1.4) em (4.1.7) fornece a expressdo para o tensor energia-

momento em fun¢do da quinta coordenada e suas derivadas

V0 0.9 0, . 7o ¥
SﬂTg‘B =[ : aé]_ : [ "¢ ¢’gaﬂ}_6464gaﬁ +gw64garf6-tgﬂ§ —g CJg;aOJgaﬁ -+

ga - - - 2
+Tﬁ(f’48?’*5c>,,gﬂ; +(g7504gﬂ$)')}. (4].9)

Assim, utilizando-se desta expressao, pode-se dizer que as equagdes de Einstein em quatro

dimensbes estdo automaticamente contidas nas mesmas equagdes para O vacuo penta-
dimensional G,z = 0. Este processo de obtengdo do tensor energia-momento tem sido
denominado de “interpretacdo de matéria induzida” da teoria KK, e a expressdo (4.1.9)

define o tensor energia-momento da matéria induzida (também denominado tensor energia-

momento induzido). Pela expressdo (4.1.9) vemos que a existéncia de matéria em quatro
dimensoes depende do coeficiente extra da métrica (£¢" ) e das derivadas com relacdo a v .

A abordagem da teoria ETM distingue-se das outras teorias do tipo KK pelo fato de que
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g., pode depender de X, que ¢ pode ser positivo ou negativo, e que i ndo € presumida
ciclica. Nos eventos em que g,; € independente de x*, pode-se mostrar com o uso de
(419) que 77=0 [4]. Também identificando 7, com a densidade p e
- (Tf +T;7 + T;‘);_; com a pressdo p de um fluido perfeito, obtemos que p=p/3 com
(6 18ap = 0). Ou seja a independéncia da métrica quadri-dimensional da coordenada extra
w , implica na equacao de estado do tipo radiagdo para a matéria. Entretanto muitas
solugdes de (4.1.3) para g, poderdo ter dependéncia da coordenada extra, ou seja,
C.8.s #0,logo a matéria descrita por (4.1.9) tera diferentes equagdes de estado. E possivel

mostrar [19] que usando (4.1.9) podemos recuperar todas as equagdes de estado usadas
comumente em astrofisica e cosmologia.

4.2 — O problema de um corpo

O problema de um corpo tem sido abordado na teoria de ETM por varios autores

[20-24]. A métrica proposta para o caso estatico com simetria esférica e dada por
ds? = A*(r)dt® - BX(r)(dr? + r’dQ*) - C*(r)dyw* . (4.2.1)
As equagdes utilizadas correspondem a da teoria KK 5D dadas por
R,=0 (ab=0-4). (4.2.2)

A métrica Apresentada por Dawison & Owen [22] ¢ analoga a solucdo de

Schwarzschild em 4D na forma isotropica

ar-1)* ar? 1Y (ar +1)¢" ar+1)*
ds® :( r ] drz—( }( ] x[dr2+r2dQ2]—( ] dy’ (4.2.3)

ar +1 a’r? ar—1 ar -1
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onde a € uma constante dimensional junto com a fonte do campo, e & e k sdo duas

constantes adimensionais ligadas pela relagao de consisténcia
g2 (k* -k +1)=1 (4.2.4)

Utilizando as relagdes k¥ =—1/8 e &=-fF/a convertemos a algebra na forma utilizada

por Gross & Perry [21] como

- " 2e K - Aa-f-1) &
ds® = [———-—1 Mf“rJ ar’ —(1 +£] [————-I M/Zr] x [dr2 + rldﬂz]nL
1+M/2r 2r ) \1+M/[2r

2l
I—Mfzf' 2
- —— d 425
[1+Mf2r] 4 ey

onde M ¢é uma constante dimensional associada a massa do objeto localizado no centro do
espago tridimensional , enquanto que « e 3 sdo constantes adimensionais ligadas pela nova

relagdo de consisténcia
at=p+p+1. (4.2.6)

A solugao de Schwarzschild € recuperada quando fazemos a=1¢e S=0,

contendo uma dimensdo adicional plana. Nesta teoria as solugdes (4.2.3) e (4.2.5)
representa uma classe de solugdes. Isto se deve ao fato de que o teorema de Birkhoff ndo é
valido em 5D; afirmando que a tnica solugdo estatica de simetria esférica possivel em 4D €
a solu¢do de Schwarzschild.

A concordancia das solugdes (4.2.3) e (4.2.5) com o caso em 4D ¢ feita via
comparagao com os teste classicos da RG. Lim & Wesson [6] analisam as solugdes
realizando a mesma transformag@o de coordenadas utilizada para o caso isotropico em 4D

dada por

r=%r’—M+ 7 -2M))] (4.2.7)
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obtendo assim a métrica mais apropriada

ds® = A°dr* — A"“Vdr? — A2 (d6? + sin*6dg?) - Ady” (4.2.8)
onde

a=1/a, b=pla, Alr)=0-2M/r). (4.2.9)
Aqui a relag@o de consisténcia em termo das novas constantes €

l=a’+ab+b* (4.2.10)

De posse da métrica (4.2.8) aplicam as equacdes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano

L= — g lerbipd A“""‘b}rz(éz + sin*04?)- A%y (4.2.11)

?

obtido de I = g, %'¥", e onde ponto denota derivada em relagio ao tempo proprio s. Daqui

obtém trés constantes de movimento que sao

I = A% = const. (4.2.12)
h= A" = const. (4.2.13)
k = A°yr = const. (4.2.14)
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4.3 — O desvio para o Vermelho

A formula para a razdo de freqiiéncias apresentada esta em conformidade com o
resultado em quatro dimensoes da RG. O teste em si depende unicamente dos coeficientes
da métrica (4.2.8), e ja que esta € estatica considera-se a posi¢ao do emissor e receptor de

radiagdo em uma posi¢ao espacial fixa. Assim a formula é dada por

S’

v, _ &l

Ve g 00 (rr

: (4.5.1)

p—

Logo usando a métrica (4.2.8) e considerando uma aproximagao de primeira ordem

para M /r obtém-se

desta expressdo ¢ clara a concordancia com o resultado obtido pela teoria da relatividade

em quatro dimensdes, evidenciada pela aplicagdo do limite de Schwarzschild com a=/.

4.4 — A deflexdo da luz

O estudo de percurso de luz no campo gravitacional € feito mediante a anula¢do do

elemento de linha, ja que estamos lidando com fétons, assim ds° =0 . Logo substituindo

(4.2.12-13-14) em (4.2.8) encontra-se a seguinte equa¢ao de movimento:

- 3 #
) _(aaoyz - g mg) gt =g 4.4.1)
dg %

A expressdo para o angulo total de deflexdo @ no caso de 5 dimensdes ¢ dada por
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i 4M - f*n!(dl,b‘fdfr l ’ 4.42)
7 1-n(dy /dt)

o |

onde 4M /1, € o angulo de deflexao de Einstein, com 7, o parametro de impacto, ¢ onde
f=l-a-5/2)4"%Y m=(1-a/2-b)A"*), n=41" (4.4.3)

O termo entre parenteses em (4.4.2) representa a correcdao devida a presenga da quinta
dimensdo. Uma expressdo aproximada para o campo fraco € obtida quando
desconsideramos a velocidade dy/dr do corpo teste, neste caso de fotons, e além
aplicamos a aproximagdo em primeira ordem considerando A=/. Temos entdo que

= 1—(a - b!z), € a equacgao (4.4.2) fica

Fo

0= [a+£] : (4.4.4)

Aplicando o limite de Schwarzschild a = 7,5 =0, obtemos o resultado da RG. Os limites de

validade de b devem ser determinados experimentalmente.

4.5 - O avanco do Periélio

Este teste € referido a caracteristica da orbita de corpos testes em volta de uma

massa central. A expressdo correspondente € obtida fazendo ds” # 0 levando a uma verso
pouco mais complicada de (4.4.1), e logo resolvendo-a para a orbita do corpo teste que €

praticamente periodica. A equagdo para o avango do peri€lio obtida €

5;9:67;:3/’(2((1 +§] 45.1)




onde

d=(1+k)+@-DN-1+287 =k?)+b(- 1+ 17 - 2k7)
e=2(2-a-b-1+a+b)+2°(-2+2a+bf-1+2a+b) (4.5.2)
+2k*(2-a—2b)~1+a+2b)

No limite de Schwarzschild com a=/7 ¢ =0, obtém-se o resultado da RG. Pode-se
simplificar a equagdo (4.5.1) considerando uma orbita praticamente circular, fornecendo

entao

op = 6?” (a +2?b) ; (4.5.3)

onde r é o raio da orbita.

4.6 - Tempo de retardo (Time Delay)

Consiste no tempo proprio de um foton realizando um trajeto de ida e volta entre
dois pontos inseridos no campo gravitacional gerado por uma massa central. Com o uso de

(4.2.12-13-14) e de (4.4.1) obtém-se a expressao para a variagao temporal dada por

se=o1- 2] (Y [ o =)
i 2 / z 3 o
T, — —
—M 1_,_1[%} :| P 0 + L 7, i (4‘61)
Tp Te

2

/

M (za+b)+3—;[£]'] o 2t R ;(LJ
%
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onde r,,r, € r, correspondem a menor distdncia ao centro da massa fonte, o raio do

planeta emissor (usualmente a Terra) e ao planeta refletor respectivamente, e r € a

coordenada do raio onde a medida € feita (usualmente € a mesma de r,). Também neste

caso obtemos o mesmo resultado da RG quando aplicamos o limite de Schwarzschild.

4.7 - Solitons

A extensdo da solug@o de simetria esférica de Schwarzschild para mais de quatro
dimensdes € necessaria no sentido de modelar certos fendmenos astrofisicos nas teorias do
tipo KK. O Teorema de Birkhoff garante que a métrica quadri-dimensional de
Schwarzschild € estatica e unica com seu parametro livre (a massa do objeto central). Tal
teorema ndo € valido em mais de quatro dimensdes, onde solugdes com simetria esférica
(em trés ou mais dimensdes espaciais) dependem em geral de um niimero de pardmetros
(tal como carga elétrica e um escalar) além de massa, e podem em alguns casos ter
dependéncia temporal. Algumas solucgdes, estacionarias ou ndo, com mais de quatro
dimensdes podem ser nao-singulares [21],[25],[26]. Tais solugdes com energia finita
localizada s@ao denominadas de "solitons" . Este termo tem sido aplicado por varios
pesquisadores a todas as classes de generalizagbes em mais de quatro dimensdes da métrica
de Schwarzschild com energia finita. Utilizando a meétrica (4.2.5) na expressdo para o
tensor energia momento induzido (4.1.9), obtém-se como expressdo para a densidade de

matéria induzida

2 7 2i+p) e
M= (1-M/2r
Smp :—’6 ( ] : 4.7.1)
a’r &
Substituindo S =0 nesta expressio obtemos o caso quadri-dimensional de
Schwarzschild onde a matéria é fortemente concentrada no centro, levando o restante do
espago tri-dimensional a ser essencialmente vazio. As propriedades fisicas de sistemas com

S # 0 na teoria em cinco dimensdes tem sido bem estudada [27]. O caso de S =0 € muito

L
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especial na classe de solugdes (4.2.5) pois € a tnica que possui horizonte de eventos, ou
seja uma posi¢do a partir da qual nenhuma informa(;?a'o-consegue escapar ao campo
gravitacional. A auséncia de horizontes para muitas solu¢des (4.2.5) tem sido evidenciada
por varios pesquisadores [23],[24],[27],[28]. Examinando em outros sistemas de
coordenadas € possivel verificar que o centro fisico € em r=Af /2. Esta auséncia de
horizontes nos objetos descritos por (4.2.5) significa que nio podem ser denominados de
"black holes", assim como dito anteriormente, sdao denominado de "solitons", porém no

caso 4D a existéncia de black holes ja é confirmada experimentalmente [48],[49].
4.8 - Cosmologia na teoria ETM
O modelo cosmologico basico na teoria ETM € conhecido dentro daqueles que se

reduzem ao modelo padrio de FRW com métrica espacial plana sobre hypersuperficies

w = const. O elemento de linha pode ser escrito na forma espacial isotropica como

ds® =e'dr’ —e*(dr +r°d2’)-e*dy’ (4.8.1)
com d2° =d@° + sin"6dg’ . Considerando separagdo de variaveis, Ponce de Leon [29]
obteve solugdes para esta métrica. A mais interessante se reduz ao modelo de FRW
espacialmente plano, a solugdo pode ser escrita como

ds® = ydt? —13"‘1;/3"“‘“)[dr2 +r2(d6? +sin263d¢)]-—a(1 —a)’tPdy® , (48.2)
onde a representa uma constante relacionada com as propriedades da matéria. Esta solugao

¢ chamada de generalizagdo da métrica cosmologica FRW plana em cinco dimensoes,

devido a que considerando dy =0 obtém-se a métrica familiar FRW k=0,

ds® =dr’ - R(d® +dy” +dz*) (4.8.3)



Utilizando a expressdo para a matéria induzida (4.1.9), e substituindo a métrica

(4.8.2), obtém-se as seguintes equagdes de estado

3 2a
=—, =|—-=1 484
P SaGay 't # [ 3 ]p ( )

Vemos destas expressdes que a escolha o =2 fornece p = p/ 3 (radiagdo) ; ja a escolha
a=3/2 fornece p=0 poeira, também um modelo inflacionario com O <a </ . As

propriedades fisicas baseadas na métrica (4.8.2) tem sido exploradas em diversos trabalhos
[30-34], e suas implicagBes para equagdes do movimento s3o conhecidas [35]. Existem
generalizagGes para cosmologias com & =0 [36-37] e teorias de gravitagdo estendidas [38-
39]; também conexdes com o principio de Mach [40-42]. Outra solu¢do encontrada por

Ponce de Leon, também isotropica e homogénea € dada pela métrica
ds’ =y dt’ - y/:’e""'m’(wr‘j +ady’ +dz")— dy’ . (4.8.5)

Considerando um hypersuperficie y =const. , esta se reduz a métrica de Sitter, e
A=3/y? é uma constante cosmoldgica induzida no espago-tempo quadri dimensional
pela existéncia da quinta coordenada y . Utilizando a métrica (4.8.5) na expressao para a
matéria induzida (4.1.9) obtém-se a equagao de estado classica para o vacuo de Sitter, dada
por p=—p,com p=A -*’(87:(}).

Um desenvolvimento interessante € feito ainda na métrica (4.8.2), considerando as
velocidades espaciais como u® =dx® /ds=0 (a=123), e resolvendo as equagdes

geodésicas em cinco dimensdes para
(4.8.6)

A seguir mediante uma transformag¢ao de coordenadas dada por

L
th



T=ty, R=r"p, Wiy, (4.8.7)

R
— = o . 488
u =% u T ( )

Este novo referencial € sincronizado com uma velocidade radial que obedece a lei
de Hubble. A densidade e pressao sao dadas por 87zp =3/a’T?, 8ap=(2a-3)/a’T?,
que sdo idénticas aos valores em quatro dimensGdes da radiacdo e poeira, sem o fator v .
Uma importante caracteristica da teoria em cinco dimensdes € que as quantidades p e p

tem sua forma funcional modificadas mediante a troca da quinta coordenada, enquanto que
em quatro dimensoes elas sao definidas.
Outra questao interessante devida a covariancia da teoria em cinco dimensdes, €

obtida considerando uma transformagao de coordenadas como

& Y M= r’ a = i1_a\V-2e)/a
T: = r!a I{Ia? 1_:_____ Lo {j at__Ja‘]
[2] ¥ [ a") 2(1_2a)[ v )

R=ri'%y!t) (4.8.9)
__(a 1ia,, 1/{i-a) r’ a -1 a/(i-a)i-2a)a
== di |G i :

g \2) v ( a"} .2(}—20:)[ v }

que transforma o elemento de linha para
ds’ =dT? —dR’ - R°(d@’ +sin’6d¢’ ) -d¥” (4.8.10)
que € plano. Isto € interpretado como uma diferenga entre a teoria em quatro dimensdes da

teoria em cinco dimensdes. Procedendo com o calculo do escalar de Ricci em quatro

dimensdes para a métrica (4.8.2) obtém-se 6(a—2)/a’t’y’, portanto a parte quadri-



dimensional do modelo n@o € plana. Assim enquanto o universo pode ser curvo em quatro
dimensdes , o mesmo pode ser plano em cinco dimensdes. Tem-se entdo a interpretagdo de
que a singularidade do big-bang € apenas um artefato devido a escolha de coordenadas em
cinco dimensdes, compondo um ilusdo geométrica. Porém ndo todos os sistemas de
coordenadas em cinco dimensGes podem ser transformados de maneira a tornarem a
métrica plana, isto se deve a divergéncia do escalar de Kretschmann da métrica (4.8.2) no
centro da distribuicdo [27] . Portanto em cinco dimensdes a teoria ETM descreve um
universo globalmente plano com fontes singulares localizadas.

Outro trabalho realizado na area de cosmologia da teoria ETM, fornece novas
solugdes na forma espacialmente homogénea e anisotropica para o modelo cosmoldgico
Bianchi tipo I, obtidas por Roque e Seiler [43]. Primeiramente realizando a técnica de
separacdo de variaveis s@o obtidos dois casos; em seguida utilizando a lei da poténcia
(power-law) sdo obtidos dois novos casos compondo nove familias de solucoes. Este
trabalho destaca uma generalizagao da solugao Kasner para a RG, que é recuperado
tomando a hypersuperficie dw=0. Aqui as solu¢des encontradas por Wesson em [8] dada

por

ds’ :drz—(dx3+ajzz+dzz)+[t—’-J dy’ (4.8.11)
0

e em [9] como

ds* = dr* —1lds* +dy* +dz*)+17'dy? (4.8.12)

sao dois casos particulares de uma familia de solugbes obtidas. Também ¢é realizado um
estudo das equagdes geodésicas para o comportamento da massa de repouso de particulas,
obtendo dois tipos de comportamento: um valor constante e finito em um tempo inicial de
universo com posterior aumento, € um valor inicial infinito sendo assintoticamente

constante posteriormente.



5 - Modelo cosmologico Bianchi tipo V na teoria ETM

5.1 — Modelos cosmologicos de Bianchi

As solugdes exatas para as equagdes de Einstein sdo limitadas por certas restrigoes
impostas pela métrica, pela conex@o, ou pelo tensor de Riemann. Um tipo de restri¢ao bem
conhecida € considerar o espago-tempo invariante sobre um grupo de isometrias G, atuando
em orbitas 3-dimensionais do tipo espago [44]. Desta maneira a variagao da geometria do
espago-tempo pode ser escrita em termos de uma variavel, o tempo 7. Esses universos
podem ser denominados espacialmente homogéneos. Interessa-nos aqui o grupo de
simetrias denominado simplesmente transitivo, correspondendo a r=3, denotando uma
simetria rotacional em adicdo a uma homogeneidade espacial (Ellis 1967).

A classe dos modelos de universos invariantes sobre um grupo de isometrias
simplesmente transitivo atuando em superficies do tipo espago, sdo denominados Modelos
Cosmologicos de Bianchi. Tais modelos cosmoldgicos sdo classificados em nove tipos [453].

Sua meétrica é determinada em termos da base dual por

ds’ = g 00", (5.1.1)

com os valores para cada tipo mostrados na tabela seguinte:



Tabela (1)

Bianchi Tipo @’ @° @’ @
1 dt dx dy dz
17 dt dx-zdy dy dz
V{4 dt dx e‘dy e*(dz+xdy)
14 dt dx e'dy e'dz
VI (inclui 111) dt dx e“(coshxdy— |E™(-sinhxdy +
sinh x dz) Cosh x dz)
Vil dt dx e*(cos x dy — E%(sinx dy +
sin x dz) Cos x dz)
VIl dt coshycoszdx— |coshysinzdx + |Sinhydx—dz
sin z dy coszdy
IX dt cosycoszdx— |cosysinzdx~ |-sinydx+dz
sinzdy cos z dy

O resultado apresentado neste trabalho tem como base o modelo cosmologico

Bianchi tipo V, com simetria rotacional local (Ellis (1967), Stewart and Ellis (1968) (eq.

11.5 em [45]) , representado pelo elemento de linha

ds® =dt’ — A’(t)dx” - B*(t)e* (dy® +dz° )

(5.1.2)

Para realizar o estudo com base na teoria ETM em cinco dimensoes, sdo feitos dois

tipos de extensdao em (5.1.2). O primeiro consiste em acrescentar a quinta coordenada

relacionada com massa de repouso, juntamente com uma nova fun¢do dependente de e de

w de maneira que o novo elemento de linha corresponde a

ds’ =dt’ — A*(t)dc*> - B* (e (dy’ +dz*) - C* (L,y)dy’

de aqui em diante denominada métrica A.

(5.13)




A segunda extensdo é feita também acrescentando a quinta coordenada y . porem fazendo

todas as fun¢des dependentes de t e i, assim o elemento de linha ¢

ds® =dt* — A (1w )dx> — B> (1w )Je>*(dy’ +dz* ) - C*(t,y )dy’ . (5.1.4)

de aqui em diante denominada métrica B.

Portanto temos que em (5.1.3) a parte espacial da métrica depende de 7 , e a parte de
massa depende de 7 e de w . Ja em (5.1.4) tanto a parte espacial como a parte de massa da
meétrica dependem de 7 e de .

A proposta do trabalho € procurar por novas solugdes ndo-planas para as métricas
(5.1.3) e (5.1.4), e em continuidade analisar do ponto de vista fisico o comportamento das
fungdes obtidas para a métrica, suas singularidades, bem como o calculo de alguns objetos
fisicos importantes como escalares, densidade e pressdo. Para efetuar algumas tarefas de
algebra utilizamos o software de computagdo simboélica MAPLE [46] juntamente com o

pacote GRTensor [47] destinado a auxiliar no calculo tensorial.

3.2 - Solugoes nao-planas

Consideramos aqui as equagdes correspondentes para a teoria de ETM de Wesson
em cinco dimensdes, logo temos que resolver as equacgdes geradas pelo tensor de Ricci

definido pela expressdo (2.7.8), onde os indices somam de 0 a 4,

[IHR. = T (521)

para as métricas (5.1.3) e (5.1.4).
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Metrica A

Comecamos com o calculo para a métrica dada por (5.1.3), denominada de métrica

A obtemos entdo as seguintes equagdes diferenciais parciais nao-lineares

AB-BA=0 (5.2.2)
ABC +2BAC +CAB=0 (5.2.3)
AABC +2A4ABC - 2BC + AACB =0 (5.2.4)
BBA’C - 2B?C + BBAAC + B>A°C + BBCA® = 0 (5.2.5)
CAB+CAB+2CBA=0, (5.2.6)

onde ponto denota derivada com relag@o a 7. Neste sistema de equagdes todas as igualdades

devem ser satisfeitas, portanto, escolhemos resolver a equag¢@o mais simples para tal, dada

por (5.2.2), que devera fornecer a relagdo entre A(¢) e B(?), logo colocamos (5.2.2) como

% = —i—) 5 (5:2.7)
(4.B #0), a seguir integrando com relagio a  em ambos os lados obtemos

In(4) = In(B) + In(X,) . (52.8)
onde K; é uma constante, l10go a solugdo para (5.2.2) ¢

B(t) = K,A(t) . (5.2.9)

Visando simplificar o sistema de equagdes substituimos (5.2.9) em (5.2.2-6)

obtemos entao
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34C+CA=0 (5.2.10)
AAC +24°C-2C+AAC =0 (5.2.11)
C4+3C4=0 (5.2.12)

Apods um estudo deste tltimo sistema, descobrimos que o caminho mais viavel para
chegar a uma solugdo analitica satisfatéria consiste em subtrair a equagdo (5.2.10) da

equacgdo (5.2.12), obtendo assim uma nova equagdo que devera ser satisfeita sempre, dada
por

CA-AC=0 , (5.2.13)

que colocada na forma

c_i gt
(C.4 = 0), pode ser integrada em ambos os lados com relagéo a 7, obtendo

n(C)= ln(/'{)+ In(F(y)), (5.2.15)
Portanto a solugéo para C(t, ) sera

Clt.y)=F(w)A() . (5.2.16)

A equagdo (5.2.16) estabelece a relagdo entre as fungdes C(7, ) e A(1); percebemos

aqui o surgimento de uma fungdo arbitraria F(y que € relacionada com a massa de
repouso. Novamente fazemos uma substitui¢do de (5.2.16) em (5.2.10-12), obtendo duas

equagdes restantes do sistema como
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AA+344=0 (5.2.17)
AAA+ A -A4=0 (5.2.18)

Neste ponto devemos procurar as solugées comuns as duas equagdes dadas, pois as duas
sdo em fungdo de A(7). Portanto procedemos com a solug@o de (5.2.17), primeiramente

colocando na forma

E]

A A
Z=-3= 5.2.19
y ( )

(4 # 0), e a seguir integrando ambos os lados obtemos

In(4)= -3In(4)+In(K,) . (5.2.20)
Assim
. K
A=—2 2.
= (5.2.21)

A seguir multiplicamos (5.2.21) por A para obter uma nova equagio possivel de ser
resolvida, logo
o A
AA =K, F (5.2.22)

e novamente procedendo com a integra¢ao em ambos os lados obtemos

A equagdo (5.2.23) é a variaveis separaveis, e colocada na forma



pode ser integrada, fornecendo

2
£ +£— =t+K,,

k> X,

portanto a solugdo para (5.2.17) € dada por

Alt)= i‘/KJ(t+Kz)z —% .

A seguir procedemos com a solug@o de (5.2.18), para isto colocamos na forma

AA+ A*-1=0,

que integrada com relacdo a 7 fornece

AA-t-K,=0 .

A equagdo (5.2.28) pode ser colocada a variaveis separaveis como

AdA=(1+K,)dr |

que integrada em ambos lados da igualdade €

A =(+K,}-K,

?

4

(5.2.24)

(5.2.25)

(5.2.26)

(5.2.27)

(5.2.28)

(5.2.29)
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portanto a solug@o de (5.2.18) € dada por
A)= /(¢ +K,} -K; . (5.2.31)

Comparando a solu¢@o (5.2.31) com a solugdo (5.2.26), percebemos que (5.2.26) é
mais geral possuindo uma constante adicional K. Portanto para satisfazer ambas equagoes

devemos ter obrigatoriamente que K;=/, e a solu¢@o satisfatoria para (5.2.17) e (5.2.18) é

A@) =+ K, -K, . (5.2.32)

Outra solugao para (5.2.17) e (5.2.18) € a solugao trivial dada por A(f): K, com
K=const. Esta solugdo € matematicamente valida, porém nao € de interesse uma vez que

reduziria a geometria para o modelo de Bianchi tipo V em 4D.

De posse da solugdo para A(7) encontramos as outras fun¢des da métrica dadas
segundo (5.2.9) e (5.2.16) por

B(1)= K\t +K,) - K, (5233

C(t,q/):i\/}(j(f;g;]_{}g . (5.2.34)

Meétrica B

Em continuidade resolvemos as fungdes da métrica (5.1.4), considerando a

dependéncia também em y das fungGes da parte espacial . Aplicando a equacdo (5.2.1) a

métrica (5.1.4) obtemos as seguintes equagdes diferenciais parciais ndo-lineares
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ABC +2BAC+CAB=0

AB-BA=0

A'BC -CA'B+2B'AC-2CB'A=0

AABC® +2AABC? —2BC? ~2A4A'B'C + AA'C'B— AA"BC + AACBC? =0
AB-BA=0

BBA*C® —2B*C® + BBAAC® - BBA'AC + B*A*C® - B*A’C + BB'C'A* +
— BBA*C + BBCA*C* =0

C*CAB—- A"BC +C*CAB +C'A'B—2B"AC + 2C*CBA+2C'B'A=0

(5.2.35)
(5.2.36)
(5.2.37)
(5.2.38)
(5.2.39)
(5.2.40)

(5.2.41)

onde ponto denota derivada com relag@o a 7 e prima denota derivada em relagdo a y.

Todas as equagdes devem ser satisfeitas, portanto escolhemos resolver as mais

simples visando simplificar o sistema; assim comegamos resolvendo a equacdo (5.2.36)

colocando-a na forma

& | o

4
A
(4.B # 0)A seguir integrando ambos os lados com relagzo a ¢ fornece

in(4)=in(B)+ in(f,(v)) ,

que tem como solugao

Ale.y)= £(w)Bw).

Procedendo com a solugdo de (5.2.39), podemos escreve-la como
A B

A B~

que integrada com relagdo a y/ , fica

In(4)=in(B)+ In(f, (7)) ,

(5.2.42)

(5.2.45)

(5.2.46)
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ou de outra forma

Aly)=1,0BY) . (5.2.47)

Analisando (5.2.44) e (5.2.47), concluimos que a unica solugio que satisfaz (5.2.36)
e (5.2.39) é dada por

Alt,w)=K,B(t,v) . (5.2.48)

A seguir substituimos (5.2.48) em (5.2.35-41) e obtemos o seguinte sistema

simplificado

3K,BBC +K,CB* =0 (5.2.49)
3K,B'BC -3K,CB'B=0 (5.2.50)
K’B*BC® + 2K,’BB*C® - 2BC*® - 2K,'BB*C + K,'B*B'C’ + (5.2.51)
~-K’B*B"C+K’B’BCC* =0

C*CB*-3B"BC +3BCBC?*+3B'C'B=0 (5.2.52)

Fazendo um estudo deste sistema, procedemos com sua simplifica¢dao resolvendo a

equagdo (5.2.50), colocando-a na forma

% = % . (5.2.53)
(C.B' #0), que integrada em relagdo a 7 fornece
n(C)=im(B")+ n(F(v)) . (5.2.54)

Portanto a solugdo sera em fungdo de B'(¢,i) dada por
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Cly)=FW)B'@y) . (5.2.55)

Novamente substituindo agora em (5.2.49-52), obtemos a simplifica¢do como

3BB'+B'B=0 (5.2.56)
K,’BBB'F* +2K,'B*B'F* - 2F°B' - 2K.'BF +K,;’BF'+ K,'BBB'F* = 0 (5.2.57)
F*B'B+3BF°B +3F' =0 (5.2.58)

A equagdo (5.2.56) pode ser representada de uma forma mais geral como

D'(Ly)_,
a3 5.2.59
D(t.y) s

(D(t,7) = 0), onde

D(t,w)=B’(t.w)B(ty) . (5.2.60)

Para cumprir a igualdade (5.2.59) temos trés casos possiveis para D(f,;z/)

D(tw)=0 (5.2.61)

D(t,y/)—-*é:[( (5.2.62)
1

. - 2.63

D(t.y) oy 5 (5.2.63)

O caso dado por (5.2.61) fornece como solugado para B(t,y/)
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Bly)=f,lwk+ f:(v) .

O caso dado por (5.2.62) tera como equagdo equivalente

1

B=—.
kB’

Para poder integrar (5.2.65), multiplicamos a mesma por B, obtendo

B

BT
k

que integrada fornece

(B =-—=+26() .

kB’
Colocando (5.2.67) a variaveis separaveis como

dB

7
+ |- 2G
\/ka+ ()

e integrando novamente, temos

=dlt

x J-1+2G(w kB’

7G) =t+H(y) .

Agora isolando B(z,i) na expressio (5.2.69), obtemos como solugio

(5.2.64)

(5.2.65)

(5.2.66)

(5.2.67)

(5.2.68)

(5.2.69)
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Blty)= iJ G e+ Hy)) +1

5270
2kG(y) L
O caso dado (5.2.63) tem como solugao
' { T K(’r)
B(t,w) =B, +B W+ |dt|———=dI’ 5.2.70.
ty) = By )+ B(w) f f{ o (5.2.70.2)

onde B,(v) = B("a‘l’)l::o e B(y)= B(l,y/)‘ .-o - Tal solug@o exige arbitramento das fung¢des

Bty e K(t’). Consideramos neste trabalho apenas o caso apresentado por (5.2.62) que
corresponde a solugdo apresentada (5.2.70). A solugdo (5.2.64) apresentada para o caso
(5.2.61) € apenas um caso particular de (5.2.70).
Substituindo (5.2.70) em (5.2.56-58) obtemos

12K G’ F*k*G' + 4K, ’G°F'** — 4K ’FG*G't* - 4F°G't°G* +16K kG F°tH' + (5.2.71)
—8K,"FG’tH' + 8K ,"G°F'tH — 8F’tH' + 24K ’kG’F*tHG' - 8F°G'tG"H +
~8K, FG*G'tH + 16K’ kG*F*HH' - 8K,’FG HH' —8F°G*HH' +12K *kG F°H*G' +
K13§F’ _K’GFG' ; K,"-'{“G' .

k- k k-

4K, 'G’F'H® - 4K 'FG’G'H* - 4F°G'H’G* +

+FGk =0
(F3G'k + F')(-G' + 4k*G'1°G* + 8k°G'tG°H + 4k°G'H’G” +8k*1G°H' +8k*HG’H') =0 (5.2.72)

que sdo equagdes em funcao de Gy ), H(w) e F(w) . Continuamos encontrando a solugao
para (5.2.72). Para isto resolvemos o primeiro parenteses, pois o segundo fornece solugdo
em fungdo de 7 para as fungdes que dependem apenas de y;, o que € contraditorio. Assim

colocando (5.2.72) na forma de variaveis separaveis temos

P (5.2.73)
k>

(F #0), que integrada fornece a solugdo

A1

ol (5.2.74)
2kFy)

Gly)
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Colocando esta solugdo em (5.2.71-72), obtemos uma equacio restante em termo de

constantes dada por

2K°K.k—-1=0 , (5.2.75)
portanto
X, %};1_ , (5.2.76)

(K, #0), o que completa a determinagdo das fungdes da métrica, sendo K, e k constantes
eF(y) e H(y) fungdes arbitrarias relacionadas com a massa de repouso. As fungdes

restantes s3o obtidas mediante (5.2.48) e (5.2.55), fornecendo

Alp) =K, \/mz (ng (1;§w))2 o (52.77)
(5.2.78)
Clw)=TW) (WG )G )e + H )Y +84G* () (e + H(p) - G ()
T a6 ) B(v)

5.3 - Singularidades na métrica
Meétrica A

De inicio analisamos as singularidades possiveis na métrica dada por (5.1.3). A

funcdo com possibilidade de ser singular em algum ponto € C (t.y) dada como
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LI F(y)(21+2K,)

Clry)== (5.3.1)

s \/(""K:)E‘Ks

Calculando o limite para 7 — 0 temos
lim,_,C(t,y)=1lim,_, :f:%F (w)(21+2K;)  KFy) (5.3.2)

\/(’+K3)2“K3 \/Kzz_Ks

indicando que a métrica ndo é necessariamente singular dependendo da forma de F(y) e
das constantes K e K (devera ser sempre Ks<0 para uma densidade de energia positiva,
ver se¢do 5.5). Como interpretagdo fisica podemos concluir a existéncia de uma valor
determinado para a quinta dimens@o em 7=0, ou seja um valor para a massa de repouso
calculada neste ponto. Porém cabe ressaltar a arbitrariedade imposta para esta quantidade

em qualquer valor de 7, devido a existéncia da fungdo arbitraria F(y). Se atribuirmos a

forma F(y)=y a fungdo arbitraria, teremos que lim Clty)=0 (vt e K,,K,#0), e

somente existira a parte espacial e temporal da métrica. Se considerarmos uma

singularidade em 7=0 (K,” = K,=0), teremos que lim C(t,w) = indefinido , reforgando a

=0
interpretagdo de que ndo necessariamente deve existir uma singularidade em 7=0 devida a
variavel tempo.
Outro ponto interessante de notar € o limite 7 — (0 das expressdes para a parte

espacial dada por (5.2.32) e (5.2.33) que s@o

lim,_,, A(t)=lim,_,+ [+ K. K, =K, - K, (5.3.3)

lim_, B(t)=1lim,_,+ K~ +K,Y —K, =+K K, - K, (53.4)

mostrando um possivel valor constante (KZ,KS # 0) para as fungdes da meétrica espacial

neste ponto , portanto a existéncia da dimensio espacial.



Metrica B

A métrica (5.1.4) tem um comportamento diferente, ja que as fungdes da parte

espacial também possuem dependéncia em y . O fator decisivo para os limites € a fung¢do

F(v) que atua em C(t,ir) como

Clw)=Fl)B(y) ., (5.3.5)

eem B(t,) e A(t,y)como

_ L MG N+ Hy)) +1 -
B(t,y)= i\/ 2WGly) (5.3.6)
€
Alt.w)=K,B(t,v) , (5.3.7)
atraves de
—-i ! +K 5.3
G(V)_ng:(w) A:’ : (D- 8)

Procedendo com o calculo do limite 7 — 0 para (5.3.6) e (5.3.7) obtemos

UG Yo+ Hy)) +1 _
2kG(y)
- \/ Hy) +4KkH () Fly) +4K, K Fy) + Fly)
g Fly Y +2K,kF(y))

lim, o Blt,y) = lim, ,* \/




lim,_, Alt,y)=K, lim,_, B(t,y) . (53.10)

Observando (5.3.9-10), concluimos que ndo havera singularidades na parte espacial da

métrica devido a variavel tempo; dependendo exclusivamente das funges arbitrarias F(y)
e H(y) e da constante K> (k se cancela na métrica, ver segdo 4.5) 0 comportamento neste

ponto. A massa de repouso, as condi¢es iniciais tem papel fundamental. Também aqui
existe arbitrariedade de comportamento, ndao sendo obrigatoria a existéncia de singularidade
mas um possivel valor determinado.

Calculando o limite 7 — 0 para (5.3.5) obtemos

lim,_, C(t.y)=lim,_, F(y)B'(L.w) = (5.3.11)

= (FHH' + 6K kF* HH' +12K, K F*HH' +8K,’K°'FTHH' ~ FH* — 4K kF*F'H* +

5 272 2p2pr2 4 | 5
—4K22k2F4F'H2+F4F’)J{ FZJ'H +4K2kH r +4K3k H F F (1+2K3kF3)-J

F 1+ 2K kF?)

mostrando também que, a existéncia de singularidades na parte de massa da métrica,
depende exclusivamente das fungdes arbitrarias e das constantes, ou seja da massa de

repouso, das condigdes iniciais .
Caso F(y)=H(y)=y

Um calculo interessante é atribuir uma forma as fungdes arbitrarias e obter os

limites em 7 — 0 e logo emy — (. Para isto novamente consideramos que

Fly)=Hy)=v . (5.3.12)
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e substituimos estas expressoes em (5.3.9-11), calculando o limite ¥ — 0, obtemos assim

que
limClt.w)=0 . (5.3.13)
o
limB(ty)=1, (5.3.14)
o

€
limAlt,y)=K, . {3.3.15)
o)

Podemos interpretar destas trés ultimas equagdes a existéncia da dimensdo espacial
em 7 =0 para ¥ =0, ou seja, sem massa de repouso; € importante ressaltar que este limite
¢ valido tomando-se primeiramente o limite em 7—0 e logo em w0, do contrario ndo
existira o limite obtendo-se oo. Nao podemos concluir nada daqui sobre a curvatura do
espago em questdo, pois isto depende das componentes do tensor de curvatura de Riemann;
nem sobre as condigdes iniciais de densidade e pressido devidas ao tensor energia-momento.

O célculo do limite ¢ — 0 para V> 0, das fungGes (5.3.5-7) da métrica constitui

uma singularidade, de fato obtemos que

IingC(t,y/) = lim B(t,y)= lim Aty)=c  (v1>0), (5.3.16)
g L ¥y

mostrando a impossibilidade de massa de repouso nula para V7> 0. neste caso, sendo

possivel unicamente em 7 =0 .



Como conclusao podemos alegar a importancia fundamental da massa de repouso
nas singularidades da métrica, bem como das constantes das fungdes. As constantes para a
métrica (5.1.4), métrica B, estdo vinculadas pela expressdo (5.2.79), o que mostra que
necessariamente estdao relacionadas com as condig¢des iniciais do modelo, podendo existir
um ponto inicial com quantidades bem definidas.

A seguir colocamos em tabela o calculo dos pontos limites das fungdes das

métricas (5.1.3) e (5.1.4), considerando F(y)=H(v)=v

Tabela (2)
Pontos Limites Meétrica A Metrica B
A B() Clt,w) At y) Bty Clt,w)
50, 9'/—)0 +K * :i:K;K * 0 * + K ft.w) +1 ft.y 0 ft.w)
0 0 indefinido +0 fw.t) j__ocrw-n +0 (§727]
t—0, y—o . F| &K * #o0 o0 xe o} Fo0
0 0 indefinido
t—0, y—0 too +o0 0 too too +-00
1>, Yy—r© oo +o es too oo to0

*para K,,K; #0.

5.4 - Tensor de Curvatura de Riemann

Utilizando a expressdo (2.7.3), com indices somando de 0 a 4, calculamos as
componentes do tensor de curvatura de Riemann. Verifica-se que elas nao sao todas nulas,
para ambas solugdes A e B, indicando que os dois espagos em questao possuem curvatura.
A seguir analisamos certos limites importante para cada solucdo, nos sentido de localizar

possiveis singularidades.
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Métrica A

Primeiramente procedendo com o calculo de dito tensor para a métrica obtida de

(5.1.3), utilizando o software MAPLE-GRTensor [46],[47], obtemos como componentes

independentes
Rl = — Ki (5.4.1)
(! * sz = Ks
RI}'{\' = RI:f: = —ny:qv = —Rx:r: = —R'V:;v: = "ﬂ}—
(! +K, )- -k
(54.2)
2 2
ergx = ‘-BRIWW = _3Ry¢.:vw == _BR:WV = F (W)KS(I s KZ) (5.4‘3)

((t '4”{{2)3 ‘Kzf

Observando as componentes percebemos no limite 7—>o0 a anulagao das
componentes, indicando que o espago em questdo € assintoticamente plano. Ja no limite
1—0, ndo necessariamente havera uma curvatura singular, devido as constantes K e K3 que
poderao fornecer um valor determinado A seguir colocamos uma tabela com os valores nos

pontos limites mais importantes, consideramos para isto F(y=w :
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Tabela (3)

Pontos Limites | Comp. (5.4.1) Comp. (5.4.2) Comp. (5.4.3)
10, y—0 K * K"K * 0 *
o0 oc Indef.
10, y—o0 K * K e™K * o
oo o0 oo
t—o0, y—0 0 0 0
1—>00, Y—>0 0 0 o ¥
o WY

*para K,,K; 0.

E importante notar que em /—»20 as componentes s3o todas nulas independente do
valor de , indicando que o espago tende a ser plano neste limite independente do valor da
massa de repouso, porém tomando primeiramente o limite y—> e logo r—x a
componente de curvatura (5.4.3) torna-se singular (2¢) indicando uma possivel curvatura
assintoticamente singular em 7—c0 . As constantes indicadas por K sdo relacionadas com as

condi¢des iniciais.

Meétrica B
As componentes do tensor de curvatura de Riemann, da métrica (5.1.4) sdo bastante

extensas, sendo necessario introduzir novas fungdes, visando simplificar as expressoes.

Introduzimos quatro fungdes que sdo dadas por
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Mw)= F) (&, + 2 +2H(y)+ H(y) )+
+F(y PRk + 4k H )+ 2K H(y Y )+ Hw ek, + K, H(y))+

+K,'r (5.4.4)
Nly)=K, +Fly) (54.5)
Ow)=N)F) (5.4.6)

P(t,y)=[MF*F' - MQ +(-2F*H*Q - 4F*HQt - 2F*Qt*)N + (4HOt + 201*> + 20H*)N* +
+( FHH' - FH'O)N® | (5.4.7)

De posse destas fungdes podemos escrever as componentes do tensor de curvatura

de maneira simplificada como

R - NOIF@Y F@) - V)

M) (5.4.8)
R!v.rv = Rr:.': — —R't:x: - “'qu\' - _R'v:\.': = ele(y/)z (F(W)I e N(W))jV(y/)
R B ' M(t.y)
(5.4.9)

My ) N(y)

79



Caso F(y)=H(y)=y

A seguir colocamos a tabela com os pontos limites, considerando novamente que

Fly)=Hly)=v
Tabela (4)
Pontos Limites | Comp. (5.4.8) Comp. (5.4.9) Comp. (5.4.10)
10, y—0 Kik “¥ g T 0

0 (wt) 0 (w0
10, y—o 0 0 0
1—00, y—0 0 0 0
=2, y—»o0 0 0 0

Vemos pela tabela acima, que o limite em /—0 e y—{ ndo € definido para todas as

componentes, podendo assumir tanto um valor definido ou zero, dependendo da ordem em

que o limite € tomado. Em geral o modelo representado pela métrica (5.1.4), métrica B, nao

apresenta singularidades na curvatura, sendo assintoticamente plano.

3.3 — Tensor energia momento induzido

Um objeto importante de ser obtido dentro do contexto da teoria ETM 5D € o tensor

Energia-Momento induzido da 5* coordenada; que pode esclarecer um pouco mais sobre o

tipo de distribui¢do de matéria a que o modelo se refere, sob o ponto de vista da teoria da

RG em 4D. A expressdo que define o tensor induzido (4.1.9) é dada por
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T
”38.«7

-~ - 5 -
Vi) & |(C0.805) . 4 o 8"0.8,50.84s
> -0, 0, + 4 T +

gf ( £7°0.8, +(g3"“4gﬁ)]} (5.5.1)

onde ¢ € um escalar relacionado comosgg” = g,,, € £ =—1 segundo as métricas (4.1.2),
(5.13)e(5.1.9).
Métrica A

Primeiramente calculando a expressdao (5.5.1) para a métrica (5.1.3) obtemos as

seguintes componentes:

“}_6 KS

" ale+k.y-k.f A
rn{r.a:zﬁ((wéﬁ)_?_]{j) (5.53)
T, W= "X, X, : (5.5.4)
T ale+k)y -k.)
e 5 (5.5.5)

A seguir levando em conta a anisotropia do modelo cosmoldgico Bianchi tipo V,
consideramos a expressdao do tensor energia momento para um fluido fonte com simetria

esférica e anisotropico, dado por
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Taﬁ = (p+pa>{a",8 +paga;3 +(.pr ‘_pa)xcxﬂ » (556)

onde pé a densidade de energia, p, € a pressdo na direcdo radial, p_, € a pressdo na
direcdo azimutal (perpendicular a p, ), u_ é a tetra-velocidade, e y, € um vetor unitario do

tipo espago ortogonal a u,, . Seguindo o processo de Wesson [7], consideramos

u® =°,000)  z“=(0,%'.00) (5.5.7)

u‘u, =-1, ¥ r. =L u®y. =0, (5.5.8)

de maneira que aplicando a métrica (5.1.3) em (5.5.6) , e em seguida igualando a (5.5.2-5),

obtém-se
e S - (55.9)
oo+ k.Y -K.)
=L, p=£. (5.5.10)
3 6

De (5.5.9) vemos que K; ¢ fortemente relacionada com a densidade de energia. Assim de
(5.5.9) e (5.5.10) conclui-se que

p=pr+4pa 2 (55'11)
que pode ser considerada como uma distribuigao de energia do tipo radiagdo. E importante

considerar os limites para a expressdo de densidade (5.5.9) em /=0 e 71—, fornecendo

como resultado



lim,_, p=-6——"— (5.5.12)
Jr(K - K5

lim,  p=0. (5.5.13)

De (5.5.9) e (5.5.12) vemos que para obter uma densidade de energia positiva

obrigatoriamente sera K, <0, e a mesma sera finita; ja com K, =0 a densidade de

energia se torna nula. O limite (5.5.13) esta em conformidade com os resultados da Tabela
(2) para a curvatura no infinito temporal, tornando-se nula. Cabe ressaltar, de (5.5.9-10),
que as constantes K> e K; estdo fortemente relacionadas as condic¢des iniciais do modelo,

enquanto que a constante K; nao desempenha nenhum papel neste sentido.

Métrica B
Caso F(y)=H(y)=y

Para a métrica (5.1.4) procedemos da mesma forma calculando o tensor energia-
momento induzido (5.5.1), porém ndo colocamos as expressoes aqui de maneira explicita
devido a extensdo das mesmas impossibilitando uma visualizagdo aproveitavel, a seguir

utilizando novamente as expressdes (5.5.6-8) e finalmente igualando os resultados

encontramos
44 2 2 2
o) (ZKr +y?) , (5.5.14)
z  hi(w)
D, : AE7) (5.5.15)

zzwghf"(t-w)h(w}(fff+w"f ’



=d hy(t.y) . (5.5.16)
_;7[ 27 & 2 2
wh, (Z»W)hs(r"/’)(KJ +y )-

Pa

onde A;, h> e h; sdo fungdes de ¢ e w muito extensas. Percebemos aqui uma equagdo de
estado mais complicada, devida a dependéncia da métrica na variavel y, porém, a equagdo

ndo foi obtida devido a sua complexidade. Uma relagdo importante € dada por

(3.5.17)

onde obtemos p, = p,, que correspondera a uma distribui¢do de fluido fonte com simetria
esférica isotropica. Portanto a métrica B (5.1.4) representa uma distribuigdo isotropica, fato
que ndo ¢ verdadeiro na métrica A (5.1.3), que representa necessariamente uma distribui¢io
anisotropica. Cabe ressaltar que segundo (5.5.14-16) a constante K esta relacionada com as
condigdes iniciais de densidade e consequentemente de pressdo; ja a constante k ndo
influéncia de nenhuma maneira os resultados obtidos, ja que € cancelada na métrica,

portanto nao aparece.

Caso F(y)=H(y)=y

Um calculo necessario € o dos limites da expressdo de densidade nas variaveis 7 e y,
de maneira a visualizar a evolugdo da distribui¢ao de energia no modelo. Para isto

primeiramente tomamos /() =H(w) =y, com o limite em 7—0 obtendo

K vk +y?) _6 KK + 20K, +y) _ (55.18)
Wew) KK 20K

6
Hmr—;o P = h'mr-w o
T

A expressao (5.5.18) sugere uma densidade definida em 7=0. Ja o limite em —0 fornece
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S s 2 2 .
s ke ( LV o0 (ves0) (5.5.19)
e

o que esta de acordo com o esperado, ja que a variavel i esta relacionada com a energia de
repouso (massa de repouso). Porém o limite em 7—0 e w—0 para a densidade ndo €

definido, de maneira que tomando o limite y—0 da expressao (5.5.18) obtém-se

4 4 2 2 4
Iimw—)o[hm 1—0 p]= li‘rng(—)-l] H6‘ Kl (K‘ +2V/ Kl +W ) 2 =£ .
n y/“+K,"'w2+KI4+2gV3K13) 7

(5.5.20)

Portanto conclui-se que o ponto inicial 7=0 possui uma densidade definida de energia no
modelo representado pela mérrica B, para o caso F(y)=H(y) =y, sendo que este resultado
esta de acordo com os limites da curvatura obtidos na Tabela (4) para o mesmo caso. A

evolugd@o para 7—2o fornece o seguinte limite

vk +v’) 7

) (5.5.21)
hJ“(va)

6 ¥
ﬁmr-w: 7 lim t—w K}
e

resultado que indica um modelo assintoticamente plano, em concordancia com o0s

resultados para a curvatura na Tabela (4).
5.6 — Escalar de Kretschmann

No sentido de verificar uma singularidade real nas métricas (5.1.3) e (5.1.4)
procedemos com o calculo do escalar de Kretschmann que consiste na contragao de todos

os indices do tensor de curvatura de Riemann, assim

Krets=R_ . R®* . (5.6.1)



Meétrica A
Para a métrica (5.1.3) obtemos entdo

K,* + 12K, 't - 32K.K,7 +180°K,” + 126K, — 64K K 4 + 3t + 240K 7 - 32K 1°)

(—(!+K3)'° +K3T

Krets = 4 (3
4

(5.6.2)

que diverge em

t=-K,+JK, , (5.6.3)

que € o mesmo ponto de divergéncia das fungdes da métrica.

Portanto como K:<0 para uma densidade positiva, o valor de 7 torna-se imaginario, assim o
escalar de Kretschmann nao diverge em nenhum tempo real, sugerindo uma distribui¢io
finita de energia em /=0 . Somente existe a divergéncia em 7=-K> quando K:=0, de maneira
que a densidade de energia torna-se nula; pode-se pensar que neste caso a energia seria

infinitamente concentrada e a equagdo de estado corresponderia ao vacuo.

Meétrica B

Para a métrica (5.1.4) obtém-se o seguinte escalar

Krets = ol 7 %)J)F wx;) (5.6.4)

few)=( @)K +rK' + 20K Fly) +°F () + 2H(w)K," +4HW)K, Fly) +
+2H)Fy) +HW YK, +2HW )Y K Fly) +H) Fly) )

que ndo diverge para nenhum valor real de 7. Portanto como no caso anterior, sugere uma

distribuigdo finita de energia comandada pelas fungdes F(y) e H(y) e pela constante K.
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6 - CONCLUSAO

A teoria ETM ¢ classificada como uma teoria de gravita¢do invariante por escala,
mas difere das outras teorias propostas no sentido de introduzir a massa de repouso como
uma quantidade extensiva compondo a quinta dimensio. E comparada as teorias do tipo
KK apenas em virtude do seu numero de dimensdes. Uma caracteristica importante desta
teoria consiste em conter a teoria da RG como um caso particular; sendo a RG obtida mais
especificamente no limite quando a variacado da massa no tempo € nula. Sendo assim, €
possivel obter todos os resultados da teoria da RG no limite apropriado.

Muitos trabalhos foram realizados tendo a teoria ETM como base. Uma das areas de
aplicagao ¢ a Cosmologia, com trabalhos de Ponce de Leon [29] introduzindo a
generalizagdo da métrica cosmologica FRW plana e de Sitter em cinco dimensdes; também
com trabalhos de Roque e Seiler [43] encontrando as primeiras familias de solugdes
anisotropicas para o modelo cosmologico Bianchi tipo I, incluindo uma generalizagdo da
métrica Kasner.

Nesta dissertagdo apresentamos duas familias de solugdes para o modelo
cosmologico Bianchi tipo V anisotropico com simetria rotacional local (L.R.S),
correspondente a um universo aberto. As duas métricas apresentam arbitrariedade de forma
para as fungdes da quinta coordenada, demonstrando um certo comportamento aleatério da
massa de repouso, porém considerando o caso particular de uma funcao linear da quinta
coordenada obtém-se alguns comportamentos interessantes. As duas solugGes
correspondem a métrica A (5.1.3) e a métrica B (5.1.4). Foram estudadas as possiveis
singularidades nas duas métricas considerando as fungdes na quinta coordenada como
arbitraria e também como lineares na mesma, obtendo-se assim os casos limites /—0 e
w—0. O tensor de curvatura de Riemann foi calculado para as duas meétricas,
demonstrando que ambos espagos possuem curvatura nao-nula.

Considerando as fungdes lineares arbitrarias da quinta coordenada, foram calculados
os diversos limites nas componentes do tensor de curvatura para as duas métricas, obtendo-
se curvaturas nulas para a métrica A e curvaturas nulas para a mérrica B, ou seja 0 universo

representado por ambas as métricas € assintoticamente plano, neste caso.
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Outro objeto importante na teoria ETM, que foi obtido, € o tensor Energia-Momento
induzido, o qual possibilita visualizar as caracteristicas da distribui¢do de energia para a
métrica correspondente em cinco dimensdes. Obteve-se assim uma equag@o de estado do
tipo radiagdo com fluido fonte anisotropico para a meétrica A, sendo que a densidade de
energia inicial ndo necessariamente € nula dependendo do valor das constantes; no infinito
a densidade se anula. Para a métrica B nao foi obtida a equacdo de estado, porém foi
visualizada uma distribui¢ao de fluido fonte isotrépico, o caso das fungdes arbitrarias
tomadas como lineares na quinta dimensdo demonstrou que a densidade de energia inicial
ndo € nula, e a mesma se anula no infinito.

Por ultimo foi obtido o escalar de Kretschmann, para verificar a existéncia de
singularidades efetivas em ambas as métricas, como resultado ndo foram obtidas
singularidades do escalar de Kretschmann, indicando que os Universos representados por
ambas as métricas possuem distribui¢des finitas de energias.

O trabalho apresenta uma investigacdo inicial sobre o modelo Bianchi tipo V,
devendo ainda ser aprofundado em trabalhos futuros. Um estudo interessante de ser
realizado € encontrar as solugdes das equagdes geodésicas para o modelo, no sentido de
verificar a variagdo da massa de repouso em relacdo ao tempo. Também ¢€ interessante
analisar o comportamento das solu¢des obtidas para diversas formas das funcdes arbitrarias
na quinta coordenada, e verificar a interpreta¢io do ponto de vista fisico.

Outro modelo cosmolégico importante corresponde a Bianchi tipo IX,
representando um universo fechado; e deve ser investigado em trabalhos futuros dentro do
contexto da teoria ETM no sentido de encontrar novas solucoes e verificar seus

comportamentos.
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