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Abstract

Estimating and forecasting volatility of an asset is a very important task in
financial markets. Our aim in this work is to cover the most used stochastic
conditional variance models and to propose the concept of time deformation in
this context. The idea is that the market does not change as calendar time goes
by, but as new information arrives.

We also estimate the volatility of IBOVESPA returns, applying Stochastic
Volatility Models both without and with Time Deformation.

Resumo

Estimar e prever a volatilidade de um ativo é uma tarefa muito importante em
mercados financeiros. Nosso objetivo neste trabalho é cobrir os modelos de va-
ridncia condicional estocdstica mais utilizados e propor o conceito de deformagao
temporal neste contexto. A idéia é que o mercado modifica-se com a chegada de
novas informacoes, e nao com o decorrer do tempo de calenddrio.

Nés também estimamos a volatilidade dos retornos do IBOVESPA, aplicando
Modelos de Volatilidade Estocdstica sem e com Deformacao Temporal.
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Introducao

Estimar e prever de modo adequado a volatilidade de um ativo financeiro é uma
tarefa de extrema importancia em andlise de risco. Convém ressalvar, entretan-
to, que o enfoque desta dissertacao é estatistico, sem a inten¢ao de explorar as
aplicagoes financeiras especificas. IExistem 3 objetivos bem delimitados. O pri-
meiro é o de cobrir, ao menos na parte tedrica, a maior parte das modelagens
atuais existentes formuladas para estimacao e previsao de volatilidade condicio-
nal estocastica, onde devemos interpretar volatilidade como uma medida geral de
variabilidade, quer seja o desvio padrdo de uma varidvel, quer seja sua variancia,
ou até mesmo o logaritmo da variancia. O segundo objetivo é o de apresentar a
idéia de “tempo operacional” e “deformagdo temporal”, incorporando estes con-
ceitos dentro da analise de variabilidade estocastica. O terceiro e final objetivo é
o de aplicar algumas das modelagens propostas, especificamente os denominados
Modelos de Volatilidade Estocéastica sem e com Deformagao Temporal, aos da-
dos do indice IBOVESPA (Indice de Bolsas de Valores do Estado de Sao Paulo),
comparando os resultados obtidos.

No capitulo 1, dados financeiros sao caracterizados, procurando-se dar uma
idéia da importancia do cdlculo da volatilidade. Também sdo apresentados al-
guns conceitos basicos utilizados em Andlise de Séries Temporais. No capitulo
2, introduzimos a nocao de variabilidade condicional estocastica, explorando as
caracteristicas de dois grandes ramos de modelos, a saber, modelos da familia
GARCH e modelos de Volatilidade Estocastica. Estes dois ramos basicamente
diferem no que diz respeito ao tipo de informacao utilizado para estimar a vo-
latilidade. O terceiro capitulo é sobre modelos de Volatilidade Estocastica com
Deformacao Temporal. O conceito de deformagdo surge com a idéia de que uma
variavel financeira, em nosso caso, particularmente, a volatilidade, sofre alteragoes
a medida que novas informacoes chegam, e nao conforme a evolucao do tempo de
calendario, igualmente espagado. Dias carregados de novas informagoes, sejam



Introdugao 2

elas “boas” ou “ruins”, causam agitacao no mercado, enquanto dias “calmos”
o deixam estagnado. No ultimo capitulo aplicam-se as modelagens de Volatili-
dade Estocdstica sem e com Deformagiao Temporal aos dados do IBOVESPA,
comparando-se os resultados. Através da abordagem de deformacao a tempo
continuo, encontramos que aumento no volume de negociagdo acelera o tempo
operacional, aumentando a volatilidade. Também encontramos que queda dos
pregos acarreta em maior aceleragao do tempo operacional e mais volatilidade do
que aumento dos mesmos, ou seja, mercado em queda causa maior agitagio nas
varidveis financeiras.



Capitulo 1

Volatilidade e Caracteristicas de
Dados Financeiros

Ao longo deste trabalho, estaremos preocupados em, dentro do contexto univa-
riado, estimar e prever a volatilidade (variabilidade) dos retornos de ativos finan-
ceiros, os quais serao definidos por y;, = loga;, — logxz;_, onde x; é o preco do
ativo no instante {. Para tanto, é necessdrio que incorporemos em nossos modelos
as caracteristicas deste tipo de variavel. Neste capitulo, primeiramente fornece-
remos uma idéia bastante intuitiva da importancia do cdlculo da volatilidade de
um ativo. Apds, discutiremos as caracteristicas empiricas relatadas na literatura
e encontradas em dados financeiros (especificamente em retornos de ativos). A
seguir, apresentaremos algumas terminologias basicas utilizadas em Andlise de
Séries Temporais, as quais serdo tteis no decorrer do trabalho. Finalmente, ve-
rificaremos se nosso conjunto de dados, os retornos do indice de fechamento do
IBOVESPA, possui tais caracteristicas.

1.1 Volatilidade: Sua Importéancia

Prever a volatilidade de um ativo de modo preciso é a chave para obter sucesso
na analise e no gerenciamento de risco. Muitos sistemas financeiros possuem em
seu amago a necessidade destas previsoes (ver Alexander (1996)).

A volatilidade nos indica se o pre¢o de um ativo esta variando pouco ou muito,
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=N

ou seja, ela é uma medida da incerteza quanto as variacoes do preco. Epocas em
que a variabilidade dos precos estda muito alta sdo aquelas que possibilitam os
maiores lucros ou, também, as maiores perdas; isto é, sao aquelas em que o
risco é maior. Jd quando a volatilidade é baixa, o risco é menor. A relacdo é
6bvia e, naturalmente, um investidor somente assumiria uma posi¢ao de alto risco
caso houvesse a possibilidade de um grande retorno. Assim, numa fase de alta
volatilidade, entre aqueles que assumem riscos, os “bons” tornam-se melhores,
enquanto 0s “ruins” fornam-se piores.

1.2 Fatos Estilizados

Dados financeiros observados ao longo do tempo apresentam certas caracteristicas
peculiares (ver, por exemplo, Taylor (1986) e Pagan (1993)). Este é o caso dos
retornos de ativos financeiros, variavel que sera utilizada em nosso trabalho. Os
principais fatos estilizados (caracteristicas) encontrados na literatura sdo os se-
guintes:

i) os retornos ndo sao autocorrelacionados;

i) os quadrados dos retornos sao autocorrelacionados, com uma pequena auto-
correlagao de primeira ordem e uma subseqiiente queda bastante lenta;

iii) existem agrupamentos com diferentes niveis de volatilidade dos retornos ao
longo do tempo;

iv) a distribuigio nio-condicional dos retornos possui caudas pesadas em relagio
a distribui¢ao normal;

v) para alguns tipos de retornos, a volatilidade reage de maneira diferenciada se os
pregos estao aumentando ou declinando. Sabe-se que declinio no mercado causa
maior volatilidade do que ascendéncia.

Note que estas caracteristicas guardam muitas relagoes entre si, dando ori-
gem a conclusoes semelhantes. Por exemplo, se os retornos tivessem distribuigao
normal, a caracteristica i) invibializaria a ii), pois ndo-correlagdo para varidveis
gaussianas implica independéncia de quaisquer fun¢oes disjuntas dessas varidaveis.
Do mesmo modo, a caracteristica iv) aponta diretamente para a ndo-normalidade
ou para a nao-independéncia. De fato, a autocorrelacao dos quadrados tem for-
te relagao com as caudas pesadas, pois, quando surgirem valores extremos, quer
positivos, quer negativos (ou seja, valores extremos nos quadrados), devido a
autocorrelagao dos quadrados, havera tendéncia de que os proximos quadrados
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também sejam extremos, originando um excesso destes extremos. isto é, caudas
pesadas.

De forma andloga, as caracteristicas ii) e iii) estdo intimamente relacionadas.
Como falamos no pardgrafo anterior, se os quadrados dos retornos sao autocor-
relacionados, isto significa que esperamos que valores grandes (em maddulo) dos
retornos sejam seguidos por valores também grandes, enquanto valores pequenos
situem-se proximos a outros valores pequenos, causando assim os agrupamentos,
em diversos niveis, da volatilidade.

Assim, a partir da década passada, muitos modelos estatisticos foram desen-
volvidos para obter a volatilidade, incorporando em suas estruturas estes fatos
estilizados. Os principais tipos de modelos sao os ARCH (“Autoregressive Con-
dicional Heteroskedasticity”), GARCH (“Generalized ARCH") e de Volatilidade
Estocdstica (V.E.).

1.3 Terminologias Basicas de Analise de Séries
Temporais

A fim de explorarmos as propriedades dos modelos que serdao utilizados no tra-
balho, é conveniente definirmos alguns conceitos basicos empregados em Analise
de Séries Temporais. Assim, apresentamos as seguintes definigoes:

Definig¢ao 1.1 O processo y; serd um ruido branco (RB) se satisfizer as se-
guintes condigoes:

i) E[y) = p, para Vi;
ii) Varly] = o?, para Vi;
it1) Cov(ye, Yprs) = 0, para Vi e Vs # 0.

Neste texto, p serd tomado iqual a zero. Se tivermos a condicao mais forte
de independéncia enire y; € Y5, entao y; serd ruido branco independente.
Ainda, se y, ~ N(0;0%), entdo y; serd ruido branco gaussiano.

Definigao 1.2 O processo y, serd wma diferenga martingala (DM) quando
satisfizer as sequintes condigoes:
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i) El| y || < oo, para Vi;
i) Ely | f(Yi—1, Yi=2,...)] = 0. para Vi.

Todas DM’s iém média zero e sio serialmenie nao-correlacionadas. Note
que uma DM impoe wma condicao mais forte do que nao-autocorrelacio. Uma
seqiiéncia serialmente nao-correlacionada nao pode ser prevista com base em uma
fungio linear de seus valores passados. No caso de wma seqiiéncia DM, nenhuma
fungio de valores passados, linear ou nao-linear, pode prevé-la.

Definigao 1.3 y; sera fracamente estacionario ou estaciondrio em cova-
riancia se

i) Ely] = p, para ¥t;
ii) E|| y? |] < oo, para Vi;
i) Cov(y, ys) = Cy(t,s) = Cy(t — s) = Cy(m), onde m =t — s, para Vt e Vs.

A condigao 1) estabelece que, independentemente de onde estivermos no tempo,
a média permanece a mesma, enquanto a condi¢do #i) diz que a covaridncia s

depende da distancia temporal entre os pontos observados. Note também que
Ct;(m) = Cy(_m)'

Definicao 1.4 O processo y, serd estritamente ou fortemente estacionario
se
F(Z"}t+1u?h+h+1, ---=.Ut+h+p) = F(yt:yﬁl: -"1yt+p)

para Yh e Yp.

Ou seja, um processo € dito ser estritamente estaciondrio se a disiribuicao
congunta de (Y, Yitjy s Yt jor - Yetgn) depende somente dos intervalos separando os
tempos e nao dos tempos propriamente ditos. Veja que estacionariedade estrita,
aliada a condi¢do de seqgundo momento finito, implica em estacionariedade em
covariancia.

Definigao 1.5 y, serd um processo de Médias Méveis de Ordem gq, denotado
por MA(q), quando satisfizer a sequinte relagd@o:

Ww=up+e+ Oieg—1 + ... + qug_q (11)

ou ainda
yp— 1= 0(L)ey (1.2)
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=l

onde &, ¢ ruido branco com Varlzy) = o®, Ely)=p, Ley, =5, ¢

8(L)=1+6L+..+6,L
A funcdo de autocovariancia de ordem j é dada por

N (—9? -+ 9_:;_”01 + 9j+292 o 949,?_3;)0'2 3 J =

H

0,1,9, .0
q
onde 8y = —1.

Definicao 1.6 y; serd um processo Autorregressivo de Ordem p, denotado
por AR(p), quando satisfizer a relagao

Yo = €+ OrYi—1 + O2Yi—2 + ... + GpYi—p + &4 (1.3)

ou
O(L)(yr — 1) = & (1.4)
onde &, ¢ ruido branco com Varle,] = o?, Ely] = p e p = 35, tal que ¢(1) =

1—¢1— ... — oy
As fungoes de autocovariancia sao dadas por

—— (pl’}’j_l 1 l;f)g’](j'_g + a4 (,35;,")/]‘_;, ) j = ], 2, o
Tl dm+ bt o to® ,i=0

Definigao 1.7 y; sera um processo Autorregressivo e de Médias Modveis de
Ordem p, q, denotado por ARMA(p.q), quando tiver a forma

p=c+ QY1+ .+ PpYi—p+ &+ 0161 + ... + 08 (1.5)

ou
O(L)(ye — ) = 0(L)e, (1.6)
onde, novamente, Ely] = p = PVt

A fungio de autocovariancia, para j > q, € dada por

Vi = G1¥j-1 + Gayj_e + ...+ OpYip

assumindo wma forma mais complicada para j < q, onde aparecerao os lermos
de médias moveis.
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1.4 Caracteristicas dos Retornos do IBOVESPA

Nesta se¢ao, nossa proposta € a de averiguarmos se os retornos do indice de fecha-
mento do IBOVESPA, no periodo de 2 de janeiro de 1986 a 4 de dezembro de 1995,
possuem as caracteristicas estilizadas descritas na se¢dao anterior. Temos um total
de 2.426 observacgoes (dias tteis) que cobrem um periodo de aproximadamente 10
anos.

Primeiramente, olhando para o grafico dos retornos ao longo do tempo, mos-
trado na figura 1.1, tentou-se localizar alguns agrupamentos de volatilidade. Ve-
mos que 4 agrupamentos foram escolhidos para fins de avaliagao, cl, ¢2, ¢3 e
c4.

. Retornos do Indice de Fechamento do IBOUVESPA

249

1 1

280 400 660 800 10900 1200 1400 1660 1800 2000 2200

Figura 1.1: Retornos
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Note que os agrupamentos c2 e ¢4 expressam de modo razodvel a condicio de
erraticidade para os retornos e autocorrelagao para seus quadrados, esta tltima
devido & amplitude de variagao dos retornos “manter-se” dentro do agrupamento,
considerando tanto retornos positivos como negativos. No entanto, se olharmos
para os agrupamentos cl e ¢3, veremos que a amplitude de variagdo fica restrita
preponderantemente a retornos com o mesmo sinal, indicando uma possivel pre-
senga de autocorrelagao nos proprios retornos. Lembre-se de que um dos fatos
estilizados é que os retornos nao sao autocorrelacionados.

Obviamente, esta distin¢ao entre os agrupamentos nao é muito perceptivel

e, em nosso caso, ela foi sugerida apos observarmos os grificos das funcoes de
autocorrelagio dos retornos e de seus quadrados, dados na figura 1.2.

Funcdo de fiutocorrelacdo dos Retornos do IBOVESPA

-4
2

T

-.2F
-.4

I
L]
L FELEE BN |

-.8
- L | - | i 1 (] —— 1 " [ [l P

5 1@ 15 z2e 25 3e 35 48 45 5e

Funcdo de Autocorrelacdo dos Quadrados dos Retornos

W% WLIE S T LA |

|II11J1I|||;|.

1
o
T

Figura 1.2: Autocorrelagoes
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Nesta figura, vemos claramente que a autocorrelagao de ordem 1 dos retornos
¢ significante, comparando com os limites de 2 desvios (se o processo z; é ruido
branco, entao a distribuicao assintotica de sua funcao de autocorrelagao amostral
¢ N(0;1/T), onde T ¢ o tamanho da amostra), rejeitando-se a hipdtese de ruido
branco e, portanto, violando o primeiro dos fatos estilizados. Seu valor é de
0,1477, enquanto o limite de 2 desvios é de 0,0203. Por outro lado, podemos
notar que a autocorrelacao dos quadrados é significante; além disso, seu valor
de ordem 1 é pequeno, aproximadamente 0,2, e, apds esta ordem, a funcao decai
lentamente, confirmando o segundo dos fatos estilizados.

A seguir, observemos a figura 1.3, a qual nos mostra o histograma dos retornos
padronizados e uma densidade nao-paramétrica ajustada a eles.

Histograma dos Retornos Padronizados do IBOUESPA e

- Densidade Ndao-Paramétrica fjustada

.89
.es -
.07
.86
.8s -
.84
.e3|
.oz

.81

Figura 1.3: Histograma e Densidade
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Grosseiramente, percebe-se que as caudas do histograma sao pesadas e que
ele nao apresenta assimetria. Tais percepgoes visuais sao confirmadas nos testes
Qui-quadrado para curtose e assimetria (ver apéndice). Aceita-se a hipitese
de simetria com nivel descritivo amostral de aproximadamente 18%, enquanto
rejeita-se a hipotese de nao haver excesso de curtose a um nivel descritivo inferior
a 0,01%.

Para concluirmos, devemos enfatizar que varios fatos estilizados foram con-
firmados. Entretanto, os retornos sao autocorrelacionados. Esta caracteristica,
como veremos no decorrer do texto, fard com que sejamos obrigados a transformar
nossos dados. Voltaremos a falar sobre isto no capitulo 4.



Capitulo 2

Variabilidade Condicional
Estocastica

Neste capitulo, estudaremos alguns dos modelos formulados para a estimacio
e previsao da volatilidade dos retornos. Como vimos no capitulo 1, uma carac-
teristica das séries de retornos de ativos financeiros é a formagéo de agrupamentos
de volatilidade, ou seja, destacam-se grupos de observagoes com diferentes niveis
de variabilidade ao longo do tempo. Sendo assim, um “bom” modelo deveria
incorporar esta caracteristica de variagdo da volatilidade. Um modelo que nao
incorporasse esta idéia “permitiria” o uso de medidas de variabilidade amostral
tradicionais, como, por exemplo, a variancia nao-condicional, a qual seria uma
medida demasiadamente globalizadora, muito influenciada por observagoes extre-
mas e incapaz de detectar as mudancas de volatilidade ocorridas, perdendo assim
valiosa informacao contida nos dados. Mesmo uma medida de variabilidade com
uma “janela moével” ao longo do tempo, apesar de oferecer algumas vantagens
em relacdo a anterior, seria influenciada por observagbes extremas durante um
periodo de tempo igual ao tamanho da janela utilizada, possuindo, digamos as-
sim, uma “memoria indesejavel”, ou seja, o efeito de observagoes “incomuns” é
propagado.

Os modelos que apresentaremos tém por objetivo estimar e prever a volati-
lidade condicional. As principais formas utilizadas na literatura sao os modelos
ARCH, GARCH (e derivados) e de Volatilidade Estocastica (V.E.). Para estes
tipos de modelos, a variancia em um determinado instante de tempo, condicio-
nal ao conjunto de informacoes até o instante anterior, passa a ser considerada

12
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uma variavel aleatoria, formando, ao longo do tempo, um processo estocdstico.
Formalmente, utilizando uma abordagem paramétrica e uma suposi¢io de gaus-
sianidade para fins de entendimento, temos

ye | T~ N(0;07) (2.1)

onde y, é a variavel de interesse,
I é um conjunto de informagoes
e orf ¢ a variancia condicional ao conjunto I.

A diferenca entre os modelos da familia GARCH e os modelos de V.E. ba-
sicamente encontra-se no conjunto de informacoes utilizado em cada uma das
modelagens. Nos modelos GARCH, I é composto por observagoes passadas da
varidvel g, ou seja,

I=Y= {yh yt—l}

Ja nos modelos de V.E., I = Y} é formado por um processo latente (ndo-observivel),
o logaritmo da volatilidade condicional até o instante £, o qual evolui com a che-
gada de novas informagoes ao mercado financeiro, oriunda de varidveis também
nao-observaveis.

2.1 Modelos ARCH

Engle (1982) introduziu a classe de modelos ARCH como um modo conveniente
para modelar a variancia condicional. Sua forma, no caso geral (ARCH(p)), é
dada por

Yy = TP +e (2.2)
€ = &£10¢ (23)
of = optone_, + ...+, (2.4)

para ap > 0, a; > 0, i = 1,2,...,p, onde y; é o retorno no instante £, o> é a
variancia no instante ¢t condicional a Y,_y, &, ~ NIID(0;1) e ; é um processo
deterministico ou estocdstico (podendo até mesmo ser enddgeno) que representa
a média condicional de ;. Note que as condig¢oes ap > 0 e a; > 0 asseguram que
o} > 0, para todo t.
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2.1.1 Caracteristicas Gerais

Com o intuito de explorar as propriedades desta classe de modelos, nos concen-
traremos no modelo mais simples, o ARCH(1), onde
2 _ ., 2
g; = 0y + o€z, (2.5)
Assumindo que 8 = 0, tem-se, entao,
Yo =€ = €101 (2.6)

Assim, vemos facilmente que y, | ¥,-y ~ N(0;07). J4 os momentos nio-
condicionais de y;, podem ser obtidos das propriedades da distribui¢dao normal de
£, e do processo autorregressivo para o;. Portanto,

E[y;] = E[Sgd’t] = E[Et]E[Ut] =4
se IE[| oy |] < oc.
Para calcularmos [E[y}], notemos que o modelo dado pelas equagoes (2.5) e (2.6)

pode ser escrito como

yi=o0r+ Y —0})=a+ay;_,+wn (2.7)

onde
v =op(e—1) (2.8)

Deste modo, ; é uma DM (mantido que E[| o7 || < 00), j& que E[v, | Y;_,] = 0.
Com isso, obtemos de (2.7) que

o? = EfyY] = —>

2 = Elo]] (29)

para a; < 1.

Agora,
3 _ 337 _ 3 31 _
Ely,] = Elg;0;] = Ele;]E[o;] =0
assim como todos outros momentos de ordem impar (garantido que o momento de
ordem par superior seguinte exista), ja que £, tem densidade simétrica em relagdo
a zero.

Ja,
Qg(] + Ozl)

Ely] = Blel]Elo{] = 3Blof] = 32 s s
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pois
o = Elo}] = E[(ap + a127_,062,)%] = 0f + 209016° + 3a’¢

que, usando (2.9), resulta em

O_g(] +0’1)
(1 —ay)(1 —3a})

0=

para 3a7 < 1.
Assim, com base nos resultados acima, obtemos as seguintes conclusoes:
e 7, ¢ uma diferenca martingala se E[| 0, |] < co. Ainda, se 0 < a; < 1, y; é
ruido branco.

e y? segue um processo autorregressivo. Para que y? seja estacionario em
covaridncia, necessitamos 3a? < 1.

e A medida de curtose de y;, se 3a? < 1, é dada por

Ely] _,1-0f
(Ely])* 130}

g =

Note que, exceto para o caso trivial em que a; = 0 e conseqiientemente
y, ~ NIID(0;a9), quando ¢ existe, ele é maior do que 3, ou seja, y, tem
leptocurtose: caudas pesadas.

e Se y; for estaciondrio em covaridncia, temos, diretamente do processo au-
torregressivo, que p,2(s) = af € o coeficiente de autocorrelagao de ordem s
de ;.

e Pelas duas primeiras conclusoes, tém-se que g, é ruido branco para 0 < oy <

1 e y7 ¢ um autorregressivo, caracterizando agrupamentos de volatilidade
(em diferentes niveis) ao longo do tempo.

2.1.2 Estimacgao

Os modelos ARCH foram construidos de modo a permitir que a verossimilhanca
seja facilmente encontrada. Utilizando a decomposicao dos erros de predigao (e
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ignorando constantes), obtemos
T
log f(y1, - yr | ¥0;0) = D_log f(y: | Yie1;0)
t=1

1 i s ] i vP
= —=) logo, — =) =% (2.10)
23 250t

onde 8 = (ap, )"

Assim, obtém-se os estimadores tradicionais de maxima verossimilhan¢a para
ap e ap. O comportamento assintotico desses estimadores foi estudado por Weiss
(1986), que mostrou sua normalidade sob a condigao de ; ter quarto momento
finito. Posteriormente, Lee e Hansen (1994) e Lumsdaine (1996), ainda no contex-
to assintotico, abordaram a nao gaussianidade de &;, tratando (2.10) como uma
funcio de quase-verossimilhanca'. Note que também poderiamos assumir outras
distribuicoes a priori para £, como é o caso, por exemplo, da distribuicao t, que
possui caudas mais pesadas do que a normal. Neste caso, também obteriamos
uma verossimilhanga condicional exata a ser maximizada.

Em relacao a nao-normalidade de £; e conseqiiente nao-normalidade condi-
cional de y;, tem havido interesse em procedimentos nao-paramétricos para a
estimacdo da densidade de £, (Engle e Gonzales-Rivera (1991)).

2.1.3 Previsao

Note que, nos modelos ARCH, para s > 0, a previsdao

Ures = Elyres | Y7)
= Elerss | Yr)Elorss | Yr] =0

ja que Elerys | Yr| = Elerss) = 0.
Agora,

V&I’[yT.ps | ‘YT] = E[y%‘+s | }Er] = E[U§‘+s‘€%"+s ] VI’]
= E [J%'+,s l }}']E [E%‘+s l }{I] =FE [0’:?-,’_3 | }}T]

I Esta abordagem trata a perturbagio como se ela fosse gaussiana, obtendo assim estimadores
de quase-maxima verossimilhanca
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Ainda, para o modelo ARCH(1),
Elo3, | Vil = El(oo + 01934,_,) | 7]

que, aplicando o operador Esperanca, substituindo E(yi.,,_, | Y7] por E[o%.,,_,
Y7] e recursivamente utilizando (2.5), facilmente verifica-se resultar em
§=1

Elog | Y] = a0 )_ 0} +ajyr

1=0

Perceba que, quando ¥ nao é um processo estacionario, por exemplo ay = 1,
Var[yr4s | Yr] explode a medida que s cresce. Entretanto, se nao hd muita per-
sisténcia no processo, Baille e Bollerslev (1992) concluem que uma aproximacio
normal baseada em yr4s | Yr ~ N(0; E[y7,, | Y7]) pode ser satisfatéria.

2.1.4 Concordancia com os Fatos Estilizados

Pelo exposto das caracteristicas gerais do modelo ARCH(1), vimos que ele incor-
pora varios dos fatos estilizados empiricos encontrados na literatura. Entretanto,
quando y? ¢ estaciondrio, sua fungio de autocorrelagio ¢ dada por p,(s) = af,
o que nao reflete a baixa autocorrelagao de primeira ordem e posterior queda
muito lenta para zero encontradas empiricamente. Veja que se a; for pequeno
teremos baixa autocorrelacao de primeira ordem, mas o decaimento serd muito
rapido. No entanto, se a; for grande (préximo de 1), o decaimento serd mais len-
to, mas a autocorrelagao de primeira ordem serd alta, contradizendo os resultados
empiricos.

Sendo assim, tal inadequacao motiva a busca de outros modelos que capturem
melhor as caracteristicas empiricas das fungdes de autocorrelagio de y?. Uma
util extensao dos modelos ARCH sao os modelos GARCH (ARCH Generalizado)
introduzidos por Bollerslev (1986).

2.2 Modelos GARCH

Os modelos ARCH tém sido estendidos em diversas dire¢oes. Uma das mais im-
portantes extensoes sdo os modelos GARCH, que incluem volatilidade condicional
defasada na equagao da volatilidade condicional o.
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2.2.1 Caracteristicas Gerais

O exemplo mais simples e também mais utilizado é o GARCH (1.1). dado por

W = €0y (2.11)
o;" = crn+alyf_1+_ﬁlo'f_1 (2.12)

onde g, ~ NIID(0;1), ap > 0, &y > 0e 3 > 0.

Note que estamos assumindo novamente 3 = 0, assim como fizemos para o
modelo ARCH(1). Este modelo pode ser generalizado para um GARCH(p,q),
permitindo p defasagens de y} e ¢ de o}.

Em termos dos quadrados de y,, podemos escrever as equagoes (2.11) e (2.12)
como

yi = o+ (a1 + B)yig + v — Bivia (2.13)

onde v, = oj(e} — 1) é novamente uma DM.

Por (2 13) observa-se que o modelo GARCH inclui uma parte de médias
méveis para y7, ou seja, y7 segue um ARMA(1,1). Perceba que, se oy = 0, entdo
as partes autorregressiva e de médias moveis tém [, como raiz comum. Assim,
formalmente, obtemos

(1-BL)y =a+ (1 - ALy (2.14)

que se reduz a
Vi = ol + v

[a

g —
onde oy = T A

Assim, se vy = 0, 3 ndo ¢ identificivel e a variancia condicional dada por (2.12)
torna-se uma constante. No entanto, se oy # 0, o processo y7 é um ARMA(1,1),
com fungoes de autocorrelagao dadas por

[1 = Bi(oq + B1)]en
1+ B} — 2B1(ay + )
ps = (@ +/)';m , s>2 (2.16)

M

(2.15)

Lembrando da falta de adequamento do modelo ARCH(1) em relagio a fungao
de autocorrelagio encontrada empiricamente para os quadrados dos retornos, a
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qual apresenta baixa autocorrelacao de primeira ordem e decaimento lento para as
demais, vemos que o modelo GARCH(1,1) é capaz de suprir tal deficiéncia, bas-
tando que ay seja pequeno ¢ aq + 4 grande, que é o que acontece freqiientemente
com dados reais.

Agora, analisando os momentos nao-condicionais de y;, Bollerslev (1986) mos-
tra que a condigao necessdria e suficiente para que o momento de ordem 2r (ordem
par) exista é

r
p T i P ¥
;J.(Cl’l, 131,?") = Z ( J ) aja{ﬁl =y | (2.17)
=0

onde aqp =1, a; = I (2i-1) (=12..)

Ele também mostra que os momentos de ordem 2r sao dados por

E[yff] = ay [ I;[l] (I.EIE[:UEL‘]&O_* ( r _:r; k )ﬂ'(a‘hﬁl!k) ] [] = H(nfhﬂhr)]_l

(2.18)
enquanto os momentos de ordem (2r—1) (ordem fmpar) sdo iguais a zero (supondo
a existéncia do momento de ordem 2r).

Assim,

.

1—a— 4

E[y] = 3aj(1+ a1+ B)[(1 — a1 = Bi)(1 = B} — 2015, — 3a3)]™

Ely]] =

O coeficiente de curtose é igual a

. _Ely]
(Elyi])?

Note que o coeficiente de curtose serd maior do que 3 quando ai > 0, ou seja, se
af nao for muito pequeno, entdo y, terd caudas pesadas. Também perceba que,
conforme a condigdo (2.17), y? sera estaciondrio em covariancia se e somente se

=3(1 — (a1 + 51)*)(1 - BE — 2046, — 3a?)™!

2.2.2 Estimagao

Para os modelos GARCH, a funcdo de verossimilhanca pode ser facilmente en-
contrada, de modo analogo ao descrito para os modelos ARCH, obtendo-se os
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estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros envolvidos no mode-
10, 9 = (Cln, oy, _J.‘j‘]},.

A diferenga em relagao aos modelos ARCH é que, quando derivamos o loga-
ritmo da fung¢ao de verossimilhanc¢a em relagdo aos parametros, nos deparamos
com um processo recursivo, o qual exigird o estabelecimento nao sé de valores
prévios para y; como para Jf, para t < 0.

2.2.3 Previsao

Como para os modelos ARCH. temos que, para s > 1,

Elyrs+s | Y] = 0
Varlyrss | Vel = Elg,, | 4]
= E [G—%+s | Yz
que, para o modelo GARCH(1,1), é dada por

E[J%#s I YT] = E[aﬁ G al?f%‘—{—s——l + 510'?‘%‘—1 | YY]
= oag+ ( + 131)5[?}%-.;.5_1 | Y

Resolvendo recursivamente, obtemos

5=1

E[y:l{+s | Yr] = ay Z(Ul + B )i + (oq + ﬁi)s?l%

=0

2.2.4 Concordancia com os Fatos Estilizados e o0 Formato
ARCH(o0) do GARCH(1,1)

Vimos que o modelo GARCH(1,1) ¢ capaz de representar um niimero maior dos
fatos estilizados empiricos do que o modelo ARCH(1), principalmente no que
diz respeito a funcao de autocorrelacao dos quadrados dos retornos. Mostrare-
mos agora como o modelo GARCH(1,1) pode ser escrito na forma ARCH(o0).
Considere a equagao

0} = ag + oy + Bior,

Podemos escreve-la como

(1 - 5L)o} = ap + aqyi,
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Ou ainda Ny
o = o + ]—_“—1@:;;;-’_1 = o+ Y Bilian (2.19)
, o
para | /1L |< 1, onde ap = 12%-.
Expandindo-se (2.19), chega-se a
of = ay + ayi_, + Bionyi_ + Bionyl_g + ... (2.20)

a qual tem o formato de um ARCH(o0).

Vemos que para os valores geralmente encontrados empiricamente para o
GARCH(1,1), oy pequeno e (o + [3;) grande, a volatilidade condicional no ins-
tante ¢ depende de uma combinagao linear dos quadrados dos retornos, a qual da
pesos que vao decaindo lentamente a4 medida que o valor observado se distancia
temporalmente de . Observe que o peso da observacao referente ao instante £ —1,
0 mais préximo, ji ndo é grande. Recorde-se que, para o modelo ARCH(1), o7 so-
mente dependia de y7_;, o qual recebia um peso grande, pois ay, para o ARCH(1),
¢ normalmente encontrado grande (o que nao acontece para o GARCH(1,1)). Co-
mo resultado, teremos que a volatilidade fornecida pelo GARCH(1,1) deverd ser
mais suave do que a fornecida pelo ARCH(1).

2.3 Outros Modelos da Familia ARCH

H4 um grande nimero de extensoes dos modelos ARCH (ver Bollerslev, Chou e
Kroner (1992)). Cada uma delas sempre procura representar de maneira mais
adequada algum dos fatos estilizados encontrados empiricamente. Apresentare-
mos suscintamente alguns destes modelos em suas formas mais simples.

2.3.1 AGARCH (GARCH Assimétrico)

Para o AGARCH(1,1), a equagdo da volatilidade condicional? pode ser dada por

0;2 = ap + oy (Yp—1 — f)z o _31012_1 (2.21)

2Para variacoes e detalhes, ver Pagan (1993).
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[Sv]
RV

onde kg, ¥y, r31, 6 > (.
Neste modelo, retornos negativos induzirao a uma volatilidade condicional
maior do que retornos positivos, refletindo uma das caracteristicas estilizadas

dadas no capitulo 1, a saber, mercado em queda apresenta mais volatilidade do
que mercado em ascensao.

2.3.2 EGARCH (GARCH Exponencial)

As restricoes de nao-negatividade para os parametros dos modelos GARCH po-
dem restringir excessivamente a dinamica das volatilidades condicionais obtidas.
Nelson (1991) eliminou a necessidade de tais restricoes, modelando o logaritmo
da volatilidade. O EGARCH(1,1) é dado por

log rff = ap + 5 log Uf_l + YoZi—1 (2.22)

onde z, = [| & | =(2/m)Y?] + 2, e &, ~ NIID(0;1)
Obviamente, o modelo EGARCH(1,1) sempre produz uma variancia condi-
cional ¢ positiva para quaisquer valores de ay, ,7 ,/; (necessita apenas que
| B1 |< 1 para ser estaciondrio). Este modelo também permite que o} seja ndo-

simétrica em relacao a &4, e, para 0 negativo, exibird volatilidade maior quando &
for grande e negativo.

2.3.3 IGARCH (GARCH Integrado)

Quando oy + ; = 1,° nés podemos reescrever o modelo GARCH(1,1) como
ol =ap+ (1 = Ny, + Aop_, (2.23)
para0 < A< 1.

Perceba que os momentos nao-condicionais deste modelo nao estao definidos, pois
estamos tratando de um GARCH(1,1) nao-estacionario.

*Ver Bollerslev e Engle (1986).
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2.3.4 ARCH-M (ARCH em Média)

Engle, Lilien e Robins (1987) estenderam o modelo ARCH(p) de modo a permitir
que a média dos retornos dependesse de sua propria volatilidade condicional. Sua
aplicagao ¢ direcionada para ativos de risco. O modelo ARCH-M(1) ¢ dado por

2
ye = 9(0;:0) +ei04 (2.24)
: 2
ol = ag+o[yi—1 — g(or_;0)] (2.25)
onde normalmente é utilizada uma parametrizagao linear para g(o?; ).

As propriedades estatisticas deste modelo foram estudadas por Hong (1991).

2.4 Modelos de Volatilidade Estocastica

Uma alternativa aos modelos da familia ARCH é permitir que o? dependa nio
de observagoes passadas, mas sim de componentes nao-observiveis, ou seja, de
uma estrutura latente. Tais modelos sao denominados de Modelos de Volatilidade
Estocastica. A forma mais utilizada destes modelos ¢ dada por

B = TPB+e (2.26)

!
e = o0& ex]){g} (2.27)
h't+}. = 9+ ’Tlh-; + M4 (228)

onde

4 € a varidvel de interesse,

x; ¢ um vetor k X 1 de varidveis explicatorias,
B é um vetor k x 1 de coeficientes,

g; é ruido branco com média zero e variancia o2,
o é um fator de escala positivo e

7 ¢ outro ruido branco com média zero, varidncia o?

2 e independente de &,."

*A suposigao de dependéncia entre as perturbagoes é tratada em Harvey e Shephard(1993b).
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2.4.1 Propriedades Basicas

Com o objetivo de explorarmos algumas propriedades deste modelo, adicionare-
mos as suposicoes de gaussianidade sobre £, e 7, considerando ainda Var[g,| = 1,
3 =0 e o =1, obtendo o modelo formado pelas equagoes

h
= oy exp{?t} (2.29)
his1 = o0+ 7he + ne (2.30)

A medida que h, ¢ gaussiano, temos que ele ¢ um AR(1) gaussiano padrio.
Este processo serd estaciondrio se | v, |< 1, com

n=Elh] =< j”% (2.31)
o} = Var[hy) = % (2.32)
. L=

Como y; ¢ o produto dos processos z; e exp{’-;'-}, onde g, é estacionario por su-
posicao, entao ele serd estacionario se e somente se o processo h; for estaciondrio.

Assim, sob a suposicdo de estacionariedade, utilizando as propriedades da
fungdo geradora de momentos da distribuigao normal (ver, por exemplo, Murteira
(1990)), os momentos de ordem par de y, serdo dados por

Ely] = E[a:lmexp{fw

r! rzoﬁ

= ———ex 5 b 2.33
enquanto, devido a simetria de z; em 1'e1a(;50 a zero, os momentos de ordem impar
serao iguais a zero.

Para calcularmos a medida de curtose ¢, temos de (2.33) que

Ely;) = exp{us+ -‘32,’—2‘} (2.34)
Ely!] = 3exp{2un+ 207} (2.35)
Entao,
Pl _ exp{2u+ 203)
(E[])* " [exp{un + 2}

= 3exp{o}} > 3
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0 que mostra que este modelo de V.E. implica que ¥, tenha caudas mais pesadas
do que as da distribuicao normal.

Quanto as propriedades dinamicas de y;, temos as seguintes:
e Como &; ¢ ruido branco e 7, e £, sdo independentes, entdo, se | 71 |[< 1 e
portanto h,; for estaciondrio, y, serd ruido branco.
e Para h, estacionario,
a2y gar 2 2 S, 2112
Cov(¥ys Yi-s) = Ely yi—s] — (Ely,])
onde [E|[y?] é dada por (2.33). enquanto, para s > 1,

EBlyiyi-] = E[(efe")(ei_e")]
E[e}) Ele;_) Ele" "]
= IElexp{hy + hi—s}]

Agora, ja que I, é um AR(1) gaussiano, supondo-se a normalidade multi-
variada, obtemos

hy + hies ~ N(2up; 202 (1 +43))

Entao, novamente utilizando os resultados da fun¢ao geradora de momentos
da distribuicdo normal, chegamos a

Elexp{h; + hi—s}] = exp{2u; + 02(1 + )}
e, portanto,
Cov(yi,vis) = exp{2un + 0} +0pi} — exp{2u + 0} }
= exp{2un + o7 }(exp{oivi} — 1)
conduzindo a

exp{opyi} — 1
3exp{o;} —1

pyz(s) =
ja que
Varly?] = E[y] - (E[4})
= 3exp{2up + 207} — exp{2u;, + 07}
= exp{2un + 03 }(3exp{o}} — 1)
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Ainda, se 7, é grande, utilizando a expansao de Taylor para o numerador
da expressdo anterior, encontramos

P\p{oh} 1 ,}'.'
3exp{o}} —1"

py2(s) =~ (2.36)
Olhando para esta fungdao, vemos que ela tem o formato da fun¢ao de au-
tocorrelacao de um processo ARMA(1,1), estabelecendo deste modo uma
forte relagao com o modelo GARCH(1,1).

Considere agora a equagao (2.29). Elevando todos os termos ao quadrado e
posteriormente tomando logaritmos, obtemos

logy; = hy+loge] (2.37)
= 1w+ h‘t — ff (2-38)
iy = Yo+ 71+ e (2.39)
onde & é ruido branco com média zero e w = E[loge}].

Assim, temos que o processo logy? é a soma de um processo autorregressivo
com um ruido branco. Podemos escrever, em func¢dao dos processos corrigidos
pelas médias,

T

T ~L — +&

logy; =

ou
(1 =mL)logy; = (1 — yL)& + m

Portanto, logy? segue um ARMA(1,1). A funcio de autocorrelacio deste
processo, para s > 1, é dada por
N
1+ (1 —1%)(0¢/o3)

plugt; ( )

2.4.2 Estimacgao

Nesta se¢do, inicialmente olharemos para o modelo sem varidveis explanatorias.
Abordaremos, de forma bastante superficial, o Método dos Momentos Generali-
zados, o qual nao serd utilizado na parte pratica de nosso trabalho. A seguir,
veremos com mais detalhes o Método de Quase-Maxima Verossimilhanga, que,
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Juntamente com o Filtro de Kalman, fornece estimativas para os parametros e pa-
ra a volatilidade condicional. Também sera sugerida, seguindo Harvey e Shephard
(1993a), a corregao das observacgoes através da eliminagao da heteroscedasticida-
de, podendo-se obter mais informacoes sobre a distribui¢ao de £, e um estimador
e preditor para a variancia dos retornos. Finalmente, indicaremos o caminho a
ser tomado no caso da presenca de varidaveis explanatorias no modelo.

Método dos Momentos Generalizados (GMM)

O Método dos Momentos Generalizados, na forma em que sera sugerido aqui, em-
bora tenha versoes muito anteriores, foi desenvolvido recentemente por Hansen
(1982). A principal vantagem deste método é que ele requer somente a especifi-
cacao de certas condigoes sobre os momentos da varidvel, nao exigindo a descrigao
completa de sua distribuicao. A sua idéia, ja bastante conhecida, é estimar os
parametros desconhecidos do modelo através da solucao de relagoes de igualdade
entre 0s momentos amostrais e os momentos populacionais que dependem destes
parametros.

No caso de Modelos de Volatilidade Estocdstica, ha muitos momentos que
podemos usar para a estimacdo de seus parametros. Assim, pode existir um
niimero maior de condi¢oes (igualdades) a serem satisfeitas do que parametros a
estimar. Deste modo, nao podemos escolher um tnico estimador que satisfaga
as varias condicoes. Entretanto, podemos escolher os estimadores, de modo que
eles satisfacam da melhor maneira possivel as diferentes condigoes, através da
minimiza¢ao de uma fungao critério, tal como

a0 y1,..yr) =9 Wy (2.40)
onde g é um vetor k x 1 representando as condi¢des a serem satisfeitas, como por
exemplo,

[ T LU — Elyf]
7 2 — Elyf]

g=| =Tyl - Elyivi,]

i % 7, yr.?yf—k-m - E[?J?”y’f—uz] J



Variabilidade Condicional Estocdstica 28

e W é uma matriz k x k de pesos, simétrica definida positiva. refletindo a im-
portancia de satisfazer cada uma das relagoes de igualdade.

Hansen (1982) estabeleceu a caracterizagao mais geral deste método, permitin-
do a nao-independéncia entre as variaveis, e derivou as propriedades assintéticas
destes processos serialmente dependentes. Uma descricao detalhada é dada em
Hamilton (1994).

Algumas das principais desvantagens deste método em relagao a nosso modelo,
como relatado em Shephard (1994), sao as seguintes:

e GMM somente pode ser usado se h; for estaciondrio. Assim, quando v, esta
proximo de 1, GMM nao deve funcionar bem.

e Os estimadores dos parametros nao tém a propriedade de invariancia.

e GMM nao oferece estimadores para a volatilidade condicional, necessitando
assim de um método complementar para estima-la.

Método de Quase-Maxima Verossimilhanga (QML)

Forma de Espago de Estados e Filtro de Kalman O filtro de Kalman é
um procedimento recursivo utilizado para calcular o estimador 6timo do vetor de
estados no tempo £, baseado na informagao disponivel até este instante. Para sua
aplicagio, o modelo deve ser escrito na forma de espago de estados, que geralmente
¢ expressa, para o caso univariado, como

Y = zpoy+d+ e (2.41)
ar = Tyoy1+c+ Ry (2.42)
onde
Ele;] = 0, Varle,] = 02,
E[ny] = 0, Var[ne] = Qq,
parat = 1, 2, ..., T. Também, tanto &, como 7, sao perturbagoes serialmente

nao-correlacionadas.

Quanto as dimensoes dos vetores e matrizes, temos que z, é 1 X m, o é m x 1,
Tiémxm,cémx1l, Rgémxg,mégxleQéqgxag.
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Além disso, E[cp) = ag, Varjog) = Py e Eles,]) = 0, i = 1,2,..., 9, para
Vs, 1 = 1, 2, ..., T, e as perturbag¢dées também sao nao-correlacionadas com o
vetor inicial ag.

A equacao (2.41) é chamada de equagdo de medida, enquanto (2.42) é a
equacao de transicao. Os parametros desconhecidos o e aqueles das matrizes
z, Ty, Ry e Qq sao chamados de hiperparametros.

Derivando o filtro de Kalman, obtém-se as equagoes de predigao e atualizagéo,
que podem ser escritas em tnico conjunto de recursoes, dado por

a1t = (Topr — Kizg)ag—1 + Koy + (€1 — Kady)
Py = Tipa(Prjp—1 — H/t—lz;ft_Itht/t—l)T;.;.l + Re1Qei1 Ry

parat = 1, ..., T, onde

K; = Tt-e-lPt/t—lZ;fg_l (2.43)
i = z2Pypazi+o} (2.44)

K, é conhecida como a matriz ganho do filtro.

Se as perturbagoes e o vetor de estados inicial forem normalmente distribuidos,
entdo a4/¢—1 ¢ um estimador 6timo de ay, no sentido em que minimiza o erro qua-
dratico médio (ver Harvey (1989)). Se a suposi¢ao de normalidade é retirada, ele
ainda serd um estimador 6timo (no sentido anterior) dentre os estimadores lineares
de ay. Como subproduto do filtro de Kalman, nés também obtemos estimadores
suavizados do vetor de estados, a;/7, 0s quais utilizam toda informagao amos-
tral para a estimacao no instante ¢, sendo, portanto, melhores que os estimadores
filtrados que sé utilizam a informacgao disponivel até o instante £ — 1.

Paralelamente, em um procedimento iterativo, obtém-se as estimativas de
médxima verossimilhan¢a dos parametros do modelo, através da fungiao de ve-
rossimilhanca normal (se a suposi¢ao de gaussianidade nao é assumida, os esti-
madores dos parametros resultarao em estimadores de quase-mdxima verossimi-
lhanga), extraida via decomposi¢dao dos erros de predi¢io (v, = ¥ — Elyii—1)),
onde vy ~ NID(0; ;). O logaritmo da verossimilhanca é dado por

T i & i 82
logL = ——=log2r —=> log fi—=>_ -t (2.45)
2 23 25
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Implementacao para o Modelo de Volatilidade Consideremos novamente
o modelo (2.37), incluindo o fator de escala o2,

logy? = logo® + hy + loge? (2.46)
ou ainda
logy? = w+h +& (2.47)
hiyr = o0+ 71he + M (2.48)
onde

w = logo? + Elloge;] e E[&§] = 0.

A medida que & ¢ ruido branco, (2.47) e (2.48) sdo uma representacio em
espago de estados linear (suscetivel ao tratamento através do Filtro de Kalman),
onde (2.47) é a equagao de medida e (2.48) é a equagao de transicdo. A pertur-
bacgio loge; em (2.46) tem momentos que dependem da distribuicdo de £,. Se
g, for normal (suposi¢do freqiientemente adotada), entao Elloge?] = —1,27 e
Var(log 7] = 4,93 (ver Abramowitz e Stegun (1970)).

Como, em nossa representacao de espaco de estados, a perturbagao & difi-
cilmente terd distribui¢ao normal (isso somente ocorreria caso 7 tivesse distri-
buic¢ao lognormal), entdo o modelo serd nao-gaussiano e nio poderemos obter os
estimadores de maxima verossimilhanga tradicionais. O que faremos é, conforme
falamos anteriormente, tratar as perturbagoes como se elas tivessem distribuigao
normal e maximizar a verossimilhanca dos erros de predicao obtidos através do
Filtro de Kalman. Os estimadores de quase-mdxima verossimilhan¢a obtidos tém,
sob certas condigoes de regularidade, distribuigao assintética normal (Dunsmuir
(1979)), isto é

T2 — 0) ~ NM(0;C(8))

onde

C@)=A"1(2A+B)A'=24"1+ A"'BA!

com A e B envolvendo integrais de funcoes das derivadas da fungdo geradora
espectral do processo em relagao a @ e um coeficiente de excesso de curtose do
processo de ruido (da forma reduzida do modelo - forma de modelos ARIMA) em
relagao a distribuigao normal.

Este resultado assume que 7, e & tém quartos momentos finitos e que os
parametros nao estao sobre a fronteira do espaco paramétrico. Veja que néao foi



Variabilidade Condicional Estocdstica 31

assumida uma distribuicao para ¢;, abordagem que é chamada de QML irrestri-
ta. Se este tipo de estimagao é realizado, pode-se inferir, através do estimador
da variancia de &, uma distribui¢ao aproximada para ;. Assim. o fator de es-
cala o? poderd ser estimado posteriormente através do estimador de w, ja que
w = logo® + E[loge}]. Também é comum assumir que o fator 0? seja a propria
variancia de oz,, o que implicaria que em nosso modelo Var[g,] = 1. Quanto ao
estimador de w, ele pode ser obtido de duas formas, conjuntamente com os demais
na maximizacao da fun¢do de quase-verossimilhanga ou, olhando para a equagao
(2.47), através da média de log y;.

Outra opcao é especificarmos completamente a distribuigao de &4, por exemplo,
assumirmos que £, ~ NIID(0;1). Tal atitude elimina a necessidade de estimagao
da variancia de &. O fator de escala ¢? serd novamente estimado através do
estimador de w.

Ressaltemos que em qualquer das duas abordagens, se nao supusermos o co-
nhecido, entao nao conseguiremos estimar g, ou seja, estaremos impondo que o
processo hy, a longo prazo, tenha média zero.

Ainda ¢ importante salientar que, como falamos anteriormente, ao se aplicar
o Filtro de Kalman, obtem-se tanto as estimativas filtradas quanto suavizadas da
volatilidade condicional. As estimativas filtradas utilizam somente a informacao
até o instante anterior ao que esta sendo estimado, enquanto as estimativas suavi-
zadas utilizam toda informagao amostral, conduzindo a erros quadraticos médios
inferiores e, portanto, sendo preferiveis para fins de inferéncia em relagao a vola-
tilidade condicional.

Observagoes Corrigidas por Heteroscedasticidade e Previsao

Utilizando QML irrestrita, obtemos uma sugestao para a distribuicao de &; através
da variancia estimada de &,. Entretanto, como veremos agora, utilizando as ob-
servacoes corrigidas por heteroscedasticidade, podemos ter bases mais fortes para
a determinagao da distribuigdo de g;, além de obtermos um 1til estimador para
a variancia de previsao de y,. Genericamente, estas observacgoes corrigidas sao
definidas por

g =ye 0T 1 =1,..T (2.49)

onde y; é a varidvel observada e hyr ¢ o estimador suavizado da volatilidade,
que possui a propriedade de erro quadratico médio minimo entre os estimadores
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lineares. °

O estimador Ay, na abordagem classica de extracdo de sinal (suavizamento),
é modelado como uma combinacao linear das observagoes, ou seja, a volatilidade
pode ser vista como uma ponderagao dos logaritmos dos quadrados dos retornos,
podendo-se atribuir importancias a eles. Para usarmos este estimador, a série
deve ser suficientemente grande e { nao deve estar proximo do inicio ou do final
da série. Nos o utilizaremos para descrevermos as propriedades das observacoes
corrigidas.

Entao, considerando a equagao (2.47), temos

o0

hyr = w(L)(logy; —w) = 3 w;L/(logy; — w) (2.50)

j:—-oo
tal que (ver Harvey (1989), pg. 227)

[6:(L) [ oF | Av(L)n(L) |72
m=o | Om (L) 2 02, | A (L)ym(L) |2

m=

w(L) = (2.51)

onde

0..(L) é um polinémio de médias moveis;
Ym(L) € um polinémio autorregressivo;
A (L) é um polindomio de diferencas

e | O (L) [>= Om(L)0m (L),

Os polinomios acima sido definidos quando o modelo descrito pelas equacoes
(2.47) e (2.48), onde cada um dos processos é corrigido pela sua média, é colocado

na forma i
Togy® = —2 59
gy =T & (2.52)

denominada UCARIMA®. Em nosso caso, ndo temos polindmios nio-estaciondrios,
do tipo A, (L), nem polinémios de médias moéveis 6,,(L). O valor de M é igual

a 1, pois, além do ruido &, o Unico componente nao-observavel é a volatilidade
condicional. Deste modo, olhando para (2.52), vemos que

"No caso em que as perturbagdes sao gaussianas, hy|p é o estimador de erro quadratico médio
minimo de /i; dentre todos os estimadores, lineares ou nao.
fForma ARIMA (ARMA nao-estacionario), onde os componentes sio nio-observaveis.
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On(L) = Bp(L) =1, m=0,1;
Yo(L) = 1;
(L) =1-mL;

D it
Oy = O¢;
2_

gy U?_;!

q=o}/d¢.

Substituindo os valores acima em (2.51), encontramos
o2 o2+ L) |?
?U(LJ = 1 5 I | i ( ) 2|
| (L) | | m(L) |

I

ag | 1 (L) |2 og

q 2
— 2.53
q+ I 1 = '}"]_IJ |2 ( )

Agora, substituindo (2.46) em (2.50), chegamos a
hyr = w(L) loge} + w(L)h, — w(1)E[log}]

que, substituindo em (2.49) e apds algum desenvolvimento, resulta em
o0

g =06 [] (€745)7"" exp{0.5[(1 = w(L))h; + w(1) Eflog£}]]}
j:-—oo
onde os w; sao determinados por algoritmos apropriados (ver Whittle (1983,
pg-59)).

Assumindo 7, gaussiano, h; estacionario, £; simétrico e a existéncia de seu
k-ésimo momento, temos que todos os momentos de ordem impar de 3, sdo zero.
Ainda, sob a suposi¢ao de independéncia entre £, e 1, para todo ¢ e s, notando
que
1 —w(L)

_'—""'L Tt
tem distribui¢do normal com média zero e variancia denotada por v (considerando
o processo h; corrigido pela média), os momentos de ordem par serdo dados por

(1 — w(L))h =

E[%] e Ghm[l £ I ] H F [ Evri | ij](,"; 0.5kw(1) Eflog £?] (2‘54)

j=—o0
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Perceba que as observagoes corrigidas, sob as suposigoes dadas acima, serao
simétricas e nao-correlacionadas. Além disso. utilizando a teoria probabilistica,
podemos obter os momentos de g; para algumas distribuigoes padrio de &,.

Note que o que foi desenvolvido supde o conhecimento dos parametros e das
volatilidades. Entretanto, utilizaremos estimadores consistentes dessas quantida-
des, calculando assim momentos amostrais que, comparados com 0s momentos
populacionais tedricos, poderao nos dar mais informagoes sobre a distribuigao de
g; do que aquelas fornecidas somente pela estimativa da variancia de &.

Tendo em maos as observagoes corrigidas, podemos calcular a variancia amos-
tral
T
~9 -1 =0
6, =T7' 3 ¥ (2.55)
t=1
’ . I‘} LS
que é um estimador para o} = o Var[g].

Este estimador &2 serd utilizado para o cdlculo do estimador da variancia da
previsao de ;. Ou seja, o estimador da varidncia de y;, dada a amostra inteira,
sera dado por )

Varly, | Yr] = 52 exp(hyr)
parat =10

que, levado a previsoes futuras, resulta em
Var(yry; | Yr] = 67 exp(3 hryr)
para j=1,2, ..
Harvey e Shephard (1993a) mostram que, para a normal padrao e para alguns

graus de liberdade da distribuicao t, as observag¢oes corrigidas fornecem estima-
dores com vicio pequeno.

J4,
E[y]"_,_j l }fT] = UQE[ET+j€%L | 1}-]
= o*Elery)Ele? | Y1)
0

Para concluirmos, é interessante percebermos que, na dedugdao do estimador
da variancia, a unica condigao colocada sobre a distribuigao de £, é a de possuir
segundo momento finito.
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Variaveis Explanatorias

Nesta subsecao, indicaremos resumidamente um dos possiveis procedimentos a se-
rem seguidos no caso de haver varidveis explanatorias incluidas no modelo (Har-
vey e Shephard (1993a)). Ou seja, estamos tratando do modelo descrito pelas
equacoes (2.26), (2.27) e (2.28), dadas no inicio da secdo e repetidas aqui por
conveniéncia:

y = TP +e (2.56)
h

e = 0="¢GX1>{—25} (2.57)

htyr = Yo +7he + M (2.58)

Assume-se a existéncia do segundo momento de g, Ele] = 0 e que hy é esta-
cionario. Os passos sao 0s seguintes:

1. Conduz-se uma regressao de minimos quadrados ordindrios (OLS) de y; em
relagao a x.

o

Tomam-se os residuos obtidos no primeiro passo e aplica-se a modelagem
descrita nas subse¢oes anteriores, obtendo-se estimadores de QML para os
pardmetros e o estimador suavizado de hy, hyr.

3. Multiplica-se a equacdo (2.56) por exp{—%htlgn}, resultando no modelo
h = i;ﬁ"'ﬁt : t_:la'-wT

onde 4; tem todas as propriedades das observacgoes corrigidas descritas na
subsecao anterior, ou seja, tem média zero, variancia constante e sdao serial-
mente nao-correlacionadas.

4. Obtém-se os estimadores de minimos quadrados generalizados (GLS) de 3
dados por

T T

B = (Nt maa) Y e Moy,

t=1 i=1

Note que este estimador difere do estimador GLS tradicional em que ndo co-
nhecemos os verdadeiros valores dos parametros envolvidos na matiz de correlagao
dos u,’s, pois o termo h; é estocdstico.



Variabilidade Condicional Estocdstica 36

A matriz de covariancias de 3, assim como suas propriedades assintéticas e
eficiencia podem ser encontradas em detalhe em Harvey e Shephard (1993a). Os
resultados dependerao dos tipos de varidveis explanatorias colocadas no modelo;
elas podem ser deterministicas, estocasticas exdgenas ou até mesmo endogenas.



Capitulo 3

Modelos de Volatilidade
Estocastica com Deformacao
Temporal

Neste capitulo, inicialmente introduziremos a nogao de Deformacao Temporal den-
tro do contexto de Andlise de Séries Temporais Financeiras, justificando seu uso e
importancia. Apds, abordaremos uma metodologia adequada para seu tratamen-
to dentro de Modelos de Volatilidade Estocastica, primeiramente com uma rapida
abordagem a tempo discreto e posteriormente, seguindo o trabalho de Ghysels e
Jasiak (1994), com uma descri¢ao detalhada a tempo continuo.

3.1 Por que Deformagao Temporal?

Varidveis financeiras, tais como prego de uma agao, sao afetadas com a chega-
da de novas informacgoes ao mercado financeiro. Dias em que informacoes nao
surgem, sejam elas de qualquer tipo, “boas™ ou “ruins”, sao caracterizados por
pouca movimentagao ou alteragao nos precos das agoes. Entretanto, dias carrega-
dos de novas informagoes tém efeito justamente oposto, ou seja, apresentam alta
variagao nos pregos das acoes. Tal constatagio conduziu Mandelbrot e Taylor
(1967) e Clark (1973) a modelarem precos de agoes como processos estocdsticos
subordinados, ou seja, ao invés de modelarem os pregos como fun¢ao do tempo
de calendario, quer diario, semanal, mensal, etc., eles os modelaram como funcao

37
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da chegada de nova informacgao ao mercado, a qual é um processo que flui aleato-
riamente ao longo do tempo. Assim, segundo esta abordagem, ndao olhamos mais
para nosso processo de interesse evoluindo atavés de tempos de calendario igual-
mente espacados, e sim, evoluindo de acordo com a chegada de nova informacao,
originando uma nova dimensao temporal, a qual chamaremos de tempo opera-
cional s. Desta maneira, fica caracterizado o que denominamos de Deformacao
Temporal.

3.2 Metodologia

Acabamos de ver dentro de um contexto geral a idéia de Deformaciao Temporal e
sua motivacao. Entretanto, nosso interesse é o de aplicarmos este conceito dentro
do tratamento de Modelos de Volatilidade Estocastica. Inicialmente, abordaremos
superficialmente o caso discreto. A seguir, veremos detalhadamente a modelagem
a tempo continuo, sua aproximacao a tempo discreto e estimagdao baseada no
Filtro de Kalman e Quase-Maxima Verossimilhanca.

3.2.1 Modelagem a Tempo Discreto

Considere o modelo a tempo discreto dado por

hif
Y = UE:eXp{y} (3.1)
hif = h +ziB (3.2)
hy = ~hia+m (3.3)

Perceba que a volatilidade nao é mais descrita por um simples processo au-
torregressivo de ordem 1, AR(1), como foi feito no capitulo anterior. La, o que
acontecia, era que a volatilidade condicional evoluia latentemente através do tem-
po de calenddrio, sem depender, ao menos explicitamente, de outros processos
que determinassem sua evolugdo, embora, implicitamente, através do Filtro de
Kalman, sua estimagao estivesse intimamente ligada ao processo dos retornos, ;.

Nesta nova abordagem, a volatilidade condicional depende diretamente dos
processos representados pelas varidveis explanatdrias, ou seja, sua evolugao é
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3 uma variavel aleatoria U, lal que

lim E[(U; - U)*| =0

t—+00
que sera escrito como
Lo asll =
Definigcao 3.2 O processo X (1) ¢ estocasticamente continuo em t = t; se
Lim.s, X (1) = X (1)
isto €, se ¢ somenie se

lim E{X() - X (t2)}"] =0

Definicao 3.3 X (1) ¢ dilo ser estocasticamente diferencidvel em t = ¢y, com

derivada X ()
X(t :
E = Xa)
l dt ]£=lg

se e somenie se

s {A s By =X (t[,)}

h

existe e ¢ igual a X (1p), isto €, se e somenle se

Vi [{X(r,o Y = X ) }1

h—0 h

existe.

Definicao 3.4 W () € um processo de Wiener ou movimento Browniano
se satisfaz as sequintes condigdes:

i) W(0) =0;

i) E(W (t)] = 0, para ¥t > 0;

i) W(t) é normal, para cada t > 0;

i) W(t) tem incrementos independenies e estaciondrios.
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Definicao 3.5 Uma equacgao diferencial estocastica de primeira ordem,
para o caso particular etn que W (t) é um processo de Wiener, ¢ dada pela sequinte
relacao:

dX (1) = a(t, X (t),0)dt + b(t, X(t),0)dW ()

onde a e b sao fungées limitadas e mensurdveis parat € [0,T]. 6 ¢é o vetor de
parametros e X (1) ¢ a solugao da equagdo.

Se a eb forem funcées lineares de X (1), entao a equagdo acima serd chamada de
equagao diferencial estocastica linear de primeira ordem.

Definigao 3.6 X({) ¢ dito ser um AR(1) a tempo continuo se satisfizer a
sequinte equagao diferencial estocdstica linear de primeira ordem:

dX(t) + aX({)dl = dW (1)
onde W (1) é um processo de Wiener.

Convém salientar que, devido a natureza de W(t), o processo X (t) dado pela
equagdo acima € continuo mas nao € diferencidvel (ver Priestley (1981)).

Agora, mais familiarizados com estas defini¢oes, utilizando operagoes de limite
para os processos de pregos e volatilidade, uniremos os trabalhos de Mandelbrot e
Taylor (1967) e Clark (1973) sobre processos estocasticos subordinados aplicados
a finangas e os trabalhos de Hull e White (1987), entre outros, que modelaram
as variagoes na volatilidade como uma equacao diferencial estocdstica (a qual
ndo tinha, ao menos explicitamente, relacao com a chegada de informacoes), para
construirmos nosso Modelo de Volatilidade Estocastica (a tempo continuo) com
Deformagao Temporal.

Formulagao do Modelo

Consideremos o Modelo de Volatilidade Estocdstica a tempo continuo sem defor-
magao dado pelas equagoes diferenciais estocasticas abaixo:

dz(t) = pe(t)dt + o(t)z(t)dWi () (3.10)
dlogo?(t) = a(logo®(t) — b)dt + cdWs(t) (3.11)
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onde Wi (1) e Wy(1) sao dois processos de Wiener ou Movimentos Brownianos
padrao.

Note que estas equagoes tratam a volatilidade como um processo que evolui
continua e suavemente através do tempo. No entanto, a chegada de informacao,
que é o processo ao qual vinculamos a volatilidade, nao evolui desta maneira
continua e suave. Além disso, o fluxo de informagao ¢ um processo latente (nao-
observdvel). Para contornarmos esta caracteristica de nao-observabilidade, nossa
abordagem tratara a chegada de nova informacao, que constitui o tempo opera-
cional s, como uma fungao de processos observdveis no tempo de calendario ¢,
ou seja, s = g(1), onde g(.) sera denominada de “funcdo de conexao” (ou de de-
formacéo) entre o tempo de calendario e o tempo operacional. Assim, podemos
reescrever (3.10) e (3.11) como

dz(t) = px(t)dl+ o(g(t))z(t)dWi(t) (3.12)
dlogo?(s) = a(logo?(s) — b)ds + cdWy(s) (3.13)

as quais vinculam a volatilidade ao tempo operacional s, causando a deformagao
temporal.

Veja que a equacao (3.13) é uma equacgao diferencial estocastica linear de
primeira ordem. A solu¢do' é obtida facilmente, conforme segue abaixo:

dlog 0?(s) = a(log o?(s) — b)ds + cdWy(s)

Entao 1 2
'(cyi—a(.s) — a10g02(s) = —ab + cWs(s)
s

Multiplicando ambos os lados pelo fator integrante exp{—as}, obtemos
d 2 —ns -5 i 3
g(logo (s)e™) = e™(—ab + cWy(s))
Tomando a integral entre s’ e s, para s’ < s, chegamos a
" ¥ ' r 5
logo?(s)e™™ —logo?(s')e™ =ble™® —e™™ ) + c/ e~ " dWa(r)
sl’
Que resulta em

logo?(s) = logo?(s")e®™*) + (1 — * ¢~ Nb + ¢ / eI, (r) (3.14)

i

'Ver, por exemplo, Gihman (1972) e Wu (1985).
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Defini¢ao da Fungao de Deformacao ¢(f)

Como falamos anteriormente, o fluxo de informacoes que chegam ao mercado
¢ um processo latente. Sendo assim, o caminho adotado neste trabalho foi o
de estabelecer uma funcdo de conexao entre o tempo de calendario £ e o tempo
operacional s, a qual é definida em termos de processos observaveis no tempo
de calendéario. A escolha destes processos é de importancia fundamental, pois
eles determinardao o ritmo de variagdo da volatilidade. Os processos utilizados,
seguindo a abordagem de Ghysels e Jasiak (1994), serao volumes de negociagao,
retornos, médulos dos retornos (todos defasados em uma unidade de tempo, pois
também temos como objetivo a previsao) e também algum processo que considere
o efeito que dias sem negociag¢io provocam no mercado ou que possua algum tipo
de periodicidade. A inclusao dos retornos (sem maddulo) defasados permite que o
tempo operacional evolua em ritmos diferenciados quando o movimento dos precos
¢ crescente ou decrescente, fazendo desta maneira com que a prépria volatilidade
apresente flutuacoes diferenciadas. Em Ghysels e Jasiak (1994), utilizando dados
diarios da S&P500 e NYSE de 1950 a 1987, foi encontrado que aumento em volume
de negociagao acelera o tempo operacional, resultando em menos persisténcia
no processo de volatilidade com maior variancia de seu ruido. Declinios nos
precos, ou seja, retornos negativos, ocasionaram efeitos similares, enquanto precos
crescentes, ou retornos positivos, aceleraram menos o ritmo do tempo operacional.

Formalmente, considere o Espaco de Probabilidades (€2, F,IP) e a familia
F = {F,}&, de sub-o-dlgebras definidas no tempo de calendario. Além disso,
seja Z; um vetor m-dimensional F;-mensuravel. Consideraremos a fun¢io de de-
formacao g(.) uma funcao linear de ¢ e assumiremos que seus incrementos, os quais
estabelem a velocidade de variagao do tempo operacional, serao F,_ -mensurdveis
através da transformacao logistica

expc' Zi_4

1 T ’
T 2t=1 €XP C' 2y

dg(7; Z_1)
dr

= (}"(T, Zl—l) = (315)

parat—1 <7 <, onde ¢ é um vetor m x 1. 2

Note que se ¢ = 0, entao ¢(7; Zy—1) = 1, implicando na nao-existéncia de

%Veja que o denominador de (3.15) possui uma soma que inclui variaveis que nio sao Fy—;-
mensuraveis, pois a soma estende-se até 7. Entretanto, conforme Ghysels e Jasiak (1994), o
denominador, que é um fator de escala, sé estd ali por razoes de estabilidade numérica e sua
presenca nio temn importincia conceitual.
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deformacao temporal. Também

Ag(ty=g(t)—g(t—-1) = /:_1 g(7; Zy—1)d7T = g(1: Z¢4_4) (3.16)

onde a segunda igualdade impoe a auséncia de algum possivel salto de g em ¢, ¢
a terceira igualdade decorre do fato de ¢(7: Z;—1) nao depender de 7.

Por construcao, observamos diretamente que
1 i 1 i
P Ag(t) =75 ) 9(1:Z¢4) =1
4 =1 ¥ t=1

Aliadas a estas condigoes de especificagao, adicionam-se as 2 seguintes supo-
si¢oes:

i) 9(0) =0
II) 0 < (}(T 23_1) < o0

Assim, as condigoes de especificacao, aliadas a estas duas suposigoes, garantem
que o tempo operacional evolua na mesma dire¢ao que o tempo de calendario, sem
paradas ou saltos.

Nos falta ainda definir precisamente a forma funcional de Z;_y, a qual é dada
do seguinte modo:

exp{c'Zi_1} = exp{cld; + cy log Voly_1 + crip—1 + ¢a | Y1-1 |} (3.17)

onde
Vol, representa o volume de negocia¢ao no instante ¢;
yr = Alogxz, é o retorno no instante ¢;

d; é um processo que permite a inclusao de efeitos de dias sem negociagiao ou de
outros modelos periédicos.

Perceba que uma avaliagao dos coeficientes da relagao (3.17) nos permite concluir
como efeitos de cada um dos processos influenciam na velocidade de variagao do
tempo operacional ¢ conseqiientemente na volatilidade do processo dos retornos.
Para isto, basta observarmos o sinal de a na equagao (3.21). Assim, perceberemos,
para cada tipo de variacdo das varidveis incluidas em (3.17), como comportam-se
a persisténcia e o ruido do processo de volatilidade.



Modelos de Volatilidade Estocdstica com Deformagao Temporal 45

Aproximacao a Tempo Discreto e Estimacgao

Considere as equagoes (3.12) e (3.14), reescritas aqui novamente:
dz(t) = px(t)di+o(g(t))z(t)dW: (1) (3.18)
loga®(s) = logo®(s)e®™™) 4+ (1 - e“(‘_”’))h+c/ AW, (r) (3.19)

S!

Nossa intengao ¢ deduzirmos aproximacoes a tempo discreto para o conjunto
de equacoes dado acima. Tais aproximacoes serao necessarias para que possamos
estimar, tanto os parametros do modelo, quanto a volatilidade condicional via
Filtro de Kalman e método de QML. Assim, substituindo s = g(t) e ' = g(t — 1)
em (3.19), resulta em

hy = 29O hy_y + (1 — e*290)b + v, (3.20)

onde hy = logo?(g(t)).

Ainda podemos escrever
By = e®9Oh, | 4, (3.21)
onde

j;'t = h—f e b,
vy ~ N(0; [—c?(1 — e?2291)] /[2a])
e Ag(t) é dada por (3.16).

No que diz respeito a distribuicao de 14, perceba que Wj(¢) foi definido como
um Movimento Browniano padrao, ou seja, dWy(t) ~ NIID(0;dt). Assim, para

g(t)
—— / e390-1) 41y (r)
9

(t=1)
temos que sua distribuigdo é normal com E[v] = 0 e variancia dada por
, [9(t)
Varly] = ¢ / 2=V ar[d Wy (r)]
9

(t=1)
t
= C'Ze‘zag(t) 9() C-—-?ard?,
g(t—1)

2 .2ag(t

2a
— —C2(1 _ e?aAg(t))/(ga)
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Agora, comparando (3.20) com (3.19), observamos que o processo do logaritmo
da volatilidade, /;, enquanto linear em relagao ao tempo operacional, transforma-
se em um modelo com coeficiente aleatorio em relagao ao tempo de calendario.
Este tipo de processo também é chamado de processo duplamente estocastico,
pois, além de seguir um AR(1), seu coeficiente ¢ dirigido pelo processo estocastico
Ag(t).

Obtida esta aproximagido para a equacao (3.19), nos resta aproximarmos
(3.18). Utilizando uma aproximacao padrao, chegamos a

logzy = p+ logxy—1 + o(g(t))e;

ou ainda
yy — p1 = o(g(t))e (3.22)

onde
i ¢ 0 retorno no instante ¢
e g~ NIID(0;1).

Finalmente, elevando ao quadrado e tomando logaritmos em ambos os lados de
(3.22), e juntando com a equacao (3.21), obtemos o seguinte conjunto de equagdes:

log(y: — p)® = —=1,2T+b+h + & (3.23)
:i'?.t eaf_\g(f.] ;1.1_1 + 1 (3.24)

onde E[&] = 0 e Varl§] = 7?/2.

Observando as equagoes obtidas, vemos que elas se tratam de um modelo
de espago de estados nao-linear nos parametros, com coeficientes variando ao
longo longo do tempo, o que as diferenciam das equacgoes encontradas no capitulo
anterior para a volatilidade sem Deformagao Temporal. Entretanto, elas estao
sujeitas ao tratamento via Filtro de Kalman e estimagao de QML.? Para tanto,
seguindo Stock (1988), utilizaremos as seguintes condigoes iniciais:

e Ag(l)=1

?() parametro p podera ser estimado através da média amostral dos retornos em uma etapa
anterior. utilizando-se entio os desvios da média amostral na modelagem posterior. Veremos
que, na parte aplicada de nosso trabalho, utilizamos os residuos de um AR(1) como entrada
neste modelo.
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3.3 Conjuntos de Dados em Alta Frequéncia

Mercados financeiros operam, durante seu funcionamento, continuamente, em uma
base de dados de alta freqiiéncia, chegando a milhares de cotagoes por dia. Entre-
tanto, até bastante recentemente, os conjuntos de dados de praticamente todos os
mercados vinham sendo armazenados em uma base discreta, ou seja, obtendo-se
medidas resumo que raramente originavam uma freqiiéncia maior do que diaria.

Atualmente, o desenvolvimento da tecnologia computacional tem permitido o
armazenamento destes imensos bancos de dados, originando séries de dados com
milhoes de observacoes, as quais, conforme Ghysels, Gouriéroux e Jasiak (1995),
sao mais facilmente medidas pelo espago de memoria que ocupam, do que pelo
niimero de observagoes propriamente dito.

Tais imensos conjuntos de dados podem ser extremamente valiosos em termos
de possibilidade de informagao. Entretanto, uma propriedade fundamental deste
tipo de dados em alta freqiiéncia, também chamados cotagao-a-cotacao, é que
as observagoes ocorrem a intervalos de tempo varidveis. As negociagGes nao
se desenvolvem ao longo do tempo de calendario, igualmente espacado. Esta
natureza esporadica e aleatoria da negociacao torna a medicao da volatilidade
problematica para os modelos que utilizam uma abordagem discreta.

Entretanto, nosso modelo de Volatilidade Estocastica (a tempo continuo) com
Deformacao Temporal é capaz de lidar com estas dificuldades. Na realidade, sua
base de construgao é continua, e a idéia de tempo deformado ou tempo operacional
encaixa-se perfeitamente com os tempos obtidos entre negociacoes para os dados
em alta freqiiéncia. Uma abordagem da teoria e estimacao destes modelos pode
ser encontrada em Ghysels, Gouriéroux e Jasiak (1995).



Capitulo 4

Aplicacao: Estimacao da
Volatilidade dos Retornos do
IBOVESPA

Vimos no capitulo 1 que os retornos do IBOVESPA sdo autocorrelacionados.
Entretanto, todos os modelos que foram descritos ao longo do trabalho tinham
como caracteristica a auséncia de autocorrelagao para a varidvel de interesse.
Assim, foi necessario que modificdssemos de alguma maneira nossa variavel de
entrada no modelo, os retornos. Baseados em suas funcgoes de autocorrelagio e
autocorrelagao parcial, o procedimento escolhido foi o de ajustar a eles um AR(1).
Encontrou-se significante o seguinte modelo:

Yt = 0, 1478‘9’5._1 + a (41)

A figura 4.1 mostra as fungées de autocorrelagao dos residuos estimados, a;,
do modelo dado acima, assim como dos seus quadrados. Percebemos claramente
a eliminagdao daquela estrutura de autocorrelagio observada na figura 1.2 pa-
ra os retornos. enquanto os quadrados permanecem altamente correlacionados,
satisfazendo-se as caracteristicas desejadas. Os valores para a estatistica de Box-
Ljung portmanteau’ para as autocorrelagoes dos residuos, juntamente com os
niveis descritivos amostrais sdo dados na tabela 4.1.

Deste modo, em toda andlise posterior, utilizaremos os residuos do AR(1) para

"Ver apéndice.
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obtermos as estimativas da volatilidade e dos parametros associados. As outras
variaveis que entrardo nos modelos com Deformacao Temporal sao os retornos,
seus valores absolutos, volumes de negociagao em ddlares (com escala igual a
escala original x1077), todos defasados em 1 “lag”, e niimero de noites entre dois
dias consecutivos em que o mercado esteve aberto (para incorporar algum efeito
de dias sem negociacao, ou seja, efeito do tempo em que o mercado esteve fechado
antes do dia em observacao; sabe-se, por exemplo, que 0 mercado reage de maneira
diferenciada apos um fim-de-semana). A figura 4.2 mostra os residuos estimados
do AR(1), assim como os volumes de negociagao diarios do IBOVESPA.

Procedeu-se a estimacdo dos parametros e das volatilidades em 7 modelos
diferentes: 1 sem deformacao temporal, 3 com deformacgao, utilizando-se a meto-
dologia a tempo discreto, e outros 3 com deformacao, utilizando-se a abordagem
a tempo continuo. As tabelas 4.2 e 4.3 nos fornecem um resumo das estimati-
vas encontradas para os parametros em cada um dos modelos, assim como seus
niveis descritivos amostrais. Os parametros cq, ¢y, ¢ € ¢, Sa0 respectivamen-
te os coeficientes das varidveis nimero de noites entre 2 dias com negociagio,
volume de negociagdo reescalado, retornos e valores absolutos dos retornos. Os
demais parametros sdo equivalentes aos especificados na parte tedrica do traba-
lho. Apesar dos elevados valores dos niveis criticos (descritivos) amostrais para
varias estimativas da abordagem a tempo continuo, uma andlise dos coeficientes
obtidos pode nos informar como variag¢oes nas variaveis afetam o ritmo de evo-
lucdo do tempo operacional e a prépria volatilidade. Se observarmos o modelo
1 a tempo continuo, veremos que o coeficiente a é negativo. Olhando a equacao
(3.24), isto significa dizer que quanto maior for Ag(t), a velocidade de variacao
do tempo operacional, menor serd a persisténcia do processo de volatilidade; ao
mesmo tempo, maior sera a variancia do ruido v;. Sendo assim, agora olhando
para a forma funcional de Ag(t), dada pela equacdo (3.17), vemos que como ¢, é
positivo, entdo, quanto maior o volume de negociagao do dia anterior, maior Ag(#)
e, conseqiientemente, menos persisténcia e mais ruido para o processo de volatili-
dade. Do mesmo modo, quanto maior o valor absoluto do retorno do dia anterior,
mais volatilidade; entretanto, quedas nos pregos (retornos negativos) conduzem a
uma volatilidade ainda maior, pois ¢, é negativo.

As figuras 4.3 e 4.4 mostram as estimativas suavizadas da volatilidade (desvio
padrao dos retornos) na abordagem a tempo discreto (baseadas nas observagoes
corrigidas por heteroscedasticidade) e os grificos de dispersdao para os 4 modelos
estimados. Percebemos claramente que a volatilidade estimada sem deformacao
(modelo 1) apresenta uma forma mais suave do que as demais, enquanto o modelo



Aplicacao: Estimagao da Volatilidade dos Retornos do IBOVESPA 50

2 tem a forma mais erratica. Ja os modelos 3 e 4 fornecem resultados bastante se-
melhantes. Na figura 4.4, vemos que o modelo 2, além de estimar uma volatilidade
mais erratica, origina uma amplitude de variagao bem maior do que os demais
modelos, sendo tal conseqiiencia atribuida a presenga do modulo dos retornos no
modelo.

Quanto 4 adequagao destes modelos a tempo discreto, podemos observar as
funcoes de autocorralagao dos quadrados das observacoes corrigidas por heteros-
cedasticidade, dadas na figura 4.5. Comparando com a figura 4.6, que no grafico
de baixo mostra as autocorrelagoes dos quadrados dos residuos, vemos que ha uma
sensivel queda nos valores das autocorrelacoes, sendo que o modelo 2 apresenta
a pior performance.

Ja a figura 4.7 contém as estimativas suavizadas da volatilidade sem e com
deformacdo a tempo continuo (modelo 1). Vemos que, ao contrario do que acon-
teceu na abordagem a tempo discreto, a estrutura de tempo deformado oferece
uma estimativa da volatilidade mais suave ao longo do tempo. Tal caracteristica
¢ oriunda do fato do coeficiente do processo autorregressivo do logaritmo da vo-
latilidade ser também um processo estocastico, e nao uma constante. Isto faz
com que este coeficiente absorva parte do ruido do AR(1). Esta diminuigao de
ruido pode acarretar vantagens em termos de previsio. Na figura 4.8, mostra-
mos os horizontes de previsao em termos de 1 passo a frente, para um periodo
de aproximadamente 150 dias, baseados nas estimativas filtradas da volatilidade.
Também é fornecido o grifico de dispersdao das volatilidades suavizadas estimadas
para estes casos, dado na figura 4.9. Percebe-se que o modelo com deformacao
apresenta uma amplitude de variagdo um pouco menor.

Em termos de medidas de ajuste do modelo 1 a tempo continuo, podemos ob-
servar as figuras 4.10 e 4.11. Na figura 4.10, a qual mostra as autocorrelacoes dos
quadrados dos residuos e dos quadrados dos residuos corrigidos por heteroscedas-
ticidade pelo modelo 1 a tempo continuo, vemos que ha uma sensivel diminuicao
na forte estrutura de autocorrelacdo apresentada pelos quadrados dos residuos
quando olhamos para os quadrados dos residuos corrigidos. Isto é um sinal de
que o modelo realmente capturou boa parte da variagao da volatilidade. Entre-
tanto, percebe-se que ainda ocorre a permanéncia de autocorrelagao. Tal fato é
confirmado pelo histograma dos residuos corrigidos, que apresenta caudas ainda
bastante pesadas. Talvez uma abordagem a tempo continuo que substitui-se o
movimento Browniano na equacao que modela o prego por algum outro processo
que implicasse em uma distribuicao a tempo discreto com caudas mais pesadas
que a normal oferecesse melhores resultados.
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gl | autcor | BoxLjung | prob(gl)
0 | -0.0053
1 | 0.0354 3.1097 0.0778
-0.0025 | 3.1250 0.2096
0.0224 | 4.3472 0.2263
0.0317 | 6.7949 0.1471

— e
o O Ut Lo —_l’JF:'.
| JS N oL T N

5 | -0.0226 8.0406 0.1540

2 111 ]-0.0023 | 16.1982 0.1339
18 | 171 -0.0230 | 24.3978 0.1090
24 | 23| -0.0196 | 27.8603 0.2211
30 [ 29 0.0272 | 35.6009 0.1855
36 | 35| 0.0126 | 39.6314 0.2710

Tabela 4.1: Estatistica de Box-Ljung para as autocorrelagoes dos residuos do

AR(1).
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Aiutocorrelacdo do Residuos do AR(1)
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Figura 4.1: Fungoes de Autocorrelagao.
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Residuos do AR(1) Ajustado para os Retornos
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Figura 4.2: Residuos do AR(1) e volumes de negociacao diarios em dolares do
IBOVESPA.
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o4

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4
st Prob Est Prob Est Prob Est Prob
Cd & - 0.1043 | 0.0060 | 0.0900 | 0.0124 | 0.0902 | 0.0122
& - - -0.7770 | 0.02267 | -0.3606 | 0.6550 - -
& - - -2.8739 | 0.0005 | -2.7738 | 0.0012 | -2.8124 | 0.0010
Cq - = ]86730 0.0000 - - - =
o¢ | 1.7054 - 0.4939 - 1.7020 - 1.7019 “
oy, | 0.1370 - 1.6888 - 0.1332 - 0.1324 -
v | 0.9716 - -0.1894 - 0.9721 . 0.9725 -
Tabela 4.2: Modelagem a Tempo Discreto
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
st Prob Est Prob Est Prob
c, | 7.5695 | 0.0303 - B - -
¢ | -2.9051 | 0.3816 | -9.5452 | 0.2682 - -
c. | 67.0863 | 0.0000 | 39.5020 | 0.0537 | 2.9767 | 0.3448
c | 3.8200 | 0.4277 | 0.3442 | 0.4477 | 0.0735 | 0.0012
a | -29.3738 | 0.4312 | -0.2670 | 0.4474 | -0.0136 | 0.0010
b | -6.0370 | 0.0000 | -6.0930 | 0.0000 | -6.3573 | 0.0000

Tabela 4.3: Modelagem a Tempo Continuo.
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Figura 4.3: Estimativas Suavizadas obtidas dos Modelos a Tempo Discreto.
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Figura 4.4: Graficos de Dispersao das Volatilidades obtidas na Modelagem

Tempo Discreto.
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Figura 4.5: Autocorrelagoes dos quadrados
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Figura 4.6: Autocorrelagoes dos residuos e dos seus quadrados.
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Estimador Suavizado da Volatilidade para o Hodelo sen
Defornacdo Temporal
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Figura 4.7: Estimativas Suavizadas da Volatilidade. No grifico de baixo, utilizou-
se 0 Modelo 1 a Tempo Continuo.

Residuos e Linites de 2 Desvios para Previsdo um Passo a Frente
Hodelo sen Deformacdo Tempaoral
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Hodelo con Deformagéo Temporal a Tempo Continuo
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Figura 4.8: Previsoes 1 passo a frente para a Volatilidade.



Aplicagao: Estimacgao da Volatilidade dos Retornos do IBOVESPA o8

Uplatilidade sem Deformacdo x com Deformacdo a Tempo Continuo
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Figura 4.9: Grafico de dispersdo entre as volatilidades suavizadas do modelo sem
deformacao e do modelo 1 com defromagao a tempo continuo.



Aplicacao: Estimagao da Volatilidade dos Retornos do IBOVESPA

Funcdo de Autocorrelacdo dos Quadrados dos Residuos do ARC1)
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Figura 4.10: Autocorrelagoes dos Residuos e Residuos Corrigidos.

Histograna e Densidade Estimada dos Residuos Corrigidos por
Heteroscedasticidade (Padronizados) pelo Modelo 1 a Tempo Continuo
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Figura 4.11: Histograma e Densidade Nao-Paramétrica Ajustada.



Conclusao

A principal intengao deste trabalho foi a de modelar a volatilidade dos retornos
de ativos financeiros através de Modelos de Volatilidade Estocdstica (a tempo
continuo) com Deformagao Temporal. Note que no decorrer do trabalho também
foi desenvolvida a modelagem a tempo discreto; entretanto o maior interesse
concentra-se na abordagem a tempo continuo, quer por sua maior flexibilidade,
quer por seus horizontes de aplicagdo mais promissores. A intencao foi realizada,
tanto a nivel tedrico, como pratico. Nesta parte final do trabalho, salientaremos
as vantagens obtidas com a utilizagdo da modelagem com deformagdo a tempo
continuo.

Sua principal vantagem ¢ o suavizamento das estimativas da volatilidade. A
introdugao do coeficiente aleatorio no processo autorregressivo AR(1) para o lo-
garitmo da variancia fez com que ele absorvesse boa parte da erraticidade do
processo, a qual, no modelo sem deformacao, era atribuida ao termo de pertur-
ba¢dao. Sendo assim, o processo duplamente estocdstico resultante é preferivel por
conter menos ruido. Uma segunda vantagem ¢ a possibilidade de incorporagao
de processos observiaveis com um apelo empirico subjacente, ou seja, a idéia
de alteragao do mercado a medida em que novas informagoes chegam permite a
inclusao destes processos, observados no tempo de calendario, de uma forma na-
tural, incorporados na fun¢ao de deformagao temporal. Uma terceira vantagem é
a relacao que podemos obter entre variagoes destes processos e o comportamento
da volatilidade. Em nossa aplicacao aos dados do IBOVESPA, encontramos que
quanto maior o volume negociado no dia anterior, maior a volatilidade do dia em
questao. Também encontramos que retornos negativos no dia anterior conduzem
a uma volatilidade maior do que retornos positivos (ambos de mesmo mdédulo), o
que significa dizer que, para nosso conjunto de dados, quando os precos decaiam,
a volatilidade subseqiiente era maior do que quando os pre¢os aumentavam. Uma
ultima vantagem a ser citada aqui é a utilizacdo desta abordagem para conjuntos
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de dados em alta freqiiéncia, os quais surgem aleatoria e desigualmente espagados
ao longo do tempo. Lembramos que os modelos a tempo discreto nao sao capazes
de tratar de modo apropriado com este tipo de dados. Para encerrar, uma desvan-
tagem desta modelagem ¢ a impossibilidade de prever-se a volatilidade mais do
que 1 passo a frente, embora seja possivel fazer previsoes condicionais se 0s pro-
cessos que influenciam a volatilidade forem modelados através de, por exemplo,
modelos autorregressivos.



Apéndice

Estatistica de Box-Ljung portmanteau

P 2

Qp,g) =T(T+2)) _Tr_’ 2

Sob a hipdtese nula de que todos os coeficientes de autocorrelagio até a ordem p
sao nulos, a estatistica () tem distribui¢do assintética Qui-quadrado com ¢ graus
de liberdade, onde ¢ é igual a p se nenhum modelo foi ajustado, ou é igual a
p + 1 — n se algum modelo foi ajustado (n ¢é igual ao niimero de pardmetros
estimados pelo modelo ajustado).

Teste para Curtose

o T =3
T 24
Teste para Assimetria
T%b,
§=—
6
onde
?n2
h = ;‘?
2
b_g = ?l
2
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As distribuicoes assintoticas destas estatisticas, sob as hipoteses, respecti-
vamente, de nao haver excesso de curtose e de haver simetria, sao cada uma
Qui-quadrado com 1 grau de liberdade.



Referéncias Bibliograficas

1]

[2]

3]

4]

[5]

8]

[9]

[10]

M. Abramowitz and N. C. Stegun. Handbook of Mathematical functions. New
York: Dover Publications Inc., 1970.

C. Alexander. The Handbook of Risk Management and Analysis. Wiley,
1996.

R. T. Baille and T. Bollerslev. Prediction in dynamic models with time-
dependent conditional variances. J. Econometrics, 52:91-113, 1992.

T. Bollerslev. Generalised autoregressive conditional heteroskedasticity. .J.
FEconometrics, 51:307-327, 1986.

T. Bollerslev, R. Y. Chou, and K. F. Kroner. Arch modeling in finance:
a review of the theory and empirical evidence. Journal of Econometrics,

52:5-59, 1992.

T. Bollerslev and R. F. Engle. Modelling the persistence of conditional va-
riances. Fconometric Reviews, 5:1-50, 1986.

P. Clark. A subordinated stochastic process model with finite variance for
speculative price. Econometrica, 41:135-156, 1973.

W. Dunsmuir. A central limit theorem for parameter estimation in stationary
vector time series and its applications to models for a signal observed with
noise. Ann. Statist., 7:490-506, 1979.

R. F. Engle. Autoregressive conditional heteroskedasticity with estimates of
the variance of the united kingdom inflation. Fconometrica, 50:987-1007,
1982.

R. F. Engle and G. Gonzales-Rivera. Semiparametric arch models. .J. Eco-
nomics and Business Statist., 9:345-359, 1991.

64



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 65

[11]

[14]

[15]

(16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

[22]

23]

R. F. Engle, D. M. Lilien, and R. P. Robins. Estimating time-varying risk
premium in the term structure: the arch-m model. Econometrica, 55:391-407.
1987.

E. Ghysels, C. Gouriéroux, and J. Jasiak. Market time and asset price
movements theory and estimation. Discussion Paper CTRANO and CREST.
1995.

E. Ghysels and J. Jasiak. Stochastic volatility and time deformation: an
application to trading volume and leverage effects. Paper presented at the
199} Western Finance Assoctation Meetings, Santa Fe, 1994.

I. I. Gihman and A. V. Skorohod. Stochastic Differential Equations. Springer-
Verlag, 1972.

J. Hamilton. Time Series Analysis. Princeton: Princeton University Press,
1994.

L. P. Hansen. Large sample properties of generalized method of moments
estimators. Feconometrica, 50:1029-1054, 1982.

A. C. Harvey. Forecasting, Structural Time Series Models and the Kalman
Filter. Cambridge: Cambridge University Press, 1989.

A. C. Harvey and N. Shephard. Estimation and testing of stochastic variance

models. STICERD Econometrics Discussion Paper, LSE, 1993a.

A. C. Harvey and N. Shephard. Estimation of an asymmetric stochastic
volatility model for asset returns. STICERD Economelrics Discussion Paper,
LSE, 1993b.

P. Y. Hong. The autocorrelation structure for the garch-m process. Economic
Letters, 37:129-132, 1991.

J. Hull and A. White. The pricing of options on assets with stochastic vola-
tilities. Journal of Finance, 42:281-300, 1987.

S. W. Lee and B. E. Hansen. Asymptotic theory for the garch(1,1) quasi-
maximum likelihood estimator. Econometric Theory, 10:29-52, 1994.

R. L. Lumsdaine. Consistency and asymptotic normality of the quasi-
maximum likelihood estimator in igarch(1,1) and covariance stationary gar-
ch(1,1) models. Economeirica, 64:575-596, 1996.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 66

[24] B. Mandelbrot and H. Taylor. On the distribution of stock prices differences.
Operations Research, 15:1057-1062, 1967.

(25] B. J. Murteira. Probabilidades e Estatistica. NlcGraw-Hill, 1990.

[26] D. B. Nelson. Conditional heteroskedasticity in asset pricing: a new approa-
ch. Economelrica, 59:347-370, 1991.

[27] A. Pagan. The econometrics of financial markets. Lectures, The Australian
National University and The University of Rochester, 1993.

(28] M. B. Priestley. Spectral Analysis and Time Series. London: Academic
Press, 1981.

[29] N. Shephard. Statistical aspects of arch and stochastic volatility. Paper
prepared for the 1994 Séminaire Européen de Statistique at Nuffield College,
Ozford, 1994.

[30] J. H. Stock. Estimating continuous time processes subject to time deforma-
tion. Journal of the American Statistical Association, 83(401):77-84, 1988.

[31] S. Taylor. Modelling Financial Timne Series. John Wiley, 1986.

[32] A. A. Weiss. Asymptotic theory for arch models: estimation and testing.
Fconometric Theory, 2:107-131, 1986.

[33] P. Whittle. Prediction and Regulation. Oxford: Blackwell, 1983.

[34] R. Wu. Stochastic Differential Equations. Pitman Publishing, 1985.



Indice

AGARCH, modelo, 21
ARCH, modelos
caracteristicas gerais, 14
definicao, 13
estimacao, 15
nomenclatura, 5
previsao, 16
ARCH-M, modelo, 23
ARIMA, processo, 32
ARMA, processo, 7
autorregressivo, processo
tempo continuo, 41
tempo discreto, 7

Browniano, movimento, 40

deformagdo temporal, 1, 37
fungao de, 43
modelos de V.E. com, 38
diferen¢a martingala, processo, 5

EGARCH, modelo, 22
erros de predicao, 29
estacionariedade
forte, 6
fraca, 6
estimagao
GMM, 27
QML, 28
QML irrestrita, 31
variaveis explanatorias, 35, 39

fatos estilizados, 4

67

GARCH, modelos
caracteristicas gerais, 18
definigao, 17
estimacao, 19
nomenclatura, 5
previsao, 20

IBOVESPA, 1
IGARCH, modelo, 22

Kalman, filtro de
definigiao, 28
estimador filtrado, 29
estimador suavizado, 29

limite estocdstico
continuidade, 40
convergencia, 39
diferenciabilidade, 40
equagao diferencial, 41

médias moveis, processo de, 6

observagoes corrigidas por heterosce-
dasticidade, 31

quase-verossimilhancga, funcao de, 16

retorno, 3
ruido branco, processo, 5

tempo operacional, 38, 42

UCARIMA, processo, 32



INDICE

variabilidade condicional estocastica,
12
volatilidade, 1, 3
Volatilidade Estocdstica, modelos de
com deformagao temporal, 38
a tempo continuo, 41
a tempo discreto, 38
definigao, 23
estimacao, 20
GMM, 27
quase-maxima verossimilhanca,
28
propriedades, 24

Wiener, processo de, 40

68



