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RESUMO

Neste trabalho duas solugoes em ordenadas discretas sao propostas para
problemas da dinamica de gases rarefeitos, em meio finito e semi-infinito, abordados
segundo o modelo BGK linearizado. As duas versoes utilizam os chamados “half-
range” esquemas de quadratura, no entanto os dois casos diferem basicamente na
avaliacao, analitica ou numérica, das solugoes elementares do sistema de equagoes em
ordenadas discretas. Ainda um problema de autovalores simplificado, baseado em
matrizes que sao perturbagoes de matrizes de posto um, resulta nas duas abordagens

e é tratado a partir de rotinas especificas. Resultados numéricos sao apresentados.



ABSTRACT

In this work two discrete ordinates solutions are developed to solve a
class of problems in the theory of rarefied gas dynamics, in finite and semi-infinite
media, described by the linearized BGK model. The two methods use half-range
quadrature schemes and are based on the use of either analytical or numerical ap-
proaches to evaluate the elementary solutions of the discrete ordinates equations.
The addition, the approaches present a simpler associated eigenvalue problem based
on matrices that are diagonal perturbations of rank-one matrices. Numerical results

are presented.



1 INTRODUCAO

No contexto dos métodos deterministicos para solucao da equacao de
transporte, o método de ordenadas discretas, caracterizado basicamente pela dis-
cretizacao da variavel angular da equacao, tem sido amplamente usado em modelos
unidimensionais e multidimensionais. Segundo Chalhoub e Garcia [16] o método
de ordenadas discretas foi introduzido por Wick e Chandrasekhar na década de
quarenta. A versao original do método, conhecida na literatura como método de
Wick-Chandrasekhar, se baseava em aproximar a integral angular do termo de espa-
lhamento da equacao de transporte por uma quadratura numérica e em resolver ana-
liticamente o conjunto de equagoes diferenciais ordinarias resultante para a funcao de
distribuicao de particulas nos pontos de quadratura. Posteriormente Chandrasekhar
[17] continuou a desenvolver o método que passou a ser usado por virios outros au-
tores na resolucao de problemas de transferéncia radiativa. Depois disso, além dos
procedimentos numeéricos cldssicos baseados principalmente em aproximagoes por
diferencas finitas [22], outras abordagens de cariter analitico foram propostas para
solucao das equacoes Sy, como os métodos SGF Sy [6] e LTSy (29, 5, 30] e ainda

diferentes esquemas de quadratura vem sendo investigados [13, 15, 14].

Uma dificuldade na aplicacao da solucao em ordenadas discretas como
proposta por Chandrasekhar [17] reside basicamente no cédlculo das constantes de
separacao associadas as solucoes elementares do problema, que sao encontradas como

raizes de uma funcao caracteristica. Em um trabalho recente Barichello e Siewert



[4] mostraram a equivaléncia entre o método de harménicos esféricos e o de orde-
nadas discretas, a partir de uma versao modificada da solucao proposta por Chan-
drasekhar onde agora, tal como na solucao por harménicos esféricos [7] as constantes
de separacao podem ser encontradas como autovalores de uma matriz. Abordagem
semelhante a [4] foi usada para obtencao de uma solucao em ordenadas discretas
para o fluxo de Poiseuille em um canal plano, no entanto a partir de esquemas de
quadratura do tipo “half-range” [2|. No caso dessa abordagem, as constantes de
separacao podem ser encontradas como autovalores de um tipo especial de matriz

na forma diagonal mais uma matriz de posto um.

Neste trabalho a solucao em ordenadas discretas apresentada em [2]| para
o problema do fluxo de Poiseuille é reavaliada usando agora subroutinas especificas
para o problema de autovalores simplificado. Além disso problemas em meio semi-
infinito sao também tratados. Ainda, uma versao recentemente apresentada por
Siewert [25] para o problema classico de Chandrasekhar de transferéncia radiativa,
diferenciada da anterior basicamente pela forma de calcular as componentes inde-
pendentes da parte espacial das solucoes elementares, é aqui aplicada & uma classe

de problemas da dindmica de gases rarefeitos baseados no modelo BGK linearizado.

Assim no capitulo 2 apresentamos o problema do fluxo de Poiseuille e no
capitulo 3 os problemas “Creep” Térmico e Deslizamento Viscoso em meio semi-
infinito, apresentando para cada um deles uma solucao em ordenadas discretas
com duas abordagens diferenciadas, uma avaliando analiticamente as solucoes ele-

mentares e outra numericamente, sendo que para estas duas avaliagoes designamos



0s respectivos nomes de primeira e segunda abordagem. No capitulo 4 discuti-
mos suscintamente o problema de autovalores D+pzz” e mostramos os resultados
numericos obtidos a partir das duas abordagens desenvolvidas para os problemas
apresentados nos capitulos 2 e 3. Finalmente, algumas conclusoes sao apresentadas

no capitulo 5.



2 MODELAGEM DO PROBLEMA

Na descricao do fluxo de um gés rarefeito entre duas placas paralelas, um

problema bdsico a ser resolvido [veja anexo A-1] é dado pela equacao

—250+p—/(r u)+ Z(r,p) =n" /m 20 Z(r,u)du (2.1)

para 7 € (—58/2,6/2) e p € (—00,00), com condigoes de contorno

2(=0/2,p) = (1 = ) Z(-6/2, —p) (2.2)

Z(6/2,—p) = (1—a)Z(5/2, 1) (2.3)

para i € (0,00). Seguindo [26], obtemos uma versao homogénia do problema (2.1)

introduzindo

0 0 Ly 0
Z(1, 1) = %[—r- — 2+ 2% — o — 2Y (1, )] (24)

nas equacoes (2.1) a (2.3), resultando que Y (7, u) deve satisfazer

d
E?_Y (7:8) +Y (1, 4} = / Y (u)Y (1, u)du (2.5)



para 7 € (—a,a) e pp € (—o0, cc), com condi¢oes de contorno

Y(—a,p) = (1= a)Y(—a, —p) +ap® +ap(2 — a) (2.6)

Y(a,—p) = (1 —a)Y(a,p) + ap’® +ap(2 - «) (2.7)

para p € (0,00). Estamos denotando aqui

Y(p) = 1 e (2.8)

e ainda 2a = 6.

Nas secoes a seguir descrevemos a obtencao de solugoes para o problema
em Y (7, u) através do método de ordenadas discretas, a partir de duas abordagens
diferenciadas para o cdlculo das componentes independentes da parte espacial das

solugoes elementares.

2.1 Solucao em Ordenadas Discretas

Para obtencao de uma solug¢ao em ordenadas discretas, observamos ini-
cialmente que a funcao caracteristica ¢ (u), dada pela equacao (2.8) é uma funcao par
e seguindo Barichello e Siewert [1] reescrevemos o termo integral da equacio (2.5)
como sendo uma integral definida somente de zero a infinito (fazendo as devidas

mudancas de varidveis) e esse novo termo integral aproximamos por um esquema de



quadratura delinido entao para metade do dominio, e com isso podemos escrever as

equacoes em ordenadas discretas na forma

d

N
dTY(T,#-i) + Y (1, 05) = Y wed () [Y (7, ) + Y (7, — )] (2.9)

k=1

Hi

N
" pi%Y(-:-, —ps) + Y (1, —ps) = D wed (me)[Y (7, 1x) + Y (7, — )] (2.10)
k=1

para i = 1,..., N. Devemos observar que o conjunto de pesos e raizes da quadratura
aqui usados definem um esquema para avaliacio de uma integral no intervalo [0, 1].

Procurando solucoes do tipo exponenciais para as equacoes (2.9) e (2.10),

substituimos nessas equagoes as solucoes elementares

Y (1, £p:) = o(v, £u3)e” ™ (2.11)

onde v é a constante de separacao a as funcgoes ¢ denotam o que chamamos de

componentes independentes da parte espacial das solugoes elementares.

Substituindo nas equac¢éoes (2.9) e (2.10) a expressiao (2.11) obtemos as

seguintes equacgoes em forma matricial

lsm(y) —(I-W)d.(v)— W_(v) (2.12)

i/



1
——E®_(v)=(1-W)2_(v)— W& _(v) (2.13)
14
sendo que
E = diag{p1, po, #3, - BN} (2.14)
D4(v) = [o(v, £m1), ¢(v, £p2), .., 6(v, 2un)]" (2.15)

I é a matriz identidade N X N, e os elementos da matriz W de posto um sao dados

pela expressao

(W)ig = wid(ps) (2.16)

onde w; denota os pesos da quadratura.

Pela adicao e subtracao das equagbes (2.12) e (2.13) obtemos ainda as

relacoes

CE (8 (1) = B_(4)] = (1- 2W) [8.(+) + B_(v)] (2.17)



e

%E @, () + B_(v)] = B+(v) — B_(v) .

(2.18)

Propomos, neste ponto, duas abordagens diferentes para o desenvolvi-

mento da solucao do problema de equagoes (2.5) a (2.7) e consequentemente para o

problema dado pelas equagées (2.1) a (2.3), descritas a seguir.

2.2 Solucgoes Elementares: uma abordagem analitica

Para desenvolver esta primeira abordagem, seguimos (2] substituindo na

equacao (2.17) a expressao (2.18) obtendo

onde

U=23_(v)+d&_(v)

D = disglp " fig s iz b

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Buscando obter matrizes simétricas, definimos uma matriz T cujos ele-

mentos T; sao tais que



Tiyjwitp (u5) = TyJwith () (2.22)

para i,j = 1,..., N. Multiplicando a equagao (2.19) por essa matriz diagonal T

obtemos
1
(D-2M)X = ;—QX (2.23)
onde
M =z"'TWT'E"! (2.24)

é uma matriz simétrica de posto um, e

X = TEU . (2.25)

Assim o problema de autovalores dado pela equacao (2.23), pode ser

reescrito na forma

(D — 22z7)X = £X (2.26)

I
onde{ =1/v- e

Vo (e) Jesb()  Jonvlen] -

H

g f2 ' [N
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O problema de autovalores definido pela equagao (2.26) é um caso especial
que faz parte do formalismo usado pelo método “divide and conquer” [20] para
o calculo de autovalores de matrizes tridiagonais {aspecto que vamos explorar na

obtencao dos resultados numéricos mostrados posteriormente).

Considerando que tenhamos encontrado os autovalores pela equacao (2.26),

impomos a condicao de normalizac¢ao

N
Z’ww (1e) [(v, pes) + @V, —pi)] = 1 (2.28)

=1

e escrevemos a solucao em ordenadas discretas como

N

v; .
YT, ui) = 4+ ] —(at7) /vy B. J —(a—T1)/v; 999
Laa g[jj”j:F#ie ¥ Juji;;;e ] ( )

sendo que as constantes arbitrarias {A;} e {B;}, podem ser determinadas pelas
condigoes de contorno do problema e as constantes de separacio {v;} s@o o reciproco
das raizes quadradas positivas dos autovalores definidos pela equaciao (2.26). Nota-

mos ainda que as solucoes elementares em (2.11) ficam analiticamente definidas.

Lembrando que problemas baseados na equagao (2.5) sao conservativos,

unia vez que

/ T p(pdp =1, (2.30)
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esperamos que um dos autovalores definidos pela equacao (2.26) tenda a zero quando
N tender ao infinito. Levando em conta este fato, negligenciamos a maior constante

de separacao entre as {v;} computadas, reescrevendo a equaciao (2.29) como

N-1

N ; ) —(a+7)/v; : Vj —(a—7) /v; ‘
Pl sl = A Bl s+ 1 e, = e + By e/ 231)

Y

Para definir as constantes A, B, {A4;} e { B;} substituimos a equacéo (2.31)
nas condicoes de contorno avaliadas nos pontos de quadratura {u;}, gerando o

seguinte sistema de equacgoes algébricas lineares

aA — Blaa + pi(2 — a)] = api + api(2 — o) (2.32)

aA + Blaa + (2 — o) = ap? +ap(2 — @) , (2.33)

parEd =1, 2. N

A resolucao do sistema formado pelas equacoes (2.32) e (2.33) deixa a
solucio em ordenadas discretas (considerando esta primeira abordagem) para o

problema proposto pelas equagoes (2.5) a (2.7) completamente definida.



2.3 Solugoes Elementares: uma abordagem numeérica

Na segunda abordagem proposta, inicialmente reescrevemos as equacoes

(2.17) e (2.18) como

(I—2W)U = %EV (2.34)
V = -l—’-'-'U 2.35
- .= (2.35)
onde
U=® (v)+®_(r) (2.36)
e
V==&, (v)—®_(v). (2.37)

Multiplicando as equacoes (2.34) e (2.35) pela matriz T definida como

em (2.22), obtemos os seguintes problemas de autovalores

(D — 22zT)X = X (2.38)



(D —2zzT)Y =¢ (2.39)
onde £ = 1/v°,
X = TEU (2.40)
[
T =TEV . (2.41)

Continuando, assumimos que a equagao (2.38) define autovalores posi-
tivos e um conjunto completo de autovetores onde &; e X(;), para j = 1,2,..., N,
denotam esta colecao . As constantes de separacao que precisamos claramente ocor-
rem aos pares, sendo assim tomamos v;, para j = 1,2,..., N, como sendo o reciproco
da raiz positiva de ;. Admitindo essas consideracoes e fazendo algumas mani-

pulagoes algébricas com as equacoes (2.40) e (2.41) obtemos finalmente

&.(m) = 5[(E + %I)T-L]X(m (2.42)
& () = 5[ - SDTX() (2.43)
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Tendo encontrado estas expressées para @ (v;) e ®_(v;), onde os ve-
tores X (&;) sao avaliados numericamente, podemos escrever nossa solu¢ao em orde-
nadas discretas ja considerando que o problema é conservativo (como mencionado

na secao anterior) como

N—1

Y (1) = AT(0)+ BIrTL(O)~TI ()] Y [4;®+(vy)e™ @/ 4 By@_(i5)e=@="/w]
(2.44)
N—1
Y_(r) = ATI(0)+B[rI1(0)+IT(1)]+ [4 @ _(vy)e @t _Bj@+(uj)e—(“*f)f”f]
(2.45)
onde

Y (7) = [Y(Tr p1), Y (1, po), ..., Y (7, MNJJT (2.46)
Y_(r) = [¥(r,~m), ¥ (1, —pa)y o ¥ (1, —w)] (2.47)
T0(1) = [Pulym), Pulpa)s o Piin)] (2.48)

e como na equacao (2.15)

Bu(v) = [$(v, £p), 6(v, £p2), ... $(v, Epy)] (2.49)



Temos que definir as constantes 4, B, {A;} e { B;}. Como na se¢ao ante-
rior, substituimos as equacoes (2.44) e (2.45) nas condicoes de contorno de equacoes
(2.6) e (2.7), avaliadas nos pontos de quadratura {.;}, gerando o seguinte sistema

de equacoes algébricas lineares

N—-1 N-1
Aj (84 () + (2 = 1)@_(n)] + 3 B [@—(v)) + (@ — 1)@ ()] e/ +
F=1 J=1

aATI(0) — B [aaII(0) + TI(1)(2 — &)] = aII*(1) + aII(1)(2 — a) (2.50)

N-—1 N-1
> Aj[@-(1) + (e - 1)@ e(vy) e 4 Z Bj[®4(v)) + (@ — 1)@ _(r)] +

aATI(0) + B [aaII(0) + II(1)(2 — @)] = oII%(1) + aII(1)(2 — a). (2.51)

Com a resolugao desse sistema determinamos completamente a solu¢ao em
ordenadas discretas (considerando esta segunda abordagem) para o problema de

equacoes (2.5) a (2.7).

No capitulo 4, apresentamos alguns resultados numéricos obtidos a par-
tir das duas abordagens apresentadas nesse capitulo para o problema do fluxo de

Poiseuille.
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3 MEIO SEMI-INFINITO

Desenvolvemos neste capitulo, usando ambas as abordagens propostas no
capitulo anterior, dois problemas classicos em meio semi-infinito conhecidos “Creep”
Térmico e Deslizamento Viscoso. Nesse caso nosso objetivo também é de com-

paracio com os resultado obtidos por Camargo [10].

3.1 O Problema do “Creep” Térmico

Como Loyalka, Petrellis e Storvick [23], expressamos o problema do “Creep”

Térmico pelas equagoes

% o [® _.2
p—"L(r, ) + L(r, p) = -,w.-l/~[ e T (r, u)du (3.1)
or Ja

com condi¢oes de contorno

lim Y(7,p) = 0 (3.2)

YO0 = (1= a)TO, ) = S4r+30(s?~3), k>0 (33

onde o é a fracao de moléculas incidentes que sdo difusivamente refletidas a partir

da parede, e Ay é a velocidade de deslizamento térmico que neste momento é uma



Iy

constante desconhecida. Esse problema retrata fisicamente a expansao de um gas
em dominio semi-infinito (mantido a uma pressao constante p) limitado por uma

placa plana localizada em 7 = 0.

Fazendo a transformacao

T(_T”U.) R )/(Tr #) - %AT (34)

obtemos o problema

d
pa=Y (T p) +Y(r ) = )Y (r,u)du (3.5)

para 7 € (0,00) e o € (—00, o0), com condicoes de contorno

Tim ¥ (7, 4) = 4 (3.6)
e
Y(O0.0) = (1= @)Y (0, —4) +5a(s* = 5) , u>0 (3.7)

onde A = Ar/2 ,a € (0,1] e

V() = x 2 (3.8)
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Propomos, neste momento, desenvolver a solu¢ao do problema definido
pelas equacoes (3.5) a (3.7) usando duas abordagens diferentes, como fizemos para

o problema descrito no capitulo 2.

3.1.1 Uma abordagem analitica

Seguindo o que foi desenvolvido na primeira abordagem do problema
finito (secao 2.2), partimos da equacio (2.28) e escrevemos nossa solucao em orde-

nadas discretas para o problema em meio semi-infinito como

N-1 % y
Yindml=d44 ) Ay—"—e% (3.9)
; ? Vi + Ki

ja considerando que estamos tratando de um problema conservativo, notando também

que essa solucao satisfaz a equagao (3.6).

Para definir as constantes A e {A4;}, substituimos a equagao (3.9) na
condicao de contorno (3.7) avaliada nos pontos de quadratura {u;}, o que gera o

seguinte sistema de equacoes algébricas lineares

= avj + (2 — a 1 /o 1
J;A—f”i[ JU;;Fpg | +ad=za(ui-3) (3.10)

pard t =1, 2,y N

Tendo encontrado as constantes 4 e {A4;} pela resolucio do sistema
acima, completamos a solucao em ordenadas discretas (considerando esta primeira

abordagem) para o problema em meio semi-infinito de equagées (3.5) a (3.7).
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3.1.2 Uma abordagem numeérica

Procedendo como na segunda abordagem do problema finito (se¢io 2.3),
partimos da equacao (2.43) e escrevemos nossa solu¢ao em ordenadas discretas para

o problema semi-infinito do “Creep” Térmico como

N-—]

Y (7) = ATII(0) + > A;®(vj)e™ "/ (3.11)
F=1
N-]

Y_(7) = AIL(0) + > A;@_(v;)e™ ™ (3.12)
=1

pois o problema que estamos considerando aqui, como ja mencionado na se¢ao an-
terior, é um problema conservativo e ainda temos que essas equacoes satisfazem a

condicao de contorno (3.6).

Pela substitucao das equagdes (3.11) e (3.12) na condig¢ao de contorno
(3.7) avaliada nos pontos de quadratura {x;}, geramos o seguinte sistema de equagdes

algébricas lineares para calculo das constantes A e {4;}:

N=
T A45[®.(s3) + (e — DB_(13)] + @ATI(0) = %a[ni’(l) - %n(on. (3.13)

=1
Resolvendo o sistema formado pela equagao (3.13) definimos completa-
mente a solu¢ao em ordenadas discretas (considerando a segunda abordagem) para

o problema proposto pelas equacoes (3.5) a (3.7).
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3.2 O Problema de Deslizamento Viscoso

Segundo Loyalka, Petrellis e Storvick [23], o problema de Deslizamento

Viscoso pode ser descrito como

pza%i”('r, i) + ¥l g = e Y (u)Y (r,u)du (3.14)

para 7 € (0.00) e pu € (—co, 00), com condig¢des de contorno

lim ¥ (1, 4) = Ap (3.15)
&
Y(O,p) =1-a)Y(0,—p)+(2—-a)u, p>0 (3.16)

onde a € (0,1] é a fracao incidente de moléculas que sao difusivamente refletidas
a partir da parede, Ap que até entao é uma constante desconhecida representa a

velocidade de deslizamento viscoso, e

Y(p)=m=n “AfB = (3.17)

Este problema consiste em encontrar a funcao de distribuicao molecular
de um gas que preenche o semi-espaco 7 > 0 limitado por uma placa plana localizada

em 7=0. O gas é nao uniforme, pois ha um gradiente de velocidade ao longo do eixo



T na componente z da velocidade macroscépica. Este gradiente torna-se constante

quando 7 — oo.

Propomos desenvolver a solugao deste problema de Deslizamento Viscoso

usando as duas abordagens descritas no capitulo 2.

3.2.1 Uma abordagem analitica

Partimos da equacao (2.28) e escrevemos nossa solu¢ao em ordenadas

discretas para o problema semi-infinito de Deslizamento Viscoso, conforme descrito

na secao (2.2) como

N-1
”
Y(r, +pu;) = Ap + e By (3.18)
; TV F

ja considerando que estamos tratando de um problema conservativo e observando

que essa solucao satisfaz a condigido de contorno (3.15).

Para definir as constantes Ap e {4;} substituimos a equacao (3.18) na

condicao de contorno (3.16) avaliada nos pontos de quadratura {u;}, resultando que

N-1 ¢

avi+ pi(2 — o :
Y A~ _( - )] +adp=(2-a)u (3.19)
§=1 7 Hi

parai = 1,2,..., N, sendo que a solugao desse sistema de equacgoes algébricas line-
ares completa a determinacao da solucao em ordenadas discretas (considerando a

primeira abordagem) para o problema de Deslizamento Viscoso.



3.2.2 Uma abordagem numérica

Em analogia aos procedimentos feitos na segunda abordagem do problema
finito (secdo 2.3), escrevermos nossa solucao em ordenadas discretas para o problema

de Deslizamento Viscoso, partindo da equacio (2.43), como

N-1
Y (1) = ApIL(0) + Y A;®. (vi)e ™™ (3.20)
j=1
e
N—-1
Y_(7) = ApII(0) + > A;®_(v)e™/¥ | (3.21)
j=1

pois o problema que estamos considerando aqui como ja mencionado na secao ante-

rior, € um problema conservativo.

Substituindo as equagoes (3.20) e (3.21) na condicao de contorno (3.16)
avaliada nos pontos de quadratura {u;}, originamos o seguinte sistema de equacoes al-

gébricas lineares cuja solucao define as constantes Ap e {A;}

N—=1

D> Aj® () + (@ — 1)@ _(v;)] + ¢ ApII(0) = TI(1)(2 — ) . (3.22)
=1

Tendo definido as constantes Ap e {A4;}, a solucdo em ordenadas discretas
(considerando a segunda abordagem) para o problema de Deslizamento Viscoso fica

totalmente determinada.



No préximo capitulo apresentamos alguns resultados numéricos para os

dois problemas apresentados neste capitulo, usando as duas abordagens propostas.



4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Descricao Geral

O que primeiro devemos definir, na busca pelos resultados numéricos para
os problemas descritos nos capitulos 2 e 3 é o esquema de quadratura a ser usado na

solucao em ordenadas discretas. A primeira escolha, é pelo uso da transformacao

1
ul) = 73 - (4.1)
ou da transformacao
u(p) =e™*, (4.2)

para mapear o intervalo |0, c0) sob [0, 1|, para entao usarmos o esquema de Gauss-
Legendre mapeado no intervalo [0, 1|. Feito isto, extendemos o esquema de quadratura
para todo o intervalo (—oo, oc) pelo caminho indicado pelas equacoes (2.9) e (2.10)
do capitulo 2. Tendo definido o esquema de quadratura, calculamos entao as
constantes de separagao {v;} pela resolucio do problema de autovalores definido pela
equagao (2.26). Diferentemente de [2| podemos utilizar a subroutina UPDATER
[28], recentemente desenvolvida para considerar a forma especial da equagao (2.26),
pois até entao, casos como estes, vinham tendo seus autovalores calculados, por
exemplo, pela subroutina RG, do pacote matematico EISPACK [27], causando assim

um esfor¢o computacional desnecessario.



Para resolucao do sistema linear envolvido, usamos as subroufinas DGECO

e DGESL (eliminagao de Gauss) do pacote matematico LINPACK [18].

4.2 O problema de autovalores D + pzz”

Problemas de autovalores na forma da equacao (2.26) tém sido muito
estudados na Algebra Linear, em especial, hd uma secio 8.6.3 do livro de Golub e
Van Loan [20] que trata amplamente desta questdao. Segundo relatos de Siewert e
Wright em [28] o que se conhece, é que se todos os componentes do vetor z sao nao

nulos, entao os autovalores ¢; definidos pela equacao (2.26) sao os N zeros da funcao

f6) =1-22T(D - 1) 2. (4.3)

Pela definicio da matriz D dada na equagao (2.21), é facil de perceber que a
fun¢do acima definida tem polos nos autovalores de D , isto é (u7>, 3=, ..., BN )s
e que é monotona decrescente entre estes polos. Se os p; sao ordenados pela forma
usual, temos que os autovalores &; estao relacionadoé com a diagonal de D da seguinte

forma:

i-’-1_2>51>p2_2>£g> ...>,uRr2>£N, (4.4)

Se alguns componentes de z sao nulos, algumas das desigualdades anteriores tornam-

se igualdades. Em particular, nés temos & = u; * sempre que z; = 0.



Os autovalores &; sao calculados identificando-se as raizes da funcao definida
pela equacao (4.3) em cada intervalo (p,-_,fl, p2),i=12...,N-1e(~o0, uy’). Um
pré-processo € executado para tratar de todos os componentes de z, o que produz um
problema reduzido no qual todos os elementos do vetor atualizado sao nao nulos, per-
mitindo que seja feita uma identificacao entre os autovalores £; e os zeros das N raizes
do polinémio de equacdo (4.3). Ainda segundo 28|, o nmimero de operagdes total é
O(N?) , sendo que para encontrar cada uma das N raizes ¢ necessario um modesto
niimero de avaliagoes da fungéo f [equacao (4.3)] e de suas derivadas, onde cada uma
dessas avaliagoes requer O(N ) operagoes aritméticas. Esta complexidade compara-
se favoravelmente com a complexidade O(N?) requerida ao se usar um sistema cheio

para o calculo de autovalores de equa¢bes que tém a forma da equagao (2.26).

Como mencionado anteriormente, o problema de encontrar autovalores
de matrizes que sao perturbacoes de matrizes de posto um com autovalores que sao
desconhecidos, surge também no contexto do método “divide and conquer” para
matrizes tridiagonais. Sendo assim, reunindo varias modifica¢oes das subroutinas
do pacote matematico LAPACK [19], Siewert e Wright 28] idealizaram a subroutina
UPDATER que calcula autovalores e autovetores definidos como na equagao (2.26)
usando as aproximacoes relatadas nessa secao . Fizemos entao uso dessa subroutina
para encontrar os autovalores e os autovetores de ambas as abordagens, analitica e
numérica, de cada um dos problemas desenvolvidos nesse trabalho. A subroutina

UPDATER pode ser encontrada no seguinte site

http://www.mes.anl.gov/~ wright/dzpack/
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4.3 Aplicacoes

Na avaliacao dos nossos resultados numéricos, voltamos nossas atencoes
para o que Loyvalka, Petrellis e Storvick relatam na referéncia [24], avaliando para
varios valores do coeficiente de acomodacao « a taxa de fluxo @, com valores inver-
sos do mimero de Knudsen 2a € [0.05, 10] e o perfil de velocidade ¢(7) para o caso
2a = 2.0, bem como para o que Siewert, Garcia e Grandjean relatam na referéncia
[26] para a taxa de fluxo Q sendo 2a € [0.001,100] e & = 1. Loyalka, Petrellis e
Storvick descrevem na referéncia [23] resultados numéricos a respeito dos problemas
“Creep” Térmico e Deslizamento Viscoso, com os quais respectivamente compara-
mos os nossos resultados para as velocidades macroscépicas gp(7) e gp(7), e para as

velocidades de deslizamento térmico e viscoso (A7 e Ap respectivamente).

Considerando nossos resultados a partir de N = 30, confirmamos com
mais ou menos uma unidade no ultimo digito, todos os resultados para o fluxo de
Poiseuille listados com cinco digitos de precisao nas referéncias [24] e [26]. O mesmo
aconfece com os problemas “Creep” Térmico e Deslizamento Viscoso ao comparar-
mos nossos resultados a partir de N = 24 para as velocidades macroscépicas gp(7)
e qp(7), e para as velocidades Ar e Ap, listados com seis e sete digitos de precisao

na referéncia [23].

Devemos destacar que o uso da segunda transformacao no mapeamento
dada pela equacao (4.2), proporciona resultados mais satisfatorios e estaveis para
os mesmos valores de N, entao por esse motivo todos os resultados desse trabalho

foram obtidos somente pelo uso dessa transformacao. Um outro ponto importante
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a ser ressaltado com relacao aos resultados numéricos é que na primeira abordagem
apresentada neste trabalho, temos alguns casos onde as constantes de separacao v;
sao iguais aos pontos de quadratura &;, o que nao é permitido pelas equacoes (2.31),
(3.9) e (3.18), sendo assim, omitimos esses pontos de quadratura dos nossos calculos
sem causar nenhuma eonsequéncia, ja que nesses pontos a fungao caracteristica ¢ ()
é efetivamente nula, nao contribuindo portanto para o lado direito das equacoes (2.9)

e (2.10).

Tendo encontrado concordancia com os resultados das referénecias citadas,
e para estabelecer alguma confianca nas solucoes desenvolvidas com ambas as abor-
dagens, vamos mostrar alguns resultados numéricos que encontramos usando nossa
solugdao em ordenadas discretas para cada um dos problemas descritos nos capitulos
2e3.

4.3.1 O problema do fluxo de Poiseuille

4.3.1.1 Resultados da primeira e segunda abordagem

Para calcular o perfil de velocidade macrosedpica com a primeira abor-

dagem do problema descrito no capitulo 2 usamos

q(1) = fgf_ikb(u)z(ﬂ#)du (4.5)

que pela equacao (2.4) resulta em
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Q—a*+73) = [ oY (r,p)du, (4.6)

—oC

q(7) =

| =

e para a taxa de fluxo

Q=—55 [ atryar. (@.7)

Com o uso da condicio de normalizacao dada pela equacio (2.28) e da
equacao (2.31) para resolver o termo integral da equacao (4.6), encontramos para o

perfil de velocidade macroscopica a expressao

N-1
g(7r) = %(1 —a®+ 'r:z) — A—-B1— Z [x‘lje‘f“”m’j + Bje‘[““f)/"j] : (4.8)

=1

Apds substituir a equacdo (4.8) na equagao (4.7), encontramos para a

taxa de fluxo a expressao

1 =t o agahed 1 2 ,
Q= F[QGA + Z vi(A; + B;)(1—e™" 3‘)} — ——(1 - —a‘). (4.9)

a= o 2a

Para desenvolver os resultados numéricos com a segunda abordagem para
o problema do fluxo de Poiseuille, partimos da equacdo (4.6), discretizamos seu
termo integral e usamos as equacoes (2.30), (2.44) e (2.45) obtendo assim para o

perfil de velocidade macroscopica a expressao
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N—1 N-1
g(r) = %(1—(34 ) —A-Br—{ 3 Aje @3 Biem@ W ilgo(v;)  (4.10)
=1 j=1
onde
N
qbg(!/j) = Zw{k’) (,u,-) [qﬁ(b’j, -hu,;) I ¢’(Vj, —,u,')} A (4.11)

i=1

Apos usar a equagao (4.10) na equacao (4.7), encontramos para a taxa

de fluxo a expressao

1 — e 1 & 3 ‘
Q=353 [2‘“‘1 + ; vi(A; + Bj)(1 — e/ ’)tbo(vj)] — %(1 = ga") L (412)

Na Tabela 4.1 estao os resultados da velocidade macroscépica ¢(7) com
a=1.0, e na Tabela 4.2 os resultados da taxa de fluxo Q, sendo que ambas foram
geradas com N=30 e descrevem os valores que encontramos pelas duas abordagem

da nossa solu¢ao de ordenadas discretas para o problema descrito no capitulo 2.
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Tabela 4.1: Velocidade macroscopica q(7)
r a=050 a=080 a=08 a=09% a=100

0.0 -3.6522 -2.3196 -2.1174 -1.9488 ~1.8746
0.1 -3.6448 -2.3121 -2.1099 -1.9413 -1.8671
0.2 -3.6226 -2.2896 -2.0873 -1.9187 -1.8444
0.3 -3.5851 -2.2518 -2.0494 -1.8306 -1.8063
04 -3.5318 -2.1979 -1.9954 -1.8264 -1.7521
0.5 -3.4618 -2.1271 -1.9243 -1.7552 -1.6808
0.6 -3.3733 -2.0377 -1.8347 -1.6654 -1.5908
0.7 -3.2637 -1.9270 -1.7238 -1.5542 -1.4795
0.8 -3.1279 -1.7900 -1.5866 -1.4167 -1.3419
0.9 -2.9540 -1.6153 -1.4116 -1.2416 -1.1668

1.0 -2.6764 -1.3404 -1.1375 -9.6838(-1) -8.9392(-1)

Tabela 4.2: Taxa de fluxo @

20 a=050 a=080 a=08 a=09 o=1.00
0.05 5.2233 3.0897 2.7383 2.4373 2.3023
0.10 4.5564 2.7077 2.4060 2.1482 2.0327
0.30 3.7785 2.2448 2.0011 1.7945 1.7025
0.50 3.5444 2.1023 1.8766 1.6863 1.6019
0.70 3.4377 2.0388 1.8220 1.6398 1.5592
0.90 3.3839 2.0092 1.7976 1.6202 1.5418
1.00 3.3682 2.0019 1.7921 1.6163 1.5387
2.00 3.3766 2.0414 1.8386 1.6694 1.5949
5.00 3.7744 2.4382 2.2351 2.0655 1.9908
7.00 4.0881 2.7461 2.5414 2.3704 2.2949
9.00 4.4102 3.0635 2.8576 2.6853 2.6092

4.3.2 Problemas em meio semi-infinito
4.3.2.1 Resultados da primeira e segunda abordagem para o Problema “Creep”

Térmico

Para calcular o perfil de velocidade macroscépica usando a primeira abor-

dagem do problema “Creep” Térmico tomamos

q(r) = /m v(p)Y (7, p)dp (4.13)

o =00
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que pela equacdo (3.9) resulta em

N-1
g(r) = A+2) A;e7" . (4.14)
j=1
Encontramos o perfil de velocidade macroscopica com a segunda abor-

dagem do problema “Creep” Térmico substituindo as equacoes (3.11) e (3.12) na

equacao (4.13) o que resulta em

N-1
ar) =A+23 A Mgo(vy) | (4.15)

=1

sendo que ¢o(v;) é definido como em (4.11).

Na Tabela 4.3 estao os valores que encontramos usando nossa solucao em
ordenadas discretas, com as duas abordagens do problema “Creep” Térmico para o
perfil de velocidade macroscopica, e para esse mesmo problema listamos na tabela
Tabela 4.4 os valores para a velocidade de deslizamento térmico A que encontramos

resolvendo os sistemas de equacgées (3.10) e (3.13) com diferentes valores de a.
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Tabela 4.3: Velocidade macroscépica gp(7)
T a=020 a=040 a=060 a=080 ao=1.00
0.0 0.437744 0.378652 0.322536 0.269224 0.218556
0.2 0.476087 0.452924 0.430472 0.408695 0.387559
0.4 0.493887 0.487783 0.481689 0.475606 0.469537
0.6 0.505878 0.511345 0.516424 0.521139 0.525509
0.8 0.514697 0.528709 0.542074 0.554828 0.567004
1.0 0.521484 0.542091 0.561870 0.580865 0.599118
1.4 0.531203 0.561281 0.590296 0.618305 0.645359
1.8 0.537720 0.574168 0.609413 0.643517 0.676540
2.0 0.540196 0.579067 0.616685 0.653116 0.688421
2.5 0.544849 0.588282 0.630374 0.671195 0.710810
3.0 0.548006 0.594537 0.639673 0.683485 0.726042
5.0 0.553726 0.605885 0.656560 0.705828 (.753761
7.0 0.555401 0.609212 0.661518 0.712394 0.761918
10.0 0.356090 0.610581 0.663559 0.715101 0.765281
15.0 0.556278 0.610957 0.664119 0.715844 0.766206
20.0 0.556299 0.610998 0.664180 0.715925 0.766307

Tabela 4.4: Velocidade de deslizamento
& Ar
0.1 0.528357
0.2 0.556302
0.3 0.583848
0.4 0.611004
0.5 0.637781
0.6 0.664190
0.7 0.690239
0.8 0.715938
0.9 0.741297
1.0 0.766323

4.3.2.2 Resultados da primeira e segunda abordagem para o Problema de
Deslizamento Viscoso

Para obter o perfil de velocidade macroscépica com a primeira abor-
dagem do problema de Deslizamento Viscoso, substituimos a equagao (3.18) na

equacao (4.13) e encontramos



N-1

gr)=A4+74+ ) Ae™

#=1

(4.16)

Substituindo as equacoes (3.20) e (3.21) na equacgao (4.13) encontramos

a seguinte expressao para o perfil de velocidade macroscépica com a segunda abor-

dagem do problema de Deslizamento Viscoso

N-1

=1

e aqui ¢p(v;) também é definido como em (4.11).

g{ir)=A+17+ Z Aje ™igo(v4)

(4.17)

Os valores que obtivemos para o perfil de velocidade macroscopica usando

nossa solucao em ordenadas discretas com ambas as abordagens do problema de

Deslizamento Viscoso estao na Tabela 4.5 que foi gerada com N = 24.

Tabela 4.5: Velocidade macroscépica qp(7)

T a=0.20 a = 0.40 a = 0.60 a=0.80 a=1.00
0.0 7.622844 3.238196 1.805584 1.109557 0.707106
0.2 8.063202 3.646240 2.182908 - 1.457663 1.027415
0.4 8.357992 3.928844 2.453793 1.717270 1.276161
0.6 8.617267 4.180609 2.698309 1.954782 1.506903
0.8 8.858621 4.416772 2.929448 2.181057 1.728463
1.0 9.089163 4.643505 3.152488 2.400515 1.944445
1.4 9.530897 5.080070 3.584033 2.827181 2.366367
1.8 9.957489 5.503391 4.004171 3.244222 2.780386
2.0 1.016727(1) 5.711974 4.211587 3.450500 2.985558
2.5 1.068513(1) 6.227655 4.725143 3.961982 3.495016
3.0 1.119681(1) 6.737913 5.234015 4.469501 4.001213
5.0 1.321680(1) 8.755484 7.249225 6.482402 6.011854
7.0 1.522221(1) 1.076024(1) 9.253350 8.485904 8.014745

0.0 1.822430(1)
15.0 2.322484(1)
20.0 2.822490(1)

)
1.376209(1)
1.876256(1)
2.376261(1)

1.225495(1)
1.725536(1)
2.225540(1)

1.148726(1)
1.648761(1)
9.148765(1)

1.101587(1)
1.301616(1)
2.101619(1)




[t}
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Estao na Tabela 4.6 os valores para a velocidade de deslizamento viscoso
Ap que encontramos resolvendo os sistemas de equagoes (3.18) e (3.20) referentes a
cada uma das abordagens do problema de Deslizamento Viscoso para varios valores

deaeN =24,

Tabela 4.6: Velocidade de deslizamento

(8] AP
0.1 1.710313(1)
0.2 8.224902

0.3 5.255112
0.4 3.762619
0.5 2.861190
0.6 2.255410

0.7 1.818667
0.8 1.487654
0.9 1.227197
1.0 1.016191

De forma geral podemos dizer que para baixos valores de N a vantagem
em se usar a subroutina UPDATER naéo se mostrou significante, mas apesar de nao
ser necessario neste caso (pois obtemos de 5 a 7 digitos de precisio com N variando
de 24 a 30) ao aumentarmos esse valor, por exemplo para N = 800, notamos a

expressiva melhora no tempo computacional gasto para obtencao dos resultados.

Cabe salientar ainda, que a implementacao em linguagem FORTRAN
de nossa solucao em ordenadas discretas em qualquer uma das abordagens apre-
sentadas, por exemplo com N = 100, nao leva mais do que trés segundos em um
Pentium 233M H 7, sendo assim, acreditamos que nossa solucao é muito eficiente,

bem como muito precisa.



5 CONCLUSOES

Observando os resultados apresentados nesse trabalho verificamos que a
solucao em ordenadas discretas baseada em um esquema de N pontos de quadratura
definidos para apenas metade do dominio se mostrou precisa, eficiente e simples
em ambas as abordagens, analitica e numérica, das solucoes elementares. Esses
resultados também se confirmam para o caso de outros problemas como os de mo-
delos que incluem polarizacao [3| ou como o problema cldssico de Chandrasekhar

em transferéncia radiativa [25].

No caso de comparacoes entre as duas abordagens, a segunda, apesar de
lidar com aspectos numéricos parece mais simples no sentido que nao hd necessidade

de preocupacao com o caso onde autovalores sao iguais aos pontos de quadratura.

O problema de autovalores associado é bastante simples e pode ser tratado
numericamente de forma mais eficiente do que em trabalhos anteriores, e mesmo em

outras abordagens que recaem em matrizes fridiagonais simétricas ou cheias.

Os resultados aqui obtidos confirmam a boa precisao da solu¢ao em or-

denadas discretas que deve favorecer o tratamento de problemas mais complexos.
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ANEXO A-1

A-1.1 O problema do fluxo de Poiseuille

Consideremos duas placas separadas por uma distancia d, e um gas
fluindo paralelamente entre elas, na direcao z, devido a um gradiente de densi-
dade xpg, que é mantido por um gradiente de pressao, sendo que a temperatura 7'

é supostamente constante nas placas. Seguindo [12] vamos expressar

f(:ﬂ,Z,C):fQ(Z,C)[] + h(“q"?c)l ('L\"ll)

onde f(z,z,c) é a funcao de distribui¢ao das moléculas e ¢ (de componentes ¢, ¢,

e ¢.) com magnetude ¢, é a velocidade molecular. Ainda

d a a2
f[" 558.‘11(%), z, C] = fo(z,¢) = (1 + kz)pow ¥/ 2e° (A-1.2)

onde pg € a densidade na fronteira z = 0 e

1 =0
sgn(cy) = (A-1.3)
-1 e, <0.

Como estamos considerando uma situagao estacionaria, e com simetria,

f nao depende de y, e a equacao de Boltzmann pode ser escrita como

2] d
cm%fnché;f:—-J(f,f) (A-1.4)



onde J(f, f) é o operador de colisao. Usando a equacgiao (A-1.1) podemos reescrever

a equacao (A-1.4) como

ad d K
— w——h -+ cs | —— h)=1L I foh h A-1.
c‘8$fl+c"8z | P"[(l—f—m)] (1+h) h+ fo J(foh, foh) , (A-1.5)

com condigoes de contorno

h [—gsgn(c:ﬁ)& < C:| =0. (‘_\"16)

Na equacao (A-1.5), L é o operador linearizado de colisiao, descrito segundo o modelo
BGK [8]. Seguindo ainda consideragdes fisicas apresentadas por Cercignani e Daneri

[12], a equagao (A-1.5) pode ser simplificada, resultando que
3] a
v bes—h +os—h= Lk . A-1.7
Kc; + ¢ 52 Ic_,az ( 7)

Como as condicoes de contorno (A-1.6) nao dependem de z, e z nao
aparece explicitamente na equacao (A-1.7), h ndao depende de z, com isso reescreve-

mos a equacao (A-1.7) como

o
Ke; + czgx—h =2 (A-1.8)

Por conveniencia, consideremos



ZilEs ) = H_l] [ e"éﬂg)czh(m,c)dcwdcz (A-1.9)
=00 J—00

uma funcao desconhecida; assim que conhecermos Z, o problema estara praticamente

resolvido.

Integrando a equagdo (A-1.8) com relacdo a ¢, e c,, e considerando a

forma de L como descrita em [12]| obtemos

1 a _l/‘ﬁ o —1!2
=0k + Oc,—Z(z,c3) = 7 ‘/ e " Z(z,u)du — Z(z,cy), (A-1.10)
2 Jx -

onde 4 denota o tempo livre médio, e as condicoes de contorno sao dadas por

Z[ — —sgn(c,), cm] = (. (A-1.11)

Para um problema em meio finito podemos também considerar a equa-

¢ao (A-1.10) dada pela expressao

1 8 . _I{q e —0i®
§HH i Hcra—Z(;r, €i) =% “f e Z(z,u)du — Z(z,c,), (A-1.12)
T 2

oo

para x € (—d/2,d/2) e ¢, € (—o0, 00) com condic¢oes reflexivas

Z(—d/2,cc) = (1 —a)Z(—d/2, —cz) (A-1.13)



45

Z(d/2, —c) = (1 — @) Z(d/2, cz) (A-1.14)

para ¢z € (0,00). Aqui z é a varidvel espacial, d é a espessura do canal, x é propor-
cional ao gradiente de pressdao que causa o fluxo, 8 é o tempo livre médio, a € (0, 1]
é chamado coeficiente de acomodagio e Z(z, ¢;) é dado pela equacao (A-1.9). Assim
a determinacao da funcao desconhecida h(z, ¢c) depende da solucao do problema em

Zz65):

Segundo Barichello e Siewert [2], o problema em Z(z,c;) pode ser re-
formulado fazendo 7 = /0, § = d/0 e p = c, nas equacdes (A-1.12), (A-1.13) e

(A-1.14) resultando

1 d 0
50+ uE;Z(T, p)+ Z(7, p) = -.rr-lf’?/ e Z(r,u)du (A-1.15)

para 7 € (—6/2,6/2) e p € (—o00, ), com condigdes de contorno para p € (0, c0)

dadas por

Z(=6/2,p) = (1 — @) 2(—6/2, —p) (A-1.16)

Z(6/2,—p) = (1—a)Z(5/2, ) . (A-1.17)



