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RESUMO 

O trabalho consiste no estudo de sistemas vibratórios lineares com n 

graus de liberdade, regidos pela equação diferencial vetorial linear 

Mq + Cq + Kq = f (t) 

São analisados aspectos como a aplicação da solução dinâmica a vibrações aleatórias 

e métodos para a resolução do problema inverso (análise modal experimental) . 
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ABSTRACT 

The work consists on the stucly of vibrating systems with n degrees of 

freedom, described by the linear vectorial differential equation 

Mq + Cq + K q = f (t) 

Vve focus our analysis on applications of the dynamical solution to ranclom vibration 

anel methods for solving thc inverse problem (experimental modal analysis). 
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-
INTRODUÇAO 

Consideremos a equação diferencial vetorial linear: 

Mq + Cq + Kq = f(t) (0.1) 

onde M , C e K são matri?.es quadradas de ordem n, q é um vetor de ordem n 

de incógnitas que dependem de t, q e q são a primeira e segunda derivada ele q , 

respectivamente, f (t) é um vetor dado de ordem n de funções que dependem de t e 

n é um nümero inteiro maior do que 1, chamado ele dimensão do sistema. 

Muitos fenômenos vibratórios lineares com n graus de liberdade são 

bem descritos pela equação (0.1 ) . Neste trabalho, estudaremos aplicações da solução 

dinâmica da equação (0.1) e de sua transformada de Laplace (que é praticamente a 

matriz de resposta em freqüência) em problemas ele vibrações aleatórias e na análise 

modal experimental. 

No capítu lo 1, descreveremos brevemente a resposta de sistemas lineares 

e tipos de dados( determinísticos e aleatórios) . Definiremos as funções descritivas 

básicas dos processos aleatórios unidimensionais .. 

No capítulo 2, abordaremos um método não-modal que nos dá uma 

forma explícita para a solução dinâmica da equação (0 .1) . 

No capítulo seguinte, estenderemos os conceitos estudados no capítulo 1 

para problemas n dimensionais, obtendo uma formulação matricial. Veremos como 

a expressão da solução dinâmica obtida no capítulo 2 se encaixa na formulação 

matricial dos problemas de vibrações aleatórias multiclimensionais. 

No capítulo 4, estudaremos alguns métodos de análise moda! experi

mental. Veremos como a solução dinâmica e sua transformada de Laplace podem 

ser utilizadas na resolução do problema inverso. 
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1 VIBRAÇOES ALEATORIAS 

UNIDIMENSIONAIS 

1.1 R esposta de Sistemas Lineares 

No es tudo de sistemas vibratórios (que suporemos serem lineares, em

bora isto nem sempre aconteça), é m uito importante a determinaçã.o das carac

terísticas da saída do sistema. Para tal, estudaremos algumas funções que relacio

nam a entrada. com a saída. 

Consideremos uma entrada x(l) do sistema, que produz uma saída. y(t) . 

P ara sistemas lineares, existe um operador linear (} tal que a entrada e a saída se 

relacionam por 

y(t) = Q(x(t)). 

Seja ó(t) um impulso unitário (delta de Dirac). Temos que, para. qual

quer função x(t) , 

:~;(t) =I: ó(t - r) x(r)dr. 

Consideremos agora a resposta impulsiva h(t) , que é a saída do sistema 

quando a entrada é um impulso unitário, isto é 

h(t) = Q(ó(t)), 

então, dada uma entrada x(t) , temos que: 

y(t) = (} (l: ó(t- r )x(r)dr) = .l: (} (ó(t- r )) x(r )dr 

1: h(t- r )x(r)clr = 1: h(r )x(t- r)dr. 

2 
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Para que um sistema seja fisicamente realizável, não podemos ter uma 

resposta antes que um sinal de entrada seja aplicado, isto é, h( t) = O para t < O . 

O sinal x(t) também é nulo para t negativo. Assim, teremos: 

Então, se soubermos a resposta impu lsiva do sistema, poderemos calcu

lar o output do sistema para qualquer input simplesmente calculando a convolução 

acima. 

Consideremos agora uma entrada senoidal x(t) = eiwt . Procuraremos 

saída da forma y(t) = Hw(w)éwt , onde Hw(w) é a resposta freqüência do sistema. 

Calculando y( t) , obtemos: 

Logo, a resposta freqüência é expressa como a transformada de Fourier 

da resposta impulsiva, e então Hw(w) e h(t) são pares na transformada de Fourier. 

Dai, 

1: h( T )e-iWT dT, (1.2) 

h(t) - H (w)eiwtdw 1 !00 

2 
w . 

71' -00 

(1.3) 

A resposta freqüência é uma função complexa, e pode ser escrita na 

forma polar: 

onde !vf(w) é chamado de ganho de sistema e <f>(w) é a fase. Através da resposta 

freqüência, podemos descobrir se uma dada freqüência que compõe o sinal de entrada 

é amplificada ou reduzida, possibilitando o desenho de filtros. 
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Às vezes, é conveniente trabalharmos com a freqüência f dada em Hz, 

ao invés da freqüência angular w .As iranformadas de Fourier ficam: 

H1 (f) I: h( T )e-?.1rijr dr, 

h(t) - I: HJ(f)e2'"iftdf, 

com as funções HJ(f) e Hw(w) se relacionando através de: 

A partir de agora, denotaremos HJ(f ) simplesmente por H(f) , assim 

como Hw(w) será H(w) , por facilidade de notação. 

1.2 Sinais Aleatórios 

Basicamente, qualquer dado representando um fenômeno físico pode ser 

classificado como determinístico ou não determinístico. 

Dados determinísiticos são aqueles que podem ser descritos por uma 

relação matemática explícita.Por exemplo, a exata localização do corpo em um sis

tema massa-mola pode ser representado pela expressão x(t) =X cos j"ft. 

Há vários fenômenos físicos que podem ser representados com exatidão 

razoável por relações matemáticas explícitas, como o movimento de um satélite em 

órbita, por exemplo. Entretanto, há vários outros fenômenos físicos que produzem 

dados não determinísticos. Como exemplo, podemos citar a altura das ondas em 

um mar tempestuoso, ou as oscilações de um edifício causadas pelo vento. Não 
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podemos prever um exato valor em um instante de tempo futuro, sendo necessária 

a utilização de conceitos probabilísticos e estatísticos. 

1. 2.1 Classificação dos Dados Determinísticos 

Os dados determinísticos podem ser divididos em periódicos ou não

periódicos. Os dados periódicos se classificam entre senoidais e periódicos-complexos. 

Já os dados não-periódicos se dividem em quase-periódicos e complexos. 

1.2.1.1 Dados Pe1'iódicos Senoidais 

São dados que podem ser escritos na forma: 

x(t) = X sin(27rfot + 8) 

para 

X= amplitude, 

fo = freqüência em ciclos por segundo, 

O = ângulo fase inicial, 

x(t) = valor instantâneo em um dado valor t . 

1.2.1.2 Dados Periódicos-complexos 

São dados que podem ser descritos exatamente pela relação 

x(t) = x(t+nT) n = .. - 2,-1,0,1,2, .. , 

onde T é o período. 
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Na grande maioria dos casos práticos, os dados periódicos-complexos 

podem ser expandidos em uma série ele Fourier: 

00 

x(t) = L 
n=-oo 

com 

11T Cn = T o x( t)e27rinfot dt . 

Tais dados produzem um espectro discreto, representado pelas ampli

tudes dos números complexos Cn 

1.2 .1.3 Dados Quase-periódicos 

Quando somamos duas ou mais ondas senoidais em que a razão de todos 

os possíveis pares de freqüências formam um número racional, a onda resultante será 

periódica. Por exemplo, 

x(t) = 2sin3t + 5 sin(7t + 2)- sin(2t- 3) 

é urna função periódica. 

Já a função 

x(t) = sin 5t + sin(27rt + 3) 

não é uma função periódica, pois 2
; não é um número racional. Mas, observando 

a história temporal de x(t), vemos que esta função tem uma característica quase

periódica, embora não exista um período fundamental T finito. 
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Em geral, definimos dados quase-periódicos com sendo aqueles que po

dem ser definidos matematicamente por uma função do t ipo: 

00 

x(t) = 'L Xn sin(27r fnt + On), 
n=l 

onde fn/ fm não é um número racional para todo n =f. m. 

Assim corno dados periódicos, dados quase-periódicos tem um espectro 

discreto, mas as razões entre as freqüências elo espectro nunca resultam em um 

número racional. 

1.2.1.4 Dados Transientes 

Tais dados descrevem fenômenos que tem início em um determinado 

instante de tempo e tendem a desaparecer a medida que o tempo passa. 

Ao contrário dos dados anteriormente analisados, os dados transientes 

possuem um espectro contínuo, que pode ser obtido através da integral de Fourier, 

dada por: 

X(f) = I: x(t)e-2triftdt . 

Este espectro pode ser escrito na forma polar 

X(f) = IX(J)ie-iO(f), 

onde IX(f)l é a magnitude e 8(!) é o ângulo. 

1.2.2 Classificação dos Dados Aleatórios 

Para os fenômenos físicos aleatórios, temos que qualquer observação 

representa apenas um dos infinitos possíveis resultados que poderiam ter ocorrido. 
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Tal observação ao longo do tempo é uma amostra (ou registro, se observado em um 

in tervalo finito de tempo), e a coleção de todas as possíveis amostras que o sistema 

aleatório poderia ter produzido é chamada de processo aleatório ou estocástico. 

Processos aleatórios podem ser estacionários ou não-estacionários. Por 

sua vez, processos estacionários podem ser divididos em ergódigos ou não-ergódigos, 

e os processos não-estácionários podem ser classificados em termos de características 

próprias . 

1. 2. 2.1 Processos A leató1·ios Estacionários 

Um proceso aleatório é caracterizado por um conjunto de parâmetros 

estatísticos. Dois desses parâmetros são o valor médio J..Lx(t1 ) e a função de autocor

relação Rx(t 1 , t 1 +r), que são definidos por: 

Para o caso em que as fun ções J..Lx(ti) e Rx(it, t 1 +r ) variam com o tempo 

t 1 , o processo é dito não-estacionário. Caso f.lx(tt) e Rx(h, t 1 +r) independam de t 1 , 

o processo é dito fracamente estacionário ou estacionário no sentido amplo. Nesse 

último tipo de processo, consideramos: 

px(tl) 

Rx(il, t1 + r) 

Ainda precisaríamos de uma coleção infinita dos momentos de ordem 

superior e dos momentos conjuntos do processo {x(t)} para descrever o processo. 
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No caso em que todos os momentos e momentos conjuntos são independentes do 

tempo t 1 , dizemos que tal processo é fortemente estacionário ou estacionário no 

sentido estrito. Para nossos fins, a verificação de estacionariedade fraca justificará 

a suposição de estacionariedade forte. 

1.2.2.2 Pmcessos Aleatórios Ergódígos 

Na maoria dos casos, é possível também descrever as propriedades de 

um processo estacionário analisando uma única amostra. Por exemplo, para a k

ésima amostra, temos uma média ILx(k) e uma função de autocorrelação Rx(r,k) 

dadas por: 

!-Lx(k) - 11T lim T xk(t)dt, 
T --too 0 

T 

lim Tl r Xk(t)xk(t + r)dt. 
T--t oo Jo Rx(r, k) 

Se o processo aleatório x(t) é estacionário e tanto 1-Lx(k) quanto Rx(r, k) 

são invariantes com relação a k, chamamos o processo de ergódigo. Nesse caso, 

t emos: 

Rx(r, k) - Rx(r), 

1-Lx(k) - flx· 

A grande importância dos processos ergódigos consiste no fato de que 

todas suas propriedades podem ser determinadas através de uma só amostra. Na 

prática, os processos aleatórios representando fenômenos físicos são geralmente ergódigos. 
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1.2.2.3 P1·ocessos Aleatórios Não-estacionários 

Processos aleatórios não-estacionários são todos os processos que não 

satisfazem as condições de estacionariedade definidas anteriormente.As propriedades 

desses processos são em geral funções variando no tempo que podem ser determina

das através de análises instantâneas de um conjunto de amostras. 

Processos não-estacionários podem ser classificados em diversas cate

gorias especiais. Por exemplo os processos {y(í)} em que cada amostra é dada por 

y(t) = A.(t)x(í), onde x(t) é uma amostra de um processo estacionário c A(t) é uma 

função determinística formam uma categoria. 

1.2.3 Propriedades Descritivas Básicas de um Processo Aleatório 

As propriedades de um processo determinístico podem ser obtidas através 

de sua história temporal, e estes podem ser reproduzidos em circunstâncias idênticas. 

J á as propriedades de um processo aleatório são descritas em forma estatíst ica, seja 

no domínio do tempo ou no domínio da freqüência. 

As quatro principais funções estatísticas utilizadas para descrever as 

propriedades básicas de dados aleatórios são: 

1. Valor médio: Fornece uma descrição rudimentar da intensidade elo 

fenômeno 

2. Função densidade de probabilidade: Fornece informação sobre proprie

dades das dados no domínio ele amplitude. 

3. Função de autocorrelação: Fornece informação sobre a energia do pro

cesso, no domínio tempo. 
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4. Função densidade espectral de potência: Fornece informação sobre a 

energia do processo, no domínio freqüência. 

Na verdade, as duas úl timas funções revelam o mesmo tipo de in

formação, já que são pares da Transformada de Fourier, como veremos a seguir. 

1.2.3.1 Valor J\1/édio e Variância 

A intensidade geral de qualquer dado aleatório pode ser rudimentar

mente descrito através do valor quadrático médio 'lj;;, que é a média dos valores 

quadráticos da sua história temporal. Mais precisamente, 

l1T 'lj;; = lim - x 2 (t)dt. 
T~oo T 0 

(1.4) 

A raiz positiva do valor quadrático médio é a raiz quadrática média (ou valor rms, 

de root mean square). 

Podemos ainda pensar sobre dados físicos em termos de suas compo

nentes estática e dinâmica.A componente estática é representada pelo valor médio 

J-Lx, e a componente dinâmica pode ser descrita pela variância cr;, dadas por: 

11T lim 
1
, x(t)dt, 

T~oo 0 
(1.5) 

lim Tl 1T (x(t) - J-Lx?dt. 
T~oo 0 

(1.6) 

A raiz positiva da variância é o desvio padrão. Expandindo a equação (1.6), vemos 

que 

CT 2 = .!.2 - //2 
x 'f/x r-x· 

11 



1.2.3.2 Funções de Densidade de Probabilidade 

A função densidade de probabilidade de dados aleatórios descreve a 

probabilidade de que tais dados assumam um certo valor, dentro de um intervalo 

de tempo definido, em qualquer instante de tempo. Por exemplo, consideremos 

a história temporal de um registro x(t) obtido em um intervalo de tempo T. A 

probabilidade de que x(t) assuma valores entre x e (x + 6.x) é a razão Tx/T, onde 

Tx é o tempo total em que x(t) fica entre x e (x + 6.x) durante o intervalo de tempo 

T. Quando 'I' se aproxima do infinito, temos: 

Prob[x < x(t) ~ x + 6.x] = lim TTx . 
T~oo 

Para 6.x indo para zero, temos a definição da função densidade de probabilidade 

p(x): 

( ) I. P1·ob[x < x(t) ~ x + 6.x] 1. 1 [ 1. Tx] 
p x = 1m = un - 1m - . 

t:.x~O 6.x t:.x~O 6.x T~oo T 
(1.7) 

A probabilidade de que um valor instantâneo x(l) seja menor ou igual a um valor 

dado x é definida por P(x ), chamada de função de distribuição de probabilidade, ou 

função de distribuição de probabilidade acumulada, e é dada pela expressão: 

P(x) = P1·ob[x(l) ~ x] = [~ p(()dÇ. (1.8) 

Claramente, a probabilidade de x(t) ser menor ou igual a -oo é nula, assim como a 

probabilidade de x(t) ser menor que oo é l.A probabilidade de x(t) estar no intervalo 

(x1, x2) é dada por: 
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Podemos escrever o valor médio f.lx e o valor quadrático médio '!f;; (t) através da 

densidade de probabilidade p( x): 

f.Lx .I: xp( X) dx, 

'!/;; 1: x2p(x)dx. 

O valor médio pode ser visto como uma soma ponderada de x(t) sobre todos os 

valores de x, e o valor quadrático médio é a soma ponderada do quadrado de x(t). 

Tomemos agora a função determinfstica 

x(t) =X sin(27r fot + 0). (1.9) 

Tal função pode ser considerada uma amostra de um processo aleatório 

{x(t)} = {X sin(27r j0t + Ok)}, 

onde o ângulo fase inicial Ok de cada evento é uma variável aleatória. Assim, justifi

camos a utilização de ferramentas estat ísticas para analisar a função senoidal. Para 

a função (1.9), obtemos a seguinte densidade de probabilidade p(x ): 

p(x) = { 
se ixi <X 

se ixi 2:: X 

Pela expressão de p(x), vemos que a função (1.9) não assume valores 

maiores que X nem valores menores que - X, e que o valor mais provável de obtermos 

em um instante ele tempo l de x(t) é ±X. 

A principal aplicação ela função densidade de probabilidade de dados 

físicos é estabelecer uma descrição probabilística para valores instantâneos dos da

elos. 
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1.2.3.3 Função de Autoco·rrelação 

A função de autocorrelação descreve a relação geral dos valores do pro

cesso em um determinado instante de tempo com valores futuros. A expressão para 

a função de autocorrelação é dada por: 

1 T 
Rx(r) = lim T f x(t)x(t + r)dt. 

1'-+oo ./o (1.10) 

Fisicamente, a função x(t) deve ser nula para valores negativos de t. Temos que a 

função de auto correlação é simétrica, isto é, 

Rx( -r) = Rx(r). (l.ll) 

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz na definição (1.10), obtemos: 

IRx(r)l :::; IRx(O)I = Rx(O). (1.12) 

Em termos da função de autocorrelação, o valor médio e o valor quadrático 

médio podem ser escri tos como: 

J-Lx .j Rx( oo) exceto para casos especiais como o seno, 

Considerando novamente a onda senoidal x(t) = X sin(2rr f 0t+O), temos 

que 

Como vemos,a autocorrelação da fun ção senoidal também é periódica (e com o 

mesmo perido da onda senoidal), mas o ângulo fase é perdido. 
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Definamos agora o funcional linear E dado por 

1' 

E[x(t) ] = )im Tl f x(t)dl . T--too Jo 

Segue que: 

f.Lx E[x(t)], 

1/J; - E[x2(t)], 

(7 2 
X E[(x(t) - f.Lx?J, 

Rx(r) E[x(t)x(t +r)]. 

Para um sistema linear cuj a resposta impulsiva é h(t) , quando subme

tido a uma entrada x(t) gera a saída y(t) , temos que 

E[y(l)y(t +r)] E[.fo
00 

h(Ç)x(t - Ç)dÇ .fooo (h(rJ)x(t + T- rJ))drJ] 

E[ll~ h(Ç)h(rJ)x(L - Ç)x(t +r -ry)dÇdry] 

/ /~ h(Ç)h(ry)E[x(t- Ç)x(t +r -ry)]h(17)dÇdry 

/ ~~ h(Ç)h(ry)Rx(Ç -ry + r)dÇdry, 

Ry(r) = J/~ h(Ç)h(rJ)Rx(Ç - rJ + r)dÇdrJ. (1.13) 

A principal aplicação para a função de autocorrelação é descobrir qual 

a relação entre valores da função em um determinado tempo com valores em outro 

tempo.Assim, podemos constatar se uma função é determinística, quando a auto

correlação persiste por todo eixo temporal, ou é aleatória., quando a, autocorrelação 

tende a zero à medida que o tempo aumenta (supondo f.Lx = 0). 
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1.2.3.4 Função Densidade Especiml de Potência 

A função densidade espectral de potência (também conhecida por função 

densidade au toespectral) descreve a decomposição em freqüência dos dados através 

da densidade espectral do seu valor quadrático médio. O valor quadrático médio 

de uma amostra no intervalo de freqüência [f, f+ 6./] pode ser obtido por um 

filtro passa-banda, e computando a. média. quadrática do resultado da. filtragem. 

Explicitamente, temos: 

onde x(t, f, 6.!) é a porção de x(t) nas freqüências entre .f e .f + 6.J . Fazendo 

6.x ~ O, definimos a função densidade espectral de potência Gx(J), através de: 

G (f) 1. 1/J;(J, f1f) 1' 1 [ l' 1 1T 2( f Af)d l 
X = lffi Af = Jm Af lffi T X t, ' L.l t ' 

b.f-+0 L.l · b.f-+0 L.l 1'-+oo 0 · 

(1.14) 

e o valor Gx(.f) é sempre um número real não negat ivo. A definição (1.14) não é 

muito útil na prática para o cálculo da densidade espectral de potência.. Veremos a 

seguir uma importante relação entre a autocorrelação e a densidade espectral. 

Para x(t) tal que lx(t)l e lx(t)l2 são integráveis na reta, energia quadrática 

contida entre as freqüências wo = 21r fo e w1 = 21r ft é dada pela identidade de Par

seval: 
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No nosso caso, em geral lx(t)l e lx(t)l2 não são integráveis na reta, e então a energia 

ponderada '1/J;(J, 6!) fica: 

Daí, 

lim - lim - x(t)e-2r.t(tdt x(t)e2r.t(tdt d( 1 [,f+ I:;. f [ 1 (/T . ) (/T . ) l 
6.]-+0 6J. f T-+co T - T -T 

T T 
)~DJo ~ (1 x(t)e2r.iftdt) (1 x(t)e- 2r.iftdt) 

T T 
lim ]:_ r x(t)j x(r)e- 21fi jTe 21ri jtdrdt 

T-+co T lo -T 

1 1T 1T . lim - x(t) x(t + r)e-21nfT drdt 
T-+co T 0 - 1' 

lim jT (r1 1T x(t) x(t + r)dt)e- 2r.i fTclT 
T-+ co -1' 0 

1
00 

( pm ]:_ {T x(t)x(t + r)dt) e-2r.ifT dr. 
-co 1-+co T lo 

Logo, 

(1.15) 

o que mostra que a densidade espectral de potência é a transformada de Fourier da 

autocorrelação. Indo mais a fundo , vemos que 

Gx(f) = 2 i: R:Ar) cos( -21í f r)dr- 2 i: Rx( r) sin( - 2Tt.fr)dr 

- 4 i: Rx( r) cos(27r f r )dr, 

já que Rx(r ) e cos(2~tfr) são funções par, e sin(21rjr ) é função ímpar. A função 

Gx(J) é t ambém chamada densidade espectral de potência unilateral, pois toda 

energia de x( t) está concentrada nas freqüências pertencentes ao intervalo (0, + oo) . 
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Às vezes usamos a densidade espectral de potência. bilateral Sx(.f) , que distribui a 

enregia de x(t) também nas freqüências negativas. A função Sx(f) é definida como 

tGx(f) . Em termos da densidade espectral de potência, o valor médio e o valor 

quadrático médio de x(t) são dados por: 

!lx = [f G,(f)df]'/', 

V;; 100 

Gx(f)dj. 

A onda senoidal X sin 27l' foi tem como densidade espectral de potência 

uma função delta em f = fo. Explicitamente, 

o que significa que toda energia da onda senoidal está. concentrada na sua freqüência 

f o· 

A densidade espectral de potência bilateral da saída SvU) de um sis

tema linear tem uma relação direta com a densidade espectral de potência bilateral 

Sx(f) da entrada. Sabemos que 

Sy(f) = I: Rv( r )e- 2r.iJ-r clT 

-i: e-2nif-r (//~ h(Ç)Rx(Ç -1] + r)h(ry)dÇdry) dr 

_ !!!~ h(Ç)e271if{h(ry)e- 2r.if11Rx(Ç- 17 + r)e-2trif({-f1+-r)dÇd1]dT 

i: h(Ç)e2ir.f{dÇ I: h(ry)e-2itrff1dry I: Rx(t)e-2ir.ftdt 

- H(f)H(f)SxU) = IH(f)l2 Sx(f), 
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isto é, 

(1.16) 

A principal aplicação da função densidade espectral de potência é es

tabelecer a composição em freqüências dos dados físicos , o que revela importantes 

relações entre as características do sistema físi co envolvido. 

1.2.4 Propriedades Conjuntas de Dados Aleatórios 

Em muitos casos, é importante descrever algumas propriedades comuns 

ou conjuntas de dados diferentes de dois ou mais processos aleatórios. Por exem plo, 

podemos querer estudar a relaçã,o entre os deslocamentos de dois pontos diferen tes 

de um sistema mecânico. 

As três principais ferramentas para descrever as propriedades conjuntas 

de registros de um processo aleatório são: 

1. Função densidade de probabilidade conjunta 

2. Função de correlação cru:6ada 

3. Funçã,o densidade espectral cruzada 

Essas três funções são efetivamente extensões das formulações básicas 

usadas para descrever propriedades individuais de registros.Elas fornecem informações 

a respeito da am plitude, domínio tempo e domínio freqüência, respectivamente. 
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1. 2.4 .1 Função Densidade de Probabilidade Conjunta 

A função densidade de probabilidade conjunta. de dois registros aleatórios 

descreve a probabilidade de que ambos registros assumam simultaneamente valores 

em uma faixa. definida. 

Analogamente à função densidade de probabilidade individual, toma

mos um intervalo de observação [0, T]. Sendo Tx,y o tempo total em que os registros 

aleatórios x( l) e y(t) estejam simultaneamente nos intervalos (x, x+.6.x) e (y, y+.6.y) 

respectivamente, definimos a função densidade de probabilidade conjunta p(x,y) 

por: 

( ) I. 1 [I· T:c,y] 
p x, y = lfn (A )(" ) l ffi -T . 

óx-+O,óy-+0 w.X w.y T-+oo 
(1.17) 

Novamente, a probabilidade de que os valores instantâneos x(t) e y(t) 

sejam menores ou iguais a valores fixos x e y é dada pela função de probabilidade 

acumulada conjunta P(x, y), definida por: 

P(x,y) = [~ [~ p((,ry)d(dry. (1.18) 

Quando os dois fenômenos são estatisticamente independentes, a função densidade 

de probabilidade conjunta é dada por: 

p(x, y) = p(x)p(y) . 

A principal aplicação para a função densidade de probabilidade con

junta é estabelecer a descrição probabilística de um evento que está associado com 

dois conjuntos de dados aleatórios relacionados. Por exemplo, a previsão do choque 

de duas estruturas que estão vibrando aleatoriamente, mas com alguma correlação, 

é uma aplicação direta desta função. 
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1.2.4.2 Função de CorTelaçtío C1'ttzada 

A função de correlação cruzada de dois eventos aleatórios descreve a 

dependência geral de um em relação ao outro. Consideremos as histórias temporais 

x(t) e y(t) de dois eventos, durante um tempo de observação T. Definimos a função 

de correlação cruzada por 

11T Rxy(T) = lim T x(t)y(t + T)dt = E[x(t)y(t +r)]. 
T~oo 0 

(1.19) 

Essa função sempre retorna um valor real, que pode ser positivo ou ne

gativo. Ao contrário da autocorrelação, Rxy( T) não tem necessariamente um máximo 

em T = O, e também não é simétrica., mas sat isfaz as seguintes relações: 

flx."(r) 

IRxy(TW < 

IRxy(T)I < 

Rvx(-r) , 

Rx(O)Ry(O), 
1 
2[Rx(O) + Ry(O)]. 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

Quando Rxy(T) =O, x(t) e y(t) são ditos não correlaciona.dos. Se x(i) e 

y(t) são estatisticamente independentes e um deles tem média. O, então Rxy(T) = O 

para. todos os deslocamentos no tempo. No caso em que x(t) e y(t) não tem média. 

zero, então Lemos Rxy( T) = ~LxJ.I.v· 

Se tivermos um sistema. linear com resposta impulsiva h.(t) e alimen

tarmos com uma entrada x(t), obteremos uma saída y(t). Nesse caso, observamos 

que: 

Rxy(T) - E[x(t)y(t + T)] = E[x(t) 100 

x(t + T- Ç)h(Ç)dÇ] 

100 

E[x(t)x(t +r- Ç)]h.(Ç)dÇ = 100 

Rx( T - Ç)h.(Ç)dÇ. 
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Então, 

(1.23) 

A função de correlação cruzada tem muitas aplicações importantes .Algumas 

delas são: 

Medição elo retardo - suponhamos que queremos determinar o tempo 

requerido por um sinal para que ele passe através ele um sistema. Assumindo que 

o sistema seja linear , a correlação cruzada entre o sinal ele ent rada e o ele saída 

dará diretamente esta informação, apresentando um pico no tempo desejado. Na 

prática, essa técnica pode falhar, porque a velocidade ele transmissão pode depender 

da freqüência. Então, usamos o espectro cruzado, que será visto a seguir. 

Determinação do caminho da transmissão - consideremos o caso de um 

sistema linear no qual um sinal de entrada possa seguir dois caminhos e produzir 

um sinal de saída. Como cada transmissão demora um tempo diferente para cada 

meio, os picos ocorrerão separadamente na correlação cruzada para cada caminho 

que o sinal percorrer. Se o tempo de transmissão em cada meio pode ser calculado 

ou estimado, comparando com o valor experimental teremos detectado o caminho 

ela energia. 

Deteção e recuperação de sinais com ruído - como visto anteriormente, 

a função de autocorrelação serve também para detectar se um sinal era periódico ou 

senoidal. Se temos um sinal aleatório não necessariamente periódico com um ruído, 

a autocorrelação não conseguirá extrair o ruído deste sinal. Mas, se tivermos uma 

réplica do sinal sem ruído, fazemos a correlação cruzada entre o sinal original e o 

sinal com ruído, e extrairemos a correlação do sinal original. Adernais, no caso de 

sinais periódicos, a função de correlação cruzada dá uma relação sinal-ruído maior 

que a autocorrelação. 
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1. 2.4. 3 Função Densidade Espectml Cruzada 

Definimos a função densidade espectral cruzada Gxy(f) de dois sinais 

x(t) e y(t) com correlação cruzada Rxv(T) analogamente à densidadeautoespectral, 

através da integral de Fourier: 

(1.24) 

Como a função Rxy(T) não é simétrica, a função Gxy(f) retornará. em geral um 

número complexo não real. Assim, podemos escrever a densidade espectral cruzada 

com uma parte real e uma parte imaginária: 

onde a parte real Cxy(.{) é denominada função densidade espectral coincidente, e a 

parte imaginária Qxy(f) é denominada função densidade espectral de quadratura. 

Em notação polar, temos: 

com !Gxy(f)l sendo a magnitude e Bxv(f) sendo o ângulo. Uma propriedade impor

tante da função de correlação cruzada é: 

(1.25) 

Outra propriedade interessante é: 

(1.26) 
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Para a saída y(t) de um sistema linear com entrada x(t) , temos que 

S~y(f) roo e-27ri/-r Rxy(r)dr = 100 

e- 27ri/(-r-f.) Rx(T- Ç)h(Ç)e-27riff.drd(, 
J_cc O 1: e-2

rrif-r R~(r)dr .l: e-Zrriff.h(Ç,)df, = H(.f)Sx(f), 

e então 

(1.27) 

Quando aplicamos a densidade espectral cruzada em problemas físicos, 

é geralmente interessante usarmos a quantidade real expressa por: 

(1.28) 

onde '"'·tf:y(f) é chamada de função de coerência. Quando '"'t';y(f) = O para alguma 

freqüência, x(t) e y(t) são ditos incoerentes nessa freqüência, o que é simplesmente 

uma outra palavra para incorrelatos. Se x(t) e y(t) são estatisticamente indepen

dentes, então '"'t?:y(f) = O para todas as freqüências. Quando '"'t?:y(f) = 1 para todo 

f, x(t) e y(t) são ditos completamente coerentes. 

A função densidade espectral cruzada tem muitas aplicações, similar

mente à função de correlação cruzada. Algumas dessas aplicações são: 

Medida da função de resposta em freqüência: esta é uma aplicação fun

damental já que permite obtermos características básica de um sistema. Por exem

plo, consideramos um sistema mecânico com uma função de resposta em freqüência 

H(f) .Assumimos um sinal aleatório estacionário com uma densidade espectral Gx(f) 

que é aplicado na entrada do sistema. O sinal de saída será um sinal aleatório esta

cionário com uma densidade espectral dada por Gy(f) = IH(J)I2 Gx(J) . Mas outra 

fórmula importante já vista que relaciona o espectro cruzado dos sinais entrada e 
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saida é: 

Através dela, podemos calcular a resposta freqüência H (f) do sistema, simplesmente 

fazendo H(!) = Gxy(f)fGx(f) 

Medição do retardo: conhecendo o ângulo ele fase Bxy(f) elo espectro 

cruzado entre a entrada e a saída do sistema, teremos uma medida do retardo do 

sistema para a freqüência f.Assim, o retardo estará dado por r = Oxy(f)/2rr f. 

Vimos que a função de correlaçã.o cruzada nã.o permitia obter o tempo de retardo 

como função da freqüência, o que é possível com a utilização da função densidade 

espectral cruzada. 

Predição linear e teoria de filtros: Em muitos problemas, queremos 

determinar um filtro linear ótimo que irá transmitir e predizer informações desejadas 

de um sinal, enquanto rejeitará o ruído contido na informação. Os vários espectros 

e espectros cruzados entre sinais de entrada e ruídos, e entre sinais de saída e ruído 

determinarão o filtro ótimo. 
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2 SISTEMAS MULTIDIMENSIONAIS 
DETERMINíSTICOS 

Neste capítulo será apresentada uma fórmula explícita para determinar 

a solução q (t) da equação 

Mq + Cq + Kq = f (t), (2.1) 

onde a matriz M é não-singular c as matrizes C e K são arbitrárias. Os resultados 

apresentados neste capítulo, seguindo a teoria de Claeyssen [CLA 90b],[CLA 95], 

e o trabalho de Gallicchio [GA L 87], estão fundamentados no conceito de solução 

dinâmica matricial. 

2.1 O Método Matricial Operacional 

Consideremos a equação diferencial vetorial (2.1) Aplicando a transfor

mada de Laplace a esta equação, obtemos 

ou, de maneira mais compacta, resulta a equação operacional 

(2.2) 

onde 

~(.X) - >.2M+ >.C + K, (2.3) 

H (>.) Mq(O) + (>.M + C)q(O), 
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Q(>.) e F(>.) são as transformadas de Laplace de q(t) e de f (l), respectivamente. 

Agora, introduziremos formalmente o conceito de solução dinâmica, que 

é a base para a obtenção da solução q(t) de (2.1). A solução matricial do problema 

de valor inicial 

{ 
.. . 

MD + CD +KD = O, 

D(O) =O, M:Ó(O) = I 
(2.4) 

é denominada solução dinâmica associada à equação (2.1) . Procedendo de maneira 

análoga à obtenção da equação operacional (2.2), de (2.4) resulta a equação 

il(>. )V (>. ) = I, (2.5) 

onde V(>.) é a transformada de Laplace de D(t) e é referida como a matTiz de 

tmnsje1·ência do sistema (2.1) . 

Vemos de (2.5) que 6. - 1
(.\) = V(>.). Levando em conta esta igualdade 

e pré-multiplicando (2.2) por il- 1 (>.) segue que 

Q(>.) = V(>.)H(>.) + V(>. )F(>.) 

V(>.)Mq(O) + (>.V(>.)M + V(>.)C) q(O) + V(>.)F(>.) 

e tornando a transformada inversa de Laplace obtemos 

q(t) = D(t)Mq(O) + ( :Ó(t)M + D(t)C) q(O) + 1t D (t - s )f(s )ds. 

(2.6) 

A equação (2.6) indica que para conhecer a Tesposta (solução) do sis

tema (2.1) é suficiente conhecer a solução dinâmica associada ao mesmo. 
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Vejamos, brevemente, duas alternativas teóricas para a obtenção da 

solução dinâmica D(t) . Por um lado, se considerarmos a equação 

Mq + Cq + Kq = O, (2.7) 

as soluções da forma q(t) = e>-tv (chamadas de soluções p1'Óp1·ias) de (2. 7) são 

obtidas resolvendo o sistema 

o que equivale a achar as raízes (autovalores de (2. 7)) do polinômio caractedst·ico 

2n 

p(.X) = det (-X 2M + .XC+ K) =L bi.X2
n - i (2.8) 

i=O 

e determinar os autovetores v . Além disso, como 

os pólos de V (.X) são os autovalores de (2.7) e, desde que existe um número finito 

deles, a integral de Bromwich para a transformada inversa de Laplace reduz-se a 

uma integral de contorno limitado 

(2.9) 

onde r é uma circunferência que encerra os autovalores de (2.7). 

Por outro lado, quando a soluçã.o dinâmica é escrita como uma série de 

Taylor, ou seja, 

(2.10) 
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onde Dk = D (k)(O), e é subtituida na equação (2.4), dá origem ao problema matricial 

em diferenças 

{ 
MDk+2 + CD k+t + KDk = O, 

Do = O , .MD 1 = I 
(2.11) 

O cálculo numérico das fórmulas (2.9) e (2.11) apresenta dificuldades, 

pois no caso de (2.9) é necessário conhecer a matriz de transferência V(>.), e para 

(2.11) não é fácil gerar as matrizes Dk para k muito grande. Na seção seguinte, 

veremos um método alternativo para calcular a solução dinâmica. 

2.2 Método de Cálculo para a Solução Dinâmica 

O sistema (2.1),no caso homogêneo, pode ser escrito como 

w = Aw, (2.12) 

onde A - [ 
0 

I ] w - [ q ] e cuja solução é w (t) = eAtw(O). 
- - M-1K - M-1C , - q 

Além disso, 

[ 
IJ (t) ] 

-M- 1 KD(t) - M - 1CIJ(t) 

Portanto, 

[ 
~ ( t) J = eAt [ O ] . 
D(t) M-1 

(2.13) 
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Aplicando a transformada de Laplace à igualdade tt e At = A e At obte

mos: .XE(.X) - I= A E(.X), isto é, 

(.XI-A)E(.X) = I , 

onde E(.X) é a transformada de Laplace de e A t . Então, de (2.14) segue que: 

É fácil verificar que 

E(.X) = (.XI_ A )_ 1 = adj(.XI - A ) . 
det(.XI - A ) 

2n 

det(.XI - A ) - pe(.X) = LPiÀ2n-i = det (.X2I + .XM- 1C + M-1 K) 
i=O 

onde p(.X) é o polinômio característico já definido em (2.8).Então, 

clet M pe(.X) = p(.X). 

Por outro lado, também temos a seguinte igualdade para a matriz acljugada 

2n j - 1 

adj(.XI - A ) = L LPi_x.i- i- J A2n-j, 

e, de (2.15), obtemos que 

j =l i = O 

2n j-J . . . 
L: L: Pi À"-'- t A 2n-) 

E( .X) = :...j=_l _i=_D_.....,...--:--

Pe(.X) 
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Utilizando a integral de Bromwich para determinar a inversa da transformada de 

Laplace, temos que 

eA t = _1_ j adj(.U - A) eMdÀ ~ f:~ p det M (-1- 1 >,1-i-1 e Àt d).) A 2n-j 

21ri !r Pe(>.) . . 1 
27ri hr Pe(>.) det M ' 

J=l t=O 

sendo r uma circunferência que encerra. todas as raízes de pe(>.) (e conseqüentemente, 

a.s raízes de p(>.)). Por (2.16), temos 

A função 

1 i eÀt 
d(t) = 2rri r p(>.) d>. 

é de classe c oo e suas derivadas são dadas por 

e satisfaz o problema de valor inicial 

{ 

~o bid(2n-i)(t) =O, 

bod(2n-I)(O) = 1, d(O) = d'(O) = ... = d(2n-2)(0) = 0, 

de modo que 

1 
L:[d] = p(>.)' 
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Substituindo (2.19) em (2.18) obtemos 

2n j-1 
eAt =L L b;d(j-i-l )(t)A 2n-j (2.22) 

j=l i =O 

De (2.13), temos que dfkdtk· [ ~(t) ] = A keAt [ 
0 

] e, em l =O, [ D (k)(Q) ] _ 
D (t) M - 1 D (k+t) (O) 

A k [ 
0 

] , isto é, 
M -1 

(2.23) 

Através de (2.13) e (2.22), podemos escrever 

[ 
~(l) ] 
D (t) 

2n j-1 
- LLbid(j-i- l) (t) A 2n-j 

j=l i=O 

L L b;d(j-i -l)(t) 2n-J 2n i-1 [ D . ] 

j= l i =O D 2n- j+1 
(2.24) 

sendo que a última igualdade foi obtida de (2.23) . Deste modo, uma fórmula para 

a solução dinâmica é 

2n j-1 
D (t) =L L bid(j-i-l) (t) D2n-j· (2.25) 

i =l i=O 

onde os coeficientes matriciais D 2n-j , j = 1 : 2n podem ser determinados recursiva

mente pela aplicação de (2.11) . Cabe salientar que somente precisamos calcular um 

número finito de matrizes Dk· 
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Para efeito numérico[CAN 95], enfatizamos a segunda igualdade obtida 

a partir (2.24), ou seja, 

2n j-1 

D(t) =L L bid(j-i-l)(t)D 2n- j+l · (2.26) 
j=l i=O 

2.3 A Matriz de Transferência 

Observamos que .C[d(i- i-J) (t)] = >.;(~) 1 , i = O : j - 1, j = 1 : 2n, por 

(2.20) e (2.21), e definindo 

j-1 

qi(>.) = L bi>.i-i- 1
, j = 1 : 2n, (2.27) 

i = O 

aplicamos a transformada de Laplace a (2.25),e obtemos que a matriz de trans

ferência é dada pela seguinte fórmula: 

(2.28) 

Devemos observar que ésta é uma fórmula alternativa para a inversão do polinômio 

matricial >.2M+ >.C+ K, pois 'D(>.) =(>.2 M + >.C+ K)-1
. 

Escrevendo o polinômio característico p(>.) como 

s 

p(>.) = bo Il (>. - >.k)m", 
k=l 

onde >.k, k = 1 : s são as raízes de p(>.) com multiplicidade mk, respectivamente. 

Temos que 

(2.29) 
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sendo que 1'ji (>.k) denota os resíduos de ~((:? em À = Àk. De (2.28) e (2.29) segue 

que 

(2.30) 

2n 
L: Tji( >.k)D 2n- j, e, considerando a t ransformada de Laplace de (2.30) 

j =l 

resulta 

(2.31) 

A solução dinâmica e sua transformada, para o caso de autovalores de 

multiplicidade 1 podem ser escritas através das fórmulas (2.30)c (2.31),resultando 

em: 

2n 

D(t) = L E ke-Xkt (2.32) 
k=l 

de modo que as matrizes E.~; correspondentes a k = 1 : 2n, são dadas por 

desde que os resíduos de ~(~f, em >. = Àk, são obtidos pelo processo habitual, ou 

Exemplo : Consideremos a equação 

[ 
1 1 ] [ - 3 -4 ] [ -5 -6 ] [ e- u ] 
O 1 q + 3 8 q + -4 O q = sin(2Ttt) 
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A equação está escrita na forma (2.1) com 

- [ 1 1 l -[ -3 -4 ] - [ -5 -6 ] M - , C - K -
0 1 3 8 -4 o [ 

e-7t l f(t ) = ) 
sin(27rt) 

cujo polinômio característico p( À) é 

com coeficientes 

bo = 1, b1 = 2, b2 = - 13, b3 = -38, b,, = - 24, 

e autovalores 

Os polinômios %(À) definidos por (2.27), para n = 2, são 

Além disso, como 

obtemos que 

p' ( - 1) = -1 O, p' (- 2) = 6, p' (-3) = - 14, e p' ( 4) = 21 O. 

Resolvendo o problema em diferenças (2.11) obtemos 

n 2 = [ 
6 6

] , 
- 3 -5 [ 1 -19 ] e D 3 = . 

10 18 
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Por (2.32) a solução dinâmica e a matriz de transferência são, respectivamente, 

4 

D(t) = L Eke.x"t, e 
k=l 

onde 

Usando os valores numéricos, decorre que 

D(t) = 

e 

[ 

7 -t 2 -2t + 15 -3t + 8 4t 
10e - e 14e 35e 

7 -t + 5 -2t 13 -3t ,, 4t 
-1oe 3e - 14e - tose 

[ ~\ ~~o ] À : I + 

+ [ ~! ~! ] 1 
13 13 À+ 3 + 
14 14 

1 
- -
À-4 

2 .4 Polinômios de Lucas e a Solução Dinâmica 

A relação entre uma equação linear de ordem superior e a exponencial 

da correspondente matriz companheira é uma questão bem conhecida. Queremos 

agora discutir o contrário, isto é, como a exponencial de uma matriz quadrada 

arbitrária se relaciona com alguma equação linear de ordem superior.Veremos que 

há uma relação que pode ser interessante do ponto de vista algébrico e numérico. 

36 



Dada uma matriz quadrada A de ordem n , consideramos a equação 

diferencial escalar 

n 

tL(n)(t) =:L ajU(n-j)(t) (2.33) 
j= l 

associada com o polinômio característico 

n 

P(>..) = det !>..I - A I= Àn - L ajÀn-j 

j=l 

da matriz A. Do teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que qualquer potência de 

A pode ser escri ta como 

n 

A k = I>·~j(k)An-j; k = 1, 2, ... , 
j=l 

para certos escalares CXj(k). Conseqüentemente, 

n 

e A t = L f3n - j(t)A n-j' 
j=O 

onde os coeficientes 

devem ser determinados. Bakarat e Baumann [BAK 69] estabeleceram que os valores 

ai(k) podem ser expressos em termos dos polinômios de Lucas generalizados 

obtidos resolvendo a equação linear escalar de ordem n 

k ?:_ n 
(2.34) 
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Nenhuma fórmula compacta para os aj's foi dada; mais tarde, Lavoie 

[LAV 75] mostrou sua relação com os polinômios de Bell, enquanto Bruschi e Ricci 

[BRU 82] exibiram uma função geradora para os polinômios de Lucas generalizados 

dk. 

Claeyssen [CLA 90b] identificou os ai(k) com os coeficientes dos po

linômios de Lucas. Fica bem claro que esses polinômios são simplesmente as deri

vadas da solução dinâmica d(t) da equação escalar (2.33) avaliadas em zero. Então, 

qualquer fórmula para os ai deve envolver a solução dinâmica escalar d(t). De fato, 

se fizermos dk = O para valores negativos de k e a0 = 1, poderemos escrever a 

fórmula de Bakarat e Baumann na forma compacta 

n- j n 
ai(k) - L ai+idk-i-1 = L aidk+.i-i-J 

i=O i=j 
n j-1 j-1 

L aidk+j- i- 1 - L aidk+j-i-1 = dk+j-1 -L aidk+j-i- 1. 
i=l i=l i=l 

Fazendo b0 = a0 , bi = -ai, teremos 

j - 1 

aj(k) =L bidk+j-i-1, 
i = O 

e então 

que sao nada ma1s que as soluções de base complementares Cn-j(t) da equação 

(2.33), com as funções Cj(t) satisfazendo (2.33) e tendo valores inicias c;k)(O) = Ójk, 

k=O,l, ... n-1. 
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-
3 EXTENSAO PARA O CASO , 

MULTIDIMENSION AL ALEATORIO 

No capítulo 1, estudamos o caso de sinais aleatórios unidimensionais. 

No capítulo 2, vimos que muitos problemas relacionados com vibrações são multidi

mensionais, resultando em sistemas lineares com n graus de liberdade. 

Neste capítulo, estenderemos o conteúdo de capítulo 1 para o caso mul

tidimensional, relacionando os resultados com o que foi obtido no capítulo 2. Uma 

idéia fundamental é utilizar a expresssão (2.25) para relacionar as correlações e den

sidades espectrais de entrada e saída de um sistema linear descrito pela equação 

(2.1). 

3.1 Resposta de Sistemas Lineares 
M ultidimensionais 

Consideraremos nesta seção um sistema linear com n graus de liberdade, 

tendo como entrada e saída os vetores x(t) -

respectivamente. 

3.1.1 Resposta Impulsiva 

x1 (t) 

x2(t) 
e y(t) 

~J 1 ( t) 

~~2 ( t) 

f'n ( t) 

Pela linearidade do sistema, podemos escrever a solução como: 

n 

y(t) = LYi(t), 
i = l 
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com Yi(t) = 

t~Ij(t) 

!~zj( t) 
resposta do sistema para x ( t) = 

o 
o 

Xj(t) 

o 

Para cada componente !!i(l) de y(t ), associamos uma resposta impul

siva hi(t) = ( hil(t) hiz(t) ··· hin(t) ) , onde hij(t) é a resposta impulso da 

componente unidimensional ~~ii(t) . 

A resposta impulso do sistema é a matriz: 

h (t) = 

Temos que !'i(t) = J
0
00 hi(r)x(t - r)dr , c então: 

!!1 ( t) h 1 (t) 

y (t) = ~!z ( t) 
= 100 h 2(t) 

x(-t - r)dr = 100 

h (r)x(t- r)dr. 

~n(t) h 11(t) 

Analisando com outro enfoque, consideremos: 

o 

o(t) 

o 
~ -i - ésimo 
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Sendo hi(t) a resposta do sistema com entrada 8i(t) , temos que a 

resposta impulsiva pode ser escrita como: 

h(t)= [ ht (t) h2(t) . . . hn(t) ] · (3.1) 

Fisicamente, notamos que cada componente hi.i(t) da matriz h(t) é a resposta da 

j-ésima componente do sistema para um impulso unitário na i-ésima componente de 

entrada. 

3.1. 2 Relação Entre a Resposta Impulsiva e a Sol'ução Dinâmica 

Para o caso estudado em que os problemas vibratórios com n graus de 

liberdade são regidos pela equação 

Mq(t)+Cq(t)+Kq(t)= f (t), 

temos que a resposta impulsiva do sistema é obtida resolvendo 

ou seJa, 

{ 

Mh(t)+Cl~(~)+Kh(t) = 8(t)I 

h(O) = O , h(O) = O 

Aplicando a transformada de Laplace à equação (3.2), obtemos 

t~.(,~ )1l( .X) = I , 

para ~(.X) definido como em (2.3). 
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Comparando as expressões (3.3) e (2.5), observamos claramente que 

'H.(> .. ) =V(>.). 

Isso implica que a resposta impulsiva h (t) e a solução dinâmica D(t) coincidem 

para todo t > O. Em outras palavras, basta encontrarmos a. resposta impulsiva e 

automaticamente teremos a solução dinâmica.. 

3.1. 3 Resposta Freqüência 

Uma analogia direta com o caso undimensional nos leva à definição da 

matriz de resposta freqüência. Seja v um vetor n-dimensional constante. Para uma 

entrada x(t) = eiwtv , esperamos uma saída da forma y(t) = H (w)eiwtv , onde 

H ( w) é a matriz de resposta freqüência. 

Sabemos que: 

Logo, a resposta freqüência é a transformada de Fourier da resposta impulsiva: 

H (f) =I: h(r)e-2
r.iJ-r dr, (3.4) 

e como temos que h ( T) = O para T < O, chegamos a 

H (f) = r )O h (r)e- 2r.ij'TdT = roo D (r)e- 2r.if'TdT = V(27ri.f). (3.5) 
./o ./o 
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3.2 Funções D escritivas dos Processos Aleatórios 
M ultidimensionais 

3.2.1 Valor Médio 

Se definirmos: 

Px = = E[x(t)], 

temos: 

1-Lv - E[y(t)] = E[100 

h(r)x(-t - r )dr] 

- 100 

h(r) E[x(t - r )]dr = (100 

h(r )dr) f.Lx = H (O)Px· 

3.2.2 Matrizes de Correlação 

Defini mos as matrizes de autocorrclação: 

Rx1 (r) Rx1x2 (r) Rx1x,.(r) 

R xx(r) 
Rx2x1 (r ) Rx2(r) Rx2xn(r) 

(3.6) -

Rxnx1 (r ) Rxnx2(r) Rxn(r ) 

Rv1 (r) R.y1Y2(r) Rv1Yn (r) 

R yy(r) 
Rv2v1(r) Rv2 (r) R"Y2Y" (r) 

= 

RYnYJ(r ) Ry,Y2( r) Rvn(r) 
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Temos: 

R yy(T) - E[y(t)yT(t + T)] = E[ roo h(Ç)x(t - Ç)dÇ roo (h (ry)x (t + T - ry))T dry] 
.fo .fo 

- E[!!~ h(Ç)x(t - Ç)xT(t + T - ry))hT(ry)dÇ,dry] 

- !!~ h(Ç)E(x(t- Ç)xT(t + T - ry)] hT(?J)dÇdry 

- !!~ h (Ç)Rxx (Ç -7] + T) hT(ry)dÇdry, 

e então 

(3.7) 

que é uma expressão analoga à expressão (1.23) obtida para o caso unidimensional. 

Da expressão para a solução dinâmica (2.25), tiramos que 

Definindo 

j-1 

ai(t) = 2:: b;d(j-i-l)(t), (3.8) 
i=O 

obtemos 
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Se fizermos 

10> = [ D 2n.- 1 D 2n.-2 . . . D o ) , 

O:t(Oa t ('IJ)I a1(Ç)a2('1J)I 

!R(Ç, '1] , r) - R xx (Ç- 'I]+ r ) 

poderemos escrever 

al(Ç)a2n('IJ)I 

a2( Ç)a2,.( 'I] )I 

(3.9) 

onde as matrizes ID> e !R ( Ç, 'I] , r) tem respectivamente dimensões n x 2n 2 e 2n 2 x 2n 2 . 

Analogamente, temos a matriz de correlação cruzada: 

R x t Yt (r ) Rxt Y2(r ) R x t Yn (r ) 

R xy(r) = 
Rx2y1 (r ) Rx2y2(r ) Rx2yn( r) 

(3.10) 

RxnYt (r ) RXnY2 (r ) RXnYn (r) 

Observamos que 

R xy(r) - E[x(t)yT(t +r)] = E[x(t) 100 

xT(t + r - Ç)hT(Ç)dÇ] 

- 100 

E[x (t )xT(t +r - Ç)]hT(Ç)dÇ = 100 

R xx(r- Ç)hT(Ç)dÇ, 

(3.11) 

semelhantemente à expressão (1.23). 
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Substituindo h(O pela solução dinâmica D (Ç), e usando a definição 

(3.8), chegamos a 

para 

onde I é a matriz identidade de ordem n, temos que a matriz IR'( r, Ç) tem dimensão 

n x 2n2 e 

Da propriedade (1.20), tiramos que Rx;y
1 
(r) 

obtemos: 

Em particular, a autocorrelação fica: 

3.2.3 Matrizes de Densidade Espectral 

Para a matriz densidade espectral definida como 

Sy, (r) Sy, Y2 (r) 

Syy(f) = SY2YI ( T) Sy2 (r) 
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Sy1 y, (r) 

SY2Yn (r) 

(3.12) 

Ry
1
x; (-r) , e então 

(3.13) 

(3.14) 



temos: 

S yy(f) - I: Ryy(r)e-Z1rifT dr 

- .l: e- Z1rijT f f~ h(Ç)R xx(Ç- 77 + r)hT(ry)dÇdrydr 

-I: h(Ç) e2in fÇdÇ I: R xx(t)e-2i1Tftdt I: hT(ry)e-2inf11dry 

- H (f)Sxx(f)H7'(!) = (H (f)s ;x(f)H*(f)) T) 

ou, utilizando a freqüência angular, 

- - T 
Syy(w) = H (w) Sxx(w )H (w). (3.15) 

Utilizando a relação (3.5), e a expressão (2.28) para a matriz de transferência, temos 

"" Qj -?,W ( "" qk 2W T 
( 

2n ( . ) ) ( 2n ( . ) ) f=: p( - iw) Dzn-j Sxx w) ~ p(iw) Dzn-k 

~ ~ qi( - iw)qk(iw) ( T 
- f;;1 ~ Dzn- j IP( iw) 12 Sxx w )D zn- k. 

Definindo 

q1 ( - iw )q1 ( iw )I ql ( -iw )qz( iw )I 

1 q2( - iw)q1(iw)l q2( -iw)q2(iw)I 
§(w) = IP(iw)I2 Sxx(w) 

chegamos à seguinte expressão para Svv(w): 

Syy(w) = OO(w)!Ii', 

onde §(w) tem dimensão 2n2 x 2n2 . 
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Qt(-iw)qzn(iw) I 

qz( - iw )q2n( iw )I 

(3.16) 



A matriz densidade espectral cruzada é: 

Sx•v• (r) Sx1v2( r) 

Sxy(f) = 
SX2Y1 (r) Sx2Y2( r) 

SXnYI (r) SxnY2(r) 

Temos que 

e então 

SX1Yn (r) 

SX2Yn (r) 

Sxny,.(r) 

(3.17) 

(3.18) 

Se a entrada x(t) for um vetor de sinais aleatórios, podemos obter 

as matrizes Syy(f) e Sxy(f) experimentalmente. Daí, podemos extrair a resposta 

freqüência H (f) através de: 

(3.19) 

desde que a matriz SxxU) seja inversível. 

Utilizando a freqüência angular e a expressão (2.28), podemos escrever 

2n (. ) 2n (. ) 
'"' qj nu T '"' qj l W T Sxy(w) = Sxx(w) L C ) Dzn-j = L C ) Sxx(w)D zn-j · . p zw . p nu 
J =l J= l 

Fazendo 
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onde I é a matriz identidade de ordem n, chegamos a 

(3.20) 

com a matriz §'( w) tendo ordem n x 2n 2 • 

De (1.25), tiramos que S'x;y)(f) = S'yp:;(J), e então o caso multidimen-

sional fica: 

(3.21 ) 

Como caso particular, obtemos a autocorrelação: 
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4 ANÁLISE MODAL EXPERIMENTAL 

Nos capítulos anteriores, nós supomos conhecidos os parâmetros das 

equações que regem os fenômenos de vibrações, e então poderíamos prever a resposta 

de um sistema sabendo a entrada do sistema. Neste capítulo consideraremos o 

problema inverso, ou seja, queremos determinar os parâmetros das equações a partir 

de medições em estruturas vibratórias. 

Assumiremos que os problemas vibratórios com n graus de liberdade 

são bem modelados pela equação diferencial linear matricial (2.1). Nosso objetivo 

será determinar os autovalores Ài e seus correspondentes autovetores v ; satisfazendo 

o problema 

(4.1) 

Outro problema mais complicado é a reconstituição completa das ma

trizes M , C e K , a partir de resultados experimentais. A seguir, veremos alguns 

métodos que se propõem a resolver o problema inverso, tanto no domínio do tempo 

quanto no domínio da freqüência, estendendo, em particular, o método ele Ibrahim 

[INM 89] e as idéias em [CLA 95]. 

4.1 M étodo 1 

Para um sistema de n graus de liberdade, e supondo que cada autova

lor Ài de (4.1) com multiplicidade m; tem exatamente m; autovetores linearmente 

independentes, podemos escrever a solução geral como: 

2n 

q(t ) = L <;v ;eÀ;t, 
i=l 
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onde os Ài são os autovalores e os Vi são os autovetores. O auotovetor V i pode 

absorver a constante Ci, resultando em 

2n 

q(t) =L Pie"'it. (4.2) 
i=l 

Podemos obter a solução q(t) avaliada em 2n tempos distintos t 1, t 2 , •.. , t 2n 

experimentalmente através ele medições em n pontos ela estrutura em 2n tempos dis

t intos. Definindo 

observamos que X(ti) = PE(ti), para 

e"'•t• e''• 't2 e"'•t2n 

e"'2t1 e"'2t2 e"'2 t2,. 
, p = [ P1 P 2n ] · E(ti) = P2 ... 

e>-2ntl e>-2nt2 e>-2nt2n 
(4.3) 

Também podemos obter a solução medida ~t segundos mais tarde, isto 

é, medida em ti+ ~t. Se definirmos 

Y (ti) = [ q(t 1 + ~t) q(t2 + ~t) q (l2n + ~t ) ] , 

obtemos 

Y (ti) = X (ti + ~t) = P'E(ti), 

onde a matriz P' tem em sua i-ésima coluna o vetor Pie.>.ió.t , já que 

e"• ó.t o o 
o e"'2 ó.t o 

[ p e>-• ó.t .>.2ó.t P 2ne>-2nó.t ] . P ' = P L P2e ... 

o o e"'2nÓ.t 
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Analogamente podemos calcular a solução em 6.t segundos mais tarde, 

isto é, em ti+ 26.t , obtendo uma matriz Z(ti) que satisfaz a seguinte equação: 

Z(ti) = Y (t; + 6.t) = P"E(t;), 

com 

Z(ti) - [ q(tl + 26.t) q(t2 + 26.t) . . . q(t2n + 26.t) ] , 

eÀt D.t 0 0 

P" - P' 
o o 

o o 

Podemos juntar as equações acima, obtendo duas equações matriciais: 

[ ;, l E(t,) = >!!E(t;), 

[ 
P' l E(ti) = \lí'E(ti). 
P" 

Daí, 

Sendo \ll i, Wi respectivamente as colunas de W e \li' , e utilizando a 

relação Wi = eÀ;D.t w i , reescrevemos a equação anterior na forma: 

Isto nos revela que eÀ,D.t é um autovalor da. matriz q?'(ti)<l>- 1 (ti) , com respectivo 

autovetor Wi. Os primeiros n componentes do vetor Wi formarão um autovetor vi 
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satisfazendo a equação ( 4.1). J á os autovalores Ài podem ser calculados através do 

logaritmo complexo de e>.ilH , que pode ser explicitado como: 

Im(.-\i) 

para (3, 1 sendo respectivamente as partes real e imaginária da exponencial complexa 

4.2 Método 2 

Suporemos as mesmas hipóteses do Método 1 sobre os autovalores a 

autovetores de (4.1),e então podemos escrever a solução q(t) na forma (4.2), ou 

2n 

q(t) = L Pie-'•t. 
i= l 

Novamente, podemos obter a solução q(t) avaliada em 2n tempos dis

tintos lt, t 2 , ... , t2n experimentalmente através de medições em n pontos da estrutura 

em 2n tempos distintos. Definindo 

X (ti) = [ q(ti) q(t2) . . . q(t2n) ] ' 

observamos que X ( ti) = P E(ti), para E ( ti), P definidas conforme ( 4.3) . 

Se dispusermos de instrumentos de medição apropriados, também po

demos obter também a velocidade da estrutura nos tempos t1, t 2 , ... , t 2n , obtendo a 

matriz X(ti) expressa como: 
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Obtemos 

onde a matriz P' tem em sua i-ésima coluna o vetor À;p; , já que 

P ' = P 
o 

O O À2n 

Também podemos medir a aceleração da estmtura nesses mesmos ins

tantes de tempo, obtendo a matriz X (ti) que satisfaz a seguinte equação: 

com 

X ( ti) [ q(tt) q(t2) ... q (t2n) ] , 

Àt o o 

P " P ' 
o À2 o 

= [Àt P~ À2P~ À1P~n ] · - ... 

o o À2n 

J untando as equações acima, chegamos a: 

8 (t;) - [ ~(t,) ] [ ; , ] E(ti) = ITE(t,), 
X(l;) 

é (t;) [ ~(t,) ] - [ P ' ] E(t,) = IT'E(t,) . 
X ( ti) P" 
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Daí, 

Sendo lli , ITi respectivamente as colunas de II e II' , e utilizando a 

relação TI~ = >.Jii , reescrevemos a equação anterior na forma: 

Isto nos revela que Ài é um autovalor da matriz é(ti)0-1 (ti) , com respectivo au

tovetor rri. Os primeiros n componentes do vetor rri formarão um autovetor V i 

satisfazendo a equação ( 4.1). 

Comparando com o método anterior, observamos que os autovalores de 

(4.1) são exatamente os autovalores da matriz G(ti)G-l(ti), e ademais não precisa-

mos fazer as medições adicionais nos tempos tl+L>.t, t2+L>.t, ... , t2n+L>.t e tl+2L>.t, t2+2L>.t, ..• , t2n+2L>.t 

, que são necessárias no método 1. 

4 .3 Método 3 

Em mui tos casos, é interessante sabermos a solução dinâmica do pro

blema. Este método utilizará expressões envolvendo a solução dinâmica para achar 

os autovalores desejados. Consideremos o caso de autovalores distintos. 

Introduzindo as matrizes 

V = [ v 1 v 2 . . . V 2n ] , A = diag ( À1 Àz . . . Àzn ] , 

podemos escrever a equação ( 4.1) na forma MV A 2 + CV A+ K V = O. Multiplicando 

a equação por A kn à direita, para uma determinada matriz n de dimensão 2n X n, 
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obtemos 

que é a equação (2.11) com 

desde que n seja escolhida de forma que 

MDI = MVAD. = I , D o =VD. = O. (4.4) 

Neste caso, temos que 

Veremos agora a construção da matriz n. Já vimos que podemos escre

ver a solução geral do caso não forçado como: 

2n 

q (t) = 2:: qivi e>.;t . 
j =l 

Para cada coluna qk(t) da solução dinâmica D(t) teremos seus multiplicadores qkj. 

Definindo 

Qk2 

qk2n 

e tomando as condições iniciais qk(O) = O, Mqk(O) = ek, onde ek é a k-ésima coluna 

da matriz identidade de ordem n, podemos verificar que a matriz n acima definida 

satisfaz as condições (4.4). 
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Tomemos então a expressão para a solução dinâmica: 

Através de entradas impulsivas no sistema e medições na posição, velo

cidade, aceleração e "jerk'' da estrutura, podemos determinar a solução dinâmica da 

estrutura em um dado tempo t0 , isto é, D(t0 ), :Ó(to), D(to) e D (3)(to) . Chegamos 

às seguintes expressões: 

D(to) - V eAto n, 
) 

:Ó(to) = V AeAton, = V 'eAton,, V'= V A => V~= ÀiV i, 

:Ó (to) - V eAto AD. = V eAton,', D.' = AD., 

D(to) V Ae"-to An - V' eAton' - ) 

D(to) - V i\ 2eAton, =V" éto f2 V" = V' A => V~' = ÀiV~ 
l ) I t) 

D (3)(lo) - V J\2eAtoAn = V"eAton,' . 

Formamos as equações matriciais: 

[ 
~(to) ~(to) ] 
D(to) D(to) 

[ 
:Ó("to) D(to) ] 

D(to) D<3>(to) 
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Definindo: 

E ( to) - éto [ n n' ] , 

q,( to) 
[ 
~(to) ~(to) ] , W = [ V ] , 
D(to) D(to) V' 

~(to) 
[ 

:Ó(to) D(to) ] , [ V' ] 
D(t

0
) D (3)(t

0
) , 'li = V " , 

temos: 

Como W~ =.-\ 'li i, chegamos a ~(to) q,- 1 (t0)Wi = Ài W~ ::::;. Ài é autovalor de <i>(t0 )<I> - 1(t0 ), 

e os primeiros n componentes de 'li i formam um vetor vi que satisfaz ( 4.1). 

e então: 

ou SeJa, 

Da definição de solução dinâmica, temos que: 

M D(t) + CD(t) + KD(t) - o , 

M D(3)(t) + CD(t) + KD(t) - o, 

[ 
~(t) D(t) ] 
D(t) D<3)(t) 

independente de t, e Lambém sem fazer nenhuma hipótese sobre os autovalores ou 

autovetores do problema (4.1). 
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Então, o método 4 é genérico, para quaisquer matrizes M , C e K. 

Ademais, podemos reconstruir as matrizes M - 1 C e M-1K diretamente do produto 

4>( to)q>- l (lo) . 

4.4 Método 4 

Para o estudo de vibrações aleatórias , é interessante sabermos a matriz 

de resposta freqüência H (f) (ou H( w) ) , definida anteriormente. Podemos determi

nar a resposta freqüência experimentalmente, a a partir daí, tentaremos reconstruir 

as matrizes M , C , K. 

Conforme as expressões (3.5) e (2.5), e utilizando a freqüência angular, 

temos que 

H (w) = V(iw) = (-Mw2 + iCw + Kt1
. 

Tomemos uma freqüência w0 . Se iw0 não for autovalor de (4.1), podemos inverter a 

matriz H( w0 ), obtendo 

M 

H (wo)- 1 = -Mw~ + iCwo + K = [-w~I iw0I I] C 

K 

para I sendo a matriz identidade de ordem n . 

Analogamente, avaliamos a resposta freqüência em outros dois pontos 

w1 e w2 .Assim, formamos um equação matricial por blocos, dada por: 

H (wot 1 

H(wi)- 1 

H (w2)- 1 

-w6I iw0 I I 

-wii iw1I I 

-w~I iw2I I 
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-
5 CONCLU SOES 

1. A solução dinâmica permite determinar a resposta no domínio tempo 

para sistemas vibratórios lineares não-conservativos com matrizes de 

rigidez e de amortecimento arbitrárias, com a única hipótese sendo que 

a maLriz de massa seja inversível; já métodos modais e das funções 

matriciais são essencialmente limitados ao caso conservativo. 

2. Com a formulação matricial dos problemas de vibrações aleatórias, 

surgem equações matricias que nos revelam a matriz de resposta em 

freqüência através de resultados experimentais, como a equação (3.19). 

3. A utilização da solução dinâmica em problemas de vibrações aleatórias 

nos fornece relações diretas entre correlações de entrada e saída do 

sistema,assim como o uso da matriz ele transferência nos dá relações 

explícitas entre densidades espectrais de entrada e saída do sistema. 

4. A análise modal experimental com a utiliza.ção ela matriz de resposta 

em freqüência permite a reconstrução completa das matrizes M , C e 

K . Já o uso da solução dinâmica não fa.z qualquer hipótese sobre os 

autovalores de ( 4.1 ), sendo, então, totalmente genérico. 

5. Salientamos também que, na Seção 2.3, é dada uma fórmula alterna

tiva para a inversão elo polinômio Ã2 M +>.C + K que evita o cálculo 

dos autovalores do sistema (evitando, assim, a determinação da forma 

diagonal ou da forma canônica de Jordan). 
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