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Resmno 

Este trabalho tem corno objetivo provar a e'<istênc1a de gráficos mínimos em domínios 

do plano 

Será garantido através do Método de Perron a existência de um gráfico mínimo num 

dommio limitado do plano. Será também estudado o <.:ompor1amento dessa solução na 

fron teira do seu domínio através do conceito de função barreira 

Serão provados três teoremas que garantem a existcncia de soluções do problema de 

D irichlct para as mínimas em don11nios não corwe:xos c não compactos do plano com 

cond ições especiais de fronteira. sendo estes discutidn no trabalho de J Ripoll and F. Tomi 

IR 1" 1 



Abstract 

This work has as objective to prove some existence thcorems Jor minimal graphs over 

planar domains 

lt will be guaranteed employ the Perron method one existence of one minimars graph 

in arbitrarv bounded domain. lt will be too studied this solution at the boundary through the 

concept o f barrier fi.mction 

We obtain three cxistcncc theorems to Dirichlct ' s problem for non convex and non 

compacts domains having special boundary data being that results are containcd in the 

J. Ripoll's and F. Tomi 's works [RT]. 



Introdução: 

Seja um domínio n c R;> c LI n >R uma função de classe ( 2
( li c C'1(n)) Sabemos 

que() :,uhconjunto s - !(x,,.\'2,u(xl.r2}). (\l..r2l ç:: n} de R~ 0 uma supcrficic mínima se LI 

"wslizct a equação 
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, li \· , 11 I( I X I () ( l 1 ) 

D·1da uma fi.Jnçào f t'· .0. > R. o problema de Dírichlct para a equação das supcrficies 

lllÍilllllas t;tlll'>Íslc em determinar a cxistcncia c a unicidade das solw,·õcs do scguintt problema de 

valor de contorno 

u lc'"O=f ( 1.2) 

Quando Q coincide com o plano x 1 " x 7 S. Uernstein, em 19 16. provou que a solução 

u =- u(x~_ X 2) do problema (I 2) deve ser linear alim, ou seja, o grafico da função ué um plano 

No caso em que O é limitado c convexo e r é continua Tibor Radó assegurou, em uma 

publicação que se tornou clássica. a existência e unicidade para o problema ( 1.2) [R I]. Johannes 

Nitshe generalizou este resultado quando f é descontínua em um conjunto de medida nula, 

necessitando supor. entretanto. que a função r fosse limitada f N; J H. Jenkins c J Serrin 

trataram o problema (I 2) quando r assume valores infinitOs em alguma pane de /'· n. como 

aconrct;e, por C'\emplo. na soluçào encontrada por H F Shcrk em l8J·l. dada pela funçiio 

log cos x1 - log cos x::: l Xd < rr/2, I .r,d < rr/2 

Para domínios mais gerais, o problema de Dirichlet para a equação das mínimas ainda 

permanece em aberto. Em alguns domínios específicos, como o setor. a faixa, o semi-plano e 
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certos conjuntos convexos não-limitados do plano com dados limitados na fronteira o problema 

( 1.2) foi resolvido por R. Earp e H. Rosenberg [ ER]. (veja também [L]). 

É conveniente ressaltar que para domínios arbitrários não é possível obter-se resu ltados gerais 

no sentido de que, podemos provar que em todo domínio não convexo limitado existem dados 

contínuos na fronteira para os quais (I 2) não tem solução. Corno ilustração deste fato 

apresentamos na seção 1.3 do capítulo 1 o contra-exemplo do tetraedro de Radó. 

o capítulo I, vamos apresentar o método de Perron para superficies mínimas o qual, 

com exceção da parte relativa a construção de barreiras, e o mesmo utilizado na obtenção de 

funções harmônicas em domínios planos (veja (GTl). Provamos também o teorema da 

Compacidade. 

!':o capítulo 2. capítulo principal da dissertação, será estudado o problema ( 1.2) para 

alguns domínios especiais do plano, discutidos no trabalho lRT]. Serão provados três teoremas 

que garantem a existência de soluções para o problema (I 2) em domí nios não convexos c não 

compactos do plano com condições especiais de fronteira 



... 
J 

Nota~·ão Básica 

R2 Espaço euclidiano de dimensão 2. com pontos x (X1. x 2). x, c R (números reais); 

llxi! ( " ) ) 1/2 
.L..x; · lxtl 

~~ S Fronteira do conjunto S. S -= rccho de S - S U (i S 

S,c._, S . s·c S c dist (S,, t: S) > O. s· està e!->tri1 amente contido em S. 

S-S'·-.: Ix E S/xrtS'! 

D. Subconjunto abeno de R2
, O é domtnio se Q também for conexo 

Br C~· ) · 8ola aberta em R2 com centro y e raio r ...,. O 

('(; lO) (C'0 (0)) Conjunto das funções comínuas sohrc 0( 0) 

2 V • V • • V X X i (1 + v -~.)\ ' \" \' 
\ 1 .\ ~ I ::! 1 I 

"'i) I e . o - l~ .! -~· R p tal que \' F r ~ ( Q) 



Capítulo O 

Preliminares 
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O propósito desse capítulo é apresentar alguns resultados que serão utilizados no 

presente trabalho. 

Definição l: Sejam Q c R 1 e u: EC7·(Q) n C"(D.) . Dizemos que u é solução de uma 

equação diferencial parcial linear elíptica (E.D.P.L.E) seu satisfaz a seguinte equação: 

onde a11, a,~ . a2.c. b1, b:>. d são funções definidas em Q, c tais que a matriz 

la11 auje· posi tiva definida 
all an 

Teon•ma 2: (Princípio do máximo forte para E.D.P L.E). Seja (2) u:D. c R 2 ~ R, 

solução de uma equação diferencial parcial li near elíptica. Se existe yED t. q 

u(y) =sup u (in f u) então u é constante em Q 
i) Q 

Proposição 3: Sejam u e v soluções da equação ( 1. I) em Q c R 2 . Então u - v satisfaz 

uma certa equação diferencial parcial linear elíptica em .0.. 

Do Teorema I e da Proposição 2 podemos concluir que vale o seguinte. 

Teorema 4: Sejam u e v soluções da equação ( I. I) em Q c R J., se existe y E R t. q 

(u - v)(y) = sup(u - v)( inf(u -· v)) então u- v é constante em .0.. 
Q o 
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Teorema 5: (Princípio do maxtmo fraco para uma E.D.P.L E). Seja 

U. E (
2 (D) 0 (

0 {Q) solução de uma equação diferencial parcial linear elíptica em D c R 2 

limitado. Então 

Supu - Supu e infu = infu 

Teon•mn 6: Sejam u e \ ' soluçõe~ da equação (I I} em D c R 2 limitado. Se 

u I í'O -;· v I i'O. então u 2. v em O . 

Demonstração: Imediata do teorema 4 c do teorema 3. observando que: 

(u - v) / é"'D ~- O, logo inf(u - v)= inf(u - v)?. O 
\) r'\{) 

donde segue o resultado 

Teorema 7: A segutr cnunctaremos o teorema de existência e unicidade para o 

problema (I 2). provando por libor Rado 

Teorema 8: Sejam D <- R: um domínio convexo e limitado Seja f: ?0.- ;,R uma 

fi.mção contínua. Então existe uma única solução u · 0 4 R do problema de Dirichlet para a 

equação das supcrflcies mínimas em n tal que u/r'D == C onde u . D~R é gráfico de uma 

função dtferenciável. 

D. Então 

Supu == Supu(infu infu) 
o i\) {J i".J 
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Resultados Básicos 
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Neste capítulo estudaremos uma possível solução ao problema ( 1.2) em domínios 

limitados arbitrários de R2 
; com esse objetivo, seni desenvolvido o Método de Perron de 

Subsoluções de Superfícies Mínimas, cuja prova apresentada é similar à prova feita em [GTJ pgs. 

23-25 para funções sub-harmônicas. 

Iniciaremos o capítulo demonstrando o teorema da compacidade, necessário na 

obtenyão do método de Perron e fundamental para provar a existência de superlkies mínimas em 

alguns domínios do plano apresentadas no capítulo 2. 

Definição l : Seja .O c R? . Uma exaustão de n por compactos é uma seqüência de 

~ 

compactOs K, c n tais que n = UKi e K; c lnt K; . I para todo ÍE N . 
1=1 

Le ma 2: S~ja n c R2
. Então existe uma exaustão de .0. 

Demonstração: Definimos o seguinte conjunto. 

K, = { x E .0 n B.,(n) I dist (x, o( .O n B.,(n))) ~ 1.. } , 
n 

onde n E: N c O é origem de R2
. 

Observamos da definição que K, é compacto e K; c intK; ~ 1 V i E N. Evidentemente 

Por outro lado, dado X E n podemos tomar n, E N tal que dist (x, o(.O n Bo(n,))) ~ 

r 

~-. Concluímos assim que x E Kn c portanto .O cU K1 . 
n 1 1 

1= 1 

:X.. 

Logo n = U K, , isto é. { K,l é uma exaustão de n por compactos. 
1=1 
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Definição 3: Seja O = R' L'm conjunto E de aplicações f. Q--) R é equicontínuo em 

' - n quando, dado e ' 0 C:'\iSlC o . o tal que B., (:'\") L n e para todo X E B,, (Xo). dist 

( fh;. !(x,)) . E, v f L E U m conjunto L de aplicações f .O -- > R é cquicontínuo quando E é 

equicont ínuo em todos os pontos de .O 

I ,embramos que o teorema de Arzelá-Ascoli garante que toda scqücncia de funções 

I~ K ~ R , onde { t;, l é cquicomínuo e unitormemente limitado em K compacto de R! , possui 

uma o,uh~eqüência uniformemente convergente 

Teorema -t: (Teorema da Com pêlCid:tde): Seja !un } uma seqüência uniformemente 

limttada de soluçõe~ da equação (I I) em O L R' Então existe uma subseqüência de 1 un l que 

con' t•rg.c para uma solução da equação ( I I), a convergcncia sendo uniforme em cada sub-

C\ltljUllto compacto de O 

Demonstração: \'amo.;; considerar : K, l uma e'austào de O A seguir rorna1111)S o 

:tHljun ('E i ll1 .. ,Lin. - ; e vamos prov<lt que I. e cquiconttnuo cru cada K, 

( ·omo : u .. : e unifurnll'mcntl' l1lll itada l'.\l~ll' M ' O tal que 1 u, M , n Pda 

•:sluna tl\ a d:~ c~ ri, ·acl as para soluçõc.., da l'quação ( I I ) Yalc \.'lll K a desi~ualdadc 

' ;r I \! 
I > u u ! P Jil •. c 12 ri 

'1 -''1/ 
'" t'' ·;.~,, 

I \.." -

d 
I. 

undcP •.: lnt(K,) c d =- dist(P,r-.K,) 

(A prova dessa desigualdade pode ser encontrada em [Sl). 

C'onsequcntcmente temos que junr• I < L. i = I, 2: logo dado x" E K, e 8 >O com 

~I x- xnll<õ,ondex::::(xl,x2) ex.,= (x;',xn obtemos: 

UfRGS 
SISTEMAS DE BIBUO'TtCAS JEM1~ 
FIIB\.10 TtCA SETORIAL DE MA 
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1.1 Método de Perron 

Nesta seção será obtido o Método de Perron para superficies mínimas, este método 

detetmina uma solução u da equação (I . I) sobre um domínio limitado arbitrário de R 2 . 

A seguir serão apresentadas definições e demonstrados alguns resultados necessários na 

obtenção do método de Perron 

Definição 5: Sejam n c R 2 e UEC0 (0). li é supersolução (subsolução) de ( 1.1) em n 
se para toda bola B cc n e toda função h satisfazendo a equação (I. I) em B com u 2: (~)h em 

DB, temos também u 2: (~)h em B 

A seguir enunciaremos o princípio do máximo fraco para supersoluções e subsoluções, 

cuja prova é análoga a feita para as funções harmônicas. 

Teorema 6: Sejam .Q c R7 limitado e uEC0 (0) subsolução (supcrsolução) em .Q 

então Supu(infu) = Supu(infu) . 
O O i'O i'<l 

Lema 7: Sejam n c R2 eu E C2 (.Q) uma função que satisfaz Mo(u) ~ (2:)0 então li é 

supersolução ( subsoluçào) em .Q. 

Ocnwnstração: Seja B c c Q e h função que satisfaz (I 1) em B com u 2: (~)h em DB. 

Então pelo teorema 5 (capítulo O) temos u 2: (~)h em 8, logo ué supersolução (subsolução) em 

n. 

Lema 8. Sejam n c R 2 limitado e Sejam UEC0 (0) e vEC0 (Q) subsolução e 

supersolução, respectivamente, em Q tal que v 2: u sobre f O . Então v > u em Q ou v "" u em O. 

Demonstração: Vamos supor que existe Xn E O tal que 

(u -v)( Xo) = S'!_P( u - v) = M > O 
o 

Podemos assumir que existe uma bola 8 = B(xo) c cn tal que u - v $ M sobre DB. 

De fato vamos supor o contrário, isto é, V B(x,,) cc n, u - v = M em DB(x0 ) . 

Seja R = dist (xo, ôQ) Temos u - v = M em <' B.,(xo ) V p t.q O ~ p < R, e por 

continuidade u - v = M em BR (x 0 ) . 
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Como BR (x
0

) r (~.n -t 0, existe y., ~ ?Q tal que (u - v)( Yo) = M > O que é 

contradição 

- ~ -
Pelo teorema 6 (capítulo O) existem u e v soluções da equação ( 1. 1) com u I ? B =- u e 

-
v I í~B = v 

Temos que. 

l'vl = S'!_p (LI - V) ? SU p (LI - V) = SU p (~ - ~) 
u t11 t'll 

-
Como u é subsoluçâo c u = u em t'I3 concluímos que 

-
u ..: u em B ( l) 

De forma análoga concluímos que 
-

v :::: v em 8 (2) 
- -

De (I) e (2) obtemos que u - v ~ u - v em B. Logo 

\1 ·sup(~ -~) · (u v)(...;J · (u v){\ 0 ) M.cportanto (~ - ~)(xJ M 
~~~~ 

- -
.\ssim pelo teorema 2 (capítulo O) u - v = ~I em L3 U (~n . 

- -
Como u =-- u e v = v em t113. temos u - v = M :;obre ?8 que contraria a escolha de B 

prcw ando o lema 

Coroilí rio 9: Sejam Q c R 
2 

limitado e <P . ?0--)-R uma função limitada. Sejam 

u e v E ( 0 (0) subsolução e supersolução. respectivamente, tais que. uI ('0 :::; <p e v /tJQ 2 (j) . 

Então. ou u < v em D. ou u ;:::; v em D.. 

Demonstração: Imediata do Lema anterior. observando que u I tD. :::; <p s v I c"Kl. 

Lema 10: Sejam Q c R2 e u1 , . .. ,U11 • D--?R, então: 

í) Se ll J, .... ,tln são supersoluções em n a função u(x) = min{ U!(x), ... ,Un(x)} é 

supersolução em n. 
i i) Se u1 .... . ,u, são subsoluções em Q a função v(x) = máx { llJ(x) ..... un(x)} é subsolução 

em O 

Demonstração: i) Seja BecO e h satisfazendo a equação ( 1. I) em B com u :::: h sobre 

88 Temos que u 1 •. •. ,u, 2 u 2 h em é'B. logo u 1 • •• • ,un ? h em B, pois u 1, .• •• ,un são 
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supersoluções em n. Portanto u = min{ut(X), ... ,Un(x)} ~ h em B, provando que ué supersolução 

emn. 

A prova do item ii) é feita de maneira análoga 
-

Lema 11: Sejam u subsolução em n c R l e B CC n. Seja li solução da equação ( 1 I) 

em B com u I flB -= u Então a função : 

Ll(x) = { ~(x), se x c B 

LI (X), se '( E n - B 

é subsolução em n. 
Demonstração: Sejam 8'cc O e h satisfazendo a equação ( 1.1) em 8' com U5 h em 

- -
ôB'. Como u = u em cB temos u:; u em 8, pois ué subsolução em O, logo u 5 U em 8 '. 

-
Temos também que U = u em i'(B'- B); U = u em àB'nB e como u :; u em B 

concluímos que u s U em DB 'n B e portanto u :::;; U em DB'. 

Mas Us h em DB'. daí LI 5 h em (18 ', e como ué subsolução, u5 h em 8 ' . Logo 

U s h em 8'-B ( I ) 

Por outro lado, U é solução da equação ( 1.1 ) em B e lJ I DB = u. 

Corno U :::; h em flB', u = u em IJ'r) ?'8 e u = U em 88' n B, temos 

uI f (B'n B) s h I c1 (B'n 8). Pelo teorema 4 (capítulo O) 

-
u 5 h em 8'n B. (2) 

De (1) e (2) segue U :; h em 8 ', provando que U é subsolução em O . 

Teorema 12: (Método de Perron): Sejam Oc R2 limitado e <p :ôQ ~ R urna função 

limitada. Seja sq> :;._ { u E C0 (0) I u é subsolução em n c li I (){2 :::;; <p } . Então a função u(x) = 

sup v( x) é solução da equação ( l . 1) em Q . 
\"ESq> 

Demonstração: Temos que (J) é limitada, logo existe K>O E R tal que l<p(x)l 5 K V x E 

?0 . Seja VE s<P' então v! ?Q s (()I riQ s K. Pelo teorema 6 (capítulo I) v s: K em n e portanto 

u está bem definida 

Seja y um ponto fixado arbi trariamente sobre O . Pela definição de u existe uma 

seqiH~ncia {~n} c S<r tal que ~ 11 ( y) ~ u(y). 

Consideremos agora a sequência Vn "' max {P ,~> in f q>}, temos que Yn é limitada: pelo 

lema 10 VnE S,r e evidentemente Vn (y) - > u(y). 
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Seja R > O tal que 8 = BR(y) cc O c definimos 

\
1 I ~" ( x ), se " E: B 
n (X)= COm v n l v n (X), se '( E: o - B 

\ ' em tB 
11 

onde v 11 ( x) e solução de ( 1 . 1 ) 

Temo!' pelo lema I I que V,('() é subsolução em n c como Vn I ?D - Vn I i'n 

concluímos que \'n stp 

·\I em disso v .. I (~ I} -= v ll, logo \'0 '::: v 11 em B, pois v" é subsolução em D portanto 

\ 'u()) ' V 11 (y) \' .. (y) :., u(y) c. como \n(Y) - > u(y). lt'lllOS que Vn(Y) - > u(y). 

Pelo teorema da compacidade a seqüência V, contém uma subseqüência Vn 1.. 

convergindo uniformemente em qualquer B., (y) com O < p < R para uma função v que satisfaz a 

equação ( I 1) em B . Pelo teorema 6 (capítulo 1) vale 

Vn" ::, Sup Vn~., - Sup Vn" s Sup V11 -=- Sup v 11 = Sup V 11 ~ Sup \' 11 <; u logo v ::; u em B 
B B c-B ('!3 ?8 13 n 

alem disso pela unicidade do limite v(y) = u(y). 

Vamos provar que v 11 em 11 

Para isso, suponhamos que , . ~u em n. isto t'. que exista algum ZE 8 tal que v( z) < u(z) 

Ne!:>te caso c;..istc uma fi.lllçào u t s.,, tal que v(7) < u(z) 

Definindo 

se 

se 

X E B 

x EO-B 

Obtemos como anteriormente uma subseqüência de W~; convergindo para uma função w 

que satisfaz ( 1. I) com v ~ w ~ u em B ( 1) e v(y) = w(y) == u(y) 

logo v- w::; O em B e (v- w)(y) == O, portanto Sup (v - w) =O. Assim pelo teorema 2 
13 

(capítulo O) v- w = O em B, isto é, v = w em B . 

Mas wl == miLx {~, Vn"} de modo que t~ ::; v, = v em B que contraria o fato de v(z) < 

u (z), logo v~ u em B (2) . 

De ( 1) e (2) concluímos que v= u em B e portanto u satisfaz a equação ( 1.1) em O 

provando o teorema. 
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1.2 O Contra-Exemplo do Tetraedro 

No Método de Perron, apresentamos uma solução u(x) = sup v(x) de ( 1.1 ), onde S<~> 
VES<p 

está definido no Teorema 11. Não podemos garantir, no entanto, que u I c!l = q>. De fato isto é 

falso se não impusennos condições a riQ, como mostra o seguinte exemplo, apresentado por 

Tibor Radó ([R2], pag. 3 7) como uma aplicação de seu teorema de unicidade, enunciado a 

segUir. 

Tcor·ema 13: Seja n um domínio simplesmente conexo contido no plano x 1ox2 tal que 

<p : rl fl ~R seja uma função contínua. Se .:1 e ;: l são soluções de ( 1.2), as quais coincidem com q> 

em tQ. então .:1 (.~1, X:!) :: .::2 (Xt, X2) em Q 

Observemos que se r é a curva de Jordan em H:' determinada pela equação :: = <p (P) 

onde P E ()Q o teorema 13 assegura que r não pode limitar mais de urna superficic rninima que 

tenha a propriedade dl: possuir uma projeção ortogonal injetiva sobre o plano x 1ox2. 

A :::eguir vamos apresentar um exemplo onde o problema ( 1. 2) não tem solução Com 

esse obJetivo consideremos uma tetraedro regular de vertices A, B, C, O cujo triàngulo A. B, D 

\.'Sta L'Ontido no plano x,ox_, Consideremos a curva contínua í formada pelas arestas 

~B. Bí, CO, e DA deste tetraedro e seja C' a projeção ortogonal do ponto C sobre o plano 

r1 "X2 A seguir consideremos no polígono contido no plano x ,ox1 cujos \énices são A B CO. 

(Conforme a figura 1 I) 

--·-->-,::L 

D 

Figura 1. 1 



/\gora dctinimos a função tp: c"'D >R da seguinte maneira· 

~') -

l O em tÚ3 t · ~\ [) 
l funç ãJ li ncar com tp( n) c· O e tp ( C') = C em BC' 

l !'un~,- ãJ linear com tp(C'): C c <p(D) - O em C' D 

14 

Temos que <p é contínua e e\·identcmcnte a curva r é determinada pela função ~'> 

Assim. pelo Teorema 13. se existir uma li.mçào = Q ->R que sat isfaz a equação ( 1.1) em 

f2 e tal que:: I ?Q = <r. ela é única. 

Suponhamos que exista tal função z c :-eja S "" l(x1, x: . ::(.-r,. x .• )): (x1, x.') r:: Q } o 

grátlco da função : . 

SeJélln M1 e 1\1 2 os pontos médios das arc:-:tas BD c AC, respectivamente e P o ponto de 

Intersecção da reta dctermtnada pelos pontos M 1 e rvl l com a superficie S. isto e 

Chamaremos de O o (entro do tetraedro. que é também o ponto médio de M 1 :V1 2 

(conforme a tigura 1.2) 

c 

rigura I ..., 
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Afirmação: O ponto P = (x1 ,x ... ,z ,) coincide corno ponto O = (x1 ,x? ,z0 ) . 
p - p r o - o 

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que a distância de P ao ponto M2 é menor 

que distância de P ao ponto M1, isto é, o ponto P está acima de O, ou seja, z., < ;:P (conforme 

figura I .3(a)). A segui r consideremos R1 e R2 os ponros médios de AB e CO, respectivamente e 

vamos fazer na superfície S uma notação espacial de 180° em torno do eixo r detenninado por R1 

e R2. Com esta rotação o vértice A vai parar no vértice B e o vértice B vai parar no vértice A, o 

vértice C vai parar no vértice O e vértice O vai parar no vértice C. Mas o ponto P fica agora 

abaixo do ponto O, isto é, ~o> zp (Conforme figura I.J(b)). 

c. o 

') Y.1. (}., 

o 

A e lil 

B A 
~l. ll.t 

Pigura I.J(a) Figura 1.3(b) 

Observamos. porém, que a curva r fica invariante por esta rotação, ou seja, a função Q> 

e o domínio Q permanecem inalterados. Logo, pela unicidade da superficic que r determina, 

teríamos também a invariância de S, que contradiz a suposição feita sobre o ponto P. Se 

supormos que a distância de P ao ponto M2 é maior que a distância de P ao ponto M., por um 

raciocínio análogo, chegaríamos a uma contradição 

Logo o ponto P coincide com o ponto O, provando a afim1ação. 

Temos pela afirmação anterior que o ponto O E S. Logo, existem dois pontos de S, a 

saber. C e O, que possuem a mesma projeção ortogonal C' sobre o plano x1 ox 2 . Com isso 

concluímos que não pode existir uma função z(x,. x__, ) que resolva o problema de Dirichlet (1.2) 

com domínio no quadrilátero contido no plano x1ox2 de vértices A, B, C' e D. 
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1.3 As barreiras e o Método de Perron 

O exemplo do tetraedro mostra que a solução apresentada no Método de Perron, pode 

não coincidir com <P em ?Q (onde <P c Q são como no teorema I I ). 

No caso do problema clássico de Dirichlet (para funções harmônicas) a solução obtida 

pelo método de Pcrron irá satisfazer a condição de ti·omcira em um dado ponto do bordo se esse 

ponto for regular. ou seja. admiti r uma barreira local O mesmo acontece no caso do problema de 

Dirichlet para as mínimas. Entretan to o significado de regularidade difere substancialmente de um 

pdr'l outro 

\lo caso clássico um ponto na ti·ontei ra de D admi te uma barreira, ou seja. é regular se é 

o porHP extremo (tlnal) de um segmento de reta contido no exterior de D . Assim o problema 

cl:l"!'-Í<.:O de Dirichlet tem sempre solução para dados contínuos no bordo de domínios limitados 

cllJl~s pontos da fronteira são acessíveis pelo exterior através de segmentos de reta. 

i':o caso das supcrlicies mmimas a situação c bem diferente Vamos mostrar que um 

ponto P da fronteira de D é regular. ou s~ia. admite uma harn:1 ra iocal se P <.' con\I.'XO. isto é. 1 

1: · O tal que 8, CP) n O c um conjunto COtl\'e,:o Co111o conseqücncia no problema ( 1.2) com 

dados de fronteira contínuos a solução u(x) dada pdo método de Pcrron irá satisfàzer a condição 

de fronteira se D for convexo Até o tinal do cap1tulo, n será um domínio limitado de R~ 

Defin ição 14: Sc.iam Oc. R2 e PF20. Uma função W t: ( 0 (0) é chamada uma 

barreira em P relat iva a O se. 

( i ) w é supcrsoluçào em n 
( ii )W > O cmO- P 

(i1i) W(P) = O 

W é uma barreira local em Pc.:rD se existe uma vizinhança N de P tal que W satisfaz a 

definição 14 em Q "' I 

Oefinição 15: Seja Q c R-' Um ponto P( r~n c dito regular se existe u111a barreira 

local em P. 
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Lema 16. Seja PEi'O regular. Então existe uma barreira em P relativa a n. 
l>emonstração: Como P é regular existe uma barreira local em P. isto é. existe uma 

vizinhança N de P c W uma barreira em Qr-,N. Uma barreira em P relativa a Q pode ser definida 

por 

_ fmin(m , W(x)).se xE.O n B 

W(x) ::: l m,scx E= D B 
~ 

onde B é uma bola. BccN com PEB e m = infW >O 
" ll 

Oc tàto W é contínua em n e pelo lema I O (capítulo I) W é supcrsolução em .0. 
- -

Alem disso W > O em D - P e W (P) = O. pois W (P) = min (m, W(J>)) = W( P) =O. 

O próximo teorema estabelece a conexão entre função barreira e o comportamento da 

solução de (I . I) dada pelo Método de Perron. na fronteira de seu domínio. 

Teorema 17: Sejam .Oc R7 
, PEc'.O rl:!gular e q> : c~.O -~ R limitada c contmua em P. 

Seja u. Q -~ R solução de ( 1.1) definida pelo Método de Pcrron. Então u(x) -~ <p(P) se 

X - )P. 

Demonstração: Sejam r. > O e M = Sup I <p 1. Como P é regular existe uma barreira W 

em P. Do fato de q> ser contínua em P existem constames o e k positivas tal que I q>(x) - q(P) I < 

E se X E Bo (P) n an e kW (x):;::: 2M se X ~ Bô (P). com X E ôD. 

As funções H(x) = <p(P) +E+ kW e L(x) = <p(P) - ê - kW são ,respectivamente, 

supersolução e subsolução em Q com q>(P) + ê + kW :;::: <P em an e <p(P)- E- kW s <p em ao. 
De fato dada Bcc.O e h solução de ( 1. I) em B com H ~ h em <?B, temos que 

<p(P) +E+ k W(x) ~ h em 88 e consequentemente k W(x) :;::: h- <p(P)- E em c3B. 

Como k W(x) é supersolução em O e h - (J)(P) -e é solução de ( l. I), k W(x) :;::: h - q>(P) 

- e em B e portanto q>(P) + E + k W(x) ~ h em B provando que H(x) é supersolução em O. 

Para provar que H I é)Q:;::: <P observamos inicialmente que- M s q>(x) ~ M "i/ X E on, 
pois 

I <P I ~ Sup I<P I = M. 

Se x ~ 8,, (P), k W(x) ;::: 2M logo 

H(x) = w(P) + E + kw(x) ~ <p(P) + E + 2M :;::: q>( P) -t 2M ~ M ? <p 
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Se x c B 6 ( P) então (l)(x) "- (.'>(P ) - E, logo li ('\ )--= <p(P) + f: T kw(x) > <~(P ) + c > (p(x), 

CPfll isso concluímos que 11 : c-:0 _., <p . 

.\prova de que L( x) c subsolução com I I tn : cp e feita de maneira análoga. 

:\~sim do fato ele u(),) Sup v( x ), onde S,1• e n conjun to definido no T eorema 12 e do 
\.;\fi 

Corolario 9. te;;1o:; qL:e cp( P) - r. - k. W u(x) ·, (J) ( P) t c 1- kW em Q. ou equivalentemente 

1 u(x) - (p(F') I < r. + kW(x) Visto que W(x) -)- O se :x -> P obtemos que u(x) - > q(P) se 

" ? P provando o teorema 

t\ seguir definiremos ponto de fi·onteira convexo e estabeleceremos sua relação com 

ponto de frontei ra regular 

Definição 18: Seja O..: R.> , Pc: t Q é convexo se existe r > O tal que [3, (P) n Q é 

convc'\o 

Teor·ema 19: Seja nc R2 convexo. Se Pu'"'Q então P é regular 

Demonstração: Dado P,:::: i'Q lemos que determinar uma barrei ra local em P Como Q é 

convexo existe uma reta (t ) passando por P tal que i'Q (_ rr 1 u { P} onde rr 1 é um dos semi

planos determinados por (t) conforme a figura I 5 

U:l ---

Figura 1.5 
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Agora traçamos uma perpendicular (s) a (t) passando por P e consideremos o pomo O sobre (s) 

de modo que O E 11: 1 e dist(O, P) .- íC/'2, a seguir lraçamos uma reta (r) passando por O c 

paralela a (t) Considerando as retas (r) e (s). respectivamente, os eixos cartesianos x J c x 1 

temos gralicamente: 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

Figura I .6 

Seja N o triàngulo de vértices nos pontos O, A, B conforme figura 1.6, vamos provar 

que existe uma barreira em P relativa a n n. 

Dado M >O a superfície de Scherk W(x 1, x _, ) = M + log cos x 1 -log cos x 2 intercepta 

o eixo dos x, pois W(O, O) = M > O e W( rr./2, O) - -). - x. Logo escolhemos M de forma que 

W(P) -= O Para essa escolha de M o pcmto r possui coordenadas (are cos e·~•, O) 

-·---
Como W é supcrsolução em N n Q, nos resta verificar que W > O em (N n D) - P. 

Para isso. 'v amos provar que W > O em <' A0/\13 - P 

De fato nos lados OA e OB do triàngulo OAB temos. respectivamente x 2 = ± x 1. 

Logo W(x ,. x 2) = M > O. 

Para o restante da prO\·a observemos que o lado AB - P do triângulo OAB está contido 

no conjunto S = {(.x 1• x 7 ) I x 1 =--= are cos é'd e O < I x z I < rr/2 } e em S 

W(x., Xz) = M + log e·.\ l - log cos x 2 = - log cos X2:... O de modo que W >O em AB - P. 



10 

Como W é solução da equação (l. I), pelo teorema 2 (capítulo O) W > O no triângulo 

OAB - P c consequentemente W > O em (N n D) -· P. Logo W é barreira local em P e o 

teorema está demonstrado 

Corolário 20: Sejam De R2 c PE?D convexo. Então Pé regular. 

Demonstração: P Ei~D é convexo, logo existe r > O tal que Br (P)n D é convexo. 

Portanto pelo teorema anterior P é regular 

O teorema seguinte é semelhante ao teorema 17 , será destacado aqui pois é de grande 

utilidade no próximo capítulo desse trabalho. 

Tron•ma 21: Sejam .0<- R·' c <D: (~D -> R lim itada e contínua em P, onde PE2D é 

convexo Seja u(x) solução de ( 1 I) em D definida pelo Método de Perron. Então 

-> <p( P) se ' · ~ P 

u(x) 

Demonstração: Pdo Corolúrio 20, P é regular c como <f> é contínua em P o resultado 

segue do Teorema 17 



Capítulo 2 

Três Tt·orcmas de Existênl'ia de Cníficos Mínimos 
em Domínios Não Conn•xos do Plano 
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!\este capitulo vamos pn)\'ar a e:-.i~tcncia de solução do problema de Dirichlet para a equação 

das superticies mínimas em três domínios particulares não convexos do plano. satisfazendo cer1as 

cond1ções de fronteira Para o~ três exemplos utilizaremos a mesma tccnica de demonstração. a 

sJber. a construção de urna supcrsolução adequada no domínio especifico. o uso do método de 

Pcrron c do T eorema da Compacidade provados. respectivamente. nos teoremas (4) e (I!) do 

capítulo I 

Teorema 1: Sejam C, .... C11 curva:-. c' convexas e fechadas em R' tal que as regiões 

111\I..' II~H~~ H, de C. süo duas a duas disjuntas. c seja h. o máximo do módulo da ~urvatura de C, 

Então. para cada /, E= [ - { • t ]. existe urna solução de ( I . I) definida em De R 2 
• Q = R 2 I u B, que 

e contmua em n. sat islàzcndo a condição de ti·onteira u /c'D. = O c a condição assintntica 

u(x) = Àinlx l ~ O(l)onde l x l > ~ ' - ( I) 

Dt'monstn1ção: Se >. -= O uma solução satisfazendo as condições do teorema é u = O. 

Supondo que À > O vamos inicialmente constru ir uma supersoluçào adequada para o problema. 

Consideremos uma das curvas C e sejam d, (x) :..:: dist(x. C,) c v, (x) = q>(d, (x)), onde 

x E R2 
\ 8 , e <puma tunção a ser determinada. 

Seja y o ponto mais próximo de x sobre C. conforme a figura 2 
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Figura 2.1 

tdzcndo uma rotação de coordenadas podemos considerar os eixos x 1 c x2 na direção de t(y) 

~· n(y \, 1 espt::ctivamentc. onde t( y) e n(y) são os vetores tangente e normal em y. Desse modo 

obtemos um sistema de coordenadas principal associado a x. logo: 

d (x)= - k,(y) 
'··'•~• 1- k,(y)d;(x) 

onde k; é a curvatura de C. 

A demonstração desses resultado pode ser encontrada em [GT]. 

Temos que: 

vu
1 

(x) -= <P ' (d,(x)) . d, .:r
1 
(x) = O 

v . (x) = <j>'(d;(x)) . d;.x
2
(x)= <r'(d;) 

l . .T2 

vi x x (x) = <r'(d,(x)). d, .. r
1
.r

1 
{x) + d,.x

1 
(x) . <p"(d;(x)). d; . .r

1 
(x) = <p' (d,(x)) 

. I I 

vi x x (x) = <p' (d;(x)) d; . .r
2

.,
2 
(x) • d; .. ,.

2 
(x ). <p" (d;(x)). d;.x

2 
(x) = <P" (d;{x)) 

. 2 2 

-k; (y) 

1- k,(y)d,(x) 



logo 

Pelo lema 7 (capítulo l) a condição para v, ser supersolução em D se reduz a 

I I 

( I ~ (0'! (d )) (p'(d ) l __ - k,(y)_ -I t- (~"(d ) < O 
I ! ! I k ( I )d ! 

I ) I J 

C o mo C. é convexa, terno~ que k,( y) -(' O, logo ('2) é ~atisfcita por 

<p( d) - À cosh 1 (t + ~ \1 
I..J 

De fato temos que: 

q> ' ( d ) :;:: ,-- À - .., 
',12Àd f- d-

e 

.., ! - k (v ) 1 

( I L o'-(d)) <P'(d) 1 - 1 
-·' j-t (fl"(d ) 1 I k (y )d 

. I 

-==--,;:Â.(À f- d) I -kl (y )~- - I ] 
&ct I d:! (2ÀdT d2 ) L I - kl(y)d 
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Mas O < À~:; t e O · -k, (y) ~ k portanto -k, (y) /, s kk(y) ~ I e I - ki (y)d > O 

k, (y)/..- I O ·t· d (? cnnsequt'ntemcnte - - ·--- '--" wn 1can o _) 
I - k

1 
( y )d 

P-:lo lema I O (capítulo I) segue-se que para essa escolha de <P uma supcrsolução em .Q é 

v(\.) = min v
1
(x ) 

1:..1:.11 

(2) 

Consideremos agora um disco BR contendo todos os C. em seu interio r (conforme a figura 

2 2) c' amos determinar uma solução uR da equação ( 1.1) em B~< \ U Bi satisfazendo a condição de 

fronteira 

UI{ I c = o 

UFRGS 
SISTEMAS OE 8\BUO'ItCAS TEMlllU 
SIBUOTtCf4 SETORIAL DE MA 



Figura 2 ~ -

Para isso consideremos a função 'I' :(l (BR \ UB1- ) c R2~ R definida por 

\I'( X) ::: {
0, se 

v(x), se 

Como v é supersolução em Q, v é continua em i'BR logo 'l' é limitada. 

Seja o conjunto 

24 

Pelo método de Perron existe uma solução da equação ( 1.1) em BR \uBi dada por 

uR(x) = Sup ~(x) 
/~ES,V 

Temos evidentemente 

Mas v I c, = O, pois se'( E C, v,(x) = <p (d,) = <P (0) =O, logo por (3), UI{ I cj = O. 

(3) 

Por outro lado, como cBR é convexo e v é contínua em <JBR concluímos pelo teorema 21 

(capítulo I) que UR I cBR = v que prova o que havíamos atirmado. 
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Pelo teorema 4 (capítulo O) u "
1 
(x) ::;. u K

2 
(-.:) se R, < R2. portanto pelo teorema da 

Compacidade conclu ímo:' que para R -) ~ -, as funções uR possuem uma subseqüência que converge 

para uma solução u de ( I I) em n, a convcrgencia <;cndo uniforme sobre cada subconjunto 

compacto de n. 
I k 13) lemos que o .... LI . ,. em n portanto li I c, () e li é contínua 1.!111 n 
Para provar a condi{,~ào assintotica. vamos comparar llR • para R :: Ro com um ~.:atenóide 

:tpropna~io 

\ i.st" ~1u ... l"1í,1 i.iniéí cena constante c, d,(") > 1 :-: - Co, i = I , . ,rL temos 

' '(x) :2: rnin /. cosh 1 Í 1·1 L-.:I-C .. _J ·~ I. ~.:osh 1 11 ' 1) 
\ À. ) \ ), 

c I para I x I ~ R11 e uma 

con~tantc apropriada C' 1• 

lx \ 
C orno z(.x) · À. cosh 

1 l )J -C, é a equação de um catenóide, segue do princípio do 

máximo que 

( ) > 1 1 I (
1 

:-.. \ \) c· · {R 1 t , 1 R · 1 "'B 1 " O 1 ll R x _ 1\. cos 1 T - r para max '-o, A 1 ~ x 1 '· pors LI R r· R =- v c·n R. ogo: 

(lxl) 
u(x) ::: À cosh 1 À. -C, para max !Ro, ) .. }< I x i ::,. R. 

Por outro lado u(x) s v(x) s v;( x) = 1 .. cosh 1 (1 + ~~) para qualquer d;. como q>(d) é 

1 ( lxl) crescente temos para d, ..._ ' '< I que: u('X) :::. À cosh I l À. logo: 
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1 ( ixl) 1 ( lxl\ 
• 1 ..:.:..h 1 -1 - C, $ u(x) s I~ cosh I I - 1 -

\ r . , 11. I 

que prova a cond ição assintotica ( 1 ). 

Antes de provar o próximo teorema. vamos introduzir algumas definições. 

Começamos descrevendo o domínio nc R2 onde será determinada a existência de solução do 

problema de Dirichlct para a equação das superficies mínimas com condições de fronteiras 

adequadas. 

Vamos requerer que 

.O: = { ( x 1, x ~) E R 2 I x , > a, I x 2 I < lt x,) } (4) 

onde- f' <: a ~ o e r í- C2 (Ja, +:r[) é uma função positiva que satislàz a inequação diferencial 

" f I 
<... -

1 + (f')1 ·r (5) 

e a condição de crescimento (6) 

para algumas constantes positivas C. À. a ... 

No caso em que a > - x vamos supor, além disso. que f( x 1) - ·> O se x r- > a (7) 

A seguir ilustraremos graficamente o domínio 0 com as condições impostas acima. 



----------~--~------~~~~~~-------------7XL o..'" ', ... ' /// f /, 
....... I I ' , I 

......... ' I I I. 
j •' t ,. 

..... I I I 

' I ' ' ' ' ,'/ ' ' . ' . 
' '· \ 

\ 

\ 
\ 

F1gura 2.3 a - ' -

Figura 2.4 a ~ - x:. 

O próximo lema tem por objetivo, verificar que as condições (5) e (6) são admissíveis. 

27 
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Lema 2: Dada g: [bo, +co)~ R tal que < +·CO (8) 

" 
Se f ( <41, +:o) ~ R é tal que 

I f 1 o 5 -- - g(f) s s -
f 1 + (f') 2 f 

(9) 

com f(x 1) - ? +oo se x 1 -) +:o então f satisfaz frxt) 2:: C el..x1 para Xt ~ <41 , onde C, À., ao são 

constantes positivas. 

11 

Demonstração: De fato .. como f(xt) -)+::r. se x, ~ +-:x:; e f ( x,) ~ O se Xt ~ ao, então 

Multiplicando (9) por f' temos 

" 
f' f f' f' o 5 - - g(f). f I $ 1 < -
f l+(f')-- f 

( 1 O) 

Integrando (9) de a, até x1 concluímos que 

f
i 

(
f(xd) . , 1 ( l + f'(x1)

2 l {f(x1)) 
o::;; In r-c ) - g(f(x1)) f (x1)dx1 5 2 ~~~ 2 ) 5 I r-c ) 

a 1 ,q \1 + f ' (a 1 ) a 1 

Mas t~x 1 ) = x 2 Diferenciando temos f '(x1)d x 1 = d x2 e portanto 

(f(xl)l s ·(xl) I ( l + f ' (xl)2 \ (f(xl)) 
O 5 lnlj'(-))- g(x2 )dx2 5 ? lnl , 2 ) 5 ''r-( ) 

ai (a
1

) - U+f(a 1) ai 
( I I) 

De (8) e ( l 1) obtemos que: 

I +f '(x1)
2 2 y f(x 1) 

2
, com x1 2 a1 e y > O ou equivalentemente fazendo a= .fi 

( 12) 



Consideremos agora a função G'(f) = - - 1 ~--= 
f01r)- - I 

19 

Integrando obtemos 

, r ~,~- - ·J G(t' ) = a In v(at f - I I· at . 

Derivando G(f) em tunção de x 1 temos: 

l.og0 de ( 12) 

' 
[{,( C( x1 )) ] ~ I e integrando em função de .r1 obtemos 

CJ(l~x 1 )) ~ Xt. isto é, ~ In [~(af(x1 ))2 ~ ~ + af(x1 >] 2: x1 de onde se conclu i evidentemente 

qu~_· 

I 1 ar 1 
y(af(x1 >r - I ., af( x1) "' e 

[ claro que ~(af(~1 ) ) 2--1 <: J<a-f(x 1 ) )2 =- af(x1) Logo 2al{ x ,) 
ê.tr 

? c 1 isto é. 

,aq 
lhd > ~.;_ - de onde scoue ((1) provando o kma 

2a " 

" r 1 
Pya n ''~.S" :~xt remo na inequação (5). isto é. - - - = - ternos necessariamente que 

I + (f ' )1 f 

' ( y ) - j coe: h ( A.x - !i) .. ! A ' I ~ ( 13) 

para algum . O 1: , l c R Ob\'iamcntc esta f t amb~m satisfaz ( 6 ). 

Na tu r ai mente n correspondendo a ( 13) e um caso t•ivial do próximo teorema, visto que 

uma solução para o problema de D irichlet, neste caso. é o semi-catenóide 
,----------

u(x ,. x~) - { * cos h )~, x 1 ) 
2 

- x~ 
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Teorema 3: Seja n um domínio definido como em ( 4 ), onde (5), (6) e (7) são satisfeitas. 

Então existe uma solução para a equação ( 1. 1) em Q satisfazendo a condição de fronteira u I cO = O 

e a condição assintótica . 

• ~i~, [ in f exp (- A. ! x,l) s~,P u(x, ,x, )] > O 

Demonstração: Para a prova desse teorema usaremos a mesma técnica do teorema I. 

Nesse caso uma supersolução é v(x1, x 2) = ~f(x1 ) 2 
- xi , pois: 

11 11 

=- f(x, ). f (x,) - x; f(x, ). r (x,) x ; f' 2 (x,) 

(f(x,)l - xn'l 

daí: 

1 ,, " 

= - f(x, r' + f 2(x, )xJ - f(x, y' f'(x, )1 + [f(x,) f'(x, >r + f(x, )'f (x,) - f(x, )·'f (x, )x; 

(rcx,)2
- x;)31 

=----
f(x,)! [1 + f'(x1 )

2
- f(x1 ). f"(x1)J 
{f(x, /- x~Y' 

l\ltas em n 

11 

- f(x,Y' f'(x,)2 + f(x,f .f (x,) 

11 11 

( 14) 

logo q_.(v) ::; - f(xy .l. f(x1 )~+ f(xYf ' (xY - f(x,)'f (x1) - f(x1)4 f'(x 1 ) ~ + f(x,)'f (x1) = 0 

c pelo lema 7 (capítulo I) ternos que v(x,, .r2) "'" \ft'(x1 )2 ~x} é supersolução em .0. 



Consideremos o dommio 

As liguras seguintes ilustram o domínio .On quando a "'- f c quando a - 'l-

/ ,:( 
!lll 

; I /I 
, 'f; l'l, .C\ •• I , ,,; -.'"1\1 

Figura 2 5 

/ 

' 

I 

I 

I 

)(1 

' ' 

/ 

' " ' -1 ),._ / / 1 1/;;/;- ... !' 
1/ / Ft.n..'n /r 

-n 'li I I I I I 0// rn 
I _,.. - ....... I I 
j, .... - '-I. 

/ ' / 
r 

Figura 2.6 a · - -y_ 
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, 
/ 

" 

)(..L 

' ' \ 

Vamos determinar uma solução u,. da equação (I I) em n .. satistàzcndo a condição de 

fi onteira 

Para isso, consideremos a função "' · r' (.0 .. ) ) R ddlmda JK)r 
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Do fato de v ser supersolução em .0. . v é contínua em x :::: (x,, x2) tais que x, = ±n 

e I x~ i < f('" ,), consequentemente w é limitada. 

Seja o conjunto 

S,11 = {w ç;; C0 (.0.n) I O ~ w ~v. w subsoluçro em .0.11 , com w ;:; 'I' em r(.o.J} . 

Pelo M étodo de Perron 

u 11 =--- Sup 0( x) é solução da equação ( 1. 1) em O .. 
J~es,1, 

Temos que 

O::; Un ~ V ( 15) 

Se x2 = ± f (x1) e lxd < n temos evidentemente que v(x1• x1) -= O logo de ( 15) 

Seja .o.:, o subconjunto do pontos de c' (O.n ) que satisfazem a condição 

Temos que n:, é convexo c como v é contínua em n:, concluímos pelo teorema 21 



..,.., 

.) .) 

Pelo teorema 4 (~apítulo O) u" satisfaz u 111 (Xt. xz) ::::: u 112 (x~, x2) se n, > n:!. logo pelo 

teorema da compacidade un possui uma subsequência que converge para uma solução u de ( I . I) em 

O. a convergência sendo unirormc sobre cada subconjunto compacto de O 

De (I 5) temos que u se e~ tende continuamente sobre O c u =" O sobre ('[2 

Para concluir a prova nos resta veriticar CJLH.: u :t; () em n c tem crescimento exponenciaL com 

e:;sc propo:;ito vamos comparar u com uma parte dt' um catenoide 

\"! -· b,, 

") i \I 
-C 

Dado um domínio n com f satistazendo (6) podemos escolher bo > a0 tal que para 

i -.. ' ci.l.t 1_-h_,,, nx,) ? c c -'"I ~ 
/, 

Corno Xt 2 b (l temos que ( ei_t·, )•' ?: ( ei.h,, r~ . Portanto e i '"1 2 e - ÍSJ e li. h,, consequentemente 

.., . I · c'_\.1 r e '\1 c-' ~,, 

Div idindo a última desigualdade por ei.h., temos 2ei.(x, - h,,, 2 é'-rt · h,, l + e /.( r1 - h,, l donde 

A . t"( ) cosh(~(x1 - b<>)) 
ssun temos que x 1 ?: - À ( 16) 

Segue que o domínio 



Consideremos em G a se1.?,uintc função 

l 
À, 

que e solução da equação (I I) pois seu gráfico é parte de um catenóicle. 

Temos que 

W s O sobre c'G c W < v sobre G . 

34 

( 17) 

Agora, para todo n sutícientemcntc grande. podemos aplicar o teorema 4 (capítulo O) para as 

runçõcs lln c w sobre o dOillltlÍO (j ( I n .. 

Segue então de t 17) que w < Un sobre t ((j (1 ü.J. logo w s Lln sobre G n nn 

Assim \V s u sobre G e consequentemen tc W "-'- u sobre n. 

Como 

i.(.r I -\lo) 

temos que Sup W > e À -f, logo 
~') 

I 

À, 

e i .(.\ I- ho > Sup u > L - __ I__ e portanto 
~') À f..ci.p·l -h") 

lim in f e - i.(xr - h,) l Sup u ~ j_ > O provando a condição assintótica ( 14) e concluindo a 
.q~ ,.2 À, 

prova do teorema. 
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,, 
Lema 4: Seja f solução da inequação diferencial f s I -+ (f' )2 

( 18), com f{x1) -7 +:c se 

x1 -7± a, onde a~ rr/2 . 

Suponhamos que existem pontos a ~ com - a -1 rr I 2 s a0 $; a: $; a - rr I 2 tal que 

f'$; O sobre [-a, a~], f'(a~) =O 

f' ~ O sobre [a~, a], f'(a:) = O ( 19) 

Então 

i) A função f satisfàz. 

sobre [a~, a) (20) 

e 

(21) 

i i) A função h(x1) '"= are cos [ C cxp ( -f(x1 )) 1 com In C < min f satistàz: 

h(x1 )~ ~ + x1 - a sobre [a - ;. a] 

e 

h(x1) ~ ; - x1 - a sobre [-a, -a +;} (22) 
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Demonstração: 

11 

f 
i) Consideremos o caso em que f' ~ O. Escrevendo ( 18) na forma - < I e, (t + f'1

) -

11 

r· r 
multiplicando por f', temos ( ) .; I . Integrando obtemos 

I + f' 2 

Jn(l + f'(x1)
2

) ~ 2(f(x1 )-f(a~)) sex1 E [a,~ ,a)deonderesulta(20). 

11 

O caso f $ O é provado de maneira análoga e nos conduz a (21 ). 

ii) Como In C $ min t: temos que In C :;, f(a<: ) c ponanto 

Por (i) temos que em [a ~ . a) vale 

Cf ' (x )e r<·'• 1 

h'(x) = -===1=== ' .JI- cz e 2f<.,·,} 

(22) 

Por (22) concluímos que h' (xJ) $ I em [a~ , a) De forma análoga pode-se provar que 

h' (x1) ~ -l sobre (-a, a~ ]. 

Consideremos agora a função g(x1) = h(x1) - x1 - ~ + a em [a - ~-- a]. Obtemos por 

derivação que g' (x1) = h ' (x1) - I logo de (i) concluímos qL~e g ' (x1) $O portanto g é não crescente 

em [a~. a). Usando a condição h(x,) 4' ~ se x, 4' + a temos que g(x,) ~O se x, 4' +a . Logo 



.17 

g(xt) ·o ~e r1 ' la /, . ai Isto claramemc prova que h(x,) ~ 1 x 1 - a sobre la- ~- al. !\prova de 

que h(x, ) > i -x 1 - a sobre 1-a. -a + ~ J é feita de forma anâloga 

Tl•orema 5: Seja o domínio 0: :(r,. r!) I -a '- x, · a. I x2l ·, cos·' (C exp ( - l{xJ)))}, 

onde a _ ~. In C · rninf com f satislàzcndo as condições do lema anterior. Então existe uma solução 

da equação ( 1.1 ) dctinida e contínua sobre Q que satist:1z a seguinte condição de fronteira 

LI( .. v ) = 1 X . \ ) ... \ 2 

1..' 

I 
it para i .\ d - a. I x2 ·, ; 

lJemnn~tr~c;ão: Seguindo o mesmo raclOCJillO desem L)lviclo nos koremas (I) e (3 ) deste 

':< pítuk1. temos nesse caso. que um~ ~upcrsoluçào ::.obre Q pode sc1 

" 

= o 

v\, 
= _= sen x2 

cosx1 
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logo 
" f (xl) $ I + f' (x1)

2 

1t tt 

M "(v)s - f,(xl)+_f_'(,xi) __ O I L 7( . I I) ( ) . I-po11anto: ., e pc o ema capltu o , v x~, x2 e superso uçao 
cos- x2 cos- x 2 

emD. 

Convém observar que se considerarmos a ~ ~ temos: D = { (xt, x2) /I Xt I < ~ e I x2 I < ~ } ; 

f{x 1) = -In cos x 1 e C = 1 nesse caso v(x1, x2) torna-se a clássica superHcie de Scherk 

Consideremos o domínio: 

J 
- < x, -. a-- : lx,l ~ cos '(Cexp( f(x,))} 
n n -

Pelo método de Perron existe uma solução u .. da equação (I I) sobre D" satisfazendo a 

condição O $ Un $ v sobre D 11 . 

Pelo teorema da compacidade a seqüência u.. possui uma suhseqüência que converge para 

urna ..,oiLtção u de ( I I) em D satistàzendo O $ u ::; v sobre D.. (23) 

Consideremos o conjunto de pontos. 

Em D~ ternos que x2 = cos·' ( C exp (-f(xr)) ), logo 



I 
sobre Q.., 

}9 

Para provar a restante condição de frontei ra. isto é, o valor da função u sobre o conjunto de 

superfície de Scherk. 

Pelo ítem (ii) do Lema -1 (capítulo 2) temos que o dommio Q contém os triângulos D+ c ~-

com vértices 1t TC 1t e ( -a I 
2

, O) . (-a, i). (-a, -2) respectivamente. A 

ligw a 3 7 ilustra ~ 1 e L\ 

1l 
-1 'L 

/, I 

I 

I 
I 

I 
)C1 -o.. .. JI ~; -:rr:. ~· 1L I 

'L o I l 2.. I 

' I 

-1L 
,, 

'4 
L 

Figura 3 7 
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,\gora vamos comparar a sequencia Un sobre nn ' l ((c, O) ; L\ I- ) e nu n ((-c, O)+;:..- ): 

onde ((E, O) + !\-r ) e ((-c, O) + /1- ) estão representados na figura 3 7; respectivamente com partes 

W~ da superficie de Schcrk dctlnida sobre ((i. 1:, O) -l /\± ). onde 0 < E <.. para n 
11 

suficientemente grande. 

Naturalmente tomamos as partes da superfície de Scherk que são positivas sobre 

((± f., O) 1 111 ) , assumem valor de fronteira 1-x: sobre a parte vertical de t((± E, O) + !:J.i ) e são 

identicamente nulas sobre a restante pa rte da fronteira. 

-1 
Visto que v(Xt. x2) ~ 1-x uniformemente sobre n n ((±c, O) r 6 - ) se x1 ~ :t a segue que 

para 11 / lln(E) temos Un ;? w~ sobre('( n .. n ((I c. 0) I /\I )) l.ogo pelo teorema 4 (capítulo O) 

Un ~ Wt: sobre Q n n ((± E, 0) +L\± )). 

Fazendo n~ + -:c. e conseqüentemente r. - > O, temos u < w± sobre O. n !':!..± onde w± são 

as correspondentes partes da superficic ele Schcrk detlnida sobre f..± Assim u = 
., 

1 f... em 0. ;:; 

concluindo a prova do teorema. 
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