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Abstract 

In this work we will see some aspects of the euclidean rings such as: the 

generalization to rings o f the usual concept o f eucideans domains, their elementary properties, 

the smallest algorithm and its construction. 

We will show some examples and discuss in which cases the norm will give us 

an euclidean funcion for the case of quadratic fields for which the ring o f integers is euclidean. 

Resumo 

Neste trabalho estudamos alguns aspectos dos anéis euclidianos, tais como: a 

generalização para anéis do conceito usual de domínio euclidiano; suas propriedades básicas; o 

menor algoritmo e sua construção. 

Apresentamos também exemplos e discutimos em que casos a norma dá origem 

a uma função euclidiana no caso de anéis de inteiros quadráticos. 
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INTRODUÇÃO 

Neste trabalho estudamos alguns aspectos dos anéis euclidianos, tais como: a 

generalização para anéis do conceito usual de domínio euclidiano, levando em conta a 

necessidade de ampliarmos o contra-domínio da função euclidiana para um conjunto bem 

ordenado e o desejo de manter a propriedade de ser principal; suas propriedades básicas; 

definimos o que chamamos de menor algoritmo e discutimos sua construção. 

Apresentamos também exemplos e discutimos em que casos a norma dá origem 

a uma função euclidiana no caso de anéis de inteiros quadráticos. 

A referência básica para este trabalho é [S2]. No entanto gostaríamos de 

salientar que no artigo citado o autor ainda aborda a situação em que o anel é um anel de 

coordenadas de uma curva algébrica afim de genus zero, situação esta que não será tratada 

aqm. 

Sobre teoria básica de álgebra relembramos aqui a seguinte definição e as 

seguintes proposições: 

Definição 1: Dois ideais J, I de um anel A são ditos co maximais se I + .:J=A. 

É claro que quaisquer dois ideais maximais distintos são comaximais. Ainda: 

Proposição 0.1: Sejam A um anel e U, , ... ,Un ideais de A. Se Ui,Uj forem 

comaximais sempre que i =F j, então 
n n 

nui = rrui. 
i=l i=l 

Proposição 0.2: Sejam A um anel e U,, ... ,Un ideais quaisquer de A. Com 

relação ao homomorfismo 
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<P: A~ TI ~i 
i= I 

dadopor<P(x) = (x+U,, ... ,x+Un), temos: 
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i) cfJ é sobrejetora <=> Ui,Ujforem comaximais sempre que i =1= j; 
n 

ii) cP é injetora<=> nui = (0). 
i=1 

Como conseqüência destas proposições temos o seguinte corolário: 

Teorema 0.3: Teorema Chinês de Restos: Sejam A 1, ... ,An ideais dois a dois 

co maximais em um anel R. Então, dados b 1, ... , bn E R, sempre existe b E R tal que 

b = bi(modAi) (i = 1,2,n). 

Além disso b é unicamente determinado a menos de congruências módulo o 

ideal 
n n 

nAi = nAj. 
i=l i=l 

Durante o texto nos referiremos a estes resultados como proposição 0.1, 

proposição 0.2 e teorema 0.3. 

Para a prova dos resultados citados acima veja a proposição 1.1 O de [A -M]. 

A seguir, listamos algumas convenções que serão consideradas ao longo deste 

trabalho: 

1) A menos que especificado o contrário, todo anel será comutativo com 

unidade; 

2) Por domínio consideramos um anel comutativo com unidade e sem 

divisores de zero; 

3) Os módulos são todos unitários, isto é, 1m = m, para todo m pertencente 

ao módulo. 

E também estabelecemos as seguintes notações: 

1) N = {0, 1,2,3, ... }; 

2) B* = B- {O}; 

3) U(A) =invertíveis do anel A; 

4) (x) =ideal gerado pelo elemento x; 

5) cf(D) =corpo de frações do domínio D. 

VI 



Capítulo 1 

PRÉ-REQillSITOS 

1.1 Conjuntos Bem Ordenados 

Definição 1.1.1: Uma ordem parcial (ou algumas vezes simplesmente chamada 

uma ordem) em um conjunto X é uma relação reflexiva, anti-simétrica e transitiva em X; e 

neste caso X é dito um conjunto parcialmente ordenado. 

Definição 1.1.2: Se uma ordem parcial ~ num conjunto X satisfaz ainda a 

propriedade que para todo x e y em X, x ~ y ou y ~ x, então ~ é chamada uma ordem total, e 

X é dito um conjunto totalmente ordenado. 

Definição 1.1 .3: Um conjunto A parcialmente ordenado é dito bem ordenado (e 

sua ordem é chamada uma boa ordenação), se todo subconjunto não vazio de A possui menor 

elemento. 

Propriedades básicas de um conjunto bem ordenado: 

i) Todo conjunto bem ordenado é totalmente ordenado (e portanto todo 

subconjunto de um conjunto bem ordenado possui o menor elemento). 

ii) Todo subconjunto de um conjunto bem ordenado é também bem 

ordenado. 

A demonstração destas propriedades, bem como maiores detalhes sobre toda 

esta seção podem ser encontrados em [Ha]. 

Definição 1.1.4: Sejam A e B conjuntos totalmente ordenados. Considere o 
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conjunto A x B. A relação 

(a1,b1) ~ (a2,b2) <==> a1 < a2 ou (a1 = a2 e b1 ~ b2) 

define uma relação de ordem em A x B chamada de ordem lexicográfica. 

Exemplos: 

a) O conjunto N é um conjunto bem ordenado; 

b) Se A e B são conjuntos bem ordenados tem-se que A x B com a ordem 

lexicográfica é também bem ordenado. 

elemento 

De fato: Seja H um subconjunto de A x B. 

Consideremos o seguinte conjunto: 

HA = {a E A 13 b E B, (a, b) E H} c A. 

Como o conjunto A é bem ordenado por hipótese, temos que existe um 

ao E HA tal que ao~ a, \la E HA. 

Consideramos agora o conjunto 

Hs = {b E B!(ao,b) E H} c B. 

Usando que o conjunto B é um conjunto bem ordenado, temos que 

3 bo E Hs tal que bo ~ y, Vy E Hs. 

Afirmamos que o elemento (ao,bo) é o menor elemento do conjunto H. 

Tomemos (a,b) E H. Então a E HA e portanto ao ~a. 

Se ao < a então está pronto; caso ao = a então b E Hs e portanto 

bo ~ b pela construção de bo. 

Assim, temos que (ao,bo) ~ (a,b). 

• 
Definição 1.1.5: Se X é um conjunto parcialmente ordenado, e se a E X, o 

conjunto {x E X I x < a} é chamado o segmento inicial determinado por a. Um subconjunto 

Y de um conjunto parcialmente ordenado X é dito um segmento inicial de X se existe em X um 

elemento a tal que Y é o segmento inicial determinado por a. 

Aqui, como exemplo, temos que o segmento inicial determinado por 

(l,n) E N x N, com a ordem lexicográfica, é o conjunto {O} x N. 

Definição 1.1.6: Sejam A e W conjuntos bem ordenados. Dizemos que uma 

bijeção ~ : A - W preserva ordem ou é um ordem-isomorfismo se a seguinte condição é 
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verificada: 

Va,b E A, a~ b ~ Ç(a) ~ Ç(b). 

Assim, se tivermos conjuntos bem ordenados W1, W2 com #W1 < #W2 temos 

que sempre podemos encontrar um segmento inicial de W2 que é ordem-isomorfo a W1. 

Definição 1.1. 7: Dados dois conjuntos E e F disjuntos e bem ordenados, 

podemos definir uma boa ordem em E U F de modo que pares de elementos em E e também 

pares de elementos em F retenham a ordem que tinham, e de modo que cada elemento de E 

preceda cada elemento de F. Com uma tal ordem, o conjunto bem ordenado E U F é chamado 

soma ordinal dos conjuntos bem ordenados E e F. 

Para efetuarmos a soma ordinal de um conjunto bem ordenado W com o próprio 

conjunto W, podemos considerar os conjuntos W1 = {(x,O) lx E W} e W2 = {(x, I) lx E W} 

que, naturalmente, são ordem-isomorfos a W mas agora com a vantagem de serem disjuntos. 

Daí, considerando em W1 U W2 a soma ordinal de W1 e W2 teremos W1 U W2 um conjunto 

bem ordenado com a ordem lexicográfica. 

Outro fato importante sobre conjuntos bem ordenados é que podemos obter 

resultados sobre seus elementos por um processo análogo ao de indução matemática. Mais 

precisamente: suponhamos que S seja um subconjunto de um conjunto bem ordenado X, e 

suponhamos que a condição "x E X e o segmento inicial determinado por x está totalmente 

contido em S'' implique x E S. Nestas condições, o Princípio de Indução Transfinita afirma 

que devemos ter S = X Equivalentemente: se a presença, em S, de um conjunto de todos os 

predecessores estritos de um elemento de X implica a presença do próprio elemento em S, 

então S contém todo X ou seja, S = X 

1.2 Domínios Fatoriais, Principais, Noetherianos e Artinianos 

Mencionamos inicialmente alguns resultados gerais de anéis comutativos que 

serão utilizados aqui mesmo neste parágrafo. Salientamos que as demontrações não 

apresentadas, salvo menção em contrário, podem ser encontradas em [A-M]. 

Lema 1.2.1: Sejam A um anel eM 1,M2.dois ideais maximais distintos de A. 

Então, para qualquer tE N*, M~ eM~ são ideais comaximais. 

Prova: Por contraposição suponhamos queM~+ M~ =t= A. Teremos então 
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que existe M ideal maximal de A tal que M ~ + M ~ c M. Mas então M l c M e, como M 

é primo tem-se queM 1 c M, e portanto, como ambos são maximais teremos M 1 = M. 

Fazendo o mesmo raciocínio para a outra parcela teremos Mz = M, 

• 
Definição 1.2.2: Um elemento p * O e não invertível de um anel A é dito um 

elemento primo se para todo a, b e A, temos 

plab => p!a ou p!b, 

onde por x[y estamos significando di visibilidade em A, ou seja, que existe z E A tal que y = zx. 

Definição 1.2.3: Um elemento x * O e não invertível de um anel A é dito 

irredutível em A se não possui fatoração não-trivial em A, isto é, se a, b E A são tais que 

ab = x, então a ou b é invertível em A. 

Lema 1.2.4: Em um domínio, todo elemento primo é irredutível. 

Salientamos que a volta desta afirmação não é sempre verdadeira: prova-se que 

em Z[ H] o elemento 3 é irredutível mas não é primo. 

No entanto existe uma situação particular onde esta recíproca é válida, como 

mostramos a seguir. 

Definição 1.2.5: Seja A um anel. Um ideal I de A é dito um ideal principal se 

existe x E A tal que I=(x). Um anel (respectivamente um domínio) no qual todo ideal é 

principal é chamado de anel a ideais principais (respectivamente domínio a ideais 

principais -DIP). 

Proposição 1.2.6: Num anel a ideais principais A todo elemento irredutível é 

primo. (Com isto, temos que em um domínio a ideais principais {primos} = {irredutíveis}). 

Definição 1.2.7: Um ideal I de um anel A é dito ideal nilpotente se In = (O) 

para algum inteiro n > O. 

Em [Z-S] (Th.IV.15.33) encontramos um interessante teorema sobre a estrutura 

dos anéis a ideais principais: 

Teorema 1.2.8: A soma direta de anéis a ideais principais é ainda um anel a 

ideais principais. Cada anel a ideais principais é a soma direta de domínios a ideais 
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principais e de anéis a ideais principais com um único e nilpotente ideal primo. Ainda, num 

anel a ideais principais com um ínico e nilpotente ideal primo (p) todo elemento não nulo x é 

da forma x = p v(x)u, onde u é invertível e v(x) é univocamente determinado por x. 

Definição 1.2.9: Um domínio D é dito um domínio de fatoração única -DFU, 

se todo elemento não nulo e não invertível de D se escreve como produto de irredutíveis de D 

e tal fatoração é única, a menos de ordem e de associados. 

Proposição 1.2.10: Em um domínio de fatoração única, um ideal é maximal se 

e somente se é gerado por um elemento irredutível. 

Queremos agora mostrar que todo domínio a ideais principais é um domínio de 

fatoração única; para tanto, precisamos de algumas definições importantes: 

Definição 1.2.11: Uma cadeia ascendente de ideais de um anel A é uma 

seqüência (Ij)jeN de ideais de A tais que 

Io C I1 C ... C In C ... 

De maneira análoga define-se cadeia descendente. 

Uma cadeia é dita estacionária se existe n tal que 

Io C I1 C ... C In = In+I = .... 

O comprimento de uma cadeia ascendente é o número de inclusões estritas. 

Uma cadeia maximal de A é aquela em que nenhum ideal extra pode ser inserido através de 

inclusões próprias, o que é equivalente a dizer que cada quociente J;_
1 

é um anel simples, ou 

seja, não possui ideais além dos triviais. 

Proposição 1.2.12: Suponha que o anel A tem uma cadeia maximal de 

comprimento n. Então cada cadeia maximal de A tem comprimento n, e cada cadeia em A 

pode ser estendida a uma cadeia maximal. 

Definição 1.2.13: Um anel A é chamado de noetheriano se satisfaz uma das três 

condições equivalentes: 

i) Todo conjunto não vazio de ideais de A tem um elemento maximal; 

ii) Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionária; 

iii) Todo ideal em A é finitamente gerado. 

Resaltamos que o tipo mais simples de anéis noetherianos são os anéis a ideais 
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pnncipais. 

Podemos agora mostrar que: 

Proposição 1.2.14: Todo domínio a ideais principais é um domínio de 

fatoração única. 

Prova: Para a prova da existência da fatoração, começamos considerando 

a E A não invertível e não irredutível. Temos que (a) c M = (m 1 ), para algum irredutível 

m I· Portanto a = m 1 a 1, para algum a 1 E A, não invertível. 

Se a 1 for irredutível ou invertível está pronto. Caso contrário temos 

(at) c (mz) para algum irredutível mz E A e, como anteriormente, teremos a1 = mzaz com az 

não invertível e portanto a = m 1 mzaz. 

Se az for irredutível está pronto, caso contrário continuamos o processo. 

Garantimos que este processo de fatoração em irredutíveis é finito, uma vez que a cadeia 

(a) c (a 1) c (az) c ... 

tem de ser estacionária, já que o anel é noetheriano. 

Para a unicidade, tomemos um elemento a E A não invertível e não 

irredutível e suponhamos 

a= mtmz ..... mn e a= PtPZ·····Ps 

com Pi e mj todos irredutíveis em A. 

temos que 

Temos que m1mz ..... mn = PIPZ·····Ps· Suponhamos que n ~ s. Como mda 

mi!Pipz ..... ps 

=> 3j,mdpj 

=> pj = m1t1 

=> t, E U(A), 

sendo esta última implicação válida por que m 1 e p 1 são ambos irredutíveis. 

Após reordenar o produto p IP2 ... .. p s de modo a termos j = 1, obtemos 

m1mz ..... mn = t1m1pz ..... ps. 

Como estamos em um domínio podemos então considerar que 

mz ..... mn = ltpz ..... ps. 

Seguindo este raciocínio para mz, m 3, ... mn e reordenando a cada vez que 

for necessário chegamos a 

mn = fttz ... tn-IPn···Ps com lt,tz, ... ,tn-1 E U(A). 
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Como mn é irredutível, por hipótese, conclui-se que n = s e mn e Pn são 

associados. 

• 
Salientamos que a recíproca desta proposição não é válida pois K[X, Y] é DFU 

mas não é DIP. 

Proposição 1.2.15: Se D é um domínio noetheriano eM é um ideal maximal de 

D tal que ~ é finito então f:t, é um anel finito, para todo t E N *. 

Prova: Afirmamos inicialmente que para todo r E N, é um 

~ -espaço vetorial de dimensão finita; daí, por hipótese, temos que ~ é finito, o que 

significa que ):;~ 1 é um conjunto finito, para todo r E N*. 

De fato, se D é um anel noetheriano então :1'+1 é também noetheriano, e 

portanto :~~ é um ideal finitamente gerado de :,...1 , digamos, :~~ = (m 1, ... ,me). 

Afirmamos que tais elementos são também geradores do :l'tl -espaço vetorial :~~ , pois 

- ....M.:... - - " . . -il -i, __12_ - __/2_-m E M"'"1 => m- ~ a, 1 •• • z,mr .. . me E M"'"1 mr + ... + M"'"1 me. 
fim e a 

Note agora ainda que existe um isomorfismo de anéis entre 
_D_ 

D Mrtl 
M' e M' · 

M,...l 

Daí afirmamos que, para todo r E N*, .f:t, é também finito. A prova é por 

indução sobre r : para r = 1 temos que se ~ é finito por hipótese; seja r ~ 1 e suponhamos 

que .f:t, é finito. Então, pelo isomorfismo de anéis acima, temos que :,..,.1 é finito. 

• 
Proposição 1.2.16: Se D é um domínio a ideais principais e{Ma}aeJ denota a 

família de todos os seus ideais maximais, então 

nnMa = D, 
a e/ 

onde D Ma denota o domínio D localizado em Ma para a E I. 

Prova: (c) Inicialmente observemos que, quando tomamos um elemento 

X E n D Ma c cj{D), podemos considerar que X = ~ ' com a, b E D sem fatores irredutíveis 
ael 

em comum, uma vez que, por ser domínio principal, D é um DFU. Afirmamos que b ~ Ma, 

para todo a E I. 
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De fato, por definição de localização, podemos considerar que, para cada 

a E I, existem Wa E De Ya ~ Ma tais que 
a Wa 

b ="Ta"· 

Suponhamos por absurdo que b E Ma para algum a. Neste caso, usando 

novamente que D é um DFU, podemos considerar 

aya = bwa E Ma 

=>a E Ma, poisya ~ Ma. 

Daí, supondo Ma = (ma) teremos ma irredutível e 

b = mas e a = mal, 

para algum s, t E A, absurdo. 

Assim, ao tomarmos X = ~ E n D Ma teremos que a E D mas 
a E/ 

b ~ UMa; mas então, b E U(D), e portanto ~ = ab-1 E D. 
a E/ 

(=>) Tomemos x E D, então ~ E D e, como 1 ~ UMa, temos que 
ael 

• 
Definição 1.2.17: Dado um ideal I de um anel A o conjunto 

r(T) = {x E A I 3n > O;xn E I} é dito o radical de I. 

Definição 1.2.18: Um ideal I de um anel A é dito primário se I =F A e se, para 

todo x,y E A, 

xy E I=> oux E Touyn E I para algum n >O. 

Uma propriedade dos ideais primários é a de que se I é um ideal primário então 

r( I) é o menor ideal primo que contém I. 

Definiçãol.2.19: Uma decomposição primária de um ideal U de A é uma 
n 

expressão de U como uma intersecção finita de ideais primários, digamos U = n I i. 
i= I 

Proposição 1.2.20: Em um anel noetheriano A todo ideal possui uma 

decomposição primária. 

Definição 1.2.21: A intersecção de todos os ideais primos de um anel é um 
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ideal, que chamamos nilradical. 

Proposição 1.2.22: Em um anel noetheriano o nilradical é um ideal nilpotente e 

é igual a r(O). 

Definição 1.2.23: Um anel A é dito artiniano se satisfaz uma das seguintes 

condições equivalentes: 

i) Cada conjunto não vazio de ideais em A tem elemento minimal; 

ii) (condição de cadeia descendente - ccd): Cada cadeia descendente de 

ideais em A é estacionária. 

Salientamos que, como exemplo de conjunto que satisfaz ccd, podemos citar os 

conjuntos bem ordenados, ou seja, todo conjunto bem ordenado satisfaz a condição de cadeia 

descendente. No entanto não vale a recíproca, isto é um conjunto que satisfaz ccd pode ser 

apenas parcialmente ordenado, enquanto que todo conjunto bem ordenado é necessariamente 

totalmente ordenado. E de fato: N x N com a ordem cardinal 

(ar,a2) ~ (b1,b2) ~ a1 ~ br e a2 ~ b2 

é parcialmente ordenado, satisfaz ccd e não é totalmente ordenado pois (1,2) e (2, I) são 

incomparáveis. 

Proposição 1.2.24: Um anel artiniano tem apenas um número finito de ideais 

maximais. 

Proposição 1.2.25: Um anel A admite uma cadeia maximal de ideais se 

somente se é artiniano e noetheriano. 

Note que um anel artiniano e noetheriano tem cadeia maximal de comprimento 

finito, pois satisfaz as condições de cadeia descendente e ascendente. 

Proposição 1.2.26: Seja A um anel em que o ideal nulo é um produto 

(O) = M r ..... Mn de ideais maximais (não necessariamente distintos). Então A é noetheriano 

se e somente se A é artiniano. 

Definição 1.2.27: Dizemos que a dimensão (de Krull) de um anel A é o 

supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos do anel A. 

Proposição 1.2.28: Um anel A é artiniano se e somente se é noetheriano e tem 
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dimensão nula, ou seja, todo ideal primo é maximal. 

Proposição 1.2.29: A é um anel artiniano em que todos os seus corpos de restos 

são finitos se e somente se A é um anel de cardinalidade finita. 

Prova: Suponhamos que A é um anel artiniano com corpos de restos fmitos. 

Pela proposição 1.2.24, A tem um número finito de ideais maximais, digamos M 1, ... , M r· 

Como todo anel artiniano tem dimensão de K.rull zero, temos que 

M 1, ... ,M, são todos os ideais primos de A. Portanto, pela proposição 0.1, 
r r 

r(O) == n P == n Mi = IlM i. 
1' primo de A i= I i= I 

Como todo anel artiniano é noetheriano, temos que o nilradical de A é 

nilpotente, pela proposição 1.2.22. Ou seja, existes E N, tal que 

M1 ..... M: = (MJ ..... Mr)S = r(O)s = O. 

Portanto o homomorfismo natural de anéis: 

ú) : A ~ ~~ X ... X ~: ( *) 

pela proposição 0.1, tem núcleo 

M1 n ... n M; = M1 ..... M; = O 

e portanto, pelos lema 1.2.1 e proposição 0.2, é um isomorfismo. 

Mas A é um anel noetheriano com corpos de restos finitos. Então ~s tem 
I 

cardinalidade finita para cada i. Portanto, por (*),A tem cardinalidade finita. 

A recíproca é clara. 

• 
Proposição 1.2.30: Seja D um domínio noetheriano de dimensão um com 

corpos de restos finitos. Então, para todo ideal não nulo U de D , o anel quociente ~ tem 

cardinalidade finita. 

Prova: Seja U um ideal não nulo de D; para mostrar que ~ é finito vamos 

mostrar que 
D D 

D _ u X X u -u --,- ... - , 
M, ~ -u u 

D 

onde M ~, ... , Ms são alguns ideais maximais de D e t E N*, pois daí, como 77 
- JL Mi - M:' 

u 

teremos que ~ é finito, pois mostraremos que cada ~~ é também finito. 
I 
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Observemos primeiramente que se D é noetheriano e U * O então U admite 
s 

uma decomposição primária, digamos, U = n x; com r(T;) = P;. Então, como D tem 
i= I 

dimensão um, temos que cada ideal primo P; já é maximal. Fazemos então P; = M;, para 

todo i. 

Afirmamos agora que M 1, ... , Ms são todos os ideais primos de D que 
s 

contêm U. De fato, pois se existir P tal que P::2. Zl = n T; então, sendo P primo, temos que :li 
i= I 

tal que T; c P. Mas então P = r(P) :::> r(T;) = M;, donde P = M;, uma vez que M; é 

maximal. 

Como sabemos que existe uma bijeção entre os conjuntos 

{ ideais primos de e } e { ideais primos de D que contêm U } , 

temos que os ideais ~· ' ... , ~· são todos os ideais primos (e também maximais) de e' o que 

implica que, em ~, temos 
s s 

r(O) = n P = n ~~ = f1 ~~ ' 
P primo de-& i= I i= I 

sendo esta última igualdade válida pela proposição 0.1. Ainda, como e é noetheriano, temos 

pela proposição 1.2.22 que r( O) é nilpotente. Portanto 3t E N* tal que (n ~I ) I = (0), ou 
t=l 

. ( M 1 )' ( M, )' _ (O) · d Mf M~ _ (O) seJa, z:r ..... z;r - , ou am a, z:r·····ZT- . 

Agora, pelo lema 1.2.1 os ideais ~f e J são também comaximais quando 

i * j. Logo, pela proposição 0.2 temos que a aplicação 
D 12. 

(/) • J2... ~ Ti X X _u_ 
• U M~ ••• M} 

u- u 

é sobrejetora e injetora, já que 

s M' s M' 
kerq> = n zf =TI -d- = co). 

i=l i= l 

Resta-nos portanto mostrar que J2.., é finito, para cada i E {1, ... ,s}. 
Ml 

Como D é noetheriano, temos que ~~ também é noetheriano e, como D 
I 

tem dimensão um, temos que o único ideal primo (e maximal) de ~~ é Z:; e portanto 
I I 

dim J2.., = O. Assim, J2.., é também artiniano, pela proposição 1.2.28. 
M 1 M 1 

Afirmamos que ~~ tem corpos de restos finitos. De fato, ~~ tem um 
I I 
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único ideal maximal que é M: . Portanto 
M; 

logo é fmito pois por hipótese D tem corpos de restos finitos. Portanto pela proposição anterior 

temos que ~! é finito. 
' • 
Definição 1.2.31: Definimos norma de um ideal U de um anel A como sendo o 

número#( t ); a norma de um elemento b E A é definido por#( a) ) . 
Notação: n(U) para a norma do ideal U e n(b) para a norma do elemento b. 

O que a Proposição 1.2.30 nos diz então é que num domínio noetheriano de 

dimensão 1 com corpos de restos finitos todo ideal não nulo tem norma finita. 

Proposição 1.2.32: Sejam A um anel e b E A não divisor de zero. Então para 

cada a E A a função a : <~> -+ <~i> é um isomorfismo de grupos, e n(ab) = n(a).n(b). 

Prova: Inicialmente observemos que (ab) c (b) e portanto o quociente <~i> 

faz sentido. Ainda, sabemos que os grupos <~> e são isomorfos. Daí obtemos: 

n(b)# <~i> = n(ab). 

Portanto se mostrarmos o isomorfismo entre <Aa> e J!:)_ teremos 
(ab) ' 

#<~i> = n(a), e portanto n(b).n(a) = n(ab). 

Consideremos a aplicação: 

A <b> d fi ·d c-) b a : (a) -+ (ab) , e 1m a por a x = x . 

Afirmamos que a está bem definida; de fato, dados x,x· E A, 

x = x· ~ x-x· E (a)~ (x-x·)b E (ab) ~ xb = x·b. 

Ainda, como b não é divisor de zero temos que vale também a recíproca das 

afirmações acima, ou seja 

xb = x·b ~ (x-x·)b E (ab) ~ x-x· E (a)~ x = x·. 

Assim, a é injetora. O resto da prova é fácil de ser feita. 
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Teorema 1.2.33: Em um anel noetheriano A, o número de ideais com uma dada 

norma finita é finito. 

Prova: Seja n E N* fixado. 

Como o número de anéis com n elementos não isomorfos entre si é finito, 

basta-nos mostrar que, fixado um anel R com n elementos, o conjunto de ideais de A, que 

denotaremos por {Ua} aeJ para os quais zJa ~ R é finito, ou seja, que o conjunto I é finito. 

Seja U = nua. A mostrar: o número de ideais de A que contêm Ué finito, 
ael 

pois daí teremos em particular que o número de ideais Ua é finito. 

Para tal consideramos o anel B = ~ . 

Pretendemos mostrar que o anel B é finito (pois daí tem um número finito 

de ideais e portanto o número de ideais de A que contêm Ué finito). 

Note que se o ideal U for maximal então está pronto pois U=Ua para todo 

a E I e portanto I tem um único elemento. 

Vamos então considerar o caso em que U não é maximal. 

Para concluirmos que B é um anel finito, vamos utilizar a proposição 

1.2.30, mostrando que B é artiniano e que todos os seus corpos de restos são finitos. 

Observe que B é noetheriano pois B = ~ é quociente de anel noetheriano. 

Então, pela proposição 1.2.29, para mostrarmos que B é artiniano basta mostrar que 

dimB = O, ou seja, que todo ideal primo de B é maximal. 

Resta-nos mostrar então que B tem dimensão de Krull zero e corpos de 

restos finitos. 

Seja P um ideal primo de B. Afirmamos que ~ é um domínio finito (pois 

daí, como todo domínio finito é corpo, temos que P é um ideal maximal), e também que os 

corpos de restos são finitos. 

Para mostrarmos que 

homomorfismo de anéis: 

B p é finito, consideremos inicialmente o 

lfl : B = t -+ f1 zJa ~ f1 R dado por lf!(u + U) = (u + Ua)aei. 
ael ael 

Tal homomorfismo está bem definido e é injetor, pois U c Ua para todo a e 

lf!(U + U) = o ~ 'r;f a E I, u E Ua 

~ u E nUa = u ~ u + u = o+ u. 
a E! 

Agora, como R é finito, temos que R tem um número finito de ideais 

maximais, digamos, M 1, ... , M r, e também que R é artiniano. Assim, pela Proposição 1.2.29, 
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temos que R é noetheriano e dimR = O eM,, ... ,Mr são também todos os ideais primos de R. 

Portanto, sendo r( O) o nilradical de R, temos: 
r 

r(O) = n P = nM; = M, ..... Mr. 
P primos de R i= I 

Sendo R noetheriano, pela proposição 1.2.23 tal ideal é nilpotente, ou seja, 

existe s tal que 

(O) = (M,, ... ,Mr)s = M1, ... ,M~. 

Afirmamos agora que existe um polinômio mônico p(X) E Z[X] que se 

anula em todos os elementos de R. 

De fato, sendo R um anel finito, o anel .f:t . é também finito, digamos, com 
) 

q1 elementos. Então: 

e, portanto 

r E R. 

'\Ir E R, rqj = rmod(M1), ou seja, '\Ir E R, rqj- r E M 1 

r 

Vr E R, TICrqj -r)S E M~ .. ... M~ = (0). 
j=l 

r 

Assim o polinômio mônico p(X) = TI (Xqj -X) satisfaz p(r) = O, para todo 
J=l 

Segue daí que obtemos um polinômio p(X) E R[XJ tal que, para todo 

r E TI R, temos p(r) = O. 
iel 

Em particular, temos que para todo b E B, p('!'(b)) = 'l'(p(b)) = O e, 

como 'I' é injetora, concluímos que p(b) = O para todo b E B. Portanto para todo ideal primo P 

de B temos que ~ é domínio, e ainda,p(a + P) =O para todo a+ P E ~. 

Podemos então concluir que ~ é finito, logo um corpo, e portanto P é 

maximal. 

Ainda, com a demonstração acima fica também demonstrado que todos os 

corpos de restos de B são finitos, o que completa a prova. 

• 
No capítulo 3 deste trabalho estaremos calculando a norma em vários tipos de 

anéis. 
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1.3 Valorizações 

Definição 1.3 .1: Dados um corpo K e um grupo abeliano totalmente ordenado 

(r,+), uma aplicação v : K* -+ r é dita uma valorização sobre K se, para todo x,y e K* vale: 

i) v(xy) = v(x) + v(y); 

ii) v(x + y) ~ min{v(x), v(y)}. 

Exemplo 1: Fazendo K = Q, tomamos um elemento p E Z primo; então cada 

elemento x = ~ E Q* pode ser escrito unicamente da forma x = ~ = p 0 ~ , onde a E Z e 

mdc(y,p) = 1 = mdc(z,p) . Definimos então a valorização vp : Q -+ Z por vp(x) =a, que é 

chamada valorização p-ádica. 

Listamos a seguir vários resultados sobre valorizações, alguns sem 

demonstração. Maiores detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [R1]. 

Proposição 1.3.2: Dados um corpo K e uma valorização v sobre K, tem-se: 

i) v(l) = O; 

ii) v( -x) = v(x); 

iii) se v(x) * v(y) então v(x + y) = min{v(x), v(y)}; 

iv) v(x-1) = -v(x). 

Definição 1.3.3: Seja B um domínio, e K seu corpo de frações. Dizemos que B é 

um anel de valorização de K, se para cada x E K*, x E B ou x-1 E B. 

Proposição 1.3.4: Um anel de valorização é um anel local, ou seja, possui um 

único ideal maximal. 

Lema 1.3.5: Dados um corpo K e uma valorização v sobre o corpo K, o anel 

A v = {x E K* I v(x) ~ O} U {O} 

é um anel de valorização do corpo K. O ideal maximal de A v é dado por 

Mv = {x E K* I v(x) > O} U {O} 

e portanto 
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U(Av) = {x E K lv(x) = 0}. 

Definição 1.3.6: O anel Av defmido no lema acima é denominado anel de 

valorização associado a v. 

Sejam r um grupo totalmente ordenado, D um domínio e K = cj(D) o corpo de 

frações de D. Se v : D* -+- r é uma função que satisfaz as condições (i) e (ii) da definição 

1.3.1 pode-se estender v a K * = (cj(D))* defmindo v(~) = v(a)- v(b) e daí teremos v uma 

valorização sobre K. 

Exemplo 2: Fazendo F = K(X) = cj(K[X]) e fazendo uso da proposição 1.2.6, 

tome um polinômio irredutível[ E K[X] e defina VJCOmo no exemplo 1. 

Em geral, 

Proposição 1.3.7: Sejam D um DFU e p E D um elemento irredutível de D. 

Então a aplicação 

vp : D * -+- N dada por: 

vp(x) = s, onde s é o expoente do elemento irredutível p que aparece na fatoração de x, 

satisfaz as condições (i) e (ii) da definição 1.3.1 e portanto induz uma valorização sobre o 

corpo de frações de D. 

Prova: Se considerarmos x,y E D* não invertíveis e tais que x = aps e 

y = bp1 comp 1 a ep 1 b, então vp(x) =se vp(y) = t; daí 

xy = apsbp1 => xy = abps+t e p 1 ab :::) vp(xy) = s + t = vp(x) + vp(y). 

E, se considerarmos, sem perda de generalidade, t:::;; s, temos: 

x + y = aps + bp1 => x + y = p 1(aps-t + b) => vp(x + y) ;;;:: t = min{vp(x), Vp(y)}. 

• 
Definição 1.3.8: Seja Dum domínio de fatoração única. A valorização definida 

na proposição acima é chamada de valorização p- ádica de D, ou sobre o corpo de frações 

deD. 

Temos também que se D é um DFU vale: 

Proposição 1.3.9: Seja Dum domínio de fatoração única e seja M == (p) um 

ideal maximal de D. Então o anel de valorização associado a vp é igual ao anel DM, anel de 

localização em M. 
Prova: Temos que D vp = {x E (cj(D))*iv(x);;;:: O} U {0}, enquanto que 
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D M = { ~ I a E D, b E D\M}. 

Tomemos x E Dvp, 

mdc(a,b) = 1. Daí: 

não nulo, da forma 

Vp(X) ~ 0 => Vp ( ~ ) ~ 0 

=> Vp(a)- Vp(b) ~ 0 

=> Vp(a) ~ Vp(b). 

X= .Q. 
b 

com a,b E D e 

Daí, como estamos supondo mdc(a,b) = 1, temos necessariamente 

vp(b) =O; logo b ~ Me portantox E DM. Assim, Dvp c DM. 

Reciprocamente, se x E D M - {O} então temos que x se escreve como 

x = ~ com a E D* (pois x * O) e b ~ D\M e portanto vp(b) = O, enquanto que vp(a) ~ O. 

Daí Vp(X) = Vp ( ~ ) = Vp(a)- Vp(b) = Vp(a) ~ 0. 

Assim, D M c Dvp· 

• 
Reenunciamos portanto a proposição 1.2.16: 

Corolário 1.3.10: Se D é um domínio a ideais principais e {Ma}aeJ denota a 

família de ideais maximais de D, digamos, Ma = (pa), com Pa irredutível em D para todo 

a E I, então: 

Definição 1.3.11: Uma valorização é dita uma valorização discreta (de posto 

1) se o conjunto imagem da valorização for o conjunto Z. 

Um domínio D é um anel de valorização discreta se existe uma valorização 

discreta definida em K = cf(D) cujo anel de valorização associado é D. 

Se A é um anel de valorização associado a uma valorização discreta v então, 

dado x E A satisfazendo x * O e v(x) = k, temos, para y E A, 

v(y) ~ k = v(x) => 

v( f ) = v(y) - v(x) ~ O => 

L E A=> 
X 

y = ~X E (x). 

Daí, dado um ideal U =1= (O) de A, tomando x E U tal que x =1= O e v(x) é o menor 
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elemento de v(U) c N, teremos U = (x), pois 

y E U => v(y) ~ v(x) => y E (x). 

Portanto A é um domínio principal e portanto noetheriano. 

Afirmamos também que A tem dimensão de Krull igual a um. De fato, seja P 
um ideal primo não nulo de A, digamos, P = (x). Seja M = (y) um ideal maximal de A que 

contém P. Então 

x E P c M =(y) => x = ya E P, 

para algum a E A. Daí, como Pé ideal primo temos que y E P ou a E P. 

Se a E P = (x) um simples cálculo nos permite concluir que y E U(A), absurdo 

pois y é irredutível. 

Logo y E P e portanto P = M. 
Provamos assim que todo anel de valorização associado a uma valorização 

discreta é noetheriano (até principal) e tem dimensão de Krull igual a um. 

1.4 Anel de Inteiros Algébricos 

Neste parágrafo faremos algumas considerações sobre extensões algébricas e 

definiremos a norma de um elemento algébrico e provaremos que ela coincide com a norma 

definida em 1.2.32. 

Sejam K, L corpos com L uma extensão finita de K, digamos, [L : K] = n, e 

dado um K- operador linear P sobre L, podemos cosiderar a matriz de P em relação a alguma 

base de L. Denotando tal matriz por, (aij) 1~;~· define-se a norma de P como sendo 
Iq~ 

N(P) = det(aij), 

e o traço de P como 
11 

TrP = L: aii 
i= I 

e, ainda, o polinômio característico de P como 

p(X) = det(X.h- P), 

onde por h denotamos o operador identidade sobre L. 

24 



Mostra-se que 

det(X.h -P) = x.n- (TrP)xn-1 + ... + (-l)nN(P). 

Definição 1.4.1: Seja LIK uma extensão finita e separável de corpos, e seja K um 

fecho algébrico de K que contém L. Dado x E L definimos a norma de x (respectivamente o 

polinômio característico de x) com respeito à extensão LIK como sendo a norma 

(respectivamente o polinômio característico) do operador linear "multiplicação por x sobre L", 

que denotaremos por P x· 

Notação: NLIK(x) para a norma de x. 

Pode-se mostrar que a norma possui as seguintes propriedades: 

i) x E K => NLIK(x) = x[L=Kl; 

ii) a norma é multiplicativa: NLIK(xy) = NLIK(x)NL[K(y). 

Definição 1.4.2: Sejam K,L corpos com L extensão de K e seja a E L. 

Consideremos o homomorfismo de anéis dado por: 

'P : K[X] ~L e definido por: 'P(f{.x)) =f( a). 

Se a é algébrico sobre K então o ideal Ker('P) é um ideal principal gerado por 

um polinômio não nulo e irredutível p(.x) que podemos supor mônico. Portanto para todo 

polinômio g(.x) E K[X] tal que g(a) = O teremos que p(.x)ig(.x) em K[X]. Este polinômio p(X) 

é chamado de polinômio minimal de a e, será denotado por PafK(.x); 

Proposição 1.4.3: Sejam K um corpo de característica zero, L uma extensão 

algébrica de grau n sobre K, a um elemento de L, e XJ ,xz, ... ,xn as raízes distintas do 

polinômio minimal de a sobre K. Então 

NLIK(a) = XJXz •••• ..Xn. 

Prova: Veja [St] página 44. 

Proposição 1.4.4: Sejam K um corpo de característica zero, L uma extensão 

algébrica de grau n sobre K, a E L. Então o polinômio característico de a com respeito à 

extensão [L : K] é a potência [L : K[a]] do polinômio minimal de a sobre K. 

Prova: Veja também [SI] página 44. 

Definição 1.4.5: Um corpo K é dito um corpo de números algébricos se for 

uma extensão finita de Q. Neste caso, todo elemento de K é dito um número algébrico. 
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Definição 1.4.6: Seja K]Q uma extensão finita (e portanto algébrica de ({]), e 

seja lK o fecho inteiro de Z em K, isto é, 

lK = {a E K I a é raiz de algum polinômio mônicoj(X) E Z[XJ} 

O conjunto IK é chamado de anel dos inteiros algébricos de K e a E lK é dito 

um inteiro algébrico. 

É claro que todo elemento inteiro é um número algébrico. 

Observação: Como Z é inteiramente fechado, é claro que h n Q = Z. 

Relembramos agora alguns fatos sobre anéis de inteiros algébricos que nos serão 

úteis no capítulo 3. 

Em todo o restante desta seção K denotará uma extensão finita de Q, e 

denotaremosNKJQ(a) por N(a). 

Lema 1.4.7: Para todo a E K existem E Z* tal que ma E h. 

Prova: Consideremos o polinômio minimal PaiQ(X) E Q[X]: 

PaiQ(X) = abo + ab• X+ ab2 _x2 + ab3 _x3 + ... + ab·-• _xn-1 + xn. 
O I 2 3 n-1 

Consideramos m = bob1b2 ..... bn-1; então para todo i, ; E Z. Daí 

mnPaiQ(X) = aobr1b'{bi ..... b~_1 + aibôb't1bi ..... b~_1X + ... + an- Ibôb}bi ..... b~:l.xn- 1 + mn.xn. 

Considerando agora c; = ~ a;mn-i-1 E Z para 1 ~ i~ n- 1, temos 

come; E Z. 

Daí, como a é raiz do polinômio minimal, temos que: 

0 = mnPaiQ(a) = Com0 + C1 (ma)+ c2(ma) 2 + C3(ma) 3 + ... + Cn-1 (ma)n- 1 + (ma)n. 

Assim, temos que ma E K é raiz do polinômio mônico 

com0 + c,x + C2)(2 + C3X3 + ... + Cn-ixn-l + xn E Z [XJ 

e portanto ma E I K. 

• 
Proposição 1.4.8: Se a E lK então o polinômio minimal de a sobre Q (que 

denotamos por PaiQ(X))já tem coeficientes inteiros. 

Prova: Se a E I K então, por definição, existe g(X) E Z[X] mônico e tal que 

g(a) = O; mas a é também algébrico. Assim, como Z[X] c Q[XJ temos que existe 

26 



f(X) E Q[XJ tal que 

g(X) = PaiQ(X)f(X). 
n 

Seja Pa!Q(X) = TI (X- x;) a decomposição de Pa!Q(X) em KrXJ e seja 
i=l 

L= K(xJ, ... ,xn). Temos então que 
n 

g(X) = ncx -x;)f(X). 
i= I 

Como x 1, ... ,Xn são raízes do polinômio g(X) E Z[X] temos que 

XI, ... ,xn E h. Ora, os coeficientes de Pa!Q(X) são somas de produtos de suas raízes, logo são 

elementos também de h. Logo 

Pa!Q(X) E h[XJ n Q[X] = (h n Q)[X] = Z[X]. 

Análogo resultado serve paraf(X). 

• 
Corolário 1.4.9: Se a E lK então N(a) E Z. 

Prova: Sabemos que ±N(a) é o termo independente do polinômio 

característico de a, que por sua vez, é uma potência do polinômio minimal de a. (Proposição 

1.4.4). Portanto, pela proposição acima, é um número inteiro. 

• 
Corolário 1.4.10: Se a E lK então a E U(IK) = {inversíveis de lK} se e só se 

N(a) = ± 1. 

Prova: Se a E U(h) então existe f3 E h tal que af3 = 1; então N(af3) = 1 

e, como a norma é multiplicativa, temos que N(a)N(/3) = 1. Agora, como N(a),N(/3) E Z 

temos queN(a) = ±1. 

Reciprocamente, suponhamos que N(a) = ±1. Sabemos que o polinômio 

característico de a é dado por xn- (Tra).xn-1 + ... + (-l)nN(a) e é uma potência do 

polinômio minimal de a, o qual, pela proposição 1.4.8, tem coeficientes em Z, digamos 

_x'7l + bn-l_xn-I + ... + b1X± 1 = 0, com b; E Z. 

Portanto, temos 

donde 
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e portanto ±(an-J + bn- 1an-2 + ... + b 1) é o inverso de a, e é um elemento de lK. Logo 

a E U(fK). 

• 
Teorema 1.4.11: Se K]Q é uma extensão finita de grau n então I K é um 

'L-módulo livre de posto n, e também todo Z -submódulo de h é livre e de posto menor ou 

igual a n. Ainda, fixado um Z-submódulo de IK de posto q existe uma base {e 1, •.• ,en} de lK e 

existem inteiros não nulos c 1, ... , Cq tais que 

{cieJ, .. . ,cqeq} 

é uma base para tal submódulo. 

Prova: Veja Teorema 1 página 47 em [SI], seu corolário e Teorema 1 

página 26 em [S 1]. 

Definição 1.4.12: Se K]Q é uma extensão finita de grau 2 então dizemos que K é 

uma extensão quadrática de Q ou um corpo quadrático. 

Definição 1.4.13: Um inteiro d =t= 1 é dito sem fatores quadráticos ou livre de 

quadrados se não existe um primo p tal que p 2 Jd 

Exemplo 1.4.14: SedE Z não é um quadrado perfeito (por exemplo, d livre de 

quadrados), então K = Q( .fêi) é uma extensão quadrática de Q . De fato, Jd é raiz do 

polinômio )(2 - dE Z[X] c Q[X], e como d não é um quadrado perfeito temos que )(2 - d é 

irredutível sobre que, sendo portanto o polinômio minimal de .fêi sobre Q. 

Teorema 1.4.15: Todo corpo quadrático é da forma Q( /d) , onde d é um 

inteiro sem fatores quadráticos. 

Prova: Se K é um corpo quadrático, todo elemento a de K- Q é de grau 2 

sobre Q, e é portanto um elemento primitivo de K (isto é K = Q( a) e { 1, a} é uma base de K 

sobre Q). Sejaj(X) = )(2 + bX +c (b,c E Q) o polinômio minimal de um tal elemento a. A 

resolução da equação de segundo grau a 2 + ba +c= O nos dá 2a = -b ± Jb2 - 4c. Desta 

forma temos que K = Q[ Jb2 - 4c ]. 

Reciprocamente, se d é livre de quadrados então, pelo exemplo acima, 

Q( /J) é uma extensão quadrática de Q . 

• 
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Definição 1.4.16: Dado um corpo quadrático K = Q( /êi) dizemos que K é: 

- um corpo quadrático real se d > O; 

-um corpo quadrático imaginário se d < O. 

Teorema 1.4.17: Seja dE Z livre de quadrados e seja K = Q( /êi). Então: 

i) AutQ(K) só possui dois elementos: idK e CJ', onde CJ' é o automorfismo 

conjugação (em relação à irracionalidade quadrática IJ), ou seja: 

V'r,s E Q, CJ'(r + s!J) = r- s!J; 

ii)sea = r+s!J comr,s E Qes *O então 

PalQ(X) = _x2- 2rX + (r2 - ds2) 

e portanto, temos N(a) = r 2 - ds 2; 

iii) a = r + s fJ E I K se e só se 

2r E Z e 

iv) se d é congruente a 2 ou 3 módulo 4 então 

IK = z + z!J 

e, se d é congruente a 1 módulo 4 então 

lK = { T + z; fJ I Zt,Z2 E Z e são de mesma paridade} 

= Z+ Z t+R · 
2 ' 

v) I K é um Z-módulo livre, de base 

{1, IJ}, se d = 2 ou 3(mod4) 

e {1, l+:jd }, se d = 1 (mod4). 

Prova: Para provar o item (i) observamos que o elemento fJ é raiz do 

polinômio irredutível )(2 - d e admite um conjugado em K, a saber: - fJ. Existe, então além 

da identidade, apenas mais um automorfismo CJ' de K, a saber, o que aplica fJ em - fJ, ou 

seJa, 

CJ'(r + s!J) = r- sld. 

Para a prova do item (i i) vemos que a é claramente raiz do polinômio 

(X- a)(X- CJ'(a)) = _x2- 2rX + (r2 - ds2 ) E Q[X], 

e como (X- a) ~ Q[X] pois s *O, podemos concluir que 

PalQ(X) = X2- 2rX + (r2 - ds2). 
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O item (iii) é conseqüência de (ii) e da proposição 1.4.8. 

Provemos agora o item (iv). É claro que z + zld c lK pois cada r+sld 
com r,s E Z é raiz do polinômio mônico _x2- 2rX + r1 - ds2 E Z[X]. Inicialmente observe 

que por (iii) temos 

a = r+ sld E lK => 2r E Z e r 2 - ds2 E Z 

=> (2r) 2 - 4(r2 - ds2 ) E Z 

=>(2s) 2d E Z. 

Como d é livre de quadrados, não há como ser simplificado o denominador 

de s, caso ele não seja ±1. Concluímos assim que 2s E Z, e portanto 

a=r+sfd ElK 

=> u = 2r E Z e v=2sEZ e r 2 - ds2 E Z , 

ou seJa: 

aEh=>a= ~ + ;/d, 

onde u, v E Z são tais que u2 - dv2 E 4Z, isto é, u2 = dv2 (mod4). 

Como d é livre de quadrados, temos que nunca ocorre d = O(mod4). Ainda, 

como u2 =O ou l(mod4), temos 

Assim 

u2 = l(mod4) 

~ v2 não é congruente a O(mod4) 

~ v2 = l (mod4). 

u2 = O(mod4) ~ v1 = O(mod4) 

ou seja, u e v são de mesma paridade. Portanto, provamos que 

l K c { =; + z; Jd I z1,Z2 E Z e são de mesma paridade} 
= z + z i+/d 

2 

Afirmamos que se d = 1 (mod 4) então a inclusão actma é até uma 

igualdade. De fato, se a= ~ + ~ Jd com m,n E Z de mesma paridade então: 

2a = m+nJd 

=> 2a - m = n/d 

=> 4a2 
- 4am + m2 = dn2 

=> a2-am+ m2~dn2 =o. (*) 

Daí como m e n têm mesma paridade, temos: 
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-m, n pares, digamos, m = 2u e n = 2v, 

m2 - dn2 = 4u2 - 4dv2 E 4Z 

=> m2-dn2 E Z 
4 

e portanto, por ( * ), a é raiz de um polinômio mônico de grau 2 com coeficientes inteiros, ou 

seja, a E lK. 

-m,n ímpares, digamos, m = 2u + 1 e n = 2v + 1, 

m2 -dn2 = 4u2 +4u+ 1-d(4v2 +4v+ 1) 

= 4(u2 - dv2 + u- dv) + 1- d 

e como d = 1(mod4), temos 1-dE 4Z, e portanto novamente 

E Z, 

donde por (*)temos a E lK. 

Note agora que: 

-d = 2(mod4) => dv2 é par=> u 2 é par=> ué par e v é par 

=> a = ~ + ; .fJ E Z + Z[ ./J]. 

-d = 3(mod4) e v é ímpar=> d = 3(mod4) e 

v2 = 1 (mod4) => u2 = dv2 = 3(mod4), 

absurdo. 

Assim, concluimos que se d = 3(mod4) então necessariamente v (e 

portanto também u) são pares. 

Daí novamente a = ~ + ; Jd E Z + Z[ /d], comprovando que nos casos 

d = 2(mod4) e d = 3(mod4) temos 

A prova do item (v) é clara. 

• 
Teorema 1.4.18: Seja K = Q( ./J) com d < O e livre de quadrados. Então: 

a) Para d = -1, temos U(IK) = {±1,±i}; 

b) Para d = -3, U(IK) = {±1,Ç,Ç2 ,Ç4 ,Ç5} onde Ç é a raiz sexta complexa da 

. d ;: 1+../-3 unzda e<:,= -
2
-; 

c) Para d * {-1,-3} temos U(IK) = {±1}. 

Prova: Notamos inicialmente que pela proposição anterior, para 
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a= r+sld E KtemosN(a) = r2 -ds2 = r2 + ldls2 ~O. 

Consideremos primeiro o caso em qued E 2(mod4) ou dE 3(mod4). Por 

(i v) da proposição anterior temos que todo elemento a E Ix é da forma m + n/d, com 

m, n E Z, e por 1.4.1 O, teremos que 

a E U(Ix) ~ m 2 + n2ldl = 1. (*) 

Quando d = -1, ( *) ocorrerá se e somente se 

(m,n) E {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)} ~a E {1,i,-1 ,-i}. 

Isto prova o item (a). 

Quando d * -1, ( *) ocorrerá se e somente se 

(m,n) E {(1,0),(-1,0)} ~a E {1,-1}. 

No caso em que dE 1 (mod4), os elementos a E Ix são da forma 

; + ~ Jd, com m,n E Z, satisfazendo, mE n(mod2). Novamente usando 1.4.10 temos que 
2 2 

a E U(lx) ~ 7 + "Tidl = 1, 

m2 +n2 ldl = 4. (* *) 

Quando d * -3, (**)ocorrerá se e somente se 

(m,n) E {(2,0),(-2,0)} ~a E {1,-1}. 

Quando d = -3 ( * *) ocorrerá se e somente se 

(m,n) e {(2,0),(1,1),(-1,1),(-2,0),(-1,-1),(1,- 1)} ~ 

{ 1 I+.í-3 -I+..í-3 -l - 1- ..í-3 1-..r:::J } 
~aE ' 2 , 2 , , 2 ' 2 · 

Note que estes elementos são as potências da raiz sexta complexa da unidade Ç = I+f3" . 

• 
A proposição a seguir nos mostra que a norma definida nesta seção coincide 

com a norma definida na seção 2 (veja definição 1.2.32). 

Proposição 1.4.19: Seja K um corpo de números algébricos e suponhamos 

[K : Q] = n. Se a é um elemento não nulo de l x, tem-se que IN( a)! = #( {;> ) . 
Prova: Notemos inicialmente que, pelo corolário 1.4.9, temos N(a) E Z, e 

portanto faz sentido tentar provar que IN(a)l = #( {;> ) . 
Pelo teorema 1.4.11, sabemos que Ix é um Z-módulo livre de posto n. Dado 

a E h, temos que a aplicação multiplicação por a é um isomorfismo entre lx e (a). Assim, o 
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submódulo (a) é também um Z-módulo livre de posto n. Então, novamente pelo teorema 

1.4.11, temos que existe uma base {e1, ... ,en} de lK e existem inteiros não nulos c 1, ... ,cn tais 

que {c, e1 ,c2e2, ... , Cnen} é uma base de (a). Ou seja, 

(a)= Zelei EB •.• EB Zcnen. 

Suponhamos sem perda de generalidade, que c 1 , ... , c n E N *. É fácil ver que 

a alicação 

(/) : IK ~ (~) X ••• X (!) 
r1e1 + ... +rnen 1--+ (ri +c,Z, ... ,rn+cnZ) 

é um homomorfismo de Z-módulos sobrejetor e cujo núcleo é precisamente 
n 

Zc1ei EB ••. EB Zcnen = (a). Assim, existe um isomorfismo deZ-módulos entre {;> e u <~> . 

Daí: 

Queremos agora calcular N(a), ou seja, o determinante da matriz do 

operador ma, multiplicação por a. Observe inicialmente que: 

(i) {ae 1, ••• ,aen} é também uma base de (a). De fato: 

(a)éidealdelK e e,, ... ,en E lK 

=> Zae1 + ... + Zaen c (a). 

Ainda, para i E {1, ... ,n}, 

c;e; E (a) 

=> c;e; = au, com u E lK = Ze1 + ... +Zen 

=> c;e; E a(Ze1 + ... +Zen) = Zae1 + ... + Zaen 

Daí temos um automorfismo linear v : (a) -+ (a) induzido por v(c;e;) = ae;; 

(ii) o operador linear J1: lK-+ lK induzido por Jl(e;) = c;e;, i= l, ... ,n, tem 

imagem (a); 

(iii) o operador ma : h -+ lK "multiplicação por a" satisfaz ma = v o Jl. 

Logo, N(a) = det(ma) = det(v). det(J.l). 

Mas, observamos agora que det( v) é um número inteiro invertível e, 

portanto det(v) = ±1. Temos também que det(J1) = c, ..... cn e, assim, obtemos 

N(a) = ±lcJ ..... Cn. 
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Assim, temos que de fato IN(a)l = #( {~ ) . 

• 
Para obter maiores informações sobre esta seção indicamos [S 1 ] , [S-T], [E] e 

[H-W]. 
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Capítulo 2 

ANÉIS EUCLIDIANOS E SUAS PROPRIEDADES ELEMENTARES 

2.1 Definição usual de domínio euclidiano e comentários 

Definição 2.1.1: A definição usual de um domínio Euclidiano é a de que D é um 

domínio com uma aplicação qJ : D -+ N tal que: 

(1) V a,b E D * , qJ(ab) ~ qJ(a); 

(2) dados a, b E D, com b =1= O, existem q e r em D tais que a = bq + r e 

qJ(r) < qJ(b). 

Façamos inicialmente alguns comentários a este respeito: 

a) Alguns autores (por exemplo [G-L]) definem domínio euclidiano exigindo 

apenas que exista CJ : D* -+ N que satisfaça (1) e (2). 

Note que, definindo ffJ' : D -+ N por 

qJ·(d) = { O, se d = O 
({J(d) + 1, se d =1= O, 

teremos que qJ · satisfaz ( 1) e (2), de modo que as duas definições são equivalentes. 

b) A condição anel "com unidade" é dispensável na definição, mas acaba sendo 

necessária. De fato, em [H] não se trabalha apenas com anéis com unidade, e define-se anel 

euclidiano como sendo um anel comutativo R sem divisores de zero para o qual existe 

1f1 : R -+ N que satisfaz ( 1) e 

(2') Va,b E R*, existem q,r E R tais que a= bq +r com r= O ou 

lf!(r) < lf!(b ). 
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Inicialmente note que o caso a = O poderia muito bem ter sido incluído nesta 

condição, pois basta-nos tomar q = r= O. Além disso, em [H] prova-se que todo anel 

euclidiano tem unidade, de modo que temos afinal que anel euclidiano em [H] é um domínio 

que satisfaz (1) e (2'), ou seja, em [H] a definição poderia ter sido desde o início a mesma que 

em [G-L]. 

c) Por que exige-se ainda em (2) que b seja diferente de zero? 

Para consistência da própria condição: note que se a queremos válida mas 

incluímos a possibilidade b = O então, se tomássemos b = O e a * O com q>(a) > q>(O) então 

teríamos a= bq +r se e só se r = a, mas aí qJ(r) = qJ(a) > qJ(O) = q>(b), absurdo. 

d) Com a definição 2.1.1, afirmamos que o anel de polinômios K[X] com 

coeficientes sobre um corpo K não é um domínio euclidiano com a função grau. De fato, dados 

a E K* e p(X) E K(X] teríamos que, se K[X] fosse euclidiano para a, existiriam 

q(X),r(X) E K(X] tais que p(X) = q(X)a + r(X) com a(r(X)) < a( a) = O um absurdo, pois a 

tem imagem N. 

No entanto, se definirmos q> : K(XJ -+ N por 

q>(p(X)) = { O, se p(X) = O 
a(p(X)) + 1, se p(X) * o 

então teremos K[X] euclidiano com a função q>. 

2.2 A definição de anel euclidiano 

Definição 2.2.1: Dado um anel (comutativo com unidade A), denominamos 

algoritmo euclidiano (ou simplesmente um algoritmo) em A uma aplicação qJ : A -+ W, onde 

W é um conjunto bem ordenado, que satisfaz a condição: 

Va,b e A, b *O, 3 q,r E A tais que a= bq +r e q>(r) < q>(b). (*) 

Dizemos que A é euclidiano se admite um algoritmo euclidiano em A, e quando 

quisermos especificar o algoritmo, diremos que A é euclidiano para q> e usaremos a notação 

(A,q>). 

É claro então que todo domínio euclidiano da definição 2.1. 1 é um domínio 
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euclidiano na definição acima também. Mostraremos adiante que a condição (1) que é incluída 

na definição 2.1.1 de domínio euclidiano não é essencial, no sentido que um algoritmo como 

em 2.2.1 sempre dá origem a um outro algoritmo que satisfaz também a condição (1) em 2.1.1. 

Convenção: Em todo o restante deste trabalho a definição adotada para anel 

euclidiano (incluindo o caso domínio) será a apresentada em 2.2.1. 

2.3 Propriedades elementares dos anéis euclidianos e exemplos 

Proposição 2.3.1 : q> é um algoritmo para um anel A se e só se, para qualquer 

elemento não nulo b fzxado, todo elemento a E A admite um representante r em A para a 

classe de a em .j> com q>(r) < q>(b) . 

Prova: Sejam q> um algoritmo para um anel A e b E A um elemento não 

nulo. Então, dado a E A, sabemos que existe r E A tal que a = bq +r com q>(r) < q>(b). Daí 

a - r = bq ~ a - r E (b) ~ a = r em L 
(b} ' 

e portanto r é o representante procurado. 

Reciprocamente, seja b * O um elemento do anel A. Queremos mostrar que 

para cada a e A existem elementos q,r E A tais que a = bq +r com q>(r) < q>(b). Por 

hipótese, para cada a E A existex emA tal que .X= a em <~> com q>(x) < q>(b). Daí 

X = a ~ a- X E (b) ~ 

::3 q 1 E A tal que a - x = bq 1 ~ a = bq 1 + x; 

basta então tomar r = x e q = q 1 que teremos q> um algoritmo para A. 

Proposição 2.3.2: Seja (A, q>) um anel euclidiano. Então, para todo 

b E A, b =1= O, temos q>(b) > q>(O), ou seja, q>(O) é o menor elemento de q>(A). 

• 

Prova: Fazendo a = O em 2.2.1 temos que, por ( *), existem q 1, b 1 E A tais 

que O= bq 1 + b 1 e q>(b 1) < q>(b). Definimos então indutivamente uma seqüência 

b1,b2, ••• ,b11 , ••• de elementos de A pela seguinte regra: se bn =O paramos; se bn =1= O 

novamente utilizamos (*) e escrevemos O = bnqn+i + bn+i com q>(bn+J) < q>(bn), gerando 

assim o elemento bn+i· Como (q>(bn)) é uma seqüência estritamente decrescente de elementos 

37 



de um conjunto bem ordenado, temos que o conjunto {cp(bn) 1 n E N*} tem menor elemento, 

digamos, q>(bm). Afirmamos que bm = O. De fato, caso contrário se dividirmos O por bm 

teremos O = bmqm + bm+I com q>(bm+I) < q>(bm) o que é absurdo pois q>(bm) é o menor 

elemento de {cp(bn) I n E N*}. Em qualquer caso, provamos então que 
q>(b) > q>(bi) > ... > q>(bm) = q>(O). 

• 
Proposição 2.3.3: Se um elemento b de um anel euclidiano (A, q>) é tal que cp(b) 

é o menor elemento de q>(A)- q>(O) então b é um invertível em A. 

Prova: Da hipótese temos b * O. Então, para todo a E A, existem q,r e A 

tais que a = bq +r satisfazendo q>(r) < q>(b). Mas então, pelo caráter minimal de b, 

q>(r) = q>(O), donde r = O, pela proposição anterior. 

Portanto A = (b), ou seja, b é invertível. 

• 
Notemos que a recíproca da proposição acima não é válida. De fato, a aplicação 

q> : Z --. N dada por 

q>(n) = { lnl para n * 1 
2 para n = 1 

é um algoritmo para Z, pois, para todo n * O em Z tal que lnl :S 1 ou ln l ~ 3, os representantes 

r= O, 1, ... ,1nl - 1 das classes modn satisfazem q>(r) < q>(n). Para lnl = 2 trocamos o 

representante 1 por 1-2 = -1, que satisfaz q>(-1) < q>(n) = 2 (por exemplo escrevemos 

7 = 4.2- 1 ao invés de 7 = 3.2 + 1). Portanto por 2.2.1 q> é um algoritmo. 

No entanto q>(-1) = 1 < 2 = q>(l) com 1 sendo um invertível em Z . 

Veremos adiante uma condição sobre o anel A que vai nos garantir a validade 

desta recíproca. 

Proposição 2.3.4: Todo anel euclidiano (A, q>) é um anel a ideais principais. 

Prova: Seja I um ideal não nulo de A. Tomamos então, entre os elementos 

não nulos de I, um elemento b com o menor valor para q>. Note que tal elemento existe, uma 

vez que q>(I- {O}) é subconjunto de um conjunto bem ordenado. Afirmamos que I= (b). De 

fato, para todo a E I, escrevemos a= bq +r com q>(r) < q>(b). Como r= a- bq E I, temos 

necessariamente r= O. 

• 
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Corolário 2.3.5: Todo domínio euclidiano é um domínio fatorial. 

Prova: Basta aplicar 2.3.4 e 1.2.14. 

• 
A recíproca do corolário 2.3.5 não é válida. De fato, Z[Xj ou K[X, Y], com K 

corpo, são domínios fatoriais que não são euclidianos pois não são principais. 

Mostraremos adiante (corolário 4.1.10) que também não é válida a recíproca da 

proposição 2.3.4. No entanto provaremos na proposição 2.3.16 que todo domínio principal 

com um número finito de ideais maximais é sempre euclidiano. 

Considerando a definição 2.2.1 listamos agora alguns exemplos de anéis 

euclidianos: 

Exemplo 2.3.6: É fácil verificar que o anel dos números inteiros Zé euclidiano 

para o algoritmo cp dado pelo algoritmo de Euclides. 

Exemplo 2.3.7: É fácil verificar que o anel dos números inteiros Zé euclidiano 

para o algoritmo cp(n) = lnl. 

Exemplo 2.3.8: Perguntamo-nos se com esta definição de anel euclidiano a 

"função" grau 8 tem chances de ser um algoritmo para o anel de polinômios K[X], com 

coeficientes sobre um corpo K. Observe que pela proposição 2.3 .2 demonstrada acima 

deveremos ter 8(0) < O. Assim, se não exigirmos que N seja um segmento inicial de W, 

podemos tomar W = {-oo} U N com -oo < n para todo n E N e definir 8(0) = -oo. Agora sim 

a função 8: K[X] --+ W é um algoritmo para K[Xj. 

Também a função cp : K[X] --+ N definida por 

cp(p(X)) = { O, se p(X) = O 
1 + 8(p(X)), se p(X) * o 

é um algoritmo para K[X], pois como vimos no comentário (d) anteriormente, esta função 

serve na definição 2.1.1 e portanto também na definição 2.2.1. 

Exemplo 2.3.9: Afirmamos que o anel l[JP], com p pnmo positivo, é 

euclidiano com a função cp : Z[JP] --+ N dada por 

cp(a + bJP) = IN(a + bJP) I = la2 - pb2 l 

(veja 1.4.17 (iii)). 

De fato, sejam a, f3 E Z[JPJ com f3 * O; procuramos r, q E Z[JPJ tais que 

a = q{J +r com cp(r) < cp({J), ou seja, procuramos q tal que cp(r) = cp(a- q{J) < cp({J). Como 
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a norma é multiplicativa temos 

q>(r) = q>(a-qf3) = jN(a-qf3)1 = IN(f3)N( p -q) l = IN(f3)11N(p -q)l = q>(f3) 1NCp -q)l, 

e portanto procuramos q e Z[JP] tal que IN( P - q )I < 1. 

Escrevendo a =a+ bJP e f3 =c+ dJP temos 

J!. = a+b./P = ( ac-pbd ) + ( bc-a~ ) rp e Q[ rp]. 
fJ c+d.[P c2-pcf2 c2-pd· .YY .YY 

Denotemos P por x + y JP. Daí, se escolhermos e e Z e f e Z tais que 

lx- el ~ 1 e [y-jJ ~ ~ e tomarmos q = e+ f JP e Z[JP] teremos então 

INC p -q) l = IN((x+yJP) -(e+fJP))l = IN((x -e)-(y-f)JP) l = 

= l(x- e) 2
- p(y -./)2

1 ~ 1- ~ < 1 

e portanto, para tal q, temos q>(a- qf3) < q>(f3). 

• 
Exemplo 2.3.10: O anel Z[i] dos inteiros de Gauss é euclidiano para a função 

norma n : Z[ i] -+ N que é dada por 

n(a + bi) = a2 + b2, 

como é fácil verificar, de maneira análoga à do exemplo acima, onde aqui escolhemos e e f 
satisfazendo lx - el ~ ~ e [y - jJ ~ f. 

Exemplo 2.3.11: Apresentamos agora um exemplo de algoritmo euclicliano 

envolvendo um conjunto bem ordenado W "muito maior'' que N. Consideremos a aplicação 

q> : Z -+W, onde N cW, definida por: 

{ 

q>(O) =O 

q>(k) = q>(jkl) = q>(2i(2n + 1)) = jro + n + 1, para n ~ O, 

onde rodenota o primeiro ordinal transfinito e j = v2 (k) onde v2 denota a valorização 2 -ádica. 

Sejam A,B e Z com B *O; procuramos Q,R e Z tais que A= BQ +R, 

com q>(R) < q>(B). 

Inicialmente note que basta-nos considerar A ~ O e B > O, pois se 

encontrarmos Q,R e Z tais que A = BQ +R com q>(R) < q>(B) como q>(-B) = q>(B) e 

q>(-R) = q>(R) poderemos escrever: 

a) A = ( -B)(-Q) +R e ainda temos q>(R) < q>(B) = q>( -B); 

b) -A = B( -Q) + (-R) e ainda temos q>( -R) = q>(R) < q>(B); 

c) -A = (-B)Q +(-R) e ainda temos q>(-R) = q>(R) < q>(B) = q>(- B). 
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Ainda, se A = O e B > O então A = B.O +O e <p(O) = O < <p(B). Assim, 

resta-nos provar o resultado para o caso A > O e B > O. 

Consideramos então A = 2j(2n +I) e B = 2s(2d + 1) com n ~ O e d ~O. 

Como A,B e N* sabemos que o algoritmo da divisão nos dá elementos q,r e Z tais que 

A = Bq +r com O~ r< IBI = B. 

Se r = O está pronto: <p(O) = O < <p(B). 

Suponhamos que r= 21(2k+ 1) com k ~O. Assim temos: 

A = Bq + r com O ~ r < B ~ 

2j(2n + 1) = 2s(2d + 1)q + 21(2k + 1) com O < 21(2k +I) < 2s(2d + 1). ( *) 

Consideramos agora duas possibilidades: 

1° Caso: t ~ s. 

Neste caso, temos que se tomarmos Q = q e R = r teremos: 

A = BQ +R, com <p(R) = <p(r) = tm + k + 1 < sm + d + 1 = <p(B). 

2° Caso: t > s, digamos t = s +i. 

Aqui temos: 

2j(2n + 1) = 2s(2d + l)q + 21(2k+ 1) com O < 2s+i(2k+ I) < 2s(2d +I). 

Daí 

2j(2n + 1) = 2s(2d + 1)q + 21(2k + 1) 

= 2S(2d + 1)q + 21(2k + 1) + 2S(2d + I)- 2S(2d + 1) 

= 2s(2d + 1)[q + I]+ 21(2k + 1) - 2s(2d + I) 

= B(q + 1) + 21(2k+ 1)- 2S(2d +I). 

Olhamos agora o termo 

R= 21(2k+ I)- 2s(2d +I) 

= 2s+i(2k +I)- 2s(2d + 1) 

= 2s[2(2ik + 2i- l - d)- 1] 

e observamos que R < O, por ( *). Considerando 

À= 2ik+2i-l_d= 2i-1(2k+ I)-d 

temos 2s(2À- 1) =R < O, donde À < O. 

Portanto -R = 2s[2(-À) +I] e ainda -À ;;.: O. 

Então: 

<p(R) = <p(-R) = sw +(-À)+ I = sw- 2i-l (2k+ 1) + d + 1 < StJJ + d + 1 = <p(B). 

Assim, se considerarmos Q = q + I e R= 2s[2(2;k+ 2i-t - d) - 1)] 
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teremos 

A = BQ +R, com <p(R) < <p(B). 

• 
OBS: Pode-se provar que q e r dados na definição 2.2.1 são únicos nos 

exemplos 2.3.6 e 2.3.8 acima. Mas esta propriedade não vale em geral. De fato, já para o 

exemplo 2.3.7 isto não ocorre: 3 = 2.1 + 1 = 2.2- 1 com <p(l) = <p(-1) < <p(2). 

Um algoritmo para um anel A nem sempre satisfaz a condição ( 1) da definição 

2.1.1. Por exemplo: 

Exemplo 2.3.12: Retomemos o anel euclidiano (Z,<p) onde q> é dada por 

q>(n) = { lnl para n * 1 
2 para n = 1 

Note que <p(-1.1) = <p(-1) < <p(l), e portanto <p não satisfaz (1) de 2.1.1. 

No entanto afirmamos que tal condição não é essencial, no sentido de que um 

algoritmo euclidiano sempre pode gerar um algoritmo que satisfaça também (1). Mais 

precisamente: 

Proposição 2.3.13: Se q> :A -+ W é um algoritmo para um anel A, então a 

aplicação <p 1 : A -+ W definida por 

) 
{ 

q>(O), se a = O 
q> 1 (a = 

minbe(a)-{O}{q>(b)} se a* O 

é também um algoritmo e satisfaz ainda, para todo a, c E A, 

i) q>1(a) ~ <p(a); 

ii) <p1(ac) ;:::<p1(a)seac *O. 

Prova: Inicialmente observemos que <p 1 está bem definida já que estamos 

considerando W bem ordenado; além disso, é claro que <p1 (a) ~ q>(a) para todo a e A. 

Para provarmos que <p 1 é um algoritmo, vamos considerar a, b E A, com 

b *O. Por definição temos que q>1(b) = q>(bc) para algum c conveniente em A. Sendo q> um 

algoritmo, existem q,r E A tais que a = bcq +r com <p(r) < q>(bc). Portanto temos ã = r em 

~>e q>1(r) ~ q>(r) < <p(bc) = <p1(b). 

A propriedade ( ii) decorre da definição de q> 1 (a), já que 
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ac E (a) => (ac) c (a) => q> 1 (ac) ~ q> 1 (a). 

• 
Proposição 2.3.14: Se q> : A -t W é um algoritmo que satisfaz a condição (1) 

da definição 2.1.1, isto é 

q>(ac) ~ q>(a) se a, c E A são tais que ac =1= O 

então q> satisfaz também 

q>(ac) = q>(a) se e somente se (ac) = (a). 

Em particular, se A for um domínio 

q>(ac) = q>(a) se e somente se c é invertível. 

Prova: Sejam a,c E A tais que ac =1= O. Se (ac) = (a) então, a = acd e 

portanto por hipótese temos que q>(a) = q>(acd) ~ q>(ac); por outro lado temos que 

q>(ac) ~ q>(a). Assim, temos de fato q>(ac) = q>(a). 

Reciprocamente, se q>(ac) = q>(a) então, como q> é algoritmo, temos que 

existem q,r E A tais que a = acq +r com q>(r) < q>(ac) = q>(a). Temos então r= a(l - cq), o 

que implica r E (a). Daí, se r =1= O, podemos escrever, utilizando: 

q>(r) = q>(a(l- cq)) ~ q>(a) = q>(ac) > q>(r), 

um absurdo. Logo, temos de fato r= O, ou seJa, a = acq, e assim temos 

(a) = (acq) c (ac) c (a) e portanto (a) = (ac). 

• 
Corolário 2.3.15: Se q> : A -+ W é um algoritmo que satisfaz 

V a, c E A tais que ac =1= O, q>(ac) ~ q>(a) 

(como por exemplo o algoritmo q> 1 construído na proposição 2.3 .13 ), então vale a recíproca 

da proposição 2.3.3, ou seja, seu é um invertível de A, então q>(u) é o menor elemento f3 de 

q>(A)- q>(O). Em particular, 

u E U(A) <=> q>(u) = q>(l). 

Prova: Note que 

u E U(A) => 3 u' E U(A), uu' = 1 

=> q>(l) = q>(uu') ~ q>(u) = q>(u. l ) ~ q>(l ). 

Logo, 

V u E U(A), q>(u) = q>(l). 

Agora, pela proposição 2.3.3, se u E A é tal que q>(u) = f3 então u é 
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invertível, o que completa a prova. 

• 
Corolário 2.3.16: Sejam W um conjunto bem ordenado que contém N como 

segmento inicial e A um anel euclidiano que é um domínio. Sejam P = {p E A IP é irredutível} 

e V= {vp IP E P} o conjunto de todas as valorizações p- ádicas sobre cj(A). Então, para 

qualquer algoritmo <p em A temos 

<p(x) ~ 1 +:E vp(x), 
peP 

para qualquer x * O em A. 

Prova: Inicialmente observamos que se <p 1 é um algoritmo construído a 

partir de <p como em 2.3.13, então basta-nos mostrar que a desigualdade é válida para q> 1, pois 

daí, pelo ítem (i) de 2.3.13 temos que, para todo x E A, 

<p(x) ~ q> 1 (x) 

e portanto, para todo x * O em A, 

cp(x) ~ q> 1 (x) ~ 1 +:E vp(x) . 
peP 

Para os x E A para os quais <p 1 (x) > n para todo n E N a desigualdade é 

clara. 

Vamos então considerar x E A tal que <p 1 (x) == n E .N*. 

I . . } t b r, r, T ~(A) meia men e o serve que se x = up1 ..... p 1 com u E v ' e P I, ... ,p1 

irredutíveis distintos então, pela proposição 2.3.14 temos 

(/JI(X) = (/JI(p~' ..... p?) , 

e como (p~' ..... p~') ç; (p~'-1 
••••• p~') temos, por (ii) de 2.3.13 e pela proposição 2.3.14 

(prl '') (p''-1 '') q> I 1 •••• .p 1 > q> I 1 •••. • p 1 • 

Como <p 1 (x) E .N"' e .N é o segmento inicial de W, temos 

(prl '') )l! l + (pr1- l '') (/}I I·····PI r (/>I 1 ·····Pt · 

Fazendo o mesmo raciocínio agora com o elemento p~'- 1 
••••• p~' ao invés de 

p;• ..... p?, não é dificil convencer-se que 

({J I(x) ~ r1 +<p1(p~2 
••••• p?) ~ r1 +r2 +<p1(p'{ .... p?) ~ 

~ ... ~ r1 +r2+ ... +rr-! +(r~-l)+q>I(pi)-

Agora note que como P1 é irredutível e .N é um segmento inicial de W, 

temos ({JI(pr) ~ 2 pois, pelo corolário 2.3.15, q>1(u) = 1 se e somente seu é invertível, e 
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portanto 

cp 1 (x) ~ r1 + r2 + ... +r r+ 1, 

lpJ(X) ~ 1 +L: Vp(X). 
peP 

• 
Já salientamos anteriormente que nem todo domínio principal é euclidiano; no 

entanto temos válida a seguinte proposição: 

Proposição 2.3.17: Um domínio A a ideais principais com um número finito de 

ideais maximais, digamos, Ap1 = Mt, ... ,Apn = Mn, é euclidiano com algoritmo dado pela 

aplicação cp : A -~> N tal que 

{ 

O, sex = O 
cp(x) = n 

1 + Ev;(x), sex *O ' 

onde v i denota a valorização p i - ádica de A. 

Prova: Inicialmente observe que se b e U(A) então vi(b) = O para todo i e 

portanto cp(b) = 1. E se b ~ U(A) e b *O então existe j e {1,2, ... ,n} tal que b e Mj e 
n 

portanto vj(b) > O, donde, como b *O, temos cp(b) = 1 +I: v;(b) > 1. De qualquer modo, 
i= I 

temos 

b * o => cp(b) ~ 1. 

Sejam a,b e A com b *O. Pela proposição 2.3.1 basta encontrarmos r e A 

tal que r = ã em <~> e cp(r) < cp(b) para termos que cp é um algoritmo. 

Se a e (b), digamos, a= bq, tomamos r = O e a= bq +O, e teremos de 

fato cp(r) = cp(O) =O < 1 ~ cp(b). 

Suponhamos agora a ~ (b), e seja r· um representante qualquer de ã em 
A 

(b)· 

Afirmamosquev;(r') < v;(b)paraalgumíndicei e {1,2,3, ... ,n}. 

De fato, caso contrário teríamos vi(r·) ~ v;(b) para todo i, ou seja, em 

K = cfiA) teríamos v;(~) ~ O para todo i, e portanto, pela proposição 1.3.9 e seu corolário, 
n n 

~ e nAv; = nA M; =A. 
i= l i= l 
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Assim r· E (b), o que contradiz a hipótese r· = ã * Õ em <~>. 

Afirmamos agora que, para os índices i tais que v;(r·) < v;(b), temos 

necessariamente que v;(r·) = v;(r) para todo r E ã, e portanto, para os índices i tais que 

v;(r·) < v;(b) o elemento r na classe de a pode ser substituído por qualquer outro desta 

mesma classe, sem que seja alterado o valor de q>(r ). De fato: se r · = bq +r para algum q E A 

então 

v;(b) > v;(r·) = v;(bq +r) ~ min{v;(bq), v;(r)}. 

Note agora que se v;(bq) ~ v;(r) então teríamos 

v;(b) > v;(r•) ~ v;(bq) = v;(b) + v;(q) ~ v;(b), 

um absurdo. Assim, temos v;(bq) > v;(r) e, pela proposição 1.3.2 (iv), temos 

v;(r·) = min{v;(bq), v;(r)} = v;(r). 

Devemos agora verificar o que ocorre quando vj(r·) ~ vj(b ), para algum 

j E {1,2,3 ... ,n} . Queremos substituir r· por um representante conveniente da classe de a que 

satisfaça Vj(r) = Vj(b) para todos os) tais que Vj(r·) ~ vj(b). 

Inicialmente observe que, como A é domínio de fatoração única e x E A 

temos que, se um elemento irredutível p E A é tal que p X x, então x ~ (p), e portanto 

(x) + (p) =A, uma vez que (p) é maximal, e isto nos possibilita dizer que existem y,s E A tais 

que yp + sx = 1. Então para todo w E A, temos 1-ryp + wsx = w, ou ainda, 

V w E A 3 z E A tal que w = zx(modp) (a saber z = sw). (1) 

Para os índices j tais que Vj(r·) ~ Vj(b) temos, pondo vj(b) = n e 

vj(r·) = n + t com t E N, 

r· = cp;+1 com pj X c (2) 

b = fpj compj X f. (3) 

Assim, de (2) e (3) teremos 

fr· = fcpJ+r = cbpj. 

Agora, se tomarmos x = f e w = c em ( 1) acima, teremos que existe z· E A 

tal que c= zf(modpj); ou seja, existem z·,À. E A tais que 

c = zf + pjÀ.. (4) 

Fazendo então Zj = z·pj temos, por (2), (4) e (3) que 

r· = cp;+1 = (zf + pjÀ.)p;+1 = 
= zfp;+r + À.p;+r+l = z.JpJ + À.p;+t+l = 
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= Zjb + Âp;+t+l => r· = Zjb (mod(pj+1 )). 

Assim, podemos dizer agora que para os índices j tais que vj(r·) ~ vj(b) 

existe um elemento bem defmido Zj módulo Mj tal que r• = Zjb(mod(p?(b)+t)). 

Usando agora o Teorema Chinês de Restos para o sistema de congruências 

X = 1 - Zj(modMj) paraj E {1,2, 3, ... n} tal que Vj(r·) ~ vj(b) 

temos que existe z E A tal que z = (I - Zj)(modMj) para todo j tal que Vj(r) ~ vj(b ). 

Afirmamos que r = r· + bz é um representante para ã em A que satisfaz 

Vj(r) = Vj(b ), para todo j tal que Vj(ro) ~ Vj(b ). 

De fato, para tais j temos 

r'- z ·b E M~+t J J ) 

uma vez que Vj(b) = n. 

Além disso, 

z = (1-zj)(modMj) Ç> z-1 = mj -Zj 

para algum mj E Mj. 

Daí r = r + bz satisfaz: 

r - b = r'+ bz- b = r + (z - l)b = r>+ (mj- Zj)b = 

= r> -zjb+mjb E M;+1 +M;+1 = M;+1
• 

Portanto Vj(r- b) ~ n + 1 = Vj(b) + 1 > vj(b) e portanto temos 

Vj(r) = Vj(b), 

pela proposição 1.3.2 (iv) . 

Sendo assim, concluímos que 

vj(r) = Vj(b) sevj(r·) ~ Vj(b) 

e 

e portanto 
n n n n 

L vi(r) < L Vi(b) => 1 +L Vi(r) < 1 + L v;(b) => cp(r) < ({J(b ). 
i= I i= I i= I i= I 

• 
Corolário 2.3.18: O anel de valorização associado a uma valorização discreta 

v é euclidiano para a função 
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<p(x) = { O, se x = O 
1 + v(x) se x * O 

Prova: Para esta prova, basta observarmos que o anel de valorização 

discreta é um domínio a ideais principais com um só ideal maximal. 

• 
Proposição 2.3.19: Sejam AJ, ... ,An anéis e A= A1 x A2 x ... x An Se (A,<p) 

é anel euclidiano então, para cada i E {l, ... ,n}, o anel A; é também euclidiano. 

Prova: Vamos provar apenas, para n = 2. É facil convencer-se, por indução 

sobre n, que a afirmação é também válida para n > 2. 

Existe um algoritmo <p: A-~> W e, então dados (ai,a2),(bt,b2) E A com 

(b1,b2) * (0,0) existem (q1,q2),(n,r2) E A tais que (ar,a2) = (qr,q2)(b1,b2) + (r1,r2) com 

cp((r1,r2)) < cp((b1,b2)) 

Definimos então: 

({JI :A 1 -~> W como (/JI (x) = <p((x,O)) 'v' x E A 1 e 

<p2 : A2 -~> W como <p2(y) = cp((O,y)) 'v' y E A2. 

Afirmamos que <p 1 é um algoritmo em A 1. De fato, dados a, b E A 1 com 

b *O, consideramos os pares (a,O),(b,O) E A1 xA2; como A1 xA2 é euclidiano, existem 

(qJ,q2),(ri,r2) E A1 xA2 tais que: 

(a, O)= (b,O)(q1,q2) + (r1,r2) com cp((n,r2)) < <p((b,O)) 

ou seJa: 

o que significa que 

a = bq 1 + r 1 e O = r2. 

Assim, temos 

(/JI(rt) = <p((r1,0)) = cp((n,r2)) < <p((b,O)) = <p1(b). 

De forma análoga prova-se que <p2 é algoritmo para A 2. 

• 
Veremos agora que a recíproca desta proposição não é tão trivial: 

Proposição 2.3.20: O produto cartesiano de um número finito de anéis 

euclidianos é um anel euclidiano. 
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Prova: Novamente provaremos apenas o caso em que A =A 1 x A2. Para 

mais do que dois anéis euclidianos é fácil convencer-se de que a afirmação acima é válida 

utilizando indução sobre o número de anéis considerados. 

Suponhamos A 1,A2 euclidianos para (/Ji :Ai ~ Wi com i E {1,2}. 

Consideramos W' = W1 x W2 ordenado pela ordem lexicográfica, que sabemos ser ainda um 

conjunto bem ordenado (veja exemplo b após definção 1.1.4), consideramos a soma ordinal de 

duas cópias de W' que denotaremos por W (veja definição 1.1.7), e sejam h1 
: W' ~ W e 

h11 
: W ~ W aplicações injetivas que preservam ordem, e tais que h1 (1~.) < h 11 (J.L) para todos 

À,J.L E W'. 
Dados Xt E A 1 e x2 E A2 definimos <p : A 1 x A2 ~ W como segue: 

(i) Se x 1 ,x2 forem ambos nulos ou nenhum deles for nulo, definimos 

<p(Xt,X2) = h'((<pi(XI),({J2(X2))), 

(i i) Se somente um deles for nulo, então definimos 

<p(Xt,X2) = h"((({JI(X1),(/J2(X2))). 

Note que desta maneira estamos fazendo com que <p(O, O) seja o menor 

elemento de W, pois <p(O,O) = h'(<p1(0),<p2(0)) e h' preserva a ordem e h'(x,y) < h11 (a,b) para 

todo (x,y), (a,b) E A 1 x A2. 

Afirmamos que <p definida acima é um algoritmo euclidiano para A 1 x A2. 

De fato, sejam a= (at,a2), b = (b1,b2) E A1 xA2 com b não nulo. Vamos encontrar 

r,q E A 1 x A2 tais que a = bq +r com <p(r) < <p(b). 

1° Caso: suponhamos que b 1, b2 são ambos não nulos. Neste caso, como A 1 

e A2 são euclidianos, existem qi,ri E Ai para i E {1,2} tais que ai = biqi +ri com 

(/Ji(ri ) < (/Ji(bi). 

Se r1,r2 forem ambos nulos ou nenhum deles for nulo, temos: 

<p(r1,r2) = h·((q>t(n),q>2(r2))) < h·((q>I(hi),q>2(b2))) = q>(b1,b2) = q>(b). 

Assim, podemos tomar q = (q1,q2) e r= (r1,r2) e teremos a= bq +r com 

q>(r) < q>(b). 

Agora, se algum dos elementos rt, r2 for nulo, digamos, sem perda de 

generalidade r1 = O =1= r2 escrevemos: 

a1 = bJ(qJ-1)+bJ, a2 = b2q2+r2. 

e tomando r= (b1,r2), q = (qJ- l , q2), teremos 

q>(r) = <p(b1,r2) = h•((q>J(b1),<p2(r2))) < h·((q>1(b1),q>2(b2))) = q>(b1,b2) = q>(b), 

ou seja, podemos tomar r= (b1,r2) e q = (qi- l ,q2) e teremos q>(r) < q>(b). 
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2° Caso: se exatamente um entre b 1 e b2 é nulo, digamos, sem perda de 

generalidade, b1 = O =1= b2. 

Se a 1 = O então a 1 = O.b 1 + O, e como q>2 é um algoritmo, temos que 

existem q2, r2 E A 2 tais que 

a2 = b2q2 + r2, com q>2(r2) < q>2(b2), 

donde concluímos que, tomando q = (O,q2) e r= (O,r2) obtemos a= bq +r, com 

(r)= (O r ) = { q>(O,O) < q>(b1,b2), se r2 = O 
q> q> ' 2 11 11 ( ) h (q>1(0),q>2(r2)) <h (q> 1(0),q>2(b2)) = q> O,b2) = cp(b1,b2 se r2 =I= 0. 

Se a1 =1= O então escrevemos a1 = O.q1 + a1 e a2 = b2q2 + r2 com r2 E A2 não 

nulo (isto sempre é possível se A2 =1= {0}. Note que se A2 = {O} então A 1 x A2 :::::A 1 e não 

temos nada a mostrar neste caso). 

Então (a1,a2) = (q1 ,q2)(0,b2) + (a1,r2) e, como a1 =1= O =1= r2 temos 

cp(a 1,r2) = h'(cp1 (a1),q>1 (r2)) < h"(cpi(O),q>2(b2)) = cp(O,b1) = q>(b1,b2). 

• 
Exemplo 2.3.21: Com esta proposição podemos agora construir exemplos de 

anéis euclidianos que não são domínios, como por exemplo Z x Z. 

Observação 1: O algoritmo q> construido na demonstração da proposição acima 

é chamado por Samuel [SP2] de "algoritmo transfinito". Afirmamos que em alguns casos tais 

algoritmos são inevitáveis, como no caso Z x Z. De fato, inicialmente provamos: 

Proposição 2.3.22: Dado um anel euclidiano (A, q>) tal que U(A) é finito então, 

fzxado um número inteiro qualquer n, o conjunto An = cp- 1 ( {n}) é também finito. 

Prova: Inicialmente observamos que como A é euclidiano temos que A é um 

anel a ideais principais. Então, pela proposição 1.2.8, temos que A é a soma direta de domínios 

a ideais principais e de anéis a ideais principais com um único e nilpotente ideal primo, 

digamos, 

A = B1 X ... X Bm X ... X Bs, 

onde B,, ... ,Bm são domínios e Bm+l, ... ,Bs são anéis a ideais principais com um único e 

nilpotente ideal primo. 

Ainda, como U(A) é finito, temos necessariamente que U(B;) é finito para 

todo i e {1, ... ,s}. 

Afirmamos que todo ideal 'I de A tem apenas um número finito de 
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geradores, ou seJa, fixado b = (b1, .. . ,bs) E A, existe apenas um número finito de 

possibilidades para c = (c 1, ... , Cs) tais que Ab = A c. De fato se Ab = A c, existem 

d == (d1, ... ,ds) e e = (e1, ... ,es) tais que c= bd e b = ec. Mas então, para todo i E {l, ... ,s}, 

c i = bidi e bi = eiCi. 

Daí, se i~ m podemos concluir que di,ei E U(Bi), ou seja, bi e Ci são 

associados pois B i é um domínio. 

Se i > m então, pela proposição 1.2.8 sabemos que bi é da forma 

bi = p~bt) Ub, 

onde Ub é invertível e v(bi) ~ O é univocamente determinado por bi; da mesma forma 

escrevemos 

C. _ pv(ci)U d · _ pv(d;)Ud e· _ pv(e;)U 
I - i C, I - i ' I - i e, 

onde Bipi é o único ideal maximal nilpotente de Bi. 

Daí: 

Ci == bidi e bi = eiCi ~p~(c;)Uc = p~b;)UbP~d1) Ud e p~(b;) Ub == p~(e;)Uep~c1) Uc ~ 

donde pela unicidade de representação, 

v( c i) = v(bi) +v( di) e v(b;) = v( e;)+ v( c;) ~v(d;) = v( e;) = O. 

E portanto C i = biud, ou seja, também neste caso C i é associado de bi. 

Como cada U(B i) é finito concluímos que existe um número finito de 

possibilidades para o elemento c = (c1, ... ,cs). 

Daí, por indução sobre n, temos que se A~ =Ao U A 1 U ... U An-1 é finito e 

q>(b) = n então A~ -~o ~> é sobrejetora pela proposição 2.3.1 , e então <~> é finito; portanto (b) 

tem norma finita e, como euclidiano é noetheriano, pela proposição 1.2.33, existe apenas um 

número finito de possibilidades para (b). Por outro lado, pela observação inicial, existe apenas 

um número finito de possibilidades para b. Logo An = cp- 1 ( {n}) é finito. 

• 
Provemos agora que não existe algoritmo para Z x Z da forma q> : Z x Z -~o N. 

De fato, caso contrário teríamos q>( (I, O)) = n para algum n E N e, utilizando a demonstração 

da proposição acima, com a mesma notação empregada lá, teríamos A~ =Ao U A 1 U ... U An-1 

fi . A I (ZxZ) b . J (ZxZ) ' b ' fi . b d mtto e n -~o ((I ,O)) so reJetora, e portanto o ane ((I ,O)) e tam em tmto, a sur o. 
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Observação 2: Samuel em [SP2] salienta que ainda é um problema em aberto 

responder se existe algum domínio D que é euclidiano e que não admite nenhum algoritmo 

tomando apenas valores naturais. 

Proposição 2.3.23: Seja A um domínio euclidiano, e S c A um subconjunto 

multiplicativamente fechado (tal que O ~ S). Então As é euclidiano. 

Prova: Inicialmente observamos que basta provarmos para S um sistema 

multiplicativo saturado, pois se S' é a saturação de S, então As' =As. 

Vamos considerar S saturado; então S é gerado por alguns elementos 

irredutíveis de A e pelos invertíveis. Então para cada x E As temos que existe x' E A tal que 

x = (f )x' com s,t E Se x' primo com todos os irredutíveis de S, e portanto também primo 

com todos os elementos de S. Afirmamos que para cada x E As tal x ' é único, a menos de 

invertíveis. De fato, 

~ = ~ em As ~ ta = sb. 

Daí, fatorando a e b obteremos alguns fatores irredutíveis pertencentes a S e outros não 

pertencentes a S. Mas como s, t E S, pela fatoração única os fatores irredutíveis não 

pertencentes a S serão os mesmos, a menos de invertíveis. Desta forma podemos escrever: 

a = a'xJ .. .Xr e b = b'x1 , ... ,Xr, 

onde a', b' E Se Xt··.xr são os irredutíveis não pertencentes a S. Daí 
a _ a' b _ b' s - s-Xt .. .Xr e ( - [Xt .. .Xr. 

Definimos agora cps :As ~ cp(A) pondo <ps(x) = cp(x') onde cp é um 

algoritmo em A que satisfaz as condições das proposições 2.3.13 e 2.3.14. Temos que <ps está 

bem definida, pois seu E U(A) então <p(ux') = cp(x' ), uma vez que cp satisfaz 2.3.14. 

Afirmamos agora que <ps é um algoritmo para As. 

Sejam a,b E As, com b =1= O, digamos, a = ( -7;- )a' e b = ( ~; )b' com 

s 1 ,s2, t 1, t2 E Se a', b' primos com qualquer elemento de S. Note que 

b =I= 0 ~ S2 =I= 0 =I= b' . 

Como (A,cp) é um domínio euclidiano, temos que existem q1,rt E A tais 

que 

a'= qtb' + rt, com<p(ri) < <p(b'). 

Daí: 

( s 1 ) 1 ( s 1 ) b' ( sa ) a= -1 a = r q1 + /;"" r1 = 

= ( ~ : ) ( !~ )qt ( ~~ )b' + ( -7;- )rt = 

52 



Afirmamos que 

<ps( ~: r,) < <ps(b). 

De fato, escreva agora r1 = !, ... lrr' com li E S e r' primo com qualquer 

elemento de S. Então, como r E (r') e qb' E (b') temos: 

<ps( ~: r1) = <p(r') ~ <p(r,) < <p(b') = <ps(b), 

sendo a primeira desigualdade válida por (i i) da proposição 2.3 .13. 

Portanto, tomando q = ( ~:;~ )qt e r = ( ~; )r, teremos: 

a= qb +r com <ps(r) < <ps(b). 

• 
Proposição 2.3.24: Se A é um anel euclidiano, então o anel A' = A[[X]][X-1] de 

polinômios em x-1 com coeficientes séries formais em X é euclidiano. 

Prova: Seja <p um algoritmo para o anel A. 

Observemos inicialmente que os elementos de A' podem ser expressos com 

séries de potências L anX" com an E A e no E Z. 

Desta forma, sem perda de generalidade, todo elemento não nulo s E A', 

pode ser escrito na forma 

s = a(s)Xa + 2:a,xa+n (*) 
n;io l 

com an E A para todo n E N* e a(s) E A, a(s) :t O e a E Z. 

Definimos agora 

' ( ) { <p(O), se s = O (/) s = 
<p(a(s)), se s :t O. 

Fixados E A' não nulo como em ( *) temos: 

O= O.s +O com <p' (O) = <p(O) < <p(a(s)) = <p' (s) 

e, para t E A, t * O, digamos, 

t = a(t)XP + 2: bmXfJ+m 
m~l 

com bm E A para todo m E N*, a(t) E A, a(t) :t O e f3 E Z, escrevemos: 

a(t) = ba(s) +c com <p(c) < <p(a(s)). 
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De fato: 

Daí, afirmamos que 

t = (bXfJ-a)s + c)(P + L:Cbm- bam)XP+m. 
mj;!. l 

t = a(t)Xf3 + 1: bmXP+m = 
m;õ!:l 

= (ba(s) + c)XP +L: bmXfJ+m = 
mj;!.l 

= ba(s)XP + cXP +L: bmXfJ+m = 
m;õ!:l 

m;;>l 

= ( bXP-a )s - ( bXP-a) [:E anxa+n J + cXP + L b mXfJ+m = 
n;i!:l m;;>l 

= (bXfJ-a)s + cXP + L (bm- ba111 )Xf3+m. 
m;i!:l 

Daí, denominando q = bXfJ-a e r = cXf3 + L(bm- bam)XP+m temos que se 
m;i!:l 

c* O então q/(r) = <p(c) < <p(a(s)) = <p'(s). 

No caso em que c = O ainda não sabemos quanto vale <p 1 (r); neste caso, 

considerando que r E A', escrevemos r= a(r)XP' + L PjXP'+j onde {3' > {3 e, "dividindo" a(r) 
;~I 

por a(s) encontramos b', r' E A tais que a(r) = a(s)b' +c' com <p(c') < <p(a(s)); 

analogamente ao processo anterior teremos que considerar duas possibilidades: Se c' * O 

então <p'(r') = cp(c') < <p(a(s)) = <p'(s); Se c' =O então ainda não sabemos quanto vale 

<p' (r'), e portanto repetimos o processo. 

Se o processo parar após um número finito de passos nós encontramos 

r<n) = t(mod(s)) tal que cp '(r<n)) < <p 1(s). 

Caso contrário a soma infinita u = bXfJ-a + b'XP'-a + ... + b(n)xp<•>-a + ... faz sentido, 

considerando que a seqüência (f3<n)) é estritamente crescente, e nós temos t = us + O, onde 

evidentemente cp' (O) < cp' (s). 

• 
Proposição 2.3.25: Sejam W e W' conjuntos bem ordenados. Se h : W-+ W' é 

uma bijeção que preserva ordem e <p : A -+ W é um algoritmo então h o <p : A -+ W é também 

um algoritmo. 
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Prova: Sejam a,b E A tais que b =1= O. Como q> é um algoritmo em A temos 

que existem q,r E A tais que a= bq +r com q>(r) < q>(b) em W e, portanto, aplicando h, 

teremos h(q>(r)) < h(q>(b)) em W pois h preserva ordem. Sendo assim a aplicação h o q> 

também será um algoritmo em A. 

• 
Definição 2.3.26: Dois algoritmos q> : A -+ W e q>' : A -+ W são ditos 

isomorfos se existe uma bijeção, h : q>(A) -+ q>1 (A), que preserva ordem tal que q> 1 = h o q>. 

Observamos que se q> e q>' são algoritmos isomorfos, então q>(a) < q>(b) se e somente se 

q>' (a) < q> ' (b). 
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Capítulo 3 

A NORMA COMO ALGORITMO 

Dado um domínio euclidiano D com corpos de restos finitos e corpo de frações 

K, podemos nos perguntar se a norma é um algoritmo em D, uma vez que vale o teorema 

1.2.31. Relembramos que por 1.4.19, temos às vezes duas formas distintas de calculá-la. 

Analisamos aqui algumas situações: 

i) Se D = Z então, para x E Z, x * O, temos que 

n(x) = #( <~> ) = ~I 
ou seja, a norma coincide com o algoritmo usual em Z visto no exemplo 2.3. 7. 

ii) Se D = K e K é um corpo fmito, digamos, com q elementos, então, para todo polinômio não 

nulo b E K[.X], temos que, como ~; tem por representantes os polinômios com grau menor 

que à( b) podemos dizer então que 

n(b) = #( 1~ ) = q 8(b) 

de modo que n = h o qJ onde: 

<p : .K[XJ --+ N, 

qJ(p(x)) { O, se p(x) = O 
= 1 + à(p(x)), se p(x) * O, 
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e 

n : K[X] --+ N, 

{ 
O, sep(x) = O 

n(p(x)) = 
q8(p(x)), se p(x) =1= O, 

h: N--+ N, 

h(a) = { O, se a = O 
qa- l , se a =I= O, 

é uma função injetora que preserva ordem. Portanto, pela definição 2.3.26, os algoritmos cp 

(algoritmo usual em K[X]) e n (norma) são algoritmos isomorfos. 

iii) Se D é um domínio a ideais principais com um número fmito de ideais maximais, digamos 

M 1, ... , M r tais que cada corpo de restos f?t
1 

possui q i elementos então, se observarmos que 

D é um DFU e que cada Mi é gerado por um elemento irredutível Pi de D, temos que todo 

x E D se fatora em potências dos p ;•s, a menos de invertíveis: 

com nt, ... ,nr E N eu E U(D), donde 
r 

n t TI n · < X >=< p I • . .p~r >= < p i I > • 
i= I 

r 

E então, pela proposição 0.2 e pelo lema 1.2.1, f;> --+ fl <p~~> é um 
I= ) I 

r 

isomorfismo de anéis. Assim, n(x) =TI n(p71
). 

i= I 

e portanto 

Mas -4-
1 

é um <pD_> -espaço vetorial de dimensão ni, donde n(p71
) = q71 

<pi > I 

r r 

n(x) =TI n(p71
) =TI q71 

• 

i= i i= l 

Agora basta ver que, da fatoração de x em irredutíveis dada acima, temos 

n; = Vp1(x), para todo i E {l, ... ,r} 

onde vp, denota a valorização p;- ádica de De portanto 
r 

n(x) =TI q?<x>(x E D,x =I= 0). 
i= I 
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iv) Se D um domínio euclidiano com corpos de restos finitos para o qual a norma é um 

algoritmo. Então, se Sé um subconjunto multiplicativamente fechado de D , temos que, pela 

proposição 2.3.23 Ds é também euclidiano. Utilizando a norma como algoritmo de D, aquela 

proposição nos diz que, se considerarmos x E Ds, x * O escrito na forma x = f x ' com s , t E S 

ex' E D primo com todos elementos de S, então a aplicação n' definida por n'(x) = n(x') é 

um algoritmo em Ds. Da teoria de localização sabemos que <~> -+ fx~ é um isomorfismo, e 

portanto temos que o algoritmo n' é de fato a norma em D s. 

v) Perguntamo-nos agora para que valores de d uma extensão quadrática Q( Jd) (onde sempre 

está definida a norma) admite a norma como algoritmo. 

Vamos mostrar aqui que os únicos anéis de inteiros algébricos associados a 

corpos quadráticos imaginários que admitem a norma como algoritmo são apenas os anéis 

associados a Q(H) com d E {1,2,3, 7, 11}. 

Seja K = Q ( H) com d inteiro e livre de quadrados. Inicialmente observe que, 

neste caso, pela proposição 1. 4.17 temos IN KlQ (a) I = N KlQ (a) para todo a E K. 

Usaremos no que segue simplesmente N(a) para representar NKJQ(a). 

Lema 3.1: Em K = Q(/d) com dEZ livre de quadrados e negativo, são 

equivalentes: 

(i) K é euclidiano para a função norma, isto é, 

'\I a,f3 E IK não nulos, 3r,8 E IK tais que a = f3r + 8 com 8 = O ou N(8) < N (/3). 

(ii) para todo k E K, existe e E IK tal que IN(k- E)l < 1, isto é, todo 

elemento de K está "próximo" de um inteiro algébrico. 

Prova: Provemos inicialmente que (i) implica (ii). 

Dado k E K, sabemos, pelo lema 1.4.7 que existe algum elemento c E Z* 

tal que ck E I K. Agora, tomando a = ck, f3 = c por (i) temos que existem r' 8 E I K tais que 

a = f3r + 8 com 8 = O ou N(8) < N(f3 ). Daí: 

- Se 8 = 0 então ck = cr para r E fK, donde k = r e portanto, pondo ê = r , 
temos 

IN(k - e)l = N(O) = O< 1; 

- se 8 *O então ck = cr + 8 com IN(8)1 < IN(c)l. Agora, como c* O e a norma 

é multiplicativa, temos que 

IN(8)1 1N~c)l =IN(~ )I< 1. 
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Mas ~ = k- y; portanto, se tomarmos e = y, temos 

JN(k- r)l < 1. 

Para provar que (ii) implica (i) basta tomarmos, para a, f3 E h não nulos, 

k = p em (ii) e defmir o = a- f3e . 

• 
Teorema 3.2: Quando d é negativo e livre de quadrados e K = Q(/d), temos 

que Ix é euclidiano para a função norma sedE {-1,-2,-3,-7,-11}. 

Prova: Para provar este teorema consideremos dois casos: 

1 °caso: d = 2 ou 3 (mod4); neste caso temos que dE {-1,-2} e 

Ix = Z + Z/d, pela proposição 1.4.17. 

Seja k =r+ s/d com r,s E Q. Pelo lema anterior devemos encontrar um 

elemento e = x + y/d com x,y E Z tal que 

(r-x) 2 -d(s-y)2 < 1 

Como d E { - 1, - 2}, tomamos x e y de forma que tenhamos Ir - xl ~ + e Js - yl ~ ~ para tais 

elementos temos: 

a)parad = -1: (r-x) 2 -d(s-y)2 ~ ( ~ ) 2 
+ ( + )2 

= + < 1. 

b) para d = -2: (r-x) 2 -d(s-y)2 ~ ( + )2 
+2( ~ ) 2 

= ! < 1, como 

queríamos. 

2°caso: d = 1 (mod4), neste caso temos que dE {-3,-7,-11} 

Ix = Z + Z l+j!. 
Neste caso devemos encontrar k = x + y ( l+j! ) com x,y E Z, tal que 

(r- x- +y)2 - d(s- +y)2 < 1. 

Certamente podemos encontrar um inteiro y tal que j2s - yl ~ +; e podemos encontrar um 

inteiro x E Z tal que Ir- x- tYI ~ +, para tais elementos temos: 

a)parad =-3: (r-x- ~y)2-d(s-+y) 2 ~ (t) 2
+3(+)

2 = 1
7
6 < 1; 

b)parad=-7: (r-x-+y) 2 -d(s-+y)2 ~C+ )2
+7(! )

2 = ~~ < 1; 

c)parad = -11: (r-x- +y)2 -d(s- ~y)2 ~ ( + )2 
+ 11( + )

2 
= :~ < 1. 

Desta forma o teorema está provado. 

• 
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Para corpos quadráticos reais, temos que a norma serve de algoritmo apenas no 

caso em que 

dE {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73}. 

Para uma demonstração deste fato, indicamos [H-W] e [S-T] para provas 

parciais e [C-D] para uma prova completa. 
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Capítulo 4 

O MENOR ALGORITMO E A CONSTRUÇÃO TRANSFINITA 

4.1 O menor algoritmo 

Neste capítulo vamos considerar a seguinte 

Convenção: A é um anel euclidiano, e W é um conjunto bem ordenado tal que 

#W > #A. Então, para todo algoritmo cp de A, cp(A) é um conjunto bem ordenado com 

#cp(A) ~ #A < #W, e portanto, pelo que foi citado no capítulo 1 ( após definição 1.1.6) sobre 

conjuntos bem ordenados e pela proposição 2.3.25, podemos supor que todos os algoritmos de 

A têm imagem no conjunto W. Vamos também supor que N é um segmento inicial de W. Ou 

seja, podemos denotar os elementos de W por O, 1, 2, .... ,co, co + 1, .... ,2m, .... 

Salientamos que nas condições acima, temos garantida a existência de um 

algoritmo cp : A -+ W satisfazendo cp(O) = O, isto é , O E cp(A). De fato, se cp : A -+ W é um 

algoritmo que satisfaz cp(O) = s > O então defmimos cp' : A -+ W da seguinte forma: 

V X E A, cp'(x) = cp(x)- S. 

Afirmamos que cp' é também um algoritmo e obviamente satisfaz cp'(O) = O. De 

fato, dados a,b E A, b '* O, existem q,r E A tais que 

a = bq +r com cp(r) < cp(b), 

e portanto 

cp'(r) = cp(r)-s < cp(b)-s = cp'(b). 

Ainda, note que, pela proposição 2.3.2, temos, para todo x E A, 

cp(x) ;?; cp(O) = se portanto 

cp'(x) = cp(x)- s;?; O, 
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donde q/(x) E Wpara todo x E A. 

Proposição 4.1.1: Se {fPa :A-+ W}aei' é umafamília não vazia de algoritmos 

em um anel euclidiano A, então a função e : A -+ W dada por 

Va E A, e(a) = mina{tpa(a)} 

é também um algoritmo em A. 

Prova: Inicialmente, note que como W é bem ordenado, fixado a E A 

sempre existe o menor elemento do conjunto {cpp(a) I.B E I}, e portanto e está bem definida. 

Consideremos agora a,b E A, com b * O, e seja a E I tal que 

e(b) = IPa(b). Então, em relação ao algoritmo (/)a, existem q,r E A tais que a = bq +r com 

(/)a(r) < (/)a(b). Daí: 

e(r) ~ tpa(r) < tpa(b) = e(b), 

provando que e é um algoritmo em A. 

• 
Definição 4.1.2: O algoritmo construido na proposição acima é denominado o 

menor algoritmo do anel euclidiano A se considerarmos {fPa : A -+ W} aei a família de todos 

os algoritmos em A. 

Proposição 4.1.3: (Propriedades do menor algoritmo): Seja A um anel 

euclidiano com menor algoritmo e. Então: 

i) e = Bt, onde et é o algoritmo construido na proposição 2.3.13 a partir de e; 

ii) e(x) = O se e só se x = O; 

iii) e(l) = 1; 

iv) 8(x) = 1 se e só se x é um inversível. 

Prova: Da proposição 2.3.12 temos; 

e1 (O) = 8(0) = O e V a E A, a =I= O temos 81 (a) = minbe(a}-{O}{e(b)} 

Portanto 

V a E A, et (a) ~ 8(a) = min{tpa(a) la E I}. 

Como {cpa}aei denota a família de todos os algoritmos com valores em W, 

temos e1 (a) E {fPa(a) I a E 1}. Portanto: 

Va E A, et(a) ~ e(a) = min{cpa(a)la E I}~ et(a), 

ou seja, e l = e, o que prova (i). 

Para provar (ii), inicialmente observe que, pela observação feita antes da 
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proposição 4.1.1, é claro que e(O) =O. Para a recíproca, basta aplicar a proposição 2.3.2. 

E para provar (iii), inicialmente observe que e( 1) ~ 1, uma vez que N é um 

segmento inicial de mW. Além disso,por (i) e pelo corolário 2.3.15, temos que 

e(y) = e(1) ~ y E U(A), 

e portanto pela proposição 2.3.3, e(1) é o menor elemento de e(A)- {e(O)}. 

Suponhamos agora que 8( 1) = s > 1. Então, para todo x E A, x =t= O, temos 

e(x) ~ e( 1) = s > 1 

e portanto, 

e(x)- s ~O. 

Daí consideramos a função 8' : A -+ W dada por 

e'(x) = { O, sex =O 
e(x) -s+ 1, sex =1= O. 

Afirmamos que e' é um algoritmo. 

De fato, para todo a, b E A, b =1= O, temos que 

a = bq +r, com e(r) < e(b). 

Se r= O então 

e'(r) = O < 1 ~ e(b)- s + 1 = e'(b). 

Se r =1= O então 

e'(r) = 8(r) -s + 1 < e(b) -s + 1 = 8'(b). 

Note agora que 

e' (I) = e(l)- s + 1 = 1 < s = e(I), 

o que é absurdo pois e é o menor algoritmo. 

Finalmente, note que (iv) é conseqüência da demonstração de (iii). 

A proposição a seguir nos ajuda a construir o menor algoritmo: 

• 

Proposição 4.1.4: Seja e :A -+ W o menor algoritmo em um anel euclidiano A. 

Para a E W consideremos os conjuntos: 

Aa = {x E Al8(x) ~a} e A~= {x E Ale(x) <a}. 

Então A a é a união de {O} com o conjunto de todos os elementos b E A tais que 

a aplicação canônica A~ -+ ~> é sobrejetora (isto é, representantes de todas as classes 
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mod(b) podem ser encontrados em A~). 

Prova: Dado b E A a, se a+ (b) com a E A, é uma classe qualquer mod(b), 

então, escrevendo a = bq +r, com 8(r) < 8(b), encontramos um representante r desta classe 

tal que 8(r) < ()(b) ~ a, e portanto, r E A~. 

Reciprocamente, suponhamos agora que b * O é tal que A~ ~ <~> é 

sobrejetora, e suponha que 8(b) > a. Chegaremos a um absurdo definindo a : A ~ W por 

) 
{ 

a, se x = b 
a(x = 

8(x), se x * b 

e mostrando que a é um algoritmo, pois daí a(b) = a < O(b) contradiz o fato de que e é o 

menor algoritmo. E, de fato, a seria neste caso um algoritmo, pois: 

(i) para as relações a = cq +r com O(r) < ()(c) que não envolvem b, temos 

a(r) = O(r) < O(c) = a(c); 

(ii) para as relações em que b atua como divisor, sabemos que toda classe 

ã E <~> tem um representante r E A~, isto é, O(r) < a < O(b), e portanto existem q,r E A tais 

que a= bq +r com 8(r) < 8(b); 

(iii) para as relações a = cq + b com ()(b) < O(c) em que b atua como resto, 

temos c * b e portanto 

a(b) =a < 8(b) < 8(c) ~ a(c) 

(iv) para as relações b = aq +r com 8(r) < 8(a) em que b atua como dividendo 

e não atua nem como resto nem como divisor, temos 

a(r) = 8(r) < O(a) = a(a); 

e portanto a é um algoritmo. 

Logo 8(b) ~ a, ou seja, b E Aa. 

• 
Note que se A é um anel euclidiano e () denota seu menor algoritmo então da 

proposição acima obtemos que 

8(b) =a<=> b E Aa -A ~. 

Assim a proposição acima mostra que o menor algoritmo para um anel 

euclidiano pode ser construido por indução transfinita, uma vez que o conjunto A~ determina 

A a. 

Exemplo 4.1.5: Pela proposição 4.1.3, já sabemos que Ao = {O} e 
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Ai =A 1 = {O} U U(A). Assim, tl(x) = 2 significa que ...!!... admite um sistema de 
(x} 

representantes constituído de zero e dos elementos invertíveis, de forma que x é 

necessariamente um elemento irredutível de A, pois se todo elemento não nulo de <~> é 

invertível então <~> é um corpo. 

Salientamos três questões que são originadas com o exemplo acima: 

a) pode ocorrer A2- A~ = 0 ou seja, não existir x E A tal que B(x) = 2, o que equivale a dizer 

que A pode não conter irredutíveis. De fato, este é o caso quando A é um corpo, e portanto um 

anel euclidiano. Veremos adiante em 4.1.11 um exemplo de anel não euclidiano onde também 

ocorre A2- A~ = 0. Na proposição 4.1.7 voltaremos a discutir a situação A a = A~ para algum 

a e W. 

b) a segunda observação é que a conclusão do exemplo acima não vale necessariamente para 

um algoritmo qualquer. De fato, se considerarmos o anel A = .Z, com o algoritmo definido em 

2.3.12 temos que cp(l) = 2 e 1 não é irredutível. 

c) temos também que não é válida a recíproca do exemplo acima, isto é, 8(irredutível)=2: 

mostraremos adiante, calculando o menor algoritmo em várias situações, que o menor 

algoritmo para Z é o dado pelo módulo. E lá 151 = 5 e 5 é irredutível. 

Mostramos agora que a construção dos conjuntos {Aa}aew da proposição 

anterior serve também para detectar se um anel é ou não euclidiano. 

A construção transfinita associada a um anel A. Seja A um anel, e W um 

conjunto bem ordenado como convencionado no início deste capítulo. Consideremos 

Ao = {0}. Para a > O em W, definimos Aa a partir dos conjuntos Ap com f3 < a por indução 

transfinita como segue: consideramos A~ = U Ap e definimos A a como a união de {O} e o 
P<a 

conjunto de todos os elementos b E A tais que A~ -+ <~> é sobrejetiva. 

É claro que a seqüência (Aa)aew é crescente. 

Teorema 4.1.6: O anel A é euclidiano se e somente se a seqüência (Aa)aew 

exaure A. 

Prova: A proposição 4.1.4 nos mostra que se A for euclidiano então seu 

menor algoritmo gera tal seqüencia (Aa)aew e obviamente U A a =A. 
aeW 
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Recíprocamente, se os conjuntos Aa construídos aczma satisfazem 

U A a = A então definimos a função e : A ~ W por 
aeW 

e(x) = { O, se x = O 
a se x =t= O e x E A a -A~ 

Afirmamos que e é um algoritmo para A e, mais até, é o menor algoritmo de 

A. 

Fixados a,b E A com b =t= O, temos que b ~ Ao. No entanto, como 

U A a =A, existe a > O tal que b E A a. Tomando a o menor elemento de W satisfazendo esta 
aeW 

propriedade temos que b ~ U Ap =A~, ou seja, b E A a- A~. 
(J<a 

Mas da construção de A a temos então que a aplicação A~ ~ <~> é 

sobrejetora; em particular, existe r E A~ e q E A tais que a= qb +r. 

tem buracos: 

Agora, A~ = U Ap e portanto r E Ap para algum f3 <a, de modo que 
fl<a 

e(r) ~ f3 < a = 0({3). 

Assim, 8 é um algoritmo, ou seja, A é de fato euclidiano. 

• 
A proposição a seguir nos mostra que a imagem do menor algoritmo em W não 

Proposição 4.1.7: Sejam A um anel euclidiano e e seu menor algoritmo. Então 

cada a E 8(A) satisfaz a condição 

Aa =A~. 

V f3 E W, f3 ~ a ~ f3 E 8(A). 

Prova: Suponhamos que Aa =A~. Afirmamos que para todo f3 ~ a, temos 

A prova é por indução transfinita, e como base de indução temos: 

Aa+l = {O} U {b E A I A~+I ~ <~> é sobrejetora} 

= {O} U {b E A I A~ _., <~> é sobrejetora} 

= Aa = A~. 

Suponhamos agora que À > a e que para todo a ~ f3 < À, A f3 = A~. 

Daí: 

A~ = U Ap = U Ap U U Ap =A~ U A~ =A~ 
f3<a /)<a a$!,/]<Ã 
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e portanto 

A;.. = {O} U {b E A I A~. --+ <~> é sobrejetora} 

= {O} U {b E A I A ~ --+ <~> é sobrejetora} 

= Aa =A~. 

• 
Corolário 4.1.8: Sejam A um anel euclidiano e W um conjunto bem ordenado 

como convencionado no início deste capítulo. Então se existe a E W tal que A a = A~ então 

A é euclidianoC> A = U Ap. 
p~ 

Apresentamos agora duas aplicações da construção transfinita: 

Quando matemáticos começaram a estudar anéis de inteiros algébricos, 

perguntaram-se se tais anéis seriam euclidianos, mas sempre se referiam à norma como 

algoritmo. Aqui vamos responder a esta questão de modo geral, para o caso de anéis de 

inteiros algébricos associados a corpos quadráticos imáginários: 

Proposição 4.1.9: Os únicos corpos quadráticos imagznanos cujo anel de 

inteiros algébricos A é euclidiano são os corpos Q( H) com dE {1,2,3, 7, 11}. 

Prova: Pela proposição 1.4.15, basta-nos considerar d livre de quadrados, de 

modo que d = 1, 2 ou 3(mod4). Sabemos também pela proposição 1.4.18 que, exceto para os 

casos em que d = 1 e d = 3, os invertíveis em A são U(A) = {+ 1,- 1}. 

Vamos excluir da prova os casos em que d = 1 e d = 3, pois já mostramos 

no teorema 3.2 que a norma serve de algoritmo para estes casos. 

Vamos considerar a construção transfinita para A, conservando a mesma 

notação citada anteriormente 

Ao = {O}; 

At = {0,+1,-1} = {O} U U(A); 

e então temos 

A2 - A1 = {b E Aib !l At eA 1--+ <~> ésobrejetora} 

= {b E Alb !lAte a aplicação {0,+1 ,-1} --+ <~> é sobrejetora} 

assim, podemos dizer 

b E A2 - A 1 => n(b) = 2 oun(b) = 3. 
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Agora, considerando -d = 2 (mod4) ou -d = 3 (mod4) temos que pelo 

teorema 1.4.17 A = Z + 'llH e, para 

b = a+cH (a,c E Z) 

n(b) = a2 + c2d = 2 ou n(b) = a2 + c2d = 3. 

É fácil ver que as equações acima têm solução apenas quando d:::;; 3. Ou 

seja: se -d = 2 ou 3(mod4) então A2- A 1 =1= 0 apenas para d:::;; 3, o que implica d = 2. 

Ou seja, se -d = 2 ou 3(mod4) então o anel de inteiros algébricos 

associado a Q (R ) só tem chances de ser euclidiano para d = 1 ou d = 2. E, de fato 

Q( H) e Q( J=2) são euclidianos (para a norma), como mostramos no teorema 3.2. 

Agora, se consideramos -d = 1 (mod 4) temos pelo teorema 1.4.17, 

A = 7l + 'll( t+fd ). 
Neste caso, sebE A é da forma 

a+ c( t+R) = 2a+c +.f.. H 
2 2 2 ' 

com a, c E 'll, então 

e portanto 

b E A2 -At ~ n(b) = 2ou3 Ç:) (2a+c)2 +dc2 = 8ou 12. 

Novamente podemos dizer que as equações têm solução somente quando 

d:::;; 12 e, portanto como -d = 1 (mod4), temos que d = 7 ou d = 11 (lembre que d * 3). 

Assim, se -d = 1 (mod4) então o anel de inteiros algébricos associado a Q( H) só tem 

chances de ser euclidiano para d = 3, 7 ou 11. E, de fato Q (H ) , Q (R) e Q ( r-IT ) 
são euclidianos (para a norma), como mostramos no teorema 3.2. 

• 
Juntando os resultados obtidos com o teorema 3.2 e a proposição 4.1.9 podemos 

portanto afirmar: 

Corolário 4.1.10: Os únicos corpos quadráticos imaginários cujo anel de 

inteiros algébricos A é euclidiano são os corpos Q(H) com dE {1,2,3, 7, 11} e, neste caso, 

tais anéis são até euclidianos para a função norma. 

Aqui surge-nos uma pergunta natural: nos casos mencionados no corolário 
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acima é a norma o menor algoritmo? Veremos adiante (após exemplo 4.1.90) que não. 

Em [H-W], §14.7, é mencionado que o anel de inteiros algébricos associado a 

Q(H) é um domínio fatorial para de {1,2,3, 7, 11, 19,43,67, 163}, e sabemos também que 

Stark<1) em 1967 provou que tais anéis são também principais. 

Com o corolário acima concluímos: 

Corolário 4.1.11: O anel de inteiros algébricos associado a Q( H) para 

dE {19,43, 67, 163} é um anel principal,fatorial mas não é euclidiano. 

Exemplo 4.1.12: Da proposição acima já conhecemos então vários exemplos de 

anéis (até domínios) que não são euclidianos. De fato, o que a demonstração acima nos diz é 

que se A é o anel de inteiros algébricos associados a K = Q (H ) então, como 

- 5 ~ {-1,-2,-3,-7,-1 1}, temos que, pela proposição 4.1.9, A não é euclidiano. 

Como outra aplicação da construção transfinita podemos também agora mostrar 

que se generalizarmos a definição de anel euclidiano exigindo que W seja apenas um conjunto 

parcialmente ordenado com condição de cadeia descendente então não vamos aumentar a 

família de anéis euclidianos. 

Proposição 4.1.13: Seja A um anel, T um conjunto parcialmente ordenado com 

condição de cadeia descendente e q> : A -t T uma aplicação tal que, dados quaisquer 

a,b E A, com b * O, existem q,r E A tais que a = bq +r e q>(r) < q>(b). Então A é euclidiano. 

Prova: Seja (A a) a construção transfinita em A e A ' = U A a, onde W é um 
aeiV 

conjunto bem ordenado que satisfaz #W >#A. 

Se A' * A, escolhemos b E A -A' tal que q>(b) é minimal (tal b de fato 

existe pois se T satisfaz a condição de cadeia descendente então todo subconjunto de T tem 

elemento minimal). Então, para todo r E A, 

q>(r) < q>(b) =>r E A', 

e portanto da hipótese obtemos que 

A' -t <~> é sobrejetiva. 

Mas isto implica b E A', uma contradição. 

Portanto, temos que A' =A donde, pelo teorema 4.1.6, concluímos que A é 

euclidiano. 

• 
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4.2. Exemplos de construção do menor algoritmo 

Passamos agora a apresentar exemplos onde podemos identificar o menor 

algoritmo. 

Exemplo 4.2.1: Consideremos A = Z. Inicialmente observe que, como (Z,I I) 

tem W = N, então o menor algoritmo em Z vai ter W = N. Como U(Z) = {±1} é finito, já 

sabemos pela proposição 2.3.22 que cada An é urna união finita de conjuntos finitos, portanto 

também é finito. Afirmamos que para todo n E N, An = {r E Z I - 2n <r< 2n} (e portanto 

x E An se e só se o n° de dígitos de x na base 2 é n). 

De fato, por indução sobre n temos: 

para n = O, temos: 

Ao= {O}; 

e para n = 1, temos: 

A1 ={O} U U(A) = {0,+1,-1} ={r E Z l-21 <r< 21}. 

Seja n ~ 1 e suponhamos que 

An = {r E Z I - 2n <r< 2n}. 

Então An tem 2(2n- 1) + 1 = 2n+l - 1 elementos. 

Agora, observe que 

b E An+l e b =I= O => 

a aplicação An -.. <!> é sobrejetora => 

<!> tem 2n+l - 1 elementos ou menos=> 

lbl < 2n+l => 

-2n+l < b < 2n+l . 

A recíproca é clara. Assim, 

An+l = {r E Zl - 2n+l < r < 2n+ 1} . 

Sendo assim, como o menor algoritmo em Z tem imagem N, temos 

e(r) = n ~ r E An -An- ! = {r E Z l2n-l < lrl < 2n} 
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<=> r envolve exatamente n dígitos na sua representação em base 2. 

• 
Exemplo 4.2.2: Tomemos A = K[XJ, com K =corpo. Como U(A) = U(K) temos 

que 

onde 

Daí: 

Ao = {O}; 

A,= K. 

A2 = {O} U {p(.X) E K(XJ I A, ~ :i~> é sobrejetora}. 

Mas K ~ :i~> é sobrejetora se e somente se ô(p(X)) = 1, e então: 

A2 = {O} u {p(X) E K(XJ I ô(p(X)) < 2}. 

Afirmamos queAn = {O} U {p(X) E K[XJ I ô(p(X)) < n}. 

Por indução temos que: 

An+l = {O} U {p(X) E .K[XJ I An --7 :i~> é sobrejetora}, 

An = {O} U {p(X) E K[XJ I ô(p(.X)) < n}. 

Mas <i~> tem para representantes polinômios de grau menor que ô(q(X)). Daí, 

q(X) E An+l, q(X) =I= O <:::> 8(q(X)) ~ n 

e, portanto temos que 

An+l = {O} U {q(X) E K(XJ lô(q(X)) ~ n} 

An+l ={O} U {q(X) E K(XJI8(q(x)) < n + 1}. 

Ou seja: 

8(q(X)) = S <=> q(X) E As- A s-1 <=> 8(q(X)) = S- 1 <:::> S = 8(q(X)) + 1. 

Temos então que o menor algoritmo em K[XJ é o algoritmo dado por 

lJ(p(X)) = { 1 + ô(p(X)), se p(X) * O 
O se p(X) = O. 

que é precisamente o algoritmo do exemplo 2.3.8, que, como vimos no início do capítulo 3, é 

um algoritmo isomorfo a norma. 

Exemplo 4.2.3: Seja A um domínio principal com um número finito de ideais 

maximais (p;)(i = 1,2, ... ,n), e seja v; a valorização p; -ádica de A. De acordo com a 
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proposição 2.3 .17 e com o corolário 2.3 .16 temos que o menor algoritmo e em A é dado por 

e(x) = { 1 + Ê v;(x) se x *O 

O se x =O. 

Exemplo 4.2.4: Sejam (D, q>) um domínio euclidiano, S um sistema 

multiplicativo em D com O ~ S. Na proposição 2.3.23 vimos que q> dá origem a um algoritmo 

q> 1 para Ds. A questão é: quando q> = e (o menor algoritmo para D), será que e' é o menor 

algoritmo para D s? A resposta é não. 

Tomemos D = Z e para sistema multiplicativo S de Z o conjunto dos 

números primos com 6. Daí 

Zs = { ~~ 2a3b ls i,S2 E se a,b E N}. 

Denotemos por e s o menor algoritmo de Zs. 
Pelo exemplo 4.2.1, 

e(4) = e(0.2° + 0.2 1 + 1.22 ) = 3 

e(9) = e(1.2° + 0.2 1 + 0.22 + 1.23 ) = 4. 

Portanto, pela proposição 2.3.23, 

e'(4) = e(4) = 3 e e' (9) = e(9) = 4. 

Afirmamos que no entanto 

es(4) = 3 = es(9), 

e portanto e' não é o menor algoritmo de Zs. 

e também 

ou seja, 

De fato, a construção transfinita nos dá: 

Ao= {O} 

A1 = {O} U U(Zs) ={O} U {!~ lsi E S} 

.12.. E A 2 com .12.. ~ A 1 <=> se a aplicação A 1 --+ ~s é sobreietora, s s (f) J 

~ = !~ 2m3n, com m, n ambos não nulos e s1 * O está em A2 <=> 

Note agora que 

A 1 --+ ~ é sobrejetora. 
( s > 

~s = {2u3vl O ~ u <me O~ v < n}. 
(,) 

72 



Logo, temos 

A 1 ~ ~s é sobrejetora <=> 
<•> 

a aplicação {O} U { ~~ I si E S} ~ {2u3v I O~ u < m e O~ v< n} é sobrejetora, 

o que só é possível para m = n = 1. 

Concluimos assim que 

~· , 
3
: • E A 2 e ainda 8s(22) ;;;:: 3 e 8s(32) ;;;:: 3. 

Temos também que 

_Q_ E A2 -Ai <=> _Q_ = ~2m3n s s s 

com (m,n) = (1,0) ou (m,n) =(O, 1), e portanto 

A2 = A, u {~·' 3~ 1 ls,Si E s} 

e portanto 

8s(2) = 8s(3) = 2. 

Agora, note que a aplicação A2 ~ <~> é sobrejetora se b = 22 ou b = 32, 

de modo que 

Em particular, 

8s(4) = 8s(9) = 3. 

• 
Exemplo 4.2.5: O menor algoritmo, apesar de muitas vezes computável, tem em 

geral uma "estrutura" bastante complicada, como por exemplo, no caso em que A é anel de 

inteiros em um corpo quadrático imaginário. Aqui, por termos U(A) sempre finito, (veja 

teorema 1.4.18), temos que, por 2.3.22, cada An é também finito. No entanto, o autor Samuel 

comenta que parece não haver uma regularidade em tais conjuntos, por exemplo para 

Z + Z[ ./=2] ele informa que as cardinalidades dos conjuntos Ao,A 1 ,A2, ... ,A9 são 

respectivamente 1, 3, 9, 21, 35, 61, 9, 153, 227,327. 

Note que neste caso a norma não é o menor algoritmo para Z + Z[ J=2l De 

fato: em K = Q[ ./=2] temos que -2 = 2(mod4) e então h = Z + Z[ ./=2]. Sabendo que se N 

é a função norma, N(a + b./=2) = a2 + 2b2 para todo (a+ bH) E l K; daí: 

Ao= {O}; 

Ai = { O} U U(IK) ={O} U {±1} =>#Ai = 3; 
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A2 = {[3 E Ix I N(/3) ~ 2} = {a+ bN 1 a 2 + 2b2 ~ 2} = {0,±1,± J-2 } => #Az = 5. 

Mas segundo as contas de Samuel, #A 2 = 9. Logo, N não é o menor 

algoritmo neste caso. 

Finalmente, gostaríamos de salientar que não sabemos ainda se a troca de N por 

um conjunto W bem ordenado qualquer na definição de algoritmos euclidianos aumenta o 

número de domínios euclidianos. Como alguns anéis euclidianos interessantes admitem 

algoritmos em conjuntos bem ordenados de estrutura diferente de N, (veja o exemplo 2.3.11), 

deveríamos nos perguntar se: "Dado um domínio euclidiano, o seu menor algoritmo é um 

algoritmo cujo contradomínio é N?" Esta pergunta ainda não foi respondida para o caso geral; 

no entanto: 

Proposição 4.2.6: Em um domínio euclidiano D, de dimensão um e com corpos 

de restos finitos, o menor algoritmo e é um algoritmo cujo contradomínio é N. 

Prova: Por absurdo, suponhamos que existe um elemento b E D tal que 

e(b) = w, onde w denota o primeiro ordinal transfinito do contradomínio de e. Como D tem 

corpos de restos finitos, temos, pela proposição 1.2.30, que g> é finito, digamos, 

{c1 + (b), ... ,cs + (b)}. Cada classe c;+ (b) admite um representante r; com ()(r;) < w = ()(b), 

isto é, ()(r;) E N; portanto, n = 1 +max {()(r;)} é um número natural. Assim, An- ! -+ <~> é 
l(i~ 

sobrejetora, nos indicando que b E An ()(b) = n. 

• 
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