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Resumo

Neste trabalho fazemos revisao de alguns dos principais métodos para andlise ndo-linear de séries
temporais originadas a partir de sistemas de baixa dimensionalidade com dinamica
predominantemente deterministica, dando &nfase ao problema de classificacao/clusterizacdo nao-
supervisionada destas mesmas séries. Varias medidas de dissimilaridade sdo utilizadas em conjunto
com métodos heuristicos baseados em algoritmos estocdsticos, para a organizacdo de segmentos de
séries temporais ndo estaciondrias em grupos com caracteristicas em comum, na tentativa de
associar a estes alguma caracteristica clinica previamente conhecida. O método € implementado
com diferentes medidas de dissimilaridade e um experimento feito com séries temporais sintéticas
(obtidas a partir de simulacdo numérica) com fins de validacdo e posteriormente aplicado a um
problema real, o problema de segmentacdo de estigios de sono. Os resultados indicam certa
promissoriedade do método para aplicacio na classificagdo estdgios de sono em
eletroencefalogramas.

Palavras-Chave: Séries temporais, caos, clustering



12

TITLE: “ANALYSIS AND CLASSIFICATION OF NONSTATIONARY TIME SERIES WITH
NONLINEAR METHODS”

Abstract

In this work we make a review of some of the main methods available for nonlinear time series
analysis for low-dimensional deterministic systems, giving emphasis to the problem of
unsupervised classification/clustering of this kind of data. Various dissimilarity measures are used
together with heuristic search methods based on stochastic algorithms to organize segments of one
(big) nonstationary time series in groups with common characteristics, trying to relate these groups
to some known clinical property. The method is implemented with different dissimilarity measures
and one experiment made with synthetic (generated by numerical simulations) time series for
validation and lately applied to a real problem, the problem of sleep stages segmentation. The
results look promising with respect to the applicability of the method to classify sleep stages in
electroencephalographic recordings.

Keywords: Time Series, Chaos, Clustering
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1 Introducao

Desde os tempos mais remotos o homem vem tentando elaborar modelos que descrevam
adequadamente os fendmenos que se observa na natureza. De posse de uma boa descri¢cdo de um
mecanismo da natureza podemos ser capazes de fazer predi¢des, controlar, e talvez até entender
alguns aspectos do sistema observado. Se olharmos para os primérdios da ciéncia, encontraremos
descricdes que nos parecerdo um tanto quanto bizarras mas que, levando-se em consideragdo a
escassez de ferramental disponivel na época, podem ser consideradas verdadeiras obras de arte. Por
exemplo, o modelo desenvolvido por Johannes Kepler (que, ndo por acaso, era pitagérico) para
descrever as Orbitas dos planetas baseado em esferas e s6lidos platdnicos aproximava os dados
observados com um erro razoavelmente pequeno o que, comparado ao modelo posteriormente
desenvolvido por ele mesmo (e em uso até hoje), € uma aproximagdo bastante impressionante.
Kepler elaborou uma descricdo geométrica de um sistema fisico - todavia, uma descri¢do que
considere aspectos dindmicos do sistema, ou seja, que forneca informacao sobre o que ird acontecer
no sistema em um certo tempo futuro dadas as condi¢des atuais, € o que se objetiva normalmente
em ciéncia. As leis dindmicas a que daremos atenc@o neste trabalho sdo aquelas de natureza ndo-
linear.

“As leis fundamentais da fisica microscépica, como as equacdes de Newton ou a equacao
de Schrodinger, ou da fisica macroscOpica como as equagdes de Navier-Stokes ou a lei de ‘massa
de acdo’, sdo inadequadas para entender ou mesmo formular a complexidade induzida pela
evolugdo de sistemas nao-lineares. Em contraste atratores, fractais e multifractais, formas normais,
expoentes de Lyapunov, entropias, medidas invariantes e funcdes de correlagdo sdo parte do novo
vocabulario cientifico pela moderna ciéncia ndo-linear e provéem uma forma pragmatica de encarar
um desafio frente ao qual as abordagens classicas falham.”[NIC95]

Neste trabalho serdo discutidos rapidamente alguns aspectos tedricos bdsicos e mais
intensivamente aplicagdes experimentais sobre interpretagdes nao-lineares de sistemas fisicos (e
bioldgicos). Iniciaremos com algumas nogOes tedricas sobre dindmica linear e processos
estocdsticos, logo em seguida abordando sistemas nado lineares, regime cadtico, métodos para
evidenciamento experimental de comportamento cadtico e caracterizagdao de regimes, finalizando
com alguns resultados obtidos a partir da aplicag¢do de tais métodos em algumas séries de dados.

A metodologia adotada para anélise de dados supostamente gerados por uma dindmica cadtica
deterministica basear-se-a nos teoremas de Takens [TAKS81], que possuem algumas restricdes sobre
os dados que precisam ser respeitadas, como a de que estes pertencam a um regime dinamico
estaciondrio. O problema serd abordado com base na proposta feita por Schreiber[SCH97a], e os
resultados de um experimento realizado com dados experimentais obtidos a partir de simulacdes
numéricas e leituras de polissonogramas serdo interpretados com a finalidade de avaliar a
aplicabilidade destes métodos na andlise efetiva de dados reais.



14

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo geral explorar aspectos tedricos, experimentais e
computacionais acerca de sistemas ndo lineares, concentrando-se na parte de tratamento de séries
temporais ndo-estaciondrias. Métodos existentes serdo utilizados para andlise de dados
experimentais, suas vantagens e desvantagens discutidas, e uma diferente abordagem proposta.

Em vista da ainda predominincia dos métodos espectrais, adequados apenas para sistemas com
dinamica predominantemente linear estocdstica, objetiva-se, neste trabalho, explorar um pouco
mais da potencialidade dos métodos baseados na chamada teoria do caos, onde comportamentos
complicados podem ser interpretados como sendo gerados por um sistema nao linear deterministico
de baixa dimensionalidade em regime cadtico.

Os conjuntos de dados utilizados serdo compostos de séries geradas por computador e
polissonogramas, que sdo dados eletroencefalograficos medidos em multiplos canais durante o sono
de um individuo. Os resultados serdo interpretados com o auxilio de um médico
eletroencefalografista.

1.2 Estrutura do texto

Na primeira metade deste trabalho iremos revisar alguns aspectos tedricos necessarios como
background para quem pretende aplicar algum método de tratamento de sinais. E comum mas
extremamente desaconselhdvel se aplicar um determinado método sem a tentativa de
relacionamento entre os fundamentos tedricos deste e a natureza (fisica, bioldgica ou mesmo a
simples modelagem matematica) do fendbmeno em estudo. Tratar sistemas reais como caixas pretas
muitas vezes pode induzir conclusdes extremamente equivocadas.

Inicialmente serdo discutidos alguns aspectos elementares acerca de sistemas lineares e
estocasticidade, e na segunda parte abordaremos uma interpretacdo nao-linear para comportamento
irregular. Intenciona-se que, apds uma leitura desta introducdo tedrica, o leitor possa compreender
mais facilmente os métodos apresentados na segunda parte deste trabalho.
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2 Sistemas Lineares

Sistemas dindmicos lineares sdo comuns em varios ramos da ciéncial HUB95], e estdo
presentes em grande parde da fisica, por exemplo. Sistemas lineares autdbnomos (sem dependéncia
explicita do tempo) pode ter sua evolu¢do no tempo caracterizada em fun¢do dos autovalores da
matriz de coeficientes. Suas solucdes gerais apresentam-se como uma sobreposi¢do de oscilacdes
periddicas (amortecidas ou ndo). Uma classe de sistemas com comportamento complicado é
formada a partir da combinacdo de dindmica linear e estocdstica, que serd discutida na secdo 2.3 a
seguir. Faremos agora uma breve revisao de alguns aspectos sobre sistemas simples de equagdes
diferenciais e de diferenca lineares:

No caso de o modelo em questdo considerar o tempo como um continuum, o sistema deve
aparecer, de uma forma geral, como:

x=f(x)+g() 2.1

Se o tempo for discretizado, passamos a trabalhar com um mapa de tempo T ou uma secdo de
Poincaré, e a representacdo geral se torna:

X, =f(x,)+g() (2.2)

onde f(x) € um vetor de funcgdes lineares que pode ser representada como uma simples matriz de
coeficientes A. Dessa forma:

X = Ax+g(f) (2.3)
X, =Ax, +g(t) (2.4)

Lembramos que, na maioria das vezes, é necessario que o sistema seja autbnomo, ou seja, g nao
deve ser uma funcao explicita de ¢ para que possamos obter solugdes gerais respresentaveis com um
conjunto finito de fungdes elementares. Por exemplo, nenhuma das seguintes equacdes de aspecto
inocente pode ser resolvida por métodos standard[HUB95]:

x=x*-t,
X = sin(tx) (2.5)

XxX=e
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2.1 Sistemas lineares em tempo continuo

Solugdes para um sistema bidimensional

X = Ax (2.6)
com uma matriz associada do tipo
A=l? " @2.7)
e d '
apresentam-se, de um modo geral, sob a forma
x(r) =§ e (2.8)

Onde os autovalores A; e A, sdo obtidos a partir do célculo das raizes da equacéo caracteristica
A —(a+d)A+ad —bc=0 (2.9

Substituindo a equagdo 2.6 na (2.8) temos

a-A b ¢ 0
= (2.10)
c d-A)\¢&, 0
Substituindo-se nesta equagdo os autovalores obtidos anteriormente encontramos 0s autovetores
gl e £V (2.11)
Que, substituidos na equagao 2.8 ddo as solugdes gerais
x=cf Vet +cf Ve (2.12)

A seguir temos uma anélise resumida do comportamento das solugdes em torno do ponto fixo O em

funcdo dos autovalores:
TABELA 2.1 — Tipo de pontos fixos para sistemas lineares

X' =Ax det(A-AI)=0 det A#0
Autovalores Tipo de ponto critico Estabilidade

AM>A>0 Nédulo impréprio Instavel
A< Ay <0 Noédulo impréprio Assintoticamente estdvel
M<0<A Ponto de sela Instavel
M=A>0 Nédulo préprio ou impréprio  Instavel
AM=A<0 Nédulo préprio ou impréprio Assintoticamente estdvel
M, Aa=aztib : Ponto espiral

a>0 Instavel

a<0 Assintoticamente estavel

M =ib, M= -ib Centro Estavel
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Uma discussao mais detalhada sobre problemas de autovalores, estabilidade e equacgdes diferenciais
pode ser encontrada, por exemplo, em [BOY98].

2.2 Sistemas lineares em tempo discreto

Nesta secdo iremos discutir brevemente o caso unidimensional para mapas lineares do tipo
X,,, =Ax, , ouseja, x,,, =ax,. A taxa de dissipacdo do sistema é dada por 1-lal. Analisemos os

trés casos lal < 1, lal=1, lal>1.

Admitamos que uma determinada populacdo na geracdo (n+1) seja univocamente
determinada pela populacdo da geracdo precedente (n) de acordo com alguma lei do tipo
Xp+1=F(x,;). O modelo mais simples possivel para uma taxa de crescimento populacional € a
hipétese Maltusiana de taxa de reproducdo constante, isto é, F(x)=ax. Para | al > 1 ocorrerd
obviamente uma explosdo populacional (crescimento exponencial), para Ixol> O (que € um ponto
fixo repulsivo do mapa). No caso de lal < 1 a tendéncia da populagdo € diminuir a cada iteracdo e o
ponto 0 € um ponto fixo atrativo do mapa. O parametro de controle a mede a taxa de crescimento
(ou diminuicdo) monotOnica, e geometricamente representa a inclinacdo da reta descrita pela

funcdo linear F(x).

Primeiro caso: a < 1. Obviamente, para qualquer x, diferente de zero, x,.; serd exatamente uma
fracdo equivalente a (a X 100) % de x,. Dessa forma, x,.; ird decrescer sempre na mesma razao de
X, que € a. O n-ésimo valor de x pode ser expressado como

x, =x,a" (2.13)

Um diagrama de primeiro retorno para um valor de a < 1:

Xn+1

/

»
»

X0 Xn

FIGURA 2.1 — Diagrama de primeiro retorno para a<l.

Para a =1, a taxa de dissipacdo € nula, e temos entdo um sistema conservativo. Note que nao existe
um ponto atrativo ou repulsivo no mapa:
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Xn+1

|

— Xn

X0

v

FIGURA 2.2 — Diagrama de primeiro retorno para a=1.

Para lal > 1, o sistema recebe energia indefinidamente até divergir ( | x| — o). Este modelo ndo
possui uma interpretacdo fisica, mas estd relacionado com os autovalores da matriz jacobiana local
de sistemas ndo-lineares em regime cadtico.

Xn+1

v

X0 Xn

FIGURA 2.3 — Diagrama de primeiro retorno para a>1.

2.3 Sistemas lineares + estocasticidade

No caso de g(7) ndo poder ser desprezado, retornamos ao sistema

x=f(x)+g() (2.14)
ou
X, =f(x,)+g(n) (tempo discreto n) (2.15)

que passa a ser chamado ndo-homogéneo. Sistemas com uma g(f) ndo nula ou ndo constante
raramente possuem solucdes gerais analiticamente obtiveis sob a forma de um nimero finito de
fungdes elementares, exceto quando g(f) é formada de combinacdes lineares de finitos termos com

a forma e, Quando analiticamente calculdveis, tais resultados freqiientemente mostram-se tao



19

complicados de serem interpretados que tornam-se praticamente inuteis. Aproximar g(f) por uma

sobreposicdo de infinitos termos deste mesmo tipo € uma pritica comum via transformada de
Fourier o que, apesar de ndo garantir solu¢do analitica geral, pode facilitar a obtencao numérica de

x(1).

Em processos reais, muitas vezes g(f) apresenta-se como uma componente de ruido dinamico de
natureza estocdstica. Tais modelos sdo normalmente estudados utilizando-se métodos espectrais
(secdo 4.2), tratados nos livros de probabilidade, e ndo nos aprofundaremos em seus aspectos
tedricos aqui.
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3 Sistemas Nao-Lineares

Um sistema ndo-linear € um conjunto de equagdes ndo-lineares, as quais podem ser algébricas,
funcionais, diferenciais ordindrias, diferenciais parciais, integrais ou uma combinacdo destas, e
podem possuir dependéncia de um ou mais parametros. “Sistemas dinamicos” € um termo agora
utilizado como sindnimo de sistema ndo linear quando as equagdes ndo-lineares representam a
evolu¢ao de uma solucdo no tempo ou alguma varidvel similar a tempo. Também podemos
interpretar um sistema nao linear como um elo de retroalimentacdo no qual a saida de um elemento
ndo € proporcional a sua entradal DRA92].

Nesta secdo serd dada ateng@o principalmente aos sistemas dindmicos em tempo discreto ou mapas
iterados, sempre tendo em mente que tais mapas estdo relacionados com a aplicacdo de algum
método de discretizacdo a um sistema continuo real, pois estes carregam em sua dindmica muitas
caracteristicas do sistema original e a interpretacdao em tempo discreto € a mais adequada para este
trabalho, que visa tratamento de sinais experimentais medidos em intervalos de tempo fixos.

Sistemas dindmicos ndo-lineares com tempo discreto podem ser representados, de forma similar
aos sistemas lineares, como uma equagao de diferencas:

x,, =f(x,)+g() 3.1

Neste caso, f(x) é um vetor/matriz de func¢des nado-lineares e ndao uma simples matriz de
coeficientes. Uma andlise de autovalores passa a ter uma interpretacdo local e solu¢des globais
passam a ser possiveis em casos muito raros, mesmo com g(z) = 0.

Dos diferentes métodos de discretizacdo existentes, faremos mencao a dois: O mapa de tempo T € o
mapa de Poincaré.

Toda equagdo diferencial d4 origem a um mapa chamado “mapa de tempo um”, definido pelo
avango do fluxo uma unidade de tempo. Se a equacgdo diferencial contém um termo ou termos
peridédicos no tempo, entdo o mapa de tempo T (onde T é o periodo) € muito ttil. O mapa de tempo
T em um sistema com termos periddicos € também chamado um mapa estroboscépico, visto que
estamos olhando efetivamente para uma posicdo no espago de fases com uma “iluminacdo
estroboscépica” ajustada com periodo 7.
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Em sistemas autonomos (sem termos dependentes do tempo nas equagdes), pode também ser
possivel definir uma se¢do de Poincaré e reduzir a dimensdo do espago de fase de uma de suas
componentes. Aqui a discretizacao é definida ndo por meio de um intervalo de tempo fixo, mas por
tempos sucessivos quando uma 6rbita cruza um hiperplano fixo no espago de fases. Este hiperplano
nada mais é do que uma variedade com uma dimensao a menos que o espaco de fases.

Q0

o~

Z

0
L
W x

FIGURA 3.1 — Discretizagio por meio de uma secéo de Poincaré
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FIGURA 3.2 - Discretizag¢do por mapa de tempo T

E importante que se tenha em mente que nem todo fluxo tem uma se¢o de Poincaré global, a qual
precisaria ser transversa a toda possivel orbita. Diferentes escolhas para o plano de sec¢do podem
resultar em mapas bastante diferentes.

Mapas originados de amostragem estroboscopica ou se¢do de Poincaré de um fluxo sdo
necessariamente invertiveis, pois o fluxo possui uma dnica solu¢do através de um ponto no espago
de fase — a solugdo € unica tanto para a frente ou para trds no tempo. De qualquer modo, mapas
nao-invertiveis podem ser relevantes para estudo de sistemas descritos por equacdes diferenciais:
mapas de Poincaré sao, as vezes, muito bem aproximados por mapas ndo-invertiveis. Por exemplo,
o mapa de Hénon

1—ax® +
H,| =TT (3.2)
y bx

com valor pequeno de bl € préximo ao mapa quadratico.

Veja que qualquer solu¢do por procedimento numérico para um problema diferencial de valor
inicial que utiliza passos discretos de tempo na aproximacgdo é efetivamente um mapa (e.g. método
de Runge-Kutta de 4" ordem). Esta ndo é uma observacdo trivial, e ajuda a explicar por que um
sistema de tempo continuo que ndo deve exibir caos pode ter solu¢cdes numéricas que o facam.
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3.1 Dinamica de mapas iterados

Como visto anteriormente, um sistema dindmico pode ser temporalmente discretizado através de
uma secdo de Poincaré ou um mapa de tempo T. Tal simplificacdo permite que se estude alguns
aspectos da dindmica do sistema original de uma forma mais fécil, através da andlise das Orbitas
obtidas a partir de iteragdes sucessivas dos mapas discretos. Consideremos xy9 como sendo uma
dada condicdo inicial e um mapa f : R — R . Obtemos a 6rbita correspondente fazendo sucessivas

composi¢des da funcao f, da seguinte forma:

xo0, f(x0), f(f(x0)), fF(f(f(x0))), F(f(f(f(x0))), ... (3.3)
assim,
Xn= f(xn—l) (34)

Chamamos f(xp) a primeira iterada de xy para f, f(f(xp)) a segunda iterada de x, para f, e assim
sucessivamente. Uma notacio mais conveniente é utilizar f''! para a primeira iterada da funcdo, de
forma que f™ denota a n-ésima iterada de f.

Exemplo:
TABELA 3.1 — Exemplos de mapas
fx) X0 Orbita de x, para f
f0)=x" 1 L1 L, ..
fo0)=x*1 -1 -1,0,-1,0,-1,0,-1,0, ...
Fx)=ix 1 1,4,-1,-i, 1,4, -1, -i, ...
F()=4x+4x" (0.3333333..-, 0.8888888---, 0.395061--, 0.955951--,...

Um dos principais métodos utilizados para a analise da dinAmica de um mapa(unidimensional) € a
andlise gréfica das iteradas, ou mapa de primeiro retorno. Consiste basicamente em um grafico da
fun¢do em seu dominio, e uma bissetriz diagonal com inclinag¢do de 45 graus.
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Xn+1

f)

v

Xn

FIGURA 3.3 — Diagrama de primeiro retorno

A partir de uma condicao inicial xy, procede-se da seguinte maneira: a partir do ponto xy, traca-se
uma linha perpendicular ao eixo x,, até a curva da funcdo. Em seguida, une-se o ponto onde a linha
toca a curva da fungdo a bissetriz por uma reta paralela ao eixo de x,, e retorna-se a curva da fungdo

através de outra reta perpendicular ao eixo de x,, € assim sucessivamente, como mostrado na figura
3.4.

Xn+1

f)

X0 Xn

FIGURA 3.4 — Trajetéria em um mapa de primeiro retorno

A colecdo de coordenadas x, dos pontos onde as setas atingem a curva da fun¢do formam a 6rbita
do mapa f a partir da condi¢do inicial xo.

Modelos com componentes nao-lineares oferecem uma dinamica bastante rica, € merecem
uma aten¢do especial. O modelo clédssico para estudo de dindmica ndo-linear € o mapa logistico,
que € um mapa unidimensional unimodal. Mapas unidimensionais unimodais sdo mapas definidos
num intervalo finito e com um tnico maximo. Mais exatamente, mapas unimodais sd3o mapas
continuamente diferencidveis que mapeiam o intervalo unitdrio [0,1] nele mesmo, que apresentam
um maximo Unico em x = %2 e s30 monotdnicos para 0 < x < Y2 e Y2 < x < 1. Tais mapas apresentam
padrdes de bifurcacao similares quando o parametro de controle € variado[FIE94].



25

O citado mapa logistico x,,, = x,(1-x,)=F,(x,) apresenta uma dindmica impressionantemente

rica sob a forma de cascatas de bifurcacdo e caos em funcao da variagdo do paramentro . Tal mapa
¢ um modelo (extremamente simplificado) de crescimento populacional, e tem a seguinte
interpretacdo: Seja x, a quantidade de individuos em uma populagao no instante n. Admite-se que a
taxa de reprodugdo diminua quando a populagdo torna-se grande. Com efeito, o segundo termo (-

1x,%), dominante para x grande, é negativo e contribui para a diminuicio relativa da populacdo.

FIGURA 3.5 — Diagrama de bifurca¢des para o mapa logistico

3.2 Pontos fixos

Um ponto cujas iteradas sdo o préprio ponto é chamado um ponto fixo. Pontos fixos podem ser
atrativos, repulsivos ou pontos de bifurcacdo (pontos onde existe uma mudanca de natureza).

Definicao: Esteja p no dominio de f. Entdo p € um ponto fixo de f se f(p)=p.

Graficamente, um ponto p no dominio de f é um ponto fixo de f se e somente se o grifico de f toca
(ou cruza) a linha y = x em (p,p).
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Xn+1

fx)

>
\Xn

ponto fixo

FIGURA 3.6 - Ponto fixo de um mapa

Aplicando a andlise grafica, podemos observar diversos comportamentos para as iteradas de varios
pontos. Somos, portanto, levados as seguintes definicdes

e O ponto p é um ponto fixo atrativo de f quando existir um intervalo (p - €, p + €) contendo p tal
que se x pertence ao intervalo, entdo f"/(x) — p quando n cresce sem limites. Tais pontos sdo
também chamados de pontos assintoticamente estaveis na literatura.

e O ponto p é um ponto fixo repulsivo de f quando existir um intervalo (p - €, p + €) contendo p
tal que se x pertence ao intervaloe x # p, entdo | f(x) —pI>lx—p|.

Outros tipos de pontos fixos, que ndo sdo nem atrativos nem repulsivos, podem ocorrer.

Critério: Suponha que a fun¢do f seja diferencidvel num ponto fixo p. Entdo

e Self’(p)l <1, entdo p € atrativo.
Se If’(p)I > 1, entdo p € repulsivo.

e Se If’(p)l =1, entdo p pode ser atrativo, repulsivo, ambos (ponto de sela) ou nenhum dos dois
casos.

3.3 Pontos n-periédicos

Dizemos que um ponto x, tem periodo n (ou é um ponto n-periédico) se f"(xy) = xo, sendo todos os
pontos xy, f(xo), f 2 (x0),.nf [“'1](x0) distintos. Se xy tem periodo n, entdo a orbita de xy, que € a orbita

{x0, F(x0)s F2x0), e f ™ N0) ), (3.5)

€ uma Orbita periddica, sendo chamada de um ciclo-n. Por convencdo, chamamos ciclos-1 de
pontos fixos.
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3.3.1 Pontos periddicos atrativos e repulsivos

Suponha que x é um ponto n-periédico de f. Entdo x é um ponto fixo da f™ e, portanto, temos um
meio natural de definir pontos periddicos atrativos e repulsivos.

Seja x um ponto n-periddico de uma funcao f. Entdo x é um ponto n-periddico atrativo se x
for um ponto fixo atrativo de f"; analogamente, x é um ponto n-periédico repulsivo de x é um
ponto fixo repulsivo de f™.

Seja x um ponto n-periédico de f. Se x for atrativo (repulsivo), entdo cada um dos pontos da
seqiiéncia {x,f(x), f[z](x),..., f[“'”(x)} € um ponto n-periddico atrativo (repulsivo), de modo que
dizemos ser o ciclo-n {x,f(x),f m(x),..., f[n'”(x)} ¢ atrativo (repulsivo).

Em particular, se n = 2, entdo o ponto 2-periddico x € atrativo se e somente se existir um
intervalo (x - €, x + €) tal que, sempre que y pertencer a este intervalo,

F) = xe f2N0) —f@) (3.6)
a medida que n» aumenta sem limites.
Apresentamos anteriormente um critério para discriminar pontos fixos atrativos e pontos fixos
repulsivos. Tal critério envolve a derivada da fun¢do. Analogamente, existe um critério para ciclos

atrativos e repulsivos, envolvendo derivadas. Antes de enuncid-lo, consideremos um resultado
preliminar.

Seja {x,z} um ciclo-2 de f. Se fm for diferencidvel em x e em z, entdo

2y @) = £ 0OF @Q=(FP) 2). (3.7

Isto € facil de se provar. Basta usar a regra da cadeia e efetuar a derivada indicada:

2y @) = (F © £ ) = [ FEIF @] = £ 0F (2). (3.3)
Por simetria, temos também (f'%)’(z) = £ (x)f’(2).
Critério: Seja {x, z} um ciclo-2 de f.

e Self’(x)f (z)l <1, entdo o ciclo-2 ¢ ATRATIVO.
e Self’(x)f (z)l > 1, entdo o ciclo-2 € REPULSIVO.

Se If’(x)f’(z)l = 1, entdo ndo se pode concluir nada sobre o ciclo ser ou nao atrativo,
repulsivo ou nenhum dos dois. Por exemplo, considere f(x)=1/x. Entao fm(x) = x, de
modo que {x, 1/x} € um ciclo-2 para todo x # 0. Evidentemente tal ciclo - 2 ndo € nem
atrativo nem repulsivo, pois |f’(x)f’(z)l = 1 para todo x # 0.

Quando If’(x)f’(2)l # 1, o critério pode efetivamente nos informar se {x, z} € atrativo ou
repulsivo.
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3.4 Bacias de atracao

Se um ponto fixo p de f € atrativo, entdo todos pontos perto de p sdo “atraidos” em direcao a p, no
sentido que suas iteradas convergem para p. O conjunto de todos os pontos cujas iteradas
convergem para p € chamado de bacia de atragdo de p (em inglé€s, basin of attraction).

FIGURA 3.7- Diagrama da bacia de atracio (azul) para o atrator de Hénon (branco). As outras cores estdo relacionadas
com a quantidade de iteracdes necessdrias para que o valor de x exceda um certo limite positivo k.

Exemplo. Considere a funcdo f(x)=x’. Determinar a bacia de atracdo do ponto fixo 0.

Solucdo: Se Ixl < 1, entdo f“(x)=x" — 0 a medida que n aumenta sem limite, de modo

que tais valores de x pertencem a bacia de 0. Em contraste, se x| > 1, entao | f(n)l > 1, de modo que
tais valores de x ndo pertencam a bacia de 0. Portanto, a bacia de 0 consiste no intervalo (-1,1).

Observe que, se p for um ponto fixo repulsivo, sua bacia de atragdo pode consistir de um
unico ponto: o proprio p. Um exemplo desta situacao € o ponto 0 se f(x)=2x. No extremo oposto do
espectro, a bacia de atragdo do ponto fixo O para sen(x) consiste de todos os niimeros reais.

3.5 Pontos de periodo trés

Nesta seccdo serd apresentado um argumento para relacionar a presenca de Orbitas de
periodo trés com Orbitas de outros periodos. Tal argumento é baseado na ordenacdo de
Sarkovskii[SAR64], que aqui serd ilustrada apenas a titulo de informacdio. A demonstra¢io do
respectivo teorema € excessivamente técnica e foge ao propésito deste trabalho.
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A ordenacdo de Sarkovskii dos inteiros positivos € a seguinte:

3257223225227 =2:2232225-227 .. 2..2232222241]

impares inteiros 2-(impares inteiros) 22.(impares inteiros) poténcias de 2

FIGURA 3.8 — A ordenacio de Sarkovskii

O que o teorema de Sarkovskii diz é que, se uma f possui um ciclo-n, possuird Grbitas de todos os
ciclos situados a direita desta, de acordo com a ordenacdo acima. O teorema de Li-Yorke[LIY75]
pode ser interpretado como um coroldrio do teorema de Sarkovskii; o teorema de Li-Yorke prova
que, se uma f possui um ciclo-3, entdo possuird ciclos com todos outros periodos /, sendo / um
inteiro positivo ndo-nulo. O titulo do artigo publicado em 1975 € “Periodo Trés Implica Caos”, e
estd apresentado em uma linguagem relativamente acessivel para leitores ndo especializados na
area, se comparado com o trabalho de Sarkovskii.

3.5 Caos (alta sensibilidade as condic6es iniciais)

Duas sdo as formas mais utilizadas para descrever o modo pelo qual iteradas de pontos
vizinhos separam-se umas das outras: (i) dependéncia sensitiva as condicdes iniciais, e (ii) o
expoente de Lyapunov. Estas nocdes sdo fundamentais ao entendimento do conceito de caos, que
ird também aparecer neste capitulo, e serdo abordadas nas subsecdes 3.6 € 3.7 a seguir.

3.6 Dependéncia sensitiva as condicdes iniciais

Antes de definir “dependéncia sensivel as condi¢gdes iniciais” adotaremos uma notagdo que
doravante ird facilitar a discussdo. Escreveremos f : A — B para indicar que o dominio da fungdo f
€ A e que sua imagem estd contida em B. Portanto, f : J] — J significa que o dominio de f é J e que
sua imagem estd contida em J.

Definicdo. Seja J um intervalo e suponha que f : J — J. Entdo f tem dependéncia sensivel as
condig¢des iniciais em x, ou simplesmente dependéncia sensivel em x se existir um € > 0 tal que para
todo & > 0, existe um y em J e um inteiro positivo n tais que

Ix—yl<d e |- Myl >e. (3.9)

Se f tem dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais para todo x em J, dizemos que f tem
dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais em J, ou que f tem dependéncia sensivel em J, ou que
f tem dependéncia sensivel.

As “condig¢des iniciais” na defini¢io referem-se aos pontos dados, ou pontos iniciais, x € y.
A definicdo diz que f tem dependéncia sensivel se arbitrariamente perto de qualquer ponto x no
dominio de f existir um ponto e uma n-ésima iterada que dista da n-ésima iterada de x mais do que
uma distancia €. Isto tem um significado pratico pois, nesta situagdo, iteradas de ordem mais
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elevada de um valor aproximado de x podem ndo assemelharem-se as verdadeiras iteradas de x.
Portanto, célculos feitos com computadores sdo muito suscetiveis de fornecerem indicios falsos.

3.7 Expoentes de Lyapunov

Apesar da relativa facilidade de se obter uma nocao intuitiva do que é “dependéncia sensitiva as
condi¢des iniciais”, a determinagdo na pratica se uma dada funcdo tem dependéncia sensivel
usualmente ndo € tdo simples como nos casos aqui apresentados. Faz-se necessdria a definicdo de
um critério mais formal para a caracteriza¢dao da dinamica de um sistema.

Seguiremos o exemplo apresentado em[GAL98], para o mapa tenda:

2ux,0<x<1/2
() = (3.10)
2u(l—-x),1/2<x<1
A separacdo entre iteradas de pontos proximos €é dada por
IT" (x+&)-T" (x)l=2"¢
|T[HJ(x+8)_Tan(x)|_ (311)

=2"

[n]\r _1;
(T (x) = !81_r>r01‘ p ‘

Onde 2 € o valor do médulo da inclinagdao de cada metade da fun¢do e n denota a enésima iterada
da func¢do. A seguir generalizamos a idéia acima para outras funcoes.

Definicdo. Seja J um intervalo limitado e f : J — J continuamente diferencidvel em J. Fixe um x em
J, e considere A(x) como sendo definida por

A(x) = }li_rg%ln‘( £y ) (3.12)

onde supomos que o limite existe. Neste caso, A(x) é o expoente de Lyapunov de f no ponto x. Se
Mx) é independente de x sempre que A(x) estiver definido, entdo o valor comum de A(x) é denotado
por A e sendo chamado de expoente de Lyapunov da f.

O ndmero A(x) pode ser considerado uma medida da “taxa de perda de informagao” das iteradas
sucessivas dos pontos perto de x. Se y estiver perto de x, e se as iteradas de x e y permanecerem
vizinhas, entdo A(x) é passivel de ser negativo, devido a presenga do logaritmo. Em contraste, se as
iteradas separam-se umas das outras, entdo A(x) é positivo. Assim, quanto maior for A(x), maior a
perda de informacdo. O valor de A(x) equivale a taxa de divergéncia exponencial de Orbitas
inicialmente vizinhas (¢, que para o mapa tenda vale 2). A(x) — 0 indica que o ponto x é um
ponto de bifurcagdo, o que significa que ha uma mudanga de estabilidade da 6rbita de f em x. Outra
forma igualmente representativa de se conceituar o expoente de Lyapunov € associando-o a taxa de
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deformacao de uma hiperesfera de condi¢des iniciais em um hiperelipséide no espaco de fases, com
certas direcdes sofrendo contragdo e outras sendo distendidas, para escalas de tempo e
comprimento suficientemente pequenas.

FIGURA 3.9 - Exp;)entes de Lyapunov (azul) para o mapa logistico (verde)
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3.8 Dimensoes

O estranho comportamento no tempo de um sistema cadtico deterministico tem o seu equivalente
na geometria do conjunto no espaco de fase formado pelas trajetérias do sistema, o atrator. Um
atrator estranho pode ser espacialmente caracterizado pelos valores de seu espectro de
dimensoes[OTT94].

I Inl(g.e)

D = 3.13
" g-1e0 Ine G139
onde
M(g)
I(g.€)= ) [u(C))* (3.14)
i=1
(&

U(C,)é a probabilidade do sistema visitar C;

Considere o mapa logistico parametrizado, como exemplo de um mapa unidimensional unimodal:
X =0, (1=x,)=F,(x,) (3.15)

E sabido[FIE94] que, a partir de certo valor de ¢, ocorre uma cascata de bifurcacdes (via mudanca
de estabilidade local por duplicacdo de periodo das drbitas estdveis ou atrativas) no mapa logistico.

Note que este parametro anao é o mesmo da equacgdo 3.14.

Periodo 1 estavel

/] —

Periodo 1 instavel

\ Periodo 2 estavel

Parametro &

FIGURA 3.10 Bifurcagdo de forquilha via mudanga de
estabilidade
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No mapa logistico, cada ponto de bifurcacdo € um ponto de transi¢cao onde se tem um dobramento
do periodo da orbita estavel até que esta se torne uma Orbita de periodo infinito para o= 4, € um
crescimento do nimero de Orbitas periddicas instdveis presentes no mapa. Em & = 4, o mapa
logistico € ‘fortemente cadtico’, preenchendo todo o dominio da funcdo com um nimero infinito de
orbitas periddicas instdveis, e uma Orbita cadtica estavel (atrativa) de periodo infinito com uma
dimensao provadamente ndo-inteira, apresentando uma estrutura do tipo Cantor[FIE94]. O conjunto

de Cantor do ‘ter¢o central’ € um dos conjuntos fractais mais simples, e serd apresentado aqui como
exemplo sem uma discussao mais aprofundada. Imagine um segmento de reta de comprimento /,
do qual € extraido o terco central. Dos segmentos restantes extrai-se novamente o ter¢o central.

el 3 3

hen 09 09 09 09

FIGURA 3.11 — O Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor consiste dos infinitos segmentos de reta de comprimento
infinitesimal(pontos) que restardo quando n — oo.

Fazendo g = 0 na equacdo 3.13, obtemos facilmente a forma para a equacdo da dimensdo de
contagem de caixas:

D, =lim M (€)

e-0 In(1/ €) (3.16)

Onde M(g) € o nimero minimo de caixas de lado € necessdrias para cobrir todo o conjunto.
Para o conjunto de Cantor da figura 3.11, tem-se:

e=0,M(e)=1,
eE=lI3,M(e)=2;
E=1/9,M(e)=4;
3.17)
e=1/3"M(e)=2"
(=1
In2" nin?2

D, =lim = lim =~ (0.63.
e->01n3" &0 pln3
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Outras dimensdes uteis sdo a dimensdo de informacgdo D; e a dimensao de correlagdo D;.

Note que ndo podemos fazer ¢ = 1 diretamente. Para calcularmos D; precisamos recorrer ao
seguinte artificio[FIE94]:

log, > pf = logz(z p! —1+1] ~ (Z p! —1jlog2 e,parag ~ 1 (3.18)
considerando

2pl =l

q~1, (3.19)
log,(1+x) = xlog, e

x<<1

Fazendo g = 1 + 8¢, dg << 1 , ficamos com

dqlog; p;

p[q :pil+5q :ptz

(3.20)
=~ p,(1+ &1n2log, p, +..)

que resulta em
D> pi—1=> p,+8&)Y p/n2log, p,—1=d&n2) p,log, p, (3.21)
admitindo que z p; =1,

log, Zpi = logz(&lln ZZ p;log, p; +1j

= dgIn2log, ez p;log, p;

(3.22)

com a aproximacao log 5 (1+x) = x log ,€ X << 1.

Substituindo dgln2log, ez p;log, p, na equacdo 3.13 ficamos com

N(e)
z p;logp;
D, = lim=&—— (3.23)
&0 log(y)
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Que é a dimensdo de informagdo. A dimensdo de correlagdo D, é obtida com (muito) mais
facilidade, basta fazer ¢ = 2 na equacao 3.16 e obtemos

N(e)

ZIOg p;
i=l

D, =lim=— 3.24
S IOg(S) ( )

A dimensdo de correlagdo, em particular, ¢ uma grandeza de especial interesse uma vez que
caracteriza o quanto o atrator se parece consigo mesmo, de forma anédloga a integral de correlagdo
linear.

Grassberger e Procaccia [GRAS83] propuseram a férmula

L S
C(e)=—7 lim l;@[g_ 1% - %, 1]

#] (3.25)
D, ~ 1im128€)
£—0 log(g)

para o célculo de D,. A chamada integral de correlacdo de Grassberger-Procaccia C(€) € uma forma
alternativa ao uso de caixas para se obter distribui¢cdes empiricas a partir de dados amostrais. Esta
medida simplesmente conta o nimero de vizinhos que um determinado ponto i no espago vetorial
considerado possui.

3.9 Estacionariedade

Os exemplos estudados até aqui abrangeram sistemas onde os graus de liberdade ndo ativos
(parametros) se mantinham constantes no tempo. Fendmenos nio-lineares nos quais existe variagdo
de um ou mais parametros do sistema sao chamados nio-estaciondrios e deixa de existir um unico
atrator no espaco de fases. O estudo deste tipo de sistema pode ser bastante complicado em
comparacao aos sistemas estaciondrios.

Uma defini¢do formal de estacionariedade é aquela em que se tem um processo fisico no
qual todas as probabilidades1 condicionais existem e se mantém constantes ao longo do tempo. Esta
¢ a definicdo tedrica encontrada nos livros-texto mas, na préatica, a finitude do tempo de observagao
de um processo real (ou simulado) faz emergirem algumas dificuldades com esta interpretagdo.
Ainda ndo existe uma definicdo formal de estacionariedade para séries temporais, mas uma
interpretacdo bastante utilizada para sistemas nao-lineares deterministicos € considerar-se
parametros de controle fixos no tempo, bem como auséncia de dependéncia temporal explicita no
sistema em observagdo (ou sejam, ¢ ndo pode ser um parametro nas equagdes), embora processos
com regras fixas também podem apresentar comportamento nado-estaciondrio(e.g. sistemas
intermitentes, voos de Levy[ADA97] ). Testes de estacionariedade tentam, muitas vezes utilizando
artificios geométricos, detectar variagdes nos parametros do sistema em estudo.

! Para sistemas deterministicos, essas probalibidades sdo dadas por uma fungdo delta de Dirac 8(x" — f(x)).
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4 Tratamento de Dados Experimentais

4.1 Métodos Classicos para analise de sinais

Neste capitulo iniciaremos a revisdao de alguns métodos para tratamento de sinais experimentais
abordando, de uma forma bastante resumida, um pouco do paradigma de modelos lineares
estocdsticos e métodos espectrais para caracterizagdo de sinais, e logo em seguida serdo
apresentados alguns métodos para a reconstrucao de atratores, aos quais serd dada a maior énfase.
Tais métodos serdo discutidos sempre tendo em mente que sua aplicacdo serd direcionada
principalmente a sinais de dinamica temporal complicada.

4.2 Modelos estocasticos

Antes que se conhecesse a existéncia de processos irregulares oriundos de uma dindmica puramente
deterministica, sistemas com comportamento complicado eram tomados como necessariamente
possuidores de alguma componente de natureza estocdstica. Antes das importantes descobertas
tedricas que remontam a Henri Poincaré (final do século XIX), e de se poder utilizar computadores
para encontrar solugdes particulares de eqiliacdes diferenciais nao-lineares[LOR63], os processos
fisicos observados (na sua maioria) eram interpretados pelos cientistas como sendo de natureza
linear (ou aproximdveis para tal), ou seja, deveriam comportar solu¢cdes na forma de oscilacdes
periddicas no tempo. Sistemas com comportamento complicado eram interpretados como
possuidores de modos oscilatérios sobrepostos, em conjunto com algum nivel de estocasticidade.

Com o surgimento dos computadores, dados experimentais (i.e. séries temporais) puderam entao
ser processados pelos cientistas com a finalidade de estudar o sistema gerador subjacente. Os
modelos predominantes eram os assim chamados “lineares estocdsticos” e, nesse contexto,
popularizaram-se os modelos ARMA[DIK99]:

MAR MMA
X, =a0+2a[xn_i+2bj77n_j, 4.1)
i=l j=0

onde Mg € My sd0 0s nimeros de parametros ajustaveis (ordem do processo).

Modelos ARMA (AutoRegressive Moving Averages) sdo resultado da combinagdo de modelos AR
e MA. Na equagdo 4.1, x, é a medida observada, 7, sdo nimeros randdmicos Gaussianos
independentes com média zero e varidincia unitdria. E importante notar-se que, para qualquer
processo ARMA com entradas Gaussianas, a fun¢do de autocorrelagdo de dois pontos € o espectro
de poténcias sdo inteiramente determinados pelos coeficientes a; € b; e, ainda mais importante,
todos os momentos e correlagdes de maior ordem podem assim ser determinados. Neste sentido, o
espectro de poténcias pode ser utilizado como uma descri¢do estatistica completa do processo.
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¢, = %{(sn (5o, = (s))) = b _s”‘”2>_<s>2 42)

o
Equacdo 4.2 - Func@o de autocorrelacdo linear

O citado espectro de poténcias € dado por

f@)= [ fyedi
. 4.3)

P(@)=|f(®)| = f@* f(®)

Onde f (w) * denota o complexo conjugado de f (w). Em [OTN72] encontra-se uma abordagem
detalhada sobre métodos numéricos para cdlculo do espectro de poténcias continuo, da
transformada répida de Fourier e varios métodos cldssicos para andlise de séries temporais.

Modelos ARMA sao amplamente utilizados para modelar sistemas com comportamento irregular
[OTN72][MAR96][BOX76]. Apesar de lineares, estes modelos ndo tém um comportamento
puramente oscilatério no tempo, ou seja, apresentam oscilagdes aperiddicas causadas pela presenga
da componente estocéstica. Abaixo temos dois exemplos de modelos lineares estocdsticos
extremamente simples: O primeiro € um processo autoregressivo distorcido, onde os 77, s@o
numeros Gaussianos independentes. Tal processo é chamado de processo autoregressivo de ordem
um. O segundo exemplo representa um oscilador linear que recebe um golpe a cada intervalo de

tempo com uma forca de intensidade aleatéria segundo uma distribuicao Gaussiana.

X, =0.99 x,,.; + 1, 4.4)
¥=—Lx—bi+y(t) 4.5)

No caso de um nimero discreto e finito de oscilagdes superpostas (sem estocasticidade), o
comportamento do sistema no tempo poderd ser aparentemente desordenado(veja equagao abaixo),
mas uma andlise a partir do espectro de poténcias de Fourier, bem como da funcdo de
autocorrelacio linear pode revelar as freqiiéncias formantes e o cardter puramente periédico’ do
sinal, pois nesse caso o espectro de poténcias nido se apresenta como um continuum, apenas
contendo os picos correspondentes as freqii€ncias formantes do sistema e seus respectivos
harmonicos.

Y (x) =3sin(x) + 2sin(2x) + 4sin(13x) + sin(17 x) 4.6)

* Ou quasi-periédico, com a ressalva de que neste caso o espectro de poténcias apresentard picos em @=0; € um
background ruidoso[26].
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Uma das grandes limitagcdes do método espectral (e também dos métodos nado-lineares) para
sistemas reais € o fato de que estes dificilmente apresentam uma dinamica estaciondria linear bem-
comportada. A utilizacdo de janelas no tempo é uma técnica frequentemente utilizada para
compensar este problema, em vista das ondas ‘grandes’ seno e cosseno nao possuirem localizacdo
temporal.
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4.3 Analise nao-linear de séries temporais

Sistemas regidos por regras dindmicas ndo-lineares sdo altamente susceptiveis de apresentarem
comportamento cadtico, dependendo do condicionamento dos seus pardmetros. Um espectro de
poténcias obtido a partir de um sinal deste tipo apresenta-se como um continuum, mesmo sem
nenhuma componente estocdstica. Métodos de transformada de Fourier ndo caracterizam
adequadamente sistemas cujo comportamento advém de uma dinimica ndo-linear deterministica’, o
que faz necessdria a utilizacio de uma abordagem qualitativamente diferente, levando em
consideragdo propriedades especificas tipicas a sistemas desta natureza.

I(f)Lorenz I(f)Lorenz (detalhe)

0.045
0.8 0.04 -
0.035
0.6 0.03 -
0.025
0.4 0.02 -
0.015

0.2 0.01 -

0.005 |
o Lk MA‘M sl A . 0

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURA 4.1 — Espectro de poténcias para o sistema de Lorenz, em regime caético. Mesmo na auséncia de
estocasticidade, hd uma banda continua em torno do pico central.

A seguir serdo revisados alguns dos métodos utilizados para reconstrucido de atratores,
determinacdo da dimensdao do espaco de imersdo, célculo de grandezas como dimensdes e
expoentes, e finalmente serd abordado o problema de clusteriza¢do, com alguns resultados obtidos
em simulacdes e experimentos reais.

4.3.1 Testes para detec¢do de ndo-linearidade

Uma série de testes para detectar a presenca de ndo linearidade no sinal (ndo necessariamente
dindmica) baseia-se em uma técnica bastante simples chamada ‘surrogate data’ [THE92]: primeiro
formula-se a hipétese nula de que o sinal seja gerado por uma dindmica linear estocdstica, e a
seguir gera-se novos conjuntos de dados com as mesmas propriedades lineares do sinal original
(espectro de poténcias, funcdo de autocorrelacdo). Calcula-se alguma quantidade nao-linear a partir
de ambos e estuda-se a discrepancia entre os resultados. O percentual de erros fornece uma medida
de quanto a série original desvia-se da linearidade suposta. Neste trabalho ndo empregaremos tal
técnica em vista das préprias medidas envolvidas no processo de clusterizacdo funcionarem, de

? Mesmo sistemas ndo-lineares com comportamento puramente periédico que possuam picos pronunciados no espectro
de poténcias sempre apresentardo uma banda continua em torno destes.
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certa forma, como um quantificador de ndo-linearidade, mas uma descri¢cdo completa do método
pode ser encontrada em [OTT94].

4.3.2 Reconstrugdo do espacgo de fases

Packard e colaboradores, em um artigo seminal publicado em 1980[PAC80], propuseram um
método bastante simples para reconstrucao de atratores a partir de medidas de um tnico observéavel,
baseado em sucessivas derivadas deste observdvel. A aplicacdo de sucessivas derivadas ndo ¢é
nenhuma novidade se lembrarmos da assim chamada notacdo standard para equacdes diferenciais,
onde se compacta todo o sistema em uma Unica equacdo e os demais eixos do sistema sdo
determinados por sucessivas derivadas desta [HUB95].

r 7 7 r 7 7 B 7
X Xo X,
” /’
X X X,
’ ” 4 —
X=|x"|=| x, |= X, =f(t,x)
(n) /
_X | _xn_l_ _f(t’x()’xl""’xn_l)_

FIGURA 4.2 — Notacdo ‘standard’ para equagdes diferenciais

Além de, com seu artigo, ter dado o que muitos consideram como sendo o ‘pontapé inicial’
na pesquisa em andlise ndo-linear de séries temporais (mais especificamente, reconstrucdao de
atratores), Packard sugeriu, neste mesmo artigo, que atrasos temporais pudessem ser utilizados para
reconstruir cada componente do atrator em questdo” (a taxa de amostragem finita e freqiientemente
ndo grande o suficiente faz com que o calculo de sucessivas derivadas através de métodos como
diferencas finitas fagca com que erros numéricos sejam amplificados a cada operacdo). Em 1981,
Floris Takens publica um artigo [TAK81] que € provavelmente um dos mais importantes na area de
ciéncia ndo-linear experimental. Neste artigo (de um nivel matematico, digamos, ‘divertido’),
Takens prova que qualquer tranformagdo difeomoérfica que preserve rank é um embedding
(mergulho topolégico) [PEC92].

Em termos mais simples, Takens provou, entre outras coisas, que a utilizacdo de vetores de

estado reconstruidos & ={x(t,),x(t, + 7),...,x(t, + (m—1)7)} a partir de, por exemplo, vizinhos

temporais, é garantidamente um embedding para dimensdes do espaco de imersdo m = 2D + 1, onde
D € a dimensdo ou ordem do sistema real. Sauer et al [SAU91], em um artigo posterior, mostram
que esse limite pode ser substituido por m > 2Dy, sendo Dy a dimensao de box-counting do atrator
contido em D. A simplicidade de utilizacdo deste método fez com que fosse rapidamente difundido
e largamente utilizado nas mais diversas areas.

* Na verdade, Packard fez essa sugestdo devido a uma comunicacio privada de David Ruelle, que ja possuia trabalhos
em comum autoria com Floris Takens.
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4.3.3 Ajuste dos parametros me 7

Na constru¢ao dos vetores de estado f, ={x(t),x(t +7), x(t + 27),..., x(t + (m—1)7) }, os parametros

m(dimensao do espaco de imersdao) e 7 (atraso temporal entre componentes) precisam ser
determinados. Segundo Takens, 7 pode a principio assumir qualquer valor para uma série de
comprimento infinito. Obviamente, séries temporais experimentais possuem um comprimento
(bastante) limitado para que se possa seguir tal diretriz, e tal limitacdo impde algumas restri¢des a
escolha de t. Para um valor de 7muito pequeno, os pontos do atrator podem ficar concentrados ao
longo da diagonal x(¢) = x(t+17) =...= (x (t + (m-1)7). Caso um valor muito grande seja atribuido a 7
os vetores reconstruidos podem ficar ‘espalhados’ pelo volume do atrator de forma muito pouco
correlacionada. Nesse sentido, a literatura apresenta alguns métodos para a determinagdo empirica
de 7 Sdo eles:

4.3.4 Fungao de autocorrelagao linear

Um dos critérios mais simples para a escolha de 7 e talvez o mais difundido[FIE94]
encontrado na literatura € baseado na fung¢do de autocorrelagdo de dois pontos ja citada
anteriormente (equacdo 4.2). Um valor aceitdvel para 7 deve, teoricamente, equivaler ao primeiro
instante em que a fun¢do de autocorrelacdo cruza o zero. Esta abordagem garante que x(¢) e x(t+17)
serdo linearmente descorrelacionados. Posteriormente, resultados empiricos indicam que um valor
mais ‘adequado’ para T corresponde ao ponto em que a fun¢do de autocorrelagdo cai abaixo de 1/e.

Autocorrelagéo Lorenz —o—
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04 1
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FIGURA 4.3 - Fungio de autocorrelagio para o atrator de Lorenz. O primeiro ponto onde 6 < e’ é 7=7.
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Atrator de Lorenz

FIGURA 4.4 - Atrator de Lorenz reconstruido a partir da coordenada x com 7 =7.

Esta abordagem apresenta limitagdes uma vez que apenas correlagdes lineares sdo minimizadas. A
seguir discutiremos uma medida que, embora de maior complexidade, prové um critério mais
refinado para a escolha de .

4.3.5 Informacgdo mutua

Uma caracteristica interessante de sistemas cadticos € que estes podem ser interpretados
como geradores de informacgdo, no sentido da teoria de informagdo de Claude Shannon[SHA49].
Com base nesta idéia que Fraser et al[FRA86] propuseram um método para a escolha do atraso
temporal 7baseado na medida de informagdo mutua (eq. 4.7a).

P, (s,q9)

_ 4.7
P.(5)P.(q) 72

1(5,0)= [ P, (s.q)log

Considerando um sistema genérico acoplado (S,Q) ,onde Pgy(s,q) € a probabilidade
dos eventos s e g acontecerem ‘simultaneamente’, Pg(s) é a probabilidade do sistema
encontrar-se na parti¢do s e P,(g) € a probabilidade equivalente para o estado g.

Assumido um espaco discreto (i.e. distribui¢des empiricas), [s,g] = [x(¢),x(++7)] mais
uma simples manipulagdo algébrica obtemos:
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I(7) = z p;(D)Inp,(7)— 22 p;Inp, (4.7b)

Sobre o intervalo explorado pelos dados, criamos um histograma para a distribuicdo de
probabilidade dos dados. p; denota a probabilidades que o sinal visitard o i-€simo intervalo do

histograma, e p; a probabilidade que uma transicdo do tempo ¢ para o tempo ¢ + 7 ocorra do
intervalo i para o intervalo j. A base escolhida para o logaritmo nao € relevante neste caso.

Segundo Fraser e Swinney, R.S. Shaw sugeriu em comunicagdo privada que um valor
adequado para 7 equivaleria ao primeiro minimo de /(7), que marca o quanto x(7+7) adiciona
maxima informagao ao nosso conhecimento de x(¢#) minimizando nao sé as correlagdes lineares mas
também as ndo-lineares. Note que 1(7) —0 a medida que 7— oo.

'‘Lorenz.mu2’ —<—
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FIGURA 4.5 - Informacdo mitua do atrator de Lorenz. O primeiro minimo ocorre em 7 =3. O valor escolhido para

reconstrucdo foi 7=2.

Pode-se encontrar uma discussao sobre outros métodos para cdlculo do atraso temporal, por
exemplo, em [FIE94].

> Esta probabilidade é exatamente a medida invariante p(x;) para o vetor de estado x;.
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Atrator de Lorenz

FIGURA 4.6 - Lorenz reconstruido a partir da coordenada x com T =2

4.3.6 Falsos vizinhos

Os limites para dimensdes sugeridos por Takens e Sauer et al tem pouco valor prético visto
que raramente o valores para D ou Dy sdo conhecidos a priori. Além disso, estes valores sao limites
minimos para que se possa ter um embedding garantido, partindo de um ponto de vista
matematicamente rigoroso, mesmo sendo possivel obter-se um embedding “correto” (embora ndo
matematicamente garantido) com uma dimensao de imersao m abaixo destes limites. Um dos
métodos mais largamente implementados para este fim é o chamado método dos falsos
vizinhos[KEN92]. O algoritmo ¢ bastante simples e elegante, e consiste no seguinte:

@ Iniciar a reconstru¢do com um valor minimo para a dimensdo de imersdao d
(normalmente 1) e o valor pré-calculado para T.

@ Encontrar o vizinho mais proximo de cada ponto do conjunto reconstruido imerso
no espaco d.(excluindo vizinhos temporais para o caso de fluxos)

® Aumentar a dimensdo de imersdo d e medir o percentual de falsos vizinhos
usando como critério se

stk+dT)—s™ (k +dT)
R, (k)

>0 (onde 0 é um threshold ~ 15) 4.8)
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@ Um segundo critério deve ser considerado para conjuntos de dados finitos: se o
vizinho mais préximo de um ponto y(n) ndo estiver proximo deste [Rym=Ra] € for um falso
vizinho, entdo a distancia R, (n) resultante da adi¢do da (d+1)-ésima componente aos vetores de
dados serd R, + 1 = 2R,. Isto é, mesmo vizinhos mais proximos que estejam distantes serdo esticados
para as extremidades do atrator quando forem desdobrados um do outro, se forem falsos vizinhos.
O segundo critério € entdo:

R, (n) S
RA
como medida de R4 escolhemos o valor

A, 4.9)

R =%i[x(n)—7c]2 , onde (4.10)
_ 1y
X = N;x(n). 4.11)

Quando o percentual de falsos vizinhos cair abaixo de um valor de toleranca, faz-se m=d.
1

Falsos vizinhos Lorenz —<—
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FIGURA 4.7 — Percentual de falsos vizinhos (vert) versus dimensao de imersao (horiz) para o sistema de Lorenz.

Uma discussdo mais completa do método pode ser encontrada no artigo original, em [26,27]. Em
[OTT94] tem-se uma reimpressao do artigo original.

E importante que se tenha claro que m é a dimensdo do espaco de imersdo, onde o atrator estd
mergulhado globalmente, e pode ser bastante diferente da dimensao local do atrator.
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4.3.7 Filtragem

Em [KOS88], os autores introduzem um método bastante simples para filtragem de ruido
em uma série temporal, aproximando a dindmica local por um mapa linear

Xiv1=f (x;) = Axi+ bi= L(x;) (4.12)

para uma matriz A e um vetor b;. (A matriz A; é o jacobiano de f em x;). O ajuste dos pardmetros
pode ser feito utilizando-se um procedimento de minimos quadrados.

Seja {xj}"=1 um conjunto de pontos em uma epsilon-esfera em torno do i-ésimo ponto de
referéncia, e y=f(x;) denote a imagem observada de x;. A k-ésima linha a;(k) de A; e ,-ésima
componente bi(k) de b; sdo dadas pela solu¢do por minimos quadrados da equacao

y0=b"+ (ai1x) (4.13)
onde yj;(k) € a k-ésima componente de y; e (| ) denota o produto escalar.

No segundo estdgio do método, utiliza-se o mapa linear L para corrigir erros nas trajetorias
observadas, da seguinte forma: Dada uma “janela de pontos consecutivos”, {X;Xiis,...,Xi+p}na
trajetoria observada, encontramos uma cole¢do de pontos {X,,x } mais préximos dos

41200 'xi+p
observados que também satisfacam os correspondentes mapas lineares. Mais precisamente, a nova
trajetoria {x

s 11— Minimiza a soma dos quadrados:

—L(x,)I (4.14)

i+k+1

P

A A 2 A 2 A
Sl — LG )P+ R, —x,, 12411,
k=0

Outro algoritmo também simples para reducdo de ruido conhecido substitui a coordenada
central de cada vetor de embedding pela média local desta coordenada. Isto leva a uma
aproximacao localmente constante da dindmica e estd baseado na suposi¢do de que a dinamica é
continua. O algoritmo € descrito em [SCH93], tendo sido uma abordagem similar proposta
anteriormente, em [PIK86]. Em um sistema instdvel, por exemplo cadtico, é essencial nao
substituir-se a primeira e Ultima coordenadas dos vetores de embedding por médias locais. Devido

a instabilidade, erros iniciais nestas coordenadas sdo amplificados ao invés de suprimidos.

Este método de reducao de ruido é implementado de uma forma bastante facil. Primeiro um
embedding precisa ser escolhido. Exceto por dados extremamente superamostrados, é vantajoso se
escolher um pequeno atraso temporal. A dimensdo de embedding m deve ser escolhida pouco
acima da requerida pelos teoremas de embeddings (devido a influéncia do préprio ruido que pode
mascarar a dindmica em uma dimensdo m). Entdo para cada vetor de embedding {s,}, uma

vizinhanga U" é formada no espago de fases contendo todos os pontos tal que lls, —s,'Il < €.

O raio de vizinhanca € deve ser escolhido grande o suficiente no sentido de cobrir a
amplitude de erro, mas ainda menor do que um tipico raio de curvatura. Geralmente estas
condi¢des ndo podem ser satisfeitas simultaneamente , neste caso deve-se repetir o processo com
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diferentes condigdes e cuidadosamente avaliar os resultados. Se o nivel de ruido € substancialmente
menor do que o tipico raio de curvatura, vizinhangas de raio em torno de 2-3 vezes o nivel de ruido
fornecem os melhores resultados com dados artificiais. Para cada vetor de embedding s,=(S-(n-
1)s---»8n) (0 tempo de delay deve ser ajustado para a unidade), uma coordenada média corrigida

§. ., écalculada fazendo-se a média sobre a vizinhanga U" :

A 1
Sn—m/Z :T zsn'—m/l (415)

Ap6s uma varredura completa por toda a série temporal, todas as medidas s, serdo substituidas
pelos valores corrigidos §,. Naturalmente, para o primeiro e ultimos (m-1)/2 pontos (se m for

impar), nenhuma correcdo sera feita. A correcio média pode ser tomada como um novo raio de
vizinhanga para a proxima iteracdo. Note que a vizinhanga de cada ponto contém pelo menos o
préprio ponto. Se este for o Unico membro, a equacdo de médias acima 4.15 € simplesmente a
medida ndo corrigida e nenhuma mudanga é feita. Assim pode-se seguramente executar multiplas
iteragdes com valores descrescentes de € até que nenhuma alteracdo seja feita.

Uma técnica mais recentes e com resultados bastante interessantes para a filtragem emprega
projecdes de uma elipsoide de pontos em submanifolds de dimensdo inferior via decomposi¢ao de
valores singulares’, ou eixos principais, a partir da matriz de covaridncia da regido do elipséide.
Achata-se entdo a elipsdéide no plano perpendicular ao menor valor dos eixos principais, o qual
deve existir principalmente devido a contribui¢do do ruido no sinal. O manifold acaba sofrendo
alguma distor¢c@o, mas em contrapartida o ganho de informagdo com a remog¢do do ruido compensa
tal problema.

4.3.8 Expoentes de Lyapunov

Uma medida de grande importancia no estudo experimental de sistemas com dinamica nao-lineare
€ a dos conhecidos expoentes de Lyapunov. Tais expoentes medem a divergéncia exponencial de
Orbitas inicialmente vizinhas, indicando a taxa de perda de informa¢do com o tempo, de forma que
podem ser utilizados (com muito cuidado) para identificar o comportamento de um sistema
deterministico como sendo cadtico ou ndo. Dimensoes caracterizam a estrutura espacial dos pontos
no espaco de fases; expoentes de Lyapunov caracterizam a evolucao dindmica do sistema no tempo
[GER98]

Diversos artigos abordam o cdlculo dos expoentes de Lyapunov a partir de séries
temporais[32,33,34,35,36].

Iremos apresentar inicialmente, por razdes histéricas, o método descrito por [WOLS85]. O algoritmo
de Wolf, baseado na reconstrucao de Takens, mede a taxa de crescimento da distancia entre pontos

¢ SVD, ou singular value decomposition é um instrumento bastante conhecido da dlgebra
linear e consiste basicamente em encontrar os valores singulares da matriz A por meio do célculo
da raiz de cada um dos autovalores do produto A" A.
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vizinhos dentro de uma hiperesfera de raio € sobre uma trajetéria fiducial do atrator. Uma descri¢ao
sucinta € encontrada em [FIE94], e aqui segue:

“Considere-se uma trajetoria fiducial no atrator reconstruido. Seja essa trajetéria descrita pela
seqiiéncia de pontos y(fy), y(t1), y(2)... Seja zo(tp) o vizinho no atrator reconstruido mais proximo de
y(to) € Lo a distincia entre y(fo) e zo(fo), isto €, Lo=ly(tp)-z0(fo)l < €, ou seja, zo(tp) estd dentro da
hiperesfera de raio € centrada em y(#y). Acompanha-se entdo a evoluc¢ao temporal de zy e yo até que
num instante ¢#; a distancia entre esses pontos, L'y, exceda €. Nesse momento substitui-se zp por um
novo vizinho, mais préximo de y(#;), que esteja na direcdo do segmento L’ e tal que L; = ly(t))-
z1(t))! < €. Um tal processo prossegue até que todos os pontos y(#;) tenham sido percorridos. O
maior expoente de Lyapunov positivo é obtido como a média de log, L’;/L; ao longo da trajetéria
fiducial, isto €,

1 M-1 L’
A = Zk)ng, (4.16)

tM - tO i=0
onde M € o nimero total de vezes que se escolheu um novo vizinho préximo a trajetéria fiducial.

No limite de um ndmero infinito de pontos na série temporal e na auséncia de ruido € sempre
possivel proceder a escolha de um novo vizinho que esteja na direcdo do segmento L’; ;. Entretanto,
na pratica, isso nao € possivel, ja que se dispde de uma série finita. Nesse caso busca-se um novo
ponto z; mais proximo de y(#) que esteja dentro de um cone de altura € cujo eixo de simetria
coincida com o segmento L’;; € com o angulo de abertura 6=7/9. Se nenhum ponto desse cone for
localizado aumenta-se o angulo 6 até encontrar-se um vizinho. Caso isso ndo seja possivel, toma-se
o vizinho mais préximo de y(¢;), independentemente do angulo 0 e do valor de €.”

4.3.9 O método de Rosenstein

Rosenstein[ROS93] propds uma abordagem alternativa para calcular o maior expoente de
Lyapunov a partir de uma série temporal. Esta abordagem tem-se difundido bastante por possuir
robustez frente a presenca de ruido, caracteristica que o algoritmo de Wolf ndo possui e portanto
faz com que este torne-se muito instavel. O algoritmo proposto por Rosenstein para o célculo do
maior expoente de Lyapunov consiste basicamente nos seguintes passos:

@ Reconstrdi-se os vetores de estado a partir dos dados {x;}.

@ Para cada ponto i no espaco reconstruido, seleciona-se o vizinho mais préximo j que esteja fora
de um limite temporal maior do que o periodo médio da série (estimado a partir da transformada de
Fourier da série), de forma que | i —j | > periodo médio.

® Acompanha-se a evolucdo temporal das distancias entre estes pontos até um limite de tempo At,
acumulando o valor dos logaritmos das distancias e calculando a média destes valores (dividindo
por At)
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@ Repete-se o procedimento de (1) a (3) para diferentes pares de pontos plotando o logaritmo da
média destas divergéncias em funcao do valor atual de At.

® Continua-se o procedimento até que At alcance um limite pré-estabelecido. Entdo ajusta-se uma
reta ao conjunto de pontos resultantes — a inclina¢do desta reta deve aproximar o valor do maior
expoente de Lyapunov ;.

4.4 Exemplo com uma série real

Com a finalidade de demonstrar a aplicacio dos métodos a uma série experimental,
escolhemos uma série conhecidamente ‘limpa’, estaciondria e de baixa dimensionalidade, obtida de
um experimento de laboratério bem controlado com um laser de NHj3, para a qual calculamos o
atraso temporal 7 a partir da func@o de autocorrelacdo e informagcdao mitua, a dimensao do espago
de imersao m pelo método dos falsos vizinhos e o maior expoente de Lyapunov com o algoritmo de
Rosenstein. As rotinas utilizadas fazem parte do pacote TISEAN[HEG99].

Esta série temporal, com o comprimento de 25000 pontos, foi fornecida ao Santa Fe
Institute[ WEI91] por Udo Huebner, Phys.-Techn. Bundesanstalt, Braunschweig, Alemanha, e
coletado inicialmente por N. B. Abraham e C. O. Weiss. Os dados foram obtidos de um Laser (Far-
Infrared-Laser) em um estado cadtico; segue abaixo a descricao pelo Dr. Huebner:

“As medidas foram feitas em um laser de 81.5-microns 14NH;3 cw (FIR), bombeado opticamente
pela linha P(13) de um laser N,O via a transicdo vibracional aQ(8,7) NH3 . Os dados de intensidade
foram registrados por um osciloscopio LeCroy. Nenhum processamento posterior aconteceu. A
razao experimental sinal/ruido foi em torno de 300 o que significa algo levemente sob a incerteza
de meio bit na conversao AD.” [WEI91]

As pulsacdes do laser seguem mais ou menos o modelo tedrico de Lorenz para um sistems de dois
niveis.

Para  informagdes  mais  detalhadas  sobre este conjunto de dados, vide
[HUE89a],[HUE89b],[HUES9c].
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FIGURA 4.8 - Série temporal do laser de NH; utilizado na competicdo de séries temporais do Santa Fe Institute. O
eixo vertical representa a amplitude do sinal e o eixo horizontal o tempo.
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FIGURA 4.9— Detalhe da série temporal do laser de NH;. Os eixos sdo andlogos aos da figura 4.8
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FIGURA 4.10 - Fung@o de autocorrelag@o para o laser de NH;. Na vertical:Correlagdo 6 vs tempo na horizontal.
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FIGURA 4.11 - Informag¢ao miitua para os dados do laser, (I vs T) . O primeiro minimo utilizado para a escolha do
atraso temporal equivale a T=3.
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FIGURA 4.12 — Percentual de falsos vizinhos (vert) versus dimensdo de imersdo para a série da figura 4.9. Mesmo
tendo o gréfico alcancado um valor suficientemente ‘pequeno’ apenas em m=6, assumimos que o sinal estd
contaminado com ruido de amostragem, de forma que a efetiva dimensao do sistema seja inferior a este valor.

'A_sqrt1.dly’'

FIGURA 4.13 — Gréfico do ‘atrator reconstruido’ tridimensional (X,y,z) com m=3 e T=3 a partir do sinal do laser de
NH;
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FIGURA 4.14 — Grifico de divergéncias médias(vertical) para os dados do laser de NH3 segundo o método de
Rosenstein. O valor estimado para o maior expoente de Lyapunov fica em torno de 0.0375.
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FIGURA 4.15 — Série temporal obtida a partir do eixo z (z vs t) do modelo de Lorenz, para fins de comparacao com o
laser de NH;.
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FIGURA 4.16 — Detalhe da figura 4.15, eixos andlogos.
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FIGURA 4.17 — Atrator reconstruido a partir do eixo z do sistema de Lorenz
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FIGURA 4.18 - Gréfico de divergéncias médias (vertical) para o sistema de Lorenz segundo o método de Rosenstein.
O valor estimado para o maior expoente de Lyapunov fica em torno de 0.125.

Pode-se observar alguma semelhanga entre os graficos das figuras 4.13 e 4.17, bem como
entre os das figuras 4.9 e 4.16. Uma possivel explicacdo para as diferencas entre os valores
calculados para o maior expoente de Lyapunov dos sinais experimentais e simulacdes, € que o
modelo de Lorenz representa o sistema verdadeiro (laser) de uma forma aproximada apenas, de
forma que o nimero de oscilacdes “regulares” descritas pelo laser antes do breakdown que reinjeta
a 6rbita no interior do atrator é bem maior no sistema real do que no modelo matematico. E
possivel que esta “maior regularidade”seja o fator que leva a abaixar o valor do maior expoente de
Lyapunov do sinal. Uma discussdo mais aprofudada sobre as caracteristicas tanto do sistema de
Lorenz ou do laser de NHj3 foge ao escopo deste trabalho.
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5 Estacionariedade em Séries Temporais

Os métodos para reconstrucdo de atratores, ndo diferentemente de grande parte dos métodos
estatisticos convencionais, possuem a restricio de que o sinal em estudo seja estaciondrio. Em
muitos casos, sinais globalmente ndo-estaciondrios apresentam janelas de estacionariedade
localizadas no tempo; no caso de sistemas cadticos com dinamica deterministica, podemos
interpretar essa mudanga de estacionariedade como correspondendo a uma variacdo de um ou mais
dos parametros de controle do sistema (também chamados de graus de liberdade nao-ativos) e
assim podemos, entdo, buscar intervalos de tempo na série temporal nos quais estes parametros se
mantenham (aproximadamente) constantes, ou seja, variem tdo pouco de forma que esta mudanca
ndo afete a dinamica do sistema em observacdao de modo a impossibilitar o emprego dos métodos
de reconstru¢do. Uma das técnicas disponiveis para tratamento de sinais ndo-estaciondrios consiste
na tarefa de classificacdo destes segmentos estaciondrios em grupos identificando, desta forma,
possiveis padrdes para as flutuacdes dos parametros do sistema. A seguir, serdo discutidas algumas
medidas para deteccdo de ndo-estacionariedade em uma série temporal e logo em seguida sera
tratado o problema de clusterizagao aplicado a séries temporais.

5.1 Medidas de estacionariedade

Antes de aplicar algum método para tratamento de sinal ndo-estaciondrio, € interessante que
possamos saber se o dito sinal é realmente ndo-estaciondrio. O procedimento mais comum consiste
em se dividir o conjunto de dados em duas partes e calcular algum parametro estatistico de cada um
dos segmentos, na esperanca de que a diferenca entre estes parametros reflita o cardter ndo-
estaciondrio do sinal. Diversos trabalhos propdem métodos que argumentam ser mais adequados
para deteccao de nao-estacionariedade em séries temporais. Dentre os diversos métodos existentes
iremos dar uma breve revisao naqueles propostos por Kennel[KEN98] e Eckmann[ECK87].

O método proposto por Kennel para deteccdo de nao-estacionariedade baseia-se na idéia
que, em uma dindmica ndo estaciondria, pontos proximos no espaco sao também préximos no
tempo (excluidos vizinhos de um tempo de correlacdo pré-determinado). O método ndo exige que
se divida a série em segmentos, pois baseia-se em histogramas de uma quantidade D = T (x"") - T
(x) 1, a qual denota a distancia temporal entre um ponto x € seu vizinho mais préximo x™. Para
dados nao-estaciondrios, espera-se que os valores de D apresentem valores notavelmente menores
do que para dados estaciondrios. E essencial para a aplicacio correta do método que se excluam
vizinhos temporais de um tempo de correlacio W, que pode ser determinado como algo em torno
de 3 a 5 vezes o valor do primeiro minimo de informacdo miutua. Igualmente importante mas
menos Obvia € a exclusdo de pares de trajetorias com correlagdes seriais, ou seja, pontos vizinhos
que quando iterados continuam sendo vizinhos, de forma que nio produzem nova informag¢do. Mais
detalhes sobre o0 método podem ser encontrados em [KEN9S].

A proposta de Eckman et al é bastante popular, e consiste no emprego do que os autores
chamaram de gréficos de recorréncia (em inglés, recurrence plots), para determinar se um sinal é
estaciondrio ou ndao. O método é bastante simples e baseia-se na constru¢do de graficos
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bidimensionais de dimensdo N x N onde cada elemento pode estar ligado ou ndo dependendo de o
ponto x; estar dentro de uma esfera de raio € centrada no ponto x; no espago reconstruido. Para
sinais estaciondrios, os pontos devem se apresentar distribuidos de maneira aproximadamente
uniforme no lattice; para dados ndo-estaciondrios notar-se-a a presenga de regides mais densas e
mais rarefeitas, formando padrdes freqiientemente interessantes, cuja interpretacdo quantitativa
ainda n3o se encontra formulada. Uma revisdao bastante rica sobre o método encontra-se em
[CAS97].
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FIGURA 5.1 Gréficos de recorréncia para o mapa de Ikeda estaciondrio (esq)
e com variag¢do continua de um de seus parametros(dir).
O significado dos eixos estd contido no texto da secdo 5.1.

5.2 Clusterizacao

Técnicas para agrupar N elementos similares em K grupos sdo chamadas técnicas de
clusterizagdo. Podem ser encontradas na literatura implementacdes destas técnicas sob as mais
diferentes modalidades — supervisionadas, nao-supervisionadas, utilizando redes neurais artificiais
[AMI89], etc. Nosso ponto central aqui serd a clusterizagdao ndo-supervisionada por pares baseada
em uma fungdo custo que representa uma soma das dissimilaridades médias internas de cada
cluster, tendo a forma|[BUH94]:

(5.1

Sendo K o ndmero de clusters pré-determinado, N o nimero total de elementos a serem
classificados, D € R NN 2 matriz de proximidade (ou dissimilaridade) entre cada elemento, e M €
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NxK . . . ~ 4 . .1 . L, . .
{0,1}™* é a matriz de associagdo que serd manipulada utilizando um método estocdstico com fins
de minimizar a funcdo custo gM). O problema encaixa-se, entdo, em uma classe de problemas
chamados de problemas de otimiza¢do combinatorial.

5.2.1 Otimizacao combinatorial

Grande parte dos métodos utilizados para a tarefa de otimizacdo combinatorial envolvem
algoritmos estocdsticos, mais especificamente particularizagdes de cadeias de Markov[FOGOO]
como, por exemplo, simulated annealing e algoritmos genéticos.

Simulated annealing ¢ um método bastante simples e recente para otimizagdo estocdstica. Baseia-
se no processo fisico chamado recozimento (annealing) utilizado para se minimizar a energia
interna de um sélido, que consiste em aumentar a temperatura do banho térmico em que o sélido se
encontra até um valor maximo quando o s6lido muda para a fase liquida, fazendo com que diminua
a intensidade das iteracdes intermoleculares. Em seguida resfria-se o sélido lentamente de forma
que este atinja seu estado fundamental com energia interna minima.

Em 1953, Metropolis, usando técnicas do tipo Monte Carlo, introduziu um algoritmo simples que
simula o processo fisico de recozimento. A funcdo a ser minimizada desempenha o papel da
energia, sendo cada novo estado aceito ou nao de acordo com uma regra probabilistica [PRE97].
Em [ROS90] os autores propdem a remoc¢ao da componente estocastica do algoritmo, chamando-o
de “deterministic annealing”.

5.2.2 Algoritmos genéticos (AG)

Segundo [FOGO0], o método para evolucao simulada conhecido como algoritmos genéticos surgiu
pelo menos em trés ocasides independentes ao longo de aproximadamente uma década, e foi
inicialmente proposto por Fraser, Bremermann e em publicacdes de estudantes de John Holland na
Universidade de Michigan (vide referéncias em [FOGOO]). Alguns textos conhecidos abordando o
assunto sdo [50,51,52].

Essencialmente, a técnica incorpora uma populagdo de individuos codificados como
“cromossomos” em uma representacdo normalmente bindria, propaga cOpias destes individuos
baseado em um critério de avaliacdo externo, e gera novos individuos para cada nova geracao
aplicando mutacgdo e recombinando diferente membros da populagio.

Algoritmos genéticos sdo largamente utilizados na resolu¢do de problemas de otimizacdo
combinatorial, principalmente quando a fun¢do custo € do tipo multimodal [TAN95].

O método selecionado para manipular a matriz M baseia-se em um modelo de algoritmos genéticos
consistindo de uma variacdo daquele conhecido como algoritmo 1+1 (um pai gera um filho por
mutacdo — o melhor sobrevive) [BAC96], que é um dos modelos de AG mais simples conhecidos.
O algoritmo 141 € descrito na figura 5.2.
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t=0;
inicializa P(0) := {@(0)} e I onde I ={0,1}';
avaliar P(0) : {®(a(0))}onde P = f;
enquanto (2(P(t)) # verdade)fazer
mutar : @'(r) = m,, (@(t));
avaliar P'(t) ={a’(t)}:
{P(d’(1))} onde @ = f;
selecionar: P(t +1) = 5., (P(1) U P'(1));
t=t+1;

fim enquanto

FIGURA 5.2 — O algoritmo genético 1+1

Com o objetivo de minimizar a tendéncia de que a solucdo fique presa em um minimo local
induzida pelas mutagdes locais normalmente utilizadas, foi feita uma pequena alteracdo no
algoritmo introduzindo a possibilidade de que a solu¢do dé um salto com uma probabilidade p=1-
pm. Dessa forma, o operador de mutagao my,,(-) toma a seguinte descrita na figura 5.3.

m,,, (@) =
{
p,, = random[0,1];

S€ Py < D yundomize faZ€I @ (1) = random(t);

S€ P, > Drndomize TaZ€T A’ (1) = mut _local(d(t));

}

FIGURA 5.3 — Operador de mutagdo modificado

A inclus@o de mais individuos na populacao deve produzir uma melhoria no desempenho do
algoritmo, apesar de causar algum aumento no custo computacional. Neste trabalho foi utilizada a
versao cldssica do 1+1, com um pai e um filho, pela simplicidade de implementacdo e desempenho
satisfatorio na tarefa proposta.

5.3 Medidas de dissimilaridade

5.3.1 Estacionarieade fraca

Em se tratando de analise classica de sinais, uma medida de estacionariedade muito usada é
a chamada medida de estacionariedade fraca, baseada na média e na varidncia do sinal. Para
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processos lineares estocdsticos com ruidos puramente gaussianos, esta estatistica fornece uma
medida razodvel de (ndo) estacionariedade uma vez que as estatisticas baseadas em média,
variancia e fun¢do de autocorrelagdo carregam total informacao sobre processos deste tipo.

Embora somente estimativas de média e fun¢do de autocorrelacdo ou uma anélise espectral
possam caracterizar o comportamento dindmico do sistema (linear) de uma forma completa, uma
medida de estacionariedade (ou similaridade) do tipo RMS pode nos dizer se o sistema ndo €
estaciondrio, embora um teste de nao-estacionariedade com um resultado negativo ndo possa ser
interpretado como indicativo de um sistema em regime estaciondrio. Comparagdes entre conjuntos
de dados originados de sistemas com dinadmica ndo-linear baseadas em estatisticas lineares nao
caracterizam adequadamente a estacionariedade deste tipo de dado [KAN97].

5.3.2 Erros de predi¢des cruzadas

Em [SCH97b], o autor argumenta que estatisticas comparativas para sistemas nao-lineares
baseadas em medidas de valor Unico acarretam uma considerdvel perda de informagdo. De fato,
pode-se utilizar expoentes de Lyapunov, dimensdes ou outras medidas para agrupar segmentos
similares de uma série temporal por meio de histogramas, embora tal método de classificacdo pode
fornecer resultados bastante enganosos. Por exemplo, € possivel se variar um dos parametros do
mapa do padeiro generalizado sem que se altere o maior expoente de Lyapunov [FAR83]. Uma
abordagem conveniente € comparar-se as séries entre si, gerando uma medida de similaridade a
posteriori, ao invés de comparar os escalares gerados a priori. Neste sentido, em [SCH97b] é
proposto o uso de erros de predi¢des cruzadas para a comparagdo de séries temporais geradas a
partir de sistemas nao-lineares em regime cadtico, alegando que estas medidas possuem robustez
quando se compara sinais “ruidosos”.

A dissimilaridade ;; entre os elementos i e j € calculada a partir do erro médio de predi¢do
quando utilizamos uma série temporal como base de dados para prever o futuro de uma outra. Isto é
feito da seguinte forma:

@ - Monta-se os vetores de embedding X, = (X, _,,_i)¢» X (uopyz s Xi )

@ -Para cada ponto X, pertencente a €-vizinhanca de X, (cuja udltima componente &€ xi),

computamos o valor médio para os pontos futuros x,.; (iltima componentes do vetorx, ,, )

® - Calculamos a diferenga entre x;,; e o valor médio obtido anteriormente, acumulando no
elemento Y,; sob a forma de um erro médio quadrado.

Segundo o autor, esta medida apresenta bastante robustez quando se compara sinais cadticos
na presenca de ruido. Tal medida ainda deve servir como um quantificador de ruido para dados
nao-lineares deterministicos.
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5.3.3 Somas de correlagdes cruzadas normalizadas

A soma de correlacao cruzada generalizada

1 S
C,y (&)= m;&zx;ezy@(g_ | %—71) (5.2)

introduzida em [KANO94a] é uma variacdo da soma de autocorrelagdo de Grassberger-
Procaccia (eq 3.25) como uma medida comparativa entre dois conjuntos. Uma possivel medida de

dissimilaridade entre dois conjuntos pode ser a prépria Cxy ou C,, /,/C,,C,, .Se estes dois

conjuntos formam atratores similares, entdo em escalas grandes as duas integrais de correlagdo e a
correlacdo cruzada possuirdo valores compardveis. A diferenca entre dois atratores ird mostrar-se
em escalas menores, onde as correlagdes cruzadas caem rapidamente a zero.

Note que a integral de correlacio de Grassberger-Procaccia prevé que, para fluxos
continuos, deva-se excluir da soma vizinhos temporais. Assim, quando comparamos uma série com
ela mesma (no caso de um elemento da diagonal da matriz de dissimilaridades) devemos excluir
li— jl< 7onde 7 é um tempo de correlagdo que deve valer no minimo 1 para o caso de mapas.

Apesar de possuir uma fundamentagdo tedrica bastante consistente, as somas de correlacao
apresentam uma grande instabilidade quando aplicadas a dados ruidosos. Em [ECK92]
encontramos argumentos rigorosos provando que este método de estimativa possui uma limitagao
natural ndo fornecendo valores além de 2log;,N sendo N o nimero de pontos para o conjunto de
dados disponivel. Quando esta borda é saturada ndo se pode concluir que exista uma dinamica de
baixa dimensionalidade presente.

5.3.4 Distribui¢des suavizadas

Press et al, no conhecido Numerical Recipes [PRE97] sugerem o uso do teste x” para a
comparacdo de duas distribui¢des empiricas. No entanto, 0o uso ingénuo desta abordagem pode
levar a resultados enganosos. A medida invariante p(x) pode sofrer uma pequena translacdo de
forma que as caixas preenchidas da nova e da antiga distribui¢do ndo possuam mais nenhuma
superposicdo, embora estruturalmente o sistema possa ter sofrido alteracdes praticamente
despreziveis. Ainda pior, se utilizarmos o teste ¥ para comparar distribui¢des Pi1(x), pa(x) onde se
tem sobreposi¢do de oscilacdes periddicas e comportamento estocdstico, € bem provavel que a
distancia entre medidas p;(x) e p2(x) ndo forneca a dissimilaridade corretamente.
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Em [DIK96] os autores introduzem u