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Resumo

Consideremos o problema de Cauchy para o sistema acoplado de equagoes dispersivas
e dissipativas do tipo Benjamin-Bona-Mahony. Concentramos nossa atengao no comporta-
mento assintético das solugoes para o caso dispersivo e para o caso dissipativo. Na primeira
parte, provamos resultados de decaimento temporal, na norma uniforme, para solugdes do

sistema dispersivo:
Ut — Uggt — A1 Vgzt + AQUL + a3vp'va': 2 up'uz + ad(u-pv ):c =0
Vp — Uggt — Q1Vzzt + Q2Vg + azuPug + vPuy + ag(uvP), =0
a1,az,a3,a4 € Rcom |a;| <1,z € R, p € Z, p>1.
Na segunda parte, consideremos o sistema dispersivo e dissipativo
Ut — Uyt — A1 Vzqt + A3VPV, + wPU, + ag(uPv); — QUze, = 0
Vg — Vggt — Q1Vzzt + a3UPUL + vPUL + ag(uv?)y — QUL = 0

ay,ag,a3,a4 € R, z € R, t>0,p € Z, p>4 e a > 0. Obtemos resultados de decaimento

para as solug0es na norma Lﬁ(f.'R), 2< B <€ 4o00.



Abstract

We have considered the Cauchy problem to the coupled system of dispersive and dissipa-
tive equations of the Benjamin-Bona-Mahony's type. We have concentrated our attention
on the asymptotic behaviour of the solutions te the dispersive ease and te the dissipative
one.

In the first part we have proved the results of the temporal decay in uniform norm to

the solutions of the dispersive system.

Uy — Ugpy — A1 Vggt + AUy + a30PV; + wPu, + ag(uPr), =0

Vg — Uggt — Q1Uzgt + G2V + agttPu; +vPuy +agluv?), =0 ,2€ R, t>0.

where ay, as, a3, a4 are real constants with |a;| < 1 and p is an interger bigger or equal than

one.

In the second part we have considered the dispersive and dissipative system

Uy — Vggt — @Yzt + a30PvL + vPur + ag(uPv )y — Qtpy = 0

Vg — Vggt — @1Vzzt + a3uPUL + VPV, + aq(uvP)y — vy, = 0

where a1, as, a3, a4 are real constants with |a;| < 1; p is an integer and p > 4.

We have obtained the decay results to the solutions inrthe Lﬁ(il?.) norny, 2< < +00.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho fazemos uma andlise do problema de Cauchy e do comportamento

assintdtico das solucdes do sistema

Up — Uggt — A1Vzqt + A2Uz + a3VPV, + vPu, + ag(vPv), = ()

Vg — Vgge — A Uggy + AUz + azuPu, + vPuy + ag(uv?), =0

onde aj,as,a3,a4 €E R, |la;| <1,z € R, p € Z, p>1.

O modelo (1.1) um modelo alternativo ao sistema de KdV que foi derivado em 1984 por
Gear e Grinshaw em [17] e descreve a forte interacio de ondas longas néo lineares tendo a
estrutura de um par de equagdes do tipo KdV acoplados, tanto na parte néo linear quanto
na parte dispersiva. O valor do parametro p estd relacionado ao efeito nao linear sofrido
pela onda.

Em 1992, Bona-Pance-Saut-Tom, [14] mostraram, para o sistema KdV, que se, |a;| <1,
tal sistema é globalmente bem posto em H*(R)x H*(R), s >1. Primeiramente os au-
tores obtiveram solugdo local de (1.1) aplicando o teorema do ponto fixo de Banach para
a equacdo integral associada a (1.1). Estimativas a priori em H}(R)xH'(R) permitiu a
estensao da solucao local para a solugao global.

O comportamento assintético das solugdes foi estudado por V. Bisognin em [9] seguindo
o método da fase estaciondria. O resultado obtido em [9] coincide com aquele obtido por J.
Albert em [2], [3] para o caso de uma tnica equagdo de Benjamin-Bona-Mahony. A idéia

bésica consiste em obter uma taxa de decaimento para o sistema linear associada a (1.1),



via 0 método da fase estaciondria, e a seguir, usar este resultado para a obtencio da taxa de
decaimento da soluc¢@o do problema néo linear. O resultado obtido é o seguinte; se os dados
iniciais pertencem a H™(R)x H™(R) N L}(R)x L}(R), m>5, p >4 e sdo pequenos entdo
as solugdes u e v de (1.1) decaem na taxa ||[u(t)||ze <C(1+t)F e |lv(t)| z= <C(1+t)7,
Vit >0. O caso 1< p <4 ndo se aplica. Sabe-se, ver [22] que no caso de um inica equagao
do tipo Benjamin-Bona-Mahony, se 1 < p <4 entdo a equagdo possui solu¢do do tipo onda
viajante e portanto é estavel. O caso p=4 é um problema em aberto.

Na segunda parte do nosso trabalho consideramos o sistema (1.1) com uma dissipagéo

do tipo Burgers, isto é,

Ut — Uggt — A1Vzzt + @30PVz + uPUz + ag(vPV); — oty =0 (1.2)
Vg — Vgt — G1Uggt + a3uPUz + 0PU; + ag(ur?); — avar =0
onde a;,az,a3,a3 € R, |a;| <1,z € R, p € Z, p>1.

O modelo (1.2) com a >0 foi estudado por J. M. Pereira, [21] no que concerne a
existéncia, unicidade de solucdo e comportamento assintético. Segundo as idéias contidas
em [21], provamos que o problema (1.2) é globalmente bem posto em H*(R)xH*(R), s >2
e |a;| <1. Inicialmente obtemos uma solu¢ao local para (1.2) simplesmente invertendo o
operador A =1- %25 e aplicando a teoria de semigrupo e o teorema do ponto fixo de Banach
para a solugdo integral associada com (1.2). Para estender a solucgéo local para a solucéo
global usamos estimativas de energia em H!(R)xH(R).

Devido a presenca dos termos dissipativos, au,, € av.,, a energia associada ao sistema
linear decai a zero quando t — 400 e assim, € de se esperar 0 mesmo comportamento para
as solugdes de (1.2). Em [21], provou-se que de fato isto acontece desde que p >4. Os

resultados obtidos sdo os seguintes:

- u
U @) llzsxrs < CL+8)TO B, 2< B < +o0o onde =U
é solugao de (1.2).
Diferentemente dos resultados anteriores, neste caso, os resultados provados nao neces-

sitam restri¢oes alguma sobre os dados iniciais. A técnica usada em [21] ndo se aplica para o



caso 1< p <3. Recentemente em [8], E. Bisognin, V. Bisognin e G. P. Menzala consideram
o sistema (1.2) do tipo KdV, isto é, onde os termos (-uzz:) € (-vzz¢) foram substituidos
pelos termos ., € vz, € obtiveram resultados de decaimento das solugbes periédicas para
o caso p=1.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo. No capitulo 2 apresentamos os resul-
tados basicos da teoria de andlise funcional, semigrupos, espacos de Sobolev necessdrios
para uma melhor compreensao dos capitulos seguintes. No capitulo 3 consideramos o prob-
lema de Cauchy associado a (1.1), provamos que é globalmente bem posto e estudamos
0 comportamento assintético da solugdo. No capitulo 4 estudamos o sistema dissipativo,

provamos que é globalmente bem posto e obtivemos taxas de decaimento das solucées.



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que sdo utilizados nos préximos
capitulos. As demonstracoes , por se tratarem de resultados conhecidos, sao omitidos
porém indicamos as referéncias das mesmas.

Proposicao 2.1: (Desigualdade de Young) Sejam z,y >0, >0 el < p < co. Entao
R smp+€ﬁyg onde%+%}=1.

Demostragao: Use o fato de que log: 70 ; +00 C— R é concava.

Definigao 2.1:Seja p um numero real tal que 1 < p < oo. Representamos por IP(R) a
classe de todas as fungoes reais mensurdveis, definidas em R tais que |f|P € integrdvel a

Lebesgue, com norma dada por

) Z \f(2)Pdz)3.

Proposicao 2.2: (Desigualdade de Hdélder) Se f € LP(R) e g € LIR) entao
f-g € L}(R) e tem-se a desigualdade

[ 1#@s@lde < 17zlglz

ondel<p<ooe%+%-——1.

Demostracao: [1]



Proposigao 2.3: (Desigualdade de Gronwall)
Sejam k € L' ([a,b]; R), k>0¢ f,g € C([a,b],R) tais que

t
F#) < (&) + [ K()f(s)ds, a<t<eb.
Entao
t t
£(8) < g(t) + f o — [ k()dr)glsids, a<i<h.
Em particular, se g(t) = g € constante em [a,b], temos

f(t) < gexp (/:k(s)ds), e LEL B

Demostragao: [1]
Proposigao 2.4 (Desigualdade de Gronwall generalizada): Sejam g(t) > 0, h(t) >

0 fungoes continuas em [0,00) tais que
t
git) <CQ+t)™° —l-/ (141t —s5)"%g(s)h(s)ds,0 < t | 0o;
0

onde C e o s@o constantes nao negativas. Se [;- h(t)dt, entdo g(t) < C(1+t)%exp([5° h(t)dt),
0<t<o0.

Demostragao:(Linghai Zhang, pag. 33)

Definigao 2.2:Uma fungao f, mensurdavel em R, € dita essencialmente limitada em R

quando eziste uma constante k tal que

If(k)| < k, quase sempre em R.

Definicao 2.3: Chamamos de L*°(R) o espaco vetorial de todas fungoes f essencialmente

limitadas em R, cuja norma neste espago € dada por

£l = supsen ess[f(z)].

SISTEMA O BIBLIOTECAR
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Teorema 2.1:IP € um espago de Banach, para 1 < p < co.

Demostracao: [16]

Definigao 2.4:Definimos Espago de Sobolev de ordem m sobre R, como o espaco vetorial

das f € L*(R) tais que as derivadas %{;, v =1, 2,---,m pertengcam a L*(R).
Representamos por H™*(R), m>1 o espago de Sobolev de ordem m sobre ® com norma

dada

11 = [~ £2(a) dw+2[ (ELyde.

o~ dz¥

Teorema 2.1:0 espago vetorial H™(R) € um espago de Hilbert.
Demostragao: [16]

Definigao 2.5:Sejam f e g funcoes integraveis em R. A funcao

(F+0)@ = [ 1)l - )t

chama-se convolugao de f e g definida para quase todo = € R e, € integravel.

Defini¢ao 2.6: Dada f: R — C integravel (no sentido de Riemann) em cada intervalo

fa,b] e
[ 1@z = lim ] f@)ldz = [Ifll < +o0

diremos entao, que f € integrdvel.
Definigao 2.7: Definimos a transformada de Fourier de f, f absolutamente integrdvel,

como sendo a funcdo f, f ® — C dada por

fle)= f(fr)e e, £

\/2_,

Definicao 2.8:0 espaco de Schwartz (ou das fungoes C™° rapidamente decrescentes), de-
notado por S(R), € a colegao das f: R — C tais que, f€ C°(R) e



| fllag = sup [z%fP(z)| < +0
zeR

para todo par (a,8) € N x N.
Proposicao 2.5:Seja f € SMR). Entao f*) € S(R) para todoa € N e

(Fla)(€) = e fle), €€

Proposigao 2.6: Seja f € S(R). Entao a transformada inversa de Fourier é

flz) = (f)e"&dg para todo z € R.

\/_

Proposicao 2.7:4 identidade de Parseval vale em S(R). Mais precisamente se f, g € S(R)

entao,

I £llz2 = [|f]lz2 para todo f € S(R).

Proposicao 2.8: Seja f,g € S(R). Entao
i) (£ *9)() = VIrF(£)3(E). £€;
i) (fg)(€) = A=f(€) x5(6), e

Proposigao 2.9: Sejam f € S(R) e g continua e limitada. Suponha que
/ (1+ |y])*|9(y)|dy < +o0 para todo a € N.

Entao frg € S(R).
Com essas notagdes , definimos outra norma em H*(R) s € R, s >0, equivalente a

norma definida como

171 = [+ P17 Py



Proposicao 2.10: (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg):
i) Ses >1 e fe H(R), entao

Ifllze < V2N FIRZNF 135
it) Se 1< j <m e f€ H*(R), entao

. T
02 fllz2 < MI[fll 2™ 1167 fl F2-

Demonstracéo: i) Combine a desigualdade de Holder com o fato de que

fiz) = f_ ——fz(s s, VzeR.

ii) Veja [1].
Teorema 2.3 (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja X um espago métrico completo

e seja S:X— X uma aplicagao tal que
”5’01 — Svs||x £ C|lv; — v2]|x para todo vy,v2 € X, C<1.

Entao S tem um inico ponto fizo, u = Su.

Demostracao: [16]

Teorema 2.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sucessao de
fungoes integrais em R (no sentido de Lebesgue), convergente quase sempre para a fungao f.
Se ezistir uma funcao integravel fo tal que |fa(z)| < fo(z) quase sempre para todon € N.

Entao f € integravel e tem-se

[ i@z = lim [~ fala)da.

Teorema 2.5 (Imersdes de Sobolov) Seja 2 C R" com fronteira bem regular. Entao:

1) W™P(Q) — L Q) onde %z

m ‘
- = sem-p<n

B



2) W™P(Q) — LIQ)  onde Il, —2=0eqe€ [p, +0f

3) W™P(Q) — L*(Q) se mp>n, ou seja, ;1,- -2 <0

Demostracgdo: [16] (Brézis)

Definicao 2.9: Seja X um espaco de Banach e L(z) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de z. Diz-se que uma aplicagao SR — L(z) € um semigrupo de operadores
lineares limitados de z se:

i) S(0)=I, onde I € o operador identidade de X,

i) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € R*.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

#i) limy_o+ ||(S(t) — I)z||. =0, Vz € X.

Definicao 2.10: 0 operador A:D(A) — X definido por

S(h) —

D(4) = {z, Jim =

T eriste} e

. Sh) -1
Az—}l‘%Tx,VIGD(A)

€ dito gerador in finitesimal do semigrupo S.

Proposicao 2.11:0 gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy € um operador
linear fechado e seu dominio € denso em X.
Demonstragao: [20]
Teorema 2.6 (Hille-Yosida). Uma condig¢ao necessdria e suficiente para que um operador
linear A : D(A) C X — X,X espago de Banach, seja o gerador infinitesimal de um
semigrupo {T (t)}5, de classe Cq € que:

i) A seja fechado e D(A) = X;

it) Ezistem constantes reais M e w tais que para A € R, A > w, se tenha A € p(A) e

M
IR (A, 4)"] < m_ ¥ neN.

Neste caso ||T ()| < Me*t, ¥V t>0.

Demonstragao: [20]

10



Capitulo 3

Problema de Cauchy e comportamento assintético

das solucgoes do sistema conservativo do tipo BBM

3.1 Introducao

Consideremos o sistema nao-linear de equagoes da forma:

Uy — Uggt — A1VUzgt + AUy + ‘13”?”2 +uPu, + ad(upv):r =0
(3.1)

Vp — VUggt — A Uzt + AUz + azuPus + vPu, + ag(uvP), =0
onde a;, ap, ag e a4 sS40 constantes reais, a;>0 e |a;| < 1; v = u(z,t), v = v(z,t) funcdes
reais com varidveis reais r e t; co < z < +oo e t>0 e p é um inteiro maior ou igual a um.
Aqui, uz, vy, U, v TEPresentam as derivadas parciais com respeito a z e t, respectivamente.
O sistema (3.1) é um sistema acoplado, através dos efeitos dispersivos e nao-lineares, de
duas equagdes do tipo Benjamin-Bona-Mahony. E um modelo alternativo para um par de
equagoes do tipo KdV com coeficientes constantes que foi derivada por Gear e Grinshaw

[17] e descreve a forte interacio de ondas longas fracamente nao-lineares.

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de Cauchy associado ao sistema (3.1). Na
primeira parte provemos a existéncia e unicidade da solucao global e a dependéncia continua
da solugdo em relagdo aos dados iniciais. Na segunda parte estudamos o comportamento

assintotico das solugbes quando t—+o0.

11



3.2 Existéncia da solugao local

Consideremos o problema de Cauchy associado a (3.1). O problema (3.1) pode ser

escrito na forma:

AUy + BUy + F(U)z =0

(3.2)
U(..T, 0) = Uo(x)
u
onde U = e, A, B e F sdo matrizes dadas por:
v
22 P
S I - -'8-;25 *01% , B = as 0 .
—(11-5%5 I—- a%f 0 ao
_ a:;’;f:ll + % + aquPv
F(U) = Pl yP+1 »
a3m + -p’ﬁ -+ aquv
Formalmente, podemos escrever a solucdo de (3.2), como:
t
Bl ) = Bisled) = L A~YBU, + F(U).)ds. (3.3)

O lema a seguir é 1til para a prova da existéncia local da solugido do problema(3.2).
Lema 3.1.S¢ja A a matriz definida em (3.2) e |a;|<1. Entao:

a) A7 eziste.

b) A lg = K % g onde g = (q1;g2) € B*R) x BF(R) s > 2 e K = (Kiy )i r=12 definida

por

1 400
K = — e"a;(y)dy com

V2r J—oo
A:I-_(-y) = (alr)l,r=l,2

12
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e * denota a operagao convolugao.
¢) Kir € L)) N L®R) para l,r=1,2.
Demonstragao : a) para U=(u,v) € H*(R) x H%(R), s>2 tem-se

(AU;U)axrz = (v = gz — Q10205 %) 12 + (—@1Uzg + v — Veri v) 12
I aliZe + llolize + lluallze + llvsll7e + 201 (uz, vz) 22
usando a desigualdade
2a1(uz; vz) 12 2 —laa|(|luclZ2 + [lvzll72)
segue usando o fato que |a;|<1, que existe uma constante positiva C, C=1, tal que

(AU;U)paxze 2 Cllul2 + olZe + (luzll 2 + llvl1Z2)

(AU; U)g2xzz = C(|lul?n + lol3n) = C(llull22 + [|l]132),
isto é,
(AU;U) 2xr2 = C||U||225 £2- (3.4)

Se (AU; U)z2xz2 = 0 entdo ||U||2. = 0 e portanto A~} existe, isto demonstra (a).

b) Por definicio K (y)=a;-(y), portanto:

ATy = %Fl(y)'ga)=%(atr(y))9'@)
1

= =Kil)il) = (¥ *9)(y).
Logo
ATg(y) = (K * g)(v)-

Por (3.4) tem-se que A é um operador coercivo. Além disso é autoadjunto, pois sejam

U; e Uz € H*(R) x H*(R) entao:
(AUI; UQ)L2XL2 s (ul — Ulzz — A1V1zz; u2)L2 + (—alulxx + v — Vigz: v2)52

+00
— f (ulug — UQpzlU3 — A1V gz — A U1z V9 + mug — vlmvg)d:c.

—00

13



Integrando por partes,

+00
(AU Us)paxre = f (u1ug — Uozzt1 — @1U2EzV] — Q1UIV2zz + VIV2 — U1V2zz)dT
—00

= (Ul;AUg)szLz.

Ou seja, A é autoadjunto.
O que significa que A € sobrejetora. Isto demostra (b).

c) Por (a) temos que A~ existe, entdo da defini¢do de A, obtemos:

1+ —aj iy —
THo)i—ad (+r-adp | | N

o=\ " e "= (e ) 9w
A -y +)P—aiy %
Consequentemente segue que:

1 fteo 1+y?

Ki(z) = Kao(z) = ——/ e

1(z) 22(7) V27 J—oo (1+y2)2_a%y4 Y
e

1 FO0. —ayy?

Kia(z) = Kai(z) = —= g oy’

dy.
V27 J—oo (1 +y2)2 — aly? v
Provemos que:

i) Ki3 = Kap € LY(R) N L=(R)
i) Ko = Kq2 € LY(R) N L2(R)

(i) Vamos mostrar que K;; € L}(R), para todo x#0, integrando por partes, obtemos:

1 L ¥ 4 1+ 92
K == lim —e' -
wE) = 7 [ b= Gz T vy - azyd)l
3 /m eizy[—Qy —4y% - 2% + 4a'fy3 + 2a'fy5]dy
L [(1+92)? - a2y4]?
Integrando novamente por partes, segue que
iy 1 2 =5 _43_25_423
Ku(z) = limp- - l -12_2 2.4 g £ 22y 2 40-123; -
Vor [iz((1+y*)? — a1y?) z%((1+y°)* — ajy?)

1 +0o 2 + 1202y + 12y* — 12a3y* + 16y° — 36a%y®
V2rz? /—oo (1 +9%)% - ay*?
20aiy® + 6y° — 12a3y® + ﬁa;*ys]d

T+ oy
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Logo

)] &~ /+m —2+12a%y® + (12 — 12a2)y* + (16 — 36a? + 20a})y®)
T Vama? /oo (1 +y2)2 — ady*)?
6 — 12a? + 6a})y®

[(1+97)? — oy

Como |aq|<1, existe numa constante positiva C, tal que:

C [+ 1+ yl2+yl* + [yl5 + |y®
K g / dij
Halsli=a ] A+ —ayP
Mas
(1 +2y% +y* — ady*)® > (1 + (1 = ad)y*)>.
Consequentemente,
C [t 1+ [y +yl* + lyl° + [y[® C
K < —f duy < —
Fnll <5 ) —Hra-aF P2
pois
+co 1 2 4 6 8 400
+ yl* + [yl* + [y]° + [yl <C'1f dy o
—o0 1+ (1 -ad)y? = T e 198

Se | x| 21, de (3.5) temos

C
Ku(z)ld <f = dz < +o0.
/Ixizll e 122

e se | x| <1, entdo

+o0 1+y2 too dy
Ku(z)|d <c/ d <Cf '
K@z <C | G —agn® SO | Tpg <+

Logo
f |K11(2)|dz < +o0.
|z|<1
Se | z | >1 entao do fato de
e
=]

|K11(z)|dz < — obtemos f! _ [En(@)lde < +oo.
x—l

15
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o que implica que

-+00
f |K11(2)|dz < +o0.

—o0
Da discussdo acima segue que, se | z | <1 entdo Kj; € L™(| z | <1) e se |z| >1 também

K € L*°(] x | >1). Portanto K;; € L}(R) N L*°(R). Analogamente, mostra-se que Ko =
Ko € LY(R) N Le(R).

Lema 3.2.Seja g=(q1;92) € FR) x FFR), s>1, s€ R se s >1 O<ay< 1.
Entao K* g% € H°(R) x H°(R) e eziste uma constante positiva C>0 tal que

dg
1K * =~ loxns < Cligllzexa

Demonstracao : Por definicéo

2
d +o0 2 dg
15 e = | (1 [yf?)° K« 22| dy
dz —co dz
ou seja,
— 2
dg 2 o8 2 ) dg
K * — a s = f 1+ ¥ K == d
1K > = s I+ EPIKE ) dy
+o0 o
= [+ IR PPy
pelo lema 3.1,
1422 —ay? 51(») 4
dg +oo . Toh—7A oot a1y
S A A o | s R | el | K
AF2—ay® ()Pl 92(y)
como
(1+3%)y —ayy®

e
(1+y2)2—afy® = (1+y2)?—aly!

sao limitadas, tem-se:

L 245, 2 1+y2 ~1y2 < +e8 2ys)1~ 2
[ QP el < € [+ bPyla

Cllgill 15 (w)

IA

16



+00 _ayz “+00
1 + lul2)%2 1 sy < / 1 2y8) ~ |2
L. O+ Py gty < € [+ lvPal

< Cllgillasw)
com i=1,2.

Portanto

d
1K * Zllmexas < Clgllmexs (3.6)

Obs. Vale || K * 0:9||ge+r1xm++1 < Collg|| Hoxne, Yg € H® x H®. Veja [21].

Teorema 3.1 : (Existéncia local) Seja Uy = (ug,19) € H*(R) x H*R); m>2,
meZ, a1, ap, a3, &4, TeArS Com ay quelquer, |e1t <l ep e Z, p > 1. Entao eziste Ty >0 e
um unico par de fungoes (w,v) € C(0, To; H*R)) x C(0, To; H*(R)) tal que
(w,n) € C(0; To, H"R)) % C(0, To; H"(R)) e (w,v) satisfaz (3.1).

Demonstragao: Seja R>0 e definimos o espago de fungoes
Ya(t) = { ¥ = (1) € C(0, To; H™(R)) x C(0, To; H™(R)) tal que supogrer [14(:, 1)
-Up |[gmxum < R, (-, 0) = Up }.

A norma Yg(T) é um espago métrico completo quando munido da métrica induzida
pela norma de H™(R) = H™(R) x H™(R).

Definimos & funcao
P : Ya(T) = C(0,T; H™(R)) x C(0,T; H™(R))
dada por:

Pop(z,t) = Uo(z) - /:K(a?) * %(Bw(ﬂ) + F(p(:,5))dsY t; 0<t<T
e p € Ygr(T). (3.7)

Vamos mostrar primeiramente que a funcdo P estd bem definida e a seguir que

P: Ygr(T) — Yg(T) é uma contragdo (se T é escolhido suficientemente pequeno).

Seja G(p(-1)) = Be(:1) + F(p(- 1)) , ou seja,
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pP+l uPt+l
a3 pt+l + p+1
artl | grt

+ aquPv

yP+l p
i + ajquv

a3

G(‘P('?ﬂ) = B@(':t) ( ) VY e YRT

P estd bem definida, de fato:
Se ¢ € YT entdo G(p(-,t)) € H™(R), m> 2, para cada t € [0, T] e tem-se

1
[P O lam < @) Fm e luPvllam < llullfm ol am

parap>l,pe 2

pois H™(R) é uma Algebra de Banach para m>1.

Além disso, do lema 3.2 temos que
8 T
K * a‘EG(go(-,t)) e H™(R), VvVt e |0, T].
Ainda
d ) .
K x a—IG(go(-,t)) é continua em 0<s<t e t € [0, T] com valores em H™(R).

De fato:
Dado 6 >0 tal que s+48 € [0, T] e ¢ € Yg(T), pelo lema 2.2 temos

1K + 2-[G (s +8) = Glo(s)henm < CIG (s +8) ~ Glole))reniey
Mas,

1G(p(s +6)) — Gle(s)]mmm) < 1Bl(¢(+55 +8) — @(+5 8)llrmm)

+ IF(e(38+6)) — Fo(:; 8)llrmw)-

Mostremos que o lado direito de (3.10) tende a zero quando § — 0. Temos

1Blo(:s5+6) — (s 8)lllrem@m < Bll(w(55 +8) — o(5 8)]llrmw-

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Como ¢ € Yg(T); ¢(- ;s) é continua 0<s<t portanto, a expressdo acima, tende a zero

quando § — 07.
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Por outro lado:

vp+1 + ‘u‘”’l

F(s@)=( ST

+ aquPv

up+1

,as, a4 reais e
a3 oy + s ey +a4uv

u,v € C(0; T; H™(R)), por hipétese, logo F(¢) € C(0; T; H™(R)) x C(0; T; H™(R)) e

| F(e(+s s +8) — Fo(;8)llaem@) — 0 quando § — 0% pois,

| Fle(ss+8)) — Fle(:s) IR R) =

+ p j— 1 (u”*l(s +6) — up‘”(s)) + ag(uP(s + 8)v(s + 6) — uP(s)v(s))ll%

‘f : (27415 + 8) — vP*1(s))

£-1:1 (up+1(s+o§)—up+1(s))+ i

+ ag(u(s + 8)vP(s + 8) — u(s)vP(s))|I%

(w7 (s + 6) — v7*1(5))

Para p>1, p € Z, é valido que:

|s87! — B = |s; — so|[sE + 5 sy ...+ 58| VsiyseER

e sendo H™(R) uma algebra de Banach para m>1, segue que

I Flp(s8+6) — Fo(ss)llnm < f_alj—_}[” (s +8) = v(s)llam(llv(s + &)l
+ o lw(s)iEm) + llu(s + 8) — u(s)lam(llu(s + 6) || 7m
+ o+ )] + laalllv?(s + 8)v(s + 6) — wP(s)v(s) || am

+ [luls + 8)vP(s + 6) — u(s)v”(s) || am]

lw?(s + &)v(s +8) — uP(s)u(s)lIfim < llus + 6)|[Famllv(s + 8) — v(s)||am

o (s)l rmllu(s + 6) = u()l|am(lluls + E)fm + - - + lluls) ).

Seja Co = max{pk_‘—}{-, PR |a4|} para p>1, p € Z, entao:
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I Fe(ss+6)) = (s 8)llem < Cafllo(s + 8) — v(s)llam(llo(s + 6) 1 m
+ ot [[0() ) + Nl + 8) = u(s)l|m(l|u(s + 6)[[Bm

o () + (s + 6) [amllv(s + 8) — v(s) ||

() |zl |u(s + 8) — w(s)llam (llu(s + 8)|5m +

+ o ()l + v (s + 8)Bm)llu(s + 8) — u(s)l| g

+ [lu(s)llamllv(s + 8) = v(s)l am(|lv(s + 6) |

o llo(s) B }-

+

_1_

+

Logo existe uma constante C>0, tal que:
I1F(e(58+8)) — F(o(;8))llm < Cllu(s +6) — u(s)llam + [llv(s + 8) — v(s)|| =]
Pois ¢ € Yg(T) e portanto
lullfm < B+ lluollfm e llollfm < R+ |lvgl|ym.
Assim
IF(e(ss+6)) = Flo(s s)llwem < Clig(y s +6) — o, 8)llaem (3.11)
e ¢(-;s) é continua para 0<s<t portanto
IF(p(58 +68) — Fo(ss8)llzem — 0

quando 6 — 0+: onde C=C(m: R= b, [33!1 |8.4l, “UOHT‘("‘)
Portanto K * % G(¢(-,s ) é continua a direita de s com valores em H™(R). Analoga-
mente prova-se que K * % G(p(-, s)) é contimua & esquerda de s com valores em H™(R).

Tem-se que Py € C(0, To; H®(R)) x C(0, To; H™(R)). Com efeito:

: a
1Po(-) = Poltollmam = I [ K(2) = 5-G(.s)dslma

IA

t
[ 1K (@) -G, $)dsllpemds.
to Oz

20



Usando o lema 3.2 e (3.9), vem:

|Po(-,t) — PSO('stO)”’H'"SC/t:“B‘P(';s)+F(‘P('§S))”H""‘{S‘E)d5

< 0 [ loal(lullm + follam) + 12122

+  fad|(lufvll = + [lueP]] Hm)]ds.

el I + llv 1)

Tomando Ca = max{|a2| |as|; p+1’ Jﬂ]—} e usando o fato que ¢ € Yg(T)

IPo(:,t) = Po(- to)llum < Ca ?up{liﬂﬂﬂm + ol g + Nl B

+ [0l + luPollgm + [[uv?]| g}t = tol

| Pe(-,t) = Pp(-, to)||xm < Chlt — to) (3.12)

onde C, = C; (|a2!: ‘3*4': [a3], p; R, m, “UOHH“‘)
Logo Py € C(0, T; H™(R)) x C(0, T; H™(R)), m>2 pois quando t — tg o segundo
membro de (3.12) tende a zero.

Tomando tp = 0 em (3.12)

| Po(-5t) — Po(-;to)llwm < C1t < C1T

fouﬁ lPo(-5t) — Po(-;to)llm@my < C1T sendo ¢(-;0)=Ug .

Mostremos agora que existe Tq >0 tal que P, Yz(To) — Ygr(To) e que P é uma con-
tragao.

Da desigualdade acima vem
[Soug |1Po(-;t) — Uollrmwy < C1T. (3.13)
Sejam ¥ e ¥, € Yg para t € [0,T], tem-se

1P61(E) = Pos(O)len < [ 1K * 5= (G (5)) — Gla(s)))lemds.
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Pelo lema 3.2, temos
IG(#1(s)) = G(@2(s))llzm < [IB(1(s) — v2(s))llagm + [IF (¥1(5)) — F(2(s))ll#em. (3.14)
Com o mesmo argumento feito anteriormente, existe uma constante C; >0, tal que

1 F(21(s)) = F(¥2(s)llm < Cillvn(s) — t2(s)lem (3.15)

onde C;=C;(m, R, p, |as|, |asl|, ||Ue|lzm)-
De (3.13) e (3.15), vem

| P (t) — Pba(t)|lam < C _/;(NB“H"' + C1)|[¥1(s) — va(s)||xmds

< C ISOUZI%(HBNW + Ch)|ler(s) = da(s)|lum - T
onde C=C(p, m, R, ||[Up||#m). Ou seja

o [[P1(t) — Piba(t)|lnm < CT[w1(t) — ba(t) llaem. (3.16)

Escolhendo T¢ < min -g}; &) tem-se, de (3.13) e (3.16), que Pv € Yg(To) e P é uma
contragao de Yg(To) em YRr(Ty).

Do principio da contragdo de Banach, segue que existe uma tnica funcdo U de Yx(Ty),
ponto fixo de P.

Existe, portanto, uma unica solugao local para a equagao integral (3.3).

Falta provar que U, existe. Com efeito, pelo lema 3.2 podemos escrever (3.3) como
t
U(z,t) = Up(z) — /0 K % (BUy + F(U).)ds.
Tomando H(s,U) = BU + F(U), vem
td
Ula,) = Uo(a) - [ % < Hiw ).
Considere

td
o t) = | ?I:—*H(s, U)ds.
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Seja € >0 tal que t + £ € [0, Tg]. Entdo

+ _ t t+e
Z(.’E, +5) Z(I‘: ) =3 ]‘/ d_K % H(S, U)ds
3

g 5 dz

Pelo teorema do valor médio para integrais, temos

z(z,t +e) —2(z,t) -1 dK
£ = 3 v *R) -2
dK ’
= —E;*H(t&-,v)

parat. € [t; t + ¢].

Tomando ¢ — 0™ obtemos:

otz K™
= — H(t :
at oz &7
Consequentemente %= existe %~ = 2K~ « (BU + F(U)).
Analogamente prova-se que % = % = (BU + F(U)) e portanto %‘3 existe e

%t"l = _%% * (BU + F(U))- Isto é,
Us = —A"X(BU, + F(U).). (3.17)

Logo U = (u,v) satisfaz (3.1) e U(x,0) = Up(x).

Finalmente temos que U; = (u;,v¢) € C(0, To; H™®(R)) x C(0, Tg; H™(R)) pois pelo
teorema do ponto fixo de Banach U=P(U} e P(U}) é diferencidvel em t, portanto, U; e é
dado por

U= (P(U))e= —A"YBU, + F(U),)

que é continua em t com valores em H™(R).

Para demonstrar a unicidade da solugcdo usaremos a desigualde de Gronwall. Considere
Wi =(uq, v1) € Wo =(us, v2) € C(0; To; H*(R)x C(0, To; H™(R) duas solugdes de (3.1)
com Wifx,0)=Ws(x,0)=Wq(x) entdo W, e Wy satisfazem a equacdo integral (3.3).

Seja Ty >0, tem-se

1W2(0) = Wa@llen < [ 147 (GalW2) = GulWa))lpnds, ¢ € 0, Tl

23



Pelos lemas 3.1 e 3.2, vem

IWL(6) = Wa®llrn < € [ 1G72) = GWa) IR ds.
Por (3.15), temos
IWa(t) = Wa@)lem < C [ IW3(5) = Wals)lemds

Da desigualdade de Gronwall temos que W;=W,.
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3.3 Existéncia de solugao global e dependéncia continua

Teorema 3.2 (Existéncia da solugido global). Seja Uy=(uq, vg) € H™(R), m>2,

m € Z; |a1| <1, a, a3, a4 Teais com ap >0 € a3 = a4 em (3.1). Entao existe um winico par
de fungoes (u,v) € C(0, To; H*(R) x C(0, To; H™(R) para todo Ty >0 e

(us; ve) € C(0, To; HM(R) x C(0,To;H™(R), (u,v) satisfazendo (3.1) e (u(z,0); v(z,0)) =
(u0(z), vo(x)).

Demonstracgao : Multiplicando a 12 equagé@o em (3.1) por u, a 22 equag@o por v e inte-

grando em R tem-se, prara todo t € [0, Ty).

£ 5% (u+ul)da — a1 [O5, uvemdz + as [0, uvPvadz + ay [0, u(wPv).de =0

o0

1
2
33 % (v + vd)de — a3 [23, vugmdz + a3 [23, vuPusde + ag [23, v(vPu).da = 0

Somando as duas equagOes acima obtemos

o0

e g uz -+ vz)dz —ay / (UVzzt + VUzge)dT

—00

Ld [ .
e u
2dt J-oo
o0 o0
-+ a3/ (uvPvg + vuPuy)dz +a4f ((uPv)u
—_0 —00

+ (uvP)v)dz =0 (3.18)
Integrando por partes
oo o0 d oo
f (uVgzt + VUgpt)dT = — f (UgVgt + VoUg)dT = — —f (ugvg)dx (3.19)
—00 —00 df -0
oo o]
/ ((vPv)u + (uvP)v)de = — / (upuPv + vouvP)dz. (3.20)
—o0 -0

Por hipétese ag = ag4, substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18) vem:

1d 2,.2, .2, 2 d [
T ¥ - ) -7l TV dr = 1
BT /_c::(u +v +1L1+bz)d$+ﬂ-ydt[—°0(r‘iﬁxﬂ Yz =0
ou seja,
o0
%%/ (12 + v + u2 + 02 + 201u,v,)dz = 0. (3.21)
—00
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Integrando de 0 a t, obtemos

gk P 5 4 5 5
/0 &?[5 [ (?J'. e Ea L o Uy + vz - 2“1“2”:)6{13]63?5 = (.
" —00

Logo

oo o
(u2 foy? 4 ui - vg + 2a1u,v,)de = / (u% -+ vg + ugz - 'ug._r + 2a1u02V0z)dT
—0o

—00

o0 oo
/ (w? + v?4+u2+02)dzr < —204 f UV, dT
—00 —00
o0
+ f (u2 + 08 +ud, + v2, + 201005v05)dx (3.22)
—o0

Pelas desigualdades de Holder e ab < 923 - %; Ya,b € (R) , vem

oo 2 2 o0
(uﬂx =% %)dz = f (alugr + alvgr)d:?: (3.23)
oo —00

o0
/ 2a11g:v0dr < 2a1f -

o0

o iy P 1
2a1uvdr < 2{&1|(/ uzdz)i([ (vydx)?
—o0 -0

o0
]a1|j;wuidx+|a1|/j:ovgdx. (3.24)

Consequentemente de (3.23) e (3.24) obtemos, para |e;| < 1

-0

IA

=.v] oC
f (u? + v+ (1 = a))ul + (1 — ay)v2)dz < f (ug +vg + (1 + ar)ud, + (1 + a1)v,)dz

Logo, existe uma constante positiva C = ?——‘Eﬁ tal que

o0 o0
/ W+ +ul+oddz<C _/ w(ug + U3 + ug, + v5,)dz
b 2
ou

[1(, ¥)ll22 < | (20, wo) [l (3.25)
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Multiplicando a 12 equagio de (3.1) por (-us.) a 22 equacio de (3.1) por (-v.;) e inte-

grando em R, obtemos:

-;-g; T2 (u2 + w2 )dz + ay [ tzpVondT — a3 [25, vPULULdT
— [25 uPULUzrdT — ag o, (uPV)pUzedz = 0

%%f (v2 + v2)dz + a1 [, VezUzzedT — a3 [Z3 uPULVLzdT

— 2 vPuvedz + ag [P0 (uvP)gugedz = 0.

“

Somando as duas equagoes acima, temos:

=]

1d [, ,
2d f_ m(uz + vg + uix—f— vix)dx + ay /: w(umvmt—}—uxﬁvm)dm

o0 o0
= a3 / (VPuptzr + uPUL ULz )dT + / (uPuzUzr + VPULV )T
oo —oc

o0
-+ a4/ (puP Mugvitigy + uPVUL ULy + Uz VP ULz + puv? tugug, )da.
-0

Como az=a4, por hipdtese, vem que:

2 5 / (ug 2 g vg -+ uiz + Ugm + 201Uz Vzs )dT
o0
o= / (WPuztzy + VPVULVzz)dT
—00

(o =]
- a4/ (puP Mgt py + uPVL UL,
—0Q

e
+  upvPug, + puvP T ugups + VPV, + v ULV, )de

Usando a desigualdade de Holder e a imersao H™(R) — L* (R) para m>1, vem:

L[R2k ok 2anv)ds < ullfeliual collusel
4 ol lvalzelvsel zs + aalplul= gl ool el
+ el loalzeltuzalze + sl ol Eellozsl 2z
+ pllullz o2 el g2 loeal2 + ol Eoe ol a2

+

0P|l zos [l |l L2 |vzz ] 22]-
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5 df,/ (‘u - ’b - ?fm - v + 201Uz Vzr)dT
< Cil(lluallfn + loallfp) (luell c2lluzell 2 + vzl 22| vzz ]l £2)
+ Nulfnllvellzelluzellzz + ol lluell 22l vzell 2

+ Jullfe ol o lluzll c2lluzzll 2 + ol Z lull o llvzll 2l vz | 22]-

De (3.25) e da desigualdade de Young, obtemos:

d [®, 4
a[ﬂ)(?& + v +'u +1,u+2a1‘nmbu)dx

< CllvallZe + luzsllZz + lluzliZe + lvaslze (3.26)

onde C = C(||Uoll;p)-
Integrando (3.26) de 0 a t:

00 o0
2
3 f_w ( w2+v2+ud +42)dz < /_w(ug,, + Vi, + Ul + Vi + 261U02V0z2 )T
oo t poo 2 2 2
- 204 /;m(unvu)dx +C /0 j;m('u.z +v2 +ul + v )dzds. (3.27)

Observando que - 2a 1Uzz vzz < a1(uZ, + v2,). Entdo de (3.27), para [a;| <1, vem:
2 .2 2 2 o P B 2

(uy+v;+ (1 —ay)uz, + (1 —a)vi,)dz < Cy+ C'fo f (us + vz + us, + vi)dzds.
—_—00 —00

Como a; < 1, entao existem constantes positivas Cs e Cs tais que:

f (ui + ”g i uiz s vzx)dz S0+ 03/ / u + v + un b Vg )dzds.

-0

Usando a desigualdade de Gronwall em (3.28) implica que:

o0
/ (u2 +v2 +ul, +v2)de < Cpe™T < C2e®T; Vit ;0<t<T.

-0

(3.28)

Logo, temos que (u,v) € C(0,T;H3(R)) x C(0,T;H*(R)) por (3.25) e (3.28).
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Pelo processo de inducdo podemos concluir que (u,v) € C(0,T;H™(R)) x C(0,T;H™(R))
para m>2. Como U;=(u;v;) existe e satisfaz (3.1) entdo pelo lema 3.2, podemos concluir
que (u,v) € C(0,T;H™(R)) x C(0,T;H™(R)).

A unicidade de solucdo é obtida utilizando a desigualdade de Cronwall.

Teorema 3.3 (Dependéncia continua dos dados iniciais). Sejam Uj,

Up e H™"(R), m>2, me Z, 0< a1< 1; ap, ag, aq Teais, comaz=ay €, (u,v) € C* (0,T;H"(R))
x C1(0,T;H*(R)); (u™,v") € C* (0,T;H*(R)) x C(0,T:H™(R)) solucoes de (3.1) e de

U = Upg — 01V + aoup + a3(v")Pur + (u")Pug + as((u")Pur)z =
O — 0 — aguly + agv? + as(u")Pul + (V)PUR + g (un(P), =0 (3.29)
u™(z,0) = u"(z);v§(z,0) = vj(z)
respectivamente, com n € Z, n>0.
Se Ug — Uy em H(R) para T>0 fizado, entao (u™, v") — (u,v) em C(0,T:H™(R)) x
C(0,T;H™(R)) quando n — oo.
Demonstracdo : Seja W= U" - U. Por (3.2) e (3.29) temos que W satisfaz o seguinte

problema de valor inicial:
AW; + BW, + F(U"), — F(U), = 0; W (z,0) = U(0) — Us(z). (3.30)
Ainda W satisfaz a equagao integral:
W(z,t) = W(z,0) — /Ot A™Y(BW, + F(U™), — F(U).)ds.
Logo
W (2, 2)lem < W (2, O)len + [ IA™H(BW, + FU™)a = F(U)2)ends.
Pelos lemas 3.1 e 3.2, e pelo teorema 3.1, vem:
W (2Dl < W 2, O)llen +C [ 1W (2, 5)lsemds.
Por Gronwall temos:

IW (z,t)[lsgm < [|W (2, 0)[|2me", t € [0, T]
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Por Gronwall temos:

W (2, 8)llem < |W (2, 0)[l2eme, t € [0, T)

U™ = Ullsem < [|UG — Uolleme®.

Como Uj — Ug em H™ temos U" — U em C(0,T;H™(R)) x C(0,T;H™(R)).

3.4 Comportamento assintético

Nesta secdo estudaremos o comportamento da solugdo do problema (1.1). Seguiremos o
método da "fase estaciondria”. Usaremos vérias idéias de J. Albert [2]; [3]. O primeiro
passo € obter uma taxa de decaimento para a solucdo do problema linear associado ao

problema (1.1), isto é,

Ut — Ugpgt — A Vgzt + Q2Ug = 0
Vg — VUget — A lUzze + a2V = 0 x € R, t>0 (3.31)
u(z,0) = up(z) ; v(z,0) = vo(z)
O resultado que obtemos coincide com a taxa 6tima de decaimento obtida por J. Albert
(2], [3] para a equagéo generalizada de Benjamin-Bona-Mahony.
O lema a seguir é um resultado classico de Van der Corput cuja demostracao encontra-se
em [2].
Lema 3.3 (Van der Corput). Seja p ¢ C* (R) uma fungao concova ou convera no

intervalo [a, b] com —oco <a<b< +o00. Entao:

1) | £ " i) gs| < 2{ming, 40 (s)|} "se p'(s) 0 em [a,b]

b " =4 "
2) | [ e#ds| < d{mineyle’(5)[} 7 se o (s) £0 em [a.D]

c.q.d.

com 1 =v/—1.
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Usando a transformada de Fourier na variavel z em (3.31), obtemos sua forma integral
da solugao

: [/ " gt i Whajy(y)dy + [ °'° e Whio (y)dy
2V 2w J-o0 g

o .. & o o
- f e“”“"”“(”)f;“g(y)dy-l- eu‘-'f"‘"*?(-")ﬁ‘o(y)dy] (3.32)
—00

—o0

u(z,t) =

v(:r, t) = i3!{+ifz\1(y)1fo(y)dy+j 8izy+ﬂ’\2(y)ifg(y)dy
—00

1 o0
Wom L.
+ f_ _ e W(y)dy + f_ _ e (y)dy) (3.33)

azy(1 +y*) — ayaqy®
(1+y?) — aly?

agy(1l +y?) + aray®

onde A =
1(¥) (1+9?) —afy?

e d2(y) =

As fungoes A; e \g satisfazem as seguintes propriedades:
1) A1, A2 sdo fungdes de classe C®°(R), V y e O0<ai<1;
2) A1, Ao possuem no méximo 9 pontos de inflexdo ndo degenerados;
3) Existem constantes positivas, C; e Cs, tais que:

M @) = Cily|™ e [\y(y)| = Caly|™ para [y| grande.

De fato:
1) Como Aj, Ap sdo fungdes racionais temos Aj, Ao € C®(R), Vy e O<a;<1.
2) Derivando A; em relagdo a varidvel y:

as + (Hag + 3a1a2)y2 + (Tag + 6ajas — a%a:;)y‘4 + (3as + 3ajas — 3afa2 - Sa?ag)ys
(14292 + (1 — a})y?)? '

M{y) =

“ " s A .
Derivando novamente em y, obtemos para o numerador de A; um polinémio de grau 9,
portanto existem no méximo 9 pontos de inflexdo ndo degeneredos.
Analogamente, prova-se para As.

3) De (2) temos:
9
Aily) = (Z A,:yi) /(1 +3%)? — a2y")® onde A; é o coeficiente de y'.
=0
A, € R, i=0,...,9.
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Ainda
[(1+9%)°% - afy“]s <[1+(1+ y2)2’]3 < (1+ y2)6, pois |a; < 1.

Portanto para |y| suficientemente grande:

)E?:o Aiyi| |A9§'g‘
(1 +y2)%—afy?)? = (1+a1)8(1 +92)8

I\j ()] = l
9 g ;
Como y™ < (14+9°)% e | Aw'| > |Aoy’|, temos:
i=0
|A;(y)| = C1|y|™, |y| suficientemente grande e j=1,2.

O que mostra a 3% propriedade de A1 e As.

Lema 3.4.Sejam A\ e Ay como definidas acima e 0<ay<1. Sejan, n1 >0, entdo, para

T e 1o suficientemente grandes temos:

a) sup
—co<a<oo

/n et (y)+ay) dy| < C[t“” 4 ¢=1/2 4 ru‘.’r?/zl

-y

b) sup

—oo<a<oo

re: .
/ 63t(A2{y)+ay)dy| < C[t‘"m I t{m—l)fﬂ 4 t"‘lﬂ.rg/z]
—ro

onde C € uma constante positiva (independente de 1, 15 e o).
Demonstragao :
(a) Sejam yi, y2,...,yg 0s pontos de inflexdao de A;.
Seja r; >0 um nimero suficientemente grande tal que y; € (-r;,11), ¥je{l, 2.....9}.

Seja £ >0 suficientemente pequeno tal que (y; - €, (y; + €) € (-11, 1), Vie{l, 2,...,9}.

Comnsidere o conjunto

Be={ye®/lyl<m,ly-yl=eji=12..,9}
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Calculemos a integral

S ff‘l itha@+av) gy — /’ ) gy
1 lyl<ri,lly—y;=>e
4 f e‘ftfl\l (!f)+ay)dy (334)
lyl<ri,ly—y;<el
onde a = % Isto é:
0 E— II -+ Iz.

Vamos estimar as integrais I; e I separadamente.

Seja p1(y) = Mi(y) + ay.

Entdo, p;(y) = A1(y) + @ e p; (¥) = A (y) com y; é um ponto de inflexdo néo degenerado
de Ay, tem-se

p1(y1) = 0 e py (y;) # O para j=1,2,....9.

Assim, se p; (y;)>0 temos p;(y) é um ponto de minimo local em y;, caso p; (v;)<0
entdo p;(y) é um ponto de méximo local em y;.

Portanto, p; (y) = A1(y)<0 (py(y) = A{(y)>0) para y>y; e p;(y) = A1(¥)>0 (o1 (y) =
A1 (¥)<0) caso y<y;, ¥V j=1, 2,....9. Ou seja, p;(y) é concava ou convexa numa pequena
vizinhanca de y;.

Como p; (y) #0, ¥ y € B, podemos estimar I, usando o lema de Van der Corput. Assim:

L] = / ity
]yI<r’-iy-—y3'12=

< 4{t ming, |py(y)[} 2

ou
|| < 447Y2{ ming, |py(y)[} 7% (3.35)
Pela 32 propriedade de A;, resulta que:

minyeBJP:(y)l = minyEBcl)‘:(y)l = min {|p;(—71)|

Sy (1)l o1 (y; £ €)1} < Clyl para j=1, 2, ....9.
Mas |y| < |r1| para y € B, dai:

minyeg, |p; (y)| > Cri® para r; suficientemente grande. (3.36)
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De (3.35) e (3.36) resulta que
[I] = l/B e gyl < Ct~/%3? onde C=C(e, y;) e t grande.

Para estimar Iz em (3.34) vamos dividi-l4 do seguinte modo:

Iy = eit()\:{y)-!-cm)dy :f +/
ly—y;l,<elyl<ry ly—y;l<t—,|yl<r t=ly—y;l<e, lyl<ry

ou

Io =I5+ 14

onde 1 é um numero a ser determinado.

Seja y - y; = s em I3, entdo:

|73| =

/ eit(Al(y)-l-Q‘y)dy
|s|<t—n

t=7
— 2] }eﬁpl(5+yj)]ds_
0

& / |eitp1(3+y_-;) |ds
= Jls|<t-n

Resulta que

| I3| = < 2t7".t grande.

f et (y)+ay) dy
[sl<t—n

Para avaliar I4 em (3.39) usaremos o lema de Van der Corput.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Observemos que p; (y;)=0 e p; (y;)#0, pelas hipéteses feitas, portanto y, é um ponto

, = P 3
de minimo local ou méximo local para p;.

Como t™"<|y - y;|<ec tem-se que para cada y, y pertencente a um dos conjuntos

t77+y; <y<y;+€ ou y;-& <y<y;-t™" portanto p;(y)=X](y)>0 ou p;(y)=A;(y)<0 e p

é uma funcao coéncava ou convexa nestes conjuntos, pelo lema de Van der Corput podemos

concluir que:

[I4] < 44t - minmqy_y,-;a!,o; (y)”'#l'lz-

(3.40)

Na vizinhanca de cada y;, j=1,...,9, a funcdo p; (y;) tem um desenvolvimento de Taylor

da forma
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p1(y) = 1 (¥;)(y — y;) + R(y)

onde
4(0. N
R(y) = P1(0)(y — y;5) com y; < 6 <y e lim,,, R(y) -
2 y—yj
Assim:
(4)
" G P 9 " 1
1930 = 167 (65) + 22— yly — sl = U (55) — 530y — wslly — 3,

pois |y — y;| < 1 lor ()] = 11 (y5) = éally — ;.
Tome §, = -;-pg‘”(ej-) com &, >0, pequeno.
Fazendo

0 < 6; < minjcj<g Ip'l"(yj)[, entdo existe uma constante positiva C tal que

|p'{(y)| > Cly — y;| para todo y suficientemente préximo de y;. Portanto:
MiNg-ncly—yi<e |01 (¥)] = Cly — yj| > Ct™" para 1<j<9. (3.41)
De (3.40) e (3.41) resulta que

/ ez'tm{y)dy
t<|y—y;|<e

Logo, por (3.37), (3.39) e (3.42) obtemos

|Is| = S 4lE- O 0L 0T (3.42)

1] =

Z2 -1
f etf{A1(9)+ay)dy| o C T 4 Ct"lﬂr?ﬂ, onde C>0.

-~
O que prova (a), analogamente podemos provar (b).
Teorema 3.4.5¢eja (u,,v9) € H(R) N L'(R) x HY(R) N L}(R), a1, ax nimeros reais com

ap >0 e 0<ay <1. Entao a solugao do problema linear (3.31) satisfaz a estimativa:

1) [ul#)llze < (luollzs + lvollzs + lluollms + llvoll a) (1 +12) 7

2) flw(,t)llzee < (luollzr + llvollzr + lluoll s + llvollze) (1 +2)~/3

35



para t suficientemente grande e C uma constante positiva independente de ze 1.

Demonstragao: De (3.32) e (3.33) tem-se:

u(e,t) = [ ey + [ Oy (y)dy

‘f e'=“1<y>+°v)efo(y)dy+/ e 021y (y)dy] (3.43)
—00 —00
e
vfet) = etuW)+ay)po () d -I—f #aWen) iy (y)d
(@,1) 2\,-[/ o(u)dy o(v)dy
b [ ettamagyy)ay 4 [~ gtoirensyy)y (3.44)

onde a = %.
Provaremos a estimativa (1).
Seja r; >0 e r; >0 que serdo determinados posteriormente, podemos dividir (3.43) em

2 partes e obtém-se:

1 .
) < it(A(¥)+ay),; (0)d / eitdr)+ay) a0y
lu(z,t)] < o I s ® tig(y)dy| + | tig(y)dy|

+ [ ety + | [ e
ly|<r2 ly|>r2

# [ rgy)ay| 4| [ RO (y)dy|
[y|<m lyl>m

4 |f eit(a\z(y)+ay)1;0(y)dy| + | eitRe(y)+ay) o(y)dyl] (3.45)
y|<r2 [y|>72

ou

1
|U(I:t)| < '_H(Il + 12 -+ IS + LI -+ I5 + I6 + I +Ig).

2/ 2w

Vamos estimar a integral I, em (3.45)

tt()u () +ay) PP i J
2\/2?? t,rl>r1 ( )l L 2\/_ l.\‘f}‘l"ll 0(3})? Y
(1+ 1+ |y|) " dy.
sz [ faolu)l- (1+ o)+ o)y
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Pela desigualdade de Holder, segue que:

I <

5= WP+ D) ([ (14 ) )

Como

(I+y)P<ci+y)e

..} +oc - 2 5
[ G+l =2 [ "1+l tdy = (1 +r)7
ll=r m 7

Obtemos que

I < C(1 +711) gl - (3.46)
De modo anélogo, tem-se:

I4 < C(L+72)""||ug| s (3.47)

Is < C(1+71)""?||wg]| ga (3.48)

Is < C(1 + r2)"|jwo|| rs. (3.49)

Vamos estimar I;.

Seja

g “(azg(l—i-yz)i-aaaggg)
hy = ettfh — (1+y*)2—aty )

O integrando de I, pode ser reescrito como e*™ - hy(y, t)itg(y).

Seja B(y,t) = xarh1(y,t), onde x s é a funcio caracteristica do conjunto M={|y| < r},

entao:

h= == [ ety 0olu)dyl = —=I [ (8(a,t) io(u))dsl.
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Pela desigualdade de Young e pelas propriedades de convolugdo, tem-se

| -
B = 138 + uel0)] € Lsup|Bz, D) ¥ uol0)),
2 2 zeR

isto é,
L < (1BCo )l zeelluoll 22 (3.50)
Também
5Ga, 0 = 1= [~ e8(u 0l = —=| [ OO (y)ay
onde a = %.

Usando o lema 3.2. temos:

Bt == _sup | [ e0Ngy) <o+ 47 )
=00 a<co 1
pois
Ty . .
/ “(A‘y"'“")xM(y)dﬂ‘( = | ) st{hx(y)-rarydm_
V V =Ty

De (3.50) e do resultado acima, temos:
LS CU™+17T 4+ 17211 fuol . (351)

Da mesma forma obtemos:

I <CH+ 7 + t7 V232 |uoll 2 (3.52)
Is < Ot~ + t 75 + 72 32) |||l 1a (3.53)
L <CHET+T + 7233 ||vo|| 2 (3.54)
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Por (3.45), (3.46), (3.47), (3.49), (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54) podemos concluir que

lu(z,t)] < CE+£7 + 723 (lluolls + llvoll 1)

+ CET+ T + 720 (luollpr + llvollz2)

+ C(L+71) " 2(||uoll s + llvollara) + C(1 4 72)"2(|[aol| g« + |[wol| ar2)-

Tomando r; =t/1% e = 1, vem

CHE™ + 1" +1+7Y23%)) < C+Y/3 ¢ 6 vilido para t>T;.

Ainda se r;=t'/10 e =1, tem-se

C(t+t"T +17/%3%) < C#/° e ¢ vilido para t>Ty.

Seja To=max{T;,T>}. Entdo

lu(B)ll= = sup essfu(z,t)] < C(luollzs + lvollzs + oiollar
—o0<TIO0
+ |lvollms)t™ para todo t> To. (3.55)
Usando (3.43) podemos provar que:
lu B)llzee < Cllluollzs + lvollzs + Nuollis + llvollz) para todo t> To.  (3.56)
De (3.55) e (3.56), temos:
(-, t)l|zee < C(lluollze + llvallzr + ol + llwoll o)1 +#)F
Vt>0. (3.57)

O que conclui a estimativa (1) do teorema 3.4.

De modo andlogo podemos provar a estimativa (2).

Os préximos lemas sao de grande importancia para a obtencado da taxa de decaimento

do sistema nao-linear (3.1).

39



Lema 3.5 (W. Strauss). Seja m(t) uma fungao real continua, nao negativa e tal que,

ezistem constantes positivas o, a1 e 31 de modo que:
m(t) < ag+ a1 - mP(t)
para algum t no intervalo contendo t=0, com B3y > 0.

Se m(O) < age aoagﬁl-l)“'l < (1 . 61_1)‘6;,(;31,_1)—-1

entdo, no mesmo intervalo, m(t) € limitada e m(t) < ag(1 — B77).

Demonstragao : Ver [24]
Lema 3.6. Sejam ag, a3, B1 20 satisfazendo ag + o1 - By 21, ag > By ou a7 > By se
0:1:1, a1= B se ag=1.

Entao

4
sup (1+ )21+t —5)"%(1 +5)"*ds < +o0.
0<t<+o0J0

Demonstragao : Ver[24]
A seguir vamos obter a taxa de decaimento do problema nao-linear (3.1).

Teorema 3.5:Seja (ug,v0) € HOR) N WH(R) x HPR) N WY(R) e p inteiro, p > 4,
a1, as, as, ag, numeros reais com az > 0, 0 < a3 < 1 € ag=a4. Seja (u,v) o par de solugies
globais do problema (3.1) entao:

D) lu(, )l < CQA+2)7H3

2) lv(-,t)llzee < C(1 +t)"Y3 V t suficientemente grande,
desde que ||uollL, + lluglle, + llvollzy + llvollzy + lluollas + llvoll s seja suficientemente
pequeno, onde C € uma constante positiva independente de x e .

Demonstragao: Sejam u = u(z,t) e v = v(z,t) solucdes globais de (3.1), dados por:
u(z,t) = ——{
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EN f e et ()+ay) o o(y)dy + / eitA2(w)+ay) o (y)dy
—oc

= ] eitr@+an) g () gy o / “uﬂy)ﬁy)?f()(y)dy

2
- a1y 3
" // =(ts)(A1(y)+av}[(1+y) po 1(y; 5) (1+y2)2_aly
, 1+y° 5 aw’ Fz(y s)]
4+ / /‘ ez{:—s}(Az(y)+w)[(1 +y2)2 = a%y4F1(y.-3) (1+y )
1+ y 4
_ -/‘f i(t—s)(Ar( y)-i-ayJ{(l_(_yjly 2 4F2(y, ) (1+yg)2 2 4F2(y’ )]
# _/ f laﬂ)wz(mﬂ?ﬂ[(1 +y2£)121’y ? 4F2(y,3)
(3.58)
" “)fy sz (v, 9)ldyds)
(1+ '9'
e
(z,t) —
vz, t) = —=
3 24/ 27
s +oo ;t(z\z(y)+0y),” ( )dy
_ / ezt(Al(y)+°y)150(y )dy +[ ‘olY
+ _/ eitharan) g () dy + / e g, () dy
2
a1y
1+ y? Fy(y,s)]
o i(t=9) (M (y)+ay) Fi(y,s) - 2)2 _ g2,
_ /] [(1+y) 2y (1+y?)? -
) 1+y? 2 a1y’ Fz(:lh s)]
oy )~
e —a1y? - 1+y? Fa(y, s)]
" /* f°° eiu_.s)m{y)+ay)[(1+y 22— o2yt 208 T i a2
aly 2
" f / £ilt=5)2(z J}+“y)[(1+y2)2 ~ %y4Fz(y,3)
" (3.59)
. 1+ Fy(y, s)|dyds}
B (1 +y2)2 2 4
onde

Fi(z,t) = agvPvy + vPug + aq(uPv),
%

Fo(z,t) = aguPu, + vPvz + ag(uv®),.
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Tem-se do lema 3.2, da secd@o 3 que:

1+ 42
(1+92) — af

v Fi(y, s) = kn1 * Fi(z, 5);

0559 — adys 2w 8) = Fiz x Fa(3, 8);

1 + yz in —
(1+y?) — a2y? Fa(y,s) = ka2 % Fa(z,s) e

—ayy®
(1+y%) —ady

4}7"‘1(‘1;, s) = ngFl(:c, s).

Claramente F;(-, t) € L*(R), pois usando a imersdo de H}(R)—L>®(R), tem-se:

oo (=]
/ |F1(a:,t)|2d:r < C/ (]vpv,;|2 B |1:.”uz|2 + |u.p'1'u.xv|2 + ]'u.pvz|2)dx
oo -0
2 2
< (el llveliZa + Nl llusllF2

Nl 222wzl 32 llo 3o + llulZ llvsl|32)-

b

Portanto

o0
/ |Fy(z, £)|2dz < +oo.
o0

Analogamente mostra-se que Fa(-, 1) € L3(R).

Definimos para cada t>0 a funcdo m dada por:

m(t) = Oiggt{(llu(S)Ile+|qu(8)llzw+Ilv(S)IILwIva(S)IILm)(l+t)”3

+ Nus)llas + llo(s)ll e}
Mostremos que m é limitada, isto é, existe uma constante C, positiva, tal que

m(t) < (luollzs + llvollzt + llugllzr + llvollze + lluoll s + lvoll s) + CmP(2).  (3.60)
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De fato

Pelo teorema 3.4 em (3.58) segue que

| (e, f)| < C(luollzs + luollzs + lloll e + llvollga) (1 + 1)

¥ C/ [Z lksj x Fjlla] + Z lksj * Fillaa)(1 + £ — 8)Y3ds.

i5=1 i,j=1
Tem-se:
k11 * Fillr < |lknllzallasvPvs + uPug + agpu? uzv + aquPog| .

Usando a imersido de Sobolev de H*(R)—L>(R), temos

b * Fillp < llkulle (el vl vl z2llvall 2 + el ]l 2]l wsll 22

+ laalpllel= lluzll2llvll 22 + laalllul = |ull 22 ]|vz| 2]

como
ollzzllvzllze < llvllZz + llvaliZe < vl < llolf e
luzllzz < ||ullgr < ||ullgs, podemos concluir que:
ki = Fillp < [[kullca(lesllvlZ= ol + Hullf=llullF
+ aapllullf= lullmalloll as + laalllwle lull msllvll ).
Analogamente:

k12

*

Fallzs < llkaallze lasl el 2= Tl + ol llwl Fs

+ aspl|vlige o)l gallull s + laalllo ) 1ol sl ).

lkor * Fillza < llkallallaslllvliZ= ol e + lullg= llel Zs

+ agpllullT< 1wl mslloll e + laalllulE ol maflo] ).
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—1 2 —1 2
ko2 *  Follzr < llko2llze [loslllullTes lullzs + llvllZe [lvllE

= =
+ agpllvllf= vl mellullas + laalllvlz= 1ol zellel a4].

Por outro lado

o0 —_—
eus * Fillh = [ 1+ 9?) ks Fyffdy ou
—00

k F 2 = / 1 274 (
k11 * Fi[| 3 —oc( +v°) [(1+y2)2 - O_%yé}

(1+y%)°
< sup /
ver [(1+y2)? — afy?]?

glﬁl(y)lz

T (1+ 9?3 Fa(y)Pdy.

-0

Como |a;| < 1

(1+y%)?3
[(T+9%)?—afyi]? ~ 1492

<1l Ve®R
Logo
[1k11 * F1l| s < || 1|l g3

De maneira analoga, obtemos

|12 * Fallgrs < || Follgs; [[k21 * Fillgs < |Fallgs e

k22 * Fallgs < || F2ll g3

ou seja
kij * Fillgs < ||Fjllas parai, j = 1,2.
Usando a defini¢do de Fy, obtemos
IPillas < lasll|oPvzl| gs + lluPuz] s

+ laalpllu? o0l s + laglluPvell .

14
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Usando a imersao de H™(R)—L*(R), m>1 obtemos para cada termo de (3.67)

loPvzll s = [IlvPvzlZe + [1(vPva)all T2 + | (WPvz)zalZz + 11(vPv0) oz 22].

Dai
loPvalize = Cllvliz=llvllzelivallzz + ol llvaliZz + ol vl z2llvasl 2
+ olE2 sl llvallZz + ol llval 2 llvzz 22
+ |loliG= vl 2llvazall 22 + 1ol vzl Fe lvalZ2

+ ol lvall o 1ozl z2llvzz ] 22

+ |l llveslliz + vl vzl 2l vaze | 2]-
Da definicdo de m, temos:
ollzee < m(t)(1+ )72
vzl < m(t)(L+35)713 e
lvllgs < m(t).
Logo
[wPvzll e < CmP ()1 + 5) 5.

De modo anéalogo

1—
ki * Fillze < |lkjll pomP (#)(1 + )5, para i,j=1,2

lkij * Fyllas < I1F;llme < CmPHi(#)(1 + 5)*F, para ij=12.
Substituindo (3.69) e (3.70) em (3.61), obtemos:
lu(t)lze < C(lluollzs + lvollzs + lluollas + llvoll ) (1 + ¢) /3

4 Cm’”’l(t)/ (141 — 5)"Y3(1 + 5)*Fds.
-0
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Agora, tomando no lema 3.6, ag = 8=

% , a1 = 222, segue que para p>4:

Wl

lu(-,)llee < [C(lluwollzr + llvollzr + llwoll s + llvoll #4)

+ CmPP ()1 +¢)73,

Portanto

1+ )"2luC, t)llze < Clluollzr + llvoll 2 + lluoll rs + llvoll z4)

+ CmPH(3). (3.73)

De maneira anéloga, por (3.67):

i 2
fu( llgs < C‘(IIUoIIm-!-IIvulIH-fHCfO(Z |kij * Fjl| ) ds.

i,j=1

Usando (3.70) na desigualdade acima:

Jut Ol < Cllwolle + leallze) +Cm#* ['(1+ 5)Fds.

Logo

luC O)llzs < Cllluollas + llvoll as) + CmPH. (3.74)

Agora, diferenciando a cada equagdo de (3.1) em relagio a z e tomando u, = u; e

Uy = V1, t€MOS
Uy — Ulggt — G1Viggt + QUL + (Fl)z =0
Vit — Ulzzt — Q1U1gst + QU1 + (F2):c =0 (375)
uy(z,0) = ugr(z) ; vi(z,0) = vou(z).

Usando a transformada de Fourier (no espago) podemos obter a forma integral da

solugéo de (3.75) como

wet) =

2V 2x
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¢ /+°0 eit(ll(y)+ay)ubl(y)dy n +0o0 eit()kz(y)+ay)ual (y)dy

—_00 -0

_ f‘l‘m ez‘t(h(y)-}'ay)val (y)dy + -/-+°° ez-t(Az(y)-}—ay)val (y)dy
= -0

o

—

i poo | —_—
+ [ et STE ), 4 ko % (Folaldyds
t poo —_—
= /; / eit=)Ca+an [ 3 (FY), + kyo % (F,).)dyds
—0o
t o0 - — —
= j‘; / e*(f—s)(f\1(y)+ay)[k21 * (F;)z + koo % (FQ),]dyds
+ [ [ O My SF ), + kg (Fo)uldyds)  (3.76)
—00
1

Ul(Ivt) = 2\/2_7r{

oo | +00 |
_ / 6’“’\1“‘)*"‘”’u'61(y)dy+f_w e t2Wrav) i (y)dy

—cC

L :° et rran) e (1 Ndy 4 /; :° Htaluran) e (34
. /ﬂt [Z = I [ S(F ), + kg + (Fo)aldyds
" /ot :; eit=elten) [k (P Y, + kyg % (F,)zldyds
+ fot /:: =W [k, SR ), + kg % (F,)gldyds

t poo - —
e fo /; . =02+ ko "y (F ), + koo % (Fy)zldyds} (3.77)

com a =

=I5

(F1)z = [asvPuz + vPuy + ag(uPv)z).
(F2)z = [asuPuz + vPuz + ag(uv?),),.
Afirmamos que (F;(-, t)); € L}(R), i=1,2 para cada t>0 e

[Fij * (Fj)zlle < Cll(Fj)ellgs,  1,j = 1,2, pois

e o 29 9
[ IR )lis < € [ (0700 + [Pvsl + [0 (02)F + [1Pusal?
oo —o0

+ [P 220 + |[uPusv)? + [P ugua | + [uPug|?)da.
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Usando a desigualdade de Holder e a imersio H'(R)—L>(R), m>2, temos

+oc
2p—-2 2 0 i Ip—
[ _ [(Fi(z,0)zdz < C[l|v]| B valltz + 0l ZlvaellFe + wllZ2 2 usll 72
2 L
+ el lluczle + (ulZ*luzllz2llvliZ2
2 2 2
+ [l e lluaelZ2 w32 + lliZ2 2 ual32 vl

el e |vazll22] < +o0.

_{-

Analogamente, (Fa(-, t)): € L3(R).

Pelo lema 3.2 da secdo 3.2 deste capitulo temos

kij = Fills < Cil|Fjllas < Cilll Fill 2l (F5)zll 22 + [1(F) el 2

+ “(Fj)zmnﬂ # H(Fj)mmz”L'-’]-

Logo existe uma constante positiva C, tal que:
ki * Fillus < CllFjlles 1 =1, 2.

Pelo teorema (3.4), (3.76) e usando a mesma sequéncia de idéias usadas anteriormente

com célculos similares, nés obtemos

luz(- )iz < Clugllzr + lvgllza + lluollas + llvollgs) (1 + )73

£ omP() [+ t- ) +) T ds. (3.78)

Pelo lema (3.6) com ag = :3,;, o = l'g'ﬂ, B = %, segue que para p >4

(L8~ /0‘(1 LML+ (t—5)) (1L +s) T ds < C(1+1)"Y3

Substituindo em (3.78)

luz(, D)l < [Cllluglizs + llvollzs + lluolls + llvollms)

+ CmPH(#)|(1+1)7V3, (3.79)
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Usando novamente o teorema 3.4, (3.59) e (3.77) prova-se de maneira analoga que

lo(- t)llze < [Cllluollzr + llvollzr + lluollzs + llvoll )

+ CmP@I1L+)7 (8t

lva(-,t)llze < [Clllugllzs + llvoll s + llwollzs + llvoll )

+ CmP(1)](1+ 1)1, (3.81)

lo(- )l s < Cllwollzs + llvoll ) + CmPHi(2). (3.82)

Usando (3.73), (3.74), (3.79), (3.80), (3.81), (3.82), e pela defini¢cdo de m, tem-se (3.60),
isto é, m é limitada.

Finalmente, verificando a hipdtese do lema (3.5), da defini¢do de m:
m(0) = ||uol| e + l|voll o + lluo1llzee + [lvon ||z + [l 2 + [lwoll ma
Pela imersao de H™(R)—L*(R), vem

m(0) < 3(lluollz2 + [luoll#4)

< 3(lluollzs + lluollzr + llvollza + llvglls + lluollas + llvollas)-

Portanto, se
a0 < 3([luollLr + llugllzr + llvollzr + llvollzr + lluoll s + llvollms), 1= C, 1= p+1le

p

s
CHi(p+1)5F

entdo todas as hipéteses do lema de Strauss ficam verificadas e portanto o resultado do

teorema segue.
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Capitulo 4

Comportamento assintético da solugao de um
sistema nao linear dissipativo do tipo

Benjamin-Bona-Mahony

4.1 Introducao

Consideremos o sistema néao-linear de equagoes da forma:

Up — Uggt — Q1Vzqt + A30PV2 + UPUL + ag(UPV)z — QUz, = 0 (41)

Vg — Vgt — Q@ Uzge + a3uPUux + VPV, + ag(uv?), — avg, =0
onde a;, a3, a4 sdo constantes reais, |a1] < 1, u = u(z,t), v = v(z,t) fungdes reais com
varidveis reais z e t, —oo < z < oo e t >0 e p é um inteiro maior ou igual a um.
O sistema (4.1) é um sistema acoplado, através de efeitos dispersivos e ndo-lineares de
duas equacoes de tipo Benjamin-Bona-Mahony, onde efeitos dissipativos sdo considerados.

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de Cauchy associado a (4.1). Provamos
a existéncia e unicidade da solucao global e dependéncia continua da solugao em relagao aos
dados iniciais. Na segunda parte, estudaremos o comportamento assintotico das solugoes

quando ¥ — 0.

50



4.2 Existéncia da solucao local

Consideremos o problema de Cauchy associado a (4.1). O problema pode ser escrito na

forma:

AU+ F(U)y+ DUz =0

(4.2)
U(z,0) = Us(z)
u
onde U = ) e A, D e F sao matrizes dadas por:
v
4 I-—- %25 —alg—; B -a 0
— 3 = e
—algg I- %g 0 —o
;p+1 pi+1
a3t + L= + aqufv
F(U) = L e ;
ag%ﬁ— = %I-T + aquv?
Consideremos o problema linear associado a (4.2):
AU+ DU, =0
(4.3)
U(z,0) = Up(z) ,t>0.

Vamos, em primeiro lugar, estudar certas propriedades do semigrupo associado a (4.3).
Seja A, o operador A,: D(A,) € X — X, A0=(-A‘1D%) onde X=H™(R), m>2 e
D(Aa) = {f € HX(R)talque(l — 2%)'%L € HA(R)}.

Com esta notagao tem-se de (4.3):

{ A A0 -

U(I,O) = U(](.’.C) , 120 .

Usando a transformada de Fourier obtemos que a solugdo de (4.4) é dada por:

U(y,t) = Up(y)e~ V"D
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onde

A7l (y) = 5

—a1y° 1432 -
(1+y2)2 #afy“ (1+y2)2—aiy?

Para a > 0, y€ R e Uy € H™(R), m>2, definimos:

1+y° —a1y°
TIadYe _—nBed  [Taed\2_ 2.4
A+y?)?—ajy® (14+y%)°—ea

Pl e 0

Eqa(t,y) = (Falt,-)Uo).

Com esta notacao , temos
Teorema 4.1.Seja o € (0, +o0). Entao:
i) Ea(t) C L(H™R), H™(R)), YVt >0 e satisfaz

| Ea(t)Uoll3em@y < Uollaem@y ¥V Uo € H™(R).

i) A aplicagao t € (0, +00 ) — Eqyy, € continua de RT — H™(R).

iii) A familia E,(t): H™(R) — H™(R), t>0 € um semigrupo de contragoes .

Demonstragao:

i) Seja Uy € H™(R), temos

En(tt y) = (Fa(ta ')ﬁﬂ)v'

onde
1 (a1+az)t 4 1 (o1—ag)t 1 (a1+a2)t _ 1 (on—a2)t
e—A~wDt _ | 2° gk g 3¢
le(al+°2}t — le(ﬂl"‘a?)t .].'.e{al“"a?)t - le{al*a?p
2 2 2 2
com
2 2 4
-y°(1+y*)a a1y’a
aq (25

T+ 22—t T 0+ - ayt

Temos entao:
p 1 = 2 (ea+as)t | (ca—aa)tys
|Ea()Volfn = 7 [ (L B)m(eo 4 e@r=eyig(y)
+ (elerten)t _ gler=anltyg,(y)|2dy
1 o =
Z/ (1 + Jy2)™|(elorted)t 4 elm=a2))i(y)

" (e(a;-m;»)t 4 e(°‘_°2}’)§0(y)[2dy
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HEa(t)Ugllgim < Slipsgp(e2(a1+az)t + 32(u1wm)t)f_m(1 4 ]y]2)m|§0(y)|2dy

=)
+ supsup(e2erealt 1 2enealty [ (1 4 |y ) ao(y) Pdy.

Portanto:
|Ea(&)Uol3m < (llfollm + [|Tollam) e (i) segue.

ii) Vamos analisar a continuidade em t=tq & direita e a esquerda. Para todo t>t( temos

de (4.9):

| Ea(t)Us — Ealto)Usl|m

1 -

< 7 [ (1+ ly|2)m|(e(m+az)t s e(al—czz)f) L (e(a1+az)to i e("l_““)t°)|ug(y)|2dy
1 o0

gl (etetek — ek (oletod gl ) Py
1 peo

# g el — elermenlty _ (elestentt _ glonanko) gy (y) gy

oo
b 7 [ gy (elestenkt 4 elovmant) _ (glastando 1 c(er-anioyigy) By

Eo(t)Uo — Ea(to)Uol2m

o0

< [ @ lPymielertent — errene)Rlag(y) Py
—00
o0

£ [ @ Pyl e - o) Rlig(y) Py
—00
00

[ (A Pyttt — elerrondo)Rlgy(y) Py
—00

T f (1 + [y (el o) — elor—e)lo)25o(y) | *dy
—00
ou

| Ea(t)Uo — Ealto)Us||2m
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< [T+ lyPyri(elestent i eles oot — 12ag(y) Pdy
[T A lgPymieee (el menio) — 1R () Pay
—o0

+ [ fPyri(eere R elertentomt — 1 2(5y(y) Pdy

+ [ P P () - 1PRla(y) Py (4.10)

(4.11)

Os termos
|efeataa)(to=t) _ 7| , 0 e |e®1e2)(fo~t) _ 1| _, 0 quando t — tF .

Logo tem-se:

(1 i |y|2)m|e(aziaz)t|2|e(a1ia2](to—t) _ 1|2lﬁo(y)|2 — 0 quando t — ta.

(1 & |y!2)m|e{a1£az)t|2|e(01:|:a2}(fo—t} _ 1]2]60(y)|2 — 0 quando t — t0+ .
Ainda

le(m:taz):l 21

Portanto cada um dos integrandos de (4.11) fica majorado por:

(1 + |yl?)ymjeleenltPlelazanltom —12)g4(y)* < 2(1 + |yI*)™liio(y) |

(1 + [|y]P)mlelorten)t|gloaten)lto=t) _ 1)2150(4)|% < 2(1 + |y>)™|Bo(y)]?

e estas funcgoes sdo integrdveis. Logo do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

temos que cada uma das integrais de (4.11) tende a zero quando t—tg.
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Assim,
”Ea(t)U(] — Ea(tO)U{j“'Hm — 0 quando t — tg.

Analogamente prova-se a continuidade & esquerda.
iii) Visto que |e(®*°2)}| <1,V t € [0, +00), y € R temos de (4.7) que E,(t) é uma

contragao em H™(R), V a >0 e t>0.

Ainda de (4.8) segue que:
a) Eqo(0) =1 pois E4(0)Us(z) = (e~47 V" POV = Up(a)
b) E.(t+ s) = E4(t) - Eo(s) , pois:
Eo(t)Uy = (Falt,-)Uo)V = Falt,-)V * Us. Logo:

E,(t) - Ea(s)Ug = Falt,")V * Eo(s)Uo
= Falt,")" * (Fals,")¥ * Uo)
= (Fa(ta ')vFa(Ss ))V * Up

Folt+s,)V xUp

(Fa(t +s,-)Uo)Y = Eal(t + s)Us

¢) Além disso, E,(t) é fortemente continuo, pois por (ii) tem-se
|Ea(f)Uo — Ealte)Upllem — 0 quando t—0.
Tomando t4=0, vem
lime—o [[(Ea(t) — I)Uoll3em = 0.

De a), b) e ¢) concluimos que E,(t) € um semigrupo de contragdes.
Coroldrio 4.1: Seja Uy € H™(R) C D(A,), m=>2. Entao
U(z,t)=Eq(t)Uo(z) € C ([ 0, +o0 [, H™(R)) N C* ([0, +oo [, L2(R) x L*(R)) e € a tinica
solugao do problema de valor nicial (4.3).

Demonstragio : Segue do teorema de Hille-Yosida (ver Brézis [16]).
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Consideremos o problema nao-linear (4.2) e vamos provar que a existéncia e unicidade
de solugéo local em H™(R).

Seja U(z,t) a solucdo do problema linear (4.3) entdo, formalmente de (4.2), temos:
¢ 2]
Ulz,t) = Eq(t)Uo(z) — ]0 Ealt - 5)A7 5 F (U (s, ))ds. (4.12)
o

Vamos provar que a equagdo integral (4.12) possui uma tnica solugdo numa classe
conveniente de funcoes.
Teorema 4.2: Seja Uy € H™(R), m>2. Entao existe Ty e uma unica fungao
Ue C([0,Ty], H™(R)) solucao da equagao integral (4.12).

Demonstragao : Fixado R>0, definimos o conjunto nao-vazio

Xg(T) ={V € C([0,To], H™(R)) ; supppy IV (t) — Ealt)Uollum < R,
V(z,0) = Up(z)}

onde T>0 serd conviniente escolhido e que torna-se um espago métrico completo quando

munido da métrica induzida por
IVlixaey = suppa IV (#)ll5em-
Vamos definir para cada V € Xz(T) a funcédo

P : Xg(T) — C([0.T], H™(R)) como:

(PV)(z,t) = Ea(t)Uo(z) — fo "Bt - s)A‘l(f—xF(V(x, Ve (4.13)
vt e [0, T

Vamos mostrar que a fungio P estd bem definida. A seguir, mostraremos que
P: Xgr(T) — Xg(T) e P é uma contragdo (se T é escolhido suficientemente pequeno).

Seja

G(V(z,s)) = Eu(t — s)A'I%F(V(:r,s)) com V € Xg(T).
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Tem-se que G(V(x,s)) € H™(R) V € Xg(T). Com efeito:
De (4.7) tem-se para todo s € [0, t].

-1 @
IG(V(z,s))llrm < [|A 13—:51‘"(“/(:6,8))||71rm-
Pelos lemas (3.1) e (3.2) do capitulo 3, temos:

16 @Dl < IK » - F(V () len

< CIF(V(,8)llwm Vs € [0t]. (4.14)

Logo, para cada s € [0,t], temos que G (V(- , s)) € H™(R) se V € Xg(T), j4 que:

a
IF(V () Bm < ——=(lullZE2 + o] 22
p+1
1
+ m((”ﬂ”?ﬂ + |lo]| 243
aa((el B llof| o + Nlotl|22m + [[0]| 22,
pois H™(R), m>1 é uma algebra de Banach.

Portanto
F(V(-,s)) € H™(R).

Além disso, temos que se V € Xg(T) entdo G(v(- , s)) é continua em s com valores em
H™(R).
De fato, para § >0 tal que §+s € [0,t] e V € Xg(T), segue que:

IG(V(s+6)) — G(V(s))llwm = Balt — (s + 5))‘4_1%1’("(& s +96))

0
~ Balt— )47 5-F(V (2,5 + ) lnn

GV (s +8) = G (Dlren = IEalt ~ )Ea(6)A™ - F(V (2,5 +5)

N D))
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De (4.7) segue que
&
Oz
1 0
— 4 2P (z,s+)lnem.
oz

IG(V(s+6)) —G(V(s))llum < Ea(6)A™ -F(V(z,s +6))

O que resulta

iy

1G(V(s+8)) = G(V(s)llwm < |[(Eal8) —1)A (V(z, s+ 8))ll7em

s ]|A“1§;F(V(m, s+ 6))A_1;—xF(V(x))||Hm. (4.15)

Vamos mostrar que o lado direito de (4.15) tende a zero quando § — 0F. Pela pro-

priedades de semigrupo, temos

I(Ea(s) — I)A*%F(V(m,s +68))|lm — 0 quando § — 0*.

Pelo lema 3.2 do capitulo 3, obtemos
3}
|47 S [F(V (2,5 +6)) = F(V(z,8))]llwem < CF(V(2, 5 +8)) = F(V(3,9))llem. (4.16)

Vamos mostrar que o 22 membro de (4.16) tende a zero quando § — 0%,

a

3 1
(0P (s 4 6) = vP*(s)

IF(V(s+6) — F(V(s)lam < IIp

+

T 1("”1(6 +8) — uP*(s)) + ag(uP(s + 8)v(s + &) — uP(s)v(s))l|

= i : — P (s
llp T l(uﬁl(s +6) — uP(s)) + % 1(?»’”“(3 +6) — vP*(s))

+ ag(vP(s + 6)uls + 6) — vP(s)uls))|| -

-—

Com os mesmos argumentos feitos no teorema 3.1 do capitulo 3, temos
IF(V(s+6)) = F(V(s))llrm < CIIV (s +6) = V(s)lrem.
Como V € Xg(T) temos

IE(V (s +8)) = F(V(s))|lam — 0 quando § — 0*.
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Assim
lims_o+ [|G(V (s +6)) = G(v(s))ll2em = 0.

Ou seja, G(V(-, s)) é continua & direita. A continuidade a esquerda segue de forma

similar.

Tem-se que PV € C([0,T], H™(R)), pois:
(PV)(z,t) = Ealt)Vole) - | G ) @ asita,

(PV)(t) é continua como composta de fung¢oes continua.

Vamos mostrar que existe Ty > 0 tal que P : Xz(Tp) — X g(70) e que P é uma contragao.

Tem-se

I(PV)(a,8) ~ Ea(OUo(@llren = | [ Balt = )4 - F(V (2, 8)ds) .
De (4.7) e do lema 3.2 do capitulo 3 segue que:

t .8
I(PV)(@,1) = Ba()Us(@)loen < [ AT = F(V (z,5)ds)lpemds
< C [ IF(V(z,5))llnnds.
0

Mas

IF(V (2, $) I3 S22 + [01252) + ol Bm 0l (el 32 + N 35m2)

IA

)2

é%(nun%m 1ol + aBlul G ol B e + 10l )

Usando a desigualdade ab < % % a,b e R, a,b >0 tem-se:

a% +1
(p+1)?

G %(HUII}‘W ol 3 ) (el + [0l Zm )P~

(loellrm + ol )P+

IF(V(z,9)lFm <

Logo existe uma constante C>0 tal que:

IF(V (2, 5)l3em < C(IV (2, 5)ll5m) onde C=C(as, as, p). (4.17)
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Assim

t
IPV(t) = EaUallrn < C [ 1V(2,5)lends

< CsupggicrlV(z, 8)llnm - T
Mas
IVlixea) £ R+ | Ea(t)Uollzm < R + [|Uollrem-
Portanto
| PV (t) = Ea(t)Uoll» < CiT onde Ci = Ci(R||Us|l+m,p). (4.18)
Se Ve W € Xg(T) entao para t € [0,T] temos:
1PV ()~ PW Ollren < [ 1Ealt = )47 2= [F(V(2,5) ~ F(W (2, 8))lends.
De (4.7), do lema 3.2 do capitulo 3 e de (4.17) segue que:

IPV() = PW@lln < [ IV (z,5) = W (2, )llendis
C supgci<r V() = W(t)llpm - T

< V() = WO)llxaem - T

IA

Portanto
|PV(t) = PW(t)|lpm < C - T|V(t) = W ()| xp(r)- (4.19)

Tomando Ty < min (C}T]]U(J”Hm, &) temos de (4.18) e (4.18) que P:Xz(T)—Xgx(T) e P

é uma contragao.

Do principio da contragdo de Banach existe uma tnica funcdo U € Xg(Ty) ponto fixo

de P, isto é, solucdo da equagdo integral (4.12).

Vamos mostrar da contragio em C([0, To], H™(R)).

Lema 4.2: Sejam U e V € C([0, To], H™(R)) solugoes da equagao integral (4.12) com
U(z,0)=V(z,0)=Uy(z). Entao U=V, V t € [0,To].
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Demonstragao: Sejam U e V € C([0, To|, H(R)) solugdes da equacido integral (4.12)
entdo para t € [0, Tp] tem-se:

10(e,1) = V(2. llen < [ 1Ealt — )42

55 F (U(z,v)) = F(V(z,v))]llsnds.

Do lema 3.2 do capitulo 3, de (4.7) e (4.17) temos:
U (z,t) = V(z, t)[lsm < /0 (U (z, 5) — V(z, 5)|lmds. (4.20)

De (4.20) segue pela desigualdade de Gronwall que U=V e, portanto a unicidade de solucéio.
Mostremos a seguir a existéncia de solugao local para o problema de Cauchy (4.2).
Teorema 4.3: Seja Uy € H™(R). Entdo a fung¢ao U definida pelo teorema 4.2 e € o iinico

elemento de C([0, Ty, H™(R)) tal que
U, € C([0,To), L*(R)x L*(R) e U satisfaz o problema de valor inicial (4.2).
Demonstragao: Para mostrar a existéncia de solugéo local notemos que a parte (iii) do

teorema 4.1 implica:

0

EEEQ(fJ)UU(I) = —A,E,(t)Up(z) ; Vt € C 0, 0 ), (4.21)

pois E,(t) € um semigrupo de contragdes.

Vamos definir para 0 < ¢t < Tp.
t 7]
V() = /0 Ealt = s)A™ - F(U(z,5))ds (4.22)
xr

para ¢ >0 tal que t+& € [0,To] tem-se:

Vit+e) - V() _ 1 **SEQ(HEas)A—%p(wz,s))ds

& (=3

+ [(Bali+e = 5) = Balt = ) A7 - F(U (2, ))ds.

Usando as propriedades de semigrupo segue que

II

Vit+ze)—VI(t) E,(¢)

ft B — s)A“I%F(U(x, &))ds

Bl =l [ gyt - )a7 ZF(Ue s)ds. (423)
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Analisando o segundo membro de (4.23) temos pelo teorema 4.2, que o integrando do
12 termo é uma funcdo continua em s com valores em H™(R) portanto, pelo teorema do

valor médio para integrais, segue que:

E)

f“" f_s)A*l—F(U(z,s))ds_ a(€)Ea(t — )4 aa F(U(z,t%))

com t* [t, t+¢].
Logo,

Vit+e) —V(t)
£

= Eo(e)Eq(t - t‘)A‘l—q-F(U(-'Gs t*))

& / Bt - S)A_IHF(U(J: 5))ds (4.24)

para quase todo z.

Tomando em (4.24) o limite quando ¢ — 07 segue:

V(t+ s) -V

lim, v | w(€)Ealt — #)A7 2 F(U (=, 1)
Q(5) — I 18 3] . _
/ Ealt = 5)A™ - F (U (3, ))dsllen = 0.
Assim,
. V(t+e) - V(t Py
lim._o+ ( Ez_ ®) = A la—xF(U(:c,t))
t
= fl Eolt — s)A™'F(U(z, 5))ds
pois
lim,_o+ EB_(E)_“_{:AQ

=

-

portanto V é derivavel a direita (forte em t) e tem-se,

atv 1 0 ¢ 1
—— = AT —F(U(x,t)) — Aa/ Eo(t — s)A™ F(U(z, s))ds.
ot oz 0
De modo andlogo mostra-se que aatv_a Y e portanto V é derivavel forte em t.

Portanto, para 0 < t < Ty, temos

ov

5 = ATFUG9) - A /0 ‘Ea(t-s)A-la%F(U(x,s))ds (4.25)
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como por (4.12),
U(z,t) = Eo(t)Uo(z) — -/: E,(t - s)A"l'(;a—xF(U(x, s))ds
vem de (4.22) que:

U(z,t) = Ea(t)UO(x] - V(z,t)

de (4.21)
oU av
Ty —AaEa(t)Uo(z) — B
Logo
aUu

t 0
= ~AaEa(tUo(z) — A7 - F(U(2,1)) + Aa [ Ealt = )47 S F(U(z, )ds (4.26)

ou
U 9 t 9
— = —Ao[Eq(t AT ))ds] — | Ea(t—s)A™ = :
o5 = ~AalEa(t)Un(z) — A7 = F (U (2, 1))ds] - [ Ealt - $)A™ = F(U(z,))
logo
L I |
oy = ~AT'D-U — A7 =F(U(a,1)) (4.27)
assim

AU + F(U)z + DUz = 0
U(z,0) = Uy(x).

Portanto. a funcdo U definida pelo teorema 4.2 satisfaz o problema de valor inicial (4.2).
Além disso, (4.26) segue que & € C([0, To), L%(R) x L*(R)). De fato, pelo teorema
4.2, temos:

1 6

CU(z,1) = A7 5

F(U(z,t)) € C ([0, To], H™(R)). (4.28)
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Do corolério 2.1 temos,
AEo(t)Uo(z) € C (0; +00], H™(R) x H™(R)).

Da teoria de semigrupos segue que,

Se AP ZF(U(z,t)) € H™(R)) para t € [0, To}, entao

Aa /{: Eu(t — s)AFla—ai-F(U(x, s))ds = A—li—zF(U(x, t))

— Eu(0A7 - F(Uo(a))
De (4.7) e (4.28) temos
Aq fot E,(t — s)A“%F(U(x,s))ds € C ([0, To], H™(R) x H™(R)), m>2

logo segue a afirmacgao.
Unicidade: Consideremos V outra solugio do problema de valor inicial(4.2) com V(z,0)=Ug(z)

entdo V satisfaz a equacio integral (4.12) e do lema 4.2 segue que U=V.

64

UFRGS
"”‘" SISTEMA Dk BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATIGA



4.3 Existéncia de solucao global e dependéncia continua:

Teorema 4.4:Seja Uy € H™(R). Entao, para todo T>0 firado (porém arbritdrio), eziste
uma unica fungao U € C([0,T[,H™(R)) N C*([0,T|,H™(R)) que € solugao do problema de
valor inicial (4.2), com |a1| < 1 e az = a4 constantes reais.

Demonstragao: Multiplicando a 12 equagéo de (4.39) por u e a 22 equagdo por v, inte-

grando em R, obtemos para todo t € [0,Ty).

,

%% I (w? + u2)dz — ay [, wvzmdz + a3 [23, woPvede + ayg [22 (uPv) uds

+a [% uidz =0

) (4.29)
%% 2 (0 +v2)dz — a1 [, vuznds + a3 [, vuPv dz + ag [ (uvP) vde

+a [ vidz =0

somando as duas equagoes de (4.29) temos:

1d

{s 9] [+ ]
T f ( I ui — vg)dx - alf (WVzgt + VUget)dT
L J —oo s

o
o0

oo
+ a;;f (uvPvg + vuPv,)de + a4f [(uPv)zu + (uvP) vldz
—0o0 o0

< o
+ af (u2 + v2)dz =0
—co
com célculos andlogos aos do teorema 3.2 do capitulo 3, obtemos;

d1l o0 o0
—=[[  (1®+v®+u2 + 2 + 20100, )dz] + af (42 + v2)dzds = 0

Integando de 0 a t, segue que
oo t poo
/ (w? + v2+u2+ 02+ 201u50,)da + 20:/ / (u2 + v2)dzds
—0o0 0 J=oo
oo
= / (ug - vg + 'n.gz + ng + 2a41;vqz )dT. (4.30)
—00
Pelas desigualdades de Hoder e de ab 5-"—23+%, a,b € R, vem
o0 oo
/ (u? + v + 42 + 02 + 20qu,v,)dz < f (u? 4+ v? + w2 + v2 — |ay|ud — |a1]v?)dz (4.31)

—00 —00

de (4.30) e (4.31), vem:

o0 t poo
/ (u® + 0% + (1 — |ar])u2 + (1 = |ag|)v2)dz + Qafo / (u? + v2)dzds
—oo

—0Q

[ <G+ +Q+labud+ +laod)de.  (432)

—0o0
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Comoa >0

t roo
/0 f (w2 4 v2)deds > 0,
—00

e do fato que |a;| < 1, vem:
ST Y e e G . e
(=latl) [~ @2+ 0% + 02+ oDz < L+ o)) [ (0F+0f +ubo + o, )da,

portanto existe uma constante C-—-—ﬂIZ—lli, C>0, tal que:

o0 oo
f (u? +v? + w2 +v2)dz < f (ud + v3 + ud, + v3,)dz. (4.33)

—oC -0

De (4.33) segue que:
Ul < Tollr , V£ 20. (4.34)

Multiplicando a 12 equagdo de (4.39) por (—u..) e a 2¢ equagio por (—v,.) e integrando

em R, temos

[ 1d oo 00
55 (W2 +ul )dz + ay [2o, UrpVrnedT — a3 [220 vPULUL AT

— 22 uPugugzde — aq [O3 (uPV)pUzedz + o [T ul dz =0

{ (4.35)
éi 0 (W2 + 02 )dz + ay [, vestizndzr — a3 [°5, uPuLvLLdT

—aq [22,(uvP) pv22d + [ v2,dx =0

\

somando as duas equacoes de (4.35) e usando o fato que a3 = a4, obtemos

l d o0 o0
- — / ( 'u.?‘; + vﬁ + uz_z + vf,z + 261U gz Vpz)dT + & / (uix + v:‘:x)d:c
2dt J-oo —o0

o0 20
= / (WPUg sy + VULV )dT + ag / (VPurtss
—00

-0

+  wPugvgy + puP MUV, + UPV Uy + Ug VPV + PUVP T Upvg, ).
O que resulta

(& =]
thf (u + v +um+zu+2a1umvm)d:r </ (uPugtize + (VPUzv2e )dT

—0C

oo

1 -'1

+ ay / (vPv s + UPVLULy + PUPT UpVULg + UV gy
-0

1
+ w0 gy + puv? T v, )de.
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Usando a desigualdade de Hélder e a imersdo H™(R) — L*°(R), m>1, temos:

o0
s [ (el ud ok 4 20asvae)da < [0l ot
01 02l ozl + aallol e sl ozl 22
lrllfeelfiall o 10zall 2 + PlalE2 s 2ol etz 2

el Zoe lvell zos lluzz]l 22

+ o+ o+ +

i
vl ee |zl oo llvzzll L2 + plivlEee lull Lo loz |l 2|2zl 22]-
Com raciocinio andlogo aos do teorema 3.2 do capitulo 3, temos
d [® , & o ol 2 2
g f (uy + vi+us, +v, + 201U20050)dz < C(JJugl|2
A — 00
‘3 ”Uz‘”%i + “Um“%,z + HUHHEF)- (4.36)
Integrando (4.36) de 0 a t
o0 o0
/:m(ui + w24l + 02+ 201u0v0)dz < /_m(ugr +vd, +ul,,
¢ oo
+ U5, + 2a1%05eV0sz)dT + C /0 / (v + v2 +u?_ + 02 )dzds.
—oo
De onde
Wi 8 2 2 2
[_ @2+ (el + (- a)el)de <G
4 los] 9 9
- C/O /_m(% +v2 + 42, + 02, )dzds,
isto é
g 2, .2 2 >
_m(uaE + v+ ui, +vi)dz < Cs
F e g, = 2 2
+ 03/0 /_m(ur + v + Uy, + vy, )drds (4.37)
de (4.37) e da desigualdade de Gronwall, obtemos

oo
/ (u2 +v2+u2 + vzx)dz L Coe“t < 06T < 400 V02 < T.

—00
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Portanto
luzlZn + llvzllFn < 400 Vt;0<¢<T. (4.38)

Em consequéncia de (4.34) e (4.38) obtemos que (u,v) € C([0,T], H3(R)). Usndo o
processo de indugao podemos concluir que (u,v) € C([0,T], H™(R)) para m>2.

A unicidade segue usando a desigualdade de Gronwall.

Dependéncia Continua de dados:
Teorema 4.5: Sejam Ug, Uy € H™(R), m>2 e (u,v) € C([0,T], H™(R)) e
(w™,v") € C([0,T], H™(R)) solugoes de (4.1) e de

up — uly — avi, + ag(v")Pul 4+ (u")Puz + as((u”)Po™); — aul, =0 (4.30)
vp — Vi — G1Vgp + a3(u™)Pul + ()Pl + ag(u(v")P)r — avl, =0 '
respectivamente, com n € Z, n>0.
Se Ug — Ug em H™(R) e para T> 0 fizado, entao (u™,v")— (u,v) em C([0,T], H™(R))

quando n — + o0.

Demonstragao: A demonstracao segue andloga ao do teorema do 3.3 capitulo 3.

4.4 Comportamento assintético

Nesta secao estudamos o comportamento assintético da solucao do problema de cauchy

AU;+ DUy + F(U)z =0, z € R

(4.40)
U(z,0) = Us(z) ,t>0

onde A, D e F matrizes definidas em (4.2).

Para obter o comportamento assintético de (4.40) vamos, primeiramente, obter a taxa de
decaimento da solugao do prblema linear associado. Posteriormente, a partir do resultado
obtido, estudamos a taxa de decaimento do problema néao linear.

Os lemas a seguir s@o dteis para estudar o comportamento assintético que nos propomos.

Lema 4.3: Seja Uy € H(R), m >2. Consideremos U=(u,v) solugao de 4.40, entao:
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]‘) ”(u: U“'Hl < CU(“O: vﬂun’: Vit > 0.
2) Jo(luz()IF2 + llz(t)lI72)dt < +oo.
Demostracio: E consequeéncia direta de 3.32 e 3.34 do teorema 3.1 da secdo anterior.

Lema 4.4: Seja H € C'(R), H(t)>0 tal que
0o < dH
d |15t .
[B H(t)dt < +o0 e [~ |=rldt < +oo

Entao H(t) —0 quando t — +oo.

Demostragao: Dado £ > 0 entdo existe M; = M1(e) > 0 e Mo = Ms(g) > 0 tal que

% £ © dH VE
o = — by
fMl H(t)dt < 5 e /M;.l a4 <

Sejam t e # > M = maz{M;, M5} com t> f. Por integracio por partes obtemos
£ - dH % t
[ G Bt = [ B~ / H(s)ds.
i ds {

Assim
(t—t)H(t) < (t—1t) [; %ds—k[{tﬂ(s)ds.

Tomando ¢ tal que t-f = /&, temos

H(t) < f [%’;i]ds + % /;H(s)ds.

Ou seja

ocld

H(t) < [ dfids + %/}:H(s}ds

M

© dH 1 [
o< [ 154 —/H 8.
()'fmzldsis+\/E M e

Segue que H (t) < v/ o que prova o lema.

Lema 4.5: Seja Uy = (ug,v9) € H™R), m >2 e U = (u,v) a solugdo do problema
(4.40). Entao, se |a;| < 1 temos:

1) limegoo(llua( )22 + ool )l2) = 0
2) Timesao(lluz(-, )l + f[0a(-, )llz=) = 0
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Demostragdo: Multiplicando a 12 de (4.40) por u; e a 22 por v; e integrando em R
obtemos:

+00

2 2 +oo “+o0
luellze +  Nuzellzz — aa f_w VppttedT + a;;/l vPurudz + j:m uPru ud

o0

+00 d
+ o [P da + 5 el = 0

—0o0

o0

+00
lodfe + loalfe— o1 [ usmvids +as |

—oC —00

+o0
wPu,vidz + _/ vPu ude
-0

400 o d
+ aq4 /_m (uv?)vidz + ‘2"'&;“”:”%2 =0.

Somando as duas equagdes acima, obtemos:

ad
luellFa +  lvellZz + luzellZ2 + llval 2 + ga(lluzﬂfz + [lvell2)
+oo +oo
= 263 f UptUztdT — Q3 f (uPuzvy + vPuguy)dz
—00 -0

+oo +o0
— ] (vPuguy + vPo u)de — ay f (uPvguy + uzvPv)dx

-—00 -0

+00
= pa4/ (P ugvuy + uvP vy )dz.
—o0

Da desigualdade de Hélder e de ab < % + %, a,b € R, a,b > 0 e com raciocinio anilogo
ao teorema 3.2 do capitulo 3, segue que:

a d
Ea(”%”?z + [lvall2)

< laalllusellZs + laalllvaellzz + Clluallz2llvellzz + llozll p2lluell 22

I uell?z + lvell32 + luzell32 + vzl 32 +

+ Muellz2lluellze + llvzll collvell 2 + lvell celluell 2 + Nzl c2llvell 2 + llwell 22 [luell 2
+ lvellzzllvell z2)
=

ar(lluztllZe + llvall ) + Cllluallza + llozllze + luzllze + llvalze

2
v

el + NuallZa + ualiZa + lloal32) + 122z

||u:l|2Lz Hu:n%z I!v:n%z ”ut“%,z
+ 7 5 +7 2 +n 5 +7 5

llvell 22 JuellZ2 lvell32
+ + +

2 1T T
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onde n > 0 sera escolhido posteriormente. Portanto

ad
o =l + llel32)

arlluatllZz + arlloztl|Zz + C(lluelZ2 + loelZ)

luelize +  lloelize + luzeliZe + lozllZ: +

IN

+ 2nflugl|3z + 2nllve| 2.

Assim

(1 —20)(Jluellze + loellZ2) + (1 = @) ([luaeliZ2 + lvzeliZz)
ad

5 = (luallZs + llv=llz2) < C(llullze + olZe + lluzliZe + llvallZe).

Escolhendo 0 < n < 1 e do fato que 0 < a; < 1 tem-se de (4.33) que
d—t(lluzlliz + |luz]|32) < C independente de t.

Do lema (4.3) tem-se que

fooc(“ua:uiz ~+ ”vz”iz)dt g

e pelo lema (4.4) tem-se que

Jim (lluell3 + llvell32) = 0 0 que prova (1).

Para provar (2) observemos que

T
w¥(z, t) =2 / wuadz < 2llullg2llusllz2
—00

oz, t) =2 [ " vvgdz < 20l g2lvsl] 2.
—00

Logo

lu@lFe + ()7 < 20wl z2lluzlizz + 1ol z2llval 22)

pelo lema (4.3) ||u(t)] 22 e ||v(2)|| 12 sdo limitadas, temos entao:

lu()lZe + vz < ClllualiZellvzllZe).
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o que resulta, do lema 4.4

Jim ([lu(t)|Zee + lo()1Z==) = O



4.5 Estimativa para a solugao do problema linear

Consideremos o sistema linear associado a (4.40):

Uy — Uggp — G VUggt — Qlgy = 0
Vg — Vgat — G1Uzzt — QUgzg = 0 z€Rt>0,a>0; a1 <1 (4.41)
u(z,0) = uo(z) , v(z,0) = vo(x)

podemos escrevé-lo na forma:

(4.42)
U(Q}, O) = Uﬂ(m)
i
onde U = e A, D definidas nas secoes anteriores.
v
Usando transformada de Fourier em (4.42) obtém-se:
-~ _A=-1,2 -
U(y,t) = e ¥ Pg(y) (4.43)
onde
2 2
1+ _ —a1y -
A Yy) = | )_:1”'4 L) =0y e A, D definidas nas secOes anteriores.
—ayy 14y2
(1+y%)—ajy* (1+y%)—aiy?
e
eA*lyth _ %6(01-1-02)1 3 %e(alﬂt‘z}t %6(01+02)f — %8(01—0&2):
%e{ax-}-o:?)t _ %e{al—az)t %e(on-i—a-z)t + %e{al—az}t
com
oy = —4*(1+y%)a ... o y'a
T+ -y © = T+
Por (4.43) temos
1}'(y= f) = all(ye t)ﬁ'ﬁ + alQ(y: f)?}ﬁ(y) (4 44)

o(y,t) = aa1(y, t)lo + az(y. t)vo(y)
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sendo

an(y,t) = axn(y,t) = %[e(al-!'azﬁ 4 e(al—ag)t]

(4.45)
a12(y, 1) = an(y, t) = le(®+e2)t — ela—eak],
De (4.44) obtemos
1 02 4 " .
u(z,t) = T /:m e™[an(y, t)io(y) + ar2(y, t)vo(y)ldy (4.46)
1 o & 4
o(et) = o= [ e an(y, )ioly) + az(y, t)io(y)ldy (4.47)
Ainda
2
" o -
las;| < CeT?® | i j=12e 8= e (4.48)

pois, de (4.45) vem

1
la11] = |ags| = §|3(°1+a2)te(m'a2)t|
1 —y?a__, = 1
< (e O+ay® L el+0+a?’)
como |aq| < 1
—_-yzn t —y2rx l‘.
[a11] = |age| < e+0+e?” < eGHDHOFe
Logo
—y? &
la11| = |ags| < Ce?® com 8=
1+ aj
analogamente

.2
lajz] = lan| < ce?® o que mostra (4.48) .

Teorema 4.6. Seja Up € H™(R)N LY R)x H™(R)N LY (R), m > 2 e |lay| < 1. Entao, a

solucao (u,v) do problema linear (4.42) satisfaz a estimativa:

i) 2, 0)|| Loxre < Cll(uo, v0)llz1x2r

i) 2], )l z2xz2 < Cll(uo, v0)llz1x s
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para t suficientemente grande onde C' > 0 é constante.

Demonstragdo: Por (4.46) vem:
1 o < &
lu(z,t)| < —= [ (lana(y, t)lldo(y)] + lar2(y, 1)|120(y)])dy
27 J—oc
isto é,
1 - " 00 —y? A
w0 < —={ [ e aolw)ldy + [ e jio(y)])dy}. (4.49)
Seja
00 —y? 00 —y?
L= [~ e Maldy ¢ b= [ e io(y)ldy.

Vamos estimar separadmente cada uma das integrais I, e I,. Para estimar I;, observemos
que:
| a2
h=[ _em a)ldy+ [ e fao(y)ldy. (4.50)
[wl=<1 [y]21

Analisando a 22 integral de (4.50)

como 1+32 < C(1+|y|)? < C-2%y|? para |y| < 1 tem-se

Y Y
Bt > Gt < Cot.
1+y2 ~c-2%2 — 2
Portanto
2
—r Bt . = a
[ e i)y < [ e laoly)ldy
lyl=1 lul<1
o0
< e [ fao)ldy
—o0
isto é,

ol
/ et iio(y)|dy < e=C2Jfio]| . (4.51)
lvl<1
Para estimar a primeira integral de (4.50) observamos que

1+ 3% < C1(1+ [y*)? < €1 - 2* desde que |y| < 1.
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Y y? i
> t > Cay“t para ) |
T+ 27 2 G Pt 2 Ot par ly| <
portanto
/ e el lig(y)ldy < sup ess|ig(y)| e~Cav'tgy
lyl<1 lyleR lv|<1

1
< iollz= [ e dy.

Consideremos C3y2t =z logo y = (-6‘3?1!5)1/2 edy = %(_-—)—7- 124,

Assim

1 oo
el-l-y ~ d < 7 - f - __]_J(gd

(1/2)

< W“ﬁ(}"};m < Clluoll,t~12

pois ||fg||gee < Cllug||z: uma vez que ug € H™(R) N L}(R), onde
Iix) = /:o e Vy*ldz, z>0.
Assim
[, T ao)ldy < Clluolzst ¥ (452)
De (4.51) e (4.52) tem-se para (4.50):
I < Ct7 [Jug|| g2 + e=%|fiig]| .-
Analogamente para I>. Logo temos para (4.49) que:

=1
lu(t)llz= < Ct7 (luolizs + flvoll2)
e~ (||fiol| 2 + 1ol z2)- (4.53)

Multiplicando (4.53) por t2 e tomando o limite superior quando ¢ — 400 temos

Tmtr || ()= < Tm [C(lluollzs + llvoll )

+ t2e™O%(|lig . + [lGoll 1)),
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isto &,
Jm t7[lu(, )]z < Clluollz: + llvollz2)
logo para todo t suficientemente grande
_._1
(-, D)l < CtZ (Jluollzr + llwollz1)- (4.54)

Analogamente podemos provar (4.54) para v(-,%), o que prova (i).

Usando o teorema de Plancherel e (4.46), temos

luC Ol = (a0l = [ Gy, 0y

-2y

03 <2 [ B iy, 0Py + 2 [ B M aofy Py (455)
Observe que
-2 -2
-ty = [ B i) Pay
—00 lyl<1

g
f oTilalt liio(y)|?dy (4.56)
ly|=1

-2
[ iy = [ |<1e‘“' () Py
—2
b [ ey (457)
21
Para a segunda integral de (4.56), temos
2 2 212
14+y° < Ci(1+y|)* < C127y|" para [y| > 1

portanto
2
1+ y?

Bt > Cyt
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segue que:

[l>lel+y |ﬂr.g(y)|2dy < f ehcqt|ﬁ-0(y)|2dy

[y|>1
< e %lig|122 (4.58)

Para a primeira integral de (4.56), temos
1+y* < Ci(1+y))* <4C1 parafy[ <1

dai

2

= Yt > Csp’t |yl <1

1+ i 2dy < f —Csy’t|;; 2d
/qu o) dy - < s ® o)l dy

1
< 2sup ess|110(y)|2f e~ C¥t gy
lleR 0

Fazendo Csty? = z segue que

1
(Cat)';'

1 1
= 3 s
Y z € y >

Assim

1

sl MR O UL L2

1+y ’6 U U
/qu lao(y)2dy < ||@ o(y)ll:.m( (C)1

Logo, existe uma constante C> 0 tal que
[ 6™ )y < Clulfat ™. (4.59)
De (4.58) e (4.60) tem-se para (4.56)
(-, )12 < ClluollZat™2 + e |luq 3
isto é,

—Cat
(-, #)ll g2 < Clluollzst™ + €72 [[uo|| 2.
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Multiplicando por /4 e tomando o limite superior quando # — +o0 tem-se:
/4 - 14, =Sat
T (Ol < T (Cluollzs + 74~ uall2)
Logo para t suficientemente grande temos
lu(- #)ll2 < Ct4|uoll 22

Analogamente temos para (4.57) que ||v(-,#)||z2 < Ct~Y4||lvg]|z1, 0 que prova (ii).

4.6 Taxas de decaimento para a solucao do problema nao linear

Nesta secao utilizaremos os resultados obtidos na secdo anterior para estudar o comporta-
mento assintético da solugao do problema nao linear.
Teorema 4.7:Seja Ug € H™(R) N LY (R) x H™(R)N L} (R), m >2ep > 3.
i) |U(:, 1)l Looxree = (t7"/2) quando ¢t — +oo
i) UG, )|l r2xz2 = (%) quando t — +o0
Demonstragao: Tomando a transformada de Fourier em z em (4.40) obtemos a forma

integral da solugéo

1 §

2/ 27

[ (eleatonlt 4 glr=entyy(y) 4 (elerranlt — elr=enlyzy(y)]dy
+ /0‘ /m g2V [glortaa)(i=s) 4 plm—aa)(t=s)) 5 (y s)
—00

+ e(a1+a2}(t—s) _ 6(01‘02)(1_3))ﬁ‘2(y, S)]dydl'} (460)

g [ 2i)=

oo Sty
e
{ —00

v ( =z,6)= 2\/15;{/::3“:‘”

[ (elortenlt — elom=maliyio(y) 4 (elmtealt 4 g(imead)Go(y)] dy

t poc | ~
" /0 f ooetzy[e(a1+az)(t—s}_e(m—az)(t—SJ) Ei(y, s)

+ elorvoalt=s) | gler—ea)t=a)y foy(y s)]dyds} (4.61)
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onde a; e az estao definidas em (4.4) e F definida em (4.2). Isto é,
t
U(z,t) = Eq(t)Uo(z) —/0 Eu(t — S)A_]L;—zF(U(J:,s))ds. (4.62)

Tomando a norma em L®(R) x L*®(R) em (4.62) e usando o teorema 4.6 (i) temos

para todo t > 0

i
|U(t)eexzee < CllUollpispa(l +1)7Y2 + /0 |11 * Fyllpr + ||k12 * Falln

+ ko1 * Fullpa + |lkoo % Follp2)(1 + ¢ — S)_'lﬂds].

Tem-se da imersao de Sobolev L*(R) — H™R, m > 2:

e * Fillr < Nkl (lesllvlZ= o]l s2llvell 22
+ NulBe lull 2 lluzllzz + laalpllulf= uzll c2llv]l 2
+  laglllellf= ull z2llvell z2].-

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg: ||f|lz~ < ||f ||1/ 2l fz|l}";2, f € HY(R),

tem-se
1K+ Fillz < CllolE2lolzellvallZe + el 32l Fa lluel 22
+ el Zlul celluzlFallvll e + Nl BNl 3o el 22 lloz]l 22).
Pelo lema (4.3) temos que ||ul|z2, ||v]|z2, ||u|z= € ||[v]|z= s&o limitadas, logo:

1 K11

*

Fillr < CllwlE2vall2e + lulBlluzllZe + Nullflusl|ze
+ NlelB Nzl 2 llvallz2] < CUllwlige + NulBo) (luali2e + lvzll2e)
<

Cr([lull g + [[vllz) (luzllZ2 + [lvzl1Z2)-
Isto é, existe uma constante C' > 0 tal que:

1K1 * Pl < ClluellZz + llwallZ) U || o x -
Analogamente obtemos

1Ky * Fille < Cllualize + ozl Z2) Ul sz i§=1,2. (4.63)
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Portanto. de (4.63) tem-se para (4.62) que:

U ) |loxre < C(1+)"Y2|Uoll2xrr

t
+ € [+t = o) U ot (el + oal3e)ds.
Do lema de Gronwall, temos:

= g —8)~12(Jjuz || o
IU@)llzsoxze < C(1+ 8)~Y2|Uollpacrre€ Jo (+t=572luallZz Hlvel72)ds.

Do lema (4.3) temos [5°(||uz||22 + |[vz]|22)dt < oco.

Entdo existe uma constante C > 0 tal que
U (#)||zooxes < C(1+1)"Y2 V¥ t >0.

Vamos provar (ii).

Tomando a norma de L%(R) em (4.60) e usando o teorema 4.7, item (ii), temos:

lu(®)llzz < Clluollzs (1 + )™ + /Dt(l +1t — 8)TV4([[kwy * Fullg + [lkaz = Fall12)ds. (4.64)

Tem-se

I Eu* Fillzs < C(llolg= vl z2llvzll 2 + Nullfe llull z2lluzll 22

+ Nl luallz2llvll e + el 22 ol 2wzl 22)

< CllllZ= vl + NulZ=llulin + lelZ= (il + lvl3)-
Logo

1B * Fullze < C(llullz + ol ) (lulln + lvl)-
Analogamente

K2 * Foll s < C(lluliZ= + lollZ=) (llelizn + lolln)-

Assim, pelo lema (4.3) item i, temos:

1K = Fille < Cllullz= + ol =) 1Uoll -
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Portanto

lu@llze < Cilluollz (1 +¢)~ 24

t
+ 200Ul [ (14— ) 4(ull + llolF)ds.

Da parte (i), temos:

t
lullzz < Cilluoll (@ +t) ™4+ C, fo (1 +t = s)"V4(JulBw + [lv]1% )ds

lull;z € Cilluollpa(1+#)* + Cy /;(1 dod s @) W 4 3)1—?0{3,
Usando o lema de Strauss e do fato de >3, obtemos:
[t o)1+ ) B ds < O+ 1),
Logo existe C = C(||uo]| £1, ||vollz1) > 0 tal que
lu(t)llzze < C(L+1)"4 vt >0.
Analogamente de (4.61) temos:

lv(®)|lze < CA+1t)"Y4 | vt <0.

Coroldrio: Seja Up € H™(R)NLY(R), m > 2 e p > 4. Entdo:
i) lullzs < C(1+t)7F
if) [lolle < C1+) T 5 ; 2< B8 < oo

Demonstracgao: Do teorema anterior segue que

lullfe = [~ uPdz < fullf2Nuls

—(8—
2

2140)F

IA

C(l1+1t)

< C(l1+)TE-D,

Logo (i) segue.

De modo andlogo, segue (ii).
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Capitulo 5

Conclusao

No caso conservativo, para p>4 e dados pequenos, obtivemos que as solugoes do sistema

(1.1) decaem

1) [luC,t)llze < CA+1)73

2) llo(t)llze S C(A+1)73

para t suficientemente grande.

No caso de uma tnica equagao e 1 < p < 4, Souganidis e Strauss mostraram a existéncia
de ondas viajantes e portanto a solucdo converge.Para o sistema proposto nao se conhece
resultado semelhante. O caso p = 4 é um problema em aberto, tanto para a aquagao de
BBM quanto para o sistema.

No caso dissipativo, foram obtidas taxas de decaimento para p >3. Nao se conhece resul-
tados para o caso 1 < p £ 3. No caso de uma tUnica equagao os resultados de decaimento
valem para p > 1.

E um problema em aberto quando consideramos o sistema com uma dissipagdo em uma

Unica equacao .
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