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Resumo

Neste trabalho, vamos caracterizar certas propriedades das séries de Fourier
em funcao da velocidade de convergéncia a zero de seus coeficientes de Fourier.
Apresentamos dois resultados distintos: o primeiro do tipo Tauberiano carac-

oC o0
teriza quando f(z) = Y a,cosnz ~ z77 (respectivamente, g(z) = ansen nm)

n=] n=1

para z préximo de zero em fungdo dos coeficientes a,.

oo
O segundo resultado caracteriza quando f(z) = ) a,cosnz

n=1

[= <]
(respectivamente, g(z) = Z an Sen na:) é Holder em fungao de a,,.

n=1

E fundamental em nossas hipSteses supor que a seqiiéncia dos coeficientes a,,

é monétona decrescente a zero.
Abstract

In this work we characterize certain properties of Fourier series.

We show two distinct results: the first one is of Tauberian type characterizes

o0
when f(z) = ) ay cosnz ~ 277 for z close to zero in terms of the an.

n=1

oo
The second result characterizes when f(z) = > an cosna
n=1

(respectively g9(z) = Z an sen n:f:) is Holder in terms of the a,.

n=1

It is of fundamental importance in our hypothesis to assume that a, is a

monotone sequence decreasing to zero.
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1. Definigoes e Resultados Gerais

Neste trabalho, vamos caracterizar certas propriedades das séries de Fourier
em fungao da velocidade de convergéncia a zero de seus coeficientes.
Apresentamos dois resultados distintos: o primeiro do tipo Tauberiano carac-

o0 o0
teriza quando f(z) = Z a,cosnz = 7 (respectivamente, g9(z) = Z Qp SEN n:c)

n=1 n=1

para & préximo de zero, em fungao dos coeficientes a,.

oo
O segundo resultado caracteriza quando f(z) = ) ancosnz
n=1

o0
(respectivamente, g(z) =) _ an sen m:) é Hélder, em funcio de a,,.
n=1
E fundamental em nossas hipéteses supor que a seqiiéncia dos coeficientes a,,
¢ monétona decrescente a zero.
Vamos apresentar com todos os detalhes alguns resultados esquematizados em

[2], no Cap.10, secdes 3 e 9.

Referimos ao leitor a [1] e [4] para resultados gerais sobre integral de Lebesgue.
Definigao 1. Sejam f e g fun¢oes mensuraveis Borel. f ~ g &

{z/|f(z) — g(z)| # 0} é um conjunto de medida nula. Na préxima definigao

é tomado o quociente do espago vetorial mddulo a relagao de equivaléncia ~.

Definigao 2. Seja 1 < p < o0, p € R. Define-se o espago

2



[—m, 7] {f/_/’” Pdz < oc} onde f : [-7, 7] — R é uma fungao perié-
dica de periodo 27, mensuravel a Lebesgue tal que |f(z)|” é integravel a Lebesgue.

A norma p da f é dada por

1

Ity ={ [ 1rpPas )

O espago L” é completo com a norma p, isto é, L” é um espaco de Banach.
Teorema 1. (Desigualdade de Holder) Se f € [P ege L?, ondep>1 e

e B -
q—p_l,entao

Ju@s@ies (fir@pa) ([’

A demonstragao pode ser encontrada em [4].

Observagao: uma conseqiiéncia da desigualdade de Hélder é que,
se f(z) € L? e g(z) € LY, com %+% = 1, entdo o produto fg € L'. Em particular,
seg:la,b)] >R édadaporg=1e f € L[?entdo f € L.
Definigao 3. Seja f : R — R uma funcao periédica de periodo 27, f € L.

Podemos considerar tal f como a fungéo f : [0,27) — R.



A série de Fourier da f é dada informalmente por

aﬁ (= o]
E-’rZ(ancosnx-t-bn sennx) , (1.1)

n=1

onde seus respectivos coeficientes de Fourier sao dados por

an=—f f(z)cosnzdzr,n=0,1,2,...

by = %/ﬂ fl@)sennzdz,n=1,2, ...

A expressao (1.1) chama-se Série Trigonométrica de Fourier na forma real ou
Série Trigonométrica.
Observacgao: se [ € L? entao f € L! e os coeficientes de Fourier estdo bem
definidos.
ag

O fatode f € L! permite a integragao de f(z) = 5 +3" (an cosnz + bysennz)

=1

e isto sera usado em varias ocasioes.
O sentido de convergéncia da série para f em L?, é dado pelo teorema sub-

sequente.

Teorema 2. Se 1 < p < ¢ e f(z) € L entdo a série de Fourier da f converge

para f na norma p, para toda f € L7

we Tom

<&



k
Mais ezatamente, lim “ (%9 + > (an cosnz + by, sen n:c)) - f(z)
n=1

[ ]
Diremos que f(z) = % Z (@, cos nx + b, sennz) neste sentido.

A demonstragio pode ser encontrada em [6].

A expressao

k

® +S" (an cosnz + b, sennz)
n=1

STES

é chamada a soma parcial de Fourier de ordem k.

Definigao 4. Seja f € LP. A série de Fourier (na forma complexa) da f é dada

pela expressao

i ;
Cn 61.1'1:5

n=-—00
1 ¢~ !
onde ¢cp, = o— f(z)e " *dz.
ZT -7

Observagao: dada

o0
+ > (an cosnz + bysen nz)

n=1

= 4
2

uma série trigonométrica real pode ser expressa numa forma mais compacta com
ajuda das férmulas de Euler
eim: 4 e—im: einw _ e-—énz

COSNL= ———— € Sennr= -
2 22
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Substituindo estas expressdes na série de Fourier na forma real obtemos

ao oo ao 0o e:’n:\: o e—z’nz ; ez‘nz - eﬂin:c
§+Z(ancosnx+bnsenna:) =—2—+ an(———z— — ibn 5
n=1 n=1
i ; ;
— Eq + Ly ?'b“ eine 3 i an + ibn e~ inx
2 n=1 2 n=1 2
o i Cne‘f.ﬂz
a n=—oc0o
onde ¢y = Eﬂ e, paran > 1,
L ey
2 (1.2)
an + b,

E4

Os coeficientes ¢, se expressam, portanto, através dos a, e b, mediante as

igualdades (1.2).

Teorema 3. (Dirichlet) Seja Z b, uma série (nao necessariamente convergente)

cujas somas parciais Sy = by + by + ... + b, formam uma segiiéncia limitada. Seja

(an) uma segiiéncia ndo-crescente de numeros positivos com lim a, = 0. Entdo a
n—oo

série y _ anb, € convergente.

A demonstracao pode ser encontrada em [7].

o0
Observagao: pelo teorema 3, temos que a série Y _ a, cos nz (respectivamente,

n=1
oo

Z a, sennz), onde a, é uma sequiéncia monétona decrescente a zero, é conver-

n=1

gente, para z # 2kw, k € Z.

HSTEMAS BF DLW

L OECE AEToMiM
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Com efeito, sabemos que a, é uma seqiiéncia monétona decrescente a zero,
basta verificarmos que as seqiiéncias S, = cosz + cos2z + ... + cosnz e
Tn, = senz + sen 2z + ... + sennz sao limitadas. Usando nimeros complexos,

temos que, 1+ S, e T, sao respectivamente a parte real e imaginaria da soma

. . , 1 — eilntl)z ,
14+e°+e%+ ... +em = S Para z # 2kw, k € Z, temos 1 # €< e,
ortanto - i 2
r ;] J — & .
B 1—¢¥ |1 —e=|

A seqiiéncia dos niimeros complexos 1+ €% +¢%2® ... +¢™* é portanto limitada

e assim as sequéncias de suas partes reais e imaginarias também sao limitadas.

Defini¢ao 5. Uma funcao f : R — R é Hélder de ordem a, 0 < a < 1, se existe
¢ >0, tal que |f(z) — f(y)| < c|z — y|®, para todo z e y pertencentes ao dominio

da f.

Defini¢ao 6. a, = O (nh'@) se existe k > 0 tal que a, < kn~?, para todo n > 0.

Definigao 7. Seja f(z) = 9'2—0- + Y (ancosnz + bysennz) a série de Fourier de
n=1
uma funcao f € L¥. Entdao chamamos f(z) = Z (ansennz — b, cos nx)
n=1

a série de Fourier conjugada da f.

Nosso objetivo neste trabalho é analisar propriedades da série de Fourier

o0 oo
f(@) = > ancosnz ou g(z) = > a,sennz em fungdo da velocidade de con-
n=1 n=1

vergéncia de a, a zero, onde a, € uma sequéncia decrescente.

7



Mais exatamente, na segao 2, serd apresentado o seguinte teorema.

eorema 4. ' iénct j z . Para
T ma 4. Seja uma seqiiéncia mondtona decrescente a zero (a, | 0). P

a fungdo

n=1

o0 oo
Fle) = Z Qy, COS NI (respectivamente, o) = Z an sen n:z:)
n=1

pertencer a classe L? (1 < p < 00), € necessdrio e suficiente que

3 (an)Pn?? < 0. (1.3)

n=1

Na segao 3, vamos analisar outro tipo de problema, quando uma série de
oo =s}

Fourier f(z) = )_ a,cosnz (respectivamente, 9(z) = > _ a, sen n:z:) é Holder
n=1 n=1

ou nao .

Mais exatamente, serao apresentados os seguintes teoremas.
Teorema 5. Se f(x) € uma fungdo Hélder de ordem o, 0 < @ < 1, com

o0

flz) = Z a, COSNT,

n=1



onde a, € uma segiiéncia mondtona decrescente a zero (a, | 0), entdo

1
= 0 (nl-}-a) .

Isto também é vdlido para g(z) =) _ a, sennz.

n=1

Teorema 6. Sejam 0<a <1 e

Entdo

flz)= iancosnx e g(x)= iaﬂsenm

n=] n=1
sao fungées Holder de ordem .

Observagao: no iltimo teorema, a seqliéncia a, nao precisa ser decrescente.
Teorema 7. Seja a, uma seqiiéncia mondtona decrescente a zero (a, | 0).

Entao,

flz) =3 ancosnz (respectimmente, g(z) = an,sen nm)

n=1 n=1



€ Holder de ordem a, 0 < o < 1, se e somente se

1
oy = 0 (n1+a) d

oc
Fica assim caracterizado quando uma série Z a, cosnzx, com a, | 0, é Holder
n=1

de ordem o, 0 < a < 1.

Exemplo 1. Segue do teorema 7 acima que se 0 < o < 1 entdo

(s o]
flg)y=>" ( 11+a) sennz é Holder de ordem a.
n=1 \"

A seguir, vamos dar uma classe de exemplos em que os resultados deste tra-

balho podem ser aplicados.

Definigao 8. Seja f(z) uma funcdo continua em (0, 27]. Dizemos que f(z) € do

tipo ™%, 0 < B < 1, para = préximo da origem se existem A;, Ay e £ >0,
tal que A1z7° < f(z) < Ay z7? para0 <z <e.

Proposicao 8. Seja f(x) uma fungdo periddica de periodo 2w, do tipo z7F e

8> 0.

1
Entéo, f(x) € IP se e somente se p < —.

g

Prova:

10



Como f é continua em [¢, 27| a parte da f de [g, 27| € limitada,
27
assim f |f (@) dz < .
£
Portanto, vamos considerar f apenas no intervalo [0,¢].
Seja f(z) € LP. Por hipétese f(z) é do tipo 277, isto é, existem A;, Ay > 0,
tais que A;27° < f(z) < Ay 277, elevando na poténcia p > 0 e integrando, segue

que,

C [ gmege < [ Py <Cp [ 500 1.4
1/0:5 dz /O|f(a:)] dz 2fozz: dz, (1.4)

onde C; = Af, i=1,2.
A partir daqui as constantes serao absorvidas de maneira conveniente, sem
maiores comentarios.

2
Como f(z) € I?, isto é, fo |f(z)]” dz < co. Entao

4
Cr / xPPdy < OO.
0

1
Queremos mostrar que p < —.

8
2

Suponha que p > 5 Assim —f3p < —1.

Logo,

g -3
/:c‘ﬁpda: > /:c‘ld:r: =0
0 0

11
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absurdo, pois /5 2=Bpdy < OO.
0

Agora provaremos a reciproca.

1 £
p<—==-Pp>-1= f:z:‘ﬁpd:z: < 00.
0

5]

Por (1.4) temos que

- P 2:Co [F w0 < ©0.
/0|f(:1:)| dz 2/03,- dz

27
Assim, f L |f@)Pde < o0, isto §, f(z) € L2.

Definigao 9. Uma seqiiéncia a, € do tipo n~7, v > 0, se existem ky, ky > 0 tal

que kyn™7 < a, < kan™7.

Proposigao 9. Seja a, uma segiéncia do tipo n™7, v > 0.

n=1 n=1

oo o0
Suponha f(z) = > ancosnz (respectivamente, 9(z) =>"an senna:) , Gn Se-
giiéncia decrescente a zero.

1
Entao, f(x) € L7 se e somente se, p < T
— f}’

Prova:

™~

Seja f(z) € L. Por hipétese a, é do tipo n™7, ou seja, kyn™" < a, < kan™7,

12



elevando na poténcia p > 0 e multiplicando por 7?2, obtemos,

Ky nPA-1-2 < (a0, nP~% < KonP-72, (1.5)
o0

Pelo teorema 4, mais a hipétese que f(z) € L?, temos que > _ (a,)" n?~? < oo
n=1

e, aplicando o teste da comparagao (teorema 12, desta segao), obtemos

o0
1
Klznp{l_'*)_2<oo=>p(1—'y)—2< —1=>p<1—__—’y.
n=1

Agora mostraremos a reciproca. Observe que

__1 (==}
p< 1—’}‘ﬁp(l_ry)_2<__1#’KQZRP(I"T)"2<Oo

n=1

(s o]
por 1.5 temos que »_ (a,)? nP~2% < co.

n=1

Pelo teorema 4, temos que f(z) € L”.

Das proposigoes 8 e 9, segue que:

Teorema 10. Se f(z) € do tipo z7°, 8 > 0, onde

f(z) =" ancosnz (respectivamente, g(z)=>_ a,sen nz:)

n=1 n=]1

13



com a, | 0 € a, do tipo n~7, v > 0 entdo, B=1—~.
Prova:

Por absurdo, vamos provar que =1 — 7.

Suponha que 8 < 1 — v, assim 1 > -—-—1———
B 1-n

Logo, pela proposigao 8, f(z) € L.

Tomando p = T pela proposigao 9, temos que,

1 1
< , absurdo.
1 e S
Portanto,
B2 1=
1 1
Suponha agora que 8 > 1 — «. Logo F; < R
e

Sei 1‘< @ 1
ejla — ———

Pela proposicao 8, f(z) € L?. Por outro lado, pela proposicao 9, f(z) € 7.
Absurdo.
Portanto, =1 — 4.

2
Exemplo 2. Seja0 < f < 1 e f(z) = .;I:_T
z?, z € (—m, m), C e 02 sao constantes. Denote y(n) = fﬂ e~ f(g) dz, 05

-

-8
i ~ Cz~P, f(z) é do tipo

2 senE
2

coeficientes de Fourier da f na forma complexa.

14



E possivel mostrar que

B e ) I s
v(n) = F(n+1_g),parato on €N, (1.6)

onde C = = Egl(“l(zf)ﬁ) >0eI(.)é afungio gama.

2 2

Vamos mostrar que y(n) é do tipo n”~1.

'n+a
De fato, vamos mostrar que lim o)

lim W = k, onde k é uma constante

positiva.

Pela Férmula de Stirling ( T(z) ~ v2me!*(z — 1)*~2, quando £ — co ) ;

5 F'(n+a)
oo T (n+b)ne?

_limeb_a(n-i—a—l)“(nﬁ-a—l)_%(n+a—1)“( 7 )"
T noeo n+b—1 n+b—1 n n+b—1

I'(n+a)
I’ (n + b) ne-?
I'(n+a)
I'(n+b)

Isto é, dado £ > 0, existe N > 0 tal que n > N implica

I'(n+a)
I'(n+b)ne?

—k‘(e.

Dai, —kl<e=(k—e)n®b < < (k+¢e)n® 0.

Podemos escolher ¢ de modo que (k —¢) > 0.

Fazendo a = g eb=1- g, obtemos

I‘(n+§)
I‘(n+1—§)

(k—g)n? 1< < (k+e)nP .



De (1.6), segue que (k — &) Cn®~! < y(n) < (k +¢) CnP1.
Logo, existem ky,ks > 0 tal que k1n?~! < y(n) < kenP~L.
Isto &, y(n) é do tipo n® 1.

’—3

Observe que, sennz é uma fungdo impar, sendo assim

T
2 s
SEN 2

[’: sennzf(z)dz =0,

Portanto,

v(n) = ﬂﬁ g f(g)ds = -/-;cosm:f(m)d:r = Qn.

oo
Logo, a série de Fourier da f &, f(z) = ) _ a, cosnz.
n=1
Isto mostra que o conjunto da classe de funcdes do tipo 277 e
o0
Fle)= Z a, cosnz com a, do tipon~7, vy =1 — 3 é nao vazio.
n=1

A seguir, apresentamos o enunciado de alguns teoremas que serao necessarios

para obtengao dos resultados principais deste trabalho.

Teorema 11. (Riesz) Se ¢(z) € L? (p > 1) entdo ¢(x) € LP, onde p(z) e p(z)

sao fungoes conjugadas.

16



A demonstragao pode ser encontrada em [2].

Teorema 12. (Teste da comparagao) Sejam »_a, e » b, séries de termos
nao negativos. Se exisiem ¢ > 0 e ng € N tais que a,, < cb,, para todo n > ny,
entio a convergéncia de by implica a convergéncia de Y _ an, enguanto que a

divergéncia de Z a, acarreta a de an.
A demonstragao pode ser encontrada em [7].

Teorema 13. Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo 2w, continua e

o0
an cos nx + by, sennz)

T W
2

n

sua série de Fourier. Entdo a série pode ser integrada termo a termo.

Isto é,

/ / Ed:n -!-Z (an/ cosnzdr + b, f sennxdz )

A demonstragdo pode ser encontrada em [5].

Teorema 14. Seja f € L*(—7, ) e suponha que ¢jpy = —C_jn| € ¢ 2 0,2 € N,

3 . . e Cn
onde ¢, sdo os coeficientes de Fourier na forma compleza. Entao, Z = < oo.
n#0

17



A demonstragao segue facilmente do teorema de Féjer e pode ser encon-

trada em [6].

Teorema 15. Se f(z) € LP [-7,7] e ¢(z) = /: |f(t)|dt entdo

/70 [@rdx < Ap/: |f(z)|Pdz (p > 1), onde A, depende somente de p.

A demonstracao deste teorema é dada no apéndice.
T
Teorema 16. Sejap > 1,0(z) >0 e h(z) =f o(t)dt.
1

Entao foo o(z)PzP-2dz < 00 = fm h(z)Pz~2dz < co.
i 1

A demonstragao deste teorema é dada no apéndice.

18



2. Séries de Fourier para Fungoes de classe L?

Nesta segao, vamos apresentar um critério para saber quando uma funcao esta
ou nao em L7.
Teorema 4. Seja a, uma segiiéncia mondtona decrescente a zero (an | 0). Para

a fungdo

o0 oo
f(@) =) ancosnz (respectivamente, (z) =) ansen n:c)
n=1

n=1
pertencer a classe LP (1 < p < oo) € necessdrio e suficiente que

o0

Y (@ )PrP* < e0. (2.1)

n=1

Prova:

Pelo teorema de Riesz, temos que, se f(z) € LF (1 < p < o0) entao f(z)
também pertence a L7,
Portanto, neste caso, é suficiente provar o teorema para f(z).

Seja g(z) = [ f(t)dt e o(a) = [ /()]

Suponha que f(z) € L?, entdo mostraremos que »_(a,)Pnf~% < co.
n=1

o0

Vamos necessitar do seguinte lema.

19
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Lema 1. Seja a, uma segiéncia mondtona decrescente a zero (a, | 0). S

flz)= iancosnme I?P(1<p<o0)

n=1

entdo vale a integragdo termo a termo da f(z).

T oo @ oo Qn
Mais ezatamente, f f@)de=Y" anf cosntdt = Z — Sen n.
0 n=1 0 n=t T
A demonstracao deste lema é feita no apéndice.
Segue do lema que

T o0

g9(z) = /m flt)ydt = A ] cosntdt = In sen na.
0 n=1 0 n=1 n

Note que
sen— = —sen (n+ k)% = sen (n + 2k) % = —sen(n + Sk)% = ... (2.2)
onde, a primeira igualdade é devido a
sen (n+k) % = sen%—[ COS T + Sen 7 cos % = —se'n,-?%E

20



e a segunda, porque

sen (n + 2k) % = sen (EE + 271') = sen?

e, por estes mesmos motivos seguem as demais igualdades.

Usando (2.2) podemos escrever

_ @n _ Onyk Qni2k  OGn43k nw
_Z('n nih " ma n+3k+"')senk

1
1
nw
> (aﬁ_ an+k)sen_"_}
—i\n  n+k k

onde a 1ltima desigualdade vem do fato que a, | 0, ou seja,

a An+k Qp 2k Qp4-3%
an 2 An+k = An4 2k > = o PR s > e

n wn+k 'n4+2% BELFT VT

De modo que

(5]
()2 5 (52w
Se
entao
sen’s > —\/—5

(2.3)



Além disso, lembrando que a, | 0, temos que

On  Qnii 1 1 n+k—n a, k 2a,
o PO UL L 4 > e = —_—— — > . .
n n-i-k_a“(n n—l—k) a“(n(n+k)) n (n+k)_ 3n )

A tltima desigualdade segue do fato que

k k 5k ak 2 k 4
< o

5

— <—=—< E<—= -
EREge st T2 %

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3), obtemos
3)
m 2 20,12
% =
g(k) - ; 3n2
ﬂ=[z]+]
v2 ([k] _[k]
2oy \la)~ [g)) o
v2 ([k] [k]
'2; = Z ar > Cay,

onde C é uma constante positiva que nao depende de k (o0 numerador e denomi-
nador crescem como k) e a; > 0 ja que a, | 0.

Logo, segue que

cns0(5) = 0[5 ()] = wr sci ()]

Assim,
S@retcayely(Z)] (2.6)
n=1 =1
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Dado que

lg(w)l='f f(t)dt / If(t)|dt = &(z).

Obtemos
@)= 2

Logo de (2.6) e (2.7), segue que

Seresafe @ safe bl e

n=1 n=1 n n=1

Se provarmos que a série do lado direito em (2.8) converge entao a condigao
(2.1) esta provada.

Observemos que

il s

7 e - o) 7 S
- =@
>k 25 o (2)]

o

ERE
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onde a penultima desigualdade segue do fato que,

nP~l — (n—1)P"

np-—2

>k>0.

Como ¢(z) = / ’ |f(t)| dt é crescente, implica que
0

i (@n)PnP7? < (01)” + C3 i [ j* [ﬂ-@]pdm. (2.9)

ot

Mas,é/: ‘ liii)rdx=/: [@rdm.

n

Pelo teorema 15 (a demonstragao serd dada no apéndice) e lembrando que

" P
f(z) € LP, temos que f [2:(;—)-] dz < 0.
0
Portanto, Z (@)’ 7?2 < 0.
n=1

Fica concluida a primeira implicagao.
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oo o0
Mostraremos que se »_ nP~%(an)? < oo, entdo f(z) = ) ancosnz € L7, ou

seja, queremos mostrar que ]’ |f(@)]? dz < o0.
0

Para isso, iniciaremos fazendo algumas observagdes sobre | f(z)|

= =] n o0
|f(z)] = > axcoskz| < > apcoskz|+ | > aycoskz|. (2.10)
k=1 k=1 k=n+1
Observemos que
; T

> coskz| < —, para 0 < |z| < .

k=1 le

De fato:

2k +1 2k — 1
Sabemos que, 2 seng coskx = sen ( ; ) x — sen ( = ) )

Desta forma

¢ s Fi E+1 2%k — 1
Z coskz| = [2 senf] Z [sen (2 G ) T — sen ( ) 2:]
- 2 Ic=1 2 2
[238113:]_1 {sen x senlz-i- S na sen3m+s n7m ] n5 + ...+
== = =3, = -1 = en=—g — 3
2 2 g o 2 il

+sen(2t_1)m—sen(2t_3)x+s n(2t+1)3§ sen(zt_l) H
2 9 . 2 2 )7

= [QSenE]—l [ senlx+ se (2t+1):1:]]
- 2 2 "\ T2
< [2 enq-1 [—senlm‘ + |sen (2t+1)x”
S [ Ry 2 2
2y
<2 [QSenE} = LI < 1, para 0 < |z| < 7.
2 senf |~ |z|




iy 2
Para provarmos a tltima desigualdade, suponha que 0 < |z| < 5 of= ?z

: 2z
Assim senz > y= — e fazendo z = -2- obtemos
s
e ” 2r @ 1 e
sen— > — = — —,
2 " 25 senf |~ |z

para 0 < |z| < 7.

Definigao 10. (Transformagao de Abel) Dados ax,bx, k = n,...,S, a soma
s

Z axby; pode ser expressa como
k=n

Z a;,bk = Z .A;L = b£+1 Aﬂ_1bn + Agbg, para 0 S n < S, onde A._] =0e

k=n

A, = Zaj, para k > 0.

j=0
Pela transformada de Abel e lembrando que a, | 0, obtemos
k
Z apcoskzx = Z By (ay, — agy1) — Branty + Bsag, onde By = Zcosjz:.

-n+1 k=n+1 j=1

§-1
Z ar coskx Z By (ax — ax41)
k=n+41

k=n+1
S—1
< > IBil (@ = ag41)| + |Bntnsa| + | Bsas|
k=n-+1
SX:I T ( )+ yis " vi§
— Q41 T 741 T 7 748
=t Tl ™ I

T
= !—'T (@n41 — @5 + @ny1 + ag)

27 2n
Ijanﬂ < = |an, para 0 < |z| < 7.

< + |Bran+1| + |Bsas|

26



Fazendo S — oo, temos que

o0
Z apcoskz| < ?Ean, (2.11)
k=n+1 |$!
para 0 < |z| < 7.
Por (2.10) e (2.11), obtemos
= 2 - 2 2
If(z)| < arcoskz| + —a, < Z“’k +—--‘}TEC.'.n = A, + —:J‘-T-aﬂ , para 0 < |z| < 7,
= |z| = |z| |z|

onde A, = Z Q.
k=1

s

T T
Suponha que <z<-=>n<-<n+l
n+1 n z

Desta forma

2T
An+ —a, < A, +2(n+1)a, < Ay +2(a1 + ... +an +a,) = 34, + 24, < CA,.

||

Assim

m

v
Szr<-—.
n+1 n

|£(@)] < CAn, para

De modo que

27
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Se provarmos que a Ultima série converge, entao f(z) € L”.
Para isso, usaremos o teorema 16 (a demonstracao é dada no apéndice) e mais

a hipétese que i nP~2 (a,)? < co.
n=1
Seja p(z) =a, ,m<z<n+1(n=12,..) e denotando h(z) = /j p(t)dt,
teremos:
1° Caso: 1 < p< 2.
Vamos verificar que estamos nas hipdteses do teorema 16.

Temos que, ¢(z) = an, > 0 ja que a, | 0.

Para estarmos nas hipéteses do teorema 16, falta mostrarmos que

/m {P(x)pm'p"2dz < 0OC.
1
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Para isso

1'1+1
f W(x)Pr® *dr= Zf P 2f~2dg,
1

n<z<n+l=(n+1)" 2 < aP 2§'1rf’_2ja',que_:o—2<0.

Dai
o0 pn+l 2  pntl £
Z] (an)P zP~2dz < Z/ (an)’nP~2dz =3 (a,)PnP% < oo,
n=1v 7 n=1v ™ n=1

ou seja, f o(z)PzP~%dz < oo.
1
Pelo teorema 16, temos que / - h(z)Pz~2dz < oo,
1
onde h(z) = ./x p(t)dt e p(z) =a,, n <z <n+1.
1

Note que,

/:o h(z)Pz~2dz Z /n h(z)Pz~%dz

/:ﬂ h(z)? (n+1)"de

M8 i

2

3
1l
-

+1 "
[ (@rtronaa (04 1)
n

IV
M8

=
|l
)

= i (ai+.__+an_,)p (n + 1)~2

Portanto,



onde A, = > ax.
k=1

o0
Queremos mostrar que Z (A )P 0% < oo

Para isso observe que, lim ( . ) =1, isto é, dado € > 0, existe N > 0
tal que n > N implica )

n+ 2
(5

-2
-1 =<

Mas,

)

(niz)

Assim

-2
(ni 2) <etlon?<Ki(n+2) 2= (4) 0% < Ky (An) (n+2)72

Pelo teste da comparagao e lembrando que »  (4,)" (n + 2)"% < oo, temos

n=1
que
Z A% < .
: )
Do fato que, /7 |f(z)Pdz < C1 ) (Ax)Pn™2, concluimos que f(z) € I7.
0 n=1
2° Caso: p > 2.

Vamos verificar que estamos nas hipéteses do teorema 16.
Como, no 1° caso, temos que ¢(z) = a, > 0.

o0
Agora mostraremos que / : o(z)PzP~2dz < c0.
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f o(z)PzP~%dz = Z / )P 2P~ 2dz.

n<z<n+l=n"2<22< (n+1) 2jdquep—2>0.

De modo que

oo n+1 n+1 e
¥ f VP 2p~2dz < Z / Pn+1)P2dz =3 (an) (n+ 1772
n=1 n=1

(2.12)

o0
Queremos mostrar que Y (a,)? (n+1)P* < co.
n=1

n+1
Para isso observe que lim ( L ) =1, isto &,

N—00 n
n-+1 n-+1
~1’=( —1)<5.
n n

dado € > 0, existe N > 0 tal que n > N implica

Assim,
n+l<(E+l)n=n+1) 2 <[(e+1)nf?=Cmr 2=

= (a,)? (n+ 1)77% < Cy (an )P nP2.

o0
Pelo teste da comparagao e lembrando que Z n?P~2% (a,)’ < oo, temos que
n=1
> (n+1)P"%(a,)? < co. (2.13)
n=1

31
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De (2.12) e (2.13) , obtemos

o0 +1
3. f (a,)P 2P~2dx < co.
n=1 L

Logo, pelo teorema 16, temos que
o0 T
/ h(z)Pz~2dz < oo, onde h(z) = / p(t)dt e o(z) =@, n <z <n+1.
1 1
De modo anélago ao feito no 1°caso, obtemos que

> (An)’n % < oo, onde A, = ax.

n=1 k=1

Concluimos assim que f(z) € L?.



3. Série de Fourier para Funcgoes Holder de ordem o

Nesta segao, vamos caracterizar quando f(z), em série de Fourier, é Holder.

Teorema 5. Se f(z) € uma funcao Hélder de ordem o, 0 < o < 1, com

f{z) = i a, COSNT,

n=1

onde a, € uma segiéncia mondtona e decrescente a zero, entdo

1
R o (nl-i—a) i

Isto também € vdlido para g(z) = ) an sennz.

n=1

Prova:

" & 1 ,
Mostraremos que, se f(z) é Holder de ordem «, entao a, = O (nl +&) , ou seja,

mostraremos que existe &k > 0 tal que a, < ——, para todo n > 0.
q q ita’ P

Para isso, observemos que

f(z) = f(0) = iak(cosk:c— 1) = —2iak senzk-:;—: (3.1)

k=1 k=1

pois,
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kz kzx
2 2

cos(kz) = cos (— + —

k k
- COS2 ; e senz—;
=1 senzkx — sen? ght
B 2 2

N
T ) o
sen? 5"

Supondo z = :—Z em (3.1) e lembrando que f(z) é Holder de ordem «, obtemos

= k7
If(%) - f(O)i = 2;0.;, senQ-é% <c

1 - (E)Q : (3.2)

n n

1 _k k kw1
8355551 entaoZ§;<§ea551msen2§~>§
Logo,
n mn k
gan < k; ap <2 ; ay. sen?%1 (3.3)
=(3] k=[%]
onde a primeira desigualdade é devido a a, | 0.
kT & o kT
De (3.2) e (3.3) e observando que Z ar sen’— < > ax sen®——, obtemos
ey m a 2n
Gy
an_ na'l'l
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Logo,

i)
Oy = 0 (nl+a) !

o0
Agora mostraremos que, se g(z) = Y a, sennz é Holder de ordem a, entéo

1 n=1
an = O (nl‘!‘&) 2

Temos que

T T o0 o0
/ g(t)dt = / > ansenntdt = Z /: ansenntdt
0 0 n=1 n=1 0

nT
o = 2§:— s
(1 — cosnz) —sen’ =

Ma

_ an
T

n=1

A segunda igualdade segue do teorema 13, ja que g(z) é continua e periddica.

Como g(0) = 0 e g(z) é Holder de ordem «, entao

(a3
max [9(¢)| = max |9(t) — 9(0)| < max et|” = cz®.
Assim
T < ter] d < L ad c:r]-'{'a
[o g(t)dtH/O g&}ﬂg(t)] t_cfo i7dt = o
Logo,
22 -—sen it | g(t)dt < Cyz'*
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Supondo z = — e procedendo de maneira analoga ao feito para f (z), obtemos
n

Cs : 1
Portanto, de (3.4) e (3.5) temos que a, < ~T¥a » OU Sej8, Gn = O (n1+a) .
Vamos mostrar agora a reciproca do teorema acima.

Teorema 6. Se 0 <a<1e

entao

Za,ncosnx e g(x Zansenm:

n=1 n=1
sao funcoes Hélder de ordem c.

Prova:

e ) entdo f(z) é Holder de ordem a,

Mostraremos que, se a, = O (

0<a<1,onde f(z Zancosnx
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Queremos mostrar que

|f(x+h) = f(z—h)| < k|h|®

para qualquer h.

Comegamos observando que a série de Fourier para f(z + h) — f(z — h) pode

ser escrita como

o0

f(z+h)— fl—h) = ay[cosn(z + h) — cosn(z — h)]
n=1
o0
= Y an [cosnz cosnh — sennz sennh — cos nx cos nh — sennz sennhj
n=l

= -2 ansennz sennh.

n=1
Assim
25-1
|f(x+h)— f(z—h)| <2|> ajsenjzsenjh|+ 2 Z a;senjz senjh
=1 j=25
25-1
<23 |ajsenjx senjh| + 2 lim Z la;senjz senjhl
i=1 _?_23
25-1 !
* < 2> |aj||ih| +2 Jim > lasl
Jj=1 j' =25
s 2-1
=25 5 lax||hlk+2 Z |aj| .
j=1k=0i-1 =25

1
Onde S é tal que < |h| £ < . A desigualdade * segue de:

? 28
1)|senz| <1,V z.
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2)Seja £ > 0 qualquer ec < z < 7.

SENT -~
Do fato que, é uma fungéo decrescente em (0,7) e
senzx z
hr% = = 1, obtemos | < 1, para todo z € (0,7).
oL =)

Ou seja, |senz| < |z|, para 0 < z < 7.

1 . :
Logo, pela escolha de S, 5 < |7h| < 2, para 1 < j < 2% — 1 e portanto,

|sen jh| < |jh|.

- 1 ' ;
Por hipétese a, = O ( e ), ou seja, existe C tal que a, < IC‘ e lembrando
| adltss e

que Z Fite < o0 ja que 14+ a > 1, obtemos
k=1

o0 - oo a » oo 1
Z IaklR Z k1+a = |CI R Z }'{:1"'& < Cl!
k=R k=R k=R
ou seja,
Z |ax| < (3.6)
k=R

Por outro lado, como |ax| > 0, podemos escrever

Assim

2R-1 2R-1 9
3 ko S2R 3 foul < ClR — 20,R. (3.7)
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Logo, fazendo R = 2° em (3.6) e fazendo R = 2?~! em (3.7), obtemos
2C

S
- —h) < (G-1)(-a) L —22
fla+ ) = fl=— ) < 2| 3262 + 5
s : (53
= |h’c3;2(a na &)""23_0,
Co

= |h| Cs (1 4 o0-0) 4 920-) L 4 2(5‘—1){1—&)) -t

< |h| Cs (S250-2)) 4+ 503%

< Cy (lhl (250-20) + i)

925
|h|25 +1) _ 3C )
= < .
04 ( 25& - (23)& < k Ih'

Portanto, |f(z + k) — f(z — h)| < k|h|%,
onde k é uma constante.
Logo f é Holder de ordem o
De maneira anéloga, obtemos que g(z) = i an sennz é Holder de ordem a.

n=1

a
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4. Apéndice

A seguir, vamos apresentar as provas do lema 1 da segao 2 e dos teoremas 15, 16
da secao 1.

Lema 1. Seja a, uma sequéncia mondtona decrescente a zero (a. | 0). Se

f(z) =) ancosnz € I’ (1 <p < 0),

n=1

entdo vale a integrag¢do termo a termo da f(z).

T 20 T o0
Isto €, / f@)dt=>"an /o cosntdt =Y %sennm.
0 n=]

n=1

Prova:
Definimos g : R — R por g(z) = /1 f(t)dt, para z € [0,27] e g periddica.
0

Vamos mostrar que g é continua. Para isso, mostraremos que
lim g(z + ) = 9(@)
L —

De fato:
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9@) ~ gl +a)l < [ 15@de
<(J"vora) (/")
-([" If(t)l‘”dt)%a%l:

onde a segunda desigualdade segue da desigualdade de Holder.

T+a
Como f(z) € L*, ou seja, f |f()|]” dt < oo. Segue que

p=1

lg(z) — gz +a)| < ka ” .

De modo que
e
[

dado £ > 0, existe § = (E) i (k constante positiva) tal que |a| < § implica que

2=l

l9(z) —glz+a)| <ka® <k6F =k==c.

| M

Ou seja, ii_zg&g(m +a) = g(z).
Sendo assim, existe a série de Fourier da g(z) = / : f(t)dt =
= i A, cosnz + B, sennz, onde f(t) = i n cos nt.
n=1 n=1
Vamos determinar os coeficientes de Fourier.

T
Se f € L” entao f € L. Logo g(z) = / f(t)dt é absolutamente continua e
0

assim podemos utilizar integragao por partes (Veja em [4], na p.164).
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i
Denotamos, A, = = f g(z) cos nz dz.

Integrando por partes, encontramos

l (@ )sennm f f(z senn:rdm] —0,
n
pois os coeficientes de Fourier em seno da f sao nulos.
1 4
Denotamos, B, = — f g(z) sennz dz.
i =T

Integrando por partes e observando que g(—#) = g(7), encontramos

anéli_g(x) [’ f(z cos nz | ]=%’

onde a, s@o os coeficientes de Fourier em cosseno da f.

Segue formalmente que

o0

ff (t)dt = ZB sennm*za—sennx

n=1

Observe que

Qn 5 Bk ;
Z —sennz é a série, f(z) = > _ ancosnz, integrada termo a termo de zero a z.
n=1 n n=1

Para mostrarmos que a série de Fourier da f pode ser integrada termo a termo,
# . ,w a’ﬂ .
é suficiente mostrarmos que a série Z —sennx converge pontualmente, para isso

n=1

usaremos o teorema 14,

Vamos verificar que estamos nas hipéteses do teorema 14.

Pelo teorema de Riesz, se f(z) € L? entdao f(z) € L. Sendo assim f € L.
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S o0 1 o=
Temos que, f(z) = Y a, sennz, onde a, = ;/ f(z)cos nzdz.
n=1 ! =
Considere f(z) na forma complexa, entéo conforme (1.2)
flx) = ﬂ=Z_Q’oc:ne."““’, onde ¢y = % =0eparan>1,
Cn = —1an

Cp =dy

S o ) iCn = Gy
Logo, f(z)i = Z ic,e™, onde
n=—0oo -
WCon = —0y
De modo que ic, = —ic_, = an, para n > 1.

Além disso, a, > 0 ja que a, | 0.

Logo, pelo teorema 14,

o0 oe s
SET L

n=1 n=1

Assim
o0 o0 o0 o0 o0
a an a a
> Bnsennz|= z —sennz| < Y —senn:r;‘ <Y =E =) "<
= = " — | n — |7 n
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
(> o] 00 an
Portanto, a série Bnsennz = »  —sennz é absolutamente convergente
n=1 n=1

= oo
na norma do Sup. De modo que ) ™ sennz converge pontualmente.
n=1
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Neste caso, vale a integracao termo a termo da série, como segue

g(z) =/:f(t)dt=/:iancosntdt

n=1

[= =] T oo a
k1)
= E an/ cosntdt = E —sennc.
0 n
n=1

Teorema 15.5¢ f(z) € L? [-7, 7| e ¢(z) = /: |f(t)| dt entdo

f: [Mrdx < Ap/:; |f(z)|Pdz (p > 1), onde A, depende somente de p.

x

Prova:
Observemos que, para € > 0, podemos integrar por partes.
Assim

Hej = f [@]pdx

a6l ey " =P )Pl
= _(p.__(l))ﬂ‘p'l 4 (p._(l))gp—l 4 pfl _/::z: o(z)P~! | f(z)| dz

¢(e)? p_ ["|9)
= (p—1)er? +pﬂ-l ./: [T]

Ou seja,

p-1
|

flz)|dz

10 < 2+ 2 [ renan @)

Pela desigualdade de Hdlder,

@)= [|r@la < (f;[f(z)m)”(/‘:ldt) L)
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Observe que:
a)O primeiro termo do lado direito em (4.2) pode ser tornado tao pequeno

quanto se queira, desde que z seja suficientemete pequeno.

=l p=1
b)(fldt) =z’ .
0

. ¢z) _
De modo que, ilil’cl' 2=t = 0.

#E) .

Portanto, lim
e—0

Novamente, pela desigualdade de Holder,

p=1

/j[ggl]p_llf(x)ldx s(f [?gfl]pda:) ,, (f;[f(:z:)!pdx)lp (4.3)
=uEn= ([ if(m)!”d:r)%.

Combinando (4.1) e (4.3), encontramos

M p e s
) < o2+ L) ( [ i@ dz) .

Dividindo ambos os lados por [/ (E)]P';"l , obtemos

-

1 ¢y P ( S )
I(e)? = + \f(2)] dz
g <(p—1)sp-1[f(s)1» p=1 fs



(e)

Fazendo ¢ tender a zero e lembrando que lim —— = 0, temos que
=0 __-E'p——

1

( /s [%@‘rdm ) S ( [ @)Pds )
pone [ [ an < (21 s

Teorema 16. Seja p > 1,0(z) > 0 e h(z) = /j @(t)dt entdo
/:o o(z)PzP-2dz < 0= /zo h(z)Pz~%dz < oo.
Prova:
Inicialmente, observemos que, para qualquer a > 1 e para qualquer z > a, é

possivel escrever

/xga(t)dt = ]:ga(t)t%zt"(zig)dt.

a

Pela desigualdade de Holder, segue que

z p=1

[t @a < ([ o] a) ([ 6Ea)

= ([ owrera) ([ 6Da)

Assim

1
P

/:go(t)dt < ( /:go(t)ptp‘2dt)
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Observe que:
a)O primeiro termo do lado direito em (4.4) pode ser tornado tdo pequeno

quanto se queira, desde que a seja suficientemente grande, visto que por hipétese:
o0
/ o(z)PrP2dz =
1

= [ f : o(z)PzP2dx + f i o(z)PzP2dz + ] - o(x)PzP %dz ] < o0.

p-1
P p=1

o ( /:tr(’%?)dt ) = [p-1) (a7 —a71)] 7

=1 3
P =kxr,

<(p-1)% (a)
onde a penultima desigualdade segue do fato que 1 < Q7T < g7,

Conseqiientemente, tomando € > 0 um valor qualquer, é possivel escolher a

tal que /z o(t)dt < ez,

a

Fixado este a, temos

h(z) = /’1’ o(t)dt =h(a) + /xc,o(t)dt < h(a) + ez*.

Porém, para z suficientemente grande, obtemos

h(a) = f: eltdt < /xgo(t)dt < ez,

@
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Assim, h(z) < 917,

h h
Logo, dado n = 2¢, existe A > 0 tal que |z| > A implica (f) = (f) <n
TP TP
isto é,
h
L (4.5)
I—00 :E_P
Queremos mostrar que f h(z)Pz~%dz < oo.
1
Para isso, integrando por partes, obtemos
z h,(:r:) # 22 -1 dt
[ nerera == || + [ phre0 (4.6)
1 e

Agora vamos estimar a integral do lado direito de (4.6).

Para isso, escrevemos
(P tote); = [aere e (3] [ou5)]

Aplicando a desigualdade de Holder,teremos

[ weyrot) <

=1

s (/: [h(t)pglt-]t‘(g;_z)];{—l dt) Ll (fj [ga(t)t(gig)]pdt)%

- ( f j h(t)f’t“2dt) ’ ( /: @(t)Ptp‘th)%.
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De modo que

-8

[inrroa < ( [onpea )" ( Jrowrooa)'- 6

De (4.6) e (4.7) , obtemos

] T h(t)Pt~2dt < — [hg) ]p +p( / jh(t)?’t"ﬁdt )%l ( f j p(E)Ptr2dt )%'

(4.8)

2 P
Dividindo ambos os lados de (4.8) por ( f h(t)pt"2dt) , encontramos para
1
z suficientemente grande
z L B s g
( f h(t)?t-%t)’ & - [if)] ( / h(t)?t-ﬁdt)
1 TP 1
9 rep 1

<[5 (irerera) ™ o ( [ teresa’

Por hipétese ]m @(t)PtP~2dt < co.
1

1-p 1

" +p ( f ’ c,a(t)Pzp-ﬂdt) P

1

Logo, fazendo z tender a oo e por (4.5) obtemos: f h(t)Pt~2dt < cc. 0
1
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